


Ingenieur-Mechanik 
Lehrbuch der technischen Mechanik in 

vorwiegend graphisoher Behandlung 

von 

Dr.- Ing. Dr. phil. Heinz Egerer 
Diplom-lngenieur, vorm. Professor fiir Ingenieur-Mechanik und Materialprilfung 

an der Technischen Hochschule Drontheim 

Erster Band 

Graphische Statik starrer Korper 

Mit 624 Textabbildungen sowie 238 Beispielen 
und .145 vollstăndig geliisten Aufgaben 

Springer·Verlag Berlin Heidelberg GmbH 1919 



ISBN 978-3-662-32061-7 ISBN 978-3-662-32888-0 (eBook) 
DOI 10.1007/978-3-662-32888-0 

Alle Rechte, insbesondere das der 
(\bersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten. 

Uopyright 1919 by Springer-Verlag Berlin Heidelberg 

Urspriinglich erschienen bei J ulius Springer in Berlin 1919 



Vorwort. 

Inhalt und Darstellung der "Ingenieur-Mechanik", dessen erster 
Band hier vorliegt, schopfen aus einer doppelt.en Quelle. Zuniichst 
aus den Repetit.orien, die ich fiir die Studierenden der Technischen 
Hochschule aus dem Gebiet der technischen Mechanik gebe, sowie 
aus jenen Fachgebieten, die sich auf ihr aufbauen; der reine Seminar
charakter dieser Examensvorbereitung machte mich bald bekannt 
mit der Denkweise der Studierenden. Und ebenso aus der steten 
Fiihlung, die mich mit meinen ehemaligen Schiilern verbindet; sie 
hii.lt mich stets vertraut mit den Forderungen, die die Praxis an 
den wissenschaftlich arbeitenden Ingenieur stellt, und deswegen wie
der mit jenen, die der Ingenieur gegeniiber einem W erk erheben 
kann und wird, das ihm Lehrbuch sein soll und gleichzeitig Nach
schlagewerk. DaB mir wiihrend meiner Lehrtiitigkeit an der neu
errichteten Technischen Hochschule Drontheim Gelegenheit geboten 
wurde, meine Erfahrungen fiir den Unterricht in Ingenieur-Mechanik 
zu verwerten, war mir iiberaus willkommen. Die dabei gewonnenen 
neuen Erfahrungen sind sicher nicht die letzten Elemente fiir die Dar
stellung und die Abgrenzung des Stoffes der "Ingenieur-Mechanik". Das 
Charakteristische dieser Lehrtiitigkeit war die besondere Betonung 
der seminaristisch abgehaltenen DbungE;n, denen die Studierenden 
in Gruppen anwohnten. Es war fiir mich eine Freude, wie meine 
Schiiler nach einem anfiinglich ganz unzweideutig geoffenbarten Mi13-
trauen gegen die als allzu theoretisch verrufene deutsche technische 
Wissenschaft schliei3lich mit Lust und Eifer auch an theoretisch 
recht verwickelte Stoffe sich heranwagten, nachdem ihnen der jeder
zeitige Ausblick auţ die Anwendung der Theorie in der Praxis und 
umgekehrt die stetige Heriibernahme des tiiglichen praktischen Le
bens als Untergrund der Beispiele und tlbungen den Wert des 
wissenschaftlich-technischen Unterrichtes gezeigt hatte. 

* 



IV Vorwort. 

Darstellung und Inhalt sind bestimmt und begrenzt durch die be
reits gezeichneten Forderungen des Ingenieurs. Den N achdruck lege 
ich auf eine mi:iglichst anschauliche Behandlung sowie auf die Einflech
tung von zahlreichen Beispielen und Aufgaben, erstere zur ErH.i.ute
rung des jeweils besprochenen Themas, diese als Vbungsstoff. In 
der Natur der Dinge liegt es wieder, daB gerade im ersten Band 
die anschauliche· Behandlung in den Vordergrund ti·eten muB; frei
lich wird sie im Verein mit der Fiille der Beispiele und Aufgaben 
dem Buch eine eben nicht zu umgehende Breite geben. Aber man 
beachte das Ziel: mit einem geringsten Aufwand geistigen Schaffens 
soli der Leser sich ein Hi:ichstmaB erreichbaren Wissens vermitteln; und 
urteile dann, ob noch vi ele andere W ege zu diesem Zi ele lei ten. W eiter 
beachte man noch, daB eine Mechanik fiir Ingenieure eine vor
wiegend graphische sein muB; soli aber dieser graphischen Behand
lung nicht die Gefahr erwachsen, daB sie rein handwerksmaBig wird 
und schablonenhaft, dann miissen W ort und Bild von Anfang an 
weit ausholen. Die gleichen Erwagungen gelten fiir die heute nicht 
mehr zu umgehende Verwendung der Vektoren, deren Einfiihrung 
eine sorgfaltige Behandlung verlangt, um sie dem Ingenieur nicht . 
nur verstandlich, sondern mit der Zeit auch vertraut und schlieBlich 
unentbehrlich zu machen. Die Vektoren steigen im W ert eben leider 
erst in den schwierigeren Teilen der Mechanik, bei Beginn eines 
technisch-mechanischen Studiums ist dem Studierenden der Wert der 
vektoriellen Rechnung gegeniiber der gewi:ihnlichen analytischen nur 
schwer plausibel zu machen. Fiir die Abgrenzung des Stoffes galt 
mir als erstes Gesetz: Nicht mehr, als der Ingenieur in praktischer 
wie wissenschaftlicher Hinsicht beni:itigt. Fiir den Gebrauch der 
"Ingenieur-Mechanik" als Nachschlagewerk werden in einem eigenen 
Teil in Verbindung mit einer Formelsammlung alle in Betracht kom
menden Tabellen erscheinen; ihre Einrichtung soll ein mi:iglichst ein
faches Nachschlagen ermoglichen. Jeder Band hat iiberdies noch ein 
eigenes ausfiihrliches Sachverzeichnis. 

Von der iiblichen Einteilung des Stoffes abweichend b~ginnt die 
"Ingenieur-Mechanik" mit der Statik starrer Ki:irper. Einmal setzt 
diese keine Kenntnisse der hi:iheren Mathematik und insbesonders 
der hi:iheren Analysis voraus; es war mir daher auch mi:iglich, in 
vier aufeinanderfolgenden Semestern, vom ersten S~mester an be
reits beginnend, den iiblichen Stoff der Ingenieur-Mechanik vorzu
tragen .. Weiter war fiir mich maBgebend die Erkenntnis, daB die 



Vorwort. V 

allgemeinen Gesetze der Mechanik sich fast durchweg auf zwei ein
fache Prinzipien zuriickfiihren lassen, auf die lineare und polare Zu
ordnung zwischen Ursache und Wirkung. Die Statik starrer Korper 
stellte ich an die Spitze, weil sie nur mit den einfachst moglichen, 
den linearen Zuordnungen, arbeitet. Nebenbei spielt noch die Er
wagung mit, daB die Statik starrer Korper an sich keine verwickelten 
Probleme stellen kann, wenn nicht raumliche Vorstellungen sie er
schweren; sie bietet daher die beste Gelegenheit, mit den Grund
begriffen der Mechanik - Resultante, Arbeit, Moment - durch zahl
reiche Beispiele und Dbungen sich vollkommen vertraut zu machen. 
Der zweite und dritte Band werden von der gesamten Mechanik 
starrer und nichtstarrer Korper die einzelnen Teile (Massenmoment, 
Schwerpunkt, Reibung, Hydrostatik, Dynamik starrer Korper, Hydro
dynamik, Festigkeitslehre, Fachwerke, Erddruck, Stiitzmauern, Pfeiler, 
Gewolbe, einfachere Eisenbetonkonstruktionen, einfachere Tragkon
struktionen) soweit bringen, als sie den gewohnlichen taglichen Forde
rungen des Ingenieurs geniigen. Der vierte Band bringt die Erweite
rung der Festigkeitslehre und Dynamik fiir Tiefbau-, Maschinen- und 
Elektroingenieure. 

Munchen, den 10. Januar 1919. 

Heinz Egerer. 

Anleitung zum Studium 

des Werkes: Das Hauptaugenmerk ist auf die selbstandige Li.isung 
der Aufgaben zu richten. Folgenden Erfahrungssatz bitte ich recht 
einzupragen: Eine einzige vom Anfang bis zum Ende selbstandig 
gelOste Aufgabe ist mehr wert als zwanzig "verstandene", d. h. mehr 
wert als zwanzig Aufgaben, deren Losung nach dem Buch keinem Zwei
fel begegnete. Nur wer eine Losung selbstandig und gleichzeitig auch 
vollstandig vom ersten bis zum letzten Bleistiftstrich durchfiihrt, 
haf eine Garantie dafiir, daB er den Stoff der Aufgabe beherrscht. 
Praktisch ist es, die Zeichnungen gro13 zu machen, ich empfehle 
mindestens viermal so groB wie die Zeichnungen des Buches. Auf 
anderem wie quadriertem Papier (die einzelnen Quadratseiten genau 
5 mm oder 10 mm gro13) zu zeichnen, ist Zeitverlust. 



VI Vorwort. 

Einigen wird die vektorielle Behandlung des Momentenbegriffes 
zu schwierig erscheinen. Sie konnen die Nummern und Nummern
teile, die mit einem Stern versehen sind, einstweilen iiberschlagen; 
wer nicht das Studium des vierten Bandes ( erweiterte Festigkeits
lehre und Dynamik) notwendig hat, also Architekten, Bergbau- und 
Kulturingenieure, iiberschlăgt sie fiir immer. 

W elche Sătze und Formeln soll man auswendig wissen ~ Ich 
wiederhole die entsprechende Stelle aus meiner "Ingenieur-Mathe
matik": 

alle diejenigen, von denen man selbst wahrnimmt, daB sie oft 
auftreten und angewandt werden. Man vermeide einen Ballast 
von auswendig gelernten Formeln; der Ingenieur ist mehr als 
irgend ein anderer Berufsmensch auf stetes Nachschlagen hin
gewiesen; fiir ihn kommt es nicht darauf an, eine Formei zu 
wissen, sondern sie zu verstehen und anzuwenden. 

Deswegen benotigt er auch ausgezeichnet eingerichtete und moglichst 
einfach zu handhabende Nachschlagetabellen; gegen dieses Gebot 
wird noch sehr gesiindigt. 

W enn es notwendig war, habe ich bei der ma.thematischen Be
weisfiihrung auf meine "Ingenieur-Mathematik" verwiesen, durch 
Angabe des Bandes und der Nummer bzw. der Formei. 

Die Bezeichnungen habe ich moglichst an die "Hiitte" und das 
.,Taschenbuch fiir Ingenieure" angelehnt. Sie stimmen auch mit den 
vom AEF (AusschuB fiir Einheiten und FormelgroBen) aufgestellten 
iiberein. 
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Erster Abschnitt. 

Einleitung. V ektoren und V ektorenrechnung. 
1. Die Naturwissenschaften haben den Gesamtinhalt aller Natur

erscheinungen als Grundlage ihrer Untersuchungen. Die Mechanik 
ist jenes Teilgebiet der N aturwissenschaften, das die einfachste und 
vollstăndigste Beschreibung der Bewegungen der wăgbaren Korper 
und deren Ursache als ihre Aufgabe hat. Die als moglich ange
nommenen Korper unterscheiden sich als wăgbare im Gegensatz zu 
den unwăgbaren, wie es der hypothetische Ăther ist. Der Fall der 
Ruhe, von dem die Statik ausgeht, der absoluten sowohl wie der 
relativen, ist als Sonderfall der allgemeinen Bewegung zu betrachten. 
Die Mechanik ist aher nicht nur Teilgebiet, sondern mehr, sie ist 
gleichzeitig auch die Grundlage aHer Naturwissenschaften, weil auf 
ihren Gesetzen sich alle anderen aufbauen. 

W enn sich die Mechanik vorwiegend mit den Problemen der 
Technik befaBt, wird sie zur technischen oder Ingenieurmechanik. 
Ein ăuBeres Kennzeichen der Ingenieurmechanik gegeniiber der rein 
theoretischen, also nicht angewandten Mechanik, ist die Methode der 
Behandlung: fiir die erstere die mehr graphische, fiir letztere die 
vorwiegend analytische. 

Die analytische Mechanik, wie man statt theoretische 
Mechanik nach dem Angegebenen meist sagt, unterscheidet sich von 
der Ingenieurmechanik aher nicht allein durch die Behandlungsweise, 
sondern vor allem auch dadurch, daB sie mehr allgemeinen Charakter 
hat, allgemeine Gesetze aufstellt, wahrend die technische Mechanik 
moglichst rasch praktischen Făllen zueilt. Es ist also der mehr 
theoretische Charakter, der die analytische Mechanik auszeichnet, 
wăhrend die technische Mechanik doch in erster Linie den prak
tischen Bediirfnissen angepaBt sein soll. 

Eine altere Einteilung in eine Mechanik der festen, fliissigen 
und gasformigen Korper verleitet zu einem Irrtum, als ob fiir die 
festen Korper in der Hauptsache andere Gesetze gelten wiirden als 
fiir die fliissigen oder gasformigen. In der Technik verschwindet 

Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 1 



2 Erster Abschnitt. 1. 2. 

auf manchen Gebieten der Unterschied zwischen einer Mechanik der 
fliissigen und einer Mechanik der gasformigen Korper fast ganz. 

Eine andere Einteilung unterscheidet die Sta tik, d. i. die Lehre 
von den Beziehungen der Krăfte unter sich im Fall der Ruhe eines 
Korpers, von der Dynamik, d. i. die Lehre vom Zusammenhang der 
Krăfte, die an einem Korper angreifen, und dessen Bewegung, lăf3t 

sonach die Statik als Spezialfall der Dynamik erscheinen. 
2. Wesentlich wertvoller ist die Einteilung in eine M echanik 

des materiellen Punktes und eine Mechanik des Korpers. Der 
materielle Punkt oder Massenpunkt ist definiert als ein mit Masse 
versehener Punkt, als ein geometrischer Punkt, den man sich auf 
irgendeine Weise als Trăger einer Masse vorstellt. Jeder physikalisch 
existierende d. h. sinnlich wahrnehmbare Korper ist in der Mechanik 
dann als ein System von materiellen Punkten, als Punkthaufen zu 
betrachten. Insofern ist dann die Mechanik des materiellen Punktes 
ein Spezialfall der Mechanik des Korpers. Man hiite sich bei der 
gegebenen Definition des materiellen Punktes vor dem Irrtum, als 
ob ein Korper nur dann als materieller Punkt betrachtet werclen konnte, 
wenn er sehr klein ist, oder umgekehrt, als ob man jeden sehr kleinen 
Korper als materiellen Punkt betrachten diirfte. Der Begriff "groi3" 
oder "klein" hat mit dem Begriff "materieller Punkt" zunăchst gar 
nichts zu tun. Wir miissen etwas ausholen: Einen physikalischen 
Vorgang genau so darzustellen, wie er in der Wirklichkeit vor sich 
ging oder geht, ist unmoglich; alle unsere Darstellungen sind nur Bilder 
der wirklichen Vorgănge, mehroder minder treu,mehroder minder 
genau. Solch ein Bild cler Wirklichkeit, das mit Vorteil in die 
Mechanik eingefiihrt wird, ist der materielle Punkt. Die Unter
scheidung zwischen ihm und dem Korper und damit auch die Mog
lichkeit. den Begriff des materiellen Punktes zu erfassen, griindet 
sich auf folgende Dberlegung. 

Die einfachste Bewegung, die ein Korper haben kann, ist die 
Translation oder Schiebung oder Fortschreitungsbewegung, 
bei der alle Punkte des Korpers die nămliche Bewegung haben und 
irgendein Gebilde des Korpers seiner urspriinglichen Lage parallel 
bleibt. Die Skizze der Abb. 1 stellt soleh eine Translation dar, alle 
Punkte A, B, P usw. beschreiben kongruente Kreise, die Strecke AB 
bleibt sich stets parallel. Eine weitere recht einfache Bewegung des 
Korpers ist die Rotation oder Drehbewegung um eine feste 
Achse. bei der die einzelnen Punkte Kreise um die Achse senkrecht 
zu ihr beschreiben. Die Skizze der Abb. 2 zeigt eine solche Rotations
bewegung, die einzelnen Punkte A, B, P usw. beschreiben konzen
trische Kreise um den Mittelpunkt 111. Nach einer vollstăndigen 

Umdrehung hat sich auch jedes einzelne Gebilde einmal um sich 
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selbst gedreht, beispielsweise die Strecke AB der Skizze. Die be
liebige Bewegung eines Korpers lăLit sich, wie spăter gezeigt werden 
soll, immer auf eine Translation und eine Rotation zurlickfiihren. 

Ein ausdehnungslos gedachter Punkt kann nur eine Translations
bewegung oder Schiebung haben, der Korper aber neben der Trans
lation auch noch eine Rotation. Interessiert man sich nun nur fur 
die Translation eines Korpers, dann genligt es, den Korper, so groB 
er auch sein mag, als materiellen Punkt zu betrachten. Man denkt 
sich dann die ganze Masse des Korpers in seinem Schwerpunkt ver
einigt und untersucht nur die Bewegung dieses Punktes. Oder man 
bedenkt, daB alle Einzelpunkte des Korpers die nămliche Bewegung 
haben und braucht nur einen einzelnen dieser Punkte zu unter-
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suchen. So kann man die gewiLI sehr groLie Erdkugel als materiellen 
Punkt betrachten, wenn man etwa nur nach ihrer Bewegung um 
die Sonne fragt. Wenn man von der parabolischen Bahn eines Ge
schosses spricht, von der Wurfhohe oder Wurfweite, so denkt man 
sich das GeschoB wieder als materiel1en Punkt. Bei dieser Vor
stellung behandelt man den materiellen Punkt genau wie einen 
geometrischen und denkt sich ihn mit allen denjenigen Eigen
schaften begabt, die die hinzugedachte Masee wirklich hat. Wiinscht 
man aber auch AufschluLI liber die Eigenbewegung eines Korpers, 
liber seine Drehbewegung, dann reicht das Bild des materiellen 
Punktes nicht mehr aus, so klein auch der Korper sein mag. 
Man muLI ihn dann als ein System von materiellen Punkten be
trachten, die im allgemeinen ganz verechiedene Bewegungen haben 
konnen. Etwa wenn man nach der Bewegung der Erde um ihre 
Achse innerhalb eines T.ages frăgt, oder wenn man die Abweichung 
eines Gewehrgeschosses aus seiner Flugbahn wissen will, die Ab-

1* 
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weichung, die unter dem EinfluB der Rotation des Geschosses und 
des Luftwiderstandes zustande kommt. 

W enn man im AnschluB an die beiden Beispiele sich einen 
Korper bei seiner Hauptbewegung (Drehung der Erde um die Sonne 
oder GeschoBkurve) als materiellen Punkt vorstellt, so macht man 
da bei immer den einschrankenden Vorbehalt, diese V orstellung sofort 
fallen zu lassen, wenn die Frage nach einer genaueren Beschreibung 
der Bewegung des Korpers gestellt wird. 

3. Die unbenannten oder benannten GroBen der Mathematik und 
Mechanik lassen sich unterscheiden als richtungslose oder skalare 
GroBen (Skalare ), das sind solche GroBen, denen nur ein durch 
eine einzige Zahl (in umkehrbarer Weise eindeutig) darstellbarer 
Mengenbegriff innewohnt, z. B. Zeit, Masse, Wărme usw., und als 
gerichtete oder vektorielle GroBen (Vektoren), denen neben 
dem Mengenbegriff auch eine Richtung zukommt, z. B. Weg, Ge
schwindigkeit, Kraft usw. Im folgenden sollen Skalare mit lateinischen 
Buchstaben, V ektoren mit ( meist fettgedruckten) gotischen bezeichnet 
werden, z. B. ~' ti, $, 21, a. 

Ist die Berechtigung gegeben, sich eine Strecke als Bild einer 
gewohnlichen Zahl vorzustellen, dann wird die in einem bestimmten 
Sinn durchlaufene gerichtete Strecke das Bild eines Vektors sein; 
die MaBzahl dieser Strecke ist unter Beriicksichtigung des Dar
stellungemaBstabes die gleiche wie die des Vektors, ebenso ist die 
Richtung der Strecke die gleiche wie die des V ektors, der Pfeil der 
Strecke gibt dessen Richtungssinn an. Nicht zur Darstellung ge
bracht wird also durch die mit Pfeil versehene Strecke die Lage 
des V ektors im Raum. Solche Vektoren, bei denen die Lage be
langlos ist, unterscheidet man als f rei e V ektoren von den g e bun de ne n 
V ektoren, zu deren Kennzeichnung noch ein die Lage bestimmendes 
Element hinzukommen muB. 

Einheitsvektoren sind Vektoren, deren Zahlenwert 1 ist; dar
gestellt wird also aer Einheitsvektor durch eine Strecke gleich der 
Lăngeneinheit ( die man natiirlich willkiirlich wăhlen kann ). In der 

Abb. 3. 

Ebene gibt es oo1 Einheitsvektoren, im Raum 
oo2 ; trăgt man alle Einheitsvektoren der Ebene 
bzw. des Raumes von einem festen Punkt 
aus ab, so bilden die Endpunkte einen Kreis 
bzw. eine Kugelflăche vom Radius 1. In 
Abb. 3 sind a', l( c', il' willkiirlich ausge
wahlte Einheitsvektoren der Ebene. 

Jeder Vektor ist das Vielfache eines Ein
heitsvektors; nach Abbildung ist z. B. 
a= 3 a', li= 1,2 11', c = 1,5 c', 11 = 1,5 11'. 
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Jene Zahl, die angibt, wieviel mal so groB ein Vektor ist als der 
mit ihm gleichgerichtete Einheitsvektor, heiBt der Zahlenwert (oder 
Betrag, auch Tensor) des Vektors. Den Zahlenwert nimmt man 
stets positiv. Nach Abb. 3 ist also 3 der Zahlenwert, a' der Ein
heitsvektor des Vektors Il usw. Damit ergibt sich: 

J eder Vektor ist gleich Zahlenwert mal Ein-
heitsvektor. (a) 

Zwei Vektoren U=U·U und ~=V·b konnen demnach gemein-
sam haben: 

a) nur den Zahlenwertj also U =V, 
b) nur den Einheitsvektor, also u = ll, 
c) Zahlen wert und Einheitsvektor, also U = V, u = tJ; 

in letzterem Fall heiBt man die Vektoren g 1 ei c h und schreibt 

11=~. 

Zwei Vektoren heiBen entgegengesetzt gleich, wenn sie 
gleiche Zahlenwerte~ aher entgegengesetzt gleiche Einheitsvektoren 
ha ben. Wenn also U = -IB, so heiBt dies U =V, U = ~ tJ. 

Wăhlt man in der 
Ebene willkiirlich zwei zu
einander senkrechte Rich
tungen aus und hălt sie 
fiir die Dauer der Unter
suchung fest, so sollen die 
Einheitsvektoren in diesen 

·l l-1,6'z Z1-z 

1------z ... i-'-, _ _, 

i, 

zwei ausgezeichneten Rich- Abb. 4. Abb. 5. 
tungen Grundvektoren 
genannt und mit i1 , i2 bezeichnet werden, siehe Abb. 4. 

Entsprechend hat man im Raum drei Grundvektoren i1 , i2 , i3 

in drei zueinander senkrechten willkiirlich ausgewăhlten Richtungen. 
Beispiel a) Man zeichne die Vektoren 

3il' -2i1, 2i2, -1,5i2. 

W enn die beiden Grundrichtungen als bekannt vorausgesetzt werden, 
hier i1 horizontal nach rechts und i2 dazu senkrecht nach oben, gibt 
Abb. 5 die Zeichnung. 

4:. Die elementaren Rechnungsoperationen mit V ektoren bezwecken 
eine moglichst sinnfăllige Darstellung von wichtigen GroBen der 
Mechanik und von ihnen hergeleiteten Gri:iBen: Resultante, Arbeit, 
Moment usw. Durch diese Absicht erklăren sich die in den folgen
den Zeilen eingefiihrten Definitionen von Summe oder Produkt zweier 
Vektoren. 



6 Erster Abschnitt. 4. 

Ankniipfend an die Darstellung der elementaren Summe a+ b 
zwewr Zahlen a und b durch die Strecke O E der Abb. 6 definiert 

E 
man die Summe ~ + !8 (auch geome

_ __ ,., _____ 0 _-' trische oder graphische Summe ge-
Abb. 6. nannt, sprich "~ + !8 graphisch") der Vek-

toren ~ und !8 als einen Vektor, den man 
folgendermaBen erhălt, s. Abb. 7: 

Man trăgt von einem willkiirlich gewăhlte n An
fangspunkt O aus zuerst den Vektor ~ und von 
dessen Endpunkt aus den Vektor Il an, dessen 
Endpunkt wieder Esei. Dann ist der Vektor von 
O nach E die Summe 21 +Il. (a) 

Anmerkung. Dem Anfănger wird geraten, stets "graphische Summe" 
oder "geometrische Summe" zu sagen, nicht kurzweg "Summe"; auch stets zu 
sagen, der Vektor von O nach E, nicht schlechtweg Strecke oder Verbindungs
strecke OE. Ebenso stelle er sich einen Vektor stets als einen im Pfeilsinn 
durchlaufenen Weg vor, nicht kurzweg als Strecke. 

Abb. 7. Abb. l:l. 

Die Summe !8 + ~ der Abb. 7 ist nach Definition durch den 
nămlichen V ektor von O nach E dargestellt wie die Summe ~ + !8; 
damit ergibt sich 

~+ll=ll+~'' (b) 

d. h. die Reihenfolge der Summanden ist belanglos. 

Ebenso ist ohne weiteres ersichtlich, daB 

~ + (!8 + f.t) = (~ + !8) + (S:. (c) 

Die Operation ~- !8 kann man entweder als Differenz definieren, 
d. h. als gesuchten Summanden, oder als Summe der Vektoren 2l 
und -Il, wobei, wie die Abb. 8 ersichtlich macht, der Vektor -ll 
entgegengesetzt gleich ist dem Vektor + !8. In Abb. 8 ist noch zum 
Vergleieh die Summe ~ + !8 und die Summe 2l - ti eingetragen. 
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Beispiel a) mit d) Gegeben sind durch Abb. 9 die Vektoren 
W. tl, i, il. Man zeichne die Vektoren ~4 = W + 8 + i +il, 
t;2 ==W+lB+i-il, ~3=W-8+i-il, ~4 =-W-lB+i-il. 

Losung durch die Abb. 10 mit 13. (In Abb. 13 ist der Pfeil 
von D umzukeliren.) 

Abb. 13. 
o 

Abb.9.{S ,()AbbiO. 
~/[) 

E a E 

1?, 

o 
Abb. 11. Abb. 12. 

Beispiel e) mit h) Man zeichne die Vektoren ll1 = i 1 + :H~, 
112 = 1,5i1 - 2i1p 113 =- 0,5i1 -1,5i2 , 114 = i1 v'2 -i2 v'3. 

Losung durch Abb. 14 mit 17. 

Abb. 14. Abb. Hi. Abb. 16. Abb. 17. 

Beispiel i) Man zeichne in axonometrischer Darstellung den 
Vektor r= 3i1 + 2i2 + 2,5i3 • 

Losung durch Abb. 18. 
Beispiel k) mit m) Man zeichne in senkrechter 

den Vektor des vorausgehenden Beispiels, fer-
ner die V ektoren 

9' 3' +15' ~. . +~· 2' tl = ~ 11 - 12 , 13 , u = - 11 :.. 12 - 13 . 

~ Losung durch Abb. 19 und 20. 

1 
1 

Aufgabe a) Man zeige an einigen Beispielen, daB 
die graphische Summe von n zueinander symmetrisch 
gelegenen Einheitsvektoren immer Null ist. 

_______ ..J 

3-ia 

Losung: Durch Abb. 21 mit 24. Abb. 18. 
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Bei dieser Gelegenheit sei darauf aufmerksam gemacht, daB es 
nicht notwendig uud oft nicht einmal zweckmaBig ist, in der Ab
bildung die V ektoren durch gotische Buchstaben zu bezeichnen, da 
durch die graphische Darstellung diese GroBen ja ohnedies als Vek
toren gekennzeţchnet sind. 

E" 

Abb. 19. Abb. 20. 

5. Die Definition (4a) und die Abb. 8 mit 24 machen ohne wel
teres klar: 

Jeder Summensatz wird durch ein Vieleck dar-
gestellt, (a) 

und umgekehrt: 

Jedes (ebene oder windschiefe) Vieleck kann 
als Bild eines Summensatzes betrachtet werden. (b) 

------~ / 
1 

( a 

\ 
\ 

" '-
Abb. 21. 

X
---~" 

1 \ 
1 \ 
1 ; 
\ 1 

" / ----~ 
Abb. 22. 

0 6 O,E 

a O,E 

Abb. 23. Abb. 24. 

So kann man z. B. das Vieleck der Abb. 10 lesen 

!81 =~+tJ+6;+ ~' 
wenn man Anfangspunkt O und Endpunkt E so wahlt, w1e in dieser 
Abbildung angegeben. Oder 

~+tJ+6;+~- t;l =0, 
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wenn man den Endpunkt E in den Anfangspunkt O verlegt denkt ; 
oder 

!B + tS; + ~ = -a+ lll, 
wenn man als Anfangspunkt den Endpunkt des Vektors ft wăhlt 
und als SchluBpunkt E den Endpunkt des Vektors ~. N atiirlich 
sind die beiden letzten Schreibweisen nur Umformungen der ersten. 

Wie man aus zwei oder mehreren V ektoren durch geometrische 
Summierung einen neuen Vektor erhălt, so kann man umgekehrt 
jeden Vektor in zwei oder mehrere andere 
zerlegen; die so gewonnenen Vektoren 
heiBen die Komponenten des gegebe
nen Vektors. So kann man sich etwa 
vorstellen, daB der Vektor ll1 der Abb. 
10 gegeben ist, und daB er nach dieser 
Abbildung in die Komponenten a, !8, 
(5;, ~ zerlegt wurde. 

Meist kommt man in die Lage, 
einen V ektor in Komponenten parallel 
den willkiirlich gewăhlten oder irgend-
wie vorgeschriebenen zwei Gruridrich

-~:zJ 
1 """ 1 1 1 

1 

1 

1 

1· 
1 

n~f 
~'f' 
t-'1. 

-cos~ 1 

1 
1 

Abb. 25. 

tungen der Ebene bzw. den drei Grundrichtungen des Raumes zer
legen zu miissen. 

SchlieBt in der Ebene ein Einheitsvektor Il' mit der ersten Grund
richtung den Winkel cp ein, so ergibt sich nach Abb. 25 

Il'= i1 cos cp + i2 sin rp, (c) 

wo also 1 · cos cp und 1 · sin cp die Projektionen des Einheitsvektors 
auf die beiden Grundrichtungen und demgemăB i 1 cos cp und i 2 sin cp 
die Komponenten in diesen Grundrichtungen sind. 

Sind a1 , a2 die Projektionen eines gegebenen Vektors Il auf 
die vorgeschriebenen zwei Grundrichtungen der Ebene, so sind die 
Komponenten dieses Vektors ll1 =i1 a1 , ll2 =4a2 , also 

Il = ll1 + ll2 = i1 a1 + 4 a2 

=a (i1 cos cp + i2 sin rp) =a Il', 

wenn Il' der Einheitsvektor von Il ist, so wie Abb. 25 angibt. Der 

V ektor Il hat den Zahlenwert a = + V a1 2 -t" - aQ 2• 
(-) " 

Bezeichnet man mit ~. ~. ~ die Komponenten des Radiusvektors f 
in den drei Grundrichtungen oder Koordinatenachsen, so ist, s. Abb. 26, 

f=~+~+~. 
was mit 
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auch geschrieben werden kann 

r=i1 x + 4Y+i3 z. (d) 
Der Einheitsvektor r' dieses Radiusvektors r ·hat gegen die drei 

Grundrichtungen oder Koordinatenachsen die Richtungswinkel a, {J, 
r und demgemăB 1 ·cos a, 1 ·cos fJ, 1 ·cos r als Projektionen in diesen 
drei Grundrichtungen. Dann ist 

r' = i1 cos a + i 2 cos fJ + i 3 cos r . ( e) 

Der Radiusvektor r hat die Projektionen x = r ·cos a, y = r ·cos {J, 
z = r ·cos r, also ist, s. Abb. 26, 

r = i1 x + i2 y +i3 z 
= r (il cos a + i2 cos fJ + ia cos r) = r. r', (f) 

Abb. 26. 

was zu erwarten war. 
Hat man einen beliebigen Vektor ~ 

im Raum mit den Projektionen A1 , A2 , A3 

auf die drei Achsen, dann werden diese, 
als V ektoren betrachtet und als solche 
Komponenten von ~l genannt, in der 
Vektorensprache ausgedruckt durch 

Dann gilt entsprechend wie eben entwickelt die Beziehung 

(g) 

Diese Gleichung ist dann vollstăndig hinreichend zur Charakteri
sierung des V ektors ~, wăhrend in der Sprache der analytischen 
Geometrie drei Gleichungen notwendig sind, um den Vektor 21 voll
stăndig zu beschreiben, etwa 

A=VA12+.A~2+-Aa2' (h) 

um den Zahlenwert anzugeben, und zwei der Gleichungen 

A1 =Acosa, A2 =Acos{J, A3 =Acosr (i) 

fUr die Richtung. 
Dieser Ietzteren Formei gibt man auch noch Ausdruck durch: 

Die Projektionen eines Vektors sind propor-
tional seinen Richtungsfaktoren, (k) 

wenn man Richtungsfaktoren die Kosinuswerte der Richtungswinkel 
nennt. 

Beispiel a) Man gebe Zahlenwert und Richtung des Vektors B 
der Abb. 27 durch eine einzige Gleichung wieder. 



also 
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Es ist B3 =-2, 

~=- 2·i1 -1·i2 - 2·i3 • 

In der analytischen Geometrie miiBte man schreiben 

B=V4+1+4=3, 

cosa___:.-2:3, cosfJ=-1: 3, cosy=- 2:3. 

Ohne weitere Begriindung ist der Satz einzusehen: 

Sind zwei Vektoren gleich, so sind auch ihre 
entsprechenden Komponenten in den Grundrich-

11 

tungen gleich. (1) 

Beispiel b) Man stelle den Vektor 
U' = ~ i1 + 3 i2 - i3 durch Grund- und Auf
riB dar. 

Die Lage des Vektors ist belanglos, 
also trage man auf der x-Achse irgendwo 
den Vektor 6:1 = 2 i1 an, so wie Abb. 27 an
gibt, entsprechend 6:2 = 3 i2 auf der y-Achse 
und 6:3 =-i3 auf der z-Achse ( es sei wieder 
erinnert, daB die Schreibweise durch goti
sche Buchstaben nur fiir die Rechnung not
wendig ist ). 

-+--~~r-~~--~Y. 

1" 1 -~L'' i 
8 'C, ---~ 

' ------ 1 

Abb. 27. 

6. Projiziert man ein geschlossenes ( ebenes oder riiumlich wind
schiefes) Vieleck von einem willkiirlich gewăhlten Zentrum aus auf 
eine wiJlkiirlich gewahlte Ebene, so wird die Projektion wieder ein 
Vieleck geben, dessen einzelne Seiten im 
gleichen Richtungssinn durchlaufen werden 
wie die des urspriinglich gegebenen Viel
ecks, s. Abb. 28. W enn demnach im ur
spriinglichen Vieleck gilt 

~=W+~+'+···, 
so gilt vom projizierten 

~, = ft' + tl' + ,, + ... 
Dabei sind also ~', !l', ~·, i', . . . die Pro-
jektionen von ~' ft, !8, i, ... auf die willkiir- Abb. 213. 

lich vorgeschriebene Projektionsebene. Die 
Seiten ~', ft', ~', i', ... liegen in ein und derselben Ebene, wăhrend fiir 
~' !1, ~' i, ... dies im allgemeinsten Fali nicht zutreffen wird. W elche 
Beziehungen auch sonst noch zwischen den beiden Vielecken vor-
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handen sein mogen, uns interessiert hier nur die eine Tatsache, da6 
die Projektion wieder ein Vieleck gibt. Ob das willkiirlich gewahlte 
Projektionszentrum im Endlichen oder im Unendlichen liegt, im 
letzteren Fall also eine Parallelprojektion vorliegt, ist fiir die Beziehung, 
die uns hier angeht und die in den beiden oben angegebenen Glei
chungen zum Ausdruck kommt, belanglos. Uns interessiert hier nur, 
da6 der Summensatz 

seiner Form nach vollstandig erhalten geblieben ist; nur da6 jetzt 
statt der urspriinglichen Vieleckseiten deren Projektionen stehen. 
Der Satz bleibt natiirlich auch dann noch ~rhalten, wenn man nicht 
auf eine Ebene, sondern auf eine Gerade projiziert. Allerdings hat 
hier eine Zentralprojektion nur dann einen Sinn, wenn das Vieleck 
eben ist und auch die gegebene Gerade, auf die projiziert werden 
soli, samt dem Projektionszentrum in der Vieleckebene liegt. Im 
allgemeinen Fall ist unter Projektion auf eine gegebene Gerade immer 
eine Parallelprojektion durch parallele Ebenen zu verstehen: Als 
Projektion einer Strecke AB auf die gegebene Gerade gilt dann die 
Strecke A' B' zwischen den Schnittpunkten A' und B' der durch A 
und B gelegten parallelen Projektionsebenen mit der gegebenen Ge
raden. Im praktischen Fall sind diese Projektionsebenen meist senk
recht zur gegebenen Geraden. Bei dieser Projektion gilt sonach 
wieder vom projizierten Vieleck 

~" = ft" + !S" + ," + ... ' 
oder besser, da die einzelnen projizierten Seiten jetzt alle auf der 
gleichen Geraden liegen, die Beibehaltung der Vektorenschreibweise 
somit keinen · Zweck mehr hat, 

S"=A" +B" +O"+ ... 
W enn man also die in einem vektoriellen Summensatz auftretenden 
einzelnen Summanden, natiirlich in der Lage, die sie in dem den 

Abb. 29. 

Summensatz darstellenden Vieleck 
einnehmen, auf eine willkiirlich ge
wahlte Ebene oder Gerade projiziert, 
so bleibt die Form des Summen
satzes die gleiche, nur daB statt der 
urspriinglichen Vektoren deren Projek
tionen stehen. Wir wollen diesen 
wichtigen Satz in Zukunft in der 
einfachen Form aussprechen (Pro
j e ktionssa tz): 
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Ein Summensatz bleibt bei der Projektion er-
balten. (a) 

Beispiel a) Gegeben ist eine Gerade im Abstand p vom Null
punkt; das Lot von letzterem aus ~ildet mit der x-Acbse den Winkel a. 
Gesucht ist der Abstand d, den ein beliebiger Punkt P = x f y von 
der Geraden bat, s. Abb. 29. · 

Man gebt vom Nullpunkt aus zum Punkt P auf zwei verscbie
denen Wegen, so wie das die Pfeile in der Abbildung andeuten. 
Kennzeicbnet man einen Vektor, wie das oft geschiebt, durch einen 
Horizontalstricb iiber dem Zablenwert, so bat man in dieser neuen 
Scbreibweise fiir Vektoren 

OQ+QR+RP=OS+SP. 

Diesen Summeasatz "projiziert" man senkrecbt auf eine Gerade von 
der Ricbtung p oder d, am einfacbsten auf p selbst, und erbălt 

p +o+d=xcosa+ y sin a 
oder 

d = x cos a+ y sin a-p. 

Beispiel b) Von einer Geraden g 
durch den Nullpunkt kennt man ihre 
Ricbtungsfaktoren cos a, cos {J, cos y. 
Man ermittle die Projektion eines be
liebigen Radiusvektors OP auf sie. 

Man gebt auf zwei W egen zum 
Punkt P, wie das in Abb. 30 angedeu
tet ist und in V ektoren geschrieben wird, 

*'+b=I+tJ+~· 

JC 

Diese Vektorgleicbung "projiziert" man auf die Gerade g und erbălt 

als gesucbte Projektion 

p = X COS a + y COS {J + Z COS y, 

da der Vektor d senkrecht zur Geraden stebt und somit die Pro
jektion N ull bat. 

7. AuBer den bisher besprochenen vi:illig freien Vektoren, 
deren Lage ganz beliebig sein darf und fiir die Recbnung mit ibnen 
gleichgiiltig ist, gibt es auch solcbe, die irgendwie gebunden sind, 
etwa derart, daB sie an Ort und Stelle bleiben miissen, "angehef
tete" Vektoren, oder wenigstens daB sie nur in ibrer eigenen Rich
tung verschiebbar sind usw. In der Statik interessieren uns nur 
letztere, beispielsweise die Krăfte, von denen spăter erwiesen wird, 
daB sie unter gewissen Bedingungen in ibrer eigenen Richtung ver-
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schoben werden konnen. Solche Vektoren nennt man linienfliichtig. 
Damit zwei linienfliichtige V ektoren A und B einander gleich sind, 
ist also notwendig, daB sie gleichen Zahlenwert (einschlieBlich des 
Vorzeichens) haben und auf der namlichen Geraden liegen. Natur
gemaB haben sie dann auch gleiche Richtung. 

Unter der Resultierenden oder Resultante von zwei linien
fliichtigen Vektoren A und B sei verstanden ein Vektor R, der 
1. gleich ist ihrer graphischen Summe und 2. durch ihren Schnitt
punkt geht. N ach dieser Definit ion muB er also selbst linienfliichtig 
sein. Die GroBe R sei durch die Schreibweise 

dargestellt; man Iese "R gleich Resultierende aus A und B". Man 
beachte wohl den Unterschied zwischen 

und 

J ede dieser beiden Formen ist ein V ektor und jeder ist gleich der 
graphischen Summe von A und B; aher der erste Vektor hat eine 

"" beliebige Lage, der zweite, fiir den das Zeichen + eingefiihrt ist, 

Abb. ~1. 

muB durch den Schnittpunkt von A 
und B hindurchgehen, s. Abb. 31. So
lange man nur mit vollig freien Vek
toren arbeitet, wie es beispielsweise 
die Momente sind, hat natiirlich die
ses neue Zeichen wie iiberhaupt die neu
eingefiihrte GroBe "Resultante" keine 
Bedeutung; sie kommt nur zur Gel
tung fiir linienfliichtige Vektoren, als 
deren Hauptvertreter die Krafte er
scheinen. 

"" * Fiir die neue Form ~ + l8 werden die gleichen Gesetze als 
giiltig erwiesen wie fiir die Form !l + lJ oder A+ B. 

Der erste Satz 
"" "" lB+~=~+~ M 

"" "" ist ohne weiteres einzusehen. Durch die Schreibweise (~ + lJ) + ~ 
"" ist die Resultierende der beiden linienfliichtigen Vektoren !l + lJ und ~ 

charakterisiert, also keine neue Operation gegeben. Die beiden Vektoren 
........... ............ ........... ........... 

~ + (!8 + 6:) und (~ + lt) + (t 

sind nach Zahlenwert, Richtung und Lage einander gleich. Zum 
Beweis verschiebt man, s. Abb. 32, den Vektor A bis zum Schnitt-
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punkt I mit dem V ektor B, ebenso den V ektor O bis zum Schnitt
punkt II mit dem Vektor B. Dann wăhlt man fiir die Darstellung 
der VektorgroBen den MaBstab 
derart, daB Vektor B durch die 
Strecke I II dargestellt wird, 
so wie Abb. 33 angibt. Der 
Vektor von O bis n ist dann 
W + lJ + 1:, nach Zahlenwert 
und Richtung also jedem der 
beiden betrachteten Vektoren 
gleich. Der Vektor von O I 

nach II ist W + lJ, der von I 
nach n ist lJ + 1:. Der V ektor 

....... 
!1 + lJ geht durch den Schnitt-
punkt I der beiden Vektoren A 

Abb. 32. 

und B und liegt auf der Geraden 1 I', einer Parallelen zur Geraden O II. 
....... ....... 

Der Vektor (ft + lJ) + 1: geht durch Punkt I'. Entsprechend findet 
....... 

man, daB Vektor lJ + 1: durch den Schnittpunkt II der Vektoren 
B und O geht und auf der Geraden II' II liegt, einer Parallelen 

zur Geraden In; der Vektor !1 ţ (lJ ţi) geht durch Punkt Il'. 
Die beiden Geraden O n 
und I' II' sind parallel; 
von den je sechs Seiten 
der vollstăndigen Vier
ecke O I II n und II' 
III I' sind nach Kon-
struktion fiinf Seiten 
parallel, also miissen 
nach einem geometri
schen Lehrsatz (s. Aufg. 
17 e) auch die entspre
chen.den sechsten Sei
ten, nămlich O n und 
I' II' einander parallel 
sein. Die Vektoren 

o 

"""' ............ ~ """' 
(ft + !J) + (S. und !1 + (lJ + ~ sind parallel dem Vektor ft + lJ + 1: 
von O nach n, also auch parallel der Geraden I' II', d. h. sie liegen 
auf der nămlichen Geraden. Dann sind sie einander gleich, es gilt 
somit 

(c) 
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Diese Formei wendet man an, um 

........... ........... ........... ........... 

zu beweisen. Schreibt man ~ + ~ + (t statt (~ + ~) + (t, so kann 
man zusammenfassen 

Man kann deswegen die einzelnen Klammern, die bei der Summierung 
von linienfliichtigen V ektoren auftreten, weglassen, wenn vor ihnen 

das Operationszeichen .f- steht. 
Der Vektor ft ....-.. ~ soll nach Festsetzung gleich sein dem Vek-

tor ~ ţ. (- ~), also gleich der Resultante der beiden V ektoren ~ 
und - !8. Die Operation ~ ....-.. !8 bietet somit nichts N eues. 

Beispiel a) Beweise die Identităt von 

!n ....-.. ft=~ und (e) 
W enn man zunăchst von der Lage absieht, sind beide Gleichungen 

identisch. Aber auch hinsichtlich der Lage sagt die zweite Gleichung 
nichts anderes aus wie die erste, weil nach beiden Gleichungen die 
drei linienfliichtigen Vektoren A, B, R durch den namlichen Punkt 
hindurchgehen miissen. 

Durch die vorausgehenden Darlegungen ist bewiesen, daB fiir die 
........ 

neueingefiihrten Operationen ~ + ~ und ft ....-.. !8 genau die gleichen 
Gesetze gelten, wie wenn es gewohnliche Summen oder Differenzen 
wăren. 



Zweiter Abschnitt. 

Statik des materiellen Punktes. 

8. Gegeben sei ein materieller Punkt, der sich mit einer ge
wissen Geschwindigkeit geradlinig bewegt. Wenn dieser Punkt von 
aul3en, von seiner Umgebung her, keinerlei Einwirkung erfăhrt, dann 
ist nicht einzusehen, warum er diese Bewegung ăndern !"oii, warum 
seine Geschwindigkeit abnehmen oder zunehmen oder warum er aus 
der gegebenen Richtung ausweichen soli. Er wird also, wenn er 
keinerlei Einwirkung von auBen erfăhrt, diesen seinen augenblick
lichen Bewegungszustand nach Intensităt und Richtung beibehalten. 
Wir sagen dann, er ist im Gleichgewicht oder im Beharrungszustand. 
Jede Einwirkung von auBen her, die den augenblicklichen Bewegungs
zNstand, also die vorhandene Geschwindigkeit nach lntensitat oder 
Richtung ăndert (oder in der Sprechweise der Dynamik: die dem mate
riellen Punkt eine Beschleunigung erteilt), nennen wir eine Kraft 
und definieren so: 

Kraft ist die Ursache einer Bewegungsănde-
rung ( oder Beschleunigung). (a) 

Man beachte wohl: Bewegungsănderung, nicht Bewegung; die Be
wegung des Punktes selbst bedarf keinerlei Kraft, um fortzubestehen; 
im Gegenteil wird gerade die Wirkung der Kraft sich dahin ăuBern, 
daB diese Bewegung nicht mehr weiter bestehen bleibt. Die Stelle, 
wo die Einwirkung dieser Kraft auf den materiellen Punkt einsetzt, 
nennen wir den Angriffspunkt der Kraft. Er muB jedenfalls mit 
dem materiellen Punkt selbst zusammenfallen. 

Setzen wir letzteren als im Ruhezustand befindlich voraus, so 
wird die Beschleunigung oder Bewegungsănderung, hier der Dber
gang aus dem Zustand der Ruhe in den der Bewegung, eine be
stimmte Intensităt und Richtung haben. Um also eine Kraft genau 
zu bestimmen, muB man angeben, in welcher Richtung und mit 
welcher Intensităt sie den im Ruhezustand befindlichen materiellen 

Egerer, Ingenieur·Mechanik. I. ;! 
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Punkt bewegen will, d. h. die Kraft ist eine gerichtete Gr6Be 
oder ein Vektor, man muB von ihr angeben Zahlenwert, Richtung 
und Richtungssinn. In der Zeichnung stellt man die Kraft durch eine 
mit einem Pfeil versehene Strecke dar. Die Richtung der Strecke 

ist auch diejenige der Kraft, der Pfeil 
1 l gibt den Richtungssinn der Kraft wie-r t P { der, der Zahlenwert der Strecke in ir-

rl _.__LS ___ .....L-----LS-';1 gendeinem MaBstab den w ert der Kraft. 
Abb. 3!. Als Krafteinheit ist in der Statik 

das Kilogramm gewahlt. (Auf das Wesen 
der Kraft ist an spaterer Stelle, im zweiten Band, noch naher ein
zugehen.) Ware z. B. fiir die am Massenpunkt der Abb. 35 angreifen
den Krăfte P 1 und P 2 der KriiJtemaBstab 1 mm = 100 kg, so 
wiirde man durch Abmessen der Strecken erhalten P 1 = 2 225 kg, 
p2 = 2125 kg. 

Die Krafte sind zu unterscheiden als gedachte, die an dem 
untersuchten Korper oder Punkt gar nicht angreifen (wie die gleich 
nachher zu besprechende Resultante ), im Gegensatz zu den p h y si
kalisch existierenden, d. h. wirklich vorhandenen, also sinnlich 
wahrnehmbaren. 

Man definiert: 

Resultierende Kraft oder Resultierende oder 
Resultante mehrerer Einzelkrăfte ist diejenige 
Kraft, die diese Einzelkrafte in ihrer Bewegungs-
wirkung vollstandig ersetzt, (b) 

so daB im betrachteten Zeitpunkt der 
unter dem Bild des materiellen Punktes 
vorstellbare untersuchte Korper die glei
che Bewegung machen wiirde, wenn man 
statt der Einzelkrăfte ihre Resultierende 
an ihm anbringen wiirde. 

Man beachte den Wortlaut "in ihrer 
Abb. 35. Bewegungswirkung". Es werde einen 

Augenblick aus dem elementaren Mecha
nik- oder Physikunterricht als bekannt vorausgesetzt, daB zwei parallele 
Krafte P die Mittelkraft R = 2 P als Resultante haben, s. Abb. 34. 
Wenn an einem auf zwei Stiitzen ruhenden Stab zwei Krafte P symme
trisch angreifen, so wie die Abbildung zeigt, so greift nach diesem Satz 
ihre Resultierende R = 2 P in der Stabmitte an. DaB R die beiden 
Kriifte P nicht in j eder Wirkung ersetzt, ist klar, man braucht nur 
die Deformationen zu beachten: wiirde R an Stelle der beiden P 
angreifen, so wiirde der Stab in der Mitte nach abwarts gebogen, 
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wahrend die Krafte P in Wirklichkeit die Stabmitte nach aufwarts 
biegen. Die im Innern eines Korpers auftretenden Krăfte, wie es 
beispielsweise die in der Technik iiberaus wichtigen Spannungen sind, 
wiirden in ganz anderer W eise auftreten, wenn man statt mehrerer 
Einzelkrăfte ihre Resultierende setzen wiirde. 

Weiter laBt der Wortlaut der Definition einer Resultanten voll
standig dahingestellt, ob es zu zwei oder mehreren Kraften auch 
immer eine Resultierende gibt. Es soli an dieser Stelle schon an
gegeben, wenn auch erst spater eingehender entwickelt werden, daB 
zwei Krafte nur dann eine Resultierende haben, wenn sie sich 
schneiden. 

Vorausgesetzt sei ein in Ruhe befindlicher, vollstandig frei be
weglicher 1\fassenpunkt, der sich also nach jeder beliebigen Richtung 
hin frei bewegen kann. Greift an ihm eine Kraft an, so wird sie 
eine Beschleunigung oder Bewegungsanderung hervorrufen, sie wird 
ihn aus dem Zustand der Ruhe in denjenigen der Bewegung iiber
fiihren, sie wird ihm eine bestimmte Geschwindigkeit in einer be
stimmten Richtung erteilen. Aus Symmetriegriinden folgert man, 
daB diese Bewegung in Richtung der Kraft erfolgt. Greifen an 
einem 1\fassenpunkt zwei Krafte an, die in der namlichen Geraden 
liegen, so wird ihm jede der beiden, wenn sie einzeln angreifen 
wiirde, eine Bewegungswirkung in dieser Geraden zu geben ver
suchen. Greifen beide Krafte gleichzeitig an, so muB die resultierende 
Bewegungswirkung jedenfalls in der gemeinschaftlichen Geraden liegen; 
diese Bewegungswirkung, welchen W ert sie auch ha ben mag, kann 
jedenfalls von einer einzigen Kraft R in der gegebenen Geraden 
hervorgerufen werden, man hat also: 

Die Resultierende von Krăften, die in der glei-
chen Geraden liegen, liegt ebenfalls in dieser 
Geraden. ( c) 

Greifen an einem in Ruhe befindlichen materiellen Punkt gleich
zeitig zwei Krăfte an, die nicht in der gleichen Geraden liegen, s. Abb. 35, 
so wird die dem Punkt erteilte resultierende Bewegungsanderung, so
lange die Einzelkrăfte von Null verschieden sind, weder in der Rich
tung der ersten noch in der Richtung der zweiten Kraft liegen, 
sondern eine mittlere Richtung zwischen den beiden Bewegungs
ănderungen haben, die durch jede der beiden Kriifte einzeln erzeugt 
wird. W enn der Punkt unter dem EinfluB der beiden gleichzeitig 
angreifenden Krafte sich bewegt, wird jedenfalls im ersten Augen
blick seine Bewegung innerhalb des in der Abbildung schraffierten 
Raumes erfolgen, etwa so wie die gestrichelte Linie R andeutet. 
Diese Bewegungswirkung kann aher durch cine einzige Kraft allein 

2* 
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hervorgerufen werden, die dann die Resultierende der beiden Krafte 
ist. Man hat eomit: 

Krafte, die am namlichen materiellen Punkt 
angreifen, haben stets eine Resultierende. (d) 

Denn was von zwei Kraften gilt, gilt ebenso auch von drei oder 
mehreren, da man die Resultierende der beiden ersten mit einer 
dritten Kraft wieder zu einer Resultierenden zusammenfassen kann usw. 
Der Sonderfall, daB die zwei oder mehr Krafte zufallig in ihrer Be
wegungswirkung sich aufheben, ist natiirlich in dem angegebenen 
Satz mit enthalten, da ehen in diesem Fali die Resultierende den 
Wert Null hat. 

9. Ein materieller Punkt ist im Gleichgewicht, wenn seine 
Bewegung sich nicht andert, wenn also entweder gar keine Krăfte 
an ihm angreifen, oder aher die an ihm angreifenden Einzelkrăfte 
in ihrer Wirkung sich gegenseitig aufheben. Ein ruhender Punkt 
ist sonach immer im Gleichgewicht; man hiite sich aher vor dem 
Fehler, als wenn ein im Gleichgewicht hefindlicher Punkt immer in 
Ruhe sein miiBte; nach Definition ist Gleichgewicht immer vor
handen, wenn der Massenpunkt im Beharrungszustand ist, d. h. seinen 
augenhlicklichen Bewegungszustand nicht andert. In der technischen 
Anwendung der Statik hat man es· freilich fast immer mit ruhenden 
Korpern zu tun. Dber das W esen der Ruhe, der absoluten sowohl 
als der relativen, wird die eigentliche Dynamik Năheres hringen. 

Entsprechend definiert man: an einem materiellen Punkt sind 
die Krăfte im Gleichgewicht, wenn ihr GesamteinfluB auf die 
Bewegung des Punktes Null ist, d. h. wenn die Bewegung des Punktes 
die namliche hleiht, ob nun dieses Krăftesystem angreift oder nicht 
angreift. Oder genauer, wenn der augenblickliche und femere Be
wegungszustand unabhăngig davon ist, ob dieses Krăftesystem an
greift oder nicht angreift. Aus dieser Definition folgt, da6 ein Massen
punkt im Gleichgewicht ist, wenn die an ihm angreifenden Krăfte 
im Gleichgewicht sind und umgekehrt. [Das ist aher nicht ohne 
weiteres selbstverstăndlich, wir werden im Gegenteil spater erfahren, 
da6 die an einem Korper angreifenden Krafte im Gleichgewicht 
sein konnen, ohne da6 deswegen der Korper selhst im Gleichgewicht 
sein mu6.] 

Ohne weiteres ist einzusehen, daB entgegengesetzt gleiche Krăfte 
am namlichen Massenpunkt sich das Gleichgewicht halten. Sollen 
umgekehrt zwei an einem materiellen Punkt angreifende Krăfte im 
Gleichgewicht sein, so miissen ihre Bewegungswirkungen sich gegen
seitig aufhehen, dazu ist aher notwendig, da6 sie entgegengesetzt 
gleich sind, d. h. in der nămlichen Geraden liegen und nach entgegen-
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gesetzten Richtungen mit der gleichen Intensitat wirken. Der Satz 
kommt in praktischen Fallen oft zur Anwendung, so daB es sich 
verlohnt, ihm einen Namen zu geben, also Zweikraftesatz: 

Sind zwei Krafte im Gleichgewicht, so miissen 
sie entgegengesetzt gleich sel.n und in der nam-
lichen Geraden liegen. (a) 

Beispiel a) Konnen die beiden Krafte P1 und P~ der Abb. 35 
im Gleichgewicht sein? 

Nur wenn sie den Wert Null haben. Dann sind sie eben nicht vor
handen, ein Widerspruch mit dem Zweikraftesatz ist dann ausgeschlossen. 

Die Resultierende von zwei Kraften P1 und P~ geht jedenfalls 
durch deren Schnittpunkt, ihren Angriffspunkt, den materiellen Punkt 
selbst. Sie muB ferner mit den 
beiden Kri:iften auch in der nam
lichen Ebene liegen. Denn wenn 
die Bewegungswirkung der Kraft P1 

in dieser Ebene liegt und ebenso 
die von P2 , so ist nicht einzusehen, 
warum die Bewegungswirkung ihrer 
Resultierenden aus dieser Ebene 
heraustreten sollte. Auch aus Sym
metriegriinden ist das ersichtlich; 

P, 

Ahb. ::!6. 

wenn etwa die Resultierende dem Punkt eine Geschwindigkeit in 
dem auf der einen Seite der Ebene liegenden Teilraum geben sollte, 
dann miiBte sie ihm der Symmetrie wegen gerade so gut auch eine 
Geschwindigkeit nach dem auf der anderen Seite liegenden Teilraum 
geben konnen. 

Anmerkung. Symmetrieiiberlegungen werden wir in der Mechanik 
oft und mit groBem Vorteil anwenden. Nun wird zwar von manchen Seiten 
eine aus Symmetriegriinden sich ergehende Folgerung fiir nicht ganz einwand
frei angesehen. Es wird heispielsweise darauf hingewiesen, wie sehr es unser 
Symmetriegefiihl verletzt, daB ein iiher einer Magnetnadel und parallel zu ihr 
gehender elektrischer Strom die Nadel in einem bestimmten Sinn, nach links 
etwa, ahlenkt. Der Einwand wiire aher nur stichhaltig, wenn drr elektrische 
"Strom" wirklich geradlinig parallel zur Magnetnadel, also symmetrisch zu 
deren Achse verlaufen wiirde. Sohald das "Stromen" aher in anderer Weise 
erfolgt, in unserem Fall beispielsweise spiralig nach einer Links- oder Rechts
schraube, kann von einer Symmetrie iiherhaupt nicht mehr die Rede sein. 

Wir fassen diese Folgerungen zusammen zum Dreikraftesatz: 

1. Die Resultierende von zwei Kraften liegt in 
deren Ebene und geht durch deren Schnittpunkt. (b) 

2. Sind drei Krafte im Gleichgewicht. so miissen 
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sie in der namlichen Ebene liegen und durch den 
namlichen Punkt gehen. (c) 

Die zweite Form i8t nur eine Umkehr der er8ten. Denn wenn 
drei Krăfte P 1 , P2 , P3 im Gleichgewicht 8ind, 80 heiBt da8 doch 
nicht8 andere8, als daB P3 mit der Re8ultante von P1 und P2 im 
Gleichgewicht ist, da man ja P 1 und P2 8tets durch die8e Resul
tierende ersetzen kann. Da nun R in der namlichen Ebene liegt 
wie P 1 und P2 und auch durch den gleichen Punkt hindurchgeht, 
80 gilt dies nach dem Zweikraftesatz auch von P 3 • 

Bei 8 p i el b) Man weiB von drei im Gleichgewicht befindlichen 
Kraften, daB 8ie nicht in der namlichen Ebene liegen; i8t da8 
moglich~ 

Nur dann wenn 
gar nicht auftreten. 
achten.) 

8ie den Wert Null haben, d. h. in Wirklichkeit 
(Bei raumlichen Fachwerksaufgaben zu be-

Beispiel c) Man beweise den Satz: 

Wenn von drei Kraften, die im Gleichgewicht 
sind, zwei in der namlichen Geraden liegen, die 
dritte aher nicht, so ist diese gleich Null. (d) 

Abb. 37. 

Die beiden in der namlichen Ge
raden liegenden Krafte P 1 und P 2 , s. 
Abb. 37, haben eine Resultierende R, 
die mit P 3 im Gleichgewicht sein muB. 
Nach dem Zweikraftesatz miissen da-
her auch R und Pa in der namlichen 

Geraden liegen und entgegengesetzt gleich sein; tun sie da8 aber 
nicht, so miissen sie beide gleich Null sein. Es ist also P 3 =O, 
wegen R =O eind P 1 und P2 entgegengesetzt gleicll.. 

B eisp iel d) Man beweise den Satz: 

Wenn von vier im Gleichgewicht befindlichen 
Kraften drei in der namlichen Ebene liegen, die 
vierte aher nicht, so ist diese gleich Null. (e) 

Wenn von diesen vier Kraften P 1 , P 2 , Pa, P4 nach Voraus
setzung die ersten drei in der nămlichen Ebene liegen, so haben sie 
eine Resultante R in der gleichen Ebene, die mit P4 im Gleich
gewicht sein muB. Wie beim vorhergehenden Beispiel muB dann 
wieder nach dem Zweikraftesatz sowohl R als auch P4 gleich Null 
sein, da sie ja nicht in der gleichen Geraden liegen konnen. 

Beispiel e) Man erweitere den Satz (e). 
Hat man n im Gleichgewicht befindliche Krafte am materiellen 
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Punkt, von denen n - 1 in" der niimlichen Ebene liegen, die letzte 
Pn aher nicht, so muB diese wieder gleich Null sein, weil die Re
sultante R der ersten n - 1 Kriifte einerseits in deren Ebene 
liegen und andererseits mit Pn im Gleichgewicht sein muB. Man 
schreibt den Satz: 

Liegen von n im Gleichgewicht befindlichen 
Kriiften n-1 in der namlichen Ebene, die nte 
aher nicht, so ist diese gleich Null. (f) 

Der Vollstiindigkeit halber soll hier bereits der in Nr. 36 erst 
noch zu beweisende Satz gegeben werden: 

Gehen von n im Gleichgewicht befindlichen 
Kriiften n -1 durch den namlichen Punkt, die 
n-te aber nicht, so ist diese gleich Null. (g) 

Selbstverstiindlich darf von diesem Satz erst Gebrauch gemacht 
werden, wenn er bewiesen ist. 

10. Die vorhergehenden Zeilen haben nur Sătze liber die Lage der 
Resultierenden gebra.cht, die folgenden sollen die genaue Richtung 
und den Zahlenwert der Resultierenden von mehreren an einem 
materiellen Punkt angreifenden Kraf-
ten bringen. Der einfachste Fall ist 
der, daB an ihm zwei in der nam
lichen Geraden liegende Krafte P 1 

"R m 
Abb. 88. 

und P2 angreifen. J edenfalls ist dereh Resultierende eine Funk
tion von P 1 und P 2 • Die einfachste Funktion von zwei GroBen 
ist ihre Summe. Wir erwarten, daB im vorliegenden Fall die Wir
kungen sich addieren, wenn die Ursachen sich addieren, d. h. daB 
die Bewegungswirkung des Systems der beiden Krafte gleich der 
Summe der einzelnen Bewegungswirkungen ist, daB die Resultierende 
von P1 und P2 gleich ihrer Summe ist, R = P 1 + P2 , und finden 
diesen Satz durch die Erfahrung bestatigt. Der Satz ist an sich 
durchaus nicht selbstverstandlich. Es ist beispielsweise die Resul
tierende der Krafte von zwei vereinigten Magneten nicht gleich der 
Summe der magnetischen Kriifte der Einzelmagneten, wie man viel
leicht hatte erwarten konnen. Der Satz ist auch nicht beweisbar, 
er ist fiir uns ein durch V ersuche bestatigtes Axiom. Der Fall, daB 
die beiden Krafte P 1 und P2 entgegengesetzte Richtung haben, so 
wie Abb. 38 zeigt, ist natiirlich in der Form R = P 1 + P2 auch mit 
enthalten, es ist P 1 mit einem positiven Zahlenwert und P2 mit einem 
negativen einzusetzen, wenn man nach rechts positiv zahlt. Wenn 
fiir die Abbildung der KraftemaBstab 1 mm = 100 kg ist, so ist 
P 1 = 2 500 kg, P2 =- 1 500 kg, somit R = P 1 + P2 = (2 500- 1 500) kg 
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= 1 000 kg. Bei dieser Gelegenheit sei eindringlich darauf aufmerk
sam gemacht, wie wichtig es ist, bei jeder Mechanikrechnung im 
voraus einen bestimmten Richtungssinn als den positiven festzusetzen. 

Sind die beiden an dem Massenpunkt angreifenden Krăfte schief, 
s. Abb. 35 oder 39, so wird man folgendermaBen vorgehen. Die 

Abb. D9. 

Resultierende R des Systems der 
beiden Krafte P1 und P2 ist jeden
falls eine :E'unktion der beiden 
Krăfte. In dem Zeichen .P1 ist aher 
nur der Zahlenwert dieser Kraft 
angezeigt und nicht auch die Rich
tung, man wird daher V ektoren 
einfiihren, also $ 1 und $~ und 
ebenso !R schreiben, weil in dem 
Zeichen $ sowohl die Richtung als 
auch der Zahlenwert von P enthal
ten ist. Dann iiberlegt man: !R ist 

E eine :E'unktion von $ 1 und $ 2 • 

Die einfachste :E'unktion von zwei 
V ektoren ist ihre graphische oder 

geometrische Summe. Wir erwarten. daB die Resultierende von zwei 
Krăften in der einfachsten Weise von diesen zwei GroBen abhăngt, wir 
erwarten, daB !R=$1 +$2 ist, s. Abb. 40, und finden diesen Satz 
wieder durch Versuche bestatigt. Diesen Satz, den Resultantensatz, 

o -------~------
Abb. 40. 

iil=$1 +$2, 
die Resultierende von zwei Krăften ist gleich 

ihrer graphischen Summe, (a) 

kann man nicht beweisen, er ist ein durch unzăhlige Versuche be
wiesenes Axiom. Er ist ein Naturgesetz, dessen Wahrheit nicht rein 
logisch eingesehen werden kann. :E'iir seine Richtigkeit ist daher der 
einzige Beweis die Erfahrung und der Versuch. Es miissen und 
muBten deswegen alle Bemiihungen scheitern, die W ahrheit dieses 
Satzes a priori einzusehen. Es zwingt uns nichts in der Natur, 
dieses Gesetz der Zusammensetzung von Einzelkrăften als das einzig 
mogliche zu betrachten. 

In der Elementarmechanik gebraucht man die Schreibweise: die 
Resultierende zu zwei gegebenen Kraften ist gleich der Diagonale 
des aus den Krăften als Einzelseiten gebildeten Parallelogramms; und 
hat so den Satz vom Parallelogramm der Krăfte. Es ist offen
bar, daB die mit Hilfe der Vektoren angegebene :E'orm in der Dar
stellung weitaus einfacher ist. Viei wichtiger als die Darstellungs
weise ist aher die Anwendung des Resultantensatzes; durch die 
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vektorielle Form ist die Resultante der Rechnung zuganglich ge
macht, wenn man namlich mit Vektoren arbeitet, vektoriell rechnet. 

Greifen an dem materiellen Punkt beliebig viele Krafte P 1 , 

P2 , ••• Pn an, so wird man derart vorgehen, daB man zuerst die 
Resultierende von P 1 und P2 sucht, und diese etwa R12 nennt, dann 
die Resultierende von R12 und P 3 , sie heiBe R123 usw. Es ist R 12 

die graphische Summe von P 1 und P2 , in Zeichen !Jl1 2 = $ 1 + $ 2 ; 

ebenso ist 

oder 

Dann hat man, wenn man alle Krafte zu einer schlieBlichen 
Resultierenden fi zusammenfaBt, wieder den Resultantensatz in seiner 
erweiterten Form, s. Abb. 41 und 42, 

oder 
!Jl = '1 + '2 + ... + $,. 

m=2'$, 

die Resultierende von mehreren Kraften ist gleich 
ihrer gr.aphischen Summe. 

P, 

o 
------~-

R ---E 

Abb. 41. Abb. 42. 

(b) 

In der Elementarmechanik gebraucht man die Sprechweise: die 
Resultierende zu n gegebenen Kraften ist gleich der SchluBseite des
jenigen Polygons, das aus den Einzelkraften als Einzelseiten gebildet 
ist und hat so den Satz vom Kraftepolygon. Man sieht, der 
Sprachgebrauch ist schon schwerfallig, viel groBere Nachteile bereitet 
aher die Tatsache, daB der Satz in dieser Form der Rechnung nicht 
zuganglich ist. 

Die Zeichnungen der Abb. 40 und 42, also Zeichnungen, die 
zur Ermittlung von unbekannten Kraften dienen oder als Kontrolle 
fiir gefundene Krafte, und in denen nur Krafte auftreten, die in 
einem passend gewahlten MaBstab durch Strecken dargestellt werden, 
nennt man Krafteplane. Die Aufeinanderfolge der Krafte P 1 , P 2 , 

P 3 , P 4 der Abb. 42, also den Kraftezug vom Anfangspunkt O aus bis 
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zum Endpunkt E, nennt man Krafteck Die Geraden der Abb. 39 
oder 41, auf denen die Einzelkrăfte liegen, heiflt man die Wirkungs
linien dieser Krăfte, zuweilen auch ihre "Achsen". Die Krăfte, die 
man zu einer Resultierenden vereinigt, nennt man deren Kompo
nenten oder Seitenkrăfte. 

Beispiel a) Man ermittle graphisch im KrăftemaBstab 1 mm = 
40 kg Zahlenwert und Richtung der Resultierenden des durch die Abb. 43 
dargestellten Krăftesystems Pl' P 2 , P 3 • 

In der Abbildung ist P 1 durch eine Strecke von 22,5 mm dar
gestellt, also ist nach dem der Abbildung beigegebenen KrăftemaB-

o 
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\ .............. \ \ \ ........... \ 1 \R z \ 
\ Il' 'Il \ \ 
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\ \ \ \ \ \ \ \ 
c \ 

J 'E 
Abb. 43. Abb. 44. Abb. 45. 

K. M. 1 mm= 100 kg. K. M. 1 mm =80 kg. 

stab P 1 = 22,5 ·100 kg = 2 250 kg; entsprechend ist P 2 = 2 000 kg, 
P 3 = 1 000 kg. Die Resultierende R zu diesen drei Kraften ist 
gleich ihrer graphischen Surnme, die man so bildet, wie dîe K.rafte
plăne der Abb. 44 oder 45 angeben, indem man nămlich von einem 
beliebig gewahlten Anfangspunkt O aus in beliebiger Reihenfolge die 
drei gegebenen Krafte aufeinander folgen lăllt und so zum End
punkt E gelangt; der Vektor van O nach E stellt die Resultierende 
dar. BestimmungsgemaB soll der KrăftemaBstab des Krăfteplans 
1 mm = 40 kg sein, also wird P 1 durch (2 250: 40) mm = 56,3 mm 

dargestellt, entsprechend P 2 durch 50 mm und P3 

durch 25 mm. Man entnimmt dem K.răfteplan, daB 
die Resultierende durch eine Strecke 79 mm dar
gestellt wird, also den W ert 7 9 · 40 kg = 3 160 kg 
hat. Beziiglich ihrer Lage gilt: sie greift am ma-

"" ----2-- teriellen Punkt an, so wie Abb. 43 andeutet. 
\ 

\ 
\3 
\ 

Abb. 46. 

Die Resultierende ist natiirlich nur eine fin-
gierte Kraft; wenn sie am ma.teriellen Punkt an
greifen wiirdE.J, dann wiirde sie die nămliche Be-
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wegungswirkung an ihm hervorrufen, wie die drei gegebenen Krăfte 
P 1 , P2 , P3 zusammen. 

Beispiel b) Man zerlege die gegebene Kraft R in zwei der 
Richtung nach bekannte Komponenten P 1 und P2 , s. Abb. 46. 

R ist die graphische Summe. von P 1 und P 2 ; man trăgt also 
R von einem beliebig gewăhlten Punkt O aus ab und kommt so zum 
Endpunkt E: Zum gleichen Punkt E muB 
man gelangen, wenn man von O aus zuerst 
P1 und dann P2 abtrăgt. Man zieht also 
von O aus eine Strecke in Richtung von P 1 

so weit, daB man von ihrem Endpunkt aus 
in Richtung von P2 zum Punkt E kommt, 
dann hat man P 1 und P 2 auch dem Zahlen
wert nach gefunden, s. Abb. 4 i. 

Beispiel c) Welche geometrische Bezie

E 

Abb. 47. 

hung besteht im Raum zwischen den drei Krăften Pl' P2 , P 3 und 
ihrer Resultierenden R? 

m 7 

Abb. 48. Abb. 4!:1. 

K. M. 1 mm= 100 kg. 

OV' 1 0\ 

Ji\,, ;g \ 

\ 

li' \ 

Abb. 51. 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

E 

Abb. 52. 

o 

K. M. 1 mm = 80 kg. 

Abb. 50. 

Abb. 53. 

Die vom materiellen Punkt m ausgehenden drei Krăfte bilden 
die drei vom nămlichen Eck ausgehenden Kanten eines Parallelepipeds, 
die Resultierende R ist dann seine vom gleichen Eck ausgehende 
Diagonale. 
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Dieser Satz vom Krăfteparallelepiped ist die răumliche 
Erweiterung des Satzes vom Krăfteparallelogramm. 

Beispiel d) Durch welche Schreibweise driickt man die Eigen
schaften der Resultierenden zweier oder mehrerer Krăfte vollstăndig aus? 

Die Resultierende zweier Krăfte P1 und P2 muB durch deren 
Schnittpunkt gehen und gleich sein ihrer graphischen Summe, nach 
(7 a) erhălt man also 

!Jl =,1 + '~ (e) 

und nach (7 d) fiir mehrere Krăfte 

(d) 
Aufgabe a) mit c) Man ermittle graphisch im KrăftemaBstab 1 mm 

= 25 kg Richtung und Zahlenwert der Resultierenden der durch die Abb. 48 
mit 50 dargestellten Krăftesysteme. 

Li:isung: Durch die Krăfteplăne der Abb. 51 mit 53. Die Resultierende 
greift natiirlich jedesmal am materiellen Punkt an, so wie das durch die ge
strichelte Linie in den Abb. 48 mit 50 angedeutet ist. 

Die Resultierende R ist nach Richtung und Zahlenwert im Kriifteplan 
dargestellt; mit Hilfe des beistehenden KrăftemaBstabes entnimmt man fiir R 
im Fali 

a) R=1420 kg, b) R=3160 kg, c) R=2840 kg. 

11. Nach dem Projektionssatz (6a) bleibt die Gleichung !Jl = Z$ 
bei Parallel-Projektion auf eine beliebige Ebene erhalten, man hat 
sonach 

!Jt' = Z$', 

d. h. die Projektion der Resultierenden eines 
Krăftesystems auf eine beliebige Ebene ist gleich 
der graphischen Summe der Projektionen der 
Einzelkrafte auf diese Ebene. 

(a) 

Denn die einzelnen Krăfte des Systems werden bei Parallel
projektion unabhăngig von ihrer Lage immer die gleiche Projektion 
haben. [Bei Zentralprojektion hat man andere Verhăltnisse: verschiebt 
man eine Kraft parallel, etwa vom Angriffspunkt zu der Stelle, die 
sie im Summensatz !R = L:'$ einnimmt, so werden fiir jede dieser 
beiden Lagen die Projektionen verschieden sein.] 

Hat man mnach ein răumliches Krăftesystem, so wird man, 
da man im Raum nicht graphisch arbeiten kann, zur ebenen Dar
stellung iibergehen, am einfachsten mit den Mitteln der darstellenden 
Geometrie, d. h. man wird mit Grund- und AufriB dieses răumlichen 
Krăftesystems arbeiten. Ist nun R die Resultierende des răum
lichen Krăftesystems P1 , P2 , • •• Pn, so ist auch die GrundriBprojektion 
von R gleich der Resultierenden des Systems der auf den Grund
riB projizierten Einzelkrăfte. W as vom GrundriB gilt, hat natiirlich 
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auch fiir j.eden beliebigen anderen RiB Gel
tung. Man beachte dabei die Moglichkeit einer 
Kontrolle bei der Darstellung eines raumlichen 
Krăftesystems mit den Hilfsmitteln der dar
stellenden Geometrie. 

Beispiel a) :Man ermittle graphisch im 
MaBstab 1 mm = 80 kg Zahlenwert und Rich
tung der Resultierenderi des durch die Abb. 54 
dargestellten raumlichen Kraftesystems. 

Dieses ist durch Grund- und AufriB ge
geben. Natiirlich darf die Darstellung in letz
terem nicht derjenigen im GrundriB wider
sprechen. Es ist ja selbstverstandlich, soll 
aher gleichwohl erwahnt werden, daB die End
punkte der Einzelkrafte genau senkrecht iiber
einander liegen miiEsen, wenn die Anfangs
punkte iibereinander liegen. Im vorliegenden 
Fall ist die AufriBprojektion des Kraftesystems 
identisch mit dem Kraftesystem des Beispieles 
der vorigen Nummer, die Resultierende R" des 
AufriBsystems wird also genau wie dort er
mittelt. Die GrundriBprojektion R' der Resul
tierenden ist gleichfalls als graphieche Summe 
der GrundriBprojektionen der Einzelkrafte zu 
finden, s. Abb. 55, dann ist die wirkliche Re
sultierende R durch die beiden Projektionen 
R' und R" vollstandig bestimmt. Ihre Kon
struktion erfolgt nach irgendeiner der in der 
darstellenden Geometrie gebrauchlichen Metho
den, s. Abb. 56. Dem der Abbildung beige
gebenen KraftemaBstab entnimmt man 
R' = 2 240 kg, R" = 3160 kg, R = 3 740 kg. 

Bei der Aufstellung des Krafteplanes fiir 
das gegebene raumliche Kraftesystem ist man
cherlei zu beachten. Zunachst ist es durchaus 
nicht notwendig, daB Grund- und AufriB ge
nau iibereinander liegen. Beide k6nnen ja als 
vollkommen selbstăndige Krăftesysteme fiir 
sich behandelt werden. Zu beiden kann an be
liebiger Stelle der Krafteplan gezeichnet werden. 
In der Regel ist es freilich am praktischsten, 
beide genau iibereinander zu zeichnen, weil die 
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Abb . . )4. 
K. M. 1 rnm = 100 kg. 
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Darstellung iibersichtlicher und auch einfacher wird. Dann: Es ist nicht 
notwendig, in beiden Rissen genau die gleiche Reihenfolge der Einzel
krăfte einzuhalten, man kann unter Umstănden auch einmal von 
dieser Reihenfolge abweichen, so wie etwa bei Abb. 61 der Platz
ersparnis und besserer Darstellung halber geschehen. In der Regel 
aber wird man schon der leichteren Kontrolle wegen die gleiche 
Reihenfolge beibehalten, also etwa auch im Grundri13 die Aufeinander
folge P 3 , P 1 , P2 wăhlen, wenn man diese · Reihenfolge im Aufri13 
gewăhlt hat. Dann: Als Kontrolle fiir die Richtigkeit des Krăfte
planes in den beiden Rissen wird sich ergeben miissen, da13 die End
punkte der Risse senkrecht iibereinander liegen miissen, wenn das 
fiir die Anfangspunkte zutrifft. 

,n 3 

z 

1 

1 "a 

3 

Abb. 57. Abb. 58. Abb. 59. 
K. M. 1 mm=lOO kg. 

Au f g a b e a) mit c) Man ermittle graphisch im KrăftemaBstab 1 mm = 25 kg 
Richtung und Zahlenwert der Resultierenden der durch die Abb. 57 mit 59 
dargestellten răumlichen Krăftesysteme. 

Losung: Durch die Krăftepliine der Abb. 60 mit 62. Die gesuchte 
Richtung ist gegeben durch die Richtung in Grund- und AufriB, der Zahlen
wert durch 

a) R'=3620 kg, R"=2830 kg, R=4120 kg; 
b) R' = 4140 kg, R" = 3150 kg, R = 5 090 kg; 
c) R' = 2 240 kg, R" = 2 830 kg, R = 3 000 kg. 

12. Will man Krăfteaufgaben nicht graphisch sondern analytisch 
losen, so wird man mit der analytischen Form des Resultantensatzes 
operieren, mit seiner "Projektion" auf eine passend ausgewăhlte 
Gerade. Diese Projektion fiihrt den Satz fi= .2$ iiber in 

U=I~ W 
d. h. die Projektion der Resultierenden eines 
Krăftesystems auf eine beliebig ausgewăhlte Ge-



Statik des materiellen Punktes. 12. 

rade ist gleich der Summe der Projektionen der 
Einzelkrafte dieses Systems. 

31 

W as unter Projektion einer Strecke oder im vorliegenden Fall 
einer Kraft zu verstehen ist, ist bekannt: Wie in der analytischen 
Geometrie ist immer, wenn nicht eigens ausdriicklich anders ver
merkt, die senkrechte Projektion der Strecke oder der Kraft auf die 
vorgegebene Gerade verstanden. 

o 2 

Abb. 60. 
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Abb. 61. 
K. M. 1 mm =80 kg. 

Meist wird man ein recht
winkliges Koordinatensystem be
niitzen und spricht dann von 
einer analytischen Behand-
1 ung der Aufgabe. Dann pro
jiziert man alle auftretenden 
Krafte auf die drei Koordina
tenachsen oder, was das gleiche 
ist, auf drei zu ihnen parallel 
gehende Gerade und spricht dann 
auch ganz kurz "man hat auf 
eine gegebene Richtung proji
ziert" statt genauer: man hat 
auf eine Gerade von dieser 
Richtung projiziert. Die Pro
jektion der Kraft auf eine 
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................ 1 

E 
Abb. 62. K. M. 1 mm = 80 kg. 

gegebene Richtung nennt man auch die Komponente der Kraft 
in dieser Richtung oder die Seitenkraft in dieser Richtung oder 



32 Zweiter Abschnitt. 12. 

oft auch den Beitrag der Kraft in dieser Richtung. Wir wer
den meist die letzte Benennung gebrauchen. Zur Erklarung dieser 

Sprechweise denke man sich auf einer 

v Richtung dieser Geraden eine Bewegungs-
j ~ 

vollstăndig reibungsfreien Geraden einen 
. Korper bzw. Massenpunkt, der nur in 

,.-----<l..::f-7-::.L-, H moglichkeit haben soll, s. Abb. 63. Dann 
""""'}//.//.Y.Y//./NN.M/~ wird eine Kraft P einen um so groBeren 

Abb. 63. Beitrag zur Bewegung des Korpers in 
Richtung der Geraden leisten, je weniger 

ihre Richtung von dieser Geraden abweicht. Ist die Kraft senkrecht 
zur Geraden, dann ist der Bei trag zur Bewegung N ull, ist die Kraft 
parallel zur Geraden, dann ist der Beitrag am groBten. 

Mit Hilfe dieser neuen Begriffe und Sprechweisen kann man 
die analytische Form des Resultantensatzes aussprechen: 

Die Projektion der Resultierenden auf eine beliebige 
Gerade oder Richtung ist gleich der Summe der Pro-
jektionen der Einzelkrăfte. (b) 

Oder: In jeder Richtung ist die Komponente der Resul
tierenden gleich der Summe der Komponenten der 
Einzelkrăfte. (c) 

Oder: In jeder R.ichtung ist der Beitrag der Resul
tierenden gleich der Summe der Beitrăge der 
Einzelkrăfte. (d) 

Mit Beniitzung eines rechtwinkligen Koordinatensystems erhălt 
der Resultantensatz die Form der analytischen· Mechanik 

Z=Z1 +Z2 + ... , 

oder X=IX, Y=IY, Z=IZ, (e) 

wenn man die Projektionen der Resultierenden R auf die drei Grund
richtungen mit X, Y, Z bezeichnet und diejenigen der Einzelkrăfte 
P, mit ~, l'i, Zi. 

Eine Strecke oder ein V ektor oder eine Kraft im Raum ist 
gegeben durch ihren Zahlenwert P, und Angabe von zweien ihrer 
drei Richtungskoeffizienten cos ai, cos fi., cos y,, (Math. I 192, 193), 
ihre Projektionen auf die drei Grundrichtungen sind dann 

Xi = P1 cos ai, Yi = Pi cos {Ji, Zi= P• cos Yi· (f) 

Dann geht die Formei (e) iiber in 

X= P1 cos a1 + P2 cos a2 + ... , Y = P 1 cos {J1 + P 2 cos fJ2 + ... , 

z = P 1 cos r1 + P 2 cos y2 + ... 
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oder abkiirzend 

X= ..2 P cos a, Y = ..2 P cos fJ, Z = ..2 P cos y. (g) 

Der Zahlenwert R der Resultierenden ist bestimmt durch 

R=Vr+~+P, ~ 
ihre Richtungskoeffizienten durch 

cos a: cos fJ: cos y: 1 =X: Y: Z: R. (i) 

Beispiel a) Man gebe 
zuerst die Einzelbeitrăge der 
sechs Krăfte der Abb. 64 
in wagrechter und lotrech
ter Richtung sowie in der 
Richtung von P4 an, und 
dann den Gesamtbeitrag der 
KriiJte in diesen Richtungen. 

Man projiziert die Ein
zelkrăfte auf die angegebe
nen Richtungen und zăhlt 

~+ 
Abb. 64. K. M. î mm = 20 kg. 

willkiirlich positiv nach rechts, nach oben und in der Pfeilrichtung 
von P4 • Dann sind die 

Beitrăge in der horizontalen Richtung: 

H1 =P1 =500kg, H2 =-P2 cos45°=-300kg, 
H 4 =P4 cos45°=400kg, H 5 =- P6 =- 700kg, 

..2 H =- 100 kg. 

Beitrăge in vertikaler Richtung: 

V1 =o, V2 = P2 cos 45° = 3oo kg, 
V4 = P4 cos 45° = 400kg, V5 =o, 

..2V=O. 

Beitrăge in Richtung von P4 : 

V:~=-P3 =-400kg, 
V6 =-P6 =-300kg; 

Q1 =P1 cos45°=353,5kg, Q2 =0, Q3 =-P3 cos45°=-282,8kg, 
Q4 = 565,6 kg' Q5 =- p5 cos 45° =- 494,9 kg' 
Q6 =- p6 cos 45° =- 212,1 kg; 2' Q =- 70,7 kg. 

Beispiel b) Man gebe den Zusammenhang zwischen den Kompo
nenten der Einzelkrăfte Pi und deren Resultante R in vektorieller 
Schreibweise. 

Es haben die Einzelkrăfte die Komponenten Xi, Yo, Zi und 
R diejenigen X, Y, Z; dann ist 

$i=i1 Xi+i2 Yo+ i3 Zi, fi=i1 X+4 Y +iaZ. 
Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 3 
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Mit Verwendung von ( e) und (g) erhalt man 

oder 
!Jl=i1 ZX+i2 ZY+i8 ZZ 

m = il .2' p cos a + il! ~ p cos f3 +ia .2' p cos r. 
(k) 

(1) 
Bei8piel c) Man ermittle analytisch Richtung und Zahlenwert 

der Re8ultierenden des durch Abb. 65 darge8tellten Krafte8y8tems. 
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Abb. 65. 
K. M. 1 mm = 100 kg. 

3 

a 

\ 
\ 
\ 
\ 
\Il • \ X 

\ 
\ 
\ 

Abb. 66. 

Graphisch wurde diese Aufgabe bereit8 durch das Bei8piel 10a) 
gelo8t. Analytisch: Man hat eine Aufgabe der Ebene, wahlt also in 
ihr zwei Koordinatenachsen, am einfachsten die Wirkung8linie von 
P8 al8 + x-Achse, und die von P2 als + y-Achse, d. h. man wahlt 
willkiirlich den Richtungssinn 80, wie die Pfeile von P3 und P2 angeben. 
Dann hat die Kraft P 1 die beiden Komponenten X1 = - 2 000 kg, 
Y1 = + 1000 kg, P 2 liefert den Beitrag O in der x-Richtung, also 
~=0, Y2 =2000kg, fiir P3 i8t X3 =1000kg, Y3 =0. Dann i8t 

X= X1 + X2 + X3 = (- 2 ooo +o+ 1 ooo) kg =- 1 ooo kg, 

Y=Y1 +Y2 + Y3 =(1000+2000+0)kg =+3000kg, 

d. h. die X-Komponente von R geht gegen den Pfeil der x-Achse, 
die Y-Komponente mit dem Pfeil der y-Achse. Praktisch wird man 
aher meist 80 vorgehen, daB man gar keine be8timmten Koordinaten
ach8en annimmt, 8ondern nur wie hier bei einer ebenen Aufgabe 
zwei Grundrichtungen, und auf diese projiziert. Man nimmt al8o 
eine pa8send gewăhlte Richtung als x-Richtung an, und die dazu 
senkrechte als y-Richtung, 80 wie da8 durch die Abb. 66 veran8chau
licht wird, wo die beiden mit einem Pfeil versehenen Strahlen nur 
eine Richtung andeuten 8ollen. Fiir diese beiden Richtungen, die 
wie in der analyti8chen Geometrie iiblich gewăhlt wurden, hat P 1 

die Beitrăge 
X1 = + 2 ooo kg, Y1 =- 1 ooo kg, 

ent8prechend ist 

X2 =0, Y2 =-2000kg, X3 =-1000kg, Y3 =0. 
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Damit wird X= 1 000 kg, Y = - 3 000 kg. Mit diesen beiden W erten 
ist die Richtung von R bestimmt zu tg 1: = Y: X= - 3, und der 
Zahlenwert zu 

R = -v::K2+ Y 2 = 1000 v'lO kg = 3160 kg. 

Beispiel d) Man ermittle analytisch Zahlenwert und Richtung 
der Resultierenden des Krăftesystems der 
Abb. 67. 

Graphisch ist die Aufgabe durch Bei
spielll a) gelOst. Analytisch: Man legt ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem durch 
den Massenpunkt, oder noch einfacher, 
man nimmt drei passend gewăhlte senk
recht zueinander stehende Richtungen als 
die Grundrichtungen des Raumes. Wie 
iiblich wăhlt man die Schnittgeraden der 
drei Hauptrisse als Grundrichtungen, so wie 
die Abbildung angibt. In diesen drei 
Grundrichtungen bat P1 die Beitrăge 
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Abb. 67. 
K. M. 1 mm = 100 kg. 

X1 =0, Y1 =+ 2000kg, Z1 =-1000kg; 

entsprechend wird 

X 2 =- 1 000 kg, 

X3 =-1000kg, 

Y2 =O, Z2 = -- 2oookg; 

Y3 =-1000kg, Z3 =0. 

Mit diesen Werten erhălt man 

X=~ X=- 2 000 kg, Y = ~y = 1000 kg, Z = ~z =- 3 000 kg 

und damit 

R =V X 2 + Y 2 + Z 2 = 1 000 kg Vi4 = 3 7 40 kg. 

Die Richtung von R ist bestimmt durch die drei Richtungsfaktoren 

cos a: cos fJ: cos r: 1 =X: Y: Z: R =- 2: 1:- 3: Y14 
oder 

cosa=-2:V14, cosfJ=l:Y14, cosr=-3:V14. 

Aufgabe a) mit c) Man ermittle analytisch Richtung und Zahlenwert 
der Resultierenden der durch die Abb. 48 mit 50 gegebenen Kraftesysteme. 

Losung zu a) Im Fali der Abb. 48 wahlt man die Richtung von P1 als 
positive x-Richtung und die dazu senkrechte nach oben als positive y-Rich
tung, dann hat man 

X1 =2000 kg, Y1 =O, X2 =-1000kg, Y2 =-1000kg, 
X=1000kg, Y=-1000kg, R=l415kg, tgT=-1. 

Losung zu b) P1 bestimmt die positive z-Richtung, P2 die negative 
y-Richtung. Damit wird 

3* 
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X1 =2000kg, Y1 =0, X2 =0, Y2 =-2000kg, X3 =-1000kg, Y3 =-1000kg; 

X=1000kg, Y=-3000kg, R=3160kg, tgr=-3. 

Losung zu c) Man macht die Richtung von P. zur negativen x-Rich
tung, die dazu senkrechte nach oben gehende zur pos}tiven y·Richtung. Dann 
wird 

X1 = 1000 kg, Y1 =- 2000 kg, X 2 = 1000 kg, Y2 = 2000 kg, X 3 = 2 000 kg, 

Ya=2000kg, x.=-2000kg, Y.=O; 

X= 2 000 kg, Y = 2 000 kg, R = 2 830 kg, tg x = 1. 

Aufgabe d) mit f) Man ermittle analytisch Zahlenwert und Richtung 
der Resultierenden der Krăfte~ysteme der Abb. 57 mit 59. 

Losung: Man wăhlt in allen drei Făllen die Grundrichtungen wie bei 
Beisp. d). Dann ergeben sich die Werte der Komponenten der Einzelkrăfte 
und ebenso der Resultierenden sa wie in der beistehenden Tabelle eingetragen. 

x-Komponente 
y-

-1-2-31-2-1-1-41 0-1+1 +I +1 
0+2+2 +2 0-1+1 +1+1+2-2+2 

-2 0-2) 0-2-l-3)-2+2+2 0+2 z~ " 

Alle Tabellenwerte sind in 1 000 kg angegeben, somit X1 = - l 000 kg, 
X 2 =- 2000 kg usw. Man erhălt im Fall 

d) R= 1000 kgv17=4125kg, COS()(: co~{J: cosy: 1 -~ 3:2:-2 :vFi; 
e) R = 1000 kg v26 = 5100 kg, cos oc: cos {J: cos y: 1 =- 4: 1 :- 3: {i6; 
f) R=l000kgv9 3000kg, cosoc:cosfl:cosy:l=I:2:2:3. 

13. Ist der materielle Punkt im Gleichgewicht, oder in anderer 
Sprechweise, sind die an ihm angreifenden Krăfte im Gleichgewicht, 
so heben sich die Einzelkrăfte in ihrer Wirkung gegenseitig auf, 
der Resultantensatz nimmt die spezielle Form an 

d. h. ist ein materieller Punkt im Gleichgewicht, 
so ist die graphische 'Summe der an ibm angrei
fenden Krăfte gleich Null. 

(a) 

Umgekehrt ist die Bedingung 2: ~=O notwendig und hin
reichend, um den Punkt ins Gleichgewicht zu setzen. Denn Krafte, 
die an einem Massenpunkt angreifen, haben immer eine Resultierende, 
deren Zahlenwert R gleich demjenigen von 2: ~ ist. Mit X~ = O 
îst also auch R = O, d. h. die an dem Punkt angreifenden Krăfte 
heben sich in ihrer Wirkung anf diesen gegenseitig anf, sie sind also 
im Gleichgewicht und damit auch der Punkt selbst. Somit lautet 
die Umkehr: 
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Wenn die graphische Summe der am Massen
punkt angreifenden Krafte Null ist, so ist dieser 

37 

Punkt im Gleichgewicht. (b) 

Beispiel a) Die vier an einem Massenpunkt angreifenden 
Krăfte P1 , P2 , Pa, P4 sind im Gleichgewicht. Gesucht ist die 
Kraft P4 , wenn die iibrigen nach Richtung 
und Zahlenwert gegeben sind, s. Abb. 68. 

P4 muB mit der Resultierenden der Krăfte 
P1 , P2 , Pa im Gleichgewicht sein, demnach 
dieser entgegengesetzt. Nach Beisp. lOa) ist 
dann $ 4 =-fi gefunden. 

Aus diesem Grunde heiBt man oft auch 
diejenige Kraft, die einem gegebenen Krafte-

2 

Abb. 68. 

system Gleichgewicht hălt, die Gegenresultante dieses Systems. 
Oder man schreibt die Gleichgewichtsbedingung an, hier $ 1 + $ 2 +$a+ $4 =O, und zeichnet das diesem Summensatz entsprechende 

Krafteck: Man tragt von einem beliebigen Punkt O 
aus die Krăfte P1 , P2 , P 3 aufeinanderfolgend an, die o.E 

letzte unbekannte Kraft P4 findet man durch die 
Bedingung, daB man wieder zum Anfangspunkt zu
riickkommen muB, wenn man P4 als SchluBvektor 
nach O hin antrăgt, s. Abb. 69. 

Beispiel b) Die vier am nămlichen Punkt 
angreifenden Krăfte P1 , P2 , Pa, P4 sind iru Gleich
gewicht. Von P1 und P2 kennt man Zahlenwert 
und Richtung, von Pa und P4 nur die Richtung, 
s. Abb. 70. Auf graphi-
schem Wege ermittle man 
Pa und P4 • 

Es gilt 

'1 + '2 + 'a + '4 =o. 
W enn man von einem be-
liebig gewahlten Punkt O 
aus die vier Krăfte auf-
einanderfolgend antrăgt, 

dann muB man wieder zu 
diesem Anfangspunkt O 

2 

Abb. 70. 
K. M. 1 mm = 100 kg. 

2 

3 

Abb. 69. 

Abb. 71. 

zuriickkommen. Man trăgt zuerst P1 an, dann P2 • Vom Endpunkt 
von P2 aus zieht man eine Strecke in Richtung von Pa soweit, daB 
man vom Endpunkt dieser Strecke aus in Richtung von P4 zum 
Anfangspunkt O zuriickkommt, s. Abb. 71. 
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Beispiel c) Warum konnte man bei Beisp. a) nur eme un
bekannte Kraft ermitteln, bei Beisp. b) aber deren zwei? 

Man beachte, daB eine Kraft (oder allgemein ein Vektor) in der 
Ebene erst durch zwei Zahlenangaben bestimmt ist. Beisp. a) er
mittelte von der Kraft P4 sowohl den Zahlenwert wie die Richtung, 
man hat in diesem Fall also zwei unbekannte Zahlen gesucht und 
gefunden. Im Beisp. b) kannte man von den beiden gesuchten 
Krăften P3 und P4 die Richtungen, unbekannt waren nur die Zahlen
werte, somit wieder zwei Unbekannte. Weitere Eri::irterungen dariiber 
sehe man in Nr. 14 u. 18. 

Die Gleichgewichtsbedingung ~~=O lăBt sich wieder auf eine 
beliebige Ebene "projizieren", 

~$'=0, (c) 
d. h. ist ein materieller Punkt im Gleichgewicht, se ist die graphische 
Summe der Projektionen der am Punkt angreifenden Krăfte auf eine 
beliebige Ebene Null. Oder in anderer und kiirzerer Ausdrucksweise: 

Die Projektion eines Gleichgewichtssystems auf 
eine beliebige Ebene bildet wieder ein Gleich-
gewichtssystem. (d) 

Es ist also beispielsweise der Grund- oder AufriB oder Seiten
riB eines raumlichen Gleichgewichtssystems wieder ein Gleichgewichts
system. Man kann dann mit diesen ebenen Gleichgewichtssystemen 
genau so arbeiten wie wenn sie ganz selbstăndig wăren. 

Projiziert man das Gleichgewichtssystem ~ $ = O auf eine be
liebige Gerade oder Richtung, dann geht die allgemeine Gleich
gewichtsbedingung iiber in 

~P'=O, 

d. h. ist ein materieller Punkt im Gleichgewicht, so ist 
die Summe der Projektionen der an ihm angreifenden 
Krăfte auf eine beliebige Gerade oder Richtung Null. 

Oder in kiirzerer Ausdrucksweise: 

In jeder Richtung ist Gleichgewicht, 

(e) 

(f) 

d. h. in jeder Richtung ist die Summe der Komponenten ( oder Bei
trage) des Krăftesystems Null. In der analytischen Mechanik be
zieht man alle vektoriellen GroBen stets auf die drei Grundrich
tungen, auf die Richtungen der drei Achsen eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems; man "projiziert" dementsprechend die allgemeine 
Gleichgewichtsbedingung 2.'~ =O auf diese drei Grundrichtungen und 
erhălt 

~X=O, (g 
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als analytischen Ausdruck des Gleichgewichtes eines am 
materiellen Punkt angreifenden Krăftesystems. 

Beispiel d) Man Iose Beisp. b) auf analytischem Wege. 
Unbekannt sind die Zahlenwerte P3 und P4 , man benotigt so

mit zwei Gleichungen. Man hat hier ein ebenes Gleichgewichts
system und deswegen die beiden Bedingti.ngen ~X= O, ~y =O. 
Man wăhlt die Richtung nach rechts als + x-Richtung, die nach 
oben als + y-Richtung, nimmt ferner willkiirlich an, daB die Pfeile 
von P3 und P4 nach rechts gerichtet sind, dann gehen beide Gleichungen 
iiber m 

~X=O oder - 2000kg+O + Pa +P4 cos45°=0 
~Y=O " +1000kg - 2000kg+ O +P4 cos45°=0 

und liefern 
Pa= 1000kg, P4 = 1414 kg. 

Das positive Vorzeichen einer Losung driickt immer 
aus, daB der Richtungssinn der gesuchten GroBe richtig 
angenommen ist. Im vorliegenden Fall waren also die Pfeile 
von Pa und P4 richtig gewăhlt. Hătte man beispielsweise gefunden 
Pa = - 1 000 kg, dann wiirde das - - Zeichen ange ben, daB der 
Pfeil oder Richtungssinn von Pa falsch angenommen war. Siehe 
auch Nr. 16. 

Beispiel e) Das Krăftesystem der Abb. 72 ist im Gleichgewicht. 
Gesucht sind die drei Krăfte P1 , P2 , Pa. 

Abb. 72. 

Die Tatsache des Gleichgewichts des Systems ist durch zwei 
Gleichungen zum Ausdruck zu bringen. Die Losung der Aufgabe 
ist also unmoglich, da drei Zahlenwerte gesucht sind. Aher man 
kann im vorliegenden Falle wenigstens eine der Unbekannten er
mitteln, nămlich Pa, weil die beiden anderen unbekannten Krăfte P1 

und P2 zufăllig die nămliche Wirkungslinie haben. 
P1 und P2 haben eine Resultierende P12 von der gleichen Rich

tung, P12 und Pa kann man ermitteln; graphisch, indem man das 
Krafteck $ + $ 3 + $ 12 =O zeichnet, s. die Abbildung; analytisch 
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durch Aufstellung der Gleichgewichtsbedingung senkrecht zur Rich
tung von P12 , nămlich 

Pcos a =P3 cos (3. (h) 

Die Erfahrung zeigt uns, daf3 beim Auftreten einer Kraft immer 
auch gleichzeitig eine zweite Kraft vorhanden ist, die der ersten ent
gegengesetzt gleich ist, daB alle Kriifte in der Natur immer paar
weise auftreten. In den einfachsten Fiillen, wie etwa bei der Auf-

l 
Q, 

lagerung eines Korpers, ist diese W ahrheit recht leicht ein
zusehen. Wenn man beispielsweise, so wie Abb. 73 andeutet, 
einen Stab senkrecht auf eine horizontale Unterlage stellt, 
so wird an der Unterstiitzungsstelle das Gewicht Q des 
Stabes auf den Erdboden iibertragen. Dann muB, wie alle 
Erfahrung zeigt und auch die Vberlegung angibt, an der 
gleichen Stelle, wo die Kraft Q vom Stab aus nach abwiirts 
wirkt, von der Unterlage aus nach aufwiirts die entgegen

r/' gesetzt gerichtete Kraft Q' nach oben wirken. Diese zweite 
Abb. 73. Kraft Q', die also erst durch den Druck Q auf die Unter-

lage bedingt ist, ist dann mit diesem Druck Q im Gleich
gewicht, es ist Q' = Q. W as ja auch leicht einzusehen ist: denn 
wenn Q' nicht vorhanden wiire, dann wiirde am Stab nur sein Ge
wicht Q angreifen, die Wirkung einer Kraft ist aher eine Bewegungs
iinderung, es miiBte also der Stab unter dem EinfluB von Q sich nach 
abwiirts bewegen. 

DaB freilich zwischen zwei Korpern, die sich nicht beriihren, 
die vielleicht groBe Entfernungen haben, dieses Gesetz von der 
W echselwirkung auch noch Giiltigkeit hat, ist von vornherein nicht 
so leicht einzusehen. DaB ein von einem Magneten mit einer ge
wissen Kraft P abgestoBenes Korperchen auch auf den Magneten 
eine AbstoBungskraft P' = P ausiibt, ist nicht unmittelbar ersicht
lich, kann aher noch durch den Versuch bewiesen werden. Noch 
viel weniger ist beispielsweise im vorhinein die Tatsache einzusehen, 
daB deswegen weil die Erde den Mond mit einer Kraft P anzieht, 
auch der Mond auf die Erde die entgegengesetzt gleiche Anziehungs
kraft P' = P ausiibt. Weitere Betrachtungen iiber dieses Prinzip 
von der Reaktion sind Aufgabe der Dynamik. Nach diesem von 
Newton aufgestellten und auch nach ibm benannten Gesetz: 

Jede Kraft erzeugt eine entgegengesetzt gleiche 
Gegenkraft, (i) 

ruft also jeder Druck einen gleichgroBen Gegendruck hervor, jeder 
Zug einen gleichgroBen Gegenzug. Beide Kriifte greifen am niim
lichen Punkt an. 
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Es ist freilich selbstverstandlich, soll aher gleichwohl angegeben 
werden, dal3 natiirlich Kraft und Gegenkraft nie auf den gleichen Korper 
einwirken. Wirkt vom Korper B her auf 

A den Korper A eine Kraft P, so iibt umge- ~ 
kehrt der Korper A auf den Korper B die 
Gegenkraft P' = P aus. Es greift also am 

_____.§ 
p 

Abb. 74. 

Korper A die Kraft P und am Korper B die Gegenkraft P' = P 
an, s. Abb. 74. 

Um keinen Irrtum entstehen zu lassen, soll fiir den Fall der 
Abb. 73 noch erklart werden, daB die Kraft Q' nicht die Gegenkraft 
zum Gewicht Q ist, sondern zu dem an der Unterstiitzungsstelle vom 
Stab ausgeiibten Druck Q. Es greifen also an: am Erdboden der 
Druck Q, am Stab der Gegendruck Q' = Q und das Gewicht ·Q. 

Beispiel f) Auf der reibungsfreien Ebene der Abb. 75 vom 
Neigungswinkel a bewegt sich der als materieller Punkt zu betrach
tende Korper vom gegebenen Gewicht Q. Man ermittle zunachst 
Art und Richtung der an dem Korper angreifenden Krafte sowie 
ihrer Resultierenden, alsdann deren Zahlenwerte nach dem Resultanten
satz (graphisch und analytisch). 

..... 

/ / a. N 
// Q 

Abb. 75. 

Il /m~/ 

.c.3.~------
Abb. 75 a. 

An dem Punkt greift zunachst sein Gewicht Q an, so wie Abb. 75 
angibt. Wiirde sonst keine Kraft mehr an ihm wirken, so wiirde er 
senkrecht herabfallen miissen. Es greift also sicher 
noch eine zweite Kraft an ihm an. Man weiB, er o 

iibt wegen seines Gewichtes einen Druck auf die 
schiefe Ebene aus, der natiirlich im allgemeinen nicht 
gleich dem Gewicht ist; sie wird also nach dem 
Gesetz der Reaktion entgegendriicken. Dieser Druck 
N von der schiefen Ebene her steht senkrecht zu fJ 
ihr; denn die schiefe Ebene ist reibungsfrei vor
ausgesetzt, es fehlt also jeder Anlal3, den Gegen
druck anders als senkrecht zu ihr anzunehmen. An
dere Krafte als Q und N greifen an dem Massen-
punkt m nicht an. Beide haben '3ine Resultierende R, Abb. 76. 
unbekannt nach Richtung und Zahlenwert. Die Rich-
tung von R ist diejenige der Bewegungsanderung des Massenpunktes. 
War dieser in Ruhe und wird er losgelassen, so erhii.lt er in Richtung 
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der schiefen Ebene eine Bewegung oder genauer gesagt eine Bewegungs
ănderung, also geht R in Richtung der schiefen Ebene, s. Abb. 75a. Die 
Zahlenwerte von R und N findet man mit Hilfe des Resultantensatzes. 
Es ist R die graphische Summe aus Q und N, man trăgt von einem 
beliebig gewăhlten Punkt O aus zuerst Q ab, an deren Endpunkt N. 
Den W ert von N kennt man zwar noch nicht, aher man weiB, daB 
der Endpunkt von N und der von R zueammenfallen, s. Abb. 76. 
Damit ist dann ermittelt 

N=Q·cosa, R=Q · sina. (k) 
Analytisch: Man schreibt zweimal die Gleichung (12d) an: in der 
Richtung von R gilt 

R=N·O+ Q·sina; 

entsprechend gilt in der Richtuug von N 

R · O = N- Q ·cos a, 

woraus wieder die gleichen W erte wie o ben hervorgehen. 
Man beachte bei diesem Beispiel einmal, daB R natiirlich nur 

eine fingierte Kraft ist, die in Wirklichkeit an dem untersuchten 
Massenpunkt gar nicht angreift. Dann hiite man sich vor dem 
Fehler, zu sagen, R geht in Richtung der schiefen Ebene, weil der 
Punkt sich in dieser Richtung bewegt. Diese Dberlegung ist un
richtig: denn es miiBte dann auch, was sicher falsch ist, beim Faden

Abb. 77. 

pendel, s. Abb. 77, die Resultierende R aus Ge
wicht Q und Fadenspannung N die Richtung der 
Tangente ha ben, weil das Pendel sich in dieser 
Richtung bewegt. Die Dynamik wird spater 
zeigen, daB R die in der Abbildung angedeutete 
Lage haben kann. Die Kraft geht eben nicht 
in Richtung der Bewegung, sondern in Richtung 
der Bewegungsanderung. Ferner sei noch hin
gewiesen auf die ganz und gar unmogliche Lo
sungsmethode der elementaren Mechanik, die ganz 
willkiirlich und ohne Begriindung sagt: Das Ge
wicht zerlegt man (oder noch schlimmer: das Ge
wicht Q zerlegt sich) in zwei Komponenten R 
und N usw. Man mache sich einfach die wirklich 

auftretenden Tatsachen klar, dann ist der W eg zur Losung nicht 
schwer zu finden. Weiter soli noch dLtrauf hingewiesen werden, daB 
der Normaldruck N der Abb. 76 doppelt auftritt, nămlich einmal als 
Druck des materiellen Punktes auf die schiefe Ebene und dann als 
Gegen~ruck der schiefen Ebene suf den Punkt. Im vorliegenden 
Fali hatten wir den materiellen Punkt zu untersuchen und die an 
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ihm angreifenden Krăfte, e8 darf al8o in der Zeichnung nur der auf 
den Punkt wirkende Druck N, der nach oben geht, auftreten. Eben8o 
darf nur mit die8em nach oben gerichteten Druck gerechnet werden. 

Bei8piel g) Die 8chiefe Ebene 8ei jetzt vollkom
men rauh vorau8ge8etzt, 80 daB der Korper unter dem 
EinfluB der Reibung in Ruhe bleibt. Man ermittle 
von den an dem Korper angreifenden Kraften zunăch8t 
Art und Richtung, al8dann den Zahlenwert nach dem 
Re8ultanten8atz (graphi8ch und analyti8ch). 

Am Ma88enpunktm greift 
zunăchst da8 Gewicht Q an, 
ferner wie beim vorangehen
den Beispiel der Druck N 
von der schiefen Ebene her, 
ferner nach Angabe noch die 
Reibung F, die parallel zur 

Abb. 79. 

schiefen Ebene wirken muB, 8. Abb. 78. Die drei Krafte sind im 
Gleichgewicht, es muB sonach ihre graphische Summe Null sein. 
Unbekannt 8Înd nur die beiden Zahlenwerte N und F, die aua dem 
Krafteck der Abb. 79 zu entnehmen sind. 

Analytisch: Es ist Gleichgewicht in Richtung von Fund N, also 

F+ N ·O- Q ·sin a= O, N + F- O- Q ·cos a= O, 

oder F=Q·aina, N = Q·coaa. (l) 
Beispiel h) Man beweise die Umkehr des Result a nten

satzes: 

W enn fiir das an einem materiellen Punkt angreifende 
Kraftesystem gilt 

2'X=0, .2'Y=0, 2'Z=O, 

so ist der Punkt im Gleichgewicht. ( m 

Man schreibt die drei gegebenen Gleichungen 

i1 .2' X= O, i2 .2' Y = O, i 3 .2' Z = O 
und addiert 

i1 (X1 + X2 + ... ) + i2 (Y1 + Y2 + .. . ) + i 3 (Z1 + Z2 + ... )=o 

oder (i1 X1 + i2 Y1 + i 3 Z1) + (i1 X2 + i 2 Y2 + i3 Z2) + ... =O 

oder ' 1 + ~2 + ... = O oder 2' ~=O, 

womit das Gleichgewicht nach (b) bestimmt ist. 
Beispiel i) Durch welche Schreibweise driickt man die Tat

sache des Gleichgewichtes zweier oder mehrerer Krafte vollstandig aus1 
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Wenn zwm Krăftc P 1 und P2 im Gleichgewicht sind, so muB 
ihre graphische Summe Nullsein, ~1 + ~2 =O. Aher die Bedingung 
~1 + ~2 = O ist umgekehrt noch nicht hinreichend fiir das Gleich
gewicht der Krăfte P1 und P2 , sie miissen auch noch auf der namlichen 
Geraden liegen. Beide Tatsachen lassen sich vereinigt zum Ausdruck 
bringen durch die Schreibweise (7 a), hier 

........ '1 +~2=0. 
Entsprechend gilt fiir den Fall des Gleichgewichts dreier Krăfte P1 , 

P2 , P 3 : Sie miissen als graphische Summe Null haben, miissen durch 
den gleichen Punkt gehen und in der gleichen Ebene liegen. Diese 
drei Bedingungen sind durch die Schreibweise 

,.... ........ 
~1+,'.!+~3 =0 

vollstăndig zum Ausdruck gebracht. Denn die dritte Bedingung, 
daB sie alle drei in der nămlichen Ebene liegen miissen, ist durch 
die ersten beiden Bedingungen schon miterfiillt. 

Aufga.be a) Welcher trigonometrische Zusa.mmenhang besteht zwischen 
drei im Gleichgewicht befindlichen Krăften? 

8 

npB 

r 'fJ A 

A 

Abb. 80. Abb. 81. 

L osung: Die drei Krăfte A, B, C der Abb. 80 bilden ein geschlossenes 
Krafteck. Es ist 

A : B : C = sin IX : sin P : sin r . 
Aufgabe b) Die Skizze der Abb. 81 stellt eine Seilfăhre da.r, die durch 

den Druck Q des fliellenden Wassers mittels einer am Seil AB angebrachten 
Rolle nach rechts bewegt wird. W elche Stellung ist fiir die Bewegung am 
giinstigsten? 

Losung: An der Făhre greift an 1. vom Wasserdruck Q der Beit ra.g Q' 
senkrecht zur Făhre, wenn man von Wasserreibung, Wirbelbildung usw. ab
sieht, 2. die Seilspannung S. Beide haben eine Resultierende R, die das Fahr
zeug aus dem Ruhezustand in Bewegung versetzt; die Bewegungsănderung 
geht in Richtung des Seiles AB, also ist R parallel zum Seil gerichtet. Dem 
Krafteck fiir Q', S und R entnimmt man R = Q' cos IX= l Q sin 2 oc. Also giin
stigste Stellung fiir Bewegung (nicht Seilbeanspruchung) IX= 45°. 

Au f g a b e c) V on den Eckpunkten ei nes Dreieckes aus wirken auf einen 
im Dreiecksinnern befindlichen Massenpunkt Krăfte Pu P2 , P 3 , die propor-
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tional sind den Abstănden rt> r2 , ra von den Eckpunkten und sich im Gleich
gewicht halten. Welches ist die Gleichgewichtslage dieses Punktes m? 

Lăsung: Die Lage des Punktes ist durch die Vektoren r., r2 , ta be
stimmt. Es ist \l31 = cr1 , \132 = cr2 , \l33 =era . Wegen des Gleichgewichtes wird 

\131 + \l32 + l.lSa =O oder c (r1 + r2 +ta)= O. 
Letztere Gleichung charakterisiert aher bekanntlich den Schwerpunkt des Drei
eckes, der also die Gleichgewichtslage fiir den Massenpunkt bildet (Math. I, 
Aufg. 79a). 

Aufgabe d) Die gegebenen Krăfte P 1 und P2 der Abb. 82 sind mit den 
beiden Krăften Pa und P, im Gleichgewicht; von P3 kennt man den Zahlen
wert 1 000 kg, von P, die Richtung. Gesucht ist der Zahlenwert von P,. 

Losung: Man trăgt von einem Punkt O aus P1 und P2 ab und an den 
Endpunkt von P 2 die Richtung von P4 ; ein Kreis um O mit dem Radius 
1 000 kg Iiefert zwei Endpunkte von P, und daruit zwei Losungen P4 ' = 1 725 kg 
und P4" = 3175 kg. 

Abb. 82. 
K. M. 1 mm = 100 kg. 

i 2 1 

~ 
\ "., 

\ 
\ 

Abb. 83. 
K.M. 1 mm=200 kg. 

Aufgabe e) An einem materiellen Punkt sind vier Krăfte P 1 , P 2 , Pa, 
P, im Gleichgewicht. P1 und P 2 sind vollstăndig bekannt, von Pa kennt man 
die Richtung im Aufrif3 und den Zahlenwert 
6000 kg, von P4 die Richtung im GrundriB, s. 
Abb. 83. Man ermittle Pa und P4 nach Zahlen
wert und Richtung. 

Losung: Eine Kraft ist im Raum durch 
drei Zahlenangaben bestimmt. Im vorliegenden 
Fali sind von Pa zwei Zahlenangaben gemacht, 
von P4 nur eine, man hat also drei Unbekannte 
und dafiir drei Gleichungen. Die Lăsung ge-
schieht am einfachsten analytisch, indem man Abb. 84. 
die drei Gleichgewichtsbedingungen aufstellt 
:E X = O, :EY = O, :E Z = O. Man entnimmt die Zahlen der Abb. 83 mit Hilfe 
des beigegebenen Mal3stabes und erhălt, in 1 000 kg gerechnet, 

+ 1 +O+Xa+X,=O, +2- 2 +Y3 + Y4 = 0 , +2 + 4+ Za+Z.=O. 
Nach Angabe ist Z3 =2Ya, 3 Y,=2X4 , Xa2 + Y32 +Z32 =36. 
In der letzten G!eichung driickt man Xa und Z 3 nach Y 3 aus durch Um

formung der gegebenen Beziehungen, hier 
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und erhii.lt 

(3Y3 - 2)2 + 4Y32 + 16Y3 2 = 144 oder 29Y3 2 -12Y3 -140 =O. 
Zwei Losungen: Y3 = - 2 und Y3 = 70: 29 und damit 

X 3=-4, Y3 =-2, Z 3 =-4, X 4 =+3, Y4 =+2, Z 4 =-2, P 4 =y17, 
76 70 140 105 70 314 X3 = 29 , Y,= 29 , z,= 29 , x.=- 29, Y.=- 2ll, z.=- 29 , P.=l1,67. 

Aufgabe f) Eine als materieller Punkt zu behandelnde Kugel ruht auf 
zwei in einer horizontalen Geraden sich schneidenden schiefen Ebenen. Man 
bestimme die an der Kugel angreifenden Kriifte nach Richtung und Zahlen
wert. Die Reibung ist zu vernachlăssigen. 

Losung: Von den schiefen Ebenen her greifen die Auflagerdrucke N1 
und N 2 in den Beriihrpunkten senkrecht zu den schiefen Ebenen an. Sie 
schneiden sich mit der Kraft Q im Mittelpunkt der Kugel. Mit einem Kraft
eck erhălt man 

N1 : N2 : Q =sin oc.: sin oc1 : sin (oc1 + oc2). 

Au f ga b e g) Auf zwei in einer horizonta1en Geraden 
sich schneidenden schiefen Ebenen liegen zwei als materielle 
Punkte zu behande!nde Kugeln. Man suche deren Gleich
gewichtslage, sowie die an ihnen angreifenden Kriifte. Die 
Reibung ist zu vernachlăssigen. 

Abb. 86. 

Losung: An jeder Kugel greifen drei KriiJte an, Q, N, D, die sich im 
Mittelpunkt treffen. Man zeichnet fiir jede Kugel das Krafteck, s. Abb. 86, 
und liest ab 

D: N1 : Q1 =sin oc1 : cos oc: cos (oc1-oc), D: N2 : Q2 =sin oc2 : cos oc: cos (0(2 + oc). 
Diese vier Gleichungen lassen die Unbekannten D, N1 , N2 und den die 

Gieichgewichtslage bestimmenden Winke'l oc ermitteln. 

oder Q1 cos s(:1 oc!__OC) = D = Qz cos ~~2 ~ oc) 

cos oc · [ Q, sîn oc1 cos llC2 - Q2 sin oc2 cos oc,] = sin <X· [ Q2 sin oc1 sin OC2 + Q1 sin llC1 sin oc2 ] 

oder Q1 cotg oc2 - Q2 cotg OC1 

tgoc= Ql + Qz 
Aufgabe h) Man beweise den Satz: 

Wenn van einem am materiellen Punkt angreifenden 
Krii.ftesystem die Summe seiner Beitriige in drei ver
schiedenen Richtungen Nul! îst, so ist es im Gleich-
gewicht. (n) 
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L os ung: Die Einheitsvektoren in diesen drei Richtungen seien mit 11, tJ, tv 
bezeichnet, jede Einzelkraft P1 kann man in drei Komponenten oder Beitrăge 
U1, V;, W; nach diesen Richtungen zerlegen, so da/3 

\ll1 =11U1 +tJV1 +tv W;. 
Nun ist nach Angabe 

:EU=O, :EV= O, :EW=O, 
man rechnet wie bei Beisp. h) 

11 :EU+ tJ IV+ tv IW=O, 
oder (u U1 + tJV1 + tvW1)+ (u U2 + uV2 + tvW2 ) + () + ... =O 

oder \ll1 + \ll2 + . . . =O 

oder 2'\ll =O, 

d. h. das Krăftesystem ist im Gleichgewicht. 

14. Ein Punkt auf einer gegebenen Geraden hat nur eine einzige 
Koordinate, d. h. um seine Lage auf ihr zu bestimmen, ist die 
Angabe nur einer einzigen Zahl, eben seiner Koordinate, notwendig. 
Die Lage des Punktes P der Abb. 87 wird z. B. durch die Zahl · 4 
bestimmt, er ist 4 Langeneinheiten vom festen N ullpunkt O entfernt. 
W enn der Punkt auf der festen Ge-
raden sich bewegt, so ist zur voll
standigen Angabe der Bewegung 
eine einzige Gleichung ausreichend, 

o Px 

Abb. 87. 

etwa wenn man angibt, x = 3 t + 10, wo t die Zeit ist. Man driickt 
diese Tatsache, daB also eine einzige Gleichung zur Angabe der Be
wegung ausreicht, auch aus durch folgende Sprechweisen: Ein Punkt 
hat auf einer festen Geraden nur eine einzige Bewegungsmoglich
keit, oder er hat auf der festen Geraden nur einen einzigen Frei
heitsgrad. Auf der festen Geraden gibt es oo1 Punkte, da man 
ja X oder t beliebig wahlen kann. 
Jedem Punkt entspricht ein be
stimmtes t, jedem t ein bestimm
ter Punkt. 

In einer gegebenen Ebene hat 

p 

!1 

der Punkt zwei Koordinaten, d. h. o x 
um seine Lage in ihr zu bestim-
men, ist die Angabe von zwei Zah- Abb. 88. 
len, eben seiner Koordinaten, not-
wendig. Fiir den Punkt der Abb. 88 gibt man beispielsweise an 
P= 4j2, d. h. er hat die Abszisse x = 4 und die Ordinate y = 2. 
W enn sich dieser Punkt P in der Ebene bewegt, so ist zur voll
standigen Angabe dieser Bewegung ein System von zwei Gleichungen 
notwendig und ausreichend, etwa wenn man angibt 

x=3t+10, y=t2 -t. 
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Diese beiden Bewegungsgleichungen geben in jedem Augenblick die 
Lage des Punktes an. Man driickt diese Tatsache wieder aus durch die 
Sprechweise: In einer festen Ebene hat der Punkt zwei Bewegungs
mi:iglichkeiten oder zwei Freiheitsgrade. Oder auch durch die 
Sprechweise: in der Ebene gibt es oo2 Punkte, da man ja ebenso
wohl x als auch y beliebig wahlen kann. Solange· man liber die 
Koordinaten x und y gar nichts aussagt, hat man einen vollstandig 
freien Punkt in der Ebene, dieser Punkt hat zwei Freiheitsgrade. J ede 
Gleichung zwischen den Koordinaten des Punktes gibt eine Be
wegungs beschrankung an, etwa indem man sagt, x = 4, oder 
x = 3y usw. Man hat dem Punkt einen Freiheitsgrad genommen, 
soll das gleiche heiBen wie: man hat ihm eine Bewegungsbeschrankung 
vorgeschrieben. W enn man etwa sagt x = 4, so kann sich der 
Punkt nur mehr auf einer zur y-Achse parallelen Geraden im Abstand 4 
vom Nullpunkt bewegen. Man hat dafiir auch die Sprechweise: Dem 
Punkt P ist eine Fiihrung oder Auflagerung gegeben, die durch 
x = 4 gegebene Bewegungsbeschrankung oder Fiihrung oder Auf
lagerung ist dann die in der Abbildung gestrichelt eingezeichnete 
Gerade. Man kann dem Punkt in der Ebene zwei Bewegungsbeschran
kungen oder zwei Fiihrungen oder zwei Auflagerungen geben; bei
spielsweise indem man sagt y = 3 x, x = 4, wo durch jede dieser 
Gleichungen eine eigene Bewegungsbeschrankung oder Fiihrung vor
geschrieben wird. Ebenso groB wie die Zahl der Koordinaten oder 
Freiheitsgrade eines Punktes ist auch die Zahl der Bedingungen, die 
man im Fall des Gleichgewichtes dieses Punktes aufstellen kann. 
Denn der Fall des Gleichgewichtes d. h. der Ruhe oder gleichmaBigen 
Bewegung ist ja nur ein Sonderfall der allgemeinen Bewegung. Die 
Angabe der Bewegung eines Punktes in der Ebene beni:itigt zwei 
Gleichungen, somit auch die Angabe des Gleichgewichtes des Punktes 
in der Ebene, d. h. einer gleichfi:irmigen Bewegung dieses Punktes. 
Im Fall des Gleichgewichtes eines Punktes in der Ebene kann man 
somit zwei Gleichgewichtsbedingungen aufstellen, es lassen sich 
daher am materiellen Punkt in der Ebene alle statischen Aufgaben 
li:isen, die nur zwei Unbekannte enthalten. 

Eine an einem vorgeschriebenen Punkt angreifende unbekannte 
Kraft in der Ebene ist durch zwei Zahlenangaben bestimmt, etwa in
dem man Richtung und Zahlenwert von ihr angibt (graphische 
Li:isung), oder indem man ihre beiden Komponenten in den Grund
richtungen ermittelt (analytische Li:isung). 

Fiir den materieHen Punkt im Raum gilt dann ebenso: Im 
Raum hat der materielle Punkt drei Koordinaten oder Freiheitsgrade 
oder drei Bewegungsmi:iglichkeiten. Umgekehrt wird eine bestimmte 
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Bewegung durch drei Bewegungsgleichungen angegeben, beispielsweise 
durch 

x=3t+lo, y=t2 -t, z=t. 

Eine bestimmte Lage wird durch drei Gleichungen zwischen den Ko
ordinatengegeben, etwa durchx = 4, y = 3x, z=x+ y. Jede einzelne 
dieser Gleichungen schreibt dem Punkt eine Bewegungsbeschrankung 
vor, nimmt ihm einen l!'reiheitsgrad. Jede einzelne dieser Gleichungen 
ist dann eine Auflagerung oder Fiihrung fiir den Punkt im Raum. 
Vber den Begriff Fiihrung oder Auflagerung siehe auch noch 
Nr. 18 und 19. Will man den Punkt im Raum festhalten, so muB 
man ihm alle seine drei Freiheitsgrade nehmen, oder in anderer Sprech
weise: man muB ihm drei Bewegungsbeschrankungen vorschreiben, man 
muB ihm drei Auflagerungen oder Fiihrungen geben. Ebenso groB 
wie die Zahl der Freiheitsgrade oder Bewegungsmoglichkeiten ist 
dann auch wieder die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen, die man 
aufstellen kann, wenn der Punkt im Raum im Gleichgewicht ist, 
also drei. Am materiellen Punkt im Raum lassen sich sonach nur 
solche statische Aufgaben Iosen, die nur drei unbekannte Zahlen 
enthalten. 

Eine an einem vorgeschriebenen Punkt angreifende Kraft (all
gemein ein Vektor) im Raum ist durch drei Zahlenangaben bestimmt: 
Die analytischen Methoden (Math. I 192, 193) ermitteln die drei Kom
ponenten der Kraft in den drei Grundrichtungen und daruit die Kraft 
selbst, namlich Zahlenwert und Richtung nach (12 h, i); die 
graphischen Methoden ermitteln den Zahlenwert und die Richtung 
dieser Kraft im Grund- und AufriB, also wieder hinreichende Be
stimmungsstiicke fiir die Kraft. 

Beispiel a) An einem Massenpunkt greifen vier im Gleichgewicht 
befindliche Krafte P1 , P2 , P 3 , P4 an. W enn man diese vier Kriifte 
vollstandig angeben will, was darf von ihnen nur unbekannt sein? 

Jede einzelne Kraft ist durch drei Zahlenangaben bestimmt. Man 
benotigt also insgesamt zwolf Zahlenangaben. Da man fiir den Fali 
des Gleichgewichtes drei Bedingungsgleichungen aufstellen kann, diirfen 
nur drei Unbekannte auftreten, also etwa: 

drei Krafte P1 , P 2 , Pa sind vollstandig bekannt, P4 vollstandig 
unbekannt, 

P1 ist vollstandig bekannt, von P2 , Pa, P4 ist die Richtung be
kannt, unbekannt nur deren Zahlenwerte, 

P1 ist vollstandig bekannt, von P2 , P 3 , P4 sind zwei Kompo
nenten in den drei Grundrichtungim bekannt, unbekannt X2 , Ya, 
Z4 usw. 

Praktische Bedeutung hat besonders die zweite Aufgabe, namlich 
Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 4 
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die Zahlenwerte von drei Kraften des Gleichgewichtssystems zu 
ermitteln, wenn die Richtungen alle bekannt sind. Die Lăsung 
dieser Aufgabe folgt an spaterer Stelle unter Nr. 68-72. 

15. Die nachfolgenden Zeilen bringen eine gr6Bere Reihe von 
Aufgaben iiber Spannungen in Stabverbanden. Bei ihnen allen 
ist vorausgesetzt, um sie an dieser Stelle bereits lăsen zu konnen, 
daf3 jeder einzelne Punkt im Gleichgewicht ist. Es geniigen dann 
die Satze iiber die Statik des materiellen Punktes, d. i. der Resul
tantensatz mit seinen Sonderfallen. 

Abb. 89. Abb. 90. 

Die zur Untersuchung kommenden Stabverbande sind hier 
idealisiert: In praktischen Fallen werden sie, wie der Name sagt, 
aus Staben bestehen, die in ihren Endpunkten irgendwie verbunden 
sind. Die Stabe werden gewisse Dimensionen haben, die jedenfalls 
von EinfluB auf die inneren Krafte im Stabverbande sind. Sie 
kănnen in den Endpunkten auf verschiedene W eise verbunden werden, 
etwa indem man sie vernietet oder verschraubt, oder indem man 
sie gelenkartig zusammenfaBt. W enn man zwei oder mehrere Stabe 
in den Endpunkten verbindet, so wird man auch in praktischen 
Fii.llen die Verbindung immer so anbringen oder so anzubringen ver
suchen, daB die Mittellinien der Stabe sich im namlichen Punkt, 
dem sogenannten Knotenpunkt oder Knoten schneiden. Wie 
nun auch die praktische Verbindung sein mag, in der Mechanik 
rechnet man mit Bildern, die mehr oder minder genau an den 
praktischen Fall heranreichen. Unser erstes Bild von einem 
Stabverband (von Fachwerken oder Fachwerktragern werden wir 
spater reden) ist folgendes: die unendlich diinn und nichtdeformier
bar gedachten Stabe laufen mit ihren Endpunkten in den Knoten 
des Stabverbandes zusammen; in den Knotenpunkten sind die 
einzelnen Stăbe gelenkartig vollkommen reibungsfrei verbunden; nur 
in diesen Knotenpunkten greifen auf3ere Krafte an dem Stabverband 
an. Abb. 89 und 90 geben einen Teil eines wirklich vorkommenden 
Stabverbandes, Abb. 91 und 92 dessen Bild. Mit welchem Recht 
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und mit welcher Annaherung man statt mit wirklichen Stabver
banden mit deren Bildern rechnen kann, ist an spaterer Stelle zu 
erortern. Nun denke man sich in einem Knotenpunkt eines Stab
verbandes eine Kraft P so angreifend, wie etwa Abb. 92 angibt. 
Sie wird in den einzelnen Staben des Stabverbandes weitergeleitet 
zu den Stiitzstellen oder Auflagerstellen des Stabverbandes. Die auf 
diese Weise in den Stăben auftretenden Krafte nennt man Spannungen. 
Nach Annahme ist jeder einzelne Punkt des Stabverbandes im Gleich
gewicht, und zwar im Gleichgewicht unter dem EinfiuB der an ihm 

p 

Abb. 91. Abb. 92. 

angreifenden ăuBeren Krafte und der in den Staben auftretenden 
Spannungen. Selbstverstăndlich konnen letztere beim idealisierten 
Stabverband nur in Richtung der Stăbe auftreten. An dem Knoten
punkt IV der Abb. 92 etwa, der durch Abb. 91 noch eigens heraus
gegriffen ist, greifen an: die ăuBere Kraft P und die vier Stab
spannungen 88 , 87 , 85 , 84 • Die in einem Stab auftretende Spannung 
kann eine Zug- oder Druckspannung sein. Sucht die an dem 
Knotenpunkt angreifende ăuBere Kraft den Stab zu verlăngern, so 
wird in ihm ein Zug auftreten, sucht sie ihn zu verkiirzen, so hat 
man Druck. 

Beispiel a) An dem Ende A des gewichtslosen 
Fadens der Abb. 93 hăngt eine Last Q. Sie wird 
durch den Faden weitergeleitet zur Auflagerstelle B 
und wirkt dort nach abwărts, sucht also den Auf
lagerpunkt B nach abwărts zu bewegen. Als Reak-
tion wird an dieser Stelle von der Auflagerumgebung 
her am Faden die Kraft Q nach aufwărts wirken. 
Dann ist der Faden im Gleichgewicht unter dem Ein
fluB der an ihm angreifenden N utzlast Q und der 
Auflagerkraft Q. Dann muB auch jeder einzelne Teil 
des Fadens im Gleichgewicht sein. Man kann irgend
einen solchen herausgreifen, beispielsweise den Teil B U. 
Er ist im Gleichgewicht, es greift an ihm an die Auf
lagerkraft Q nach aufwărts, also muB auch eine ent-
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Abb. 93. 
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gegengesetzt gerichtete Kraft Q nach abwarts angreifen, das ist die 
an der Stelle U nach abwărts gehende Fadenspannung S = Q. Genau 
so ist aher auch der Teil U A im Gleichgewicht, und zwar unter dem 
EinfluB der N utzlast Q bei A nach abwarts und der Fadenspannung 
S = Q bei U. Jetzt ist aher die Fadenspannung S nach aufwarts 
gerichtet. Das ist auch dadurch leicht erklarlich, weil sie ja zu der 
ersterwahnten Spannung S im Fadenteil B U die Reaktion ist. An 
jeder Stelle des Fadens tritt also die Spannung S auf, und zwar an 
jeder Stelle sowohl nach aufwarts wie auch nach abwarts gerichtet, 
als Kraft und Gegenkraft, da beide die untersuchte Stelle stets im 
Gleichgewicht halten. 

Beispiel b) An dem einen Ende A einer Schnur greift eine 
Kraft P an. Man beurteile die statischen V erhaltnisse, wenn die 
(gewichtslos vorausgesetzte) Schnur im Gleichgewicht sein soll. 

u B 
p p 

p 

s ..... u B 
p 

A B -p----§,. ___ ----;;,-----p--
Abb. 94. 

Daruit dies zutrifft, muB 
jedenfalls am anderen Ende 
( oder an einem anderen Teil) 
B der Schnur die gleichgroBe 
Kraft P angreifen, und zwar 
im entgegengesetzten Rich
tungssinn. Durch diese bei
den Krafte P, P wird die 
Schnur straff, sie wird in Span

nung versetzt. Diese Spannung tritt an jeder einzelnen Stelle U der 
Schnur auf. W enn nach Angabe die Schnur im Gleichgewicht ist, dann 
natiirlich auch jeder beliebige Teil von ihr, also auch der Teil AU der 
Abbildung, wo U den untersuchten Punkt im Innern der Schnur an
deuten soli. W enn aher der Teil AU im Gleichgewicht sein muB, 
dann ist notwendig, daB die an der Stelle U auftretende Spannung S 
wieder im Gleichgewicht ist mit P und entgegengesetzten Richtungs
sinn hat. NaturgemaB tritt die Spannung S am andern Teil U B der 
Schnur nach links gerichtet auf, da sie ja der Kraft P am Schnurende B 
das Gleichgewicht hal ten muB. Die beiden Krafte S S an der Stelle U 
sind natiirlich nichts anderes als Aktion und Reaktion, die ja immer 
entgegengesetzt gleich sein miissen. Diese Betrachtung lehrt also, 
daB an jeder Stelle der Schnur AB unter dem EinfluB der Krafte P, P 
eine Spannung S = P auftritt, und zwar immer gleichzeitig als Aktion 
und Reaktion, und daruit eben die betrachtete Stelle ins Gleich
gewicht setzt. Fiir die Rechnung, die wir im Auge haben, interes
sieren uns nur die Angriffspunkte der beiden Krafte P, durch die 
die Spannungen hervorgerufen werden, namlich die Knotenpunkte A 
und B des Stabes, wenn wir uns jetzt einen solchen statt der Schnur 
denken. An diesen Stellen geht also der Richtungssinn oder Pfeil 
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der Zugspannung vom Knotenpunkt weg zur Stabmitte. Man kann 
auch so iiberlegen: ein auf Zug beanspruchter Stab wird durch die 
an ihm angreifenden auBeren Krafte verlangert, die an den beiden 
Knoten angreifenden Zugspannungen wirken dieser Verlangerung 
entgegen, sie suchen den Stab wieder auf seine urspriingliche Lange 
zuriickzufiihren, die Knotenpunkte nach der Mitte zu zu bewegen, 
ihr Pfeil geht also vom Knotenpunkt weg zur Stabmitte. 

Beispiel c) An den En- A e 
den eines Stabes A B greifen --;P;+-..!J:.===========::!~~PP 
die Krafte P, P so an, wie -np~.....:.A .. •8~F=====48PIIiiii8"-""'piJ 
Abb. 95 zeigt. Man unter
suche das V erhalten des Stabes. 

Abb. 95. 

Die beiden Krii.fte P, P suchen den Stab zu verkiirzen, zusammen
zudriicken, in dem Stab wird also eine Druckspannung entstehen, 
die in Richtung des Stabes geht. (In Wahrheit wird freilich der 
Stab seine Form andern, er wird unter Umstănden auch ausknicken; 
îndes wird unser oben angegebenes erstes Bild von diesem Ver
halten absehen und zunachst annehmen, daB der Stab seine gegebene 
Form beibehalt.) Wie im vorigen Fali des auf Zug beanspruchten 
Stabes wird man wieder schlieBen: an jeder Stelle des Stabes tritt 
eine Druckspannung 8 = P paarweise auf, namlich als Aktion und 
Reaktion; an den Knotenpunkten A und B sind dann die Krafte P 
im Gleichgewicht mit diesen Druckspannungen 8 = P, so wie Abb. 95 
angibt; der Richtungssinn oder Pfeil der Druckspannung geht, was zu 
bemerken ist, zum Knotenpunkt hin. 

A B 

Abb. 96. Abb. 97. Abb. 98. 

In einem Stabverband kennzeichnet man also die Zugspan
nungen durch Pfeile, die vom Knotenpunkt weggehen; und 
umgekehrt die Druckspannungen durch Pfeile, die zu diesen Knoten
punkten hingehen. Demnach wiirde in dem Stabverband der Abb. 91 
sein: 86 eine Druckspannung, 84 , 88 , 87 Zugspannungen. Eine andere 
in der Praxis angewandte Methode zeichnet die gedriickten Stabe 
durch eine im Stabverband neben dem Stab verlaufende gestrichelte 
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Linie aus, die gezogenen Stăbe gar nicht. Demnach wiirden nach 
Abb. 92 der Stab 5 gedriickt sein, die Stăbe 4, 8, 7 aher gezogen. 
In der Rechnung ist es iiblich, Zugspannungen durch ein +-Zeichen, 
Druckspannungen durch ein --Zeichen anzudeuten. Der Tabelle 
am SchluB der Nummer 17 wăre dann zu entnehmen, daB iru Fall a) 
S2 , S3 , S5 , S6 Zugspannungen, S1 , S4 , S7 Druckspannungen sind. 

Beispiel d) An der Leiter der Abb. 96 greift die Kraft 
P = 100 kg an. Man ermittle die Auflagerkrăfte bei A und B unter 
der V oraussetzung, daB die beiden Leiterteile bei C durch ein 
reibungsloses Gelenk zusammenhăngen, sowie daB die Unterlage 
absolut glatt ist. Die Enden A und B der Leiter sind durch eine 
Schnur verbunden. 

Die Kraft P wirkt an der Stelle C auf die Leiter ein und setzt 
die Schnur AB in Spannung; durch die Leiterteile CA und CB wird 
die Kraft P an den Stellen A und B auf die Unterlage iibertragen. 
Man geht wieder von der Voraussetzung aus, daB jeder Punkt der 
Leiter iru Gleichgewicht ist. Also der Knotenpunkt C unter dem 
Einflu13 der an ihm angreifenden ăuBeren Kraft P und der Span
nungen S1 und 82 in den Leiterstăben. Punkt A ist iru Gleich
gewicht unter dem EinfluB der Stabspannung S1 und der Schnur
spannung Sa und des Auflagerdruckes bei A; Entsprechendes gilt fiir 
den Knotenpunkt B. Da die Unterlage als vollkommen reibungsfrei 
vorausgesetzt ist, fehlt jeder AnlaB, den Auflagerdruck A oder B 
anders als senkrecht zur Auflagerebene anzunehmen. Man zeichnet 
fiir jeden der drei Knotenpunkte O, A, B das Krafteck .2'\JJ =O, 
zunăchst fiir O, siehe Abb. 97, woraus S1 und S2 ermittelt wird, dann 
fiir A und B. 

Anmerkung. Man gewohne sich daran, aus einem gleich nach
her in Nr. 17 zu besprechenden Grund, an jedem Knotenpunkt die 
dort angreifenden Krăfte immer iru Uhrzeigersinn abzulesen, also 
am Punkt C die Reihenfolge P, S2 , S1 einzuhalten und so aufeinander
folgend iru Krăfteplan abzutragen, am Knotenpunkt A die Reihen
folge S1 , S3 , A, am Knoten B diejenige S2 , B, Sa. Deswegen 
braucht aher nicht auch iru Krăfteplan der Umlaufsinn gleichzeitig 
der Uhrzeigersinn zu sein, wie Abb. 97 lehrt. 

Beispiel e) Am Draht der Abb. 99 hăngt genau in der Mitte 
an der Stelle O eine Last P= 100 kg. Man ermittle fiir diese Stel
lung die Spannung des Drahtes. Dann verkiirzt man den Draht, so 
daB der Angriffspunkt der Kraft an die Stellen 1, 2, 3, 4 gelangt. 
Wie groB ist bei diesen Stellungen die Spannung des Drahtes? Wie 
groB wăre sie, wenn man den Draht horizontal spannen konnte, so 
daB die Last iru Punkt 5 angreifen wiirde? 
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Der Angriffspunkt O ist unter dem EinfluB der Kraft P und 
der beiden Drahtspannungen 81 und 82 , die bei de natiirlich gleich 
sein miissen, im Gleichgewicht. Man 
ermittelt 81 und 82 aus einem Kraft
eck, s. Abb. 100, zu 8 = 71 kg. 

W enn man den Draht verkiirzt, 
dann erhalten die Spannungen 8 eine 
geringere N eigung, das Krafteck zeigt, 
daB ihre W erte groBer werden. Man 
erhalt bei den Stellungen 1, 2, 3, 4 die 
Werte 8=84 kg, 113 kg, 206 kg, 
399 kg. 

8, 

.9 

..J 

.2 

. 1 

Abb. 99. 

· Fiir die Stellung 5, entsprechend einem horizontal gespannten 
Draht, laufen im Krafteck die beiden Seilspannungen 81 und 82 

parallel und schneideri sich sonach erst im Unendlichen, sie werden 
beide unendlich groB. Das ist freilich nur ein Bild, in Wirklichkeit 
kann man eben einen Draht nicht horizontal spannen. 

B eispie 1 f) Auf zwei 
in einer horizontalen Ge-
raden sich schneidenden 
schiefen Ebenen sind zwei 
als materielle Punkte zu 
betrachtende Kugeln , die 
durch einen gewichtslosen 
Faden verbunden sind, im 

Abb. 100. 

Gleichgewicht. Man beweise, da13 das Gewicht jeder Kugel propor
tional sein muB der Lange der schiefen Ebene, auf der sie sich be
findet. 

Abb. 101. Abb. 102. 

Die Langen Z1 und Z2 sind natiirlich von der gleichen Horizon
talen aus gemessen. Es ist nach dem Sinussatz 

Z1 : 12 = sin a2 : sin a1 oder /1 sin a1 = Z2 sin a2 • 

Auf die erste Kugel wirkt das Gewicht Qv das mit dem Normal
druck N1 und der Fadenspannung 8 im Gleichgewicht ist; nach 
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(131) wird S = Q1 sin a1 ; da die Fadenspannung an jeder Stelle gleich 
ist (Reibung und sonstige Widerstande sollen vernachlassigt werden), 
so ist gleichzeitig wegen des Gleichgewichtes an der zweiten schiefen 
Ebene S = Q2 sin a2 , also muB gelten 

oder 

nach der oben angeschriebenen Beziehung. Mit Einfiihrung eines 
Proportionalitatsfaktors kann man noch entsprechend der Behaup
tung schrei ben 

Man beachte: Wir haben die Gleichung Q1 sin a1 = Q2 sin a2 aus 
dem Resultantensatz bewiesen. Der umgekehrte W eg wurde ein
geschlagen von Stevin, der als erster Entdecker des Satzes ;om 
Krafteparallelogramm anzusehen ist. Er denkt sich eine geschlossene 
Kette liber zwei schiefe Ebenen gelegt (Abb. 102 nach Stevin) und 
sagt, diese Kette muB im Gleichgewicht sein, weil sie sonst ein 
Perpetuum mobile vorstellen wiirde. Es muB deswegen auch jener 
Kettenteil auf den schiefen Ebenen im Gleichgewicht sein, der nach 
W egnahme des un teren Kettenbogens entsteht. Der Kettenteil auf 
der linken schiefen Ebene wiegt Q1 = c l1 , jener auf der rechten 
Q2 = c l2 , nach dem Sinussatz muB also Q1 sin a1 = Q2 sin a2 sein, 
woraus sich dann der Resultantensatz ergibt. Stevin setzte also 
a priori die Unmoglichkeit eines Perpetuum mobile voraus und bewies 
damit den Resultantensatz, sonach umgekehrt wie wir es jetzt machen. 

Aufgabe a) Zwei als materielle Punkte zu betrachtende Kugeln von 
gleichem Gewicht Q sind durch einen gewichtslos gedachten Faden verbunden. 

2a; 

Abb. 103. 

Die eine Kugel wird auf eine schiefe Ebene von gegebener 
N eigung tg IX gesetzt und der Faden iiber eine Rolle gelegt, 
so wie Abb. 103 andeutet. Welches ist die G!eichgewichts
lage fur die Kugel auf der schiefen Ebene? Alle Reibung 
wird vernachlassigt. 

Lăsung: Die Fadenspannung ist am rechten Ende 
Q, also auch am linken, an der Kugel greifen sonach an: 
Gewicht Q, Auflagerdruck N, Fadenspannung S = Q. Man 
zeichnet das Krafteck und findet, daB wegen S = Q die 
Fadenspannung S unter dem Winkel 21X gegen die Lot
rechte geneigt ist. Dadurch ergibt sich die Richtung des 
linken Schnurteiles und damit auch die Gleichgewichtslage 
der Kugel. Man findet, daB die Rolle unterhalb der schiefen 
Ebene sein muB. 

Analytisch: Es ist, wenn Abb. 103 die Gleichgewichtslage angibt, 

l = b sin 2 IX a = l cos oc = - b sin 2 IX • 
-COSI)(' 

Das negative Zeichen von b sagt aus, daB die durch Abb. 103 gegebene 
Lage der Rolle oberhalb der schiefen Ebene iiberhaupt nicht măglich ist. 
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Aufgabe b) Zwei als materielle Punkte zu betrachtende Kugeln von 
gleichem Gewicht Q sind durch einen gewichtslos gedachten Faden von der 
Lănge 2l verbunden; in der Mitte trăgt der Faden noch ein Gewicht 2Q. Das 
Fadensystem bringt man auf einen vertikal stehenden Kreisbogen vom Radius r 
in eine Gleichgewichtslage, so wie Abb. 104 andeutet. Man bestimme diese 
Lage, ferner die Fadenspannung S und den Auflagerdruck N. Die Reibung 
ist zu vernachlăssigen. 

Abb. 105. 

Losun g: Man entnimmt der Abbildung des Systems l cos oc = r cos <p und 
dem zugehorigen Krăfteplan cotgoc= 2cotgrp, sowie S = Q: sin oc, N = 2Q:sinrp. 
Durch die ersten beiden dieser vier Gleichungen bestimmt man oc und rp zu 

• 2 4 (r2 -12) 
sm rp= ---~ , 

Dann hat man 
S:N: Q = l{3:r·{3 : ..j'?- -l2 • 

16. Die vorausgehenden und die meisten der nachfolgenden Bei
spiele und Aufgaben sind so gewăhlt, daB die Richtungen der auf
tretenden Krăfte recht einfacher Art sind. Natiirlich nur soweit, 
als es sich darum . handelt, die neu aufgestellten Sătze und Formeln 
einzuiiben; bei mehr praktischen Fallen kann auf eine einfache 
Losung keine Riicksicht genommen werden. In Abb. 106 etwa bat 
Stab 2 und daruit aucb seine Spannung 82 die Richtung 1 : 1, 81 die
jenige - 1: 1, in Abb. 107 bat 81 die Ricbtung O, 82 die Richtung 
1: 1, in Abb. 108 bat 81 die Richtung 1 : 2, 82 die Richtung - 3: 1. 
Fiir die graphiscbe Losung der Aufgaben beniitze man am einfachsten 
das gewohnlicbe karierte Papier, beachte aher, daB die Karreeseiten 
genau 5 mm groB sind. 

Beispiel a) mit c) Bei den Abb. 106 mit 108 ist jedesmal der 
materielle Punkt m durch zwei (gelenkartig unter sich und mit dem 
Auflager verbundene) Stabe in der Ebene der Abbildung festg..halten. 
Man ermittle die Spannungen 81 und 82 der Stabe, und zwar grailhisch 
in K. M. 1 mm = 100 kg; P= 5000 kg. 

Fiir den Knotenpunkt m zeichnet man jedesmal das Kraft~ck 
.2$ =O. Im Fali a) ist von einem beliebig gewahlteo Punkt O 
aus P in der Lange ( 5 000 kg: 100 kg) mm = 50 mm anzutragen, dara1. 
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schlieBt sich 81 und 82 so, daB man wieder zum Anfangspunkt O 
zuriickkommt. Man beachte wieder, daB man am Knotenpunkt die 
Krafte stets im Uhrzeigersinn abliest, also in der Reihenfolge P, 
81 , 82 , wenn man mit der bekannten Kraft P beginnt. Im Fall b) 
liest man die Krafte am Knotenpunkt auch im Uhrzeigersinn ab, 
P, 82 , 81' im Krafteplan geht trotzdem der Umlaufsinn P, 82 , 81 

gegen den Uhrzeiger. 

Abb. 106. Abb. 107. Abb. 108. 

Die Abb. 109 mit 111 geben die Spannungen der Stabe; es ist 
81 =S2 =+3535kg im Falle a), S1 =+5000kg, 82 = - 7070kg 
1m Falle b), 81 =-4470kg, S2 = - 2235kg im Falle c). 

<l 
o 

p 

Abb. 109. Abb. 110. Abb. 111. 
K. M. 1 rnm = 250 kg. 

Beispiel d) mit f) Die vorausgehenden drei Aufgaben Iose man 
analytisch. 

Man stellt im Falle a) die Gleichgewichtsbedingung in Richtung 
des Stabes 1 auf, weil 82 in dieser Richtung keinen Beitrag leistet 
und deswegen aus der Gleichung hinausfallt, s. Abb. 106, 

+ p. cos 45°- 81 +S2 ·0 =0 oder 81 =~ y2. P= + 3535 kg. 

Man beachte zweierlei: einmal daB man einen bestimmten Richtungs
sinn als den positiven festlegen muB; hier ist ganz willkiirlich auf 
der ersten, der x-Richtung, s. Abb. 112, der Sinn nach abwarts als 
der p()Sitive gewăhlt worden; dann daB man fiir die gesuchte Span
nun?' 81 einen Richtungssinn, einen Pfeil, annehmen mu13; hier vom 
Kn,tenpunkt weggehend, entsprechend der willkiirlichen Annahme, 
ded 81 eine Zugspannung ist; iibrigens ist 81 tatsăchlich eine Zug
fi>annung, was man im vorliegenden Fall auch unmittelbar hătte 



Statik des materiellen Punktes. 16. 59 

einsehen konnen. Die Gleichgewichtsbedingung m Richtung des 
Stabes 2 liefert entsprechend 

1 
+P· Vi3+81 ·0-82 =0 oder 82 =+3535kg. 

Fiir den Fali der Abb. 113 kann man zwar auch sofort sehen, 
daB Stab 1 gezogen und Stab 2 gedriickt ist; denn wenn P den 
Knotenpunkt in seiner Richtung zu bewegen sucht, wird Stab 1 
sich verHingern, Stab 2 dagegen sich verkiirzen. Wir wollen aher 
ganz willkiirlich einmal annehmen, wie man im allgemeinen Fall 
immer macht, daB beide Stiibe auf Zug beansprucht sind. Man stellt 
die beiden Gleichgewichtsbedingungen in Richtung des Stabes 1 und 
senkrecht dazu auf, so wie Abb. 113 andeutet: 

also 

p. o - 82 . cos 45 o - sl = o } oder sl = - i v'2 82 , 
- P- S.! . cos 45 o- S1 . o = o 82 = - rV2. 

81 = +P= 5000kg, 82 = - PY2 =- 7070kg. 

-t-y 

Abb. 112. Abb. 113. Abb. 114. 

Nun ziehe man aber ja nicht den falschen SchluB, daB bei einer 
Li:isung von Spannungsaufgaben das Vorzeichen "+" einen Zug und 
ein " - " einen Druck bedeutet; bei unserem Beispiel ist zwar richtig, 
daB S1 eine Zug- und 82 eine Druckspannung ist, aher nicht wegen 
des vorliegenden V orzeichens. 

Das Vorzeichen "+" einer Li:isung deutet viel
mehr wie bei jeder mathematischen Rechnung 
immer an, daB der Richtungssinn ( oder Pfeil) 
richtig gewiihlt wurde, das Vorzeichen " - "aher, 
daB der Richtungssinn falsch gewăhlt ist. 

Da wir nun nach Willkiir die Zugspannung durch ein vorge
setztes "--j-" und die Druckspannung durch ein vorgegebenes " - " 
auszeichnen, so wiirde im vorliegenden Fall der oben als falsch ge
kennzeichnete SchluB trotzdem noch zu einem richtigen Resultat 
fiihren. Er kann aher auch triigen, wie der Fali c) zeigt: Man kann 
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unmittelbar einsehen, daB beide Stabe gedriickt sind und zeichnet 
deswegen gleich die Pfeile der Sparumngen ein, so wie die Abb. 114 
zeigt. Die Gleichgewichtsbedingung in der x- und y-Richtung liefert 

P-8 · 2_ -8 · ~=0 1 8 =+~V5 · P=+4470kg 
1 V5 2 V5 1 5 

oder 
1 2 1 -

P. o - 81 . ----= + 82 ·-----= = o 82 = + -5 v 5 . P = + 22 35 kg. 
V5 V5 

Hier deutet das +-Zeichen der beiden Spannungen nicht einen 
Zug an, sondern nur die Tatsache, daB der Richtungssinn der 
Spannungen richtig gewahlt war. 

Man ersieht aus dieser Dberlegung, warum man willkiirlich fiir 
eine Zugspannung als Vorzeichen ein "+" und fiir die Druck
spannung ein "-" gewahlt hat. In den nachfolgenden Zeilen 
werden wir eine unbekannte Span·nung im vornhinein immer 
als eine Zugspannung annehmen, dann deutet wegen der ge
troffenen Festsetzung ein positives Resqltat gleichzeitig eine Zug
spannung an und ein negatives Resultat eine Druckspannung. 

1 

p 
p 

3 

Abb. 115. Abb. 116. Abb. 117. 

Beispiel g) mit i) Von den durch Abb. 115 mit 117 gegebenen 
ebenen und eben beanspruchten Stabverbanden weiB man, daB jeder 
einzelne Knotenpunkt im Gleichgewicht ist. Man ermittle graphisch 
im K. M. 1 mm = 25 kg die an den Knotenpunkten angreifenden 
Spannungen; P = 2 000 kg. 

Im Fali g) ergeben Symmetrieerwagungen, daB 81 = 82 = 84 = 8". 
Die Krafte P, P suchen die seitlichen Knotenpunkte zu entfernen 
und die mittleren zu năhern, es sind also die Stabe 1, 2, 4, 5 ge
zogen und der Stab 3 gedriickt. Analytisch wiirde man am linken 
Knotenpunkt die Gleichgewichtsbedingung in Richtung von P auf
stellen und erhălt 

P- 81 cos 45° - 82 cos 45°= o oder 81 =82 = +~ V2. P. 
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Die Gleichgewichtsbedingung am obern Knotenpunkt in 
des Stabes 3 liefert S3 = - P. Das "-" der Spannung 

Richtung 
Sa deutet 

Abb. 118. Abb. 119. 

wieder an, daB der Pfeil von S3 unrichtig 
gewahlt, daB also Sa eine Druckspannung 
ist. Graphisch geht man ebenfalls vom lin
ken Knotenpunkt aus und zeichnet das 
Krafteck .2'$ =O, so wie Abb. 118 angibt. 
Dann geht man zum obern Knotenpunkt 
weiter und erhalt, ausgehend von dem aus 
dem ersten Krafteck als Zugspannung ge
fundenen Sl' das Krafteck der Abb. 119. 

K. M. 1 mm = 100 kg. 

Man liest mit Hilfe des gewahlten MaBstabes ab 

S1 =S2 = + 1414 kg, Sa=- 2000 kg. 

Im Fall h) geht man vom obern Knotenpunkt aus, da dort nur 
zwei unbekannte Krafte angreifen, namlich S4 und 81 • Das Krafteck 
fiir diesen Knotenpunkt ist durch Abb. 

120 gegeben. Dann geht man zum linken <1° 
Knotenpunkt iiber, Abb. 121: man tragt 1 ovP 
zuerst· die bekannten Krafte an; da man 
im Uhrzeigersinn ablesen muB, beginnt man 11 P z 7 

mit P, daran schlieBt sich S1 und daran 
die unbekannten Sa, S2 ; man sieht, daB Abb. 120. Abb. 121. 
S3 =O ist. Der Symmetrie wegen ist K. M. 1 mm = 100 kg. 
S4 = S5 = S1 = S2 • Der beigegebene Krafte
maBstab gibt an, daB S1 =- 1414 kg. 

Im Fali i) beginnt man wieder mit 
dem obern Knotenpunkt und geht dann zum 
linken iiber; der Krafteplan fiir die Span
nungen ist durch Abb. 122 und 123 ge
geben, sie liefern 

S1 =S5 = + 1414kg, 
s2 =S4 =-1414kg, Sg =0. 

Abb. 122. Abb. 123. 
K. M. 1 mm = 100 kg. 

Der Punkt O in den Krafteplanen ist immer der Anfangspunkt 
der einzelnen Kraftecke. 

Aufgabe a) Der durch das Gewicht P = 300 kg beanspruchte Dra.ht der 
Abb. 124 ist durch die Pfosten 2 und 5 sowie die Streben 1 und 6 festgehalten. 
Man ermittle die Spannungen des Drahtes, der Pfosten und der Streben. 

Losung: Man zeichnet fiir jeden der drei Knoten I, II, III das Krafteck, 
und zwar beginnt man zuerst am Knoten I, weil dort nur zwei unbekannte 
Stabspannungen auftreten. Dem Krăfteplan der Abb. 125 entnimmt man 

81 =+890kg, 82 =-1000kg, 83 =+450kg, 84 =+410kg, 
86=-900 kg, 86=+ 900 kg. 
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Au f g a b e !J) Die Skizze uer Abb. 1 :l6 deutet cine Knicpressc an. Die 
heiden glcichla.ngen Stiibc sind unter sich durch cin Mittelgelenk 1 und mit 
dcr untercn und obercn Ebenc durch dic Endgclenkc II und III vcrhunden. 
Die unterc Ebcnc ist fest , die obere bcwegt sich untcr dom Eintlull ciner hei 
I wirkendcn horizontalen Kraft P. Gesucht sind dic von P crzeugtcn Gelenk
driiekc. 

o 

Ahh. 124. Abb. 1~5. 

K. M. 1 mm = 40 kg. 

Losu ng: Es ist natiirlich Gleichgewicht zwischen P und den an der 
oheren und untcrcn Ebeno zu iiberwindendcn Nutzlastcn Q vora.usgesetzt. Aus 
dl'm Krafteck fiir rlen Knoten 1 liest man ab V= ~ p. tg ~ , wo V rlie Vcr
tikalkomponente der Stabspannung odcr auch des oberen Gelenkdruckea ist 
und sonach a1s scnkreehtcr Druck nach obcn wirkt. Fiir Winkel, dic wonig 
von 90 ° vcrschieden sind , wird also dcr Prelldruck V sehr grol.le Wertc an
nchmen, auch wenn P klcin ist. 

Ahh. 126. Ahh. 127. Ahb. l:l8. 

1 ;. Hat man Stabverbande mit vielen Knotcnpunkten, aher 
nicht mehr 80 einfacher Natur wie die vorausgehend betrachteten, 
80 kann das bisherige V crfahren der Ermittlung von Stabspannungen 
recht umstiindlich werdcn, wenn man nămlich fiir jeden Knotenpunkt 
ein Krafteck zeichnen will. 

Beispiel a) Von dem Stabverband der Abb. 1~8 weil3 man, daB 
jcder einzelne Knotenpunkt im Gleiehgcwi<'ht Î8t. Man ermittle die 
in ihm auftretenden Spannungen im Kriiftemal3stab 1 mm = 25 kg. 
p = 1 000 kg o 

.!\fan bcginnt am Knott>npunkt I, da dort nur zwei unbekannte 
Spannungcn auftreten, nămlich S1 und S~. Ebenso konnte man am 
rechten Knotenpunkt Y beginnen, da auch dort nur zwei Spannungen 
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unbekannt ~;ind. Abb. 1:29 gibt das Krafteck fiir 1. Dann geht man 
zu II iiber, da an ihm nur mehr 84 und S:~ unbekannt ist, s. Abb.130; 
dann zu IV, dann zu V, schlie13lich zu III. Man mu13 immer he
achten, dal3 man mit einem ehenen Krafteck 2.~, =O nur 
zwei unbekannte Zahlenwerte ermitteln kann; man wird also 
nur bei solchen Knotenpunkten heginnen oder weitcrfahren, wo nicht 
mehr als zwei unbekannte Spannungen auftreten. In der Ahbildung 
sind die jeweils hekannten Krafte an den einzelnen Knotenpunkten 
stark ausgezogen. l\lan heachte: wenn man zum vorletztcn Knoten
punkt V kommt, ist nur mehr eine Kraft unhekannt, am letzten 
Knotenpunkt III aher sind alle Krăfte hekannt. 

1 3P 

o 
Abb. 1\!9. ALb. IHO. Abb. 1Bl. Abh. 1H2. 

K. M. 1 mm = 100 kg. 

Im vorliegenden Fali hat man fiinf Knotenpunkte und dcswegen 
fiinf einzelnc Kraftepliine. Man denke sich aher einmal eincn prak
tischen Fali, wo die Zahl der Knotenpunkte ganz wesentlich grofler 
sein kann als hier. Wiirde man fiir jeden einzelnen Knotenpunkt 
immer einen Krăfteplan zeichnen, so wiirde einmal ihre Zahl sehr 
grof3 sein, dann aber mit der Zahl dieser Krăftepliine dic Cngenauig-

(J 

Dl 
Z,5P 

2 

ALb. I3:l. Ahh. 1 il4. 
K . M. 1 mm = 100 k~. 

keit der Zeichnung wescntlich steigen, weil man an jedem neUl'll 
Knotenpunkt von den Kriiftepliinen dcr vorau~gehendcn Knoten
punkte immer wieder die Krăfte als Strc<·kcn abgreifen und ncu an
tragen mul3. Es gibt nun ein Verfahren - wwh Bo w bcnannt. der 
es zuerst anwandte. oder meist nach Cremona. dcr es znerst vcr
offentlichte -, das fur einen ganzen Stabverband nur einen einzigcn 
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Krăfteplan benotigt, Cremona- oder Bowscher oder auch reziproker 
Krăfteplan genannt. In einem solchen Krăfteplan tritt jede Stab
spannung nur ein einziges Mal auf, im Gegensatz dazu bei all den 
bisher gezeichneten Krăfteplănen jede Spannung zweimal, s. die Abb. 129 
mit 133. In Nr. 42 wird auf diese neuen Krăfteplăne noch năher 
einzugehen und zu erklăren sein, warum sie reziprok heiBen; fiir 
jetzt sei nur das Verfahren angegeben, das einfach genug in folgen
der Vorschrift zusammengefaBt werden kann: 

Man liest im Lageplan an jedem Knotenpunkt 
die an ihm angreifenden Krafte immer im năm
lichen Sinn ab (nach unserem bisherigen Gebrauch 
immer im Uhrzeigersinn), und zwar die bekannten 
zuerst und dann die unbekannten, und trăgt sie 
in dieser Reihenfolge im Krăfteplan ab. Die 
ăuBeren Krăfte sind immer als auBerhalb des 
Stabverbandes liegend anzunehmen. (a) 

W enn iiberhaupt ein reziproker Krăfteplan moglich ist, dann kann 
er, ausgenommen einige in Nr. 42 noch zu besprechende Fălle, nach 
dieser Vorschrift immer gezeichnet werden. Pfeile diirfen natiirlich 
1m Krăfteplan keine mehr eingetragen werden, da ja jede Stab

p 

5 ? 

Abb. 135. 

8 

p 

spannung als zu zwei Knoten
punkten gehOrig im Kriifteplan 
auftritt, die Pfeile also auch 
doppelt eingetragen werden 
miiBten, und zwar jedesmal im 
entgegengesetzten Sinn. Man 
beachte Abb. 134, die den Cre
monaplan zum Stabverband der 
Abb. 128 gibt: sie fa13t, wie man 
sieht, alle die Krăfteplăne der 
Abb. 129 mit 133 in sich. Die 

an dem Stabverband angreifenden ăuBeren Krăfte liest man auch 
im Uhrzeigersinn ab, 2 P, P, 1,5 P, 2,5 P; sie sind im Krăfteplan 
stark ausgezeichnet und durch die Reihenfolge der Ziffern O, 1, 2, 3, 4 
gekennzeichnet, so daB also 2 P durch die Strecke O 1, P durch die 
Strecke 1 2 gekennzeichnet ist usw. 

Beispiel b) Fiir den im Gleichgewicht befindlichen Stabverband 
der Abb. 135 zeichne man im MaBstab l mm = 25 kg den Cremona
Krăfteplan. Die Pi haben alle den W ert 2 000 kg. 

Man kann sowohl am linken wie am rechten Knotenpunkt be
ginnen, weil an jedem nur zwei unbekannte Spannungen auftreten. 
Wir beginnen mit I, Abb. 137 gibt den Krăfteplan: Der Punkt O 
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deutet den Anfangspunkt des Krafteckes an, der auJleren Kraft P 
darf man einen Pfeil geben, weil sie nur einmal auftritt, nicht aber 
den Spannungen S1 und S2 , da sie spăter noch einmal an den 
Punkten II und III vorkommen. Dagegen kann man die Pfeile in 
den Stabverband selbst setzen. In den Abbildungen steht irnmer 
links ne ben dem Krăfteplan der Stabverband; die bereits ermittelten 
Spannungen sind in ihrn starker ausgezogen gezeichnet. 

Abb. 136. 

k 
~ 

Abb. 140. 

p 

Abb. 14J. 

Abb. 137. 

Abb. 146. 

Abb. 138. Abb. 139. 

Abb. 141. Abb. 142. 

Abb. 144. 

Abb. 147. 

Dann geht rnan zurn Knotenpunkt Il iiber (nicht zu III, an 
dem drei unbekannte Spannungen 83 , 86 , 841 angreifen): Bekannt 
sind sl und P, in Abb. 138 starker a.usgezogen, SI liegt bereits ge
zeichnet vor in Abb. 137, a.ls Anfangspunkt gilt wieder O, s. Abb.139, 
daran schlieJlt sich das bekannte P, dann die beiden unbekannten 

Egerer, lngenieur-Mecbanik . 1. 5 
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84 und S3 so, daB man zu O zuriickkommt. Man geht nun zu III 
iiber (nicht zu IV, weil dort S8 , S7 , 86 unbekannt sind). Bekannt 
sind P, 82 , 83 , in Abb. 140 sind alle bereits bekannten Krăfte stărker 
ausgezogen, man beginnt mit P so, daB daran sich das bereits ge
fundene S2 und S3 anschlieBt, s. Abb. 141, dann sind noch die beiden 
unbekannten S5 und S6 anzutragen, so daB man wieder zu O zuriick
kommt. Fur den Knotenpunkt IV ist der weiter fortschreitende 
Krăfteplan durch Abb. 143 gegeben: Bekannt sind SI)' 84' P, wie 
wieder die starker ausgezogenen Teile der Abb. 142 angeben, 85 bildet 
den ersten Vektor des Kriifteplans, also O Anfangspunkt. Fiir den 
Knotenpunkt VI gibt dann Abb. 145 die Fortsetzung und Beendigung 
des Krăfteplans; unbekannt ist nur mehr die Spannung S9 , wie auch 
durch Abb. 144 wieder angegeben ist. Abb. 147 bringt noch einmal 
den ganzen Krăfteplan: aus ihm ist noch zur Kontrolle das Krafteck 
fiir den Knotenpunkt V zu entnehmen; man beachte wieder, daB 
die auBeren Krăfte fiir sich auch ein geschlossenes Krafteck bilden, 
und daB ihre Reihenfolge so ist, wie man sie am Stabverband ab
liest, wenn man rings um diesen im Uhrzeigersinn geht. In Abb.147 
sind noch die gedriickten Stabe durch gestrichelte Linien angegeben, 
es ist also nur der Stab 5 gezogen. 

Abb. 148. Abb. 149. 

Abb. 151. 

Man beachte die Kontrollmoglichkeit~n an den beiden 
letzten Knotenpunkten : am vorletzten, hier VI, war nur mehr 
eine Kraft unbekannt, am letzten Knotenpunkt waren bereits alle 
Spannungen ermittelt. 

Aufgabe a) mit d) Man ermittle die Spannungen der durch die Abb. 148 
mit 151 gegebenen im Gleichgewicht befindlichen Stabverbănde mit einem 
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Cremonaplan im Krăftemallstab 1 mm = 25 kg. Die P1 haben alle den Wert 
1 000 kg. Fiir die gefundenen Stabspannungen lege man eine Tabelle an. 

L os ung : Bei allen vier Stabverbănden beginnt man am linken Knoten
punkt, weil dort nur zwei unbekannte Spannungen angreifen. Die gesuchten 
Plăne sind durch die Abb. 152 mit 155 gegeben, die Spannungswerte je in 
1000 kg durch die beistehende Tabelle. Fiir die symmetrisch beanspruchten 
Stabverbănde der Abb. 14R, 149 und 150 zeichnet man den Krăfteplan nur, 
soweit er notwendig fiir die Ermittlung der Spannungen ist. 

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

a) -2,8 +2,0 + 1,4 - 3,0 +1,4 + 2,0 -2,8 - -
b) -1,4 + 1,0 o -1,0 o + 1,0 -.1,4 - -
c) - 2,1 -2,1 + 1,5 -1,5 o -1,5 +1,5 - 2,1 - 2,1 
d) -2,1 +2,1 -2,5 -1,5 +1,4 + 0,.5 -0,5 - 0,7 +0,7 

Aufgabe e) Man beweise den Satz: 

Wenn von zwei vollstăndigen Vierecken fiinf Seiten 
parallel sind, sind es auch die sechsten. (b) 

~i LJP 
'[ lJ l' 

3 Abb. 153. 

lJ 

Abb. 152. 

Abb. 154. Abb. 155. 
K. M. 1 mm = 100 kg. 

Losung: Zunăchst sei erklărt, dall ein vollstăndiges Viereck, wie der 
N ame sagt, aus vier Ecken oder Eckpunkten und den sechs durch diese Punkte 
moglichen Geraden besteht. 

Zum Beweis macht man die Seiten 1', 2', 3', 4', 5' der Abb. 157 a parallel 
den Seiten 1, 2, 3, 4, 5 der Abb. 156. Dann mull auch die Seite 6' parallel 
sein der Seite 6. Man kann niimlich die Abb. 156 als einen im Gleichgewicht be
findlichen Stabverband betrachten, also die Seiten 1, 2, 3, 4, 6 als Trăger von 
Spannungen S,, 82 , 8 3 , 8 4 , 86 und die Seite 5 als Triiger von zwei an den 

5* 
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Ecken II und IV angreifenden entgegengesetzt gleichen au!.leren Krăften 86 , 86• 

Dann stellt die Abb. 157 a den Cremonaplan fiir dieses Gleichgewichtssystem • 
vor, es muB also die Seite 6' parallel sein der Seite 6 . 

.01 

Jl 

I 

Abb. 156. Abb. 157a. Abb. 157b. 

Ist die Lage der Seiten des zweiten Viereckes aher so, wie Abb. 157b an
gibt, dann kann man genau wie eben entwiekeln, daB wieder die Abb. 157 a 
den Cremonaplan fiir das durch Abb. 157b gegebene Spannungssystem vorstellt, 
also muB die Seite 6" parallel sein der Seite 61 und damit auch der Seite 6. 



Dritter Abschnitt. 

Allgemeine Sătze der Statik starrer Korper. 

18. Wir haben hisher immer mit Korpern gerechnet, die wir 
unter dem ersten und einfachsten Bild des materiellen Punktes be
trachten konnten; zu diesem Zweck dachten wir uns seine ganze 
Masse in einem einzigen Punkt vereinigt und untersuchten einfach 
diesen Punkt und die an ihm angreifenden Krăfte. In vielen Fallen 
geniigt das Bild des materiellen Punktes vollkommen, um gesuchte 
Krafte zu ermitteln. NaturgemaB kommt man der Wahrheit năher, 
wenn man ein der Wirklichkeit besser entsprechendes Bild einfiihrt. 
Was ist nun ein Korper? Wir lassen alle Hypothesen iiber die Zu
sammensetzung eines Korpers beiseite; ob er ein Kontinuum von 
Stoff ist oder aus lauter einzelnen Punkten zusammengesetzt, die 
irgendwie einen Zusammenhalt haben, ist fiir die Zwecke, die wir 
verfolgen, belanglos, wenn wir definieren: Ein Korper ist ein Ge
menge von materiellen Punkten, er ist ein Punkthaufen, ein System 
von materiellen Punkten. 

N ach dem Massenpunkt ist das nachsteinfache Bild vom Korper 
der starre Korper, der im Gegensatz zum deformierbaren 
Ki:irper steht. Starr heiBen wir einen Korper dann, wenn seine 
einzelnen Punkte ihre gegenseitige Lage nicht andern. Ob der starre 
Ki:irper in Wirklichkeit vorkommt? Absolut betrachtet gibt es keinen 
starren Korper, soweit unsere Erfahrung reicht; wenn aber ein Korper 
ruht, dann ist er sicher fiir die Dauer der Ruhe als starr zu be
trachten, weil eben in dieser Zeit die einzelnen Punkte ihre gegen
seitige Lage nicht andern; wenn wir nămlich unter Ruhe des Ki:irpers 
die Ruhe seiner einzelnen Punkte verstehen. Man beachte, daB der 
Begriff "starrer Korper" nichts gemein hat mit dem Begriff "fester 
Ki:irper". Scheinbar kommt ja wohl der feste Korper dem Bild des 
starren Korpers recht nahe. Es ist aber ein fliissiger Korper (tropf
bar fliissig oder gasformig fliissig) ebensogut als starrer Korper zu 
betrachten, wenn er ruht. In der Hydrostatik macht man ja auch 
vom Bild des starren Ki:irpers Anwendung. Wir merken also: 
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Starr heiBt ein Korper bei. unseren Unter
suchungen dann, wenn im Augenblick der Unter
suchung die einzelnen Punkte des Korpers ihre 
gegenseitige Lage nicht andern. (a) 

Die in Nr. 14 bereits begonnenen Ausfiihrungen iiber Koordi· 
naten, Freiheitsgrade, Auflagerungen, Fiihrungen usw. sollen .ihre 
Fortsetzung finden. Ein geometrisches Gebilde hat n Freiheits
grade oder Koordinaten heiBt: zur Bestimmung seiner augen
blicklichen Lage in einem festen Raum sind n Zahlenangaben not
wendig; um das Gebilde im Raum festzuhalten, muB man ihm also 
n Fiihrungen oder A uflagerungen geben; um die Bewegung eines 
geometrischen Gebildes von n Freiheitsgraden zu bestimmen, muB 
man n Bewegungsgleichungen aufstellen , man sagt deswegen 
auch, das Gebilde hat n Bewegungsmoglichkeiten; im speziellen 
Fall der Bewegung, im Fall des Gleichgewichtes, gehen diese Be
wegungsgleichungen iiber in n Gleichgewichtsbedingungen. 

Ein auf einer Kurve beweglicher Punkt hat ebenso wie der auf 
einer Geraden einen einzigen Freiheitsgrad. Denn wenn man irgend
wo auf der Kurve einen festen Punkt als Anfangspunkt wahlt, kann 
man die Lage des beweglichen Punktes in jedem Augenblick durch eine 
einzige Zahl angeben, etwa durch seine Entfernung vom festen Punkt. 

Ein um eine feste Achse beweglicher Korper bat nur einen 
einzigen Freiheitsgrad: die Lage eines einfae>hen Pendels etwa wird 
in jedem Augenblick durch seinen Ausschlagswinkel cp, also durch 
eine einzige Zahl angegeben; es wird daher die Bewegung dieses 
Pendels durch eine einzige Gleichung bestimmt. 

Ein auf einer Flache beweglicher Punkt hat (genau wie ein in 
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Abb. 158. 

der Ebene beweglicher) zwei 
Freiheitsgrade oder Koordinaten; 
die Lage eines Punktes auf der 
Erdoberftache wird etwa be
stimmt durch Angabe seiner geo
graphischen Hohe und seiner geo
graphischen Breite. 

Einen starren Korper, dee
sen einzelne Punkte sich nur so 
bewegen konnen, daB ihre Bah
nen alle parallel der namlichen 
Ebene sind, und der nur von 
ăuBeren Krăften in dieser Ebene 
beansprucht wird, nennt man in 
der Statik eine Scheibe. Als 
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Beispiel einer solchen werde ein Rechteck A B O D gewahlt, siehe Abb. 
158, dessen Anfangslage A0 B 0 00 D0 sei. Jede neue Lage ABCD ist 
dann durch drei Zahlen bestimmt: indem man etwa angibt die Verschie
bung a des Rechteckes in Richtung der Kante A B, die V erschie
bung b in Richtung der Kante DA, den Drehwinkel cp des Recht
eckes um A. a, b, cp sind dann die Koordinaten der Scheibe; im 
vorliegenden Fall der Abb. 158 ist a= 3, b = 2, cp = 60 °. Die Kan
ten A 0 B 0 und A0 D0 bilden das Koordinatensystem. Was vom Recht
eck gilt, hat natiirlich auch fiir jede beliebige Scheibe Geltung, weil 
man sich diese mit einem auf ihr ausgewahlten solchen Rechteck 
ABCD fest verbunden vorstellen kann. 

V on der Scheibe gilt also, wenn man die neue Sprechweise an
wendet: Die Scheibe hat in ihrer Ebene drei Freiheitsgrade oder 
drei Koordinaten oder drei Bewegungsmoglichkeiten oder oo3 Lagen. 
Ihre Lage in dieser Ebene ist durch drei Bedingungen bestimmt. 

Ein im Raum beweglicher Punkt hat, wie schon in Nr. 14 an
gegeben, drei Freiheitsgrade. 

Um die Zahl der Koordinaten oder Freiheitsgrade eines um 
einen festen Punkt beweglichen starren Korpers zu ermitteln, legt 
man durch den festen Punkt zwei rechtwinklige raumliche Koordi
natensysteme, eines fest im Raum, das andere fest mit dem Korper 
verbunden. In der Anfangslage des Kărpers sollen beide Systeme 
zusammenfallen. Dann wird die Lage des Korpers in jedem Augen
blick durch die Stellung des fest mit dem Kărper verbundenen 
Systems gegeniiber dem im Raum feststehenden angegeben. Die 
Stellung des einen Koordinatensystems gegen das andere wird aber 
durch drei Zahlenangaben bestimmt, es hat demnach der um einen 
festen Punkt bewegliche starre Kărper drei Koordinaten oder Frei
heitsgrade oder drei Bewegungsmăglichkeiten, seine Bewegung wird 
durch drei Bewegungsgleichungen ausgedriickt, im Fall einer gleich
fărmigen Bewegung, d. h. im Fali des Gleichgewichts, werden die 
drei Bewegungsgleichungen zu drei Gleichgewichtsbedingungen. 

Ein ganz freier starrer Korper hat im Raum sechs Freiheits
grade oder Koordinaten. Denn um eine beliebige Lage dieses Kăr
pers gegeniiber der Anfangslage anzugeben, wird man zunachst die 
Lage eines bestimmten Punktes des Kărpers durch drei Zahlen an
geben, etwa seines Schwerpunktes. Der Kărper selbst hat dann 
gegeniiber seinem festgehalten gedachten Schwerpunkt noch weitere 
drei Freiheitsgrade. Der freie starre Kărper im Raum hat also sechs 
Freiheitsgrade oder Koordinaten oder sechs Bewegungsmăglichkeiten; 
seine Bewegung wird durch sechs Bewegungsgleichungen bestimmt, im 
Fali der gleichfărmigen Bewegung oder im Sonderfall der Ruhe werden 
die sechs Bewegungsgleichungen zu sechs Gleichgewichtsbedingungen. 
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Zwanglăufig nennt man einen Mechanismus von einem ein
zigen Freiheitsgrad. Zwangliiufig ist also jeder um eine feste Achse 
drehbare Korper; oder jeder Korper, der sich langs einer festen 
Geraden verschieben kann, wenn er bei dieser Bewegung seiner Anfangs
lage immer parallel bleibt; oder ein Zylinder, der ohne zu gleiten auf 
einer Ebene rollt; oder das Getriebe einer Dampfmaschine, denn 
durch eine einzige Zahl, etwa des Kreuzkopfweges, ist die Lage eines 
jeden Elementes des ganzen Getriebes vollstandig bestimmt. 

Beispiel a) Das System von Glocke und Kloppel, 
s. Abb. 159, hat gegeniiber dem festen Glockenstuhl 
zwei Freiheitsgrade; die Lage dieses Systems wird in je
dem Augenblick durch zwei Zahlen angegeben, etwa 
durch den Ausschlagwinkel a der Glocke gegeniiber dem 
festen Glockenstuhl und den Ausschlagwinkel fJ des 
Kloppels gegeniiber der Glocke. 

Abb . 159. Beispiel b) Wenn der Korper der Abb. 179 
nur durch die Stange AB gefiihrt wiirde, so hatte er 

noch zwei Koordinaten oder Freiheitsgrade; man konnte seine augen
blickliche Lage immer bestimmen durch Angabe des Drehwinkels um 
die Achse und des langs der Achse zuriickgelegten Weges. 

Beispiel c) Man fiihre Koordinaten ein, um die Lage des 
starren Korpers gegeniiber einer gegebenen Anfangslage zu kenn
zeichnen. 

Abb. 160. Abb. 161. 

Man legt durch den Schwerpunkt des Korpers zwe1 m der An
fangslage zusammenfallende dreiachsige rechtwinklige Koordinaten
systeme, eines fest im Raum und eines fest mit dem Korper ver
bunden. Jede neue Lage des Korpers ist dann durch die Lage des 
mit ihm wandernden gegen das im Raum feste Koordinatensystem 
gegeben. Sie ist bestimmt zunachst durch die drei Koordinaten 
x, y, z des Schwerpunktes und dann durch die drei Winkel a, {J, y, 
durch die die Richtung des beweglichen Systems gegeniiber dem im 
Raum festen angegeben wird. Dann konnen die Werte x, y, z, a, {J, r 
als die sechs Koordinaten des starren Korpers eingefiihrt werden. 

Beispiel d) und e) Man verbindet zwei in gleicher Ebene 
befindliche Scheiben einmal nach Abb. 160 durch ein Gelenk G, dessen 
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Achse senkrecht zur Ehene ist, dann nach Ahh. 161 durch einen Stah 
in den Gelenken A und B. Wie viele Koordinaten oder Freiheits
grade hat der entstehende Korper in dieser Ehene? 

W enn man im ersten Fall eine der Scheihen festhălt, etwa I, 
so hat die andere ihr gegeniiher nur mehr einen Freiheitsgrad, sie 
kann sich nur mehr um das Gelenk G drehen. Nun kann man aher 
die Scheihe I vollstăndig frei hewegen, was drei Freiheitsgraden 
entspricht, das System der beiden Scheihen hat demnach vier Frei
heitsgrade. 

Im zweiten Fall kann man eine der heiden Scheihen, etwa I, 
vollstăndig frei hewegen, was drei Freiheitsgraden entspricht; der 
Stab AB hat gegeniiher der Scheibe I nur einen einzigen Freiheits
grad, und Scheibe II gegen den Stab wieder nur einen einzigen; 
das ganze System demnach fiinf Freiheitsgrade. 

Beispiel f) Wenn man den starren Korper in einem hzw. zwei, 
drei Punkten festhălt, wieviel Freiheitsgrade hat man ihm dann 
genommen? Hat man durch Festhalten heliehiger drei Punkte ihm 
stets jede Bewegungsmoglichkeit genommen? 

Der freie starre Korper hat sechs Freiheitsgrade; hălt man ihn 
in einem Punkt fest, so hat er nur mehr drei, man hat ihm also 
drei Freiheitsgrade genommen; halt man ihn in zwei Punkten fest, 
dann kann er sich nur mehr um eine durch die beiden Punkte 
gehende Achse hewegen, man hat ihm demnach durch die heiden 
Punkte fiinf Freiheitsgrade genommen; hălt man ihn in drei Punkten 
fest, so ist er im allgemeinen unheweglich, man hat ihm also seine 
samtlichen sechs Freiheitsgrade genommen. Voraussetzung ist natiir
lich, daB diese drei Punkte nicht in der nămlichen Geraden liegen, 
denn dann wiirde der starre Korper sich immer noch um eine durch 
diese drei Punkte gehende Gerade hewegen konnen. 

Beispiel g) und h) Das System der Ahh. 160 und 161 
soll in der Ehene festgehalten werden. Man diskutiere die Moglich
keit dieser Operation. 

Man hălt das System fest, indem man ihm seine Freiheitsgrade 
nimmt. Das System der Ahh. 160 etwa, indem man jede der beiden 
Scheiben in einem Punkt festhălt, siehe Abh. 162, Schema des Drei
gelenkhogens; die drei Punkte A, B, G diirfen aher nicht in der 
nămlichen Geraden liegen, siehe spăter in Nr. 46 den Ausnahmefall. 
Oder indem man einen Punkt der Scheihe I festhălt und einem 
andern Punkt eine Auflagerung oder Fiihrung vorschreiht und ehenso 
einem Punkt der Scheihe II eine solche Fiihrung, siehe Abh. 163, 
Schema des Gerherschen Gelenktrăgers. Selhstverstăndlich darf 
man nicht einer der beiden Scheihen mehr als drei Auflagerungen 
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geben, da 8ie ja nur drei Freiheitsgrade hat, ihr al8o nicht mehr 
al8 drei genommen werden konnen. Dem System der Abb. 161 muB 
man seine fiinf Freiheit8grade durch fiinf vorge8chriebene Auf
lagerungen oder Fiihrungen nehmen; man darf aher nicht einer der 
beiden Scheiben mehr al8 drei Auflagerungen vorschreiben. 

Abb. 162. Abb. 163. 

19. An den einzelnen materiellen Punkten eine8 Korpers greifen 
innere und auBere Krafte an. Die auBeren Krafte entweder an 
den Oberflachenpunkten oder wie die Massenkrafte (Schwerkraft oder 
Zentripetalkraft usw.) an auBeren und inneren Punkten. Greifen 
8ie an der Oberflache an, 80 geniigt e8 meist, al8 Angriff8stelle einen 
Punkt zu betrachten, den man den Angriff8punkt der Kraft 
nennt. Verteilt sich die Angriff88telle iiber eine groBere Flache, 80 
muB man (auf Grund von empirisch ermittelten Satzen etwa) diese 
Verteilung iiber die Flache beurteilen oder iiber 8ie eine mit den 
Tat8achen in Einklang zu bringende Annahme machen. 

V on den auBeren Kraften kommen in der Statik in Betracht: 
Gewichte, Einzella8ten, Winddruck, Schneedruck, hydrauli8che Driicke, 
Auflagerkrafte usw. Von der Reibung wird zunachst abge8ehen. Die 
Einzella8ten, die durch eine Baukon8truktion getragen werden 80llen, 
nennt man mei8t Nutzla8ten. Von Verkehrslasten 8pricht man 
dann, wenn man an ein Tragwerk denkt, iiber das eine bewegliche 
Last geht. 

Ein Tragwerk kann entweder unmittelbar mit dem Erdboden 
verbunden sein, wie etwa Mauerwerk, oder e8 i8t eine er8ichtliche 
Trennung zwischen dem Erdboden und der Tragkonstruktion (die 
etwa ein Dach, eine Briicke usw. sein kann) vorhanden. Dann ist 
die Trennungsstelle die A uflagerstelle fiir die Tragkonstruktion. 
Diese und der Erdboden sind durch die Auflager- oder Stiit zvor
richtungen miteinander verbunden. An der Auflagerstelle werden 
von der Tragkonstruktion die an ihr wirkenden Krafte zum Erd
boden weitergeleitet, unter dem EinfiuB der Tragkonstruktions
belastung entstehen an dieser Stelle Krafte, die zweifacher Natur 
sind; sie gehen einmal vom Tragwerk zum Erdboden, und dann als 
Gegenkraft vom Erdboden zum Tragwerk (Reaktionsprinzip ). In 
der Zeichnung tragen wir, wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, 
immer nur die vom Erdboden zur Tragkonstruktion gehenden 
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Krafte ein. Das hat seine Griinde darin, da13 wir eben das Trag
werk untersuchen und die an ihm angreifenden Lasten. Man muB 
sich bei einer solchen statischen Untersuchung den Erdboden immer 
entfernt denken, und von den an der Stiitzstelle wirkenden Krăften 
nur diejenigen angebracht, die jeweils vom Erdboden ausgehen und 
am Tragwerk angreifen. 

o o o o o 

o o 

r. 
o o o o 

A 8 
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Abb. 164. Abb . 165. 

Im Fall der Abb. 164 wird die N utzlast Q = 3 000 kg an den 
Auflagerstellen A und B auf den Erdboden iibertragen, und zwar 
wird an der Stelle A beispielsweise der Anteil 2 000 kg und an der 
Stelle B der Anteil 1 000 kg nach dem Erdboden iibergeleitet. Diese 
beiden nach abwărts iibertragenen Anteile von Q sind in der Ab
bildung gestrichelt eingezeichnet, weil wir uns im vorliegenden Fall 
nicht um die zum Erdboden iibertragenen Krăfte kiimmern, sondern 
nur um die an der Tragkonstruktion angreifenden. Die beiden nach 
abwărts geleiteten Driicke lassen an der Stelle A als Gegenwirkung 
einen nach o ben gerichteten Auflagerdruck von 2 000 kg und an der 
Stelle B einen gleichfalls nach o ben gehenden Druck 1 000 kg ent
stehen. Beide Krăfte, in der Abbildung stark ausgezeichnet, greifen 
an dem Balken an und sind mit der N utzlast Q im Gleichgewicht. 
Und diese Krăfte sind es, die uns bei der Aufgabe interessieren, 
und mit denen gerechnet wird, und nur diese sind dann in die 
Zeichnung einzutragen. 

Beziiglich eines Stiitz- oder Auflagerdruckes ist zu merken: 
Geschieht die Auflagerung in einem einzigen Punkt ( oder genauer ge
sagt: innerhalb eines unendlich klein gedachten Flăchenstiickes), so 
ist der Auflagerdruck senkrecht zur gedriickten Flăche. 

Selbstverstăndlich greift eine Einzellast weder in einem einzigen 
Punkt an noch in einem unendlich kleinen Flăchenstiick, fiir unsere 
Zwecke geniigt aher vollkommen, statt eines sehr kleinen Flăchen
stiickes ein unendlich kleines Flăchenstiick oder einen Punkt zu 
nehmen. Der Angriffspunkt ist natiirlich wieder nur ein Bild der 
wirklich auftretenden Verhăltnisse. 

Ist man aher nicht berechtigt, dieses Bild des Angriffspunktes 
einzufiihren, mu13 man also von einer Auflagerung in einem end
lichen Flăchenstiick ausgehen, so ist als Auflagerdruck die Resul
tierende der unendlich vielen in den einzelnen Punkten iibertragenen 
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unendlich kleinen Driicke zu betrachten. Man hat dann drei Fălle 
der A uflagerung zu unterscheiden, je nachdem sich an der Auf
lagerstelle die Flăche des gestiitzten und des stiitzenden Korpers 
beriihren: 

I. Das eine der beriihrenden Flăchenstiicke ist eben: Wenn das 
andere Flăchenstiick auch eben ist, dann gehen innerhalb der ge
meinsamen Beriihrungsflăche die unendlich vielen unendlich kleinen 

Flăchendriicke alle in der gleichen 
Richtung, der Auflagerdruck ist 
also senkrecht zur Auflagerflăche, 
s. Abb. 164, wo ein gewohnlicher 
Balken auf einer Stiitzmauer auf
liegt, oder Abb. 165. Oder das 
andere Flăchens~iick ist nicht eben, 
dann beriihren sich rein mathe-

Abb. 166. Abb. 167. matisch gesehen die beiden Flăchen-
stiicke in einem Punkt oder in 

einer Geraden, s. Abb. 166, die mit den Abb. 164 und 165 das Gleit
lager vorstellt; der resultierende Auflagerdruck ist jedenfalls wieder 
senkrecht zur ebenen Auflagerflăche. Bei groBeren Konstruktionen 

Abb. 168. Abb. 169. 

trifft dieser Fall in der 
Praxis meist zu bei 
einem sogenannten Ro 1-
lenlager, welches dem 
einen Trăgerende bei 
Lăngenănderungen des 
Trăgers unter dem Ein
fluB von Temperatur
ănderung die Moglich
keit des Ausweichens ge
statten soll, oder bei dem 
ihm gleichwertigen Pen
dellager. Durch die 
Abb. 167 mit 169 sind 

wirkliche Rollenlager wiedergegeben, durch Abb. 170 deren schema
tische und in Zukunft angewandte Darstellung, durch Abb. 171 und 
172 das Pendellager. Man merke: 

Ist das eine d er beriihrende n Flăchenstii ck e 
eben, dann ist der Auflagerdruck einfach unbe-
kannt, (a) 

es ist nur sein Zahlenwert unbekannt, den man graphisch oder ana
lytisch ermitteln kann. 
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II. Das eine der beriihrenden Flachenstiicke ist zylindrisch, dann 
ist der resultierende Auflagerdruck senkrecht zur Zylinderachse. (Es 
soll abgesehen werden von dem in der Praxis nicht 
anzutreffenden Fali, daB man das andere Flăchen
stiick so konstruieren konnte, daB die beiden be
riihrenden Flăchensti:icke sich auf einer Kurve be
riihren, die um die Zylinderflăche herumgeht.) 

Praktisch trifft die-
ser Fall zu beim soge
nannten Zylindergelenk, 
bei ebenen Aufgaben 
kurz Achsengelenk 
oder Bolzengelenk ge
nannt; man spricht von 
einem Bolzenlager. Die 
Abb. 173 und 174 stelien 
diesen Fall vor, wie er in 
Wirklichkeit vorkommt, 
und Abb. 17 5, wie er sche
matisch dargestellt wird. 

Abb. 171. 

~----' 
Abb. 170. 

Abb. 172. 

Beim Zylindergelenk weiB man vom Auflagerdruck nur, daB er 
senkrecht steht zur Zylinderachse, zu seiner Bestimmung ist also 
erforderlich die Angabe eines Winkels und des Zahlenwertes. Man 
merke: 

Ist das eine der sich beriihrenden Flăchen
stiicke zylindrisch und das andere nicht gleich
zeitig eben, so ist der Auflagerdruck zweifach 
unbekannt, (b) 

um ihn aufzufinden, muB 
man also entweder Zah
lenwert und Richtung an
geben, wie es bei der 
graphischen Losung meist 
geschieht, oder seine zwei 
Komponenten, wie die 
analytische Rechnung 
ausfiihrt. 

III. Allgemeiner Fali 
der Beriihrung: W enn 

Abb. 173. Abb. 174. 

keine der Auflagerflăchen eben oder zylindrisch ist, weiB man vom 
Auflagerdruck gar nichts. Praktisch kommt der Fall dann vor, 
wenn ein Korper in einem sogenannten Kugelgelenk gestiitzt ist. 
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Den gesuchten Auflagerdruck hat man wie einen beliebigen Vektor 
im Raum erst durch drei Zahlenangaben bestimmt. Man merke also: 

Im allgemeinen Fall der Beriihrung ist der Auf-
lagerdruck dreifach unbekannt. (c) 

Bei der graphischen Losung gibt man den Auflagerdruck durch 
Zahlenwert und zwei Winkel an, etwa durch Grund- und AufriB, 

bei der analytischen Losung ermittelt man seine drei 
Komponenten in den drei Grundrichtungen. 

Abb . 175. 

Abb. 176 gibt die drei Fălle der besprochenen 
Auflagerungsarten und ihre gebrăuchliche Darstellung 
bei răumlichen Aufgaben an. Der Quader ruht im 

Punkt A auf einem ebenen Flăchenstiick: Flăchenlager; der Auf
lagerdruck dortselbst muB senkrecht zu diesem Flăchenstiick sein, 
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A ~ 
Abb. 176. 

also in die Richtung der 
Kante A E gehen. Bei B 
muB man sich ein Achsen
gelenk in Richtung der 
Kante B Cvorstellen; prak
tisch wird dies bei Raum
konstruktionen ausgefiihrt, 
indem man den Punkt B 
in einem Schlitz fiihrt, so 
wie das die Skizze an
deutet: Kurvenlager; 
der Auflagerdruck kann 

dann nur senkrecht sein zu dieser Kante BC, wenn die Fiihrung 
reibungsfrei ist. Punkt C des Quaders ist vollstăndig festgehalten: 
Punktlager; der Auflagerdruck kann jede beliebige Richtung 
haben, je nach den am Quader angreifenden Krăften. 

Bei ebenen Aufgaben kommen nur die Fălle a) und b) in Be
tracht, die durch Abb. 170 und 175 bereits ihre gebrăuchliche Dar
stellung ersehen lassen. 

Beispiel a) Der Stabverband der Abb. 177 ist an der Stelle A 
durch ein Gelenk (Zylinder- oder Achsengelenk), bei B durch einen 
Stab fest mit der Erde verbunden. Die Auflagerkraft A ist zwei

Abb. 177. 

fach unbestimmt, um sie zu ermit
teln, gibt man etwa ihre Komponen
ten in den beiden durch gestrichelte 
Linien angedeuteten Richtungen an, 
die Auflagerkraft B geht in der Rich-

P tung des Stiitzstabes. 
Beispiel b) Der bei B um ein 
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Gelenk drehbare Stab von rechteckigem Querschnitt der Abb. 178 
ruht bei C auf einer runden Tragstange auf. Dann ist der Auflager
druck bei O senkrecht zum Stab, der 
Gelenkdruck bei B ist nach Zahlenwert 
und Richtung unbekannt, er ist zwei
fach unbestimmt. 

Beispiel c) Die quadratische Ei
senplatte der Abb. 179 erhalt durch zwei 
Osen die Stange AB als (reibungsfrei ge-

8 

dachte) Fiihrung. Dann miissen die von Abb. 178. 
der Stange auf die Platte einwirkenden 
Auflagerkrafte senkrecht zur Stange sein, denn diese bildet ein Zylin
der- oder Achsengelenk. Die beiden Auflagerdriicke bei A und B sind 
demnach jeder durch zwei Zahlenangaben bestimmt. Beide werden 
an spaterer Stelle noch ermittelt, s. Beisp. 31 b) und 32 c), indem man 
jeden in zwei Komponenten parallel den Geraden AD und AE zerlegt. 

A' 

A' =~ 

Abb. 179. 

1 
1 

y 

C' 

Abb. 180. 

Beispiel d) Der Quader der Abb. 180 hat die drei Geraden 
AA', BB', CC' als Fiihrung, etwa indem man ihn wie beim vorigen 
Beispiel durch Osen auf Stangen langs der drei Geraden laufen 
laBt. V on den drei Gelenkdriicken weiB man, daB sie senkrecht zu 
den Geraden stehen, jeder ist also durch zwei Zahlenangaben bestimmt. 

Auf die inneren Krafte J, die an den materiellen Punkten 
eines starren Korpers angreifen, ist zunachst das Newtonsche Re
aktionsprinzip anzuwenden. Die vom materiellen Punkt k zum 
materiellen Punkt l wirkende innere Kraft Jk 1 

ist im Gleichgewicht mit der inneren Kraft J;k, 
die vom Punkt l zum Punkt k wirkt, s. Abb. 
181, so daB also die inneren Krafte sich das 

L- ___.j 
Jkt Ju, 

Abb. 181. 

Gleichgewicht halten. Dber die Berechtigung dieses Prinzips und 
seine Grenzen hat sich die Dynamik noch zu auBern. Fiir die 
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Zwecke der Statik geniigt die bisher gegebene Form des Prinzipes 
vollkommen. 

20. Definition: Ein Korper ist im Gleichgewicht, 
wenn jeder seiner Punkte im Gleichgewicht ist, (a) 

wenn also fiir jeden einzelnen Punkt k die Gleichung 

$k+~~k=0 (b) 
erfiillt ist. Dabei ist $k die an dem Massenpunkt k angreifende 
ăuBere Kraft, oder im Fall es mehrere ăuBere Krăfte sind, deren 
Resultierende, und ~~k die Resultierende aller an diesem Punkt k 
angreifenden inneren Krăfte ~kl' ~k 2 , ••• ~kn' vorausgesetzt, daB der 
Korper aus n materiellen Punkten zuE'ammengesetzt ist. W enn ein 
solcher Punkt im Gleichgewicht ist, kann er nur eine gleichformige 
Fortschreitungsbewegung, eine gleichformige Schiebung oder Trans
lation ausfiihren. Das Gleiche gilt dann auch fiir den ganzen Korper, 
der also im Fall des Gleichgewichtes nur eine gleichfOrmige Schiebung 
ausfiihren kann. 

Beispiel a) Kann ein rotierender Korper im Gleichgewicht sein? 
Nein, denn zum Gleichgewicht des Korpers gehort, daB jeder 

einzelne Punkt im Gleichgewicht ist und somit eine gleichformige 
Translation ausfiihrt, die natiirlich nur in einer Geraden erfolgen 
kann, wăhrend bei jeder Drehbewegung die Bahnen der einzelnen 
Punkte Kreise sind. 

Vom Gleichgewicht des Korpers ist zu unterscheiden das Gleich
gewicht eines am Korper angreifenden Krăftesystems. Man definiert: 

Ein an einem Korper angreifendes Kraftesy
stem ist im Gleichgewicht, wenn sich sămtliche 
Krafte in der Bewegungseinwirkung auf den Korper 
gegenseitig aufheben. (c) 

Ist demnach das an einem Korper angreifende Kraftesystem im 
Gleichgewicht, so wird sich der Korper genau so bewegen, wie wenn 
es nicht angreifen wiirde. 

Der selbstverstăndliche Satz: 

W enn ein Korper im Gleichgewicht ist, dann 
auch jeder einzelne Teil dieses Korpers, (d) 

wurde schon wiederholt angewandt, so bei der Entwicklung der 
Spannung in einem Faden oder in einem Stab. Man macht von 
diesem Satz recht hăufig Gebrauch, und zwar in der Form, daB 
man je nach der Aufgabe einen passend gewahlten Teil I in Ge
danken von dem Korper trennt; der Restteil eei mit II bezeichnet. 
In den Trennungsflăchen werden von dem einen Korperteil auf den 
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andern innere Krăfte iibertragen. Diese inneren Krăfte treten wieder 
in zweifacher W eise auf, an jeder Stelle der Trennungsflăche eine 
Kraft und die zugehorige Gegenkraft. W enn also an irgendeinem 
Punkt k der Trennungsfiăche von 1 aus die innere Kraft 5k auf 
den Teil II wirkt, so wird an dieser Stelle k die gleiche Kraft 5~c 
vom Korperteil II aus auf den Teil 1 wirken, natiirlich in entgegen
gesetzter Richtung. 

Beispiel b) In dem Dreigelenkbogen der Abb. 182 werden 
unter dem EinfiuB der Nutzlasten P1 , P2 , • •• an den Stellen A 
und B Auflagerkrăfte entstehen, die vom Erdboden ausgehen und 
am Bogen angreifen und mit 
den Nutzlasten P 1 , P2 , ••• im 
Gleichgewicht sind. In der Ah- Ps 
bildung sind diese Auflager
krăfte, als Gelenkdriicke mit G A 

und GB bezeichnet, eingetragen. 
Die beiden Teile 1 und II des 
Bogens sind im Punkt C durch 
ein Gelenk verbunden. Durch 
dieses Gelenk werden von 1 
nach II Krăfte iibertragen und umgekehrt die Gegenkrăfte von II 
nach 1. W enn wir uns· dieses Mittelgelenk als Punkt vorstellen, dann 
konnen wir von einer Einzelkraft sprechen, die von I nach II bzw. 
von II nach 1 iibertragen wird. 

Es sei der Teil 1 allein untersucht; an ihm greifen an die Nut z
lasten PP P 2 , die Auflagerkraft G A bzw. deren Komponenten V A und 
HA, und vom Teil II her ein Gelenkdruck Gc mit den in Abb. 183 
eingezeichneten Komponenten Ve und H0 . Nun iiberlege man: der 
Teil II ist der Trăger 
des zum Teil 1 wirken
den Gelenkdruckes Gc ; 
ob dieser T eil in Wirk
lichkeit vorhanden ist 
oder nicht, ist fiir die 
rein statische Unter
suchung der am Teil 1 an
greifenden Krăfte gleich-
giiltig, wenn nur die Abb. 183. 
K raft Gc, so wie sie von 
Teil II aus auf Teil 1 iibertragen wird, vorhanden ist. In Abb. 183 
ist der Teil 1 allein gezeichnet , die Kraft G0, fiir die gesamte Trag
konstruktion eine inriere Kraft, spielt jetzt fiir den Teil 1 allein die Rolle 
einer ăulleren Kraft, die mit den anderen ăulleren Krăften P 1 , 

Ege r e r , Ingenieur-Mecbanik. 1. 6 
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P2 , VA, HA im Gleichgewicht ist. Wir wollen uns als Resultat 
dieser Vberlegung merken: 

W enn man aus einem Korper (in Gedanken) einen 
Teil herausgreift und fiir sich behandelt, so kann 
man die in der Trennungsflăche an ihm angreifen-
den inneren Krii.fte genau so wie ăuBere behandeln. (e) 

Abb. 184. Abb. 185. 

Es sei weiter der Teil II allein betrachtet. Es greifen an ibm 
an die Nutzlasten P8 , P4 , P5 , die Auflagerkraft Gs am rechten Ge
lenk bzw. deren Komponenten Vs und HB und vom Teil I her der 
Gelenkdruck G0, der wieder genau wie eine ăuBere Kraft behandelt 
wird. NaturgemaB muB jetzt Gd, da es ja die Gegenkraft von dem 
am Teil 1 angreifenden vorher betrachteten Gelenkdruck ist, entgegen
gesetzt gleich sein mit diesem Druck, d. h. gleichen Zahlenwert mit G0 , 

aher entgegengesetzte Richtung haben. In der Abbildung sind gleich
zeitig noch die Komponenten V a und Ha von Gd eingetragen, so wie 
sie jetzt am Teil II wirken. 

a 

3 

3P 
aP 

'1 

Abb. 186. Abb. 187. 
K. M. 1 mm=200 kg. 

Aufgabe a) und b) Die an dem Stabverband der Abb. 184 und 185 an
greifenden Krăfte P, 2 P, 2 P rufen die Auflagerkrăfte H = H' = 9 P, V= 5 P 
hervor, siehe auch Abb. 177, sowie Spannungen, die mit einem Cremonaplan 
im K. M. 1 mm = 100 kg zu ermitteln sind, wenn P = 1 000 kg. 

Losung: Abb. 186 und 187 geben die gesuchten Plane, die beistehende 
Tabelle den Zahlenwert der Spannungen in 1 000 kg, in den Krăfteplănen 
sind die gedriickten Stăbe gestrichelt eingezeichnet. 
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1 2 1 3 1 4 i 5 1 6 1 7 1 8 1 9 1 10 1 11 

a) 
b) 1-51 +4 1+ 7,071-9 1 -3 1 + 1 1+ 4,2411 _ 41- 1 1+ 1,411- 1 

o . + 9 1- 7,07 - 4 ! + 5 + 4 -4,24 - 1 + 2 + 1,41 - 1 

Aufga.be c) Von dem materiellen Punkt auf der schiefen Ebene der 
Abb. 188 sei vorausgesetzt, dal3 er durch eine horizontal wirkende Kraft H ge
zwungen wird, an Ort und Stelle zu bleiben. Ma.n ermittle H graphisch und 
analytisch. 

Losung: An dem Punkt greifen an sein Gewicht Q, der 
Normaldruck N und R. Die drei Krăfte miissen im Gleichge
wicht und deswegen ihre graphische Summe O sein. Q ist be-

Abb. 188. Abb. 190. 

kannt, es lassen sich also mit einem ebenen Krăfteplan N und H ermitteln, so 
wie Abb. 190 angibt. Man Iiest ab 

N=Q: cosoc, H=Q ·tgoc . (d) 

Analytisch: In Richtung der schiefen Ebene ist Gleichgewicht; es Ieisten 
in dieser Richtung (nach aufwărts positiv zahlen) Q den Beitrag - Q· sin oc, 
N den Beitrag O, H den Beit rag H· cos IX; die Summe a.Jler Beitrăge ist O, 

- Q·sin oc + O+ H·cos oc = O oder H = Q·tg IX. 

21. In der Ingenieurmechanik miBt man die von einer Kraft 
geleistete Ar bei t in Meterkilogramm und definiert: Die Arbeit 1 mkg 
oder die Arbeitseinheit wird geleistet, 
wenn man ein Kilogrammgewicht einen Me
ter hoch hebt. Oder allgemein: Die am 
materiellen Punkt angreifende Kraft 1 
leistet die Arbeit 1, wenn der Angriffs
punkt der Kraft den W eg 1 in Richtung 
der Kraft zuriicklegt. Als W egeinheit 
wăhlt man 1 m. Abb. 191. 

Legt ein materieller Punkt m, an 
dem eine Kraft P angreift, den geradlinigen W eg s zuriick und bleibt 
auf diesem W eg s die Kraft P nach GroBe und Richtung konstant 
so definiert man in der Mechanik: 

Arbeit der Kraft P auf dem Weg s ist das Pro
dukt aus Kraft mal W e g m a l Kosinus des Winkels 
von P nach s. 

6* 
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Bezeichnet man diese Arbeit mit A, so ist also nach Abb. 191 

A=P·8·cosţp. 
W enn man schreibt 

A= P · 8 cos ţp = P · 8', 

(a) 

(b) 
so ergibt sich daraus eine andere Formulierung der GroBe A, nămlich: 

Arbeit ist das Produkt aus Kraft mal Wegprojektion; 

natiirlich ist die Projektion auf P gemeint, und zwar die senkrechte. 
Ebenso kann man schreiben 

A= 8·Pcosţp = 8:P'. 

Arbeit ist das Produkt aus Weg mal Kraft
proj ektion. 

(c) 

Wenn demnach Kraft und Weg schief zueinander sind, so kommt 
fiir die Arbeitsleistung der Kraft nur ihre in Richtung des W eges 
fallende Komponente in Betracht. 

Beispiel a) mit d) Es ist im Fall der Abbildung 
192) P= 500 kg, 8 = 2,5 m, P' = + 500 kg, A=+ 1250 mkg, 
193) P= 500kg, 8=3m, P'=-500kg, A=-1500mkg, 
194) P= 400kg, 8=3 m, P'= O, A= O, 
195) P=1100kg, 8= 1,5 m, P'=-1000kg, A=-1500mkg, 
wenn man den Richtungssinn in Richtung des Weges 8 positiv wăhlt. 

p s p s 

Abb. 192. Abb. 193. Abb. 194. Abb. 195. 
L. M. 1 : 200, K. M. 1 mm = 50 kg. 

Beispiel e) Wenn eine Person einen Korper vom Gewicht Q 
mit gleichformiger Bewegung senkrecht in die Hohe hebt, so greifen 
an dem (als materiellen Punkt zu betrachtenden) Korper das Ge
wicht Q an und die nach aufwărts bewegende Kraft, die gleichfalls 
den Wert Q hat. Wird dabei die Hohe h zuriickgelegt, so leistet 
die von der Person ausgeiibte Hubkraft die Arbeit + Q · h, das Ge
wicht des Korpers die Arbeit - Q · h. Wird der Korper aher nach 
abwărts bewegt, und zwar wieder mit gleichbleibender Geschwindig
keit, so daB also wieder in jedem Augenblick Gleichgewicht zwischen 
der senkenden Kraft und dem Gewicht Q des Korpers ist, und dem
nach die beiden den W ert Q ha ben, so leistet die senkende Kraft 
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die Arbeit - Q · h, das Gewicht die Arbeit + Q · h. Wird der Korper 
genau horizontal die Strecke s weiter bewegt, so leistet sowohl das 
Gewicht wie auch die unterstiitzende Kraft die Arbeit O, da ja beide 
zur W egrichtung senkrecht stehen. 

Will man den Begriff "Arbeit" in der Sprechweise der Vektoren 
zum Ausdruck bringen, so denke man zunachst daran, daB durch 
Angabe der V ektoren Kraft und W eg oder in der vektoriellen Schreib
weise durch Angabe der Gr6Ben $ und ~ der Winkel rp von $ 
nach ~ schon mitbestimmt ist. Denn durch die Schreibweise $ ist 
ja auch die Richtung der Kraft P zum Ausdruck gebracht, ebenso 
diejenige des Weges s durch die Schreibweise ~. Folglich ist durch 
das Bekanntsein von $ und ~ auch der Winkel rp von $ nach ~ 
bekannt. Nun wird man wie bei der Definition der graphischen 
Summe zweier Vektoren iiberlegen: Der Begriff "Arbeit" tritt in 
der Mechanik so oft auf, daB sich fiir ihn eine moglichst einfache 
Schreib- und Sprechweise empfiehlt. Man nehme einmal an, es 
trete in einer groBeren Rechnung der Ausdruck Va x'.l -F"bx+ c 
recht oft auf. Man wird dann nicht ermangeln, fiir diesen Ausdruck 
ein einfacheres abkiirzendes Zeichen, ein Symbol zu setzen, etwa w" 
statt Va x2+ uxf.c, und kunftig immer mit wx rechnen statt mit 
diesem Wurzelausdruck. Entsprechend wird man fiir den Ausdruck 
P scos cp ein Symbol einfiihren. U m einige Vorschlage zu machen, 
man konnte etwa setzen P 8 oder $~ oder $~ oder $X~ usw. Man 
hat sich jetzt meist auf die symbolische Schreibweise $ ~ geeinigt. 
Neben ihr wollen wir aus Griinden, die spater ersichtlich werden, 
auch die Schreibweise P8 gebrauchen und festsetzen: Mit dem Sym
bol P8 oder $~ soll die Arbeit A der Kraft P auf dem Weg s zum 
Ausdruck gebracht werden, so daB also 

A= P8 =$~ =P·s·coscp. (d) 
Dieses Symbol $~ oder P8 nennt man das skalare Produkt der 
Vektoren $ und ~. Man beachte wohl, daB das nur ein Name ist! 
$ fj ist nie und nimmer ein Produkt, so wie die Mathematik der 
Zahlen es meint. Man nennt dieses Symbol nur deswegen Produkt, 
weil fiir es Formeln existieren, die denen eines wirklichen Pro
duktes entsprechen, und man nennt es speziell skalares Produkt, 
weil das Resultat P scos cp eine skalare, eine richtungslose GroBe ist. 
Dem Namen Produkt entspricht auch die Schreib- und Sprechweise 
$~, "$ mal ~ skalar" oder kiirzer und besser "$~ skalar". Die 
andere Schreibweise P 8 laBt den Irrtum, als ob man es mit einem 
wirklichen Produkt zu tun hatte, eher vermeiden. Man wird aber trotz
dem auch meist sagen "P mal s skalar" statt richtiger "P s skalar". 
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Nach Definition ist also die geleistete Arbeit Null, wenn ent
.M.eder P =O oder s =O, oder wenn Kraft und W eg senkrecht zu
einander stehen, da eben in diesem Fall der Winkel ({J zwischen Kraft 
und Weg entweder den Wert 90° oder 270° hat. 

Beispiel f) Wann ist ,.~=P·s~ 
N ach Definition, wenn cos ({J = 1 oder ({J = O, wenn also Kraft 

und W eg gleichgerichtet sind. 
Beispiel g) Wann ist ,.~=-P·s~ 

Abb. 196. 

Wenn cos ({J =- 1, wenn also Kraft und 
W eg entgegengesetzt gerichtet sind. 

Die Operation "skalares Produkt" kann 
man natiirlich ebensogut auf ganz beliebige 
Vektoren ~' !8, 6;, ... anwenden, man kann 
sich diese ja, wenn man will, recht gut als 
Krăfte bzw. W ege vorstellen. Man wird dem
nach das skalare Produkt 21 !8 oder in der 
anderen Schreibweise A B definieren als wirk

liches Produkt der Zahlenwerte A und B und des Kosinus des Win
kels von !l nach tl, in Zeichen 

AB=fttl=A·B·cosqJ, 
oder mit Hinweis auf Abb. 196 

!'ltl=A·B' =A'·B. 

(e) 

(f) 
Das skalare Produkt ft ft oder !12 geht nach Definition iiber 

in A2, ist also gleich dem Quadrat des Zahlenwertes von W. Dem
entsprechend wird 

i 1 i1 = i2 i2 = ia ia = 1 , (g) 
da die Einheitsvektoren die Zahlenwerte 1 haben. Andrerseits stehen 
die Grundvektoren i 1 , i2 , i 3 aufeinander senkrecht, so daB 

i1 i 2 = i2 i3 = i3 i1 = 0, i2 i1 = iai2 =i1 i3 =0. (h) 
Beispiel h) mit k) Das Krăftesystem 

der Abb. 197 bewegt sich in Richtung der 
Kraft P1 bzw. P 2 und P 3 jedesmal um ein 
Wegstiick s = 1 cm. Welche Arbeiten wer
den in jedem der drei Fălle von den Krăf
ten geleistet ~ 

Abb. 197. L. M. 1: 100, h) P1 leistet die Arbeit s · P1 = 0,01 m X 
K. M. 1 mm = 200 kg. 3 000 kg = 30 mkg, P 2 leistet die Arbeit O, 

weil die Kraft senkrecht zum W eg steht, 
Pa die Arbeit s ·Pa'= 0,01 m · 2 000 kg = 20 mkg. 

i) s ·O= O, s · P 2 = 40 mkg, s · P3' = - 20 mkg. 
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k) 8·P/=0,01m·3000kg·~V2=21,21mkg, 
s · P2' =- 28,28 mkg, 8 ·Pa= 28,28 mkg. 

Beispiel l) Das Krăftesyatem der Abb. 197 drebt sicb um 
den Punkt O mit einem unendlicb kleinen Winkel e recbtsum. Welcbe 
Arbeit leistet jede Einzelkraft? 

Bei der Drebung um einen unendlicb kleinen Winkel ăndert 

sicb die Ricbtung der Kraft unendlicb wenig. Es legt also P1 den 
W eg 81 = y1 e entgegengesetzt seiner eigenen Ricbtung zuriick und 
leistet dabei die Arbeit - y1 e · P1 =- e · 3 000 mkg; entsprecbend 
leistet P2 die Arbeit + y2 e · P2 = + e · 4 000 mkg und Pa diejenige 
+ y3 e · P 3 = + e · 2 000 mkg. 

22. Bei einem wirklicben Produkt a· b kann man die beiden 
Faktoren a und b vertauscben; beim skalaren Produkt !lll trifft die 
namlicbe Regel aucb fiir die beiden V ektoren ft und ll zu, so daB man 

bat. Das ist leicbt einzuseben, da nacb 
Definition 

!lll = A· B · cos q;, 

llft= B·A·cos(- q;) =BA cos q; 
ist. 

Aucb das zweite Hauptgesetz fiir ein 
wirklicbes Produkt, nămlicb 

(a+b)c=ac+bc, 
findet sein Analogon in dem entsprecbenden Satz 

(W + !8) 6; = 21 6; + ll 6: 

(a) 

Abb. 198. 

(b) 
fiir das skalare Produkt. Fiibrt man namlicb fiir einen Augenblick 
die grapbiscbe Summe fi der beiden Vektoren !'( und tJ ein, so 
bat man 

oder nacb dem Projektionssatz 

R'=A'+B', 
wenn man alle Vektoren auf (i; projiziert. Letztere Gleicbung multi
pliziert man mit C, 

R'C=A'C+B'C, 
wofiir man nacb (21 f) scbreiben kann 

fi(S; =WtS;+tJG:, 
oder wenn man statt fi wieder W + ll scbreibt, 

(W +tJ) tS;=WtS;+tJtS;. 
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Will man die Bezeichnung Produkt noch weiter entwickeln durch 
die Begriffe "multiplizieren" und "Faktoren", so kann man die be
wiesene Regel in die W orte kleiden: 

Eine (graphische) Summe wird skalar multi
pliziert, indem man jeden Summanden skalar 
multipliziert. (c) 

Dieses Multiplikationsgesetz kann man erweitern, 

(d) 
indem man etwa (il= fi;+-~ einfiihrt und zweimal die letztentwickelte 
Formei anwendet. 

Man beachte wohl, daB das dritte Hauptgesetz des Produktes 
a(bc)=(ab)c auf das skalare Produkt nicht angewandt werden kann; 
U · (tlct) ist ja gar kein skalares Produkt: ~fi; ist eine gewohnliche 
Zahl als Resultat eines skalaren Produktes, demnach U · K ein ele
mentares Produkt, wenn man ~fi;= K setzt. In der Operation ~(tlct) 
sind eben elementares und skalares Produkt gemischt, es lassen sich 
die vorausgehenden Satze also nicht anwenden. Nebenbei ist leicht 
einzusehen, daB ~ · (tlct) oder WK ein Vektor von der Richtung U 
ist, dagegen (21 !B) · «; ein Vektor von der Richtung fi;. Beide konnen 
sonach unmoglich gleich sein, auBer sie sind gleich N ull. 

V on den drei Hauptgesetzen des elementaren Produktes, 

a·(bc)=(ab)·c, 
gelten also fiir das skalare Produkt nur die beiden ersten, das dritte 
nicht. 

·Beispiel a) Man driicke ~~ durch die Projektionen von W 
und lB auf die drei Grundrichtungen aus. 

Der Vektor W hat die Projektionen A1 , A 2 , Aa auf die drei 
Grundrichtungen, entsprechend !8 die Projektionen B 1 , B2 , Ba. Dann 
wird 

und 
21$ = ( A1 i1 + A2 i2 + A3 ia)· ( B 1 i1 + B 2 i2 + Ba i3). 

Man rechnet nach dem letzten Satz aus und beachtet die Formeln 
(21 g, h). Dann erhălt man 

(e) 
Fiir die rechte Gleichungsseite gebraucht man in der hoheren Mathe
matik die abkiirzende Bezeichnung A B; diese Bezeichnungsweise ist 
ein Grund mit, wenn wir in den folgenden Zeilen zuweilen A B oder 
BA statt 21 lB schreiben. 
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23. An dem materiellen Punkt m greifen zwei Krăfte P1 , P2 
mit der Resultierenden R an. Wenn er den Weg s zuriicklegt, so 
wird bei dieser Bewegung P1 die Arbeit $ 1 ~ leisten und P2 die 
Arbeit $ 2 ~. Die Summe der beiden Arbeiten ist $ 1 ~ + $ 2 ~. Die 
Resultierende R wiirde, wenn sie vorhanden wăre, die Arbeit !» ~ 
leisten. Diese ist 

!lU = ($1 + $2) ~ = $1 ~ + iU2 ~ 
nach (22 b ), also gleich der Summe der Arbeiten der Einzelkrăfte. 
Die Betrachtung gilt unabhăngig davon, ob dieser W eg s ein wirk
licher oder nur ein gedachter ist, oder in anderer Sprechweise, ob 
die Bewegung eine reelle oder eine virtuelle ist. Greifen mehrere 
Krăfte Pl' P2 , Pa, ... Pn mit der Resultierenden R an, so gilt ge-
nau so 

oder 
!Jf~ =$1~ +$2~ + • · • +iJln~ 

!JU=Z$~, (a) 

in W orten: Greifen an einem materiellen Punkt mehrere Krăfte P1 , 

P2 , Pa, ... mit der Resultierenden R an, so gilt: 

Fiir jede wirkliche oder gedachte (reelle oder 
virtuelle) Bewegung des materiellen Punktes ist 
die Arbeit der Resultierenden gleich der Summe 
der Arbeiten der Einzelkrăfte, (b) 

Arbeitssatz oder Prinzip der virtuellen Bewegung. 

Der Arbeitssatz ist nur eine Umformung des Resultantensatzes; 
es lassen sich mit ihm genau die gleichen Aufgaben losen wie mit 
dem Resultantensatz, er ist in manchen Făllen nur eine bequemere 
Form fiir die Losung statischer Aufgaben. 

Beispiel a) Man beniitze den Arbeitssatz fiir das Beispiel 13f). 
Art und Richtung der am materiellen Punkt angreifenden Krăfte 

ermittelt man mit der gleichen Dberlegung wie dort. Um die Zahlen
werte N und R aufzufinden, denke man sich 
den Punkt einen beliebigen Weg 8 zuriick-
legend, also einen virtuellen, etwa den in 
Richtung nach abwărts, so wie die Abb. 199 
andeutet. Bei dieser Bewegung leistet R 
die Arbeit s·R, der Druck N die Arbeit O, 
das Gewicht Q die Arbeit s· Q cos (90°-a)= 
Q·s-sina. 

Nach dem Arbeitssatz ist 

Abb. 199. 

s · R =O + 8 · Q sin a oder R = Q ·sin a. 
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Nimmt man an, daB der Punkt einen horizontalen W eg s' zuriick
legt, so wiirde bei dieser Bewegung R die Arbeit s' · R cos a leisten, 
Q die Arbeit O und N die Arbeit s' · N cos (90°-a)= s' · N sin a. Der 
Arbeitssatz liefert 

s' · R cos a= O + s' · N sin a oder N = R · cotg a = Q · cos a. 
Etwas leichter hătte man N finden konnen, wenn man den vir
tuellen W eg 8 abwarts parallel N annimmt. Bei dieser Bewegung 
wiirde R die Arbeit O leisten, Q die Arbeit 8 · Q cos a und N die 
Arbeit - 8 · N, cler Arbeitssatz liefert wieder 

O= 8 • Q cos a - s · N oder N = Q ·cos a. 

Der Resultantensatz ist als V ektorgleichung in der Ebene gleich
wertig zwei und im Raum gleichwertig drei gewohnlichen analytischen 
Gleichungen: Der Arbeitssatz (a) ist keine vektorielle, sondern eine 
gewohnliche analytische Gleichung, aus der sich also nur eine einzige 
Unbekannte ermitteln lăBt. Die analytische Form des Arbeitssatzes 
ergibt sich durch einfache Umwandlung, wenn Kraft und Weg in 
ihre Komponenten lăngs der drei Grundrichtungen zerlegt werden, 

!Jl =i1X+i2 Y +iaZ, $;=i1 X;+ i2 Y;+ iaZ1 , 

~ = i1 x + i 2 y + iaz. 
Man erhiiJt dann nach (21 g, h) 

!Jl~=(i1X+ i2 Y +iaZ)(i1 x +i2 y +iaz) =Xx+ Yy+Zz 
und ebenso 

~$~=~ (i1 X + i2 Y+iaZ) (i1 x + i2 y +iaz)= ~(Xx+ Yy +Zz) 
=~Xx+~Yy+~zz, 

so daB der Arbeitssatz die Form 

(c) 
annimmt, eine Form, die man auch unmittelbar aus den drei 
Gleichungen (12 e) hătte ableiten konnen, wenn man diese entsprechend 
mit x bzw. y, z multipliziert und dann addiert hătte. 

Man sieht aus dieser Herleitungsmoglichkeit, daB der Arbeits
satz zunăchst schwerfălliger ist als der Resultantensatz, und daB er, 
was die Anwendung auf praktische Fiille und besonders die Fălle 
der Statik anlangt, hinter letzterem zuriicksteht. Fiir rein statische 
Aufgaben kommt in der Tat der Arbeitssatz selten in Betracht, sein 
Anwendungsbereich liegt auf einem andern noch zu besprechenden 
Gebiet. 

Ist der materielle Punkt unter dem EinfluB der an ihm an
greifenden Einzelkrafte im Gleichgewicht, so wird R = O und daruit 
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auch fiir jede beliebige Bewegung lăngs eines W eges s die Arbeit 
fij =O oder 

d. h. ist der materielle Punkt im Gleichgewicht, 
so ist fiir jede beliebige wirkliche oder gedachte 
(reelle oder virtuelle) Bewegung die algebraische 
Summe der von den Einzelkrăften geleisteten 
Arbeiten Null. 

(d) 

Durch einfache Umformung, wie vorausgehend entwickelt, ge
langt man zu der in praktischen Făllen wenig gebrauchten analy
tischen Form des Arbeitssatzes fiir den ]fali des Gleichgewichtes des 
materiellen Punktes, 

.2'Xx+.EYy+.SZz=0. (e) 
Beispiel b) Man Iose das Beispiel13 g) mit Hilfe des Arbeitssatzes. 

Man wendet die gleichen Uberlegungen wie bei der ersten Losung 
zur Ermittlung der Richtung der angreifenden Krăfte an. Um den 
Zahlenwert von F zu finden, denke man sich dem Punkt eine (vir
tualle) Bewegung lăngs der schiefen Ebene nach abwărts erteilt. Wăh
rend dieser Bewegung leistet F die Arbeit - s · F, der Druck N die 
Arbeit O und Q die Arbeit s · Q sin a, die Summe aller Arbeiten ist O, 

-s·F+O+s·Q sina=O oder F=Q·sina. 
U m N zu ermitteln, wird man eine virtuelle Bewegung in Richtung 
von N vorschlagen, fiir den W eg l in dieser Richtung leistet F die 
Arbeit O, dann hat man 

+l·N +O -l·Q cos a=O oder N= Q·cosa. 

Die Umkehr des Arbeitssatzes: 

Ist fiir jede reelle oder virtualle Bewegung eines mate
riellen Punktes die algebraische Summe der Arbeiten der 
an diesem Punkt angreifenden Krăfte gleich Null, so ist 
er unter dem EinfluB dieser Krăfte im Gleichgewicht, (f) 

ist recht einfach zu erweisen. Angenommen nămlich, ea aei der 
Punkt nicht im Gleichgewicht, eo hătten die an ihm angreifenden 
Krafte eine Resultierende !R = .2''; fiir eine virtuelle Bewegung 
in Richtung dieser Resultierenden R lăngs eines W eges s wiirde 
dann fi j sicher von Null verschieden sein und damit auch .2'' 15, 
was der Voraussetzung widersprăche. 

Aufgabe a) Man Iose Aufg. 20o) mit Hilfe des Arbeitssatzes. 
Li.isung: Fiir einen virtuellen Weg h in Riobtung der sohiefen Ebene 

nach abwărts liefert der Arbeitssatz 
h·Q sin oc+O- h·H cos Cit= O oder H = Q·tg oc. 
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Aufgabe b) Man beweise den Satz: 

Wenn die gesamte Arbeitsleistung eines am materiellen Punkt 
angreifenden Systems in drei verschiedenen nicht der gleichen 
Ebene parallelen Richtungen Null ist, dann auch in jeder Richtung. (g) 

Losung: Man kann jede Kraft P1 in zwei Komponenten U1 und U/ 
nach der ersten Richtung und dazu senkrecht zerlegen. Legt der materielle 
Punkt in der ersten Richtung den Weg u zuriick, so leistet von den beiden 
Komponenten von P1 nur die erste eine Arbeit. namlich u · U1 • Das gesamte 
Krăftesystem leistet die Arbeit 2'u·U oder u-:EU. Nach Voraussetzung ist 
diese Arbeit Null, es gilt u·:EU=O oder :EU=O, d. h. die Summe der Bei
trăge des Kraftesystems in der ersten Richtung ist Null. Das gleiche beweist 
man fiir die beiden anderen Richtungen, man bat dann 

Nach Aufg. 13h) muB dann der materielle Punkt im Gleichgewicht sein, 
das an ihm angreifende Krăftesystem leistet also fiir jede beliebige Bewegung 
die Arbeit Null. 

24. Drei Grundbegriffe sind es, mit denen die Mechanik arbeitet: 
Resultante, Arbeit , Moment. Die ersten beiden sind in den voraus
gehenden Zeilen beschrieben, der neue Begriff "Moment" wird durch 
folgende Dberlegung klargemacht. 

Man denke sich den Korper der Abb. 200 um eine in O zur 
Bildebene senkrechte Achse drehbar und um zwei Rollen mit un
gleichen Halbmessern R und r Schniire gelegt, vermittels deren die 
gleichgroBen Krafte P, P an dem Korper eine Drehwirkung ausiiben 
konnen. Die Erfahrung lehrt, daB die Drehwirkungen der beiden 

Abb. 200. 

Krafte verschieden sind, wenn diese selbst 
auch gleichgroB sind. Es wird P an der 
groBeren Rolle angreifend eine groBere 
Drehwirkung haben als an der kleineren: 
Nach der Darstellung der Abbildung wird 
der Korper sich rechtsum zu drehen be
ginnen in dem Augenblick, in dem man 

diese Krafte zur Wirkung kommen laBt. Man sieht also, daB die 
Drehwirkung nicht nur von der GroBe der Kraft abhangig ist, son
dern auch von ihrem Dreharm (d. i. der Abstand der Kraft von der 
Drehachse). 

Nach Definition ist Kraft die Ursache einer Bewegungsanderung. 
Die Bewegung eines Korpers kann sein eine reine Schiebung oder 
eine reine Drehung oder sie setzt sich aus einer Schiebung und einer 
Drehung zusammen. Demzufolge wird auch die Bewegungswirkung 
einer Kraft zu beurteilen sein. Sie wird den Korper auR dem Zu
stand der Ruhe iiberfiihren in den der Bewegung, und zwar wird 
diese Bewegung im allgemeinen eine Schiebung verbunden mit einer 
Drehung sein. Man kann den Versuch, der durch Abb. 201 ange-
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deutet ist, ja leicht selbst ausfiihren, etwa indem man ein steifes 
Stiick Papier mit dem Finger fortschnellt. Man wird dann bei dem 
V ersuch wahrnehmen, daB die Scheibe, oder genauer 
der Schwerpunkt der Scheibe, sich in Richtung der lJ 
Kraft bewegt, und weiter, daB die Scheibe bei ihrer - ....- ~ 
Fortbewegung gleichzeitig um den Schwerpunkt eine " 
Drehung ausfiihrt. Wenn man den Versuch ein zweites 
Mal ausfiihrt und dabei die gleichgroB vorausgesetzte 
Kraft etwas naher dem Mittelpunkt wirken lăBt, Abb. 201. 
so wie das durch die gestrichelt eingezeichnete Wir-
kungslinie angedeutet ist, dann wird man wahrnehmen, daB die 
Drehwirkung wesentlich geringer ist als im ersten Fali. 

Durch diese einleitenden Bemerkungen soli einmal auf die Dreh
wirkung einer Kraft als einer wesentlichen Teilwirkung hingewiesen 
werden, und ferner darauf, daB diese Drehwirkung wieder wesentlich 
durch die Lage der Kraft bestimmt ist. 

Gegeben ist in der Ebene der Abbildung ein materieller Punkt m. 
und senkrecht zu dieser Ebene eine feste Achse g durch den Punkt O. 
Man denke sich den Punkt vermittels einer starren gewichtslosen 
Stange Om mit der festen Achse so verbunden, daB die Stange um 
die Achse zwanglăufig nur in der Ebene der Abbildung rotieren 
kann. Praktisch fiihrt man dies aus, indem man die Stange etwa 
durch ein Achsengelenk in O mit der festen Achse verbindet. Greift 
nun am materiellen Punkt in der Ebene der Abbildung eine Kraft P 
an, so wird unter ihrem Einfluf3 der Punkt m eine 
Drehung um O ausfiihren. In der Mechanik fiihrt 
man als MaB der Drehwirkung einer Kraft den Be
griff Moment ein. Dieses Moment oder diese Dreh- o 
wirkung der Kraft P beziiglich der Drehachse g ist 
hinreichend charakterisiert, wenn man den Zahlen
wert von P und ihre Lage gegeniiber der festen 
Achse g bzw. gegeniiber dem Punkt O angibt. In Abb. 202. 
diesem Zusammenhang nennt man die feste Achse g 
auch Momentenachse und den Punkt O meist Momentenpunkt. 
Da es natiirlich fiir die nachfolgende Entwicklung belanglos ist, ob der 
vorausgehend geschilderte Zusammenhang ein wirklicher oder nur 
ein gedachter ist, so wird man also unter einer Momentenachse eine 
gedachte oder wirkliche Drehachse zu verstehen haben und unter 
Momentenpunkt einen gedachten oder wirklichen Drehpunkt. In der 
Natur der Dinge liegt es (die Statik beschăftigt sich doch fast nur 
mit ruhenden Tragkonstruktionen), daB dieser Zusammenhang fast 
immer ein nur gedachter ist. Bei einem ebenen Kraftesystem spricht 
man meist nur von einem Moment fiir einen vorgeschriebenen Punkt O 
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in dieser Ebene und meint damit (sollte es auch immer angeben, 
mindestens im Anfang) eigentlich das Moment fiir eine in O zur 
Krafteebene senkrechte Achse g. Man halte fest daran, daB zum 
Begriff Moment immer eine Drehachse gehort, gleichgiiltig 
ob von ihr die Rede ist oder nicht. 

Man definiert: Die Drehwirkung oder das Moment der Kraft P 
fiir den Punkt O (also genauer fiir die in O zur Kraft senkrechte 
Achse g) hat den Zahlenwert M = P·p, wenn p der Dreharm der 
Kraft P fiir den Bezugspunkt O ist, d. h. der (natiirlich senkrechte) 
Abstand der Drehkraft vom Drehpunkt. Bei dieser Gelegenheit sei 
auf den Unterschied zwischen Hehelarm und Dreharm aufmerksam 
gemacht: Hebelarm ist der Arm vom Drehpunkt zum Angriffspunkt 
der Kraft, im vorliegenden Fall der Arm Om. Der Zahlenwert Pp 
des Momentes wird dargestellt durch das doppelt gezahlte Dreieck 
der Ahhildung, das sog. Momentendreieck. 

Anmerkung. Wenn man kurz meist sagt, das Moment ist 
gleich dem zweifachen Inhalt des Momentendreieckes, so soli sich 
das natiirlich nur auf den Zahlenwert heziehen, da ja das Dreieck 
als solches hetrachtet die Dimension m 2 hat, das Moment aher als 
ein Produkt aus einer Kraft und einer Strecke die Dimension m kg, 
also dieselbe Dimension wie die Arheit. Dadurch, daB das Moment 
noch eine Richtung hat, wie weiter unten zu ersehen ist, unter
scheidet es sich aher in der Darstellung von der richtungslosen 
ArheitsgroBe. 

In den praktisch auftretenden Fallen liegen die Krafte meist in 
der gleichen Ehene; man wahlt dann die Momentenachse senkrecht 
zu ihr, der Momentenpunkt liegt also in der Krafteebene selbst, 
ehenso liegen die Momentendreiecke in dieser Ehene. Es ist nur 
noch zu unterscheiden zwischen Rechtsdrehung und Linksdrehung 
der hetreffenden Krăfte, beide kann man durch das V orzeichen 
charakterisieren, und zwar wollen wir eine Drehung im Uhrzeiger
sinn, eine Rechtsdrehung, wie wir in Zukunft sagen, als eine positive 
durch das + -Zeichen, eine Drehung im Gegenuhrzeigersinn, Links
drehung genannt, als eine negative durch das ·- -Zeichen unter
scheiden, also entgegengesetzt wie es in der hoheren Mathematik 
iihlich ist. 

Beispiel a) Die Krafte der Abb. 197 hahen nach dem der 
Zeichnung beigegebenen Langen- und KrăftemaBstab die Werte 
P1 = 3 000 kg, P2 = 4 000 kg, P3 = 2 000 kg V2, ihre Dreharme he
ziiglich des Punktes O, der fiir uns ein gedachter Drehpunkt ist, 
sind y1 = 1 ro, y2 = 1 ro, y3 = 0,5 ro V2, und damit ihre Momente fiir 
diesen Momentenpunkt, genauer fiir die in O senkrecht zur Krăfteebene 



Allgemeine Satze der Statik starrer Korper. 24. 25. 95 

stehende Momentenachse M1 =- 3000 mkg, M2 = + 4000 mkg, 
M3 =+2000 mkg. 

Man sieht, die Einheit des Momentes ist 1 mkg, scheinbar 
haben also Arbeit und Moment die gleiche Einheit, namlich 1 mkg. 
Scheinbar, denn die Arbeitseinheit 1 mkg ist eine skalare GroBe, 
die Momenteneinheit 1 mkg aher eine vektorielle, wie spater ein
zusehen ist. Auf den weiteren Zusammenhang beider Einheiten ein
zugehen bleibt der Dynamik vorbehalten. 

Es erleichtert das Verstandnis fiir statische Aufgaben, bei denen 
das Moment eine Rolle spielt, ungemein, wenn man mit dem Begriff 
"Moment" immer denjenigen einer Dreh
achse sich mitverbunden vorstellt, also im 
Momentenpunkt sich jedesmal eine Dreh
achse vorstellt, und diese immer vor sich sieht. 0 

Beispiel b) Man ermittle die Momente 
der Krafte P 1 , P 2 , Pa der Abb. 203 fiir den 
Momentenpunkt O; dann vergleiche man die 
Summe dieser Einzelmomente mit dem Mo
ment der Resultierenden der Einzelkrafte 
fiir den gleichen Momentenpunkt. 

Man entnimmt der Zeichnung 

P 1 = 1500 kg, P 2 = 2000 kg, Pa= 1000 kg Y2, R = 2 700 kg, 

p1 =1 m , p 2 = 0,5 m, p 3 =1,07 m, p=0,74 m, 

und bildet damit die Momente 

J11 = + 1 500 mkg, M2 =- 1 000 mkg, M3 = + 1500 mkg, 

M=+2000 mkg. 

Die Summe der Einzelmomente ist 

2:M=M1 +M2 +M3 =+2000 mkg, 

also gleich dem Moment der Resultierenden. 

25. In der xy-Ebene eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems greift die Kraft P an dem 
Massenpunkt m an, zu dem vom Nullpunkt der 
Hebel r geht, s. Abb. 204; man entwickle das 
Moment M dieser Kraft fiir den Nullpunkt als 
Funktion der Projektionen von P und 1·. 

Der Zahlenwert des Momentes ist gegeben 
durch das doppelte Momentendreieck, in der 
Abbildung schraffiert gezeichnet. die Momenten
achse ist senkrecht zur xy-Ebene. Das Mo-

Abb. 204. 
L. M. 1: 100. 

K. M. 1 mm=20 kg. 
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mentendreieck hat den gleichen Inhalt wie das Dreieck O 1 2 der 
Abbildung, namlich (Math. I, 73 g) 

L1 =HXy-Yx), 
also ist 

M=Xy-Yx, (a) 
wenn die Kraft P in Richtung der Koordinatenachsen die Projek
tionen X und Y hat und der Rebel r diejenigen x und y. 

Beispiel a) Im Fall der Abb. 204 ist x = 1,5 m, y= 3 m, 
X= 150 kg, Y=- 200 kg, also 

M= 150kg· 3 m- (- 200kg)·1,5 m = 750mkg. 

Das Vorzeichen ist "+", weil die Kraft rechtsum dreht. 

In dem besonderen Fall des Beisp. 24b) wurde die Summe der 
Momente der Einzelkrafte als gleichgroB mit dem Moment der Resul
tierenden gefunden; dieser Satz hat ganz allgemeine Giiltigkeit, wie 
zunachst fiir den Fall eines ebenen Kriiftesystems bewiesen werden 
soll. Macht man namlich den vorgeschriebenen Momentenpunkt zum 
Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so hat der Hebel
arm r die Projektionen x, y auf die Koordinatenachsen, die KriHte 
R, P 1 , P 2 , ••• P" ha ben die Projektionen X, X1 , X2 , ••• X,. bzw. Y, 
Y1 , Y2 , ••• Y,.. Die Kraft Pi mit den Komponenten Xi, Yi hat, wie 
o ben entwickelt, das Moment Mi= Xi y- Yi x, die Resultante R mit 
den Komponenten X, Y das Moment M =Xy- Yx, es ist demnach 

M=Xy-Yx=X1 y-Y1 x+X2 y-Y2 x+ ... +X"y-Y,.x 
=-Z(Xy-Yx), 

was leicht zu beweisen ist, wenn man beriicksichtigt, daB nach (12 e) 

Damit ist ein Sonderfall des allgemeinen Momentensatzes be
wiesen: 

Greifen an einem materiellen Punkt mehrere 
in der namlichen Ebene liegende Krafte an, so 
ist fiir jeden Punkt dieser Ebene ( als wirklichen 
oder gedachten Drehpunkt) das Moment der Re
sultierenden gleich der Summe der Momente der 
Einzelkrafte. (b) 

Beispiel b) Man Iose Beisp. 13f) mit Hilfe des Momentensatzes. 
Art und Richtung der Krafte ermittelt man mit der gleichen 

t.Jberlegung wie dort. Um den Zahlenwert von R zu bestimmen, 
wahle man irgendeinen Punkt O auf der Wirkungslinie von N als 
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Momentenpunkt, so wie Abb. 205 zeigt, weil dann N aus der Momenten
gleichung hinausfiillt, dann hat Q das Moment - Qq =- Qr sin a, 
ferner R das Moment - Rr und N das 
Moment O. Nach dem Momentensatz ist 

oder R=Q·sina. 

Um N zu ermitteln, wahlt man am 
einfachsten den Momentenpunkt O' auf R, 
dann ha ben R, Q, N die Momente O, 
- Q s cos a, + N s, und der Momentensatz 
lautet 

O= - Q s cos a + N s oder 

Abb. 205. 

N=Q·cosa. 

Man beachte, daB im oben bewiesenen Sonderfall (b) die ein
zelnen Momente das Gemeinsame haben, daB alle Krăfte um die 
gleiche Achse zu drehen suchen, namlich um die im Momentenpunkt 
senkrecht zur Kriifteebene stehende Gerade. Man hatte daher den 
obigen Satz auch in der Form aussprechen konnen: 

Greifen an einem Massenpunkt mehrere in der niim
lichen Ebene liegende Kriifte an, so ist fiir jede zu dieser 
Ebene senkrechte Gerade das resultierende Moment gleich 
der Summe der Einzelmomente, ( c) 

und ihn als Sonderfall des allgemeinen Momentensatzes gefunden, 
der die Form hat: 

Greifen an einem materiellen Punkt mehrere 
Kriifte an, so ist fiir jede Gerade das resultierende 
Moment, d. i. das Moment der Resultierenden, 
gleich der Summe der Einzelmomente, (d) 

und gleich bewiesen wird. 
Man stelle sich einen Korper vor, der sich nur um eine ge

gebene Gerade drehen kann, vielleicht eine um die Angel sich 
drehende Tiir, wenn man etwa eigenhiindig einige beglaubigende Ver
suche vornehmen will. Jede Kraft P, die an dieser Tiir angreift, 
wird dann eine gewisse Drehwirkung, ein gewisses Moment ha ben, 
und zwar wird dieses Moment immer von Null verschieden sein, 
solange die Kraft die Drehachse, im angezogenen Fall die durch die 
Tiirangeln gehende Gerade, nicht schneidet. Eine solche zur Dreh
achse windschiefe Kraft P sei vorausgesetzt, dann lehrt ein recht 
einfacher Versuch, daB die Drehwirkung von P um so groBer ist, 
einmal je weiter P von der Drehachse entfernt ist und dann je mehr 
sich P einer Lage senkrecht zu ihr nahert. 

Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 7 
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U m nun den Momentensatz zunacbst fiir den materiellen Punkt m 
zu beweisen, denke man sicb diesen durcb eine masselose starre 
Stange Gm mit der vorgescbriebenen Drebacbse g verbunden, und 

Abb. 206. 

zwar so, daB er ebenso wie die 
Stange vermittels eines Acbsenge
lenkes G nur zwanglaufig um g ro
tieren kann, s. Abb. 206. Die Kraft 
P kann nur dann eine von Null 
verscbiedene Drebwirkung um die 
Acbse baben, wenn sie diese nicbt 
scbneidet. Trifft dies zu, ist also P 
windscbief zu g, und zerlegt man P 
in zwei Komponenten, von denen die 
eine Pa parallel, die andere Pn nor
mal zur Acbse g ist (beide Kompo
nenten liegen also in einer zur Dreb
acbse g para1lelen Ebene durch P), 
so kommt fiir die Drehwirkung um 
die Acbse nur die Normalkomponente 

Pn in Betracht, die Axialkomponente Pa scbneidet ja die Drehachse 
im Unendlicben. Ihr Moment fiir diese Acbse (das Achsenmoment 
der Kraft P) ist dann 

(e) 

wenn p der Dreharm von Pn, d. i. der (senkrecbte) Abstand der 
Normalkomponente von der Drehacbse ist. 

Beispiel c) An dem Quader der Abb. 207 mit den Kanten 
a, a, 2a greifen die Krafte P 1 = 10 kg, P2 = 20 kg, Pa= 40 kg, 
P4 = 30 kg, P5 = 20 kg, P6 = 40 kg an. Man gebe die Momente 
dieser Krafte fiir die drei Koordinatenacbsen an. a= 1 O cm. 

z 

.5 

Abb. 207 . 

6 

U m die V orzeicben der Momente zu be
stimmen, ist vorausgesetzt, daB man jedes
mal gegen die Pfeile der Koordinatenacbsen 
schaut. Die Kraft P 1 scbneidet alle drei 
Acbsen, ibre Momente fiir diese sind 
also N ull. Die Kraft P2 bat fiir die x
Acbse das Moment - P2 • 2 a= - 4 mkg, 
fiir die y-Acbse das Moment + P2 ·a= 
+ 2 mkg und fiir die z-Achse das Mo

ment O. Entsprecbend bat Pa die Momente + Pa· a = + 4 mkg, 
O, + P 3 ·a=+ 4 mkg. Weiter sind von P4 die Momente O, - 3 mkg, O; 
von P6 sind sie O, + 2 mkg, + 4 rnkg und von P6 sind sie - 4 mkg, O, O. 

Beispiel d) An dem gleicben Quader greifen die Krafte P 1 , 
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P2 , P8 so an, wie sie durch die axonometrische Zeichnung sowie 
Grund- und AufriB der Abb. 208 u. 209 gegeben sind. Es haben 
demnach die EinzelkriiJte die Projektionen, in kg, 

X 1 =-1oo, Y1 =+2oo, Z1 =O, 

X2 =0, Y2 =+200, Z2 =-100, 

X 8 .- - - 100, Y3 =O, Z3 = + 100. 
P 1 hat fiir die x- und y-Achse das Mo- z 

ment O; fiir die z-Achse zerlegt man P 1 in 
zwei Komponenten X 1 und Y1 parallel der x
und y-Achse, die erste leistet keinen Beitrag 
zum Moment , so daB M1 .=-Y1 ·10cm= 
- 20 mkg. P2 zerlegt man in zwei Kompo-
nenten parallel der y- und z-Achse, dann ist Abb. 208. 

M2 x = - 20 mkg, M2 Y = + 1 O mkg, 

M2 z =- 20 mkg. 

Entsprechend findet man 

:~y 
~3 

M3 x=- 20 mkg, M 3 y=O, 

M_1 z =- 20 mkg. 
O[ZJy 

1 J 

:z; 
Der W ert M des Achsenmomentes ist mit 

h k Abb. 209. 
Beniitzung eines rec twin ligen Koordinaten- K . M. 1 mm = 10 kg. 
systems anzugeben. Zu diesem Zweck wahlt 
man die vorgeschriebene Achse als z-Achse, und zwar so, daB P., in 
der z-Ebene oder xy-Ebene liegt, s. Abb. 206 und 210. Das Pro
dukt P .. p nimmt wieder den W ert 

M=Xy - Yx 

an wie o ben unter (a) entwickelt, wenn 
X und Y die Projektionen von P .. und 
daruit auch von P auf die x- und y-Achse 
des Koordinatensystems sind und x und y 
diejenigen von r. Entsprechend hat die 
Kraft P;, die am gleichen Punkt angreift, 
das Moment 

M;= X;y - Y;x · (g) 

Greifen nun an diesem materiellen Punkt 
mehrere Krafte P 1 , P2 , • . • P .. mit der Re-

(f) 

z 

Abb. 210. 

sultierenden R an, so ist wieder X y- Y x das Moment der Resul
tierenden, wenn sie die Projektionen X und Y hat, und dieses Mo-

7* 
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ment M ist nach dem gleichen Beweisgang wie oben wieder gleich 
der Summe der Einzelmomente Mi, also 

(h) 
womit dann der Momentensatz (d) bewiesen ist. 

Ist der materielle Punkt im Gleichgewicht unter dem Ein
fluB der an ihm angreifenden Krafte, so wird deren Resultierende R 
gleich Null und damit auch ihr Moment fiir eine vorgeschriebene 
Gerade, also M = O oder 

XM=O, (i) 
d. h. ist der materielle Punkt im Gleichgewicht 
unter dem EinfluB der an ihm angreifendenKrafte, 
so ist fiir jede beliebige Gerade die Summe der 
Momente der Einzelkrafte Null. (k) 

Die Umkehr des Momentensatzes: 

Greifen an einem materiellen Punkt mehrere Einzel
krafte an und ist fiir jede Gerade die Summe der Momente 
dieser Einzelkrafte gleich Null, so ist dieser Punkt iru 
Gleichgewicht, (l) 

wird bewiesen: angenorumen der Punkt sei 
F nicht im Gleichgewicht, so hii.tten die Ein

zelkrafte jedenfalls eine Resultierende R; 
dann miiBte diese fiir jede zu ihr wind
schiefe Gerade ein von Null verschiedenes 

e Moment R r haben und daruit auch X Pp 
.c__J ____ .._I _ _",, einen von N ull verschiedenen W ert, was 

~ q- ..:::.a der Annahme widersprache. 
Abb. 211. Beispiel e) Man li:ise das Beisp. 13g) 

mit Hilfe des Momentensatzes. 
Wie bei der ersten Losung erruittelt man die Richtung der an

greifenden Krafte. Den Zahlenwert von F findet ruan, wenn man 
irgendeinen Punkt O auf der Wirkungslinie von N als Moruenten
punkt ( oder genauer gesagt die zur Krafteebene in dieseru Punkt 
senkrechte Gerade als Momentenachse) wahlt und fiir diesen Punkt 
die Momentengleichung anschreibt. Sie lautet, da F, Q, N die Momente 
+Fr, - Q·rsina, O haben, 

+ Fr - Qrsina+O=O oder F = Q·sina. 

Eine weitere Momentengleichung fiir den Punkt O' auf der Wirkungs
linie von F lautet 

F·O+Q·lcosa-Nl=O oder N=Q·cosa. 
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Will man die Schreibweise der analytischen Mechanik anwenden, 
eo wird man die drei Koordinatenachsen als Momentenachsen 
wăhlen. Man bezeichnet die Momente fiir diese Achsen durch an
gehăngte Indizes x, y, z, also die Momente von P; fiir die x-, bzw. 
y- und z-Achse mit M. , M. , M. und die Momente von R mit L, t:x 'tY 'IZ 

M, N. Es wurde bereits gefunden, daB fiir die z-Achse die Kraft P; 
das Moment X;y- Y;x hat und entsprechend R das Moment Xy- Yx. 
Die gleiche Dberlegung ergibt, daB fiir die x-Achse die Kraft P; das 
Moment Y;z- Z;Y hat und R das Moment Yz- Zy, und entsprechend 
fiir die y-Achse die Kraft P; das Moment Z;x- X;z und R das 
Moment Zx- Xz; man sieht, die Momente fiir die x- und y-Achse 
gehen aus denjenigen fiir die z-Achse durch einfache zyklische Ver
tauschung hervor. Und weiter ergibt diese Dberlegung, daB 

L=~(Yz-Zy), M=L:(Zx -Xz), N=X(Xy- Yx) (m) 
die Momente der Resultierenden fiir die drei Koordinatenachsen 
sind; daB die Summenzeichen .2 sich nur auf die Komponenten X;, 
Y;, Z; der Einzelkrăfte beziehen, ist selbstverstăndlich. 

Der Momentensatz in seiner allgemeinen Form ( d) oder in der 
eben entwickelten analytischen Schreibweise ist nur eine Umformung 
des Resultantensatzes. Alle Aufgaben, die ihre Losung durch An
wendung des Resultanten- oder Arbeitssatzes finden, lassen sich 
selbstverstăndlich auch mit dem Momentensatz losen, natiirlich nicht 
immer in der gleich einfachen W eise, in manchen Făllen dagegen 
wieder viel einfacher. Der Resultantensatz in seiner allgemeinen 
Form ist gleichwertig mit drei gewohnlichen Gleichungen oder Aus
sagen, entsprechend natiirlich der Momentensatz, wie auch die ana
lytische Form (m) zeigt. Es lassen sich dementsprechend mit dem 
Momentensatz statische răumliche Aufgaben am materiellen Punkt 
losen, die nicht mehr als drei unbekannte Zahlenwerte enthalten, 
entsprechend wie beim Resultantensatz in Nr. 14 entwickelt wurde. 
Dbersichtlicher freilich und logischer wird der Gedankengang, wenn 
man die Vektorenrechnung auch .auf die Momente anwendet, was 
m den folgenden Nummern geschehen soll. 

Aufgabe a) Man liise Aufg. 20 c) mit Hilfe des Momentensatzes. 
Liisung: Fiir einen gedachten Drehpunkt O auf der Wirkungslinie von 

N lautet die Momentengleichung, s. Abb. 189, 

+H·h-Q·q+N-0=0 oder H·h-Q·htgrx=O 
und liefert H = Q · tg rx. 

Aufgabe b) Die (durch die Angeln bestimmte) Drehachse einer Tiire ist 
nicht lotrecht, so daB bei jedem Offnungswinkel cp die Tiire in die durch ihre 
Achse gehende lotrechte Ebene sich zuriickdrehen will. Durch welches Mo
ment M wird beim Offnungswinkel cp die Tiire in ihrer Lage erhalten? 
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Li:isung: Man wahlt ein Koordinatensystem so, daB die Turachse z-Achse 
wird, s. Abb. 212, und die Ebene durch die Ruhelage der Tur zur y-Ebene; 

den Nullpunkt wahlt man in der Achsenmitte. 
Z qy ist der Winkel von der Ruhelage zur gei:iff

neten Tur. Das notwendige gegen Riickdrehung 
G!eichgewicht haltende Moment muB gleich sein 
d~m Moment des Turgewichtes Q fUr die z-Achse. 
Q hat in Richtung der z-Achse die Komponente 
Q cos y, die zur Drehung keinen Bei trag leistet, 
und in der x-Richtung die Komponente Q sin y 
mit dem Dreharm b sin qy und also dem Drehmo
ment M = Qb sin r sin qy. 

26. Man denke sich den materiellen 
Punkt m vermittels einer starren gewichts-

Abb. 212. 
losen Stange m O mit dem festen Punkt O so 

verbunden, s. Abb. 213, daB die Stange sich nach jeder Richtung um 
O drehen kann, so daB sie also, und der Punkt m genau so, zwei 
Freiheitsgrade hat. Praktisch fiihrt man dies etwa aus, indem man 

o 

Abb. 213. 

die Stange durch ein Kugelgelenk mit O· ver
bindet. Greift nun am materiellen Punkt m eine 
Kraft P an, so ist aus Symmetriegriinden zu er
warten, daB der Punkt m, falls er vorher in Ruhe 
war, einen Kreisbogen um O beschreibt, dessen 
Ebene durch die Stange Om und die Kraft P 
bestimmt ist. Die Achse der Drehung ist dann 
senkrecht zu dieser Ebene, wobei natiirlich vor
ausgesetzt ist, daB P aus ihr nicht heraustritt. 
Als MaB der Drehwirkung dient wieder das Mo

ment. Dieses Moment der Kraft P beziiglich des Drehpunktes O 
ist hinreichend charakterisiert, wenn man Lage, Richtung und Zahlen
wert von P gegeniiber dem Punkt O angibt. 

Man definiert wieder: Der Zahlenwert des Momentes M der 
Kraft P fiir den Punkt O istM= Py, wenn y der Dreharm der Kraft 
fiir den Bezugspunkt O ist, das heiBt der (natiirlich senkrechte) Ah
stand der Drehkraft vom Drehpunkt, siehe Abb. 213. Den Dreh
punkt O heiBt man wieder Momentenpunkt. Der Zahlenwert M = Py 
des Momentes wird dargestellt durch das doppelt zu zăhlende Drei
eck der Abbildung, das sogenannte Momentendreieck. 

W eiter ist zur Charakterisierung des Momentes der Kraft P 
noch anzugeben die Richtung der Drehachse. 

Liegen die Krăfte, fiir die man das Moment ermitteln will, mit 
dem Momentenpunkt nicht mehr in der gleichen Ebene, oder haben 
sie unter sich nicht mehr die nămliche Ebene gemeinsam, so wird 
die Betrachtung insofern verwickelter, als die Drehachse, die einen 
wesentlichen Bestandteil des Momentenbegriffes bildet, nicht mehr 
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die gleiche Richtung fiir alle einzelnen Krăfte hat. Man halte fest, 
dal3 das Moment einer Kraft fiir einen (wirklichen ader gedachten) 
Drehpunkt O erst durch Angabe seines Zahlenwertes und der Rich
tung der Drehachse vollstăndig bestimmt ist. 
Der Zahlenwert des Momentes ist durch M = Py 
gegeben. Da es ohnedies feststeht, dal3 die Dreh
achse durch O hindurchgeht, sie also vollstăndig be
stimmt ist, wenn man ihre Richtung kennt, so ist 
nur mehr diese selbst darzustellen durch eine be
liebig gelegene Strecke senkrecht zum Momenten
dreieck. Der Richtungssinn des Momentes wird 
am einfachsten durch einen Pfeil auf der eben 
angegebenen Strecke zum Ausdruck gebracht. 
Wir setzen fest: auf dieser Strecke mul3 der Pfeil 
zum Beschauer gehen, wenn dieser wahrnimmt, daB durch die Kraft 
P das Momentendreieck rechtsum gedreht wird, wie das bei Abb. 214 
der Fall ist. 

Nach diesen Angaben ist das Moment einer Kraft ein Vektor: 
zu seiner Bestimmung ist Zahlenwert und Richtung mit Richtungs
sinn notwendig. 

Die Darstellung des Momentes bietet dem Anfănger manche 
Schwierigkeiten, so daB wir noch einen Augenblick stehen bleiben 
miissen. In der Mechanik kehrt eine Reihe von Gri:illen immer wieder, auf 
die alle anderen zuriickzufiihren sind. Zunachst die Elementar
gr613en W eg und Kraft, die einer anschaulichen Darstellung keine 
Schwierigkeiten bieten; in beide kann man recht einfach den Be
griff Zahlenwert und Richtung hineinbringen, da sie sich durch ihre 
eigene Natur bereits als V ektoren darstellen. Die Resultierende ist eine in 
ihrer Art nicht neue Gri:iBe, sie ist eine aus anderen Krăften hervor
gehende Kraft. Auch der Arbeitsbegriff bot keine weiteren Schwierig
keiten, da er j a durch eine gewi:ihnliche Zahl zur Darstellung gebracht 
werden kann. Der Anschauung schwerer naherzubringen ist aher 
die Drehwirkung durch den Momentenbegriff. Man halte fest: Im 
Begriff "Moment" ist die Drehwirkung einer Kraft vollstăndig zum 
Ausdruck zu bringen. Und dazu gehi:irt, daB wir angeben, einmal mit 
welcher lntensităt die betrachtete Kraft dreht, und gleichzeitig um 
welche Achse sie dreht. Beide Angaben lassen sich recht an
schaulich durch das Momentendreieck zum Ausdruck bringen: Ab
gesehen von der Benennung ist Py der doppelte lnhalt dieses Drei
eckes, ferner steht zu ihm die Drehachse senkrecht. Ware es nur 
um die Anschauung allein zu tun, so wiirde das Bild des Momenten
dreieckes vollstăndig hinreichen zur Charakterisierung eines Momentes, 
und in der Tat wird man sich mit diesem Bild vollstăndig zufrieden 
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geben, wenn es sich nur um die Darstellung eines Momentes handelt. 
Nun muB man aber auch mit Momenten rechnen und das Momenten
dreieck ist eben nur ein Bild, ein sehr anschauliches zwar, mit dem 
man aber nicht rechnen kann. Durch die im Begriff "Moment" 
enthaltenenAngabenZahlenwert und Richtung ist offenbar ein Vektor ge
geben, und deswegen muB das Moment durch einen Vektor dargestellt 
werden, so dargestellt werden, wie bereits angegeben, daB er nam
lich die Richtung der Drehachse hat, also senkrecht zum Momenten
dreieck steht, und daB seine MaBzahl die doppelte MaBzahl des 
Momentendreieckes ist. 

Das Moment, in der soeben beschriebenen Form, ist eine in 
der Mechanik so haufig auftretende GroBe, daB sich eine kurze 
Schreib- und Sprechweise fiir den Inhalt seiner Definition als not
wendig erweist. Man beachte, daB durch Angabe des V ektors ~ 
sowie des V ektors r vom Momentenpunkt O zum materiellen Punkt m 
das Momentendreieck vollstandig bestimmt ist. Der Momenten
vektor IDl, wie in Zukunft auch statt Moment gesagt wird, kann 
demnach durch ein Operationszeichen, das nur $ und r enthălt, 
vollstandig dargestellt werden. Wir wăhlen die Schreibweise [$r] 
fiir den Vektor IDl und die Sprechweise "Vektorprodukt aus $ und r" 
oder "vektorielles Produkt aus $ und r" oder auch kiirzer "$ mal 
r vektoriell". Diese Schreib- und Sprechweise hat die Gefahr, daB 
man die neue Operation fiir ein wirkliches Produkt hălt, was sie 
natiirlich nie ist. Produkt nennt man die neue Operation, weil fiir 
sie entsprechende Gesetze gelten wie fiir ein wirkliches Produkt, auch 
die Schreibweise stiitzt sich auf diese uberlegung. Im Gegensatz zum 
skalaren Produkt nennt man die neue GroBe Vektorprodukt oder 
vektorielles Produkt, weil das Resultat der neuen Operation ein 
Vektor ist. 

Anmer kung. Eine andere Bezeichnung geht von den Komponenten der 
Kraft P gegeniiber einer vorgeschriebenen Richtung aus. In 12 wurde die 
Komponente H der Kraft P langs des vom Korper zuriickzulegenden W eges 
der "Beitrag" der Kraft P in dieser Richtung genannt, s. Abb. 63. Man bat 
oft auch die Bezeichnung "innere Kom ponente" fiir H und dementsprechend 
dann "auBere Komponente" fiir die :r.ur vorgeschriebenen Richtung senk
recht stehende Komponente V. In Anlehnung an diese Sprechweise hat man 
auch die Bezeichnung "inneres Produkt" statt "skalares Produkt", weil fiir 
die Arbeitsleistung in einer gegebenen Richtung nur die innere Komponente 
der Kraft in dieser Richtung zur Geltung kommt. Und entsprechend erklart 
sich auch die Benennung "ăuBeres Produkt" statt "Vektorprodukt". 

Den Zahlenwert des Momentenvektors kann man nach der Fest
setzung angeben als M = Py, d. i. das Produkt aus Drehkraft mal 
Dreharm oder das Doppelte des Momentendreieckes (genauer: die 
Ma!3zahl des Momentenvektors ist gleich der doppelten MaBzahl des 
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Momentendreieckes), oder man fiihrt st.att des Dreharmes y den 
Hebelarm r (das ist der Vektor vom Momentenpunkt zum Angriffs
punkt der Kraft, zum materiellen Punkt) ein und hat M = P r sin q;. 

Beispiel a) An dem durch 
die axonometrische Zeichnung der 
Abb. 215 gegebenen Quader mit 
den Kanten a, 2 a, a greifen im 
namlichen Punkt m die drei 
Krafte P1 = P, P2 = 2 P, P3 = P 
langs der Kanten an. Den MaB
stab fiir die Darstellung der Krafte 
kann man so wahlen, daB jede 
Kraft durch die Kante darge
stellt wird, in der sie liegt. Man 
ermittle Zahlenwert und Richtung 
der Momente der drei Krăfte fiir 
den Punkt O als Momentenpunkt. 

...... 

1 
1 

_..L----
....-

Abb. 215 . 

In der Abbildung ist das schraffiert gezeichnete Parallelogramm 
gleich dem doppelten Momentendreieck fiir die Kraft P 1 . Der 
Zahlenwert von M1 ist gleich dem Zahlenwert dieses Parallelogramms, 
also gleich P ·a \1'5; das Parallelogramm ist senkrecht zum AufriB 
und somit der Momentenvektor M1 parallel zu diesem RiB; W enn 
man als MaBstab fiir die Darstellung des Momentes 1 cm =Pa 
wahlt, dann wird M1 durch eine Strecke v'5 cm dargestellt (mit der 
Richtung 2 : 1 iru AufriB), so wie das die Zeichnung ersichtlich macht. 
Der Pfeil von M1 geht nach abwarts, weil ein von oben herab
sehender Beschauer wahrnimmt, daB P 1 linksum zu drehen sucht. 
M 1 muB keineswegs im Punkt O angetragen werden, seine Lage ist 
ganz heliebig. Das Momentendreieck fiir P2 steht senkrecht zum 
SeitenriB, also ist der Momentenvektor 1lf2 parallel zu diesem RiB. 
M2 hat den Zahlenwert 2P·a \1'2 , wird sonach durch eine Strecke 
2 cm v'2 (mit der Richtung - 1: 1 im SeitenriB) dargestellt, der 
Pfeil geht nach oben. Der Momentenvektor M 3 von P 3 hat den 
Zahlenwert P ·a VS und ist parallel zum GrundriB, er wird durch 
eine Strecke v'5 cm (mit der Richtung 2: 1 im GrundriB) dargestellt. 

Man beachte, daB die Resultierende R der drei Krafte durch 
den Momentenpunkt O geht und deswegen das Moment O fiir diesen 
Punkt hat; und weiter, daB die graphische Summe der drei Momenten
vektoren gleichfalls O ist. Es zeigt sich in diesem besonderen Fall, 
was spater als allgemein giiltig erwiesen wird, daB namlich fiir jeden 
beliebig gewahlten Momentenpunkt das Moment der Resultierenden 
gleich ist der graphischen Summ~ der Momente der Einzelkrafte. 
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Beispiel b) In Abb. 216 wird eine Kraft P durch den Vektor 
CD dargestellt und zwar m allen drei Rissen. Statt des Momenten-

dreieckes ist hier ein Paralle
logramm gleich dem doppel
ten Momentendreieck gezeich
net, und zwar durch seine 
drei Risse F1 , F2 , F 3 • Im 
AufriB ist CD = 720 kg und 
y = 1,1 m, also F1 = 800 mkg 
rund. Entsprechend findet 
man F2 = 1000 mkg, F3 = 
1100 mkg. Die Raumgeo
metrie bestimmt daraus F= 

V ]!~ 2 + F22 + F 32 = 1690 
mkg. Damit ist der Zahlen
wert M = 1690 mkg des Mo-

c mentes jJl gefunden, die Rich
tung von IDJ ist diejenige senk
recht zum Momentendreieck, 

so wie sie in der Abbildung durch die GrundriBspur F' und die Auf
riBspur F" im MomentenmaBstab 1 mm = 80 mkg zum Ausdruck 
gebracht ist. 

Ahb. 216. 
L. M. 1: 100. K. M. 1 mm = 40 kg. 

* 27. Mit den vorausgehenden Betrachtungen sollte der Wert und 
die Bedeutung der nachfolgenden Rechnungen klargelegt werden. Ihr 
Hauptzweck war, dem Moment (neben Resultante und Arbeit das 
wichtigste Element der Ingenieur-Mechanik), das ja ein Vektor ist, 
eine vektoranalytisch verwertbare Form zu verleihen. 

Wir definieren also: 

Das Vektorprodukt !U = [~!J] - auch vektorielles 
oder bisweilen auBeres Produkt genannt - aus den beiden 
V ektoren ~ und tJ ist ein V ektor, dessen Zahlenwert 
V= A B sin rp und dessen Richtung senkrecht ist zu beiden 
Vektoren W und !J, so zwar, daB die Vektoren !l, !J, !S 
in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. (a) 

In dieser Definition sind 21 und tJ ganz beliebige Vektoren; 
wenn man will, so kann man sich nati.irlich zur Erleichterung der 
Vorstellung W als Kraft vorstellen, die am Hebelarm tJ angreift; 
auch statt Vektorprodukt jedesmal sagen "Moment" oder auch 
"statisches Moment". (Dber Rechtssystem s. a. Math. I 190). 

Nach den fri.iheren Festsetzungen wird der Winkel rp vom 
Vektor A zum Vektor B gezahlt, wenn man beide vom gleichen 
Punkt aus abtragt, siehe Abb. 217. 
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Oder man definiert: 

Der Zahlenwert V des Vektorproduktes !8 ist gegeben 
durch das doppelte aus .A und B gebildete V ektordreieck; 
~ steht senkrecht zum Vektordreieck; wenn der Beschauer 
den Vektor fl an dem (als Hebelarm gedachten) Vektor 8 
angreifend voraussetzt und nimmt eine Rechtsbewegung 
wahr, dann geht der Pfeil von ~ zu ihm; nimmt er eine 
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Linksdrehung wahr, so wendet sich der Pfeil von ihm weg. (b) 

Die beiden Definitionen beziiglich 
des Pfeiles oder in anderer Sprechweise 
beziiglich des Richtungssinnes von ~ sind 
als gleichwertig aus Abb. 217 zu ersehen. 

Beispiel a) Was ist an der Glei
chung [2lll]=.AB falsch1 

Antwort: DaB die Jinke Seite ein 
Vektor und die rechte eine Skalare ist; 
man kann nur Vektoren mit Vektoren 
und Skalare mit Skalaren vergleichen. 

Abb. 217. 

Beispiel b) Kann die Gleichung [alt]= 21 richtig sein 1 

Nur wenn !(=O ist; denn ist ~ von Null verschieden, so steht 
der V ektor [218] senkrecht zu 21, weil ja 21 die eine Seite des V ektor
dreieckes bildet; es konnen beide Vektoren aher unmoglich gleich sein, 
wenn sie verschieden gerichtet sind. 

Nach der Definition des Vektorproduktes ist [218j =O, wenn 
entweder Vektor .A= O oder Vektor B =O ist, oder aher wenn beide 
parallel sind, also gleichgerichtet oder entgegengesetzt gerichtet. Denn 
in letzteren beiden Fallen liegen die zwei Seiten .A und B des V ektor
dreieckes in der namlichen Geraden. 

Daraus folgt insbesonders, daB 

[21~] =0, 

Anmerkung: Das Rechnen mit Vektorprodukten macht dem 
Anfanger meist groBere Schwierigkeiten. Hier hilft nichts anderes, 
als eben immer und immer wiederholen. Ein Mittel, leichter in das 
W eseu der Vektorenrechnung hereinzukommen, ist das, sich jeden 
Vektor raumlich vorzustellen. Besonders gilt dies vom Vektorprodukt. 
Man gewohne sich deswegen ganz streng daran, beim Lesen eines 
Vektorproduktes, etwa [U ~], sich diese GroBe vorzustellen als Vektor 
senkrecht zu dem aus U und ~ gebildeten Vektordreieck. Man 
muB dieses Vektordreieck vor sich sehen, am einfachsten, indem 
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man !B als Hebelarm und U als angreifende Kraft sich vorstellt, 
und senkrecht zu diesem Dreieck den Vektor [U~], versehen mit 
dem entsprechenden Pfeil. 

Abb. 218. 

Unmittelbar durch diese Vorstellung allein 
schon sieht man, daB die neue Operation [!l tl] 
kein wirkliches Produkt ist: bei einem solchen 
gilt als erster Hauptsatz a· b = b ·a, was ent
sprechend beim Vektorprodukt heiBen miiBte 
[!ltl] = [!SW]. Stellt man sich aher diese beiden 
GroBen vor, also im ersten Fall @l als Kraft am 
Rebel !S angreifend, im zweiten Fall umgekehrt, 
so sieht man im zweiten Fali das Vektordreieck 
linksumlaufen, wenn es im ersten Fali rechtsum
laufen ist und umgekehrt, wie Abb. 218 an
gibt. Die beiden Vektoren [~UJ] und [!S!l] sind 

demnach entgegengesetzt gleich, 

[lUlJ =- [~!SJ , (c) 
wofiir man auch schreiben kann 

[W!S] + [tl!l] =O. 

Die Rechnung mit den Grundvektoren macht die Ermittlung 
des Vektorproduktes [i1 i2] notwendig. Zu diesem Zweck stellt man 

Abb. 219. 

sich am einfachsten wieder i 1 als Kraft am 
Hebelarm i2 vor, wodurch als doppeltes Vekto
rendreieck ein Quadrat mit der Flăche 1 er
scheint, in Abb. 219 schraffiert. Demnach ist 
[i1 i2] ebenfalls ein Einheitsvektor, und zwar 
gleich i3 , wie die Abbildung zeigt, da der Be

schauer, der sich gegen den Pfeil von i3 wendet, das Vektoren
dreieck von [i1 i2] rechtsumlaufen sieht. Es ist sonach 

[il i2] = i3, 

(i2 il]=- ia, 

[i2 ia] = i1 , [ia i1] = i2; 

(iai2]=-il, (iliaJ=-i2. 
(d) 

Denn aus der ersten Gleichung gehen die beiden năchsten durch 

Abb. 220. 

zyklische Vertauschung hervor und aus der 
oberen Gleichungsgruppe die un tere nach ( c ). 

* 28. Den Vektor IDl = [W !SJ stellen 
wir am einfachsten mit Hilfe des aus 2l und 
!S konstruierten V ektordreieckes dar, so 
wie Abb. 220 andeutet. Die Flăche F des 
doppelten Vektordreieckes hat die Projek
tionen F1 , F2 , Fa auf die Koordinaten-
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ebenen, deren W erte sich nach den Regeln der analytischen Geome
trie (Math. I 7 3 g) ermitteln lassen, oder etwa auch so wie im Bei
spiel 26 b) angegeben wurde. Die beiden Vektoren A und B sind 
gegeben durch 

~ = i1 A1 + i2 A2 + iaAa und !8 = i1 B1 + i2 B2 +ia Ba. 
Tragt man sie beide vom Nullpunkt des Koordinatensystems 

aus ab, so hat der Endpunkt P 1 von A die Koordinaten P 1 = A1 1 A2 1 Aa 
und entsprechend der Endpunkt P2 des Vektors B die Koordinaten 
P2 = B 1 1 B2 1 Ba. Dann ist F der doppelte Flacheninhalt des Drei
eckes OP1 P2 und F3 der doppelte Flacheninhalt der Projektion OQ1 Q2 
dieses Dreieckes auf die z-Ebene, so wie das Abb. 220 zeigt. Man 
findet 

und entsprechend sind die anderen Projektionen 

F 1 , F2 , F 3 sind die Projektionen des Dreieckes F auf die drei Ko
ordinatenebenen, also gilt (Math. I 189 a) 

F 1 = F cos a, F2 = F cos fJ, F3 = F cos y, 
wodurch dann dieses Dreieck vollstandig bestimmt ist. 

Nun ist aher andererseits auf dem Vektordreieck senkrecht der 
Vektor rol errichtet, und zwar so, daB seine MaBzahl gleich ist der 
doppelten MaBzahl des Dreieckes. Dieser Vektor IDl und das doppelte 
Vektordreieck haben also gleiche Richtung und gleichen Zahlenwert. 
Dann sind F 1 , F 2 , F3 auch die Projektionen von !Dl auf die drei 
Koordinatenachsen (Math. I 195 d), folglich muB gelten 

[@1!8] = IDl = i1 F 1 + i2 F 2 +ia Fa, 
oder wenn man die W erte fiir F.; einsetzt, 

[~8] = i1 (A2 Ba ~ AaB2) + i2 (AaB1 - A1 B 3 ) + i3 (A1 B2 -A2 BJ. (a) 
Die zyklische Reihenfolge verrat schon, daB diese Summe eine 

Determinante ist, man kann schreiben 

(b) 
Bl B2 Ba 

was durch Entwicklung dieser Determinante nach der ersten Zeile 
ohne weiteres ersichtlich zu machen ist. 

Beispiel a) Die Vektoren AB und BC der Abb. 216 sollen 
unbenannt sein, den ersten bezeichnet man mit r, den zweiten mit ., . 
r hat die Projektionen 1, 3, 2 in Richtung der drei Koordinaten-
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achsen und ~ diejenigeiJ 4, 1, - 2, wie der Abbildung zu entnehmen 
ist. Dann ist 

ia ' 

- ~ 
1 

= 8 i1- 10 i2 + 11 i3. 

Beispiel b) Man gebe den Momentenvektor IDl= [~hJ und 
seine Komponenten bzw. Projektionen auf die Koordinatenachsen 
als Funktion der Projektionen von $ und f an. 

Es ist 

also 
ii i2 is 

[$r]= X Y Z =i1 L+i2 M-!--i 3 N, 
X y Z 

woraus sich wie bereits durch Gleichung (25 m) entwickelt ergibt 

L=Yz-Zy, M=Zx-Xz, N=Xy-Yx. 

(c) 

Beispiel c) Der Zusammenhang zwischen dem Moment einer 
Kraft $ fiir einen vorgeschriebenen Momentenpunkt O und dem Mo
ment der gleichen Kraft fiir eine durch diesen Punkt O hindurch
gehende Momentenachse g ist ein recht einfacher. Ist nămlich wie
der f der V ektor vom Bezugspunkt O zum Angriffspunkt m der 
Kraft, s. Abb. 206 und 210, so ist das Punktmoment fiir O durch 
[$ r] gegeben. Das Achsenmoment stellt man analytisch dar, wenn 
man die Momentenachse g zur z-Achse eines răumlichen Koordinaten
systems macht, dann hat nach (25f) das Moment der Kraft fiir diese 
Achse den Wert Mg =X y- Y x. Wie eben im Beisp. b) entwickelt 
wurde, hat die Projektion von "IDl auf die Gerade g den gleichen 
Wert Xy- Yx; es gilt somit: 

Oder: 

Die Projektion des Momentes einer Kraft fiir einen 
vorgeschriebenen Punkt O auf eine beliebige durch O 
gehende Achse g ist gleich dem Moment der Kraft fiir 
diese Achse g. ( d) 

Das Moment einer Kraft fiir eine vorgeschriebene 
Achse g ist gleich der Projektion des Momentes dieser 
Kraft fiir einen beliebigen auf g liegenden Punkt O auf 
diese Achse. ( e) 
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Oder kiirzer: 

Das Achsenmoment ist gleich der Projektion des Punkt
momentes, wenn die Bezugsachse durch den Bezugs
punkt geht. 

Man halte fest, daB ein V ektorprodukt durch die Determinante 
darstellbar ist. Man halte weiter fest, daB im Gebiet der Summie
rung fiir die Vektoren die nămlichen Sătze gelten wie fiir gewohn
liche Zahlen, und ebenso im Gebiet des elementaren Produktes. In 
beiden Gebieten operiert man demgemăB mit den Vektoren genau 
so, wie wenn es gewohnliche Zahlen wăren. 

Dann ergibt sich aher recht einfach der zweite Hauptsatz des 
Vektorproduktes 

(f) 
Setzt man nămlich einen Augenblick !Jl = 21 + tl, und sind Ai, 

B;. Ci und Ri die Projektionen der Vektoren A bzw. B, C und R 
auf die drei Koordinatenachsen, so daB also Ri =Ai + Bi, so kann 
man der Reihe nach schreiben 

il i2 i3 ,. 

[(21 + tl)(t] = [!Jl (t] = Rl R2 Ra 
el 02 cal 

il i2 Îa il i2 ia il i2 ia 
Al +Bt A2+B2 Aa+B3 Al A2 A a 

1 Bt B2 Ba 1 
el 02 03 el c2 03 el 02 03 

= [21 (t] + [tl (t]' 
womit dann der obige Hauptsatz bewiesen ist; man kann ihn, wenn 
man die Sprechweise des gewohnlichen Produktes auch auf das 
Vektorprodukt iibertrăgt, in Worte fassen: 

Eine (graphische) Summe wird vektoriell multi
pliziert, indem man jeden Summanden vektoriell 
multipliziert. (g) 

Den Beweis hătte man auch fiihren konnen mit Hilfe des 
Satzes: 

Zwei Vektoren sind gleich, wenn ihre Kompo
nenten in Richtung der Koordinatenachsen gleich 
sind, (h) 

der ja unmittelbar einzusehen ist. Setzt man wieder W + tl = !Jl, 
dann sind die Projektionen von [!Jl 6;] bzw. [2l (t] und [!B (t] auf die 
z-Achse 

R 1 02 - R2 01 bzw. A1 02 - .A2 01 und B1 02 - B2 01 • 
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Nun ist aber Ri =.Ai+ Bi, also 

Rl e2 -R2 el= (.Al+ Bl) e2 -(A2 + B2) el 
= (.A1 e2- A2 e1) + (B1 e2- B 2.e1). 

Es sind also die z-Projektionen von [!JH~] und [~6:] + [tH~J einander 
gieich und daruit auch die Komponenten in diesen Richtungen; die 
nămiiche Beziehung gilt natiirlich auch fiir die Komponenten in der 
x- und y-Richtung, dann folgt aber daraus, daB die Vektoren [!R6:] 
und [~6:] + [!86:] einander gieich sind, oder wenn man wieder 
!R = ~ + l8 setzt, daB 

[(~ + !8) 6:] = [~6:] + [!BttJ. 
Einer Beweisfiihrung bedarf nach diesem Satz die Formei 

[(!~ + !8) (6: + ~)] = [~6:] + [!~~] + [!86:] + [!8 ~] (i) 

nicht; sie wird sofort ersichtlich, wenn man etwa 6: + ~ = ~ setzt 
und die vorausgehende Formei zweimal anwendet. 

* 29. An. einem materiellen Punkt m greifen mehrere Krăfte 
P 1 , P 2 , ••• Pn mit der Resultierenden R an. Von ihnen hat P1 fiir 
einen beliebig gewăhiten Punkt O das Moment [$ir], wenn r der 
Hebeiarm von O aus zum Angriffspunkt m der Krăfte ist, die Re
sultierende hat das Moment [!Jh]. Wegen !R = $ 1 + $ 2 + ... + $n 
wird dieses Moment 

oder nach (28 g), wenn man die Summe vektoriell ausmultipiiziert, 

oder 

d. h. 

[!Rr] = [$1r] + [$2 r] + ... + [$,.rJ, 

[!Rr] = X[$r], 

Greifen am materiellen Punkt mehrere Krăfte 
an, so ist fiir jeden Punkt das Moment der Re
sultierenden gieich der gra.phischen Summe der 
Momente der Einzeikrăfte (Momentensatz). 

(a) 

Im Fall des Gieichgewichtes geht wegen R=O dieser Satz 
iiber in 

d. h. 
Ist der materielle Punkt unter dem EinfluB 

der an ihm angreifenden Krăfte im Gieichgewicht, 
so ist fiir jeden Punkt die graphische Summe der 
Momente dieser Einzeikrăfte gieich Null. 

(b) 



Allgemeine Siitze der Statik starrer Kiirper. 29. 30. 113 

Die Umkehr dieses Satzes: 

Ein materieller Punkt ist unter dem EinfluB der an 
ihm angreifenden Krăfte im Gleichgewicht, wenn fiir jeden 
Punkt die graphische Summe der Momente dieser Krafte 
gleich N ull ist, ( c) 

wird entsprechend wie die Sătze (23f) und (251) bewiesen: Ange
nommen, der Punkt sei nicht im Gleichgewicht, so miiBten die an 
ihm angreifenden Krăfte eine von N ull verschiedene Resultierende R 
haben. Fiir irgendeinen nicht auf R liegenden Momentenpunkt 
ist dann das Moment [!Rr] von R sicher von Null verschieden und 
demnach nach (a) auch .L:[,r], was der Voraussetzung widersprăche. 

Der Momentensatz ist ein vektorieller Summensatz und dem
nach im allgemeinsten Fall, d. h. bei răumlichen Aufgaben, gleich
wertig mit drei gewohnlichen Gleichungen. Er ist sonach von der 
gleichen Allgemeinheit wie der Resultantensatz, aus dem er ja durch 
Umformung hervorgegangen ist. Diese drei Gleichungen sind nichts 
anderes wie die "Projektionen" des Momentensatzes auf drei beliebige 
Gerade. Will man die analytische Darstellung, so wird man auf 
die drei Achsen eines răumlichen Koordinatensystems projizieren _ und 
erhalt nach Beisp. 28 b) als "Projektionen" des allgemeinen Momeriten: 
satzes (a) 

Yz-Zy =Y1 z -Z1 y+Y2 z -Z2 y+ .. •+ Ynz-Zny, 
Zx- Xz= Z1 x-X1 z + Z2 x- X2 z + ... + Znx- Xnz, 
Xy- y X= x1 y- y1 X+ x2 y- y2 X+ . .. + Xny- yn X' 

oder wenn man Abkiirzungen einfiihrt und auch das Summenzeichen 
anwendet, das sich dann natiirlich nur iiber die Projektionen der 
Krafte erstreckt, 

L = .L:(Yz- Zy), M=.L:(Zx-Xz), N=X(Xy-Yx), (d) 

d. i. wieder die bereits auf anderem Weg entwickelte Form (25m). 
Fiir den Fali des Gleichgewichtes erhălt man als analytische 

Form des Momentensatzes 

X(Yz- Zy)= O, .L:(Zx-Xz) =O, I(Xy-Yx)=O. (e) 

30. Aus den n materiellen Punkten eines Korpers wăhlt man irgend
einen mit der Ordnungsziffer k heraus und nennt ihn mk. Greifen 
an einem Korper ăuBere Krăfte an, so werden unter deren EinfiuB 
im Korper selbst innere Krăfte entstehen. Im allgemeinen Fali 
greifen dann an dem Punkt mk ăuBere und innere Krăfte an. Die 
ăuBeren, Massenkrăfte oder Nutzkrăfte oder Auflagerkrafte, faBt man 
zu einer Resultierenden Pk zusammen; die inneren sind Jk 1 , Jk 2 , ..• Jkn' 

Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 8 
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wo Jk 1 vom Punkt mk aus zum Punkt m 1 eine Wirkung ausiibt; sie 
faBt man zusammen zu einer Resultierenden 

~kl +~k2 + · · · +~kn=~~k" 
Wir gehen aus von einem im Gleichgewicht befindlichen starren 

Korper; definitionsgemaB ist im Begriff "starr" die Tatsache ent
halten, daB die einzelnen Massenpunkte des Korpers ihre gegen
seitige Lage im Verlauf der Untersuchung nicht andern, und im Be
griff "Gleichgewicht", daB jeder einzelne Punkt des Korpers im 
Gleichgewicht ist. Beide Tatsachen lassen sich je durch eine Glei
chung zum Ausdruck bringen. Die Voraussetzung des Gleichgewichtes 
fur den Punkt mk bedingt 

$k + ~~k = O. (a) 
Von den inneren Kraften wissen wir, daB nach dem Gesetz von der 
Wechselwirkung immer je zwei im Gleichgewicht sind, 

(b) 
Es bilden also die inneren Krafte fiir sich ein Gleichgewichtssystem, 

oder 
2,"'~1 + 2,"'~ + · • • + 2'~n =O 

2~~=0, 

die graphische Summe aller innere n Krafte eines 
im Gleichgewicht befindlichen starren Korpers 
ist N ull. 

(c) 

Die Summierung der Formei erstreckt sich iiber jeden einzelnen 
materiellen Punkt des Korpers und liber jede einzelne an diesem 
Punkt angreifende innere Kraft. 

Auf diese inneren Krafte wenden wir weiterhin den Arbeitssatz 
an, indem wir zunachst eine unendlich kleine Verschiebung ~ des 
starren Korpers als gedachte Bewegung annehmen, s. Abb. 221. Bei 

Ju l 

-~ ~z ----- -"""'r--<- ----- t --- "~ 4 ---- s 
k~-=------ -----

Abb. 221 und 222. 

dieser Bewegung leisten die beiden 
entgegengesetzt gleichen Krafte 
Jk 1 und J 1 k die Ar bei ten ~k 1 ~ und 
~~k~' deren Summe ~kl~ + ~~k~ 
zu Null wird wegen (b). Nimmt 
man weiter als gedachte Bewegung 
des Korpers eine unendlich kleine 
Drehung so an, daB der Punkt mk 

in Ruhe bleibt, so wird. bei dieser Bewegung die Kraft Jk 1 keine 
Arbeit leisten, da sie ja keinen W eg zuriicklegt, und ebensowenig 
die Kraft J!k, weil sie wăhrend der Bewegung stets senkrecht ist 
zum Weg, s. Abb. 222. Nimmt man schlieBlich eine beliebige un-
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endlich kleine Bewegung des starren Korpers an, so kann man diese 
Bewegung zusammensetzen aus einer unendlich kleinen Schieb.ung, 
die das System der beiden 
Punkte aus der Lage k und l 
in diejenige k' und l" iiberfiihrt, 
und aus einer unendlich kleinen 
Drehung, die das System aus 
dieser Zwischenlage in die End
lage k' und l' bringt, so wie 

Abb. 223. 

durch Abb. 223 angedeutet ist. Bei der ersten Teilbewegung sowohl 
als bei der zweiten ist wieder die Arbeitsleistung Null, so daB dem
nach bei einer unendlich kleinen Bewegung des starren Korpers 
die Summe der Arbeitsleistungen der beiden inneren Krăfte Null ist, 

~kl~k + ~~k~l= o. 
Ebenso wie die Arbeit dieses Paares Null ist, wird auch die Arbeit 
von je zwei anderen zusammengehorigen inneren Krăften Null werden, 
so daB die Gesamtsumme der Arbeiten der inneren Krăfte bei dieser 
angenommenen Bewegung N ull ist, 

oder 
L:'~1~1 + L,"'~2~2 + · · • + ~~n~n =0 

L:'L:'~~ =o, 
fiir jede beliebige unendlich kleine (gedachte 
oder wirkliche) Bewegung des starren im Gleich
gewicht befindlichen Korpers ist die Summe der 
Arbeiten der inneren Krăfte Null. 

(d) 

Auf das Paar Jkl und J 1k von inneren Krăften wendet man ferner 
noch den Momentensatz an. Ohne weiteres ist ersichtlich, daB sie fiir 
jede beliebige Momentenachse entgegengesetzt gleiches Moment haben, 
Mkz =-M1k; beide Krăfte haben gleichen Zahlenwert und gleichen 
Dreharm, aher entgegengesetzten Drehsinn, es ist also 

Mkz+Mzk=O; 
da paarweise je zwei innere Krăfte fiir die vorgeschriebene Dreh
achse die Momentensumme N ull ha ben, wird fiir diese Drehachse 
die Summe der Momente aHer inneren Krăfte zu N ull, 

oder 
~ M1 + L:' M2 + ... + L:' Mn =O 

2-L:'M=O, 

fiir jede beliebige Achse ist die Summe der Mo
mente der inneren Krăfte eines im Gleichgewicht 
befindlichen starren Korpers gleich Null. 

8* 

(e) 
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* Die Betrachtung bleibt die gleiche, wenn die Momente fiir 
einen vorgeschriebenen Momentenpunkt genommen werden; auch hier 

oder 

Abb. 224. 

haben die beiden Krăfte Jkz und ~k den 
gleichen Zahlenwert und den gleichen Dreh· 
arm, s. Abb. 224, also entgegengesetzt 
gleiches Moment wegen des verschiedenen 
Drehsinnes; die Formei dafiir lautet 

und auf alle inneren Krăfte angewandt, 

~[51 f 1] + 2:'[~2 r2J + · · · + 2:'[~nrnJ =O 

2:' 2'[~r] =o, 
fiir jeden vorgeschriebenen Mom entenpunkt ist 
di e graphische Summe der Momente der inneren 
Krăfte eines im Gleichgewicht befindlichen starren 
Korpers Null. 

(f) 

31. Zwischen dem Gleichgewicht eines starren Korpers und dem 
Gleichgewicht eines an einem starren Korper angreifenden Krăfte
systems ist streng zu unterscheiden. W enn die an einem starren 
Korper angreifenden Krăfte im Gleichgewicht sind, so braucht des
wegen der Korper selbst noch nicht im Gleichgewicht sein. Man 
denke nur wieder an das Beispiel einer Scheibe, die unter dem 
EinfluB des Beharrungsvermogens um ihre fest im Raum gelagerte 
Symmetrieachse mit gleichbleibender Tourenzahl rotiert; die an ihr 
angreifenden Krăfte sind sicher im Gleichgewicht, nicht aber die 
Scheibe selbst. Zu ihrem Gleichgewicht gehort. eben, dal3 jeder ein
zelne ihrer Punkte iru Gleichgewicht ist ; dann konnten dieee aber 
keine Drehung ausfiihren, sondern nur eine geradlinige Bewegung. 

W enn das an einem starren Korper angreifende Krăftesystem 
im Gleichgewicht ist, dann darf es definitionsgemăB (20 c) keinen 
EinfluB auf die Bewegung des Korpers haben. Dieser wird seine 
Bewegung genau so weiterfiihren, wie wenn das Krăftesystem gar 
nicht vorhanden wăre. Denkt man sich das nămliche Krăftesystem 
am nămlichen Korper angebracht, wenn er in Ruhe ist, so muB er 
definitionsgemăB auch weiterhin in Ruhe bleiben. Zwischen dem 
Krăftesystem am bewegten Korper und demjenigen am ruhenden 
besteht natiirlich nicht der geringste Unterschied, beide sind ganz 
und gar gleich. W as also von dem Krăftesystem am ruhenden 
Korper bewiesen wird, muB notgedrungen auch vom gleichen Krăfte
system gelten, wenn es an dem bewegten Korper angreift. In den 
nachfolgenden Zeilen werden mehrere Sătze als giiltig bewiesen fUr 
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ein im Gleichgewicht befindliches Kraftesystem, das an einem ruhen
den (oder allgemein an einem im Gleichgewicht befindlichen) starren 
Korper angreift. Diese Satze sind demnach ohne weiteres auch giiltig 
fiir das Kraftesystem iiberhaupt, unabhăngig davon, ob der Korper 
selbst im Gleichgewicht ist oder nicht. 

Ein starrer Korper sei im Gleichgewicht. Nach der voraus
gehenden Nummer muB fiir jeden Einzelpunkt mk gelten 

IUk+~~k=O. 
Man wendet diese Formei auf alle Einzelpunkte des Korpers an, 

\Ul+Z~l=O, \U2+2'~2=0, ••• IUn+ZiSn=O, 
und addiert die erhaltenen Gleichungen, 

~IU+Z~iS=O. 

Es wurde oben entwickelt (30 c), daB die inneren Krăfte eines starren 
Korpers unter sich im Gleichgewicht sind, Z ~ iS =O; deshalb gilt 

Z$=0, (a) 
d. h. ist ein starrer Korper im Gleichgewicht, so ist die graphische 
Summe der an ihm angreifenden ăuBeren Krafte gleich N ull. Oder 
wenn man entsprechend der vorausgehenden Erklarung erweitert: 

Ist ein Krăftesystem im Gleichgewicht, so ist 
die graphische Summe der Einzelkrăfte gleich 
Null (erster Hauptsatz der Statik starrer Korper). 

Die "Projektion" des Satzes (a) auf eine beliebige Ebene liefert 
nach (6 a) 

Z$'=0, (b) 
in W orten: Ist ein Krăftesystem im Gleichgewicht, so ist die graphische 
Summe der Projektionen der Einzelkrăfte auf eine beliebige Ebene 
gleich N ull. 

"Projiziert" man den ersten Hauptsatz auf eine beliebige Gerade, 
so wandelt er sich um in 

~P'=O, (c) 
d. h. ist ein Kraftesystem im Gleichgewicht, so ist die Summe der 
Projektionen der Einzelkrăfte auf jede beliebige Gerade oder Rich
tung Null. 

Kiirzer werden wir den Satz aussprechen: 

In jeder Richtung muB Gleichgewicht sein, (d) 

d. h. die Summe der Komponenten der Einzelkrăfte in irgendeiner 
beliebigen Richtung ist Null, wenn das Krăftesystem im Gleich
gewicht ist. Oder in anderer Sprechweise: 
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Die Summe der Beitrăge der Einzelkrăfte eines 
Gleichgewichtssystems ist in jeder Richtung Null. (e) 

Greift man insbesonders die Richtung der drei Koordinaten
achsen heraus, so gelangt man zur Schreibweise der analyti
schen Mechanik 

IX=O, 2'Y=0, IZ = O, (f) 

in jeder der drei Grundrichtungen muB die Summe der Beitrăge 

(oder Komponenten oder Projektionen) der Einzelkrăfte Null sein, 
wenn das Krăftesystem im Gleichgewicht ist. 

In der Form (a) ist der erste Hauptsatz vektoriell wiedergegeben; 
die Vektorgleichung 2$ =O ist gleichwertig drei analytischen Glei
chungen, so wie sie beispielsweise die letztentwickelte Formel angibt. 
Zur Ermittlung von Unbekannten an einem im Gleichgewicht be
findlichen Krăftesysteme gestattet also der erste Hauptsatz, drei 
analytische Gleichungen aufzustellen. 

Beispiel a) Der starr vorausgesetzte Korper der Abb. 225, 
s. a. Abb. 176, ist in Ruhe, also im Gleichgewicht. Zur Ermittlung 

E~--~~------------6 

A ...-

1 
1 
1 

7------

Abb. 225. 

der sechs unbekannten 
AuflagergroBen .A3 , B2 , 

Ba, C1 , C2 , Ca benotigt 
man sechs Gleichungen, 
von denen der erste Haupt
satz drei liefert. Man be
ginnt : in jeder Richtung 

C; ist Gleichgewicht, also muB 
beispielsweise in der x
Richtung die Summe aller 
Beitrăge Null sein. Man 
zăhlt in der Richtung der 
x-Achse positiv, die Pfeile 

der gesuchten Auflagerkrăfte bzw. ihrer Komponenten sind willkiirlich 
angenommen (man denkt sich die Auflagerung durch Auflagerstăbe 

hergestellt und diese auf Zug beansprucht ), ihre etwaige Korrektur 
erfolgt durch das Vorzeichen der Losung. Fiir die x-Richtung hat man 

X-C1 =0. 

Entsprechend wendet man den Satz in der y- und z-Richtung an, 

Y+B2 +C2 =0, Z-Aa-Ba -Ca=O. 

Die Fortsetzung der Losung folgt in der năchsten Nummer. 

Beispiel b) Die starr vorausgesetzte Eisenplatte der Abb. 226 
und 179 ist in Ruhe, also im Gleichgewicht. Man kanu auf sie 
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wieder den ersten Hauptsatz anwenden und daruit drei analytische 
Gleichungen aufstellen, die allerdings noch nicht hinreichend sind 
fiir die Ermittlung der sechs unbekannten Auflagerkrafte bzw. ihrer 
Komponenten. Man wahlt 
als Grundrichtungen die- ~ 

jenigen von A B, A D und 
A E. Die Projektion des 
Gewichtes Q auf die Rich
tung AB ist Null, oder in 
anderer Ausdrucksweise: Q 
liefert fiir die Richtung AB :.1a 

keinen Beitrag oder den 
Beitrag O; die Auflager- E\L_---- - ---,f--71 

krafte bei A und B liefern 

aus dem gleichen Grund Abb. 226. 
den Beitrag O. Der Beitrag 
von S1 in der Richtung AB, d. h. die Projektion von S1 auf diese 
Richtung, ist - S1 . cos 45 °, da ja diese Projektion entgegengesetzt 
gerichtet ist zu AB. Die Stabspannung S2 liefert den Beitrag S2 , sie 
ist mit AB gleichgerichtet. Die Summe aller Beitrage ist ~ull , hier 

oder 

In der Richtung AD liefert Q wieder den Beitrag O, die Auflager
kraft bei A den Bei trag - A2 , entsprechend die Auflagerkraft bei B 
den Beitrag - B2 ; S1 und S2 liefern keinen Beitrag, da sie beide 
senkrecht stehen zu AC. Man erhalt 

- A2 - B 2 =0. 

In der Richtung A E liefert Q den Bei trag Q, die Krăfte bei A 
und B die Bei trage - A3 und - B3 , die Spannungen 81 und 82 

die Bei trage + S1 • cos 45 ° und O, so dal3 die Gleichgewichtsbedin
gung wird 

Die Fortsetzung der Li:isung folgt in der nachsten Nummer. 

32. Ein starrer Ki:irper sei im Gleichgewicht unter dem Ein
flu13 der an ihm angreifenden au13eren Krafte P 1 , P2 , ••• Pn. Das 
setzt voraus, dal3 jeder Einzelpunkt mk unter dem Einflu13 der an 
ihm angreifenden ău13eren Kraft Pk und cler inneren Krăfte J1<1, 

Jk 2 , ... Jkn im Gleichgewicht ist. Wendet man auf dieses System 
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den Momentensatz (25 i) an, indem man eine beliebige Gerade als 
gedachte Drehachse auswahlt, so gilt 

Mk+M/1 +Mk'2 + · · · +Mk'n=O, 
WO Mk das Moment der auBeren Kraft pk fiir die ausgewahlte Achse 
ist und entsprechend Mk'P Mk'2 , ••• die Momente der inneren 
Krăfte Jk 1 , Jk 2 , ..• fiir die nămliche Drehachse; oder wenn man 
abkiirzend schreibt, 

Mk+ 2' Mk' =0. (a) 
Fur die Einzelpunkte m1 , m2 , ••• mn gilt also 

M1+2'M/=0, M2+ZM2'=0, Mn+XMn'=O. 
Man summiert liber den ganzen Korper 

2'M+2'XM'=O. 
N ach (30 e) verschwindet das zweite Glied dieser Summe, man er
halt demnach 

JEM=O, (b) 
d. h. ist ein starrer Korper unter dem EinfluB der an ihm angreifen
den auBeren Krăfte im Gleichgewicht, so muB fiir jede (gedachte 
oder wirkliche) Drehachse die Summe der Momente dieser ăuBeren 
Krafte N ull sein. Oder wenn man wie beim ersten Hauptsatz er
weitert: 

Ist ein Kraftesystem im Gleichgewicht, so muB 
fur jede Drehachse die Summe der Momente der 
Einzelkrafte dieses Systems Null sein. (Zweiter 
Hauptsatz der Statik starrer Korper.) 

Beispiel a) Die Losung des Beisp. 31 a) erfordert noch die 
Aufstellung von drei weiteren Gleichungen. Man wendet den eben 
bewiesenen Satz an, indem man etwa die Kanten OB, DH, AB als 
gedachte Drehachsen auswahlt. Ware der Korper um die Kante OB 
drehbar, so wiirde, von vorn gesehen, die Kraft Y im Uhrzeigersinn 
drehen, sie hatte das Moment + Y ·a; die Kraft X hat keine Dreh
wirkung, weil sie parallel der Drehachse lăuft; die Kraft Z dreht 
rechtsum, sie hat das Moment + Z · 2 a. Von den Auflagerkraften 
hat A die Drehwirkung -A. 2 a, die iibrigen Auflagerkrafte schnei
den die Drehachse, liefern demnach zur Drehung keinen Beitrag. 
Die Summe der Momente aller am Korper angreifenden auBeren 
Krafte muB Null sein, 

+Y·a+Z·2a-A·2a=O oder Y + 2Z- 2A=O. 

Ware der Korper um die Achse DH drehbar, so wiirde von den Nutz
lasten X, Y, Z keine einen Beitrag zur Drehung leisten, weil sie 
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alle die Achse schneiden, das gleiche gilt auch von 02 , 03 , B3 , A3 ; 

die drei letzteren schneiden die Drehachse im Unendlichen. 01 liefert 
von o ben gesehen den Momentenbeitrag - 01 • 2 a und B 2 den Bei
trag - B 2 ·a; es wird 

- 01 ·2a-B2 ·a=O oder 

Wăre AB eine Drehachse, so wiirde der nămliche Satz liefern, wenn 
man gegen den Pfeil von B 2 sieht, 

oder 03 =X+Z. 

Die so erhaltenen drei Momentengleichungen bilden mit den drei Glei
chungen des Beisp. 31 a) die Unterlage fiir die Ermittlung der sechs 
unbekannten Auflagerkrăfte bzw. ihrer Komponenten; man erhălt 

elementar 

A3 =0,5Y+Z, B2 =-2X, B 3 =-X-0,5Y-Z, 

C1 =X, C2 =2X-Y, C3 =X+Z. 

Beispiel b) Man stelle fiir das Krăftesystem der Abb. 225 
als Kontrolle noch drei weitere Momentengleichungen fiir die Achsen 
BF, DA und DO auf. 

W enn man stets gegen die Pfeile der Koordinatenachsen schaut, 
lauten diese Momentengleichungen 

+ Y ·a- X· 2 a+ C2 ·a= O, + Y ·a+ Ba· 2 a+ 03 • 2 a= O, 

-X· a- A3 ·a- Ba· a= O. 

Man beseitigt a und setzt die aus dem vorigen Beispiel erhaltenen 
W erte ein, dann findet man diese Gleichungen bestătigt. 

Wenn ein răumliches Koordinatensystem gegeben ist, so wird 
man vielfach dessen Achsen als gedachte Drehachsen wăhlen. Fiir 
die x-Achse hat nach (25g) beispielsweise die Kraft Pk das Moment 

Lk = Ykzk- Zkyk; 
die Summe L = ZLk der Momente aller ăui3eren Krăfte ist demnach 

L=Z Lk=Y1 z1 - Z1 y1 +Y2 z2 - Z 2 y2 + ... + Ynzn- ZnYn 
oder 

L= Z Lk = Z(Yz- Zy). 

Entsprechend ist die Summe aller Momente der ăuBeren Krăfte fiir 
die y-Achse 

M=ZMk=Z(Zx-Xz) und N=ZNk=Z(Xy-Yx). 

Der zweite Hauptsatz nimmt demnach die analytische Form an 

L=O, N=O 



122 Dritter Abschnitt. 32. 

bzw. 

oder ausgefiihrt 

~(Yz-Zy)=O, .l'(Zx-Xz)=O, I(Xy-Yx)=O. (c) 
Beispiel c) Die vollstandige Losung des Beisp.31b) macht 

noch die Aufstellung von drei Gleichungen notwendig. Man schreibt 
fiir drei beliebig ausgewahlte Achsen die Momentengleichung an, etwa 
fiir AB, DH, AD. Fiir die erste leistet, von vorne gesehen, die 
N utzkraft Q den Bei trag + Q · 1,5 h; von · den Auflagerkraften schneidet 
nur 81 die Drehachse nicht; von ihren zwei Komponenten in Richtung 
von C D und D H hat die erste das Moment O, die zweite das Moment 

1 
81 -;--.ee· 3h. Es wird 

V2 
1 + Q. 1,5 h + 81 )12. 3 h =o oder Q + 81 v2 = o. 

Fiir DH als Drehachse hat Q das Moment O, ebenso 81 ; 82 , A2 , A3 , 

B3 ; nur B 2 leistet den Bei trag - B 2 • 3 h, von o ben gesehen. Die 
Summe der Momente, hier- B 2 • 3h, muB wieder verschwinden, also 

- B 2 · 3 h =O oder B2 =O. 

Fiir AD liefert Q den Beitrag + Q·1,5h, wenn der Beschauer 
in Richtung von D nach A sieht; 81 und 82 schneiden die Achse, 
ebenso A2 , A3 und B 2 • B 3 leistet das Moment - B3 · 3 h. Die Momenten
summe wird Null, 

+Q·1,5h-B3 ·3h=0 oder Q-2B3 =0. 

Die drei erhaltenen Gleichungen liefern mit den dreien des Beisp. 31 b) 
elementar 

A2 =0, B 2 =0, B3 =0,5Q, S1 =--0,5QV2, 82 =-0,5Q, 

A3 =0. 

* W eit iibersichtlicher erscheint der dritte Hauptsatz in der 
vektoriellen Darstellung. Man geht wieder aus von der Voraus
setzung des Gleichgewichtes eines starren Korpers, daB namlich jeder 
Einzelpunkt mk im Gleichgewicht sein muB, nach (30a) 

'k+I~k=O, 
und wahlt irgendeinen Punkt O als gedachten Drehpunkt. W enn 
der Hebelarm von O aus nach mk mit rk bezeichnet ist, so hat die 
auBere Kraft P" fiir O das Moment ['kfk], die inneren am Punkt 
mk angreifenden Krafte Jk 1 , Jk 2 , . • • ha ben das resultierende Moment 

[~kl fk] + [~k2 fk] + · • · + [~kn fk]. 
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Die graphische Summe aller Momente der am Punkt mk angreifenden 
Krafte muf3 N ull sein, 

[$kl'k] + .E[~krk] =O; 

fiir die Einzelpunkte des Korpers gilt so 

[$lr1] + Z[~1r1J =O, [$2 f2J + 2'[~2 r2J =O, 

Man addiert 
.E[$f] + .E.E[~f] =o. 

Nach (30f) verschwindet das zweite Glied der Summe, man erhalt 

2'[$f] =o, (d) 
d. h. ist ein starrer Korper unter dem Einfluf3 der an ihm angreifen
den ăuf3eren Krăfte im Gleichgewicht, so muB fiir jeden (gedachten 
oder wirklichen) Drehpunkt die graphische Summe der Momente der 
ăuf3eren Krafte Null sein; oder wenn man wieder erweitert: 

Ist ein Krăftesystem im Gleichgewicht, so muB 
fiir jeden Drehpunkt die graphische Summe der 
Momente der Einzelkrafte Null sein. 

33. Ein starrer Korper sei unter dem EinfluB der an ihm an
greifenden auBeren Krafte P1 , P2 , ••• im Gleichgewicht. Fiir jeden 
Einzelpunkt mk gilt wieder 

'k+2'~k=0. 
Macht der Korper eine beliebige unendlich kleine Bewegung oder 
denkt man sich ihm eine solche erteilt, wobei der Punkt mk einen 
unendlich kleinen Weg sk zuriicklegt, so gilt 

'k~k + .E~k~k =o. 
Entsprechend gilt fiir die einzelnen Punkte m1 , m2 , • • • m11 

$1 ~1 + 2' ~1 ~1 = o' $2 ~2 + 2' ~2 ~2 = o' ........ " 
$n~n + 2'~n~n =O. 

Man addiert 
.E$~ + 2'-E~~ =o. 

Das zweite Glied dieser Summe verschwindet nach (30d), es gilt 

.E$~ =O, (a) 

d. h. ist ein starrer Korper unter dem EinfluB von auBeren Kraften 
im Gleichgewicht, so muB fiir jede (reelle oder virtuelle) unendlich 
kleine Bewegung die Summe der Arbeiten der ăuf3eren Krăfte Null 
sein. Oder wenn man wie beim ersten und zweiten Hauptsatz 
erweitert: 
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Ist ein Krăftesystem im Gleichgewicht, so muB 
fiir jede unendlich kleine Bewegung die Summe 
der Arheiten der Einzelkrăfte Null sein. (Dritter 
Hauptsatz der Statik starrer Korper). 

34. Die Sătze der vorausgehenden Nummern sollen im Zu
sammenhang hetrachtet werden. Zunăchst einmal hinsichtlich ihrer 
Brauchharkeit fiir die Losung statischer Aufgahen. Vor allem 
kommt natiirlich der erste Hauptsatz in Betracht; man wird immer 
zuerst versuchen, ihn anzuwenden, entweder graphisch oder analytisch, 
da sich die Losung dann auf dem einfachsten W eg ergiht. Das 
liegt in der Natur der Sache: die rein graphische Losung einer 
statischen Aufgahe ist die weitaus einfachste, und der erste Haupt
satz in der Form X$= O ist ehen nichts anderes als die vektorielle 
Darstellung der rein graphischen Losung. Der zweite Hauptsatz, 
eine Anwendung des Momentensatzes, kommt als năchsteinfacher 
zur Anwendung; da die Geraden, die man als gedachte Drehachsen 
auswăhlt, ganz heliehig gewăhlt werden konnen, so wird man sie 
mit Vorteil so wăhlen, daB sie mi:iglichst viele der unhekannten 
Krăfte oder ihrer Komponenten schneiden. Recht selten macht 
man vom dritten Hauptsatz, vom Prinzip der virtuellen Arheit ( oder 
der virtuellen Bewegung) Gehrauch. 

Eine andere Frage: Geniigt einer der drei Hauptsătze allein 
fiir die Losung statischer Aufgahen? Fiir den ersten ist diese Frage 
zu verneinen, wenigstens in der Form, in der wir ihn kennen ge
lernt ha hen. Die Bedingung X$ = O fiir das Gleichgewichtssytem 
ist zwar eine notwendige aher noch nicht ausreichende Bedingung 
dafiir, dati dieses Krăftesystem im Gleichgewicht ist. Das ist jeden

falls recht einfach zu ersehen an dem Fall der Ahh. 
2 2 7: an dem Korper greifen zwei gleichgroBe Krăfte 
in entgegengesetzter Richtung an, die nicht in der 
gleichen Geraden liegen. Sicher ist ihre graphische 
Summe N ull, X$= O, ohne daB deswegen der Kor

Abb. 227. per im Gleichgewicht wăre. Jede der heiden Krăfte 
sucht den Korper zu verschiehen und heide hehen sich 

in ihrer Verschiehungswirkung auf. Eine Kraft hat aher, wenn sie 
an einem Korper angreift, nicht nur eine Verschiebungs- sondern auch 
eine Drehwirkung; denkt man sich heispielsweise den Korper um eine 
durch den Punkt O senkrecht zur Ehene der Ahhildung stehende 
Achse drehhar aufgehăngt, so werden die Momente der heiden 
Krăfte verschieden sein, sie hehen sich also in ihrer Drehwirkung 
nicht auf. Man sieht aus diesem hesonderen Beispiel, dal3 
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.2$ =O zwar eine notwendige, aber noch nicht 
hinreichende Bedingring fiir die Existenz des 
Gleichgewichtes eines Krăftesystems ist. (a) 

Man kann aher auch von einem anderen Standpunkt aus 
urteilen; ein starrer Korper hat im Raum sechs Freiheitsgrade oder 
sechs Bewegungsmoglichkeiten; will man die Bewegung eines starren 
Korpers angeben, so muB man sechs Bewegungsgleichungen aufstellen; 
im besonderen Fali des Gleichgewichtes oder der Ruhe werden diese 
sechs Bewegungsgleichungen zu Gleichgewichtsbedingungen. Um den 
Zustand des Gleichgewichtes eines starren Korpers auszudriicken, 
muB man also sechs Gleichungen aufstellen. Der erste Hauptsatz 
.2$ = O ist gleichwertig mit nur drei gewohnlichen Gleichungen, wenn 
man ihm die analytische Form gibt; er kann daher nicht geniigen, 
um das Gleichgewicht eines starren Korpers zu bestimmen. 

Anm. Die Aussage "in jeder Richtung ist Gleichgewicht" darf natiirlich 
nicht so aufgefal3t werden, dal3 man beliebig viele Gleichungen fiir die Unbe
kannten erhălt, indem man fiir alle miiglichen Richtungen eine Gleichgewichts
bedingung aufstellt. Ist nămlich ein Krăftesystem in drei voneinander ver
schiedenen und nicht der gleichen Ebene angehiirigen Richtungen im Gleich
gewicht, so ist es iiberhaupt im Gleichgewicht und damit auch in jeder 
Richtung. Man wird genau so wie in Aufg. 13h) entwickeln, dal3 aus derBe
dingung des Gleichgewichtes in drei Richtungen, analytisch ausgedriickt durch 
die Gleichungen 

die Gieichung X IlS= O sich ableiten lăl3t, d. h. das Krăftesystem ist in jeder 
Richtung im Gleichgewicht. 

3fi. Der erste Hauptsatz allein geniigt also nicht zur Losung 
statischer Aufgaben am starren Korper, wohl aher der zweite allein 
und ebenso der dritte allein. Der zweite Hauptsatz arbeitet mit 
Drehwirkungen; man denkt sich beliebige Gerade als Drehachsen 
oder beliebige Punkte als Drehpunkte und spricht ans, daB fiir sie 
das Gesamtmoment der ăuBeren Krăfte Null sein muB. Wăhlt man 
insbesonders unendlich ferne Drehachsen oder unendlich ferne Dreh
punkte, so geht die Momentengleichung liber in eine gewohnliche 
Krăftegleichung, der erste Hauptsatz ist demnach im zweiten als 
Sonderfall bereits enthalten, der zweite ist allgemeiner wie der erste. 

Beispiel a) Man berechne die Auflagerkrăfte, die an dem 
Quader der Abb. 226 angreifen, mit alleiniger Anwendung des Mo
mentensatzes. 

Drei Momentengleichungen sind im Beisp. 3 2 c) bereits aufgestellt; 
man wăhlt drei weitere passende Gerade als gedachte Drehachsen 
aus, etwa CD, CG, BC. Fiir die Kante OD liefert Q den Beitrag 
~ Q ·1,5h, von vorn gesehen; S1 , 82 , A2 , B 2 schneiden die Kante; 
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A3 und B 3 liefern den Bei trag + A3 • 3 h und + B 3 • 3 h. Die Mo
mentengleichung wird 

-Q·1,5h+A3 ·h+B3 ·h=0 oder -Q+2A3 +2B3 =0. 

In der entsprechenden Weise erhalt man fiir die Kanten CG und 
B C die Gleichgewichtsbedingungen 

un d + A2 • 3/t = O oder A2 = O 

-Q·1,5h- :t·3h+ A 3 ·3h= O oder Q +S1 y2 -2A 3 =O. 

Die Richtigkeit dieser drei Momentengleichungen laBt sich durch Ein
setzen der friiher gefundenen W erte der Auflagerkrafte erweisen. 

Bemerkt moge werden, daB die bisher angegebenen Losungs
verfahren durchaus nicht die einfachstmoglichen sind; an spaterer 
Stelle, bei der Ermittlung der Krafte am starren Korper, werden die 
verschiedenen Losungsarten und die jeweilig einfachsten noch naher 
zu besprechen sein. 

Auch der dritte Hauptsatz, hervorgegangen aus dem Arbeits
satz, geniigt fiir sich allein zur Losung aller statischen Aufgaben. 

Beispiel b) Man ermittle die an dem Quader der Abb. 225 
angreifenden Auflagerkrafte mit alleiniger Anwendung des dritten 
Hauptsatzes. 

Als virtuelle Bewegungen wahlt man praktisch drei unendlich 
kleine Verschiebungen in den Richtungen der Nutzlasten X, Y, Z und 
drei unendlich kleine Drehungen um drei zu ihnen parallele Kanten. 
V erschiebt man in der Richtung von X um die unendlich kleine 
GroBe 8, so leistet bei dieser Bewegung X die Arbeit X· 8, die bei
den anderen N utzlasten stehen senkrecht zur Bewegung und ·Ieisten 
deswegen die Arbeit Null; ebenso leisten auch A3 , B 2 , B 3 , 02 , Ca 
die Arbeit N ull; 01 tragt - 01 • 8 zur Arbeitsleistung bei; die Summe 
aller Arbeiten ist Null, 

oder 

Bei einer unendlich kleinen Verschiebung um 8 in der y-Richtung 
leistet Y die Arbeit Y · 8; Aa, B 3 , 01 , Ca leisten keinen Arbeits
beitrag, B2 und 02 die Bei trage -t- B2 s und + 02 s; man hat 

oder 

Entsprechend erhalt man bei einer unendlich kleinen Verschiebung 
in der z-Richtung 

Z- Aa-Ba- C3 =O. 

Man hat die namlichen drei Gleichungen erhalten wie in Beisp. 31 a). 
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Als virtuelle Drehbewegungen wăhlt man solche mit einem un
endlich kleinen Drehwinkel cp um die drei Kanten eB, AB und D H. 
Der Beschauer ist gegen die Pfeile 
der Koordinatenachsen sehend ge
dacht. Bei der Drehung um eB 
leisten die Auflagerkrafte B2 , B3 , 

e1 , e2 , C3 keinen Bei trag zur 
Arbeit, weil sie keinen Weg zuriick
legen, und die Nutzlast X keinen 
Beitrag, weil sie stets senkrecht 
steht zum W eg ihres Angriffs
punktes. In Abb. 228 sind die 
Wege von Y, Z und .A3 darge

y 

z 

A, 

20. 

20. 

----- :e. 
Abb. 2:!8. 

stellt. Es leistet Z die Arbeit - Z· z oder- Z· 2 acp wegen z:w=2 a:r 
und w = np; desgleichen A3 die Arbeit + Aa · 2 acp und Y die Arbeit 
- Y · y oder - Y. a cp. Die Summe der Arbeiten wird N ull, 

- Z· 2acp+A3 · 2acp - Y ·acp =O oder - 2Z+ 2A3 - Y= O. 
Bei Drehung um die Kante D H leisten nur e1 und B 2 eine Arbeit; 
die Gleichgewichtsbedingung wird, wenn die Drehung von oben als 
Rechtsdrehung gesehen wird, 

-C1 ·2acp-B2 ·acp=0 oder 2e1 +B2 =0. 
Die dritte Arbeitsgleichung, entstehend bei Drehung um AB, ist 

- Z·acp - X ·acp+ e3 ·acp = O oder -Z- X+ C3 = 0. 
Man hat wieder die nămlichen drei Gleichungen wie in Beisp. 32 a). 
Dort finden sich auch die aus diesen Gleichungen hervorgehenden 
Zahlenwerte der Auflagerkrafte. 

Aus dem Beispiel sieht man, und ganz allgemein ist unschwer 
zu erweisen, da13 der erste Hauptsatz, der mit den Kraften selbst 
und ihren Projektionen operiert, und ebenso der zweite, der auf dem 
Momentensatz aufbaut, im dritten Hauptsatz enthalten sind. Und 
weiter sieht man, daB dieser allgemeiner ist wie die beiden ersten. 
In der Praxis wird er mehr bei allgemeinen Untersuchungen mit 
Vorteil angewandt; wie aher die vorstehende Rechnung gezeigt hat, 
ist die mit seiner Anwendung verbundene Gedankenarbeit eine er
heblich groBere als sie die Anwendung der ersten beiden Satze ver
langt. Man wird in bestimmten praktischen Făllen meist schneller 
und einfacher zum Ziel kommen, wenn man den ersten und zweiten 
Hauptsatz anwendet; in der Natur der Sache liegt es, da13 hierbei 
der erste wieder die geringste gedankliche Arbeit macht. 

Es wurde bereits angegeben, daB die Bedingung .I$ =O zwar 
eine notwendige, aher noch nicht hinreichende fiir das Gleichgewicht 
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eines Krăftesystems ist. Sie sichert dem Korper nur Gleichgewicht 
gegen eine Verschiebung, aher noch nicht gegen eine Drehung. Es 
ist daher auch ausgeschlossen, durch alleinige Beniitzung dieser 
Gleichung die an einem Korper angreifenden unbekannten Krafte 
zu ermitteln, au13er in ganz speziellen Făllen, natiirlich vorausgesetzt, 
daB die Aufgabe iiberhaupt mit den Mitteln der Statik starrer 
Korper losbar ist. 

Der zweite Hauptsatz sichert das Gleichgewicht des Korpers 
gegen Drehung. Nun ha ben wir an einem Beispiel gesehen, da13 es 
moglich war, mit seiner Hilfe allein die an einem Korper angreifen
den sechs unbekannten Krăfte zu ermitteln, man vermutet daher, 
daB er allein hinreicht, um das vollstăndige Gleichgewicht eines 
starren Korpers zu sichern, also dessen Gleichgewicht gegen Ver
schiebung und gegen Drehung. Wenn man weiter iiberlegt, da13 ja 
eine Verschiebung auch als cine Drehung um cine unendlich ferne 
Gerade oder um einen unendlich fernen Punkt betrachtet werden 
kann, so wird diese Vermutung bestatigt. Jedenfalls (ist also ohne 
weiteres einzusehen, da13 ein Kraftesystem im Gleichgewicht ist, 
wenn es gegen Drehung um jede Achse im Gleichgewicht ist, oder 
mit Zuhilfenahme des Momentenbegriffes: 

Ein Krăftesystem ist im Gleichgewicht, wenn 
fiir jede Gerade (als gedachte Drehachse) die Summe 
der Momente dieser Krăfte Null ist. (a) 

Die weitere Frage, wie viele Bedingungen sind eigentlich not
wendig, um das Gleichgewicht eines Krăftesystems zu sichern, wurde 
bereits durch allgemeine Dberlegungen liber die Freiheitsgrade eines 
starren Korpers beantwortet. Einen exakten Beweis dafiir liefert 
die vektorielle Form des zweiten Hauptsatzes; man beweist zunăchst: 

W enn ein Krăftesystem gegen Verschie bung im 
Gleichgewicht ist und gleichzeitig auch gegen 
Drehung um irgendeinen beliebig ausgewăhlten 
Punkt O, so ist es iiberhaupt im Gleichgewicht. (b) 

Beide Voraussetzungen werden durch 

~~=0 m~ ~~~=0 M 
in vektorieller Schreibweise gegeben, wo r k der V ektor oder Hebel
arm von dem beliebig gewăhlten Momentenpunkt O aus zum An
griffspunkt mk der Kraft Pk ist, s. Abb. 229. Hinreichende Bedingung 
fiir das vollstăndige Gleichgewicht des Krăftesystems ist, daB es 
gegen Drehung um jede beliebige Achse, oder was das gleiche ist, 
gegen Drehung um jeden beliebigen Punkt im Gleichgewicht ist. 
W enn wir also nachweisen konnen, daB das untersuchte Krăfte-
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system gegen Drehung um jeden beliebig ausgewăhlten Punkt O' 
im Gleichgewicht ist, dann ist es iiberhaupt im Gleichgewicht. Man 
geht aus von der Voraussetzung ( c) und setzt r =a+ r', dann geht 
die zweite Gleichung, s. Abb. 229, iiber in 

I[$(a + r')] =o oder I[$a] + I[$r'] =O, 
oder wenn man im ersten Summanden tl als gemeinsamen Faktor 
aussetzt, 

~[$a]= [$1 a]+ [$2 a]+···+ [$na] = [($1 + $ 2 + · ·. + $n)ct] 
= [(I$)ct] =o, 

wegen ( c) iiber in 
I[$r'] =0. 

Es ist also das Krăftesystem tatsăchlich auch gegen Drehung 
um jeden anderen Punkt O' und damit natiirlich auch gegen Drehung 
um jede durch O' gehende Achse im Gleich
gewicht. Punkt O' war beliebig ausgewăhlt, 

die beiden Gleichungen (c) geben also an, daJ3 0 
das Kraftesystem vollstandig im Gleichgewicht ist. 

Fiir eine praktisch brauchbare analytische 
Formulierung des Satzes wahlt man meist den 
Nullpunkt eines răumlichen Koordinatensystems 
als Momentenpunkt oder umgekehrt, man macht 
den passend ausgewahlten Momentenpunkt zum 

Abb. 229. 

Nullpunkt O eines Koordinatensystems, und "projiziert" die beiden 
Gleichungen (c) auf die Koordinatenachsen; dann gehen sie iiber in 

~X=O, IY=O, ~Z=O, 

IL=O, IM=O, ~N=O 
(d) 

und bilden in dieser Form die sechs notwendigen und hin
reichenden Bedingungen fiir das Gleichgewicht des Krăfte
systems. 

Beispiel c) Welches sind die Gleichgewichtsbedingungen fiir 
ein ebenes Krăftesystem? 

Man wăhlt den Momentenpunkt O in der Ebene des Systems 
und ebenso auch die x- und y-Achse in dieser Ebene; die z-Achse 
steht dann zu ihr senkrecht. V on den sechs Gleichgewichtsbedingungen 
eines beliebigen Kraftesystems werden dann drei identisch N ull, nam
lich die G leichgewichtsbedingung gegen V erschiebung in der z-Rich
tung, da ja von den Kraften keine einzige einen Beitrag in dieser 
Richtung leistet, und ferner die beiden Momentengleichungen fiir die 
x- und y-Achse, da die beiden Achsen von allen Kraften des Systems 
geschnitten werden. Die sechs Gleichungen (d) gehen dann iiber in 

Egerer, lngenieur-Mechanik. I. 9 
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oder 
ZX=O, ZY=O, ZM=O, (e) 

das sind die drei notwendigen und hinreichenden Gleich
gewichtsbedingungen fiir ein ebenes Kraftesystem. 

Die Losung statischer raumlicher Aufgaben beniitzt mit groBem 
Vorteil den Satz 

Die Projektion eines Gleichgewichtssystems 
auf eine Ebene bildet wieder ein Gleichgewichts-
system. (f) 

Macht man die Projektionsebene zur z-Ebene eines raumlichen 
Koordinatensystems, dann bleiben die X- und Y-Komponenten der 
Krafte bei der Projektion erhalten, es gilt also in der Projektions
ebene gleichfalls 

ZX=O, ZY= O, ZM = O, 
das sind aher nach dem vorausgehenden Beispiel die hinreichenden 
Bedingungen fiir das Gleichgewicht des projizierten Systems. 

Beispiel d) Man zeige, daB die an dem Stabverband der 
Abb. 117 angreifenden auBeren Krafte im Gleichgewicht sind. 

Man wahlt die x-Achse horizontal, die y-Achse ·vertikal (Lage 
belanglos), dann werden die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen 

P-P=O, P-P=O. 
Als Momentenpunkt kann man jeden beliebigen Punkt wahlen, etwa 
den linken Knotenpunkt, die Momentenachse steht natiirlich senk
recht zur Ebene des Krăftesystems. Fiir ihn wird die Momenten
gleichung, wenn man im Uhrzeigersinn um den Stabverband herum
geht, 

P ·O+P·a-P·2a+P·a = 0, 
womit das Kraftesystem als Gleichgewichtssystem erwiesen ist. 

Beispiel e) An dem Tisch der Abb. 230, der hei A, B, C auf 
lotrechten Stiitzen ruht, greifen an: das Eigengewicht G = 40 kg in 

Abb. 230. 

der Mitte, ferner die Last Q = 100 kg bei D . 
Gesucht sind die lotrecht gerichteten Auf
lagerkrafte. 

<;::_ AB=1:: BC= <;::_CA=120°, 
<;::_ AD=60°, 

MA=MB = MC = MD=r. 
Man hat nur drei Unbekannte, die Zahlen-
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werte der drei Stiitzkrafte, die nach oben gehend vorausgesetzt und 
mit A, B, C bezeichnet werden. Zu ihrer Ermittlung stellt man drei 
Gleichungen auf. 1. Der Symmetrie wegen 
muB A= B sein, 2. fiir die Gerade AB 
als gedachte Drehachse muB Gleichgewicht 
gegen Drehung sein, s. Abb. 231, 3. in lot
rechter Richtung muB Gleichgewicht sein. 

r r 3r 
1. A=B, 2. a 2 -Q<j - C2=0, 

3. G+Q=A+B+C, 
oder Abb. 231. 

G - Q=3C, 
oder 

C= -20 kg, A=B=80 kg. 

Wenn man den gewohnlichen Weg durch Aufstellung der sechs 
allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen einschlagen will, so muB man 
sich im voraus dariiber klar sein, daB drei von diesen sechs Gleichungen 
identisch Null werden miissen, O= O, weil die Unbekannten sonst 
iiberbestimmt waren. Man macht den Mittelpunkt O von AB zum 
Nullpunkt eines raumlichen Koordinatensystems und wahlt die Achsen 
in Richtung von BA, DC und senkrecht dazu, dann sind die sechs 
allgemeinen Gleichungen 

0=0, 0=0, -G - Q+A+B+C=O, 

1 - 1 -
A ·-rV3-B·-rV3=0 0 = 0 2 2 , 

die namlichen Gleichungen wie oben. 

Aufgabe a) und b) Man zeige, da/3 die an den Stabverbănden der 
Abb. 115 und 116 angreifenden ăuBeren Krăfte im Gleichgewicht sind. 

Li:isung zu a) Die beiden Krăfte sind entgegengesetzt gleich und liegen 
in der nămlichen Geraden, heben sich also vollstăndig auf. 

Li:isung zu b) Je zwei Krăfte heben sich vollstăndig auf. 
Aufgabe c) mit f) Man zeige, da.B die an den Stabverbănden der 

Abb. 148 mit 151 angreifenden Krăftesysteme im Gleichgewicht sind. 
Li:isung: Man wăhlt in allen Făllen die x-Achse horizontal, die y-Achse 

vertikal, der linke Knotenpunkt ist als Momentenpunkt ausgewăhlt. Dann 
werden die drei Gleicbgewichtsbedingungen im Fali 

c) 

d) 0=0, 

e) 

f) o =0, 

0=0, 2P - P-P+2P-2P= 0, 
P·O + P·a+P·3a- 2 P-4 a+2 P -2 a=O, 
P-P-P+ P=O, P-O+P·a+P-3a-P·4a=O. 

3P-3P=0, 0=0, 3P·0+3P·0=0, 
3P- 4P+P=0, SP-0 +4P·a- P-4a = O. 

9* 
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Au f g a b e g) Man beweise den Satz: 
Ein răumliches Krăftesystem ist im Gleichgewicht, wenn seine Projek

tionen auf drei zueinander senkrechten Ebenen Gleiohgewichtssysteme bilden. 
Losung: Durch die drei Ebenen ist ein răumliohes Koordinatensystem 

bestimmt. Da die Projektion des Krăftesystems auf die z-Ebene im Gleich
gewicht ist, so muB nach (e) gelten 

IX=O, IY=O, IN=O. 
Entsprechend muB wegen des Gleichgewichtes der Projektionen auf die x- und 
y-Ebene gelten 

IY=O, IZ=O, IL=O bzw. ZZ=O, IX=O, IM=O. 
Damit sind die sechs Bedingungsgleichungen (d) fiir das Gleiohgewicht erfiillt. 

36. In der praktischen Statik handelt es sich oft darum, zur 
Erleichterung der Losung eine andere Gruppierung von Kraften vor
zunehmen, sie teilweise zu verschieben, zu verlegen, Krafte weg
zunehmen oder neue hinzuzufiigen, natiirlich immer nur in Gedanken. 
Es fragt sich, ob und unter welchen Bedingungen solche Ănderungen 
gestattet sind. Man halte sich an die Definition eines im Gleich
gewicht befindlichen Kraftesystems, daB es nămlich, an einem starren 
Korper angebracht, keinerlei Bewegungsănderung dieses Korpers 
hervorrufen darf. Ob also das Gleichgewichtssystem am Korper an
greift oder nicht, ist fiir die gegenwărtige und weitere Bewegung des 
Korpers ganz gleichgiiltig. Er wird in Ruhe bleiben, wenn er vor
her in Ruhe war, und er wird im Gleichgewicht bleiben, wenn er 
vorher im Gleichgewicht war. Dabei ist es auch ganz gleichgiiltig, 
welche und wie viele Krafte schon vorher an dem Korper vorhanden 
sind, wenn man das betrachtete Gleichgewichtssystem anbringt. Man 
erhălt somit den fiir die Praxis sehr wichtigen Satz: 

Zu einem am starren Korper bereits angreifen
den System ăuBerer Krăfte lassen sich neue unter 
sich im Gleichgewicht befindliche Krlifte hinzu
fiigen (und ebenso lassen sie sich hinwegnehmen), 
ohne daB an der Bewegungswirkung des schon 
vorhandenen Systems etwas geăndert wird. (a) 

Man beachte wohl den Wortlaut des Satzes. Einmal ist die 
Rede von einem starren Korper; brăchte man an einem elastischen 
Korper ein Gleichgewichtssystem an, so kann man sich sehr wohl 
vorstellen, daB es eine Bewegungsănderung des Korpers hervorruft 
oder genauer hervorrufen kann, etwa indem es ihn wegen zu groBer 
Beanspruchung zerstort oder auch nur deformiert. W eiter ist ge
sprochen von der Bewegungswirkung; daB natiirlich Krăfte auch noch 
andere Wirkungen haben konnen und auch haben als Bewegungs
wirkungen, ist selbstverstăndlich; interessiert man sich fiir die inneren 
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Krafte, so beachte man, daB eine andere V erteilung der auBeren 
Krafte auch eine andere der inneren Kriifte hervorruft; die Wir
kung auf die inneren Krafte wird also jedenfalls geandert, wenn 
man ein neues Gleichgewichtssystem anbringt oder hinwegnimmt. 

Ala einen Sonderfall von (a) erhalt man: 

Eine Kraft laBt sich am starren Korper in 
ihrer Richtung verschieben, ohne daB dadurch an 
der Bewegungswirkung der am Korper angreifenden auBe-
ren Krafte etwas geandert wird. (b) 

Man kann namlich zwei neue Krăfte, die unter sich im Gleich
gewicht sind, so anbringen, daB die eine den gleichen Angriffspunkt m 
hat, wie die zu verschiebende Kraft, die andere den Angriffspunkt m', 
bis wohin die Kraft verschoben werden soll, s. Abb. 232. Dann 
bilden die beiden am Punkt m angreifenden Krafte unter sich eben
falls ein Gleichgewichtssystem, das nach (a) hinweggenommen wer
den kann, es bleibt schlieBlich nur mehr die Kraft P am Punkt m' 
angreifend iibrig. 

Abb. 232. Abb. 233. 

Selbstverstandlich findet durch eine solche Verschiebung immer 
eine andere V erteilung der inneren Krăfte statt; nur auf die Be
wegungswirkung der ăul3eren Krafte hat diese Verschiebung keinen 
EinfluB. Man beachte also, daB eine solche Verschiebung nicht ge
stattet ist, wenn es sich um die Ermittlung der inneren Krăfte des 
Ki:irpers, etwa von auftretenden Spannungen, handelt; die Verschie
bung ist nur zulăssig fiir die Ermittlung der ăuBeren am starr voraus
gesetzten Ki:irper angreifenden Krafte. 

Man beni:itigt den Satz (b) bei răumlichen Aufgaben fiir die Zu
sammensetzung von Kraften zu einer Resultierenden. Beispielsweise 
wird man die beiden Krăfte der Abb. 233 dadurch zu einer Resul
tierenden zusammenfassen, daB man sie beide so lange verschiebt, 
bis sie den gleichen Angriffspunkt ha ben. W as natiirlich nur mi:ig
lich ist, wenn die beiden Krăfte sich schneiden. Damit ist zugleich 
bewiesen: 
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Zwei Krăfte, die sich schneiden, haben stets 
eine Resultierende. (c) 

Genauer miiBte man natiirlich sagen: zwei Krăfte, deren Wir
kungslinien sich schneiden, haben stets eine Resultierende. 
Dann ist auch der Satz mitbewiesen: 

Ein ebenes Krăftesystem hat stets eine Re-
sultierende. (d) 

Diese ist gleich der graphischen Summe der Einzelkrăfte, ihre 
Lage wird mit Hilfe des Dreikrăftesatzes (9 b) ermittelt, indem man 
immer je zwei Krăfte zu einer Resultierenden zusammenfaBt. Der 
Satz erleidet keine Ausnahme fiir ein Gleichgewichtssystem, fiir 
diesen Fall hat die Resultierende eben den Wert Null. Und eben
so ist auch der Satz mitbewiesen: 

Ein Krăftesystem, desseil einzelne Krăfte alle 
durch den gleichen Punkt gehen, hat stets eine 
Resultierende. (e) 

Genauer miiBte man wieder sagen: wenn sich die Wirkungs
linien alle im nămlichen Punkt schneiden. Es ist sonach nicht er
forderlich, daB die Krăfte alle den gleichen Angriffspunkt haben. 
Der Satz (8 d) erscheint als Sonderfall des vorausstehenden Satzes. 

Beispiel a) Man beweise den Satz (9 g). 
Die n- 1 Krăfte durch den nămlichen Punkt haben eine Resul

tierende R, die auch durch diesen Punkt geht. Nun ist R mit der 
nten Kraft Pn im Gleichgewicht, Pn miiBte deswegen mit R zu
sammenfallen und somit durch den gleichen Punkt gehen wie die 
iibrigen n- 1 Krăfte. Der Widerspruch ist mir loslich fiir den 
Fall Pn = O, solange endliche Krăfte vorausgesetzt werden. 

Zu einem beliebig gegebenen Krăftesystem gibt es im allgemeinen 
keine Resultierende, d. h. seine Bewegungswirkung lăBt sich nicht 
durch eine Einzelkraft erzielen. Besondere Krăftesysteme konnen 
allerdings genau so wie die soeben untersuchten eine Resultierende 
haben. Fiir die Resultierenden R eines solchen Systems gelten ge
nau die gleichen Sătze, wie wenn alle Krăfte des Systems am 
gleichen materiellen Punkt angreifen wiirden, also der Resultanten
satz, der Momentensatz, der Arbeitssatz. Zum Beweis denkt man 
sich dem untersuchten Krăftesystem eine Kraft R' zugefiigt, die mit 
R im Gleichgewicht ist, also entgegengesetzt gleich R und in 
der nămlichen Wirkungslinie liegend, in vektorieller Schreibweise 

........ 
fi +fi' = O. Dann muB R' mit dem untersuchten Krăftesystem im 
Gleichgewicht sein. Auf dieses Gleichgewichtssystem wendet man 
den ersten Hauptsatz. an, 
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$ 1 +$2 -t-- ·. -+1Jn + lR'=0 oder .2~tJ+!n'=O, 
und erhalt wegen lR + lll' = O die Gleichung 

fi=.2$, 
das ist der Resultantensatz entsprechend dem Satz (lOb). 
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(f) 

In der gleichen Weise liefert die Anwendung des zweiten Haupt
satzes auf das Gleichgewichtssystem P 1 , P2 , ••• P n, R' den Mo
mentensatz entsprechend der Formei (25 b) oder (29 a), in vektorieller 
Schreibweise 

(g) 
und ebenso Iiefert der dritte Hauptsatz, wenn man ihn auf das fin
gierte Gleichgewichtssystem anwendet, entsprechend (23 b) den Ar
beitssatz 

Man faBt zusammen : 

Wenn e in Kraftesystem eine Resultierende hat, 
so gelten fiir diese die gl e ichen Gesetze, wie 
wenn die Krafte alle am gleichen materiellen 

(h) 

Punkt angreifen wiirden, (i) 

insbesonders also der Resultantensatz, der Momentensatz und der 
Arbeitssatz. 

Die Fortsetzung dieser Betrachtungen iiber Kraftesysteme und 
ihre Zusammensetzung erfolgt an spaterer Stelle dieses Buches 
(Scheibenaufgabe, Kraftkreuz usw.). 

Aufgabe a) Welchen Gesamtdruck (Zahlenwert, Richtung, Lage) nimmt 
der Pfosten der Abb. 234 von oben und von den Seitenstreben her auf? 
P1 =6000kg, P 2 =8000 kg , P3 =4000 kg. o 
Die Losung erfolge graphisch (im K. M. 1 mm 
= 100 kg) und analytisch. 

Li.isung: Die drei Kriifte liegen in der 
nămlichen Ebene, sie haben demnach eine Re
sultierende D gleich ihrer graphischen Summe, 
so wie Abb. 235 angibt. Man entnimmt dem 
Kriifteplan D = 16200 kg, tg 'P =- 6,45. Die 
Lage entnimmt man der Zeichnung, wenn man 
D, das ja im Punkt m angreift, in die Abb. 234 
einzeichnet. 

Analytisch gibt man die beiden Kompo
nenten von D in wag- und lotrechter Rich
tung an, 

1 2 
D.., = P 1 - + P2 + P3 --= = 15800 kg, V2 ..}5 

P, 

z 

3 

Abb. 234. Abb. 235. 
L. M. 1: 100. K.M. 1 mm 

=400 kg. 

1 1 
Dy=- P1 -=+ 0 + P3 _,- = - 2450kg, 

..;2 v5 
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158 womit D = 16 200 kg, tg cp = _ 24,5 sich ergibt. Zeichnet man D wieder in 

die Abbildung ein, so ist auch die Lage bekannt. Man sieht bereits, daB fiir 
praktische Aufgaben die analytische Losung der graphischen gegeniiber schwer
făllig ist. 

Aufgabe b) Der Pfeiler der Abb. 236 hat die Dimensionen 4 m, 1,5 m, 
1 m. An ihm greifen von Gewolben her die Kămpferdriicke P1 = 2500 kg, 
P2 = 5 500 kg an, so wie es die Abbildung zeigt. Gesucht ist der Druck D 
auf die Unterlage nach Zahlenwert, Richtung und Lage. Spez. Gewicht des 
Mauerwerkes 1,8. 

Losung: Die Krăfte P1 und P2 schneiden sich im Punkt m , sie haben 
eine Resultierende R, 2 gleich ihrer graphischen Summe, so wie Abb. 237 an
gibt. Die Kraft R12 und das Gewicht Q des Mauerwerkes schneiden sich 
gleichfalls in einem Punkt m', ihre Resultierende D ist der Druck auf die 
Unterlage. Zahlenwert und Richtung ist dem Krăfteplan zu entnehmen, die 
Lage ist bestimmt durch den Angriffspunkt m'. 

o ~b_P, !; 1 ~\ 
1 \ \R.u ' ---lm' / 

'\ ,-..:::... --
1/$ \ \ 

Pa \ 

o'~ \o 11o 
1 \ 1\ 
1 \ e tf"' 1 

1 \ 
1 \ e 1 
1 \ 1 

'f 
p3 

J 1 

Abb. 236. Abb. 237. Abb. 238. 
L. M. 1:100. K. M. 1 mm = 250 kg. L. M. 1: 100. 

Au f g a b e c) U m den Pfeiler d er vorigen Aufgabe standfester zu mac hen, 
entlastet man ihn durch einen Zuganker, so wie Abb. 238 andeutet. Man weiB, 
daB die Zugkraft Pa = 3 000 kg ist. Man ermittle neuerdings den Druck D' 
auf die Unterlage. 

L os ung: Alle an dem Pfeiler wirkenden Krăfte sind wie beim vorigen 
Beispiel in der nămlichen Ebene, der Mittelebene des Pfeilers, vorausgesetzt. 
Man ermittelt wie vorher die Resultierende .D aus P1 , P2 , Q. Dann ist noch 
D mit dem Ankerzug Pa zur letzten Resultierenden D' zusammenzusetzen. 
Man sieht, daB dieser Druck D' auf die Unterlage giinstiger wirkt wie der 
Druck D beim vorigen Beispiel. 

37. Eine Aufgabe heiBt statisch bestimmt, wenn sie 
mit alleiniger Anwendung der Satze der Statik 
starrer Korper gelost werden kann. (a) 

Im Gegensatz zu ihr steht die statisch unbestimmte Auf
gabe, deren Losung, wenn sie iiberhaupt moglich ist, eine Zuhilfe-
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nahme von Satzen aus der Statik nichtstarrer Korper, insbesonders 
aus der Festigkeitslehre, verlangt. 

Beispiel a) Ein Punkt in der Ebene hat zwei Freiheitsgrade; ist 
er also im Gleichgewicht, so kann man zwei Gleichge- " 
wichtsbedingungen aufstellen und aus diesen zwei 
Gleichungen dann zwei Unbekannte ermitteln. Wenn 
etwa nach den Spannungen gefragt ist, die am Stab
verband der Abb. 239 unter dem EinfluB der Kraft 
P zustandekommen, so kann diese Frage mit den 
bisherigen Mitteln nicht beantwortet werden, die Auf
gabe ist statisch unbestimmt, sie ist mit den Satzen 
der Statik starrer Korper nicht losbar. Fiir die drei 
Unbekannten S1 , S2 , S3 hat man nur zwei Gleichungen, 
etwa 

und 
- P + S1 ·cos 45 ° - S3 · cos 45 ° = O, 

1 

p 

Abb. 239. 

wenn man ausdriickt, daB in horizontaler und vertikaler Richtung 
Gleichgewicht sein muB. Eine dritte Gleichung zur Ermittlung der 
drei Unbekannten gibt die Festigkeitslehre. 

Beispiel b) Ein Punkt im Raurn bat drei Freiheitsgrade; um ihn 
festzuhalten, muB man ihm also drei Auflagerungen oder Fiihrungen 
geben, etwa indem man ihn durch drei nicht in der gleichen Ebene 
liegende Stabe mit der festen Erde verbindet . Greift an diesem 
Punkt eine Kraft P an, so werden in den Staben Spannungen er
zeugt; die Aufgabe, diese Spannungen zu ermitteln, ist im allgemeinen 
statisch bestimmt, weil man fiir den Punkt, wenn er im Gleichgewicht 
ist, drei Gleichgewichtsbedingungen aufstellen und aus diesen drei 
Gleichungen die drei unbekannten Stabspannungen ermitteln kann. 
Mehr als drei Stabe sind nicht notwendig, den Punkt festzuhalten. 
Bringt man noch einen viert en Stab an, s o werden diese vier Stabe 
allerdings den Punkt im allgemeinen fester halten als die ersten drei 
allein; ihre Spannungen konnten aher mit den Satzen der Statik 
starrer Korper nicht mehr ermittelt werden, weil diese eben nur 
drei Gleichungen zur Bestirnmung der Unbekannten zur Verfiigung 
stellen. Die Aufgabe, die Spannungen in den vier Staben zu ermitteln, 
ware also statisch unbestimmt; um sie zu losen, mii13te man mit den 
Mitteln der Festigkeitslehre noch eine vierte Gleichung aufstellen. 

Beispiel c) Man nimmt dem Quader der Abb. 569 seine sechs 
Freiheitsgrade, indem man ihn durch sechs Stabe mit der festen Erde 
verbindet. J eder dieser Stabe ersetzt eine Auflagerung oder Fiihrung. 
Der Quader bat sechs Freiheitsgrade; wenn er im Gleichgewicht ist, 
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kann man demnach sechs Gleichgewichtsbedingungen aufstellen und 
daraus sechs Unbekannte ermitteln. Die Aufgabe, die Spannungen 
in den sechs Stăben unter dem EinfluB der beiden an dem Quader 
angreifenden Krăfte P und Q zu ermitteln, ist also im allgemeinen 
statisch bestimmt. 

Beispiel d) Man hat der Pyramide der Abb. 574 ihre sechs Frei
heitsgrade durch sechs Auflagerungen genommen: Die Punkte A, B, C 
sind je durch einen Stab mit der festen Erde verbunden, was je 
einer Fiihrung entspricht; der Punkt D ist vollstăndig festgehalten, 
er ist dreifach gelagert oder gefiihrt. Die dreifache Fiihrung des 
Punktes D hătte man beispielsweise auch erreichen konnen, wenn 
man ihn durch drei Stăbe mit der festen Erde verbunden hătte. Die 
Tatsache, daB die · Pyramide im Gleichgewicht ist, lăBt sich durch 
sechs Gleichgewichtsbedingungen ausdriicken, aus denen man sechs Un
bekannte ermitteln kann. Es treten auch tatsăchlich sechs Unbekannte 
auf, einmal die Spannungen 81 , S2 , 83 in den Stă ben 1, 2, 3, dann 
die dreifach unbekannte Auflagerkraft bei D, dreifach unbekannt 
deswegen, weil man zu ihrer Feststellung drei Zahlenangaben braucht; 
man kennt von ihr weder Zahlenwert noch Richtung, letztere ist 
selbst erst durch zwei Zahlenangaben bestimmt. Die Aufgabe, die 
Spannungen 81 , 82 , S3 und den Gelenkdruck bei D zu ermitteln, 
ist sonach statisch bestimmt, weil sie mit den Sătzen der Statik 
starrer Korper gelOst werden kann. 

Beispiel e) Vom scheibenformigen Korper der Abb. 240 sei 
vorausgesetzt, daB er unter dem EinfluB der Reibung in der ge

zeichneten Lage im Gleichgewicht ist. Die Auf
gabe, die Auflagerkrăfte zu ermitteln, ist ~ta
tisch unbestimmt. Der Korper hat als Scheibe 
in seiner Ebene nur drei Freiheitsgrade, es lassen 
sich somit nur drei Gleichgewichtsbedingungen 
aufstellen, wenn er im Gleichgewicht ist. J eder 
der beiden Auflagerkrăfte bei A und B ist aher 

Abb. ~40. zweifach unbekannt, nămlich nach Zahlenwert 
und Richtung. Man hat somit vier Unbekannte 

und fiir diese nur drei Bestimmungsgleichungen aus der Statik 
starrer Korper. 

Die vorangehenden Beispiele sollen dazu dienen, sich den Satz 
einzuprăgen: 

An einem Gebilde von n Freiheitsgraden diirfen, wenn 
es im Gleichgewicht ist, nicht mehr als n Unbekannte 
auftreten, wenn die Aufgabe, diese Unbekannten zu er-
mitteln, statisch bestimmt sein soll. (b) 
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Fiir die statisch bestimmte Aufgabe laBt sich noch eine andere 
Fassung geben, die recht zweckmaBig ist und bei allgemeinen Unter
suchungen wesentliche Dienste leistet. Nach der bisherigen Definition 
miissen statisch bestimmte Aufgaben mit alleiniger Anwendung der 
Satze der Statik starrer Korper IOsbar sein. Nun ist aber deren 
Hauptcharakteristikum: 

Die Satze der Statik starrer Korper sind alle 
1 inear in den Kraften, (o) 

wenn man eine Gleichung von der Form a 2( + b ~ + cU: + ... =O 
als linear in den GroBen 21:, ~' 6: bezeichnet. Da nun alle Auf
gaben, die mit diesen linearen Sătzen oder Gleichungen gelost wer
den konnen, als statisch bestimmt bezeichnet wurden, so kann man 
sagen: 

bei statisch bestimmten Aufgaben werden die gesuchten 
Krăfte mit alleiniger Anwendung von linearen Gleichungen 
ermittelt; (d) 

oder wenn man bedenkt, daB lineare Gleichungen geometrisch durch 
lineare Gebilde (Gerade, Ebene, Punkt) dargestellt werden, 

die graphische Losung statisch bestimmter A uf
gaben geschieht mit alleiniger Anwendung von 
geraden Linien. (e) 



Vierter Abschnitt. 

Statische Aufgaben der Ebene. 

Seileck. 

38. Ein System von n Kraften P1 , P2 , •.• Pn in der namlichen 
Ebene hat nach (36 d) stets eine Resultierende R. Sie ist die gra
phische Summe der Einzelkrafte, man kennt also von ihr Zahlenwert 
und Richtung. Ihre Lage findet man durch wiederholte Anwendung 
des Dreikraftesatzes, indem man immer fiir je zwei Krafte ihre Resul
tierende einfiihrt. Ersetzt man P1 und P 2 durch eine Resultierende 82 , 

so ist das Kraftesystem P1 , P 2 , ••• Pn gleichwertig dem System 82 , 

Pa, ... Pn. Nun ersetzt man wieder 82 und P3 durch eine Resul
tierende Sa und erhalt das gleichwertige System 83 , PP . . . Pn usw. 

Abb. 241. 

1 
1 
1 

R_,l SJ 

1 
1 

1 
1 

Abb. 242. 

Beispiel a) Man ermittle die Resultierende des Kraftesystems 
der Abb. 241 nach Zahlenwert, Richtung und Lage. 

Die Resultierende ist gleich der graphischen Summe der Einzel-
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krăfte, man trăgt von einem beliebig gewăhlten Anfangspunkt O aus 
der Reihe nach die Einzelkrăfte aneinander an, s. Abb. 242, und er
hălt so R nach Zahlenwert und Richtung als den Vektor vom Anfangs
punkt O zum Endpunkt 4. Umstăndlicher zu ermitteln ist die Lage 
der Resultierenden. Man sucht zuerst Richtung und Lage der Resul
tierenden 82 von P1 und P2 ; die Richtung entnimmt man dem Krăfte
plan, die Lage in der gegebenen Krăfteebene aus der Bedingung 

....... e2 = ' 1 + ' 2 , d. h. 82 muB durch den Schnittpunkt von P 1 und P2 

hindurchgehen. Die năchste Resultierende 83 geht durch den Schnitt
punkt von 82 und P 3 , ihre Richtung entnimmt man dem Krăfteplan. 
84 oder R geht durch den Schnittpunkt von 83 mit P4 , ihre Rich
tung entnimmt man wieder dem Krăfteplan. 

Die Lage von R hătte auch analytisch bestimmt werden konnen. 
Man nimmt einstweilen eine beliebige Lage fiir sie an, in der Ab
bildung durch R' bezeichnet ( die Richtung ist natiirlich ebenso wie 
der Zahlenwert dem Krăfteplan zu entnehmen), und schreibt fiir 
einen passend gewăhlten Punkt M der Ebene den Momentensatz an, 
in dem der Abstand r der Kraft R' vom Momentenpunkt M als 
einzige Unbekannte auftritt. Mit gefundenem r ist die Aufgabe ge
lost. In Abb. 241 ist der Schnittpunkt der Krăfte P1 und P2 als 
Momentenpunkt gewăhlt, beide haben dann das Moment O. 

Sind die Krăfte des gegebenen Systems P 1 , P 2 , ••• Pn nahezu 
parallel, so wird die angefiihrte Konstruktion fiir R ungiinstig, jeden
falls aher recht ungenau. Man hilft sich dann damit, daB man 
nach (36 a) zwei unter sich im Gleichgewicht befindliche passend 
gelegene Krăfte 80 und 80' hinzufiigt, s. Abb. 243, und genau so wie 
oben angegeben immer zwei aufeinanderfolgende Krăfte durch eine 
Resultierende ,ersetzt. Man bezeichnet die gesuchte Resultierende 
des Kraftesystems durch 

............ ......-.... ........... ............ 

fi='1 +'2+,s+ ... +,". 
Nach Hinzunahme der beiden Hilfskrăfte 80 und 80' wird 

...-""- ............ ........... ............ ............ .......... 

Bt=eo+'1 +'2+,s+ ... +'n+!o'· .._.. 
80 und P1 werden durch eine Resultierende 81 ersetzt, 

........... ............ ........... ............ ........... 

m =el + '2 + '3 + ... + 'n + eo'· ....._.... 
Im Krăfteplan ist 81 als die graphische Summe von 80 und P1 dar
gestellt, im Lageplan (so nennt man die Zeichnung des gegebenen 
Krăftesystems, weil man ihm nur die Lage und Richtung der ge
gebenen Krăfte entnimmt, im Gegensatz zum Krăfteplan) geht 81 



142 Vierter Abschnitt. 38. 

durch den Schnittpunkt von P 1 mit 80 • Nun ersetzt man wieder 
81 und P2 durch eine Resultierende 82 , 

~ ........... """'" ............ 

!R=~+ ··· +'"+eo'· 
Man făhrt so fort und erhălt 

(a) 
d. h. R als Resultierende von 8n und 80'. Im Krăfteplan ist R die 
graphische Summe aus 80' und 8", im Lageplan geht R durch den 
Schnittpunkt von 80' und 8n oder, was das gleiche ist, durch den 
Schnittpunkt von 80 und Sn. 

Abb. 243. 

o 

J 
Abb. 244. 

Natiirlich ist man nicht an eine bestimmte Aufeinanderfolge der 
Krăfte gebunden. Man wird sie aufeinander folgen lassen, wie es 
fiir eine bequeme Zeichnung am geeignetsten erscheint. Lage, 
Richtung und Zahlenwert der Resultierenden bleibt · durch die ver
schiedene Reihenfolge der Krăfte unberiihrt. Selbstverstăndlich muB 
aber die Aufeinanderfolge der Krafte im Lageplan die gleiche sein 
wie im Krăfteplan. 

Den Linienzug 80 , 81 , ••• 8n im Lageplan nennt man Seileck 
oder Seilpolygon, die einzelnen Hilfskrăfte 80 , 81 , ... 8n Seil
eckseiten, im besonderen nennt man 80 oder 80' die erste und 
8" die letzte Seileckseite, beide meist auch die ăuBersten Seil
eckseiten. Dann hat man fiir die Ermittlung der Lage von R die 
einfache Formei: 
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Die Resultierende geht durch den Schnittpunkt 
der ăuBersten Seileckseiten. (b) 

Den Punkt O im Krăfteplan, von dem aus man 80 angetragen 
hat, nennt man den Pol und den Krăfteplan selbst meist Polfigur. 
Die einzelnen in der Polfigur vom Pol aus im KrăftemaBstab auf
getragenen Krăfte 80 , 81 , •.. Sn heiBt man Polstrahlen. Man 
beachte, daB im Krăfteplan die Krăfte maBstăblich eingetragen sind, 
man benotigt fiir sie einen KrăftemaBstab. Man beachte weiter, 
daB der Krăfteplan iiber die Lage der Krăfte keinen AufschluB 
gibt. Diese selbst kommt der Hauptsache nach im Lageplan zum 
Ausdruck, man gibt fiir ihn einen LăngenmaBstab an. Den Krăfte
zug P 1 , P2 , • • • P.. in der Polfigur vom Anfangspunkt O aus bis 
zum Endpunkt n heiBt man wieder Krafteck. 

Beispiel b) Zum Lastensystem der Abb. 245 suche man die 
Resultierende. 

Abb. 245. Abb. 246. 

Die Lasten sind parallel, also ist auch die Resultierende parallel 
zu ihnen. Deren Zahlenwert ist gleich der Summe der Einzelkrăfte; ihre 
Lage konnte man in diesem Fali unschwer, wie beim Beisp. a) angegeben, 
analytisch ermitteln, es wăre sonach nicht notwendig, ein Seileck zu 
zeichnen. Wenn allerdings dasSeileck keinen anderenZweck hătte,als nur 
die Resultierende eines Krăftesystems zu ermitteln, wăre es jeden
falls nie in die Statik eingefiihrt worden. Die Aufgaben, die man 
mit dem Seileck auf recht einfache W eise graphisch lost, sind aher 
iiberaus zahlreich; meist lost man fiir ein bestimmtes Krăftesystem 
mehrere verschiedenartige Aufgaben mit der gleichen Konstruktion. 
Deswegen findet es in der Statik recht ausgedehnte Anwendung. 

Man gewohne sich an einige schematische Einzelheiten, die bei 
allen Seileckkonstruktionen recht gute Dienste leisten. Den Punkt, 
von dem aus man die Kraft P 1 abtrăgt, bezeichnet man mit O, den 
Endpunkt von P1 mit 1, dann fiihrt in der Polfigur die Kraft 80 

oder der Polstrahl 80 vom Pol aus zum Punkt O, der Polstrahl 81 

zum Punkt 1 usf.; die Resultierende ist der Vektor vom Beginn O des 
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Kraftecke8 bi8 zu 8einem Endpunkt n . E8 erwei8t 8ich al8 praktische 
Raumau8niitzung, wenn man in der Polfigur die beiden auBer8ten 
Pol8trahlen S0 und S., 80 zieht, daB 8ie mit der Re8ultierenden 
Winkel von ungefăhr 45 ° bilden. Legt man nămlich den Pol weit 
weg von der Re8ultierenden, 80 erhălt man ein sehr flache8 Seileck, 
legt man ihn sehr nahe an die Re8ultierende, 80 wird das Seileck 
sehr 8teil. Im Lageplan trăgt man die Seileck8eite S0 an beliebiger 
Stelie an, bringt 8Îe zum Schnitt mit P 1 und erhalt 80 die Re8ultierende 
S1 von S0 und P1 , da ihre Richtung ja der Polfigur zu entnehmen 
ist. Dann bringt man S1 und P2 zum Schnitt und erhalt S2 u8w., 
bis man schlieBlich S4 als Re8ultierende von S3 und P4 erhalt. Durch 
den Schnittpunkt der auBer8ten Seileckseiten S0 und S4 muB die 
Resultierende R gehen. 

Beispiel c) Wenn man den Pol des Seilecke8 in den Anfangs
punkt O des Kraftecke8 verlegt, welche Bedeutung haben dann die 
einzelnen Pol8trahlen ~ 

Abb. 247. Abb. 248. 

Hier wird S0 =O, S1 falit mit P1 zusammen, S2 i8t die Resul
tierende aus P1 und P2 , S3 die Resultierende aus P11 P2 , P8 usw., 
8. Abb. 241 und 242, auch 24 7 und 248. In diesem Fali heiBt man 
da8 Seileck oft auch die Mitteldrucklinie der gegebenen Krafte. 

Beispiel d) Wie findet man die Resultierende der zwischen 
den Seileckseiten Si und Sk liegenden Krafte Pi+ 1 , Pi +2, . . . P k _ 11 Pk? 

Im Krii.fteplan wird 8ie als deren graphische Summe ermittelt, 
im Lageplan geht sie durch den Schnittpunkt von Si und Sk . 

Au f g a b e a) Zum Kriiftesystem der Abb. 24 7 ermittle man die Resul
tierende . 

Losung: Zahlenwert und Richtung von R gibt ein Kriifteplan, Abb. 248. 
Im Lageplan geht die Resultierende 82 von P1 und P2 durch den Schnittpunkt 
von P1 und P2> dann die Resultierende S3 von 82 und P 3 durch deren Schnitt
punkt usw. 

A ufgabe b) Man ermittle die Resultierende R des durch Abb. 2•9 gegebe
nen Kriiftesystems mit Hilfe eines Seileckes nacb Zahlenwert, Richtung und Lage. 
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Losung: Man zeichnet das Krafteck o, 1, 2, a, 4, 5, s . ..Abb. 250. Der 
Vektor von o nach 5 ist die Resultierende nach Zahlenwert und Richtung. Fiir 
die Lage wăhlt man den Pol O giinstig; dadurch sind d.ie beiden Hilfskrăfte 80 
und 80' bestimmt sowie die anderen Polstrahlen 81 bis 85 • Man iibertrăgt sie 
in den Lageplan als Seileckseiten, durch den Schnittpunkt von 80 und S, mu13 
R gehen. 

3 

Abb. 250. 

39. Ist ein Kraftesystem im Gleichgewicht, dann muB wegen 
R =O in der Polfigur das Krafteck geschlossen sein, d. h. der An
fangspunkt O des Kraftecks mit dem Endpunkt n zusammenfallen. 
Weiter muB nach (38a) auch O= e,. + e0' gelten, und deswegen auch 
im Lageplan das Seileck geschlossen sein, somit die beiden auBersten 
Seileckseiten auf der namlichen Geraden liegen; diese Gerade heiBt 
die S c h 1 u B linie des Seileckes. Man beachte wohl die Schreibweise 

....... 
o= en + e0' im Gegensatz zu O= e,. + e0'. (a) 

Die erste Gleichung driickt aus, daB die beiden Krafte im 
Gleichgewicht sind und deswegen auf der namlichen Geraden liegen 
miissen; die zweite nur, daB die graphische Summe beider Krafte 
Null ist, daB sie also im allgemeinen Fall ein Kraftepaar bilden werden. 
Es fiihrt somit der Fali, da B zwar das Krafteck geschlossen ist, nicht 
aber das Seileck, auf ein Kraftepaar. 

Man fasse zusammen und merke : 

Fiir ein ebenes Gleichgewichtssystem muB so
wohl das Krafteck wie das Seileck geschlossen 
sein; schlieBt sich nur das Krafteck, so ist das 
untersuchte Kraftesystem glei chwertig ei n em 
Kraftepaar. (b) 

In praktischen Fallen treten meist nur Gleichgewichtssysteme 
auf, deren Seileck dann stets eine SchluJ3linie hat. Meist sind die 
Auflagerkrafte unbekannt; die Seileckkonstruktion gibt ein recht ein-

Ege r e r , Ingenieur-Mechanik. I. 10 
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faches Mittel, sie mit Hilfe der SchluBlinie zu ermitteln. Sei etwa 
das Krăftesystem P1 , P2 , ••• P .. iru Gleichgewicht mit den Auflager
krăften A und B, 

(c) 

Man nimmt wieder das Hilfssystem 80 und 80' hinzu und erhălt, 
wenn man passend aufeinander folgen lăBt, 

Nun faBt man 80 und P1 zu S1 zusammen, dann 81 und P2 zu S2 

usw.; man erhălt der Reihe nach 

o 

3 

Abb. 251. Abb. 252. 

Fiir die R.esultierende S von s .. und B gilt 

(d) 
siehe auch Abb. 251 und 252. S ist die SchluBlinie des Seileckes. 
Ihre Lage und Richtung ist durch die beiden Gleichungen bestimmt. 
W endet man auf jede den Dreikrăftesatz an, so muB nach der ersten 
Gleichung S durch den Schnittpunkt von A und 80' gehen und nach 
der letzten durch den Schnittpunkt von B und s... Man hat somit 
den Satz: 
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Die SchluBlinie des Seileckes geht durch die 
Schnittpunkte der ăuBersten Seileckseiten mit 
den Auflagerkrăften. (e) 

Aus dem Lageplan entnimmt man die Richtung der SchluBlinie S 
und iibertrăgt sie in den Krăfteplan, dann zeichnet man die dem 
Gleichungspaar (d) entsprechenden Dreiecke sOO und Ons, wodurch 
man die Zahlenwerte von .A und B erhălt. Aua dieser Konstruktion 
ergibt sich der fiir viele Aufgaben wichtige Satz: 

In der Polf.igur schneiden sich die Auflager-
krăfte auf der SchluBlinie. (f) 

Anmerkung. Man beachte, daB 80 und Sn .die ăuBersten Seil
eckseiten fiir das nicht im Gleichgewicht befindliche Krăftesystem 
Pl' P2 , •• • Pn sind, dagegen S gleichzeitig die erste und letzte Seil
eckseite fiir das Gleichgewichtssystem A, P1 , P~, ... Pn, B. Bei 
einem Gleichgewichtssystem fallen demnach die beiden ăuBersten 
Seileckseiten zusammen. 

Beispiel a) Man ermittle fiir 
das am Balken der Abb. 253 angrei
fende Nutzlastensystem die Resultie
rende R, ferner die von ihm hervor
gerufenen Auflagerkrăfte A und B . 
P1 = 1000 kg, P2 = 3000 kg, P 3 = 2 000 kg. 

Abb. 253. 

Man zeichnet zunăchst fiir das LastenRystem das Seileck, un
bekiimmert um die Auflagerkrăfte. Durch 80 und 83 be
stimmt sich die Lage von R, 
den Zahlenwert R = 6 000 kg 
und die Richtung entnimmt 
man dem Krăfteplan. Man 
bringt 80 und 83 zum Schnitt 
mit A und B und erhălt da
mit die SchluBlinie S. Ein 
zu ihr paralleler Polstrahl S 
in der Polfigur schneidet auf 
R die beiden Auflagerkrăfte 
A und B aus. A= 2500 kg, 
B=3500 kg. 

Um die durch das Ziehen 
von Parallelen hervorgerufe-

Abb. 254. K. M. 1 mrn = 200 kg. 

nen Ungenauigkeiten auf ein moglichst geringes MaB herabzubringen, 
empfiehlt es sich, eine Anordnung des Krăfteplanes ăhnlich der zu 
wăhlen, wie sie durch Abb. 254 zum Ausdruck gebracht ist. 

10* 
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Beispiel b) Die gleiche Aufgabe Iose man fiir das Nutzlasten
system der Abb. 255. P1 = 2 000 kg, P2 = 1000 kg, P 3 = 2 000 kg, 
p4 = 1000 kg. 

Man zeichnet zuerst wieder das Seileck fiir das Lastensystem, 
genau so wie wenn die Auflagerkrafte gar nicht vorhanden waren. 
Der V ektor von O nach 4 ist die Resultierende R = 2 000 kg. Im 
Seileck geht R durch den Schnittpunkt von 80 und 84 , liegt also 
hier auBerhalb des Balkens. Durch die Schnittpunkte von A und 
B mit 80 und 84 ist die SchluBlinie 8 bestimmt, ein zu ihr paralleler 
Polstrahl 8 im Krafteplan schneidet auf R die gesuchten Auflager
krafte A und B aus; es geht A vom Punkt s zum Punkt O und B 
vom Punkt 4 zu Punkt s. A= 330 kg ist ein Auflagerzug, B = 2330 kg 
ein Auflagerdruck. 

Abb. 255. Abb. 256. 
L. M. 1:200. K. M. 1 mm = 100 kg. 

Ist eine gegebene Kraft P mit zwei zu ihr parallelen unbekann
ten Kraften P1 und P2 im Gleichgewicht, s. Abb. 257, so ermittelt man 

deren Zahlenwerte am einfachsten mit 

Abb. 257. 

Hilfe des Seileckes, wenn man P1 und 
P2 als die unter dem EinfluB von P 
erzeugten Auflagerkrafte an einem Bal
ken auffaBt. Man zeichnet das Seileck, 
hier nur aus den beiden Seiten 80 und 
81 bestehend, die zugleich die "auBer
sten" Seileckseiten sind. Durch die 
Schnittpunkte von 80 mit P1 und 81 

mit P2 ist die SchluBlinie 8 im Seileck bestimmt, ein zu ihr paral
leler Polstrahl im Krafteplan schneidet auf P die beiden Krafte 
P1 und P2 aus. 

In entsprechender Weise wird eine Kraft P nach zwei zu 
ihr parallelen Kompon enten zerlegt; man hat nur die Pfeile 
von P1 und P2 umgekehrt zu nehmen. 
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Analytisch lost man beide Aufgaben mit Hilfe des Hebelgesetzes, 
(4:4 d). 

Beispiel c) Zu dem Belastungsfall der Abb. 258 ermittle man 
mit Hilfe des Seileckes 1. Zahlenwert, Richtung und Lage der Re· 
sultierenden, 2. die Auflagerkrăfte. P 1 = 1000 kg, P2 = 3000 kg, 
P3 = 2000 kg. 

Abb. 258. Abb. 259. 
L. M. 1:100. K. M. 1 mm = 200 kg. 

Man beachte, daB man fiir die graphische Ermittlung der Auf
lagerkrafte die SchluBlinie benotigt, und daB diese durch die Schnitt
punkte der Auflagerkrăfte mit den ăuBersten Seileckseiten bestimmt 
ist. Im vorliegenden Fall ist von der Auflagerkraft A die Richtung 
unbekannt. Man kann sie also gar nicht zum Schnitt mit der SchluB
linie bringen, ausgenommen wenn diese gerade durch den Punkt A 
hindurchgeht. Damit das der Fall ist, legt mao die erste Seileck
seite willkiirlich durch den Punkt A, daon ist A schon eio Puokt 
der SchluBlioie. Im iibrigen zeichoet mao das Seileck auf die ge
wohnliche Weise; durch den Schoittpunkt voo S0 und S3 geht die 
Resultierende R, deren Zahleowert 6 000 kg und Richtung ist aus 
dem Krăfteplan bekannt. 

Die SchluBlinie geht im Lageplan durch den Punkt A uod deo 
Schoittpunkt von S3 mit B, im Krăfteplao wird die Schlu3lioie 
parallel zu ihr eiogetragen. Auf dieser schneiden sich die Auflager
krăfte; von B kenot man die Richtung, man bringt B zum Schnitt 
mit S im Puokt s, durch den auch A gehen muB. Mit Hilfe des 
KrăftemaBstabes entnimmt man der 
Abbildung, daB A = 4 300 kg, 
B=4900 kg. 

Aufgabe a) An dem Balken der 
Abb. 260 greifen die Krăfte P1 = 2000 kg, 
P2 = 4 000 kg, P3 = 6 000 kg an. Man er
mittle ihre Resultierende und die von 
ihnen hervorgerufenen Auflagerkrăfte. Abb. 260. 
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Li:isung: Man zeichnet zunăchst das Krafteck O, 1, 2, 3 und findet, daB 
dieses sich schlieBt, daB also R =O. Das Seileck dagegen schlieBt sich nicht, 
R liegt sonach im Unendlichen, das gegebene Krăftesystem ist nach (b) gleich
wertig einem Krăftepaar. Die Auflagerkrăfte grei{en senkrecht am Balken an; 
um ihren Zahlenwert zu ermitteln, zeichnet man zunăchst im Lageplan die 
SchluB!inie ein und iibertrăgt diese dann in den Krăfteplan. Man findet 
A = B = 1 600 kg, beide Stiitzkrăfte bilden ein Krăftepaar; A geht nach ab' 
wărts, es muB deshalb an der Auflagerstelle A der Balken gegen Abheben 
gesichert werden. 

40. Schlie.Bt man an den Endpunkt eines Stabes den Anfangs
punkt eines zweiten Stabes durch ein Gelenk an und an dessen 
Endpunkt auf die gleiche Weise einen dritten Stab usf., so erhiilt 
man ei ne Sta b k e t te. Die Stăbe sind alle in der gleichen Ebene 
befindlich vorausgesetzt, die Gelenkachsen alle senkrecht zu dieser 
Ebene. Die Stabkette der Abb. 261 ist beweglich, und zwar zwang
lăufig: ihre drei Stăbe sind als Scheiben zu betrachten, die durch 
insgesamt vier Gelenke unter sich und mit der Erde festgehalten sind 
und damit acht Auflagerungen oder Fiihrungen haben, so da.B der 
Kfltte von ihren 3 · 3 = 9 Freiheitsgraden acht genommen sind und 
nur mehr ein einziger verbleibt. (Natiirlich hat eine Stabkette mit 
mehr als drei Stăben mehr als einen einzigen Freiheitsgrad, d. h. ihre 
Bewegung ist keine zwanglăufige.) 

Abb. 261. Abb. 262. 

Die einzelnen Stăbe der Kette sind als gewichtslos voraus
gesetzt. Greifen in den Gelenkpunkten der Kette irgendwelche 
Lasten an, so wird unter deren EinfluB zunăchst eine Bewegung der 
Stăbe, ein "Schaukeln" der Kette eintreten, bis sie allmăhlich unter 
dem EinfluB von Reibung und Luftwiderstand in einer Gleichgewichts
lage zur Ruhe kommt. Dann ist an jedem Gelenk die dort an 
greifende Kraft im Gleichgewicht mit den Spannungen der beiden 
an das Gelenk angeschlossenen Stăbe (die Reibung wird vernach
lăssigt). Zeichnet man zu diesem System der Nutzlasten und Stab
spannungen einen Krăfteplan, so ergibt sich zwanglos, daB die ein
zelnen in den Stăben auftretenden Spannungen die Seileckseiten fiir 
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das an der Stabkette angreifende Lastensystem vorstellen. Im be
sonderen stellen die ăuBersten Seileckseiten die von der festen Erde 
ausgehenden Auflagerkrăfte vor. 

U mgekehrt kann man sich jedes Seileck als ei ne Stabkette vor
stellen. Die Spannungen der Stabkette werden dann durch die Seil
eckseiten dargestellt. 

Hat man eine Stabkette und bringt an den einzelnen Knoten
punkten beliebige Krăfte an, so wird sie im allgemeinen nicht im 
Gleichgewicht sein. Es wird beispielshalber unter dem EinfluB der 
an den Gelenkpunkten der Kette der Abb. 263 angreifenden Ge
wichte Q im allgemeinen erst nach einer stattgefundenen Bewegung 
sich ein Gleichgewichtszustand bilden. W enn aher die Stabkette 
derart konstruiert ist, daB sie zu dem System der Gewichte Q be
reits ein Seileck vorstellt, dann wird natiirlich schon von Anbeginn 
an Gleichgewicht sein, es braucht sich ein Gleichgewichtszustand 
nicht erst herausbilden. 

o 

5 

Abb. 263. Abb. 264. 

Von dieser Eigenschaft einer Stabkette, daB sie nămlich im 
Gleichgewicht ist, wenn sie kongruent ist dem zum gegebenen Lasten
system gehorigen Seileck, macht man praktisch vielfach Gebrauch: 
man konstruiert zu einem gegebenen Lastensystem die gewiinschte 
Stabkette derart, daB sie kongruent ist mit einem Seileck zuni 
Lastensystem, s. Abb. 265, dann wird die ganze Belastung von der 
Stabkette aufgenommen und durch sie allein zu den Auflagern 
weitergeleitet. Man hat demnach nicht notwendig, fiir die gewiinschte 
sichere Obertragung des Lastensystems noch andere Stăbe einzu
schalten. Selbstverstăndlich bildet die zum gegebenen Lastensystem 
konstruierte Stabkette nur fiir eben diesen Belastungsfall ein Gleich
gewichtssystem. 

Die horizontale Komponente der Spannung in einem K etten
stab nennt man ihren Horizontalzug; in Abb. 266 ist beispiels-
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weise der Horizontalzug H 0 der Stabspannung S0 eingetragen. Sind 
die Nutzlasten, fiir die man die passende Stabkette konstruiert hat, 
Vertikallasten, so wird der Horizontalzug fiir alle Stabspannungen 
gleich groB, Abb. 264. 

Den Begriff "Horizontalzug" iibertragt man auf den Krafteplan 
eines Seileckes und nennt wieder Horizontalzug die hori:wntale 
Komponente eines jeden Polstrahles oder, was das gleiche ist, einer 
jeden Seileckseite. 

Abb. 265. Abb. 266. 

41. Bei der Konstruktion des Seileckes hatte man gewisse Frei
heiten. Grundlage der Konstruktion ist ja, daB man zwei im Gleich
gewicht befindliche Hilfskrafte S0 und S0' dem gegebenen Krafte
system hinzufiigt. Fiir S0 selbst ist ke;nerlei Beschrankung gegeben, 
so daB man Zahlenwert, Richtung und Lage beliebig wahlen kann. 
S0 ist ein V ektor und hat als solcher in der vorgeschriebenen Ebene 
drei Freiheitsgrade. Man kann daher oo3 verschiedene Kriifte S0 wahlen 
und hat damit oo3 verschiedene Seileckfiguren, da zu jedem S0 ein 
bestimmtes Seileck gehort, oder in anderer Ausdrucksweise: 

Dem Seileck zu einem gegebenen Krăftesystem 
kann man drei Bedingungen vorschreiben. (a) 

Beispielsweise verlangt die Losung verschiedener Aufgaben, daB man 
das zu konstruierende Seileck durch drei vorgeschriebene Punkte 
hindurchgehen lăBt, s. Beisp. c). 

Die Beziehung, die zwischen zwei verschiedenen Seilecken zu einem 
gegebenen Kriiftesystem besteht, ist unmittelbar aus der Konstruktion 
zu entnehmen. Hat man ein Seileck U0 , Ul' ... Un mit dem Pol U 
gezeichnet und noch ein zweites V0 , V1 , ••• Vn mit dem Pol V, so muB 
nach Konstruktionsangabe, s. Abb. 267 und 268, im Krafteplan gelten 

und ebenso 
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d. h. T ist sowohl die graphische Summe aus U0 und - V0 wie auch 
aus U1 und - V1 • Der Konstruktion des Lageplanes ist noch zu 
entnehmen, daB T die Resultierende aus U0 und - V0 und ebenso 
die Resultierende aus U1 und - V1 ist, da ja 

ul =tto+'l 

und deswegen nach (7 e) 

111 ,....... llo = t;l ,....... t;o oder ul ~ t;l = llo ~ t;o = t:. 

In der gleichen W eise entwickelt man, daB T auch die Resultierende 
aus u2 und - v2 oder allgemein aus ui und - vi ist, es miissen 
sich deshalb im Lageplan je zwei Krafte Ui und - Vi oder, was das 
gleiche ist, je die beiden Seileckseiten Ui und Vi auf dieser Resul
tierenden T schneiden. 

o 

v. 

{} 

..... 
............... 

....... ...... ........ 
Abb. 267. Abb. 268. 

Bezeichnet man im Lageplan die Wirkungslinie von T als Polar
achse, so besteht zwischen zwei verschiedenen Seilecken U und V 
zum namlichen Kraftesystem der Zusammenhang, 

daB je zwei entsprechende Seileckseiten Ui und Vi 
sich auf der Polarachse schneiden. (b) 

Beispiel a) Man bestimme die Polarachse zu zwei Seilecken, 
die den gleichen Pol haben. 

Je zwei entsprechende Seileckseiten Ui und V; sind hier parallel, 
sie schneiden sich also im U nendlichen, die Polarachse ist hier die 
unendlich ferne Gerade. 

Beispiel b) Was wird aus dem Seileck, wenn man die erste 
Seileckseite t:0 unendlich groB wahlt? 
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Man erhalt als Seileck eine Gerade, da ja :t1 = :1:0 + ~1 wieder 
........ 

:t0 gibt, ebenso :t~ = :t1 + $~ wieder :t1 oder :l0 , so dal3 

;to = ;tl = ;tz = · · · = ;tn · 
Die Wirkungslinie :t der Abb. 267, auf der sich die entsprechenden 
Seileckseiten U; und V; schneiden, ist als ein solches zur Geraden 
degenerierendes Seileck zu betrachten. 

Beispiel c) Zu dem Belastungsfall der Abb. 269 zeichne man 
ein Seileck, das durch die gegebenen Punkte A, B , C geht. P 1 = 6 000 kg, 
P2 = 4 000 kg, P3 = 2 000 kg, P, = 4 000 kg, P5 = 4 OoO kg. 

o 

Abb. 263. Abb. 270. 

Man zeichnet zunăchst ein beliebiges Seileck U, dessen erste 
Seite U0 durch den Punkt A geht, in der Abbildung mit feiner Linie 
gezeichnet. Dann ein zweites V, dessen erste Seite gleichfalls durch 
A und dessen letzte Seite durch B geht. Um es zu erhalten, iiberlege 
man die Beziehung zwischen den beiden Seilecken U und V. Ent
sprechende Seileckseiten U; und V; miissen sich auf der gleichen 
Geraden u v, auf der Polarachse schneiden. U0 und V0 schneiden sich im 
Punkt A, durch den sie ja beide hindurchgehen sollen, Un ist gefunden, 
Vn kann man durch den Punkt B beliebig annehmen, dann schneiden 
sich un und v.. in einem Punkt, der auf der erwăhnten Geraden u V 

liegen mu13, d. h. diese Gerade ist damit bestimmt. Man beachte, 
daB man Vn beliebig annehmen konnte, wenn man es nur durch B 
legt, woraus sich die Gerade uv bestimmt; man hiitte auch die 
Gerade uv beliebig annehmen konnen, selbstverstăndlich so, dal3 sie 
durch den Schnittpunkt A von U0 und V0 geht, dann wăre dadurch 
vn bestimmt, da sich vn einmal mit u,. auf uv schneiden und anderer
seits durch B hindurchgehen muB. Die Gerade uv la13t das zweite 
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Seileck V recht einfach fortsetzen: die Seileckseite V5 ist bestimmt; 
v4 und u4 schneiden sich auf u V' man hat somit von v4 einen Punkt; 
einen zweiten hat man aus der Bedingung, daB V4 die Fortsetzung 
von V5 ist und sich deswegen mit V5 auf der Kraft P5 schneiden 
muB; in gleicher W eise findet man V3 usw. Dieses zweite Seileck V, 
in Abbildung gestrichelt gezeichnet, erfiillt schon zwei der gegebenen 
Forderungen, da es ja sowohl durch A wie auch durch B geht. Zur 
Kontrolle kann man noch die Einzelstrahlen in die Polfigur iiber
tragen. Das eigentlich gewiinschte Seileck W durch alle drei Punkte 
A, B, C ist mit dem Seileck V in Zusammenhang zu bringen. J e 
zwei entsprechende Seiten der beiden Seilecke schneiden sich auf 
der Polarachse vw; V0 geht mit W0 durch A und V:., mit W:, durch 
B, also geht die Polarachse vw durch A und B. Mit ihrer Hilfe 
zeichnet man die durch C gehende Seileckseite W2 , die mit dem ge
zeichnet vorliegenden V2 sich auf vw schneiden muB. Die an W2 

anschlieBenden Seileckseiten ermittelt man genau so wie es fiir die 
Seiten des Seileckes V angegeben wurde. 

Eine zweite Losung wird graphisch-analytisch so vorgehen, 
daB sie zuerst durch Rechnung die Lage der Resultierenden ermittelt 
und diese einzeichnet. Dann legt man durch A und B ein aus zwei 
Seiten bestehendes Seileck; beide Seiten, V0 und V5 in Abb. 269, 
miissen sich auf der Resultierenden schneiden. Zwei zu ihnen parallele 
Polstrahlen V0 und V5 im Krăfteplan bestimmen dessen Pol V und 
daruit die andern Polstrahlen V1 , V2 , V:~, V4 , die man wieder als 
Seileckseiten in den Lageplan iibertrăgt. Man erspart sich durch die 
angegebene Konstruktion das erste Seileck U. V om Seileck V geht 
man wieder auf die oben angegebene Weise zum gewiinschten Seil
eck W liber. 

Eine dri tte Losung ermittelt zuerst die Resultierende aller 
Krăfte, die zwischen den gegebenen Punkten A und C liegen, und 
ebenso die Resultierende aller jener zwischen C und B, und verfăhrt 
dann so wie an spăterer Stelle bei der Ermittlung der Gelenkdriicke 
eines Dreigelenkbogens in Nr. 49 angegeben ist. 

* 42. Zwischen dem Lageplan und dem Krăfteplan eines ebenen 
Krăftesystems besteht ein recht einfacher Zusammenhang. Man be
achte zunăchst, daB jede Strecke des Lageplanes als Trăger einer 
Kraft anzusehen ist; entweder ist sie die Wirkungslinie einer ge
gebenen Kraft, oder sie stellt wie bei einem Stabverband einen Stab 
und daruit den Trăger einer Spannung vor. In irgendeinem MaB
stab hat man alle die im Lageplan auftretenden Krăfte in den Krăfte
plan iibertragen, so daB sicher jeder Strecke des Lageplanes eine zu 
ihr parallele Strecke im Krăfteplan entspricht. Aher auch umgekehrt 
muB jeder Strecke des Krăfteplanes auch eine bestimmte Strecke 
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des Lageplanes entsprechen, da eben nach Konstruktion jede Strecke 
im Krăfteplan als Darstellung einer bestimmten Kraft des Lageplanes 
entstanden ist. 

Die einzelnen Strecken des Lageplanes werden in bestimmten 
Punkten zusammenstoBen; man kann diese als materielle Punkte 
ansprechen, an denen die durch die Strecken getragenen Krafte an
greifen. Selbstverstandlich setzen wir voraus, daB das durch den 
Lageplan dargestellte Gebilde und damit auch jeder einzelne seiner 
Punkte im Gleichgewicht ist. Dann miissen die an jedem solchen 
Knotenpunkt des Lageplanes angreifenden Krafte im Krafteplan ein 
geschlossenes Krafteck bilden. Es ist also jedem Knotenpunkt des 
Lageplanes ein ganz bestimmtes Polygon zugeordnet. 

c 

(/ 

~ 

Abb. 271. Abb. 272. 

Die bisher angegebenen Beziehungen sind unschwer einzusehen, 
sie liegen ganz und gar in der Natur der beiden Pliine. Ein weiterer 
Zusammenhang zwischen den beiden Gebilden ist der, daB auch um
gekehrt jedem geschlossenen Polygon des Lageplanes ein bestimmter 
Punkt des Krafteplanes zugewiesen ist, vorausgesetzt daB im Innern 
des Polygons keine Strecken vorhanden sind. Abb. 271 stellt ein 
aus einem Lageplan herausgegriffenes Stiick vor. Die einzelnen 
Polygone, die an diesem Stiick teilnehmen, sind durch Buchstaben 
a, b, . . . m, n gekennzeichnet. Mit Hilfe dieser Polygonbuchstaben 
kann man dann auch die einzelnen Stabe und Knotenpunkte genau 
benennen. Dem im Gleichgewicht befindlichen Knotenpunkt I oder 
amnb, in dem also die Polygone a, rn, n, b zusammenstoBen, muB 
im Krafteplan ein geschlossenes Krafteck, also ein Polygon I ent
sprechen. Den einzelnen Polygonseiten am, mn, nb, ba des Lage
planes miissen im Krafteplan gleichfalls Polygonseiten entsprechen; 
diese seien irgendwie gefunden und zu dem Polygon am n b a des 
Krafteplanes zusammengesetzt. Wir wollen, um auch mit den Buch-
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stabenbezeichnungen vollstandig auszukommen, die Kraft, die von 
dem Stab oder der Strecke a b getragen wird, auch kurz als Kraft a b 
bezeichnen, die dann im Krăfteplan durch die entsprechende Strecke 
a b maBstablich dargestellt wird. 

Und nun beginnt unsere Dberlegung, indem wir die an friiherer 
Stelle (17 a) schon angegebene Vorschrift fiir die Konstruktion eines 
Cremonaplanes genau beachten, namlich 1. beim Ablesen der an den 
einzelnen Knotenpu:nkten des Lageplanes angreifenden Krăfte miissen 
diese Knotenpunkte immer im gleichen Sinn umlaufen werden, 
unserer bisherigen Gewohnheit entsprechend rechtsum, 2. man muB 
das Krafteck mit den bekannten Kraften beginnen und an sie die 
unbekannten sich anschlieBen lassen. 

Dem Punkt I oder am n ba des Lageplanes entspricht im Krafte
plan das Polygon amnba, dem Punkt II oder abcdea des Lage
planes im Krăfteplan das Polygon a b c de a usw. Im Krăfteplan 
muB wegen der gegebenen Vorschrift sicher a b auf a e folgen, ebenso 
am auf ab, und wieder ak auf am, ag auf ak, ae auf ag. Die 
Krăfte ae, ab, am, ak, ag konnen also nur bilden entweder ein 
Polygon oder ein Strahlensystem vom nămlichen Punkt aus. Ersteres 
ist nicht moglich, weil die Reihenfolge a e, a b am Knoten II durch 
b c seine Fortsetzung finden miiBte, ebenso a g, a e am Knoten III 
durch e f usw., also gehen die Krafte a e, a b, am, a k, a g im Krăfte
plan vom namlichen Punkt a aus, d. h. dem Polygon a des Lage
planes entspricht im Krafteplan ein Punkt a. W as vom Punkt a 
gilt, laBt sich auch von den anderen Polygonen des Lageplanes als 
giiltig erweisen. 

Nun definiert man in der Statik (nicht in der Mathematik) als 
reziproke Figuren zwei zusammengehorige, aus Punkten und 
Strecken gebildete Figuren von der Beschaffenheit, daB jeder Strecke 
der ersten Figur eine parallele Strecke der zweiten zugeordnet ist 
und umgekehrt, wenn ferner jedem Punkt der ersten Figur ein be
stimmtes Polygon der zweiteh und ebenso jedem (im Innern nicht 
von Strecken durchsetzten) Polygon der ersten ein Punkt der zweiten 
Figur zugeordnet ist. 

Diese Beziehung trifft fiir den Lageplan und Krafteplan eines 
bestimmten Kraftesystems vollstandig zu, Lageplan und Krafteplan 
sind also zwei reziproke Figuren. Im besondern gilt diese Beziehung 
fiir den Krafteplan eines ebenen Stabverbandes, wenn man die ge
gebenen V orschriften (17 a) erfiillt, man kann also umgekehrt sagen: 
diese Vorschriften lassen einen reziproken Krafteplan entstehen, 
falls iiberhaupt ein solcher moglich ist. 

Die aufgedeckten Beziehungen kann man noch weiterfiihren, 
insbesonders noch untersuchen, unter welchen Vorauss~tzungen auch 
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riickwarts jedem Punkt des Krafteplanes ein bestimmtes Polygon 
des Lageplanes zugeordnet ist und ferner jedem Polygon des Krafte
planes ein bestimmter Punkt des Lageplanes. Fiir uns als Ingenieure 
haben solche Untersuchungen kein praktisches Interesse. Wir ver
langen von einem Krafteplan in der Hauptsache, daB er mit einem 
Minimum von Arbeit praktisch genaue Losungen gibt. In dieser 
Hinsicht wird der durch Beachtung der gegebenen Konstruktions
vorschriften erhaltene Cremona plan durch keinen anderen iiber
troffen. 

Abb. 274. 

Beispiel a) Man beurteile den Krafteplan zu dem Stabverband 
der Abb. 273. 

Man beachte zunachst, daB das Polygon I II III durch den 
Stab II IV durchsetzt wird, ebenso das Polygon II III IV durch 
den Stab I III. Auf solche Stabverbande' beziehen sich die voraus
gehenden Untersuchungen nicht, wenn auch nichts im Wege liegt, 
auch sie in die Betrachtung miteinzubeziehen. Zeichnet man nach 
den gegebenen Vorschriften den Krafteplan, s. Abb. 275, so sieht man, 

Abb. 275. 

daB die Stabspannungen S2 und Sa 
je zweimal auftreten. Von einem 
Cremonaplan oder einem rezipro
ken Krafteplan kann also nicht die 
Rede sein. Will man einen sol
chen erzwingen, so muB man von 
der in 17 gegebenen V orschrift ab
weichen, wie Abb. 274 erkennen 
Ia13t. Nach dieser Vorschrift miis
sen die Krafte am Knoten I in 

der Reihenfolge P, Sa, 84 zum Krafteck sich aneinanderschlieBen, 
was zutrifft; am Knoten II in der Reihenfolge S4 , 82 , S1 , wahrend 
im Krafteplan die Reihenfolge S4 , S1 , 82 ist; fur den Knoten III 
stimmt die Reihenfolge Sl' Sa , S6 im Lageplan wieder mit der
jenigen im Krafteplan iiberein, wahrend sie am Knoten IV wieder 
umgekehrt ist , namlich P, 85 , 82 im Lageplan und P, 82 , 85 im 
Krafteplan. 

Um fur den vorliegenden Lageplan einen reziproken Krafteplan 
zu erhalten, mii13te man also von der in 17 gegebenen Vorschrift 
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abweichen. Fiir Stabverbănde von der Art der Abb. 273, bei denen 
also Polygone durch Stăbe durchsetzt werden, die nicht dem Poly
gone angehăren, kommt man mit der einfachen Konstruktionsvor
schrift oft nicht mehr zum Ziel. Man kănnte freilich die Vorschrift 
erweitern, indes kommen Fălle vor, wo es recht schwierig werden 
kann, einen reziproken Krăfteplan zu erhalten; der Gewinn, den man 
durch ihn hătte, steht aher in gar keinem Verhăltnis zu der auf
gewandten Arbeit, so daB es sich nicht lohnt, von der gegebenen Vor
schrift fiir das Zeichnen eines Cremonaplanes irgendwie abzuweichen. 
Man wird also die Măglichkeit, daB bei dem nach V orschrift ge
zeichneten Krăfteplan in einzelnen Făllen einige Spannungen doppelt 
auftreten, mit in Kauf nehmen. 

Abb. 276. Abb. 277. 

Beispiel b) Man zeichne zu dem Stabverband der Abb. 276 
den Krăfteplan. 

Man beachte, daB im Stabverband sich keine Stăbe mehr kreuzen, 
der Knoten V ist neu eingeschaltet. Man zeichnet nach der ge
gebenen Vorschrift den Krăfteplan und erhălt ihn als reziproken, 
s. Abb. 277. 

Scheibe und Scheibenaufgabe. 

43. Der Druck von nicht unmittelbar am Erdboden angreifenden 
Lasten wird durch passend ausgefiihrte Baukonstruktionen, die man 
Trăger oder Tragwerke nennt, zur Erde weitergeleitet. Der Trăger 
kann ebensowohl als einfacher Stab oder Balken, der eine kleine 
Offnung iiberbriickt, wie als schwierigere Konstruktion auftreten. Der 
Bauingenieur, der ihn meist als Briicke kennt, unterscheidet drei 
Hauptteile eines Trăgers, die Fahrbahntafel oder den Fahrbahn
korper, den eigentlichen oder Haupttrăger, auch Primărtrăger 

oder Primărkonstruktion genannt, und die Stiitzen (Widerlager und 
Pfeiler). 

N ur bei den allereinfachsten Tragkonstruktionen greifen die 
Nutzlasten unmittelbar am Haupttrăger an, etwa wenn eine Person 
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iiber einen Balken geht, der einen Bach iiberbriickt. Von der gleichen 
konstruktiven Einfachheit sind auch die im Hochbau verwendeten 
Trăger, die meist ohne besondere Vorkehrungen auf dem Mauerwerk 
aufliegen. In den praktisch in Frage kommenden Făllen des Briicken
baues werden die Verkehrslasten zunăchst vom Fahrbahnkorper auf
genommen. In den einfachsten Fallen, etwa bei einem Steg fiir 
FuBgănger, wird der Fahrbahnkorper aus Brettern oder Bohlen be
stehen, die unmittelbar auf den Haupttragern, deren es in der Regel 
zwei sein werden, aufliegen. Die eigentlichen Trager konnen ein
fache holzerne Balken sein oder Holzkonstruktionen, sie konnen 
natiirliches oder kiinstliches Gestein als Konstruktionsmaterial haben, 
oder Eisen oder Eisen mit Gestein in passender Zusammensetzung usw. 

I 
Abb. 278. Abb. 279. Abb. 280. 

Die eisernen Trăger konnen ungeteilten Querschnitt haben, in den ein
facheren Fallen, besonders iru Hochbau, kommt der I-Trăger, soge
nannter Doppel-T-Trăger, am meisten zur Anwendung , s. Abb. 278; 
oder ihr Querschnitt ist aus mehreren Einzelteilen zusammengesetzt, 
s. Abb. 279, aher immer noch so, daB der Trăger seiner ganzen Lănge 
nach den Eindruck eines einzigen Stiickes zulăBt. Er wird in den 
einfacheren Fallen ohne besondere Vorrichtungen auf den Stiitzlagern 
aufliegen. Bei einer Eisenbahniiberfahrt iiber eine kleine Offnung wird 
der Fahrbahnkorper aus den Schienen und den auf zwei Haupttrăgern 
unmittelbar aufliegenden Schwellen bestehen. Die Haupttrăger wer
den in diesem Fall meist aus mehreren Teilen zusammengenietet 
sein, so wie Abb. 279 oder 280 andeutet. 

Bei Tragkonstruktionen, deren Lănge ein gewisses MaB iiber
schreitet, wird der Fahrbahnkorper bestehen aus den auf den Haupt
trăgern ruhenden Quertrăgern, und den auf diesen wieder ruhenden 
kleineren Lăngstrăgern samt Schienen oder Deckung. Beide, Quer
und Lăngstrăger, nennt man wohl auch Sekundărtrăger gegen
iiber dem Primărtrăger (dieser in Abb. 281 schraffiert eingezeich
net), die ganze Fahrbahnkonstruktion auch Sekundărkonstruktion. 
Bei StraBenbriicken gehort zu ihr auBer den Quer- und Sekundar-
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lăngstragern auch die eigentliche Fahrstral3e nebst den FuBwegen 
und dem Gelănder, der notwendigen Verspannung usw. 

Bei grol3erer Spannweite wird 
der Trăger meist gegliedert sein, 
wie etwa der an spaterer Stelle noch 
zu besprechende Fachwerktrager, s. 
Abb. 281; die Auflagerkonstruktio-
nen sind dann gewohnlich mit groBe- Abb. 281. 
rer Sorgfalt durchgebildet. 

Die Definition der Scheibe ist in Nr. 18 gegeben. In der Statik 
tritt sie als ebener Trăger auf; man spricht dann oft auch von einer 
Trag s chei b e. U mfangreichere Tragkonstruktionen kann man in 
mehrere Scheiben aufteilen, die unter sich durch Stabe und Gelenke 
verbunden sind. Wenn man von Tragem oder Tragwerken oder 
Tragscheiben schlechtweg spricht, meint man natiirlich immer den 
Haupttrăger. Die Trăger kann man nach verschiedenen Gesichts
punkten besprechen. Einmal hinsichtlich des Materials, wenn man 
Holz-, Eisen-, Stein-, Eisenbetontrager usw. unterscheidet. Hinsicht
lich der Tragerwand unterscheidet man den Vollwandtrager gegen
iiber dem gegliederten Trager. 

In statischer Hinsicht teilt man die Trăger ein in Balken
trăger oder auch kurz Balken genannt, in Bogentrager, meist Bogen 
genannt (auch Druckbogen und zuweilen auch Sprengbogen) und 
Hangetrager oder auch Hangebogen oder Zugbogen genannt. Mal3-
gebend fiir diese Einteilung ist die Auflagerreaktion unter dem Ein
fluB von N utzlasten, die lotrecht am Trager angreifen. 

Beim Balken werden durch lotrechte Lasten ausschlieBlich lot
rechte Auflagerkrafte hervorgerufen, s. Abb. 254, 255, 285, 286; ohne 
EinfluB ist die Gestalt; der Trager der 
Abb. 282 ist beispielsweise ein Balken, 
wenn er auch die Form eines Bogens 
hat. [N ach einer anderen Festsetzung 
heiBt Balken auch jeder Trăger, der eine 
feste und eine verschiebbare Stiitze hat. Abb. 282. 
Darnach ware der Trager der Abb. 258 
ein Balkentrager, ebenso derjenige der Abb. 340.] Im Maschinen
bau tritt der Balken als Achse und Welle auf. 

Die am Bogentrager angreifenden lotrechten Lasten iiben auf 
die Auflager einen schief nach auJ3en ge
richteten Druck aus, die durch die Lasten 
hervorgerufenen Auflagerkrăfte gehen um
gekehrt schief nach innen, s. Abb. 283; die 
am Hăngebogen angreifenden lotrechten Abb. 283. 

Egerer, Ingenieur-Mechanik. J. 11 
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Lasten suchen die Auflager schief nach innen zu ziehen, die Auf
lagerkrăfte werden als Reaktionen dann schief nach auBen gehen, 

B. Abb. 284. 

Abb. 284. 

Hinsichtlich der Auflagerung 
und Stiitzung kann man noch 
weiter unterscheiden; Abb. 283 
stellt den Zweigelenkbogen, Abb. 
182 oder 162 den Dreigelenkbogen 
vor, Abb. 285 einen durchlau

fenden Balken, der auf mehreren gleichhohen oder nahezu gleich
hohen Stiitzen ruht, Abb. 286 oder 163 einen sogenannten Gerber
trăger oder Gerberschen Gelenktrăger, der auch auf mehreren Stiitzen 
ruht, aher durch Gelenke geteilt ist. 

Abb. 285. 
c* 

Abb. 286. 

Die Auflagerung eines Trăgers auf den Stiitzen ist recht mannig
fach. In statischer Hinsicht bat man beim ebenen Trăger, bei der 
Scheibe, zu unterscheiden: das Gleitlager (Abb. 164, 165, 166), 
das Rollen- oder Walzenlager (Abb. 167, 168) oder Walzkipplager 
(Abb. 169) oder das mit ihm gleichwertige Pendellager (Abb. 171, 172, 
287), alle entsprechend einer Flăchenlagerung, bei der also die Rich
tung der Auflagerkraft bekannt ist, nămlich senkrecht zur Lager
flăche, gegeniiber der Lagerung durch ein Achsengelenk (Abb. 173, 
174), kurz Gelenklagerung genannt, bei der auch die Richtung der 
Auflagerkraft unbekannt ist, und der festen Einspannung, bei 

Abb. 287. 

der neben Zahlenwert und Richtung auch 
die Lage der Stiitzkraft unbekannt ist. 
Einfache Trăger wird man sehr oft ohne 
besondere V orkehrungen auf die Stiitzen 
lagern und hat damit die Flăchenlage

rung in ihrer urspriinglichsten Form. Der Auflagerdruck verteilt 
sich dann auf die ganze Auflagerflăche, man nimmt aher fiir die 
Rechnung an, daB er nur an einem einzigen Punkt wirkt, und fiir 
diesen gedachten Auflagerpunkt die ungiinstigste Lage, etwa das 
Ende des Balkens oder eine dem Ende benachbarte Stelle, s. Abb. 164. 
Durch atmosphărische Einfliisse wird zwischen dem Trăger und seiner 
Unterlage eine gewisse Adhăsion entstehen, bei groBeren Temperatur
ănderungen wird sich der Balken auszudehnen oder zusammenzuziehen 
suchen und dadurch eine Reibung zwischen sich und der Unterlage 
entstehen lassen; auf diese Adhăsion und Reibung nimmt man aher, 
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als fiir die statische Rechnung ohne wesentlichen EinfluB, in erster 
Annăherung keine Riicksicht, setzt vielmehr voraus, da13 der Auf
lagerdruck senkrecht zur gedriickten Flăche ist. Etwas genauer wird 
die Rechnung im Fall der Abb. 166, wo die Lage des Angriffs
punktes der Auflagerkraft genauer angegeben werden kann. Um 
die durch Temperatureinfliisse hervorgerufenen Lăngenanderungen 
und die durch sie hervorgerufenen Adhasionskrafte und Reibungen 
auf ein moglichst geringes Mall herabzudriicken, wahlt man fiir das 
eine Ende des Balkens ein Rollenlager. Die Abb. 167, 168, 169 
zeigen deren konstruktive Durchfiihrung. Die Auflagerkraft kann 
man ohne wesentlichen Fehler als im Mittelpunkt des Rollenlagers 
senkrecht zur Lagerflăche angreifend voraussetzen. Das Rollenlager 
wird in statischer Hinsicht ersetzt durch ein Pendellager, s. Abb. 171, 
172 und 287. Der Endpunkt A der Pendelstiitze AC wird bei 
Lăngenanderung des Tragers einen sehr kleinen Kreisbogen um den 
anderen Endpunkt C beschreiben, dieser kleine Kreisbogen kann in 
erster Annaherung als ein geradliniges W egstiick in Richtung der 
Balkenachse betrachtet werden. Auch nach der Langenanderung 
des Balkens kann man die Pendelstiitze noch als lotrechtstehend 
betrachten. 

Durch ein Gelenklager oder kiirzer durch ein Gelenk wird ein 
bestimmter Tragerpunkt gezwungen, an Ort und Stelle zu bleiben, 
vorausgesetzt, da13 dieses Gelenk ihn mit der festen Erde verbindet. 
Abb. 17 5 gibt die von uns gebrauchte Darstellungsweise eines solchen 
Gelenkes, die Abb. 173 und 174 Skizzen fiir die praktisch durch
gefiihrte Konstruktion. 

Im Gelenk wird natiirlich Reibung auftreten, durch die atmo
sphariechen Einfliisse auch mehr oder minder gro13e Adhasionserschei
nungen; beide kann man durch passend gewăhltes Material, in letzter 
Linie auch durch Schmierung verringern. Fiir die statische Be
rechnung setzt man in erster Annaherung voraus, da13 im Gelenk 
weder Reibung noch Adhasionserscheinungen auftreten; in zweiter 
Annăherung kann man diese Erscheinungen noch beriicksichtigen 
(die durch sie im Trăger hervorgerufenen Spannungen zăhlt man 
zu den Neben- oder Sekundarspannungen). 

Von einem anderen Standpunkt aus unterscheidet man die 
Trăger als statisch bestimmt und statisch unbestimmt. Die statische 
Unbestimmtheit, d. h. die Unmoglichkeit, gesuchte Krafte mit den 
Gesetzen der Statik starrer Korper zu finden, kann sich entweder 
nur auf die Tragscheibe als solche erstrecken, d. h. die Aufgabe, die 
an der Scheibe angreifenden ăuBeren Krafte zu ermitteln, ist statisch 
bestimmt, und nur die Ermittlung der im Innern der Scheibe an
greifenden Krafte bildet eine statisch unbestimmte Aufgabe, dann 

Il* 
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nennt man den Trager statisch bestimmt hinsichlich der Auflager
krafte und statisch unbestimmt hinsichtlich der im Innern der Scheibe 
auftretenden Krafte oder wohl auch einen innerlich statisch un
bestimmten Trager. Ihm gegeniiber steht der hinsichtlich der 
Auflagerkrafte statisch unbestimmte Trager, der entsprechend als 
auBerlich statisch unbestimmt zu bezeichnen ware. 

44:. Ala S chei ben au f g a b e sei jede statisch bestimmte oder 
statisch unbestimmte Aufgabe bezeichnet, • welche die an einer Scheibe 
angreifenden unbekannten auGeren Krăfte ermitteln soll. Meist sind 
das die Auflagerkrafte. 

Die Scheibe hat drei Freiheitsgrade. Um sie in der Ebene fest
zuhalten, muB man ihr also drei Auflagerungen oder Fiihrungen geben. 

P'~ 

1 

Abb. 288. 

Das kann auf verschiedene Weise 
erfolgen, etwa indem man sie nach 
Abb. 288 durch drei Stabe in der 
Ebene festhalt; oder nach Abb. 
394 durch zwei Stabe und ein 
Rollenlager; oder nach Abb. 294 
durch einen Stab und ein Achsen
lager (Gelenk); oder nach Abb. 178 

oder 282 durch ein Flachen- und ein Gelenklager; oder nach Abb. 345 
durch zwei Flachenlager und ein einen Stab ersetzendes Seil usw. 

Ist eine Scheibe im Gleichgewicht, so kann man entsprechend 
der Zahl ihrer Freiheitsgrade drei Gleichgewichtsbedingungen aufstellen 
und daraus die Zahlenwerte von drei unbekannten auBeren Kraften er
mitteln. Die Scheibenaufgabe ist also statisch bestimmt, wenn von den 
angreifenden auBeren Kraften nur drei unbekannt sind. Im Fall der 
Abb. 288 sind das die drei Stabspannungen 81 , 82 , S3 ; im Fall der 
Abb. 394 die Stabspannungen S1 und S2 und der Zahlenwert des Auf
lagerdruckes bei A., dessen Richtung ja bekannt ist; im Fall der Abb. 294 
die Stabspannung S1 und der Zahlenwert A sowie die Richtung tg cp des 
Auflagerdruckes bei A (oder die beiden Komponenten H und V des 
Auflagerdruckes in senkrechter und wagrechter Richtung); im Fall 
der Abb. 340 bzw. 178 der Zahlenwert des Auflagerdruckes bei C und 
Zahlenwert sowie Richtung des Gelenkdruckes bei B (oder die beiden 
Komponenten des Gelenkdruckes); im Fali der Abb. 345 der Zahlen
wert der Auflagerdriicke bei A und B sowie die Seilspannung S. 

Eine Losung der statisch bestimmten Scheibenaufgabe erhiilt 
man nach (35 e) stets, wenn man zwei Gleichgewichtsbedingungen gegen 
Verschiebung und eine Gleichgewichtsbedingung gegen Drehung um 
eine zur Scheibenebene senkrechte Achse aufstellt; in analytischer 
Form 

2.'X= O, .l'Y= O, ZM=O. (a) 
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Dieses Losungsverfahren wird freilich in den meisten speziellen 
Fiillen durch einfachere Verfahren zu ersetzen sein, wie gleich unten 
durch die einzelnen Beispiele angegeben wird. 

Recht hăufig ist die Aufgabe zu losen: an einem Stab greift 
ein Gleichgewichtssystem senkrechter Krăfte an, von denen zwei un
bekannt sind; diese sind zu ermitteln. Man beachte, daB man nur 
zwei Unbekannte bat und fiir sie drei Gleichgewichtsbedingungen, 
daB also die Unbekannten scheinbar iiberbestimmt sind. Scheinbar, 
denn von den drei Gleichge
wichtsbedingungen (a) wird 
die Gleichung ~X= O iden
tisch Null, wenn man die 
Stabrichtung als x-Richtung 
wăhlt. In dieser Richtung 
leistet nămlich keine der an-

f.,-------Pa 

Abb. 289. 

greifenden Krăfte einen Beitrag, weil sie alle zu ihr senkrecht stehen. 
Diese Gleichgewichtsbedingung wird demnach identisch Null, O= O, es 
verbleiben fiir die Ermittlung der Auflagerkrăfte, denn das werden die 
Unbekannten im praktischen Fall sein, nur mehr die beiden Glei
chungen ~y =O und ~ M =O; fiir den 
Fali der Abb. 289, wenn man bei der Mo- lp 
mentengleichung den Auflagerpunkt B als ! 
Momentenpunkt wăhlt, A't fB 

t--a~~-b -------1 
Abb. 290. 

und 
-P1 (l-p1)-P2 (l-p2)- ••• -P,.(l-p..)+AZ=O 

oder in kiirzerer Schreibweise 

(b) 

Im speziellen Fall, wenn nur eine Nutzlast am Balken angreift, 
s. Abb. 290, erhălt man 

b 
A=P--

a+b' 
a 

B=P a+ b oder A: B = b: a (c) 

In der Elementarmechanik nennt man diese Formei H e b e 1-
gesetz: 

Es verhalten sich die beiden Auflagerkrafte A und B 
umgekehrt wie ihre Abstande vom Angriffspunkt der 
N~~ ~ 

Damit ist auch gleichzeitig angegeben, daB die grollere Auf
lagerkraft der Nutzlast naher liegt. 
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Entsprechend findet man auch die Resultante von zwei paral
lelen Krăften: 

sie ist den gegebenen Krăften parallel und gleich ihrer 
Summe und teilt ihren Abstand im umgekehrten V erhălt-
nis ihrer Zahlenwerte. (e) 

N atiirlich liegt sie der groBeren Kraft năher. 

Beispiel a) Man ermittle die Resultierende der beiden Krăfte 
der Abb. 291. P1 = 1000 kg, P2 = 3000 kg. 

Es ist R = P1 + P2 = 4 000 kg. R teilt den Abstand 6 m der 
beiden Krăfte im Verhăltnis P2 : P1 = 3 : 1, hat also von P1 den 
Abstand 4,5 m und von P2 den Abstand 1,5 m. 

Beispiel b) Man iOse die gleiche Aufgabe unter der Voraus
setzung, daB P1 entgegengesetzt gerichtet ist wie in Abb. 291 an
gegeben. 

Will man den verschiedenen 

~~~R 
P,j "! ,. !•' 

Abb. 291. L. M. 1 : 200. 

Richtungssinn der beiden Krăfte 
beriicksichtigen, so wird man 
passend P1 = + 1 000 kg und 
P2 = - 3 000 kg setzen. Dann 
erhălt die Resultierende R' den 
W ert - 2 000 kg, geht also nach 
abwărts. Sie liegt năher der 
groBeren Kraft P2 , aher auBer
halb des durch die beiden Krăfte 

bestimmten Raumes. Ihre Abstănde von P1 und P2 verhalten sich 
wieder wie 3 : 1 , also 

a1 :a2 =3:1 oder (6m+a2 ):a2 =3:1, 

woraus sich a2 = 3 m und a1 = 9 m ergibt. 

Beispiel c) Man Iose Beisp. 39a) analytisch. 

Es ist R = 2: P = 6 000 kg = 6 t. Den Abstand r der Resul
tierenden vom linken Auflagerpunkt A ermittelt der Momentensatz 
fiir A als Momentenpunkt, 

Rr=P1 a+P2 ·2a+ P3 ·3,5 a, 
wo a= 1 m. Nach Einsetzen der Werte fiir R und die P ergibt 
sich r =ia. 

Die A uflagerkrăfte A und B liefert Formei (b): 

A+B= 6t, A·4a=P1 ·3 a+P2 • 2 a+P3 ·0,5 a 

oder A=2500kg, B=3500kg. 

Als Kontrolle kann dienen, daB R mit A und B im Gleich
gewicht ist, von beiden also Abstănde haben muB, die sich wie 
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2,5 : 3,5 oder wie 5 : 7 verhalten, was tatsăchlich zutrifft. Siehe auch 
Abb. 254. 

Beispiel d) Man lose Beisp. 39b) analytisch. 
Mit Beachtung des verschiedenen Richtungssinnes der N utz

lasten erhălt man R = 2 000 kg = 2 t nach abwărts. Der Momenten
satz fur den linken Auflagerpunkt A als Momentenpunkt liefert den 
Abstand r der Resultierenden vom linken Auflager, 

Rr= 2t·2a-lt·a + 2t·a+ lt·2a, 

wo a= 1 m. Man setzt die bekannten Werte der P und R ein und 
erhălt r = 3,5 a, s. Abb. 2 55. Die Auflagerkrăfte gibt Formel (b ): 

A +B= 2t, .A- 3a=- 2t-5a+ lt · 4a + 2t·2a+ lt·a 

oder A= -l t, B = + 2l t , d. h. A geht nach abwărts und ist 
sonach ein A uflagerzug. 

Aufgabe a) Den drei am Balken der Abb. 292 angreifenden Krăften 
P 1 = 4t, P2 = 3t, P 3 = 2t soli durch eine einzige Kraft P Gleichgewicht 
gehalten werden. Gesucht ist deren Zahlenwert, 
Lage und Richtung. 

Losung: P= 9t nach oben im Abstand p 
vom linken Auflager. p ergibt sich aus der Mo
mentengleichung fiir A als Momentenpunkt, 

4t·0+3t-2m+2t ·3m-9t ·p= O oder p= t m. Abb. 292. L. M. 1:100. 
Aufgabe b) Drei Zimmerleute tragen einen 

schweren Balken so, daB jeder die gleiche Last hebt. Wie machen sie das 
am einfachsten? 

Losung: Ein Mann trăgt am ăuBeren Ende A, die beiden andern legen 
in einem noch zu bestimmenden Abstand a vom andern Ende einen Stab unter 
und tragen an seinen Enden C und D, s. Abb. 293. Das 
Balkengewicht Q greift im Mittelpunkt M an, die drei M c~~ 
Auflagerkrăfte sind je t Q, die Krăfte bei C und D ha- A c• ==j·=~·~8~1 
ben eine Resultante t Q in der Stabmitte B. Dann ist D 
nach dem Hebelgesetz AM: MB = 2 :1 und sonach Abb. 293. 
a=tl. 

45. Statisch bestimmt tritt die Scheibenaufgabe in den nach
folgenden Formen auf, wenn man mit P die Resultierende sămtlicher 
bekannter Krăfte an der Scheibe bezeichnet. 

I. P ist im Gleichgewicht mit einer e inzigen 
nach L age, Richtung und Zahlenwert unbekannten 
Kraft P'. 

In diesem Fall muB P' entgegengesetzt gleich sein mit P. Man 
kann beispielsweise fragen, welchen Auflagerdruck P' der Trăger der 
Abb. 288 erfăhrt; die Resultante P der an der Scheibe angreifenden 
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N utzlasten muB dieser geslichten Auflagerkraft P' entgegengesetzt 
gleich sein und in der nămlichen Geraden liegen. 

II. P ist im Gleichgewicht mit zwei unbekannten 
ăuBeren Krăften P1 und P2 ; von P1 kennt man 
die Richtung und den Angriffspunkt, von P2 nur 
den Angriffspunkt. 

Die Losung erfolgt in pra.ktischen Făllen am einfachsten g rap h is c h 
mit dem Dreikrăftesatz; die Richtung von P2 ist bestimmt dadurch, 
daB P, P 1 und P2 sich im nămlichen Punkt schneiden miissen, d. h . 
P2 durch den Schnittpunkt von P und P1 hindurchgeht. 

Beispiel a) Man ermittle die Auflagerkrăfte an der Scheibe 
der Abb. 294. 

sich 
Die Nutzlast P, die Stabspannung 81 und der Gelenkdruck A miissen 
im nămlichen Punkt schneiden, also im Schnitt von P und 81 . 

r<- z ----s.-1 
-----=--~.,.. 

Man erhălt so die Richtung 
von A und dann mit einem 
einfachen Krafteck 

/ A 1 ~ 

H ~jd:l.l.I.W.U.L.W.J.J..I.W:"'-1 l 
~ 
p~ 

~+21+61 =0 

Abb. 294. Abb. 295. 

die Zahlenwerte 81 und H, 
s. Abb. 295. 

Wăre aus irgendwelchen 
Griinden eine analytische Losung vorgeschrieben, so konnte man 
A in zwei Komponenten H und V nach rechts und oben zerlegen 
und die drei Gleichgewichtsbedingungen (4:4:a) anschreiben (man be
ginne immer mit den bekannten Krăften ), 

H-81 =0, -P+ V = O, P·l - S1 · h=O. 

Die Momentenachse hat man senkrecht zur Scheibe durch A gelegt. 
Man findet so 

V=P oder 

III. P ist im Gleichgewicht mit drei nach Lage 
und Richtung gegebenen Krăften Pl' P2 , P3 • 

Rein analytisch kommt man immer zum Ziel, wenn man 
die drei Gleichungen ( 44 a) anschreibt. Den Momentenpunkt O ( oder 
genauer die durch O gehende Momentenachse senkrecht zur Scheibe) 
kann man natiirlich wăhlen wie man will; die Losung wird aber 
wesentlich einfacher, wenn man den Schnittpunkt von zwei unbekann
ten Krăften als Momentenpunkt wăhlt. Zu empfehlen ist die rein ana
lytische Losung nur, wenn die an der Scheibe angreifenden Krăfte 
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recht giinstige Lage gegeniiber zwei noch auszuwăhlenden Richtungen 
haben, weil man ja mit den Projektionen der Krăfte auf die aus
gewăhlten Richtungen rechnen muB. 

Rein analytisch kann man auch mit alleiniger Anwendung des 
zweiten Hauptsatzes zum Zi el kommen ( M om e n ten m e t hode). M_an 
wăhlt den Schnittpunkt von P 1 und P2 als Momentenpunkt O und 
schreibt fiir O die Momentengleichung an, in die P 3 als einzige Un
bekannte eintritt und so recht einfach ermittelt werden kann. Genau 
so findet man P1 und P2 • Auch diese rein analytische Losung 
empfiehlt sich nur bei giinstiger Lage der an der Scheibe angreifenden 
Krăfte. 

In den meisten Făllen wendet man mit Vorteil eine analytisch
graphische Losung an, indem man eine der unbekannten Krăfte 
nach der eben angegebenen Momentenmethode ermittelt, die beiden 
anderen dann nach dem Resultantensatz mit einem Krafteck. 

Eine rein graphische Losung (meist nach Culmann) wird sich 
dann empfehlen, wenn die an der Scheibe angreifenden Krăfte und 
insbesonders die Unbekannten P 1 , P2 , P 3 ganz allgemeine Lage haben. 
Man wendet zweimal den Dreikrăftesatz an, indem man fiir zwei 
der Unbekannten eine Resultante einfiihrt. Die Formeln 

........ ........ 

bzw. '+ ' 1 + !Jl =O (a) 

!Jl = '2 + '3 (fJ) 
(a) 

geben eine Vorschrift fiir den Gang der Losung. Um nămlich den 
Dreikrăftesatz anwenden zu konnen, wird man zwei der Unbekannten, 
etwa P2 und P 3 , durch eine zunăchst gleichfalls unbekannte Resul-

Abb. 296. Abb. 297. 

tierende R ersetzen, s. Abb. 296. Dann ist P im Gleichgewicht mit 
P 1 und R, alle drei Krăfte gehen durch den gleichen Schnittpunkt a; 
andrerseits ist R die Resultierende von P2 und P 3 , geht also auch durch 
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deren Schnittpunkt f3. R muB demnach sowohl durch den Schnitt
punkt a von P und P 1 gehen wie auch durch denjenigen f3 von P2 

und P3 ; damit ist die Lage und Richtung von R bekannt. Nun 
driickt man zunăchst die erste Gleichung (a) durch ein Krafteck 
aus und gewinnt aus ihm P 1 und R, alsdann auch die zweite Gleichung 
(/3), die P2 und P 3 liefert, s. Abb. 297. 

Beispiel b) An der Scheibe der Abb. 298 greifen die vier 
Krăfte A, B, C, D an, von denen D = 1000 kg bekannt ist. Man 
ermittle von den iibrigen dreien zunachst mit Hilfe allgemeiner 
Vberlegungen den Richtungssinn, alsdann den Zahlenwert nach ver
schiedenen Methoden. 

Abb. 298. Abb. 299. 

Ot 

/ D 
/ 

/ 1 
C Rj 

-o -
1 
1 

fJ A 

Abb. 300. 

Es ware nicht notwendig, den Richtungssinn der unbekannten 
Krafte eigens zu ermitteln; man nimmt ihn gewohnlich im voraus 
ganz beliebig an, am einfachsten, um ein Schema zu haben, wohl 
so, daB alle Pfeile von der Scheibe weggehen ; waren die gesuchten 
Krăfte Stabspannungen, so hătte man sie durch die willkiirliche 
Wahl des Richtungs8innes al8 Zugspannungen angenommen. Man 
weiB, daB bei der endgiiltigen L68ung ein "+" fiir den gefundenen 
Zahlenwert bedeutet, der Richtungssinn war richtig angenommen, 
und ein "-", er war falsch. Kann man aber im voraus den 
Richtungs8inn der Unbekannten schon ermitteln, 80 werden bei der 
schlieBlichen Losung die Zahlenwerte der ge8uchten Krafte natiirlich 
alle mit dem "+" ver8ehen er8cheinen, was als Kontrolle dienen 
kann. 

Im vorliegenden Fall denke man 8ich einmal die Scheibe um 
den Schnittpunkt von A und B drehbar; dann wiirde D recht8um 
drehen, also muB O wegen des bestehenden Gleichgewichtes linksum 
drehen; der Pfeil von O geht somit nach abwart8. Ware der Schnitt
punkt von B und C ein Drehpunkt, 80 wiirde D wieder rechtsum 
drehen, also A linksum, sein Pfeil geht nach oben. Ebenso findet 
man, daB der Pfeil von B nach recht8 geht. 

1. Am 8chnell8ten ermittelt man die unbekannten Krafte ana
lyti8ch-graphisch. Man wahlt den Schnittpunkt von A und B al8 
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Drehpunkt und schreibt fiir ihn die Momentengleichung an. A und B 
leisten keinen Beitrag, nur C und D; es gilt 

+D· 2a-C·av'2 =0 oder C=Dv'2 = 1414 kg. 

A und B ermittelt man mit einem Krafteck ~ + ~ + lB + m =O, 
so wie Abb. 299 zeigt; ihr entnimmt man mit Hilfe des Krafte
maBstabes 1 mm= 50kg, daB A= 1120 kg, B= 500 kg. 

2. Rein graphisch fiihrt man fiir die Krafte A und B eine 
Resultante R ein, die also durch deren Schnittpunkt fJ geht, s. Abb. 300. 
Da R mit C und D im Gleichgewicht ist, muB sie auch durch den 
Schnittpunkt a von C und D gehen. Damit ist Lage und Richtung 
von R bekannt. Ein erstes Krafteck ~ + ffi + ~ = O ergibt den 
Zahlenwert von C und R, ein zweites ffi =la+ m denjenigen von 
A und B, s. Abb. 299. 

3. Rein analytisch wird man die Gleichungen (4-4 a) aufstellen; 
es muB in wagrechter Richtung (x-Richtung) die Summe aller Bei
trage Null sein, ebenso in lotrechter (y-Richtung), und ferner Gleich· 
gewicht gegen Drehung um den Punkt fJ der Abb. 300. 

1 1 2 1 
D-A--=+B-C--==0, O+A----=+0- C----==0, 

v'5 V2 v'5 v'2 

D·2a+A·O+B·O- C·av'2=0, 

woraus sich C = D v'2, B = 0,5 D, A= 0,5 D v'5 ergibt. 
Beispiel c) Wie gestaltet sich im Fall III die Losung, wenn 

die gesuchten drei Krafte P1 , P2 , Pa parallel sind? 
Wenn P ihnen nicht parallel ist, hat man den Ausnahmefall; 

ist aher P parallel, dann ist die Aufgabe statisch unbestimmt, weil 
von den drei Scheibengleichungen (44 a) die eine identisch Null wird 
und somit nur zwei Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten 
P1 , P2 , Pa iibrigbleiben. 

A ufgabe a) Das Gewicht des Stabes AB greift im Punkt O an, wo 
A O= 2 · OB. Kann dcr Stab an der durch Abb. 301 gegebenen Stelle auf 
dem reibungsfrei vorausgesetzten Kreisbogen im 
Gleichgewicht sein? Man ermittle seine Gleichge
wichtslage auf dem Bogen. 

Li:isung: An dem Stab greifen an: Ge
wicht Q, Auflagerdriicke A und B senkrecht zum 
Kreisbogen, also zum Kreismittelpunkt hin gerich
tet. Q, A, B miissen durch den gleichen Punkt 
gehen, was bei der gegebenen Lage unmi:iglich. Da 

Abb. 301. 

A und B stets zum Kreişmittelpunkt gerichtet sind, muB auch Q durch diesen 
Punkt gehen und sonach O bei der Gleichgewichtslage genau lotrecht unter 
ihm liegen. 

Aufgabe b) Vier nicht im gleichen Punkt angreifende Krăfte P., P 2 , 

Pa, P4 sind im Gleichgewicht. P1 und P2 sind vollstăndig bekannt, von Pa 
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ist nur der Zahlenwert unbekannt, von P4 kennt man nur die Richtung, Zahlen
wert und Lage sind unbekannt. Gesucht Pa und P4 • 

z Losung: Man ermittelt graphisch die Resul
tierende R von P 1 und P2 • Dann miissen R , Pa, 
P4 im Gleichgewicht sein und sich somit im glei
chen Punkt. schneiden. P4 mull also durch den 
Schnittpunkt von R und Pa gehen. Die Zahlen
werte Pa, P4 ergibt ein Krafteck 

~1 +~2+~a +~.=0 . 

Abb. 302. 
Aufgabe c) Wie gestaltet sich die Losung der 

vorangehenden Aufgabe, wenn gegeben ist: von P 1 

Angriffspunkt, Richtung und Zahlenwert 3 t , von Pz 
Angriffspunkt und Richtung, von Pa Angriffspunkt Aa und Zahlenwert y2 t, 
von P4 Richtung und Zahlenwert f> t, s. Abb. 302. 

Losung: Man rechnet analytisch und fiihrt als Unbekannte ein: den 
Zahlenwert P2 , die Richtung tg 'Pa von Pa und den Abstand p 4 der Kraft P4 
von Aa. Die drei Scheibengleichungen 

P2+ v2 COS'fJa - 3= o, - 3 +v2 sin 'Pa + 4 = o, -18 + 8P2- 5p. = () 

liefern zwei Losungen (Pa geht jedesmal nach abwărts) 

1) P2 =2t, tgrpa = - 1, p4 = - 0,4m; 

2) P2 = 4t, tgrp, = +1, p 4 =2,8m. 

46. Gegeben sei eine Scheibe: Durch ihre Ebene wird aus der festen 
Erde eine feste Scheibe ausgeschnitten, der gegeniiber die gegebene 
Scheibe drei Freiheitsgrade hat. Um sie mit dieser festen Erdscheibe 
zu verbinden, in dieser festzuhalten, muf3 man ihr drei Fiihrungen 
oder Auflagerungen geben. Auch gegeniiber jeder andern Scheibe 
der gleichen Ebene hat sie drei Freiheitsgrade, weil man sich diese 

&r-
1 
1 
1 

1 
1 

A 

e ~ 

Abb. 303. 

andere Scheibe ja immer fest vorstellen kann. Um so
mit Scheibe II gegen Scheibe I festzuhalten, s. Abb. 
303, muf3 man ihr drei Auflagerungen oder Fiihrungen 
gegeniiber dieser festen Scheibe I geben; und zwar 
entweder drei Flăchenfiihrungen oder eine Flăchenfiih
rung mit einer Gelenkfiihrung. Eine Flăchenfiihrung 
ist dann gegeben, wenn durch eine passende Vorrich
tung ein Punkt der Scheibe II gezwungen ist, sich auf 
einer gegeniiber der Scheibe I festen Kurve zu bewegen. 

Beispielsweise sei der Stab AB der Abb. 303 gezwungen, in der 
Ebene der Abbildung mit seinen Endpunkten A und B immer auf 
der wagrechten bzw. lotrechten W and zu gleiten, dann sind diese 
beiden Wănde Flachenlagerungen oder Flăchenfiihrungen fiir die 
Punkte A und B. Durch diese zwei Fiihrungen hat man der Stange 
zwei von ihren drei Freiheitsgraden genommen, sie hat nur mehr einen 
einzigen. Der Fall der Pendelfiihrung, gleichwertig einer Flăchen-



Statische Aufgaben der Ebene. 46. 173 

fiihrung, ist durch Abb. 304 veranschaulicht. Der Punkt A der 
Scheibe II ist durch die gegebene Verbindung gezwungen, sich auf 
einem Kreisbogen um den Punkt .A' zu bewegen, also 
auf einer gegeniiber der Scheibe I festen Kurve; man 
kann auch sagen, er "pendelt" auf dem Kreisbogen. 
W enn der von A zuriickgelegte W eg nur sehr klein 
ist, dann ist man in erster Annăherung berechtigt, 
den Kreisbogen . zu ersetzen durch ein geradliniges W eg-

A' stiick, das senkrecht steht zum Stab, zur Pendelstiitze ~' ~==~ 
A .A'. Die Scheibe II hat gegeniiber der Scheibe I nur 
mehr einen einzigen Freiheitsgrad, weil sie gegen die

Abb. 304. 

I 

selbe durch zwei Flăchenfiihrungen in A und B gestiitzt ist. Aus 
dieser Betrachtung sieht man, daB eine Pendelstiitzung oder Stab
fiihrung gleichwertig ist einer Flăchenfiihrung. 

Eine Gelenkfiihrung ist dann gegeben, 
wenn durch eine passende Vorrichtung ein 
Punkt der Scheibe II gegeniiber der Scheibe I 
festgehalten ist, s. Abb. 305 a und 305 b. Die JI 

Scheibe II hat dann nur mehr einen einzigen 
Freiheitsgrad, jeder ihrer Punkte kann in den 
Făllen der Abb. 305 a und 305 b nur mehr einen 
Kreisbogen um den Punkt A beschreiben. In 

11 

Abb. 305a und b. 

statischer Hinsicht wird also eine Gelenkfiihrung durch zwei Stăbe 

oder allgemein zwei Flăchenlagerungen ersetzt. 
W enn es sich nur um sehr kleine W ege handelt, kann man den 

vom Punkt A der Abb. 304 zuriickgelegten Kreisbogen in erster An
năherung als ein geradliniges W egstiick betrachten und deswegen 
auch als ein Stiick des Kreises um deri Punkt G, der in der V er
lăngerung .A.' A liegt. Genau so iiberlegt man: Der bei der augen
blicklichen Stellung von B zuriickgelegte sehr kleine W eg kann in 
erster Annăherung betrachtet werden als ein Kreisbogen um den 
Punkt G, der in der V erlăngerung B' B liegt. Die Bewegung der 
Scheibe II aus der augenblicklichen Stellung kommt also in erster 
Annăherung, und soweit es sich nur um einen sehr kleinen Weg 
handelt, einer Drehung gleich um den Punkt G, den man als zur 
Scheibe I gehorig betrachten darf. Fiir diese augenblickliche Be
wegung verhălt sich also Punkt G genau so wie ein Gelenk, man 
nennt ihn aus diesem Grund ein virtuelles Gelenk (nach Foppl 
"imaginăres Gelenk"). Man beachte aher wohl, daB diese Betrach
tung nur in statischer Hinsicht gilt und nicht auch in dynamischer; 
in den praktischen Făllen der Statik kommen aher Bewegungen 
der untersuchten statischen Gebilde iiberhaupt nicht vor oder nur 
sehr kleine durch Formănderungen hervorgerufene. 
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In statischer Hinsicht ersetzt also bei der Scheibe eine wirk
liche oder gedachte Gelenkfiihrung (reelles oder virtuelles Gelenk) 
immer zwei Flăchenfiihrungen. Denn die gleiche Betrachtung kann 
man natiirlich auch auf die Scheibenverbindung der Abb. 303 an
wenden, wo die Punkte A und B bei der augenblicklichen Stellung 
Wege zuriicklegen, die in erster Annaherung als Kreisbogen um den 
Punkt G angesehen werden konnen, wenn sie sehr klein sind. Die 
vorausgehenden Entwieklungen faBt man zusammen: 

Zwei Scheiben werden durch drei Stabe oder einen 
Stab und eine Gelenkfiihrung (bis auf den Ausnahmefall) 
starr miteinander verbunden; der Verbindung zweier Schei
ben durch einen Stab ist gleichwertig die Flachenfiihrung; 
die Verbindung zweier Scheiben durch zwei Stabe liefert 
ein reelles oder virtuelles Gelenk. (a) 

Der Ausnahmefall ist naher zu untersuchen. Fiir die Scheiben
verbindung der Abb. 306 (wie bei Abb. 303 denke man sich nur die 
Punkte A und B auf der wagrechten bzw. lotrechten Ebene ge
fiihrt) ist in der augenblicklichen Stellung der Punkt G ein vir
tuelles Gelenk. Bei der Bewegung der Scheibe aus ihrer augen
blicklichen Stellung wird in erster Annaherung, und soweit es 

A 

Abb. 306. 

sich nur um sehr kleine W ege handelt, jeder 
Punkt U der Scheibe II ein W egstiick g zuriick
legen, das senkrecht steht zum Radius G U. In 
der Abbildung sind solche Wegstiicke stark aus-
gezogen eingezeichnet. Wiirde man den Punkt U 
durch einen Stab mit dem Punkt M verbinden, 

I so miiBte er, falls er nicht der Scheibe II angehoren 
wiirde, im nachsten Augenblick einen W eg m 
zuriicklegen, der senkrecht steht zum Radius M U. 
Da er aher gleichzeitig als Punkt der Scheibe II 
gezwungen ist, auf ihr zu bleiben und deswegen 
im nachsten Augenblick einen Weg g senkrecht zu 
G U zuriickzulegen, so muB er in Ruhe bleiben. 
Die Scheibe II ist durch die beiden Flachenfiih-
rungen bei A und B und die Stabverbindung MU 

starr mit der Scheibe I verbunden. Wesentlich anders aher gestaltet 
sich die V erbindung der beiden Scheiben, wenn man den Stab M' U 
wahlt, wo M'UG eine Gerade ist. Wiirde Punkt U nicht der Scheibe II 
angehoren, so wiirde er als Punkt des Stabes M' U einen W eg zu
riicklegen, der bei der augenblicklichen Stellung senkrecht steht zum 
Radius M'U und damit auch zum Radius GU. Den gleicben Weg 
wiirde er aher auch als Punkt der Scheibe II zuriicklegen, d. h. die 
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Stabverbindung M'U verhindert nicht die Bewegung des Punktes U, 
wenigstens nicht fiir ein sehr kleines W egstiick. Trotz der beiden 
Flachenlager bei A und B und der Stabverbindung M' U sind die 
beiden Scheiben I und II nicht starr miteinander verbunden, es hat 
die Scheibe II gegehiiber der Scheibe I bei dieser Verbindung noch 
eine (sehr kleine) Bewegungsmoglichkeit. 

Die gleiche Oberlegung gilt natiirlich auch, wenn man statt der 
l!'lachenlagerung eine Stabverbindung anwendet, s. Abb. 307. Man 
denke sich den Stab M' U zunachst beseitigt, dann ist durch die 
beiden Stăbe A' A und B' B ein virtuelles Ge
lenk G bestimmt. Bei der augenblicklichen Stel
lung werden, soweit es sich nur um sehr kleine 
W ege handelt, die Punkte A, B und U W ege 
zuriicklegen, die in erster Annaherung als ge
radlinig zu betrachten sind und senkrecht stehen 
zu den Geraden GA, GB uud GU. In die Ab
bildung sind diese W ege stark ausgezogen ein
gezeichnet. Nimmt man noch einen weiteren 
Verbindungsstab M' U hinzu, wo M' U G eine 
Gerade ist, so wird dieser Stab die erwahnte 
Bewegung des Punktes U nicht verhindern, we
nigstens nicht im năchsten Augenblick, d. h. die 
beiden Scheiben I und II der Abbildung sind 

A' 

Abb. 307. 

8 ' 

durch die drei Stabe nicht starr verbunden, es verbleibt bei dieser 
Verbindung noch eine, wenn auch sehr kleine, Bewegungsmoglichkeit. 
Stabverbindungen der besprochenen Art, die den Ausnahmefall bil
den, nennt man oft auch wacklig. 

Der Ausnahmefall ist also zunachst dadurch charakterisiert, 
daB die miteinander durch drei Stabe oder gleichwertige Fiihrungen 
verbundenen Scheiben noch eine sehr kleine Be-
wegung gegeneinander ausfiihren konnen. 

Nun denke man sich einmal an der Scheibe II 
irgendwelche Krafte angreifend. Sie miissen je
denfalls durch die Verbindungsstabe zur Scheibe I 
iibergefiihrt werden, d. h. die in den Stăben 1, 2, 3 
auftretenden Stabspannungen 81 , 82 , 83 sind mit den 
an Scheibe II angreifenden N utzlasten im Gleich
gewicht. Letztere kann man zu einer Resultie
renden P zusammenfassen, dann muB P im Gleich
gewicht sein mit den durch den gleichen Punkt G 
gehenden drei Stabspannungen, was nach (9 g) un

s. 
Abb. 308. 

moglich ist, wenn P von O verschieden ist. Man sieht also, auch 
aus diesem Grunde definiert eine Stabverbindung von der bezeichne-
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ten Art einen Ausnahmefall. Es kann die Resultierende P der an 
der Scheibe II angreifenden Nutzlasten nicht im Gleichgewicht sein 
mit den drei Stabspannungen, es wird erst eine, wenn auch sehr 
kleine Bewegung eintreten miissen, bis eben die drei Stabe 1, 2, 3 
sich nicht mehr im gleichen Punkt schneiden, ehe ein Gleichgewichts
zustand sich ausbilden kann. Der Ausnahmefall muB in der Praxis 
moglichst vermieden werden, weil mit seinem Vorhandensein das Auf
treten gefahrlich groBer Spannungen verbunden ist. 

Man denke sich namlich einmal die Scheibe II von der Scheibe I 
losgelost, selbstverstandlich so, daB im Krăftezusammenhang zwischen 
I und II nichts geandert wird, s. Abb. 308. Dann greifen an der 
Scheibe II an die Nutzlasten, die durch ihre Resultierende P ersetzt 
werden, und die Spannungen der drei Stabe 1, 2, 3. Es sei fiir den 
Augenblick angenommen, daB der Stab 3 nicht durch das virtuelle 
Gelenk G geht, sondern etwas daneben; in dieser Lage sei er mit 
3' bezeichnet. Wenn man fiir das Gleichgewichtssystem P, 81 , S2 , S3 ' 

eine Momentengleichung, bezogen auf G als Momentenpunkt, anschreibt, 

P·p+S1 ·0+ S2 ·0- S3'·g=0 oder 8/=PE, 
g 

so laBt sich aus dieser Gleichung entnehmen, daB S3 ' einen recht groBen 
Wert annehmen kann, wenn sein Abstand g vom virtuellen Gelenk G 
sehr klein ist, und daB dieser W ert S3' um so groBer wird, je mehr 
der Stab an das virtuelle Gelenk heranriickt. W enn G auch auf der 
V erlăngerung des Stabes 3 liegen wiirde, eo wiirde S3 wegen g = O 
den Wert oo annehmen; in Wahrheit kann dies aher nicht zutreffen, 
weil eben im gleichen Augenblick, in dem P oder die durch P repră
sentierten Nutzlasten an der Scheibe angreifen, diese sofort die wie 
oben angegeben mogliche (sehr kleine) Bewegung vornimmt, nach 
deren Verlauf der virtuelle Schnittpunkt G der Stăbe 1, 2 nicht 
mehr auf der Verlăngerung des Stabes 3 liegt. Er liegt freilich sehr 
wenig entfernt von dieser Verlăngerung, weshalb auch S3 einen fiir 
praktische V erhăltnisse immer noch unzulăssig groBen W ert annimmt. 

Man faBt die mit dem Begriff "Ausnahmefall" gegebenen Er
scheinungen zusammen: 

Bei der Verbindung von zwei Scheiben durch 
drei Stabe oder gleichwertige Fiihrungen ist der 
Ausnahmefall charakterisiert durch eine (sehr 
kleine) Bewegungsmoglichkeit der einen Scheibe 
gegen die andere und durch das Auftreten sehr 
groBer Stabspannungen (bzw. Auflagerkrăfte bei 
Flăchen- oder Gelenkfiihrung). In der Praxis iAt 
der Ausnahmefall im allgemeinen zu verwerfen 
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und nur in ganz besonders gearteten Făllen zu-
zulassea ~) 

Beim Ausnahmefall lassen sich die Spannungen bzw. Auflager
krăfte nicht mehr nach den Gesetzen der Statik starrer Korper er
mitteln, der Ausnahmefall ist demnach als eine statisch unbestimmte 
Aufgabe zu betrachten, s. Nr. 67. 

Beispiel a) Man beurteile die Auflagerung des Balkens der 
Abb. 289 und 290. 

Soll eine Scheibe fest mit der Erde verbunden werden, dann 
muB man ihr drei Fiihrungen geben. Im vorliegenden Fali hat 
man deren nur zwei, der Balken steht also nicht in starrer Ver
bindung mit der Erde. Solange aher nur lotrechte Lasten an 
dem Balken angreifen, ist eine andere Fiihrung nicht notwendig, 
weil er gegen eine lotrechte Verschiebung durch die Auflagerung 
gesichert ist. 

(J 

Abb. 309a Abb. 309b. 

Beispiel b) Die Scheibe der Abb. 309a ist in zwei Punkten fest
gehalten; diese Lagerung entspricht vier einfachen Flăchenlagerungen. 
Die Aufgabe, die Auflagerkrăfte bei A und B zu ermitteln, ist so
nach statisch unbestimmt, und zwar einfach statisch unbestimmt, 
weil eine Auflagerung zu viei ist. Damit soll abe;r nicht gesagt 
sein, daB beide Krăfte iiberhaupt nicht bestimmt werden konnen. 
Jedenfalls gelten die drei Scheibengleichungen fiir die· wag- und 
lotrechten Komponenten HA, H8 , VA, V8 der beiden Auflagerkriifte, 
s. Abb. 309 b, 

V.t-t-VB=Q, HA=HB, VAl-Qb=O. 

Aus ihnen lassen sich die lotrechten Komponenten VA, V8 er
mitteln. Statisch unbestimmt bleibt dann noch die Komponente 
H.t = H8 , die mit Hilfe der Sătze der Festigkeitslehre gefunden wird. 

Beispiel o) Wenn eine Scheibe eingespannt ist, s. Abb. 310, 
so wird sie vollstiindig festgehalten, die Einspan
nung ist somit gleichwertig drei gewohnlichen 
Fliichenlagerungen. An der Einspannstelle wer
den sich die unendlich vielen, unendlich kleinen 
Auflagerkriifte zu einer R esultierenden P' zu
sammensetzen, die mit der Resultierenden P 

Egerer, Ingenieur-Mechanik. I . 

Abb. 310. 
12 
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der an der Scheibe angreifenden N utzlasten im Gleichgewicht 
sein muB. 

Beispiel d) 
durch ein Gelenk 

\ 
Die Scheibe der Abb. 311 ist an der Stelle A 

gefiihrt und an der Stelle B durch einen Zapfen, 
der in einen Schlitz der Scheibe ragt. Man be
urteile die Fiihrung der Scheibe und die unter 
dem EinfluB der Nutzlast P hervorgerufenen 
Auflagerkrăfte A und B . 

W enn die Scheibe nur im Gelenk A festge
halten ist, so wird jeder ihrer Punkte noch einen 
Kreis um A beschreiben konnen. Der Punkt 
B wiirde dann einen W eg senkrecht zum Ra-

Abb. 311. dius AB beschreiben. Diese Bewcgung wird durch 
die vorliegende Schlitzfiihrung nicht gehindert 

(wenigstens nicht auf eine sehr kleine Strecke), da die Fiihrungsrich
tung gleichfalls senkrecht ist zum Radius AB. Die Verbindung der 
Scheibe mit der Erde ist somit keine starre, sie bildet den Aus
nahmefall. 

In statischer Hinsicht kann man urteilen: Die Auflagerkraft B 
geht senkrecht zur Schlitzfiihrung, d. h. in Richtung des Radius AB; 

nach dem Dreikriiftesatz muB somit der Gelenk
druck bei A in die gleiche Gerade fallen; von den 
drei im Gleichgewicht befindlichen Kraften P, A , B 
liegen nun A und B in der gleichen Geraden, es 
miiBte P =O sein wegen (9 d), was der Annahme 
eines vorgeschriebenen P widerspricht; also Aus
nahmefall. 

Aufgabe a) Der Stab AB der Abb. 312 ist durch 
die drei Stăbe 1, 2, 3 an eine Mauer angeschlossen ; man 

ermittle die Stabspannungen S,, S2 , Sa. 
L os ung: S1 = O n ach (9 g); 8 2 und Sa ermit telt der Hebelsatz zu 

S2 = +2 P , Sa=-3P. 

4 7. Die einfacheren Tragkonstruktionen bestehen aus einer einzigen 
starr mit der Erde verbundenen Scheibe, die entwickelteren setzen sich 
aus zwei, drei und mehr Scheiben zusammen, wie die Abb. 314, 335, 
392, 393, 400 angeben. Die Frage , ob ein solcher Trager statisch 
bestimmt aufgelagert ist , erfordert die Abzahlung der Freiheitsgrade 
des Scheibensystems und seiner Fiihrungen oder Auflagerbedingungen. 
Es ist durch eine Flachenfiihrung (Rollenlager, Gleitlager usw.) oder 
die ihr gleichwertige Stabverbindung je eine Auflagerbedingung oder 
einfache Fiihrung vorgeschrieben, eine Gelenklagerung entspricht zwei 
einfachen Fiihrungen. Diese Fiihrungen oder Auflagerbedingungen 
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konnen innere und ăuBere sein. Wie der Name bereits andeutet, 
wird durch eine ăuBere Fiihrung oder ăuBere Auflagerbedingung 
die Tragkonstruktion unmittelbar;an die Erde angeschlossen, wăhrend 
eine innere Fiihrung einen Teil des Trăgers mit einem andern Teil 
verbindet. Beispielsweise haben die drei Scheiben des Trăgers der 
Abb. 314 die beiden Gelenke II und III als innere Fiihrungen und 
die Gelenke I und IV sowie die Stabverbindung oder Pendelstiitze 
als ăuBere Fiihrungen oder Auflagerbedingungen. Der Trăger der 
Abb. 392 setzt sich aus vier Scheiben und zwei Knotenpunkten I 
und II zusammen. Diese Einzelelemente sind durch insgesamt drei
zehn innere Fiihrungen unter sich verbunden, nămlich durch die 
sieben Stabverbindungen sowie durch die drei Gelenkfiihrungen O, 
D, E, deren jede zwei einfachen Fiihrungen entspricht. Durch die 
dreizehn Fiihrungen sind die Einzelelemente des Trăgers unter sich 
zu einer Scheibe verbunden. Diese Scheibe wieder ist durch vier 
auBere Fiihrungen starr an die Erde angegliedert, namlich durch 
die beiden Gelenke bei A und B. 

Setzt sich ein Trăger aus n einzelnen Knotenpunkten und 8 

Scheiben zusammen, so wird man iiberlegen: Jeder Knotenpunkt hat 
zwei Freiheitsgrade, jede Scheibe drei, das System der n Knoten
punkte und 8 Scheiben demnach 2 n + 3 8 Freiheitsgrade. So groB 
muB dann auch die Anzahl m + p aller inneren und auBeren Fiih
rungen sein, durch die das System unter sich und mit der Erde sta
tisch bestimmt verbunden wird. Man beachte aher wohl, wenn 

(c) 

d. h. die Anzahl der Freiheitsgrade der Einzelelemente des Systems 
gleich ist der Anzahl seiner inneren und auBeren Fiihrungen, so ist 
daruit nur eine notwendige, aher noch nicht hinreichende Bedingung 
fiir die statisch bestimmte Auflagerung gegeben, da ja noch der 
Ausnahmefall, den man ala statisch unbestimmte Lagerung zahlt 
und auch berechnet, auftreten kann. 

Beispiel a) Der Dreigelenkbogen der Abb. 331'a besteht aus 
zwei Scheiben; deren sechs Freiheitsgrade sind durch die sechs 
Auflagerbedingungen genommen, die durch die drei Gelenke vorge
schrieben sind. Er ist statisch bestimmt gelagert, vorausgesetzt, 
daB kein Ausnahmefall vorliegt. Oder man wendet die voran
gehende Formei an: es ist kein einzelner Knotenpunkt vorhanden, 
also n = O; die Anzahl der Scheiben ist 8 = 2; beide sind durch 
m = 2 innere Fiihrungen verbunden, namlich durch das Gelenk bei 
O; und durch p = 4 auBere Fiihrungen mit der Erde, namlich durch 
die beiden Gelenke bei A und B; die Bedingung m + p = 6 = 2 n + 3 8 

ist erfiillt. 
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Beispiel b) Der Dreigelenkbogen der Abb. 313a ist statisch un
bestimmt aufgelagert; die beiden Scheiben sind durch das Gelenk und 
den Verbindungsstab unter sich zu einer starren Scheibe zusammen
gefaBt, deren drei Freiheitsgraden dann die vier durch die Seiten
gelenke gegebenen Auflagerbedingungen gegeniiberstehen. Oder man 
schlieBt: die beiden Scheiben ha ben zusammen sechs Freiheitsgrade, 
sie sind aher duroh drei Gelenke und einen Stab, also sieben Fiih
rungen, unter sich und mit der Erde verbunden. Oder man schlieBt: 
das Trăgersystem besteht aus drei Scheiben, da man den V erbin
dungsstab auch als Scheibe auffassen kann; die drei Scheiben sind 
durch fiinf Gelenke, also zehn Fiihrungen, unter sich und mit der 
Erde statisch bestimmt verbunden, wăhrend sie doch nur neun Frei
heitsgrade haben. Man hat sonach fiir den Trăger eine Auflager
bedingung zu viel, er ist einfach statisch unbestimmt. Die Anwen
dung der :Formei gibt: n =O, s = 2, m :__g durch Gelenk bei C 
und Stabverbindung, p = 4 durch die beiden Seitengelenke; es ist 
m+p=7 und sonach um 1 groBer als 2n+3s=6. 

c c 

Abb. 313a. Abb. 313b. 

Beispiel c) Entsprechend ergibt eine Abzăhlung fiir den Trăger 
der Abb. 313b, daB n =O, s = 2, m = 4 durch Gelenk bei O und 
zwei Stabverbindungen, p = 4; es ist sonach m + p = 8 um 2 groBer 
als 2 n + 3s = 6. Der Trăger hat zwei Auflagerbedingungen zu viei, 
er ist zweifach statisch unbestimmt. 

Abb. 314. 

Beispiel d) Der Trăger der Abb. 314 besteht aus drei Scheiben; 
wenn diese vollstăndig frei wăren, hătten sie zusammen neun Frei
heitsgrade; die gegebene Konstruktion faBt sie mit neun einfachen 
Fiihrungen zu einem Trăger zusammen, nămlich je zwei Fiihrungen 
durch die vier Gelenke I, II, III, IV und eine durch die Pendel-
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stiitze in der Mitte. Diese Pendelstiitze ist gleichwertig einem 
Rollenlager, der Trăger verhălt sich statisch genau so, wie wenn die 
mittlere Scheibe auf einem Pfeiler mit einem Rollenlager aufruhen 
wiirde, siehe hierzu Abb. 335. 

Beispiel e) Der schon weiter oben erwăhnte Trăger der Abb. 
392 besteht aus vier Scheiben und zwei einzelnen Knotenpunkten; 
fiir ihn ist n=2, 8=4, m=13, p=4 und sonach m+p=17 
um 1 gro.Ber als 2 n + 3 8 = 16. Der Trăger ist einfach statisch un
bestimmt. 

Beispiel f) Der Trăger der Abb. 393 besteht aus den drei 
Scheiben a, b, c und den sieben Knotenpunkten des Hăngegurtes. 
Diese Einzelelemente sind unter sich verbunden durch die acht 
Stabe des Hăngegurtes und die sieben Hangestăbe; mit der Erde 
durch die zwei seitlichen Ankerstăbe, ferner durch die drei Gelenke 
I, III, IV und die Pendelstiitze bei II. Es .ist n = 7, 8 = 3, m = 15, 
p = 9 und deswegen m + p = 24 um 1 gro.Ber als 2n + 38 = 23. 
Der Trăger ist einfach statisch unbestimmt. 

Beispiel g) Man beurteile die Tragkonstruktion der Abb. 315. 
Dieser Dreigelenkbogen wăre, wenn man nur die Zahl der Frei

heitsgrade der einzelnen Scheiben und diejenigen der Auflager
bedingungen abzăhlen wiirde, als statisch bestimmt anzusprechen. 
In Wahrheit hat man hier den Ausnahmefall, was sich sowohl aus 
geometrischen wie statischen Erwăgungen 
ergibt. Das Mittelgelenk III wiirde, wenn ~ 
die Scheibe b nicht vorhanden wăre, um 
das Gelenk I einen Kreis beschreiben, der Abb. 315. 
bei der augenblicklichen Stellung, und 
wenn es sich nur um eine sehr kleine Bewegung handelt, als gerad
liniges W egstiick senkrecht zur Geraden I II betrachtet werden 
darf. Als Punkt der Scheibe b wiirde III, wenn die Scheibe a nicht 
vorhanden wăre, den gleichen Weg zuriicklegen, solange er sehr 
klein bleibt, d. h. die vorliegende Verbindung der beiden Scheiben 
verhindert nicht eine sehr kleine Bewegung des Punktes III, sie ist 
somit keine starre V erbindung, wir ha ben den Ausnahmefall. 

In statischer Hinsicht iiberlegt man: Wăre das Gelenk III etwas 
hoher gelegen als die Gelenke I und II, so wie Abb. 316a schema
tisch angibt, so wiirde eine in III angreifende Last P die durch 
Abb. 316b dargestellten Auflagerkrăfte hervorrufen. J e mehr sich 
III seiner urspriinglichen Lage in der Horizontalen năhert, desto 
gro.Ber werden die Auflagerdriicke, wie die Abb. 317a und 317b an
deuten. Konnte schlieBlich III auf der gleichen Geraden mit I 
und II liegen, wenn P angreift, so miiBten die Auflagerdriicke un-
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endlich groB werden. Dieser Fali tritt zwar nicht ein, weil eben 
unter dem EinfluB von P das Gelenk III sich etwas senkt, Immer
hin aher werden die AuflagerkraJte noch gefahrlich groB. 

I1l 

~ 
Abb. 316a. Abb. 316b. 

Abb. 317a. Abb. 317b. 

A ufga be a) Man beurteile die Verbindung der vier schraffiert gezeich
neten Scheiben der Abb. 318. 

Abb. 318. 

Losung: Die Scheiben a und b sind durch einen 
Stab 1 und das Mittelgelenk starr verbunden; an dieses 
starre System ist Scheibe c wieder durch das Mittelgelenk 
und den Stab 2 starr angeschlossen und weiterhin an das 
System abc auch die Scheibe d starr durch einen Stab 3 
und das Mittelgelenk, so da6 der Stab 4 iiberfliissig ist. 

Aufgabe b) Wenn der Kiirper der Abb. 319 im 
Gleichgewicht ist, wie viele Gleichgewichtsbedingungen 
kann man fiir die an ihm angreifenden ău6eren Krăfte an-
schreiben? 

L ii sun g: Er besteht aus drei Scheiben, die durch vier Stăbe verbunden 
sind, so da6 er noch fiinf Freiheitsgrade hat; 
man kann also fiir ihn fiinf Gleichgewichtsbe
dingungen anschreiben und daraus fiinf unbe
kannte ăuBere Krăfte ermitteln. Man wird 
etwa so vorgehen, daB man fiir jede einzelne 
Scheibe die bekannten drei Scheibengleichungen 
anschreibt. In diesen insgesamt neun Glei-

Abb. 319. chungen treten auch die vier Stabspannungen 
Su 82 , 83 , 84 auf, die man eliminiert, so da6 

noch fiinf Gleichungen zur Ermittlung unbekannter ăuBerer Krăfte iibrigbleiben. 

48. Wie man eine Scheibe mit der festen Erdscheibe oder all
gemein zwei Scheiben unter sich starr verbindet, haben die voraus
gehenden Zeilen entwickelt. Die starre Verbindung von zwei Scheiben 
mit der Erde, wie beim Dreigelenkbogen, oder von drei Scheiben 
unter sich, und die Ermittlung der von Scheibe zu Scheibe iiber
tragenen Krafte stiitzt sich auf die nachfolgende Dberlegung. 

Drei Scheiben a, b, c kann man unter sich auf verschiedene 
W eise zu einem starren System vereinigen. Etwa derart, daB man 
1. die Scheibe b durch drei Stabe starr mit a verbindet und c wieder 
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durch drei Stăbe starr mit b. Oder 2. indem man b durch drei 
Stăbe mit a verbindet und c durch zwei Stăbe mit b und einen 
Stab mit a oder umgekehrt. Oder 3. indem man b durch zwei 
Stăbe mit a verbindet und c durch je zwei Stăbe mit a und b, siehe 
Abb. 320. Natiirlich kann statt einer Stabverbindung auch eine 
Flăchenfiihrung eintreten, oder an Stelle von zwei Stabverbindungen 
eine Gelenkfiihrung. Im Falle der Abb. 321 hat man die zwei Stăbe 
immer durch ein Gelenk ersetzt, die Stabverbindung der Abb. 320 
bestimmt drei virtuelle Gelenke, Abb. 322 stellt eine Scheibenver
bindung mit einem reellen und zwei virtuellen Gelenken vor. 

Abb. 321. 

Die Ermittlung der von Scheibe zu Scheibe wirkenden Gelenk
driicke oder Stabspannungen geht derart vor, daB sie zunăchst die 
Resultierende der an jeder der drei Scheiben angreifenden N utz
lasten aufsucht, sie seien mit A, B, C bezeichnet. Kontrolle ist dabei, 
daB sie sich nach (9c) im gleichen Punkt schneiden. Nun muB, wenn 
man die Scheibe a fiir sich untersucht, A im Gleichgewicht sein mit den 
von den andern Scheiben her wirkenden Gelenkdriicken oder Stab
spannungen, s. Abb. 323. In den oben angefiihrten Făllen 1. und 2. 
geht man auf 45 II und III zuriick, wenn man diese Gelenkdriicke 
oder Stabspannungen ermitteln will. 

Im dritten Fall, der durch die Abb. 320, 321, 322 charakterisiert 
ist, wendet man wiederholt den Dreikrăftesatz an. Bezeichnet man 
den von der Scheibe b auf die Scheibe a ausgeiibten Gelenkdruck 
-bei der V erbindung der Scheibe durch zwei Stăbe ist dieser virtuelle 
Gelenkdruck die Resultierende der beiden Stabspannungen - , der 
durch das reelle oder virtuelle Gelenk ab oder ba geht, mit Gba' 
und den von c her auf a wirkenden Gelenkdruck mit Gca' so ist 
die Scheibe a im Gleichgewicht unter dem EinfluB der an ihr an
greifenden Krăfte A, Gba und Gca' es gilt, s. Abb. 323, 

........ ........ 
!( + 6;ba + 6;ca =O. 

Die gleiche Betrachtung wendet man auf die Scheiben b und c an, 
s. Abb. 324. Wenn man die von c und a her auf b ausgeiibten Ge
lenkdriicke mit G c b und G a b bezeichnet und ebenso die von a und b 
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her auf c ausgeiibten mit G ac und Gbc' so hat man noch zwei 
weitere Gleichungen, zyklische Vertauschungen der obigen, zusammen 

.......... ........... ........... ........... ........... ........... 

2( + 6}ba +6jca =O, lJ + 6jcb + 6jab =O, 6; + Q}a c + Q;bc =O. (a) 
Natiirlich sind G",b und Gba als Kraft und Gegenkraft entgegen
gesetzt gleich. Nun schlief3t man: Man hat sechs Unbekannte, nămlich 
Richtung und Zahlenwert von jedem der drei Gelenkdriicke, und 

Abb. H22. Abb. 323. 

fiir diese sechs Unbekannten drei Vektorgleichungen der Ebene, die in 
sechs gewohnliche analytische Gleichungen umgewandelt werden konn
ten. Man wird aher diese drei vektoriellen Gleichungen graphisch dar-

Abb. 324. 

stellen und damit die Unbekannten ermitteln. Die erste Gleichung sagt 
aus, daf3 Gbll und Gr.a sich auf A schneiden miissen, siehe Abb. 323 
und 324. Entsprechend miissen auch Gcb und Gab sich auf B schneiden 
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und Gac und Gbc auf C. Dann bestimmen die drei Gelenkdriicke 
ein Dreieck, dessen Seiten durch drei gegebene Punkte ab, bc, ca 
hindurch gehen und dessen Ecken auf drei gegebenen Geraden A, 
B, C liegen. Ein solches Dreieck ist aufzufassen als geschlossenes 
Seileck zum Gleichgewichtssystem .A, B, C und demgemaB zu 
konstruieren. 

ZusammengefaBt lautet die Aufgabe: Es soll zu dem Gleichgewichts
system A, B, C ein Seileck durch die drei gegebenen Punkte ab, 
bc, ca konstruiert werden. Man zeichnet zunăchst ein beliebiges 
erstes Seileck U durch die Punkte ab und bc; wenn nicht ein Zufall 

Abb. 325. 

auftritt, wird dieses Seileck nicht durch den Punkt ca gehen. Das 
gesuchte Seileck G geht gleichfalls durch die Punkte ab und bc, 
also miissen sich nach ( 4:1 b) auf der Geraden t durch diese Punkte 
entsprechende Seileckseiten Ui und Gi schneiden. Es wird sonach 
die Seite Gca. sich mit Uca auf der Geraden t schneiden, ferner Gca 
nach Vorschrift durch das Gelenk ca gehen, wodurch sie bestimmt 
ist. Zur Kontrolle kann man das Seileck fortsetzen, die Seiten G a b 

und Gbc miissen dann durch a b bzw. bc gehen. 
Hat man irgendeinen der drei Gelenkdriicke ermittelt, so ist 

die Bestimmung aller anderen Unbekannten Sache einfacher Krafte
plăne. 

Beispiel a) Man ermittle die Gelenkdriicke des Scheibenver
bandes der Abb. 326, wenn 01 = 1000 kg ist. 

Man sucht zuvor die · noch unbekannten ăuBeren Krăfte A, B, 
02 , am einfachsten nach dem Dreikrăftesatz; aus Symmetriegriinden 
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mul3 01 = 02 sein, ihre Resultierende O ist mit A und B im Gleich
gewicht. Dann greift an der Scheibe a die aul3ere Kraft A an, an 
der Scheibe b die au13ere Kraft B, an der Scheibe c die Resul
tierende O. Man zeichnet zum Gleichgewichtssystem A, B, O das 
Seileck durch die drei Punkte I, II, III. Aus Symmetriegriinden 
muB hier der Gelenkdruck Gur durch III horizontal sein, woraus 
sich dann die beiden anderen Gelenkdriicke G r und G II ergeben. 
Die Zahlenwerte liefert der Krafteplan der Abb. 327. 

------- lli ----- - -----""?! 
6;rr .......... ; 

1 

c, ' ~ /.0 
' 1 / 

\ i / "+/ 
Abb. 326. 
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Abb. 327. 

Beispiel b) Am gleichen Scheibenverband greifen die durch 
den gleichen Punkt gehenden au13eren Krafte A, B, O an, s. Abb. 328. 
Wenn eine von ihnen bekannt ist, etwa O, ermittelt man die beiden 
anderen mit einem einfachen Krăfteplan 21: + j8 + [ = O, s. Abb. 3 29. 

Abb. 3 28. Abb. 329. 

An jeder der drei Scheiben ist wieder die aul3ere Kraft im Gleich
gewicht mit den Gelenkdriicken. Deren Ermittlung geschieht mit 
einem Seileck G durch die drei Gelenke; man zeichnet zuvor das 
Hilfsseileck U durch die beiden Gelenke I und II, in der Abbildung 
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sind zwei der Seileckseiten parallel zu C gezogen. Wie erwartet, 
wird dieses Hilfsseileck bzw. dessen Seite UITI nicht durch den 
Punkt III gehen. Vom gesuchten Seileck G geht Gni durch III 
und schneidet sich mit Uni auf der Geraden t durch I und II ; ist 
GIII konstruiert, dann schlieBen sich beiderseits GI und Gn an. 
Im Krafteplan wird man noch die Zahlenwerte GI, Gn, GIII durch 
einfache Kraftecke ermitteln. 

Beispiel c) Beweise: 

Wenn drei Scheiben so verbunden sind, daB 
ihre drei wirklichen oder gedachten Gelenke in 
der namlichen Geraden liegen, so bildet der 
Scheibenverband den Ausnahmefall. (b) 

Man denkt sich die Scheibe c festgehal
ten, s. Abb. 330, und iiberlegt wie im Bei
spiel 4 7 g), daB das Gelenk III als Punkt der 
Scheibe a beim Fehlen der Scheibe b sich 
um I drehen wiirde, und beim Fehlen der 
Scheibe a um II. Beide Bewegungen sind, 
solange sie unendlich klein bleiben, identisch, 
d. h. die vorliegende V erbindung verhindert 
die Bewegung des Punktes III senkrecht zur 
Geraden durch I und II nicht, solange nur Abb. 330. 
sehr kleine W ege in Frage stehen. 

49. Der Dreigelenkbogen wird vielfach fiir Tragkonstruktionen 
verwendet. Fiir die Ermittlung der Auflagerkrăfte unter dem Ein
fluB der an ihm angreifenden Krăfte bat man eine Reihe von 
Losungsverfahren. 

I IT 

Abb. 331 a. Abb. 331 b. 

I. Wenn nur eine einzige Nutzlast an einer der beiden Scheiben 
angreift (deren Gewicht wird natiirlich auf andere Weise beriick
sichtigt), s. Abb. 331 a, ist die Losung recht einfach mit Hilfe des 
Zwei- und Dreikrăftesatzes zu erhalten. An der linken Scheibe greifen 
an die beiden Gelenkdriicke (Kămpferdruck A und Mittelgelenkdruck C), 
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die im Gleichgewicht sein und deswegen in der namlichen Geraden 
liegen miissen, s. Abb. 331 b ; da der linke Kampferdruck A durch 
den Punkt A und der Mittelgelenkdruck durch den Punkt O gehen 
miissen, ist zunachst die R.ichtung der beiden Gelenkdriicke bestimmt. 
An der Scheibe II greifen ne ben der N utzlast Q noch die beiden 
Gelenkdriicke bei O und Ban, s. Abb. 331 b. Der Mittelgelenkdruck O 
ist seiner Richtung nach bestimmt worden; er greift als Reaktions
kraft an der Scheibe II natiirlich in entgegengesetzter Richtung an 
wie an der Scheibe I; er schneidet sich mit der N utzlast Q in einem 
Punkt, durch den nach (9c) auch der Kampferdruck B hindurch
gehen muB, so daB auch dessen Richtung bestimmt ist. Nachdem 
nun die Richtungen aller Gelenkdriicke bekannt sind, ermittelt man 
ihre Zahlenwerte mit einem Krafteplan O+ m + ~=O. 

II. Genau die gleiche Dberlegung wird man vornehmen, wenn 
mehrere Krafte an einer der beiden Scheiben angreifen, die andere 
aher unbelastet ist. Man wird die Krafte zu einer Resultierenden 
Q zusammenfassen und verfahren wie eben angegeben. 

o 

Abb. 332. Abb. 333. 

III. An jeder der beiden Scheiben I und II greife eine Last an,. 
Q1 und Qw s. Abb. 332. Am einfachsten sind die drei Gelenkdriicke 
graphisch zu ermitteln, indem man nach der vorigen Nummer fiir das 
Gleichgewichtssystem der am Bogen angreifenden Nutzlasten und Auf
lagerkrăfte A und B ein Seileck durch die Punkte A, B, O konstruiert. 
Die Erde ist als Scheibe III durch die Gelenke A und B an die 
Scheiben I und II angegliedert. Man wird also eine beliebige Seil
eckseite SA durch das Kampfergelenk A legen und an sie vom 
Schnittpunkt mit Q1 aus eine zweite durch das Scheitelgelenk O. 
Im Krafteplan der Abb. 333 wird man die Seileckseiten SA und Se als 
Polstrahlen von O und I aus eintragen und erhalt damit den Pol O, 
wodurch der dritte Polstrahl OII bestimmt ist. Nur gelegentlich eines 
Zufalls wird die ihm entsprechende Seileckseite Sn durch das Kampfer
gelenk B gehen, nicht aher im allgemeinen Fali. Man bat nun ein 
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erstes Seileck S durch die Gelenke A und C konstruiert, ein zweites G 
soll durch alle Punkte gehen. Die Seite GB dieses Seileckes 
muB nach Vorschrift durch B gehen und ferner mit SB sich auf der 
Geraden t durch A und C schneiden; anschlieBend an das gefundene 
GB sind dann noch Ga und G A zu zeichnen. 

W eitere graphische Losungen fur diesen Fall siehe unter 55 
und 65. 

IV. Wenn an beiden Schei
ben beliebig viele Krafte an
greifen, so wird man fiir eine 
graphische Losung am einfach
sten die Krafte an jeder 
Scheibe zu einer Resultieren
den Q zusammenfassen und ver-
fahren wie vorher angegeben: Abb. 334. 
etwa mit Hilfe eines einzigen 
Seilecks. Geht die8e8 gleichzeitig durch die Geh~nke, 80 stellen die 
entsprechenden Seileckseiten die Gelenkdriicke dar, s. Abb. 334. 

V. Oft wiinscht man eine Formei fiir die Gelenkdriicke bzw. 
ihre Komponenten, dann wird man die Berechnung analytisch 
durchfiihren. Vorausgesetzt sind lotrechte Nutzlasten und gleich
hoch liegende Kampfergelenke. Am Bogen greifen vier unbekannte 
AuflagergroBen an, VA, HA, VB, HB, wenn man die Auflagerkrafte 
in Komponenten horizontal und vertikal zerlegt, 8. Abb. 182. Fiir 
diese vier Unbekannten hat man nur die drei Gleichungen (44a) zur 
V erfiigung, wenn man einzig das Gleichgewicht des ganzen Tragers 
beriicksichtigt. Man mache aber nicht den falschen SchluB, daB der 
Bogen deswegen statisch unbestimmt ware. Er ist eben keine 
Scheibe, 8ondern ein System von zwei nicht 8tarr miteinander ver
bundenen Scheiben. Man kann ja fiir jede der beiden Scheiben 
allein die Gleichgewichtsbedingungen auf8tellen und daraus die Un
bekannten ermitteln. Zunachst lauten fiir den Bogen, als Ganzes 
betrachtet, die drei Gleichgewichtsbedingungen 

H.A-HB=O , P1 +P2 + ... +Pn - VA- VB=O, 

-P1 (l-p1 ) - P2 (l - p 2)- · • .-Pn(l-Pn) + VAl=O; 

die letzte Gleichung gilt fiir B al8 Momentenpunkt. Oder in kiirzerer 
Schreibweise 

B 

H.A=HB, VA+VB=~P, 
A 

(a) 

wo die Summierung iiber den ganzen Bogen sich erstreckt. Man 
hat: Die Horizontalkomponenten der Gelenkdriicke sind gleich, 
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vorausgesetzt natiirlich, daB die Kămpfergelenke in gleicher Hohe 
liegen, was beispielsweise fiir die Abb. 332 nicht zutrifft. Die Verti
kalkomponenten VA und VB der Seitengelenke haben den gleichen 
W ert, wie wenn sie Auflagerkrăfte an einem Balken wăren, siehe 
( 44 b ). Der Zahlenwert der Horizontaldriicke HA = HB oder H, wie 
wir sie kiirzer bezeichnen diirfen, ist noch durch eine Momenten
gleichung fiir die an der Scheibe I allein angreifenden Krăfte zu 
ermitteln, s. Abb. 183. Fiir C als Drehpunkt ist 

(J 

-- 2:P(a-p)-Hh+VAa=O oder Hh=VA.a-":1.P(a-p), (b) 
A. 

wo die Summierung sich nur iiber die Scheibe I erstreckt. Wiinscht 
man auch noch die Komponenten des Mittelgelenkdruckes bei C, so 
hat man fiir sie noch die beiden Gleichgewichtsbedingungen 

oder 

a· 
H-Ha=O und - ~P+ VA- Va= O 

A 

(J 

Ha=H und Va=VA-~P. 
A. 

(c) 

VI. W enn die beiden Seitengelenke verschieden hoch sind, siehe 
Abb. 332, wird eine analytische Losung mit umstăndlichen Rechnungen 
verbunden sein, auch die Anwendung von Formeln, die man ja ein 
fiir allemal aufstellen konnte, ist uniibersichtlich; es wird sich fiir 
diesen Fali immer eine graphische Losung empfehlen, entweder so 
wie sie in III. angegeben ist oder spătere Zeilen noch bringen. 

Beispiel a) An dem Dreigelenkbogen der Abb. 182, L. M. 1:400, 
greifen die Nutzlasten P1 = 12 t, P2 =P3 = 10 t, P4 =P5 = 20 t an. 
Dann liefern die vorangehenden Formeln, wenn man die Dimensionen 
"Meter" und "Tonne" weglăBt, 

oder 

oder 

VA·18= 12·15 + 10·12 + 10·8 + 20·6 + 20·2 

VA=30; 

VA.+ VB = 12 + 10 + 10 + 20 + 20 

VB=42; 

H·6= 30·8 -12·5 -10·2 

oder H=l·80; 
Va=30-12-10 

oder V0 =8. 

Damit ergeben sich die in der Tabelle zusammengestellten W erte 
der Komponenten, Richtungen und Zahlenwerte der drei Gelenkdriicke. 
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V H tg tp G 

A 30 i·80 9:8 40 
B 42 i·80 63:40 50 
c 8 i·80 3:10 28 

Beispiel b) Man ermittle fiir die Tragkonstruktion der Abb. 335 
die Auflagerkrafte und Gelenkdriicke, wenn nur an der Scheibe I 
eine lotrechte Nutzlast Q1 angreift. 

A 

Abb. 335. Abb. 336. 

Man wendet auf die Scheibe III den Zweikraftesatz an; an ihr 
greifen nur die beiden Gelenkdriicke C und E an, die nach (9a) in 
der gleichen Geraden liegen und deswegen durch C und E gehen 
miissen. Auf die Scheibe II wendet man den Dreikrăftesatz an (9c); 
der seiner Richtung nach unbekannte Gelenkdruck D geht durch 
den Schnittpunkt des Gelenkdruckes E mit dem senkrechten Flăchen
druck B. Auf die Scheibe I wendet man wieder den Dreikrăftesatz 
an, es geht der Gelenkdruck A durch den Schnittpunkt des Gelenk
druckes D mit der Nutzlast Q1 • Die Richtungen der Auflager- und 
Gelenkdriicke sind somit gefunden, die Zahlenwerte ermittelt ein 
einfaches Krăftedreieck, siehe Abb. 336. Man beachte, daB man bei 
B nicht einen Auflagerdruck, sondern einen Auflagerzug erhălt, daB 
also im Falle eines Rollenlagers V orrichtungen vorhanden sein miissen, 
um ein Abheben der Scheibe II vom Auflager zu verhindern. 

Man beachte ferner, daB der Linienzug A, D, E, C der Abb. 335 
ein Seileck darstellt, und Abb. 336 die dazugehorige Polfigur ist. 

Beispiel c) Man ermittle fiir die Tragkonstruktion des vorigen 
Beispiels die Auflager- und Gelenkdriicke, wenn nur an der mitt
leren Scheibe eine lotrechte Last QII angreift. 

Auf die beiden AuBenscheiben I und III wendet man den Zwei
krăftesatz an und findet die Richtung der Gelenkdriicke so wie ein
gezeichnet. An der Scheibe II ist QIT im Gleichgewicht mit den 
Gelenkdriicken D und E und dem Auflagerdruck B. Um D, E, B 
zu ermitteln, wird man am einfachsten nach 45 III vorgehen und 
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die Resultierende R von E und B einfiihren. Dann ist R im Gleich
gewicht mit Q11 und D, mit einem gewohnlichen Krafteck sind D 
und R zu finden und letztere Kraft in E und B zu zerlegen. · 

Der Abbildung entnimmt man noch, daB der Linienzug A, D, 
R, E, C in der Tragerfigur ein Seileck durch die Gelenkpunkte A, 
D , E, C ist und der Krafteplan die zugehorige Polfigur. 

Beispiel d) Bei welcher Lage der Gelenkpunkte bildet die 
Tragkonstruktion der Abb. 335 einen Ausnahmefall? 

Abb. 337. Abb. 338. 

Wenn das Gelenk A eine solche Lage hatte, daB. die Richtung 
des Gelenkdruckes D dieser Abbildung durch es hindurchginge, dann 
wiirden die beiden Gelenkdriicke A und D in die gleiche Gerade 
fallen und miiBten trotzdem der Kraft QI das Gleichgewicht halten. 
Diese Lage bestimmt also den Ausnahmefall. Man wendet entweder 
Satz (9 d) an und sagt, wenn Q1 mit A und D im Gleichgewicht 
sein soll, muB es Null sein, was aher hier bei gegebenem QI nicht 
zutreffen kann. Oder man sagt, QI wiirde unendlich groBe Gelenk
driicke A und D erzeugen, wenn nicht eine Bewegung der Gelenke 
eintreten wiirde, freilich nur eine sehr kleine, so daB nach Aus
fiihrung dieser Bewegung die Gelenkdriicke A und D nicht mehr 
in der gleichen Geraden liegen. 

50. Fiir die nachfolgenden Aufgaben, wie auch allgemein fiir 
die meisten Aufgaben der Statik, besonders fiir Scheibenaufgaben, 
wird der Gebrauch des Dreikraftesatzes fiir die Ermittlung der Rich
tung unbekannter Auflagerkrafte eindringlich empfohlen. Fiir die 
Losung der Aufgaben empfiehlt sich zuerst eine Orientierung liber 
ihre statische Bestimmtheit ; alsdann sucht man die Richtung der 
unbekannten Krafte und zuletzt ihren Zahlenwert. 

Au f g a b e a) Der in der Ebene der A bb. 339 Jiegende Stab A B lagert 
im Punkt A auf einer Horizontalebene, im Punkt C auf einem Kreiszylinder. 
Man ermittle fiir verschiedene Stellungen E, A, C, B der Nutzlast Q graphisch 
die Auflagerkrăfte. Den Ma13stab wahle man dabei so, dal3 Q im Krăfteplan 
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100 mm groB wird. Stab, Zylinder und Unterlage sind absolut rauh gedacht, 
Stab und Zylinder gewichtslos. oc = 45°, M. D. = 1 m. 

Losung: An dem Zylinder greifen nur zwei Krăfte an, also Zweikrăfte
satz. Vom Stab her geht der Druck durch C, von der Horizontalebene her 
der Auflagerdruck durch D, beide Kriifte Iiegen 
in der gleichen Geraden CD. Am Stab greifen 
drei Krăfte an, Nutzlast Q, Auflagerdriicke A 
und C, also Dreikrăftesatz. Der Auflagerdruck 
A geht durch den Schnittpunkt von Q und C. 
Die Zahlenwerte von A und C ermittelt ein 
Krăfteplan ~ + Q + li = O. Fiir die Stellung 
der Nutzlast Q bei E ist A = 0,62 Q, C= 0,44 Q; 
fiir Stellung A ist A = Q, C =O; fiir Stellung C 
ist A= 0,42 Q, C= 0,77 Q; fiir Stellung bei B 
ist A = 0,57 Q, C= 1,34 Q. Wenn die Nutzlast 
iibcr C hinaus wandert, kommt sie zu einem An
griffspunkt, wo sie den Stab abzuheben sucht; 
statt eines Auflagerdruckes hat man einen Auf
lagerzug, durch passende Auflagerungskonstruk-
tionen muB man dieses Abheben verhindern. 

Abb. 339. 

Aufgabe b) Der bei B um ein Achsengelenk drehbare Stab der Abb. 340 
ruht bei C auf einer runden Tragstange auf. Gesucht sind 1. graphisch, 
2. graphisch-analytisch, 3. analytisch die von dem Gelenk und der Tragstange 
auf den Stab wirkenden Auflagerkrăfte, wenn die Reibung vernachlăssigt wird. 
Am gewichtslos gedachten Stab greift bei A die Kraft Q = 200 kg an. 

AC:CB = 1:2, tgoc = 0,5. 

Losung: Der Stab ist statisch bestimmt gelagert, weil er durch drei Auf
lagerungsbedingungen in seiner Lage festgehalten wird; man muB sich natiir
lich vorstellen, daB er auch gegen ein Abheben von C durch eine geeignete 
Lagerung gesichert ist; den drei Auflagerbedingungen entsprechen drei unbe
kannte AuflagergroBen. 

Abb. 340. Abb. 341. Abb. 342. 

An dem Stab greifen drei im Gleichgewicht befindliche Krăfte an: Nutz
last Q, Flăchendruck C senkrecht zum Stab, Gelenkdruck B, s. Abb. 341. 

1. Nach dem Dreikrăftesatz schneiden sich Q, C und B im nămlichen 
Punkt, woraus Richtung von B; Zahlenwert C und B durch Krăfteplan 
il+ li+ tJ =O, s. Abb. 342; B = 127 kg, C= 267,5 kg. 

2. Momentengleichung fiir Gelenkachse Iiefert, s. Abb. 341, 
Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 13 
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3 
0= Q-= = 268kg v5 - Q · 3 a cos <X + C · 2 a = O oder 

wegen cos <X = 2 : {5. B = 128 kg durch einen Krăfteplan. 
3. B hat zwei Komponenten B 1 und B 2 in Richtung des Stabes und 

senkrecht zu ihm. Nach (Ua) wird 

- Qsin <X +B1 = O, - Qcos IX+ C-B2 = 0, -Q-3a cos IX+ C-2a =0 

oder O= 268 kg und B1 = 89,6 kg, B2 = 89,6 kg 

oder B = v B 12 + B;' = 126,4 kg. 

Aufgabe c) Gesucht sind 1. rein analytisch, 2. rein graphisch die Werte 
der an der Stange der Abb. 343 angreifenden , nach Richtung und Lage ge
gebenen Krăfte P 1 , P 2 , P 3 , die mit der ebenfalls angreifenden Kraft Q = 6 000 kg 
im Gleichgewicht sind. 

P, 

Abb. 343. 

Wie groB sind P" P 2 , P3 , wenn statt Q die gestrichelt eingezeichnete 
Kraft Q' = 6000 kg angreift. 

L. M. der Abb. 1 : 200. <X= 4ii 0. 

Losung: Die Aufgabe ist statisch bestimmt, da man fiir den Stab drei 
Gleichgewichtsbedingungen hat und mit ihnen die drei nur in den Zahlenwerten 
unbekannten Krăfte ermitteln kann. 

1. Rein analytisch nach (Ua); Richtungssinn der Unbekannten willkiir
lich angenommen; Zerlegung in Komponenten lăngs der Stange und senkrecht 
zu ihr. 

P 2 cos 45 ° - P 3 cos 45 ° = O, - Q + P 1 + P2 cos 45 ° + P 3 cos 45 ° = O, 

- Q ·a+ P 1 • 3 a= O, 

die Jetzte Gleichung fiir den Schnittpunkt von P 2 und Pa als gedachten Dreh
punkt. P 1 = t Q = 2 000 kg, P 2 = 2 828 kg = P 3 . 

Man hătte auch drei Momentengleichungen fiir die Schnittpunkte I von 
P2 und Pa sowie II von Pa und P 1 und III von P 1 und P 2 anschreiben konnen 
und damit die Zerlegung in Komponenten vermieden. 

2. Rein graphisch fiihrt man fiir P 2 und P 3 eine Resultierende R ein, 
dann ist Q mit P 1 und R im Gleichgewicht, alle drei schneiden sich im gleichen 
Punkt, hier im Unendlichen, sie sind also parallel. Nach (Ud) wird P 1 = -!r Q, 
R =i Q; R ist graphisch noch nach P 2 und P 3 zu zerlegen; P 2 =2828 kg = Pa. 

Wenn Q' statt Q angreift, so wird P 1 =O nach (9g); Q' ist dann im 
Gleichgewicht mit P 2 und Pa; es wird P.' = 4 242 kg =Pa'. 

Aufgabe d) An der Stange AB der Abb. 345 greifen folgende Krăfte 
an: bei A und B der Auflagerdruck, bei O das Gewicht der Stange G = 20 kg, 
bei D die ~pannung des Seiles DF, bei E die Last Q = 100 kg. Gesucht sind 
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auf graphischem Weg die Auflagerdriicke bei A und B, sowie die Spannung 
des Seiles. Die Reibung ist zu vernachlassigen, ebenso die Dehnung des Seiles. 

AF=2 m, FB=3m, AD=2-DC=Z-CE = EB. 
Losung: Die Aufgabe ist sta-

tisch bestimmt; die Stange ist durch 
drei Auflagerbedingungen festgehal
ten: zwei Flachenlagerungen und 
eine Seilverbindung (gleichwertig 
einer Stabverbindung, wenn sie einen 
Zug aufnimmt); den drei Auflager
bedingungen entsprechen drei un
bekannte AuflagergroJ3en: Flachen
driicke A und B, Seilspannung S. 

G und Q zu einer Resultieren
den P; Resultierende R von A und 
B eingefiihrt, die durch deren 
Schnittpunkt fJ geht, dann ist P im 
Gleichgewicht mit R und S und muJ3 
daher sich mit ihnen im namlichen 

fJr:;:-
!Yl 

\ 

Abb. 345. 
L. M. 1:100. 

\ 
\ s 
\ 
\ 
\ ~ Q 

A R.\ 
jJ \ ~ 

\ 
\ 

B 

Abb. 346. 
K. M. 1 rom = 5 kg. 

Punkt cx schneiden. Damit ist Lage und Richtung von R gefunden; den Zah
lenwert ermittelt ein Krafteplan \ll + lJl + ~ = O, der dann auch noch R 
nach A und B zerlegen laJ3t, s. Abb. 346. A = 198 kg, B = 103 kg, S = 129 kg. 

Aufgabe e) Auf zwei in einer ho
rizontalen Geraden sich schneidenden 
schiefen Ebenen wird fiir einen symmetri
schen Stab vom Gewicht Q die Gleich
gewichtslage gesucht. Die Reibung ist zu 
vernachlăssigen. 

Losung: An dem Stab greifen drei 
Krăfte an, die in der Gleichgewichtslage 
sich im nămlichen Punkt schneiden miis
sen, die beiden Auflagerdriicke N1 und N2 

senkrecht zu je einer schiefen Ebene und 
das Gewicht Q. Das Krafteck der Abb. 
348 liefert die Werte der Auflagerkrăfte, 

Abb. 347. 

N1 : N2 : Q =sin IX2 : sin IX1 : sin (1X1 + oc2); 

eine Momentengleichung fiir den Stabmittelpunkt, 

N2 n2 - N1 n1 = 0 ader N2 cos(1X2 +oc)= N1 cos (oc1 - oc), 
gibt in Verbindung mit der vorausgehenden Gleichung durch 

cos ( IX2 + cx) sin IX1 = cos ( CX1 - IX) sin cx, 

Abb. 348. 

die Gleichgewichtslage des Stabes durch Ermittlung des Winkels cx; man findet 

2 tg cx ·sin IX1 sin cx2 = sin ( cx1 - cx~) . 

Aufgabe f) bis h) Die Scheibe S der Abb. 349 mit 351 ist mit der 
Mauer M auf verschiedene Weise verbunden. Man beurteile die Beanspruchung 
des Mauerwerkes in den verschiedenen Făllen. P = 1 000 kg. 

Losung: Der Trăger ist statisch bestimmt gelagert (vorausgesetzt natiir
lich, daJ3 kein Ausnahmefall vorliegt), weil in allen Făllen drei Auflagerbedin
gungen vorhanden sind. 

13* 
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Man ermittelt zunachst die Richtung des Gelenkdruokes A mit Anwen
dung des Dreikraftesatzes, dann den Zahlenwert von A und B mit einem 
Krafteplan. 

Im ersten Fall ist das Gelenk gedriickt und der Stab gezogen. 
A = 2 230 kg, B = 2 000 kg. 

Im zweiten Fall sucht die Kraft P das Gelenk aus der Mauer heraus
zuziehen, den Stab driickt sie. A = 2 230 kg, B = 2 000 kg. 

Abb. 349. Abh. 350. Abb. 351. 

Die Befestigung im dritten Fall ist "wackelig", ein Ausnahmefall. Geo
metrische Dberlegung: Die Auflagerung hindert nicht eine sehr kleine Be
wegung des Punktes B. Statische Uberlegung: P geht nicht durch den 
Schnittpunkt A der Auflagerkrafte A und B hindurch, nach (9 g) miillte also 

P = O sein , was einen Widerspruch gabe, da 
P = 1 000 kg vorgeschrieben ist; wenn die ge
zeichnete Stellung des Tragers moglich ware, 
miiBte P unendlich groB sein. 

Au f g a b e i) Zwei Kreiszylinder mit den 
Radien r 1 und r 2 werden durch eine um sie ge
legte Schnur zusammengepreBt, s. Abb. 352. Wie 

· Abb. 352. groB ist die Pressung D unter dem EinfluB der 
Schnurspannung S ? 

Losung: Man untersucht den linken Zylinder fiir sich; an ihm sind die 
beiden Schnurspannungen S, S und der Pressungsdruck D im Gleichgewicht. 
Dem zugehorigen Krafteck entnimmt rnan 

D = 2 scos IX= 48 vr1 r 2 : (r1 + r 2). 

Aufgab e k) Die am Stab der Abb. 353 4 angreifenden N utzlasten mit einer gegebenen 
( r Resultierenden P = 1 000 kg rufen in den Sta

ben 1, 2, 3 Spannungen hervor, deren Zahlen
werte gesucht sind. 

Abb. 353. Losung: Die Resultierende R von 81 
und S2 geht durch den Schnittpunkt von P 

mit S3 . Ein Krafteck 1U + e>. + m =O liefert 83 und R; letztere Kraft ist noch 
nach 81 und 82 zu zerlegen. 81 = - 2 500 kg, s2 = - 1500 kg, s. = - 3 500 kg. 

8 
Aufgabe 1) Abb. 354 gibt fiir den 

gewichtslos gedachten Stab AB eine Gleich
gewichtslage. Er ruht bei C auf einer 
senkrecht zur Bildebene stehenden Trag
stange auf und stiitzt sich bei A rei
bungsfrei gegen eine Wand; am Ende 
B greift eine Kraft Q lotrecht an. Man 

Abb. 355. bestimme den Winkel IX dieser Gleich-
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gewichtslage, wenn a und Z gegebene GroBen sind, ferner die Auflager
driicke. 

Losung: Fiir den Stab als eine Scheibe kann man im Fali des Gleich
gewichtes die drei Scheibengleichungen aufstellen und aus ihnen drei Unbe
kannte ermitteln, die Driicke D und N und den Winkel IX. Dem Krafteck 
der Abb. 355 entnimmt man 

N=QtgiX, D=Q: cos IX. 

Die Momentengleichung fiir die Tragstange liefert 

Q (l cos IX- a)- N l cos2 IX sin IX= O 

oder mit Beniitzung der vorausgehenden Gleichung 
s ._ 

a = l cos3 IX oder cos oc = Y a : Z • 

Aufgabe m) Der Kran der Abb. 356 ist bei A durch ein Spurlager, bei 
B durch ein Halslager gestiitzt. Das Eigengewicht des Kranes ist ebenso wie 
die Reibung zu vernachliissigen. Das bei Fangreifende Gewicht ist P = 10000 kg. 
Man ermittle 

1. die Auflagerkriifte bei A und B, 
2. die am Kranbalken D F angreifenden Kriifte, 
3. die an der Saule AB angreifenden Kriifte. 

Abb. 356. Abb. 357. Abb. 358. Abb . 359. 

p 

B 

Abb. 360. Abb. 361. Abb. 362. 
K. M. 1 mm = 400 kg. 

Losung: 1. Unter dem Einflul3 der Nutzlast P Iegt sich der Kran am 
Halslager rechts an und erfii.hrt dort einen Gegendruck B in horizontaler 
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Richtung, s. Abb. 357; die Richtung des Auflagerdruckes A am Spurlager ist 
unbekannt, er setzt sich aus zwei Komponenten zusammen, aus dem Gegen
druck von der linken Seite des Spurlagers her, an die sich der Kran anlegt, 
und aus dem nach oben gehenden Gegendruck von der horizontalen Lager
flache her. Man findet die Richtung von A mit dem Dreikriiftesatz, seinen 
Zahlenwert und den von B durch ein Krafteck ~ + ~~ + 18 = O, s. Abb. 360. 
Ah=5000 kg, A. = lOOOO kg, A=11200 kg, B = 5000 kg. 

2. Ebenso findet man die am Kranbalken D F angreifenden Krafte, 
s. Abb. 358; von der Stabspannung S ist vorausgesetzt, daB sie in Richtung 

der Strebe wirkt, weil diese, ebenso wie die Stabe eines Stab
verbandes, als unendlich diinn gedacht ist. Man findet 
8=16700 kg, T=10600 kg, s. Abb. 361. 

3. Die an der Saule allein angreifenden Krafte, s. Abb. 
359, sind die beiden Lagerdriicke A und B und die bereits 
ermittelten Kriifte S und T. Die letzten beiden sind, da sie 
jetzt an der Saule angreifen, als Reaktionskriifte mit dem 
umgekehrten Pfeil in tlen Krafteplan einzusetzen. Dieser, 
l8 +~+X+~= O nach Abb. 362, dient als Kontrolle fiir 
die Richtigkeit der Li:isung der ersten beiden Aufgaben. 

Abb. 363. Aufgabe n) Abb. 363 gibt die Skizze eines GieBerei-
kranes. Gesucht ist der Auflagerdruck A unter dem Einflull 

der N utzlast Q = 2 500 kg. 
Li:isung: Nutzlast Q, Stabspannung S und Auflagerdruck A schneiden 

sich im gleichen Punkt, den Zahlenwert A= 117 5 kg gibt das Krafteck. 
Aufgabe o) Man ermittle mit einem Seileck die Auflagerkrafte, die 

der Balken der Abb. 364 unter dem Einflull der Nutzlasten P1 = 365 kg, 
Pe = 300 kg, P3 = 1 120 kg erfahrt. 

3 

Abb. 364. Abb. 365. K. M. 1 mm = 40 kg. 

L 6 sun g: Man beginnt den Kriifteplan mit dem Krafteck ~1 + ll\2 + ll\3 , 

dann wahlt man den Pol O passend und zeichnet das Seileck gleichfalls in 
den Lageplan ein, wobei man mit dem letzten Strahl S3 beginnt und diesen 
durch das Auflager B legt (weil man die Richtung des Auflagerdruckes B nicht 
kennt) . Die SchluB!inie S geht durch das Auflager B und den Schnittpunkt von 
A mit 80 ; sie wird dann in den Krafteplan eingetragen, vom Punkt O aus geht 
die Auflagerkraft A, durch deren Schnittpunkt mit S geht nach (39f) die Auf
lagerkraft B . Man entnimmt dem Krafteplan A = 590 kg, B . I 200 kg. 

Aufgabe p) Kann die Stabkette der Abb. 366a im Gleichgewicht sein, 
wenn Pr und Pnr beliebig gegeben sind? 

Li:isung: Die Reibung wird vernachlassigt, die Stabe sind gewichtslos 
vorausgesetzt. Dann gehen die Gelenkdriicke bei C und D in Richtung des 
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Stabes II und miissen entgegengesetzt gleich sein. Auf jede der Scheiben I 
und III wende man den Dreikrăftesatz an und findet so die Richtung der Ge-

c: li 

Abb. 366a. Abb. 366b. 

lenkdriicke bei A und B und da __ n mit einfachen Kraftecken deren Zahlen
werte. W enn also P1 = 1 000 kg gegeben ist, dann muB P1 11 so gewăhlt wer
den, daB C = D, also Pui = 490 kg, s. Abb. 366b. 

Statisch bestimmtes ebenes Fachwerk. 
51. Fachwerkscheibe nennt man eine Scheibe, die aus ein

zelnen Stăben zusammengesetzt ist. Die Scheibe ist ein starrer 
ebener Korper, also auch die Fachwerkscheibe. Man wird zunăchst 
ein erstes Bild der Fachwerkscheibe untersuchen, an das die prak
tischen Fălle mehr oder minder herankommen, und definiert: die 
Fachwerkscheibe ist gebildet aus unendlich diinn gedachten Stăben, 
die in den Endpunkten (Knotenpunkte genannt) miteinander gelenk
artig verbunden sind. Die Verbindung und die Zahl der Stăbe muB 
so sein, daB ein an der Scheibe angreifendes Krăftesystem keine 
gegenseitige Verschiebung der einzelnen Knotenpunkte hervorruft, 
wenn die Stăbe st.arr sind. Eine Anderung der Form und der 
Lage der Scheibe kann also nur durch eine Lăngenănderung der 
Stăbe herbeigefiihrt werden. 

Dieses Bild soll der Wirklichkeit gegeniibergestellt werden. In 
der Praxis war der Name "Fachwerk" schon friihzeitig in Gebrauch 
fiir holzerne Trăger, die aus einzelnen Balken zusammengesetzt waren 
(beispielsweise Fachwerkbau bei Hăusern), und ist jetzt noch in Ge
brauch fiir alle Trăger, die sich aus Stăben zusammensetzen, oft 
unabhăngig von der Zahl dieser Stăbe, von ihrer Stărke und ihrer 
Verbindung in den Eckpunkten, oft auch unabhăngig davon, daB 
der V erband, wenn die Stăbe unendlich diinn vorausgesetzt wiirden, 
in sich beweglich wăre ("Iabiles" Fachwerk). Man unterscheidet in 
der Praxis hăufig nicht zwischen Fachwerk und Fachwerktrăger, so 
dal3 sich die Bezeichnung "Fachwerkscheibe" als eine unzweideutige 
rechtfertigt, die also eine in ihrer Ebene vollkommen frei bewegliche 
Scheibe vorstellt. Erst durch ihre Verbindung mit der Erde wird 
sie zu einem Trăger, den man dann Fachwerktrăger nennt. Will 
man zwischen Fachwerk (statt Fachwerkscheibe) und Fachwerktrăger 
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unterscheiden, 80 ist es vielleicht zweckmii.Big von einem "freien 
Fachwerk" (statt Fachwerkscheibe) zu 8prechen. 

Man beachte, daB wir zunachst nur ein er8te8 Bild der Fach
werkscheibe untersuchen, und dal3 wir deswegen auch nur eine erste 
Annaherung an die tatsăchlich auftretenden Verhăltnis8e haben. Wie 
weit dieses erste Bild, diese er8te Annaherung an die Wirklichkeit 
herankommt und zulăssig ist, mul3 an spăterer Stelle noch genauer 
untersucht werden. Der Vorteil, den man durch die Einfiihrung des 
Bilde8 gewinnt, i8t ein erheblicher. Vorausgesetzt i8t auch noch, daB 
die Einzellasten nur an den Knotenpunkten der Scheibe angreifen. 

1\1\1\/V\ t\f'\NSJ/\/Vl/1 
Abb. 367a. Abb. 367b. 

Abb. 367 c. Abb. 367d. Abb. 367e. 

Abb. 367f. Abb. 367g. 

In Wirklichkeit 8ind die Stabe nicht unendlich diinn, 8ondern 
haben einen endlichen Quer8chnitt. In vereinzelten Făllen 8ind sie 
auch schwach gekriimmt. Die V erbindung der einzelnen Stăbe unter
einander wird in den selteneren Făllen gelenkartig sein, mei8tens 
8ind sie in den Enden einfach zusammengenietet; al8 Knotenpunkte 
der Stăbe sind dann die Schnittpunkte der Stabachsen zu betrachten. 
Und wenn die Stabenden gelenkartig verbunden sind, so werden bei 
Drehung Reibungen iiberwunden, die im Bild als nicht vorhanden 
zu betrachten 8ind. Die einzelnen Stăbe werden in erster Annăhe
rung als starr und erst in zweiter Annăherung als ela8ti8ch be
trachtet, in W ahrheit sind sie elastisch fest, auf die durch die 
Elastizităt hervorgerufene Formiinderung ist in zweiter Annăherung 
wohl Riicksicht zu nehmen. Der Vorteil, den man durch die Ein
fiihrung des Bilde8 der Fachwerk8cheibe hat, i8t zunăch8t der, dal3 
die einzelnen Stăbe nur Zug und Druck aufnehmen konnen, und daB 
Zug oder Druck in die Stabachse fallen. Damit dies zutrifft, diirfen 
die ăuBeren Krăfte nur in den Knotenpunkten angreifen. Fach
werke, die auBerhalb der Knoten Lasten aufnehmen, sind im all
gemeinen al8 fehlerhaft zu bezeichnen. Die Gewichte der Stăbe 
greifen freilich nicht in den Knotenpunkten an, 8ie sind aher 80 
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klein, daB man nur einen verschwindend kleinen Fehler macht, wenn 
man sie auf die beiden Endpunkte des Stabes verteilt. 

Die meisten aus Staben zusamrnengesetzten Raumkonstruktionen 
lassen sich als aus Fachwerkscheiben zusammengesetzt erkennen. Um 
etwa einen Raurn zu iiberdachen, wird man eine gewisse Anzahl von 
kongruenten Fachwerkscheiben, "Binder" oder "Dachbinder" ge
nannt, parallel nebeneinander auf die Mauer setzen. Sie bilden die 
Tragunterlage fiir das Dach und dessen Belastung. Das Dach selbst 
besteht aus der Bedeckung (Ziegel, Schiefer, Blech, Glas usw.) und 
deren allenfallsiger Unterlage, die auf den quer vom First zur Traufe 
gehenden Sparren aufliegt; diese ihrerseits werden getragen von den 
parallel mit dem First verlaufenden und auf den Bindern aufruhen
den Pfetten oder Fetten. AuBer dem Eigengewicht kommt als Dach
belastung noch Schneelast und Winddruck in Betracht. Eigengewicht, 
Schneelast und Winddruck werden durch die Binder auf das Mauer
werk iibertragen. 

J e nach der Gestalt des Binders unterscheidet man das Dach 
als Satteldach (deutscher Binder, s. Abb. 371, englischer Binder, 
s. Abb. 373, Wiegmann- oder Polonceaubinder, s. Abb. 369), Pultdach, 
Konsol- oder Kragdach, Mansardendach, Sagedach, Hallendach usw. 
Bei einem solchen Binder unterscheidet man die einzelnen Stabe als 
Gurtstabe, die die obere und untere Begrenzung des Binders bilden, 
den Ober- und Untergurt. Die inneren Stabe, die die Fiillung 
bilden, auch Fii 11 ung s- oder W an d sta b e genannt, unterscheidet 
man noch als Vertikalstabe oder Vertikalpfosten und Diagonalen 
oder Streben. Bei einigen Fachwerken, s. Abb. 375, treten keine 
Vertikalstabe auf, man bat nur Streben oder Diagonalen. 

Die Fachwerkscheibe findet im Hochbau und besonders im Eieen
hochbau fur alle moglichen Zwecke noch Verwendung, als Unterzug 
bei Deckenkonstruktionen, bei Hallenbauten, als Element von Saulen 
usw. Im Briickenbau ist ihre Anwendung gewohnlich folgende: man 
iiberdeckt cine Offnung durch zwei oder mehrere Fachwerkscheiben 
(Tragscheiben), verbindet diese durch Quertrager und andere Sekundar
konstruktionen, und erhalt so eine Briicke. Neben der friiher schon 
angegebenen Einteilung vom statischen Gesichtspunkt aus in Balken
trager, Bogentrager und Hangebogentrager wird man der Gestalt 
nach die Briickentrager einteilen in Paralleltrager mit parallelen 
geraden Gurtlinien, s. Abb. 3G7 a, b, und Vielecktrager (Bogen
sehnentrager, s. Abb. 367 c, d, e, undLinsentrager, s. Abb. 367f, g.) 

Als Geriist fiir Hebevorrichtungen kornrnt die Fachwerkscheibe 
in den verschiedensten Formen zur Anwendung. 

Beispiel a) Die Stabkette der Abb. 263 oder 265 ist keine 
Fachwerkscheibe, weil die einzelnen Stabe ihre gegenseitige Lage 
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verandern konnen. Auch der Verband der Abb. 356 ist keine Fach
werkscheibe, Abb. 358 und 359 zeigten ja, daB die Saule AB und 
der Kranbalken D F nicht nur auf Zug und Druck beansprucht sind. 

Beispiel b) Der Stabverband der Abb. 368a ist keine Fach
werkscheibe, weil ein Knotenpunkt noeh einen Freiheitsgrad hat; im 
Begriff "Scheibe" ist eben die starre V erbindung schon enthalten. 

1\N 
Abb. 368a. Abb. 368b. Abb. 368c. 

Beispiel c) Auch der Stabverband der Abb. 368b ist nicht 
starr, stellt also keine Fachwerkscheibe vor; die beiden Dreiecke 
haben gegeneinander noch eine Bewegungsmoglichkeit. Ebensowenig 
ist die Stabverbindung der Abb. 368c als starr zu betrachten. 

Beispiel d) Der Polonceau-Binder der Abb. 369 libertragt die 
Dachlast (Bedeckung, Sparren, Pfetten) auf das Mauerwerk. Dabei 
nimmt man gewohnlich an, daB ein jeder Knotenpunkt diejenige Last 

Abb. 369. 

aufnimmt, die zwischen den Mittelpunkten der beiden an ihm an
greifenden Stabe des Obergurtes liegt. Der Knoten II der Abbildung 

p nimmt nach dieser Annahme so
nach denjenigen Teil der gesamten 
Dachlast auf, der zwischen den 
beiden Stabmittelpunkten a und b 
liegt. Bezeichnet man diese Last 
mit 2 P, so muB dementsprechend 
der Knoten I nur die Last P auf
nehmen. Die gesamte Dachlast, die 
der Binder aufnimmt und liber
tragt, ist 8 P, der Symmetrie wegen 
sind die Auflagerkrafte A=4P= B. 

Abb. 370. K. M. 1 mm = 400 kg. Man beginnt mit dem linken 
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Knotenpunkt I und zeichnet einen Cremonaplan, so wie Abb. 370 
zeigt. Es ist nicht notwendig, den ganzen Krafteplan zu zeichnen, 
weil die beiden Halften des Binders symmetrisch und symmetrisch 
beansprucht sind. Die Spannungen sind alle in der nachfolgenden 
Tabelle eingetragen, unter der V orautlsetzung P = 2 000 kg. Im 
Lageplan sind die gedriickten Stabe durch gestrichelte Linien ge
kennzeichnet, die neben diesen Staben herlaufen. Nach dieser Kenn
zeichnung sind die Stabe 2, 5, 6, 7, 10 gezogen und die Stabe 1, 3, 
4, 8, 9, 11 gedriickt. Man beachte noch, was freilich selbstverstand
lich ist, daB die Stabe des Obergurtes alle gedriickt und die des 
Untergurtes alle gezogen sind. 

p 

3P 

'fa 

1 ~ .. ,__J 
1. .;:~--=:::::1 

Abb. 371. Abb. 37~ . 

K. M. 1 mm=400 kg. 

Beispiel e) Der deutsche Binder der Abb. 371 iiberdacht die 
namliche Offnung wie der Polonceau- Binder des vorangehenden 
Beispiels. Auch die Hohe und die Belastung ist gleich angenommen, 
wenn man P= 1000 kg setzt. Ahb. 372 gibt den Cremonaplan fiir 
die Stabspannungen und die nachfolgende Tabelle deren Zahlenwerte. 

p 

Abb. an. Abb. 374. 
K. M. 1 mm = 400 kg. 

Beispiel f) Der englische Binder der Abb. 373 hat die gleichen 
Hauptabmessungen wie die Binder der beiden vorangehenden Bei
spiele; Abb. 374 gibt den Cremonaplan fiir die Spannungen, die dem 
Plan entnommenen Zahlenwerte sind in die Tabelle eingetragen. 
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Man beachte die verschiedene Beanspruchung der drei Binder, 
die wesentlich durch deren Form bedingt ist . NaturgemaB miissen 
die Spannungen um so groBer sein, einen je kleineren Winkel die 
beiden vom Auflager weggehenden Gurtstabe haben. 

Beispiel g) Auf dem Trăger der Abb. 375 ruhen in den Knoten
punkten I , II, III, IV die Quertrager auf und auf diesen wieder 
die Sekundărlangstrăger a, b, c, d, e, die zunachst den Lasten
zug P 1 = 8 t, P2 = P3 = P4 = P6 = 4 t aufnehmen. Man kann die 
auf die Quertrăger und daruit auf die Knotenpunkte iibertragenen 
Lasten analytisch mit dem Hebeleatz ermitteln. Der Sekundartrager a 
ist unbelastet; der Sekundartrager b iibertragt auf den Knoten I die 
Last 2 t und auf den Knoten II die Last 6 t; der Sekundartrager c 
iibertragt auf den Knoten II die Last 1 t und auf den Knoten III 
die Last 3 t; vom Triiger d her werden die Quertrager iiber III und IV 
und daruit diese Punkte selbst je mit 4 t be-
lastet, und vom Triiger e her der Punkt IV 
mit 3 t und der Punkt V mit 1 t. Letztere 
Last wird unmitt.elbar vom Erdboden auf
genommen, hat also auf den untersuchten 
Trager keinen EinfluB mehr. 

Abb. 375. 
L. M. 1: 100. 

Abb. 376. 
K. M. 1 mm = 400 kg. 

Es werden demnach durch die Knotenpunkte der oberen Gurtung 
insgesamt aufgenornmen: Pr=2f, Pu=(6+1)t, Pur=(3+4)t, 
Prv= ( 4 + 3) t. Diese an der Fachwerkscheibe angreifenden Lasten 
Pr, Pu, Prii' P1v rufen die Auflagerkrafte A = 9t t, B = 13~- t her
vor, wie eine Momentengleichung fiir das linke oder rechte Auf
lager angibt. 

Graphisch findet man die an den Knotenpunkten angreifenden 
Lasten sowie die Auflagerkriifte am einfachsten mit Hilfe des Seil
eckes, wie die Abb. 375 und 376 zeigen. In diesen ist 001 der 
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Krafteplan und S0 S1 das Seileck fiir den Sekundartrager b; Sb ist 
die SchluBlinie fiir diesen Trager, sie schneidet im Krafteplan auf P1 

die beiden Auflagerkriifte P1 = 2 t und P'u = 6 t aus. Entsprechend 
ist O 12 der Kriifteplan und S1 S2 das Seileck fiir den benachbarten 
Sekundartrager c; die zugehi::irige SchluBlinie Se schneidet im Krafte
plan wieder die Auflagerkrafte fiir den Sekundartrager ab, namlich 
P'ii = 1 t und P'm = 3 t. Es ist dann P II = Pir + P'ii = 7 t. Ent
sprechend findet man die SchluBlinien Sd, s. zu den Sekundartragern 
d und e und mit ,ihrer Hilfe die auf die Knoten III und IV wir
kenden Krafte Pni = 7 t, .Piv= 7 t. Fiir das Lastensystem PI, P11 , 

Pili' .PIV ist dann So, sb, se, sd, s. das Seileck und s die zugehi::irige 
SchluBlinie, die im Krafteplan A und B ausschneidet. 

6 8 

7P 

Abb. 377. K. M. 1 mm = 400 kg. 

Abb. 3 77 liefert noch den Cremonaplan fiir das Spannungs
system unter dem EinfluB des gegebenen Lastenzuges, die dem Plan 
entnommenen W ertş sind ip. der Tabelle zusammengestellt. 

1 Abb. 369 1 Abb. 371 1 Abb. 373 j Abb. 375 

1 -21,65 -12,6 -16,85 o 
2 +19,0 +10,5 + 14,2 o 
3 - 3,6 o o -13,65 
4 -19,45 -10,8 -14,45 + 9,65 
5 +12,0 - 1,8 - 2,1 + 10,75 
6 + 8,1 + 10,5 +14,2 - 17,25 
7 +12,0 + 1,0 + 1,0 o 
8 -19,45 - 9,0 - 12,0 - 17,25 
9 - 3,6 - 2,5 - 2,65 - 10,75 
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10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
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26 
27 
28 
29 
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Abb. 369 

+ 19,0 
-21,65 

Abb. 371 

+ 9,0 
+ 2,0 

7,2 
3,3 

+ 7,5 
+ 6,0 
+ 7,5 

3,3 
7,2 

+ 2,0 
+ 9,0 

2,5 
9,0 

+ 1,0 
~- 10,5 
- 1,8 
-10,8 

o 
+ 10,5 
-12,6 

Abb. 373 

+ 12,2 
+ 2,0 
- 9,65 
- 3,35 
+ 10,1 
+ 8,60 
+ 10,1 

3,35 
- 9,65 
+ 2,0 
~ 12,2 
- 2,65 
-12,0 
+ 1,0 
+ 14,2 
- 2,1 
-14,45 

o 
+ 14,2 
-16,85 

Abb. 375 

+24,85 
+ 0,95 
-25,5 

o 
-25,5 
- 0,95 
+26,15 
- 9,0 
-19,8 

o 
-19,8 
+ 9,0 
+ 13,35 
-18,9 

o 
o 

52. Def. Die Fachwerkscheibe heiBt statisch be
stimm t, wenn die Ermittlung der Stabspannungen eine 
statisch bestimmte Aufgabe ist, (a) 

wenn die Stabspannungen sich also mit alleiniger Anwendung der 
Sătze der Statik starrer Korper ermitteln lassen. 

In einer Fachwerkscheibe werden n Knotenpunkte durch m Stăbe 
verbunden. Es treten sonach m Stabspannungen auf, ferner diirfen 
nach 44 an der Scheibe auch drei dem Zahlenwert nach unbekannte 
ăuBere Krăfte angreifen, weil man fiir jede Scheibe, gleichgiiltig wie sie 
entstanden ist, drei Gleichgewichtsbedingungen anschreihen kann. Fiir 
diese m + 3 Unbekannten, nămlich m Stabspannungen und drei ăuBere 
Krăfte, muB man m + 3 Gleichungen aufstellen, wenn ihre Ermittlung 
auf dem gewohnlichen rechnerischen W ege erfolgen soli. Die Scheibe 
ist als im Gleichgewicht befindlich vorausgesetzt, dann ist auch jeder 
einzelne Knotenpunkt im Gleichgewicht. Fiir jeden dieser einzelnen 
Knotenpunkte lassen sich zwei Gleichgewichtsbedingungen aufstellen, 
nach 14, siehe auch Beispiel 37a), fiir die n Knotenpunkte der Scheibe 
somit 2 n. (U nter diesen 2 n Knotenpunktsgleichgewichtsbedingungen 
befinden sich natiirlich auch die drei Scheibengleichgewichts
bedingungen, da ja die Tatsache des Scheibengleichgewichts erst 
durch das Gleichgewicht aHer Knotenpunkte gegeben ist.) Es muB 
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daher m + 3 = 2 n sein, wenn die fiir alle einzelnen Knotenpunkte 
aufgestellten, d. h. die fiir die Scheibe iiherhaupt moglichen Gleich
gewichtshedingungen hinreichen sollen zur Ermittlung der Stabspan
nungen und der auBeren Krafte, oder mit anderen Worten: 

m+3=2n hzw. m=2n-3 (b) 

ist die notwendige Bedingung dafiir, daB das Fachwerk 
statisch hestimmt ist. 

Eine notwendige, aher noch nicht hinreichende Bedingung! Es 
kann ja immer noch der Ausnahmefall moglich sein, und man zahlt 
ein Fachwerk, das einen Ausnahmefall hildet, zu den statisch un
hestimmten Fachwerken, weil die Berechnung eines solchen Aus
nahmefalles mit den Mitteln der Festigkeitslehre zu erfolgen hat. 

Beispiel a) Die Tragscheihe der Abh. 385 hat vier Knoten
punkte, die Stahzahl ist 5 = 2 · 4- 3, also statisch hestimmte Fach
werkscheihe, wenn der Ausnahmefall nicht vorhanden. 

Beispiel h) Die Tragscheihe der Abh. 394 hat 8 Knotenpunkte 
und 13 = 2. 8- 3 Stahe, also statisch hestimmte Fachwerkscheibe, 
wenn der Ausnahmefall nicht auftritt. 

Beispiel c) Die Tragscheibe der Ahh. 396 hat 6 Knotenpunkte 
und 9 = 2. 6- 3 Stahe, der Ausnahmefall tritt nicht auf (spater er
sichtlich), somit statisch hestimmte Fachwerkscheihe. 

Beispiel d) Die Tragscheihe der Ahb. 356 ist keine Fachwerk
scheibe, wenn sie zuweilen auch die Benennung Fachwerk haben mag; 
die Stahe sind nicht in den Endpunkten miteinander verhunden, auch 
greifen die auBeren Krafte nicht in den Knotenpunkten an. 

Beispiel e) Fiir den Dachhinder der Ahh. 369 ist n= 7, m= 11; 
fiir die Binder der Ahh. 371 und 373 ist n = 16, m = 29; fiir den 
Trager der Abh. 375 ist n = 14, m = 25. Es ist also jedesmal die 
Bedingung (b) erfiillt; der Ausnahmefall ist nicht vorhanden ( spater 
ersichtlich), die Trager dieser Abbildungen sind also statisch be
stimmte Fachwerkscheiben. 

Beispiel f) Der Stabverband der Ahh. 378 f5V\/ 
ist nicht statisch hestimmt, wenn auch die Be-
dingung (h) erfiillt ist, 9 = 2 · 6 - 3; er ist ii her-
haupt keine Fachwerkscheibe, da ja ein Knoten- Abb. 378. 
punkt noch eine Bewegungsmoglichkeit hat. 

Fiir die Fachwerkscheihe ist schon im Begriff "Scheihe" die 
Bedingung imthalten, da13 sie starr ist. Es kann aher gefragt wer
den, mit welcher geringsten Stahzahl kann man n Punkte zu einer 
Scheibe vereinigen. Man definiert: 
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Eine kinematisch oder geometrisch bestimmte Fach
werkscheibe hat die Eigenschaft: Starrheit bei geringster 
Stabzahl. ( c) 

Sind mehr Stabe vorhanden als unbedingt notwendig, so nennt 
man die Fachwerkscheibe geometrisch unbestimmt; genauer sollte 
man sagen "geometrisch iiberbestimmt". Man beachte aber noch, 
was in 5a iiber "schlaffe Diagonalen" gesagt ist. 

W enn man zwei Punkte I, II zu einer Scheibe vereinigen will, 
so hat man dazu nur einen Verbindungsstab notig. Diese Fach
werkscheibe, hier im speziellen Fall nur ein Stab, ist dann geometrisch 
bestimmt. Ein weiterer Punkt III wird durch zwei Stabe 2 und 3 an 
den Stab starr angeschlossen. Die neue Fachwerkscheibe, das Dreieck 
I II III, benotigt also drei Stabe fiir die drei Knotenpunkte, um geo
metrisch bestimmt zu sein. Einen vierten Punkt IV gliedert man 

starr an das Dreieck an, indem man ihn durch 
zwei Stabe mit irgend zweien der Knoten
punkte I, II, III verbindet. Die geringste 
Stabzahl, um vier Punkte zu einer Scheibe 
zu vereinigen, ist somit fiinf. In Abb. 379 ist 
der Punkt IV durch drei Stăbe mit der schon 
vorhandenen Scheibe starr verbunden, 
das System I, II, III, IV bildet jetzt freilich 

auch eine Fachwerkscheibe, aher eine geometrisch iiberbestimmte, 
weil die Verbindung nicht durch die geringstmogliche Stabzahl ge
schehen ist, und zwar eine einfach geometrisch iiberbestimmte, weil 
ein Stab mehr als notwendig vorhanden ist. Einen weiteren. Punkt V 
wird man wieder durch zwei Stăbe an irgend zwei Knoten der Scheibe 
I II III IV starr angliedern. Die Moglichkeit der Angliederung ist 
hier naturgemăl3 eine grol3ere als im vorigen Fall. Nicht in Betracht 
kommen kann die Angliederung durch zwei Stăbe, die in der namlichen 
Geraden liegen, etwa durch die Stăbe IV und III V, da diese Ver
bindung keine starre ist; der Knoten V hătte noch eine (sehr kleine) 
Bewegungsmoglichkeit senkrecht zu diesen Stă ben IV und III V, man 

Abb. 380. Abb. 381. 

hătte den Ausnahmefall. Fur die fiinf Knotenpunkte ist somit 
sieben die geringste Stabzahl, um Starrheit zu erreichen. Abb. 380 
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stellt eine geometrisch iiberbestimmte Fachwerkscheibe vor, ebenso 
Abb. 381, und zwar ist letztere zweifacb geometriscb iiberbestimmt, 
weil zwei Stii.be mebr als notwendig vorbanden sind, und erstere 
einfach geometrisch iiberbestimmt. Welche Stii.be dabei als iiber
zii.hlig anzusprecben sind, ist nicht gesagt. Man kann im Fall der 
Abb. 381 ebensowohl die Stii.be 8 und 9 als iiberzii.hlig betrachten 
wie irgend zwei andere, nur keine solchen, etwa 1 und 2, durcb 
deren W egnahme die Fachwerkscheibe zu einem beweglichen Stab
verband wiirde, oder zum Ausnahmefall, beispielsweise wenn man 
Stab 3 und 5 beseitigt. 

Gebt man so von einem Stab als Element einer Facbwerk
scheibe aus, so sieht man, wie jeder neue Knotenpunkt durcb je 
zwei Stii.be an die echon bestehende Scheibe angeschlossen wurde. Will 
man auf diese W eise n Knotenpunkte zu einer Scheibe zusammen
fassen, so iiberlegt man, daB man fiir die ersten zwei Knotenpunkte 
nur einen Stab benotigt, um sie starr zu verbinden, fiir die iibrigen 
n- 2 Punkte aber 2 (n- 2) Stii.be; zusammen also 1 + 2 (n- 2) oder 
m = 2 n - 3 Stii.be, um die n Punkte zu einer Facbwerkscheibe zu 
vereinigen. 

Fachwerkscheiben von der erst angegebenen Bildungsweise, daB 
also immer ein Knoten sich an die scbon bestehende Scheibe mit 
zwei Stii.ben anschlieBt, unterscbeiden sicb hinsichtlich der Ermittlung 
der in ihnen auftretenden Spannungen wegen ibres einfacben Auf
baues so wesentlich von anderen Facbwerkscheiben, daB sich fiir 
sie ein eigener Name als praktisch erweist: sie 
sollen "einfach gebildete" oder kiirzer "einfache" ~ 
Fachwerkscbeiben genannt werden. 

Die geschilderte Entstebungsweise, die als Aus
gangselement einen Stab bat, ist in der Praxis 
zwar eine recht hii.ufige, aber durchaus nicht die 
einzige, wie etwa Abb. 382 lehrt, die eine gleich- Abb. 382. 
falls geometrisch bestimmte Fachwerkscheibe gibt. 

Man kann nii.mlich auch folgendermaBen iiberlegen: U m n Punkte 
zu einer Scheibe zu vereinigen, muB man ibnen jede gegenseitige 
Bewegungsmoglichkeit nebmen. Nun bat das System der n Punkte 
in der Scbeibenebene 2 · n Freiheitsgrade, die Fachwerkscbeibe aber, 
zu der man sie vereinigen will, soll noch drei Freiheitsgrade haben, 
folglich muB man dem System der n Punkte 2 n - 3 Freibeitsgrade 
nehmen, und das geschieht durch 2 n - 3 Stabverbindungen. N ach 
dieser Vberlegung muB die Zahl der Stii.be, durcb die n Knoten
punkte zu einer Fachwerkscheibe vereinigt sind, 

m=2n-3 (d) 
E ger e r, Ingenieur-Moohanik. I. 14 



21 O Vierter Abschnitt. 52. 

sein, um diese geometrisch bestimmt zu machen. Die Bedingung ( d) 
ist eine notwendige, aher noch nicht hinreichende, wie Ahb. 378 

I 

lehrt, wo der Stabverband aus 6 Knoten 
~----<>'---:"?f'.zv und 9 = 2 · 6 - 3 Staben hesteht und trotz

Abb. 383. 

dem keine geometrisch bestimmte Fachwerk
scheihe, iiherhaupt keine Scheibe vorstellt, 
da ja ein Knotenpunkt gegen die iihrigen 
beweglich ist. Ferner ist zu iiherlegen, daB 
ja auch noch der Ausnahmefall auftreten 
kann; Ahh. 383 giht einen solchen Fall, 

der Knotenpunkt V hat eine (sehr kleine) Bewegungsmoglichkeit 
senkrecht zur Geraden II IV. 

Die nachfolgenden Satze werden zwar erst an spaterer Stelle 
hewiesen, sollen aher trotzdem fiir die sofortige Anwendung hier 
schon angegehen werden. 

Eine statisch hestimmte Fachwerkscheibe ist auch geo-
metrisch hestimmt und umgekehrt (Foppls Satz). (e) 

Die Stahe einer statisch hestimmten Fachwerkscheihe 
sind spannungslos, wenn keine auBeren Krafte angreifen. (f) 

In einer statisch hestimmten Fachwerkscheibe ruft ein 
endliches System auBerer Krafte immer nur endliche 
Spannungen hervor. (g) 

Als Folgerungen dieser Satze ergibt sich dann weiter: 

W enn in einer Fachwerkscheibe durch ein endliches 
System auBerer Krafte unendlich groBe Spannungen her
vorgerufen werden, dann hildet die Scheihe den Aus-
nahmefall. (h) 

Wenn in einer Fachwerkscheihe Spannungen auftreten 
oder auftreten konnen, ohne daB auBere Krafte an
greifen, dann ist sie entweder statisch unbestimmt oder 
sie hi:ldet den Ausnahmefall. (i) 

Die Fachwerkscheihen der Praxis kann man vielfach durch die 
erstangegehene Bildungsweise sich entstanden denken, daB also 
immer ein Knoten sich durch zwei Stabe starr an die schon hestehende 
Scheihe anschlieBt; wenn da hei keine Stahkreuzung stattfindet, so 
hesteht eine solche Scheihe meist aus aneinandergesetzten Dreiecken. 
W egen der angegehenen Bildungsweise ist eine solche Scheihe geo
metrisch und damit auch statisch hestimmt. 

Beispiele dafiir hieten die Abh. 367, 369, 371, 373, 375. 
Charakteristisch fiir diese alle ist: die Knoten liegen nu r auf der 



Statische Aufgaben der Ebene. 52. 211 

Umgrenzung, es kommen also nur Gurt- und Wandstăbe vor, ein 
Dreieck reiht sich an das andere. Da diese Formen von Stabver
bănden in der Praxis recht hăufig sind, lohnt es sich, ihnen einen 
eigenen Namen zu geben; sie seien Dreiecksnetzwerke genannt. 
Fiir sie gilt dann: 

Ein (nicht ringformiges) Dreiecksnetzwerk ist statisch 
bestimmt. (k) 

Ringformig, so wie Abb. 384 zeigt, 
darf ein solches N etzwerk nicht sein, 
weil es in diesem Fall geometrisch iiber
bestimmt ist, und zwar dreifach. Denkt 
man sich die gestrichelt gezeichneten 
Stabe weggenommen, so erhălt man 
ein nicht ringformiges Dreiecksnetzwerk, 
das also nach (k) statisch bestimmt ist. Abb. 384. 

Beispiel g) Wenn nicht ein Aus-
nahmefall vorliegt, ist die Fachwerkscheibe der Abb. 382 geometrisch 
und deswegen auch statisch bestimmt; man zahlt die Knoten und Stabe 
ah und findet· 13 = 2 · 8-3; oder man sagt, der innere q uadratische 
Rahmen ist nach (k) statisch bestimmt, an ihn sind die vier AuBen
knoten durch acht Stăbe starr angeschlossen. 

Beispiel h) Man ermittle von dem ebenen und eben bean
spruchten Stabverband der Abb. 385 die Spannungen, die unter dem 
EinfluB der an demselben angreifenden Krăfte A, B, C, D entstehen. 
Von A kennt man Richtung und Zahlenwert 1000 kg, von B, C, D 
nur die Richtung; a= 1 m. 

Losung: Wenn nicht ein Ausnahmefall vorliegt, ist die Fach
werkscheibe statisch bestimmt; zu den vier Knotenpunkten gehoren 
5 = 2 · 4 - 3 Stabe; oder man sagt, der Stabverband ist als Dreiecks
netzwerk nach (k) statisch bestimmt. 

Man ermittelt zuvor die unbekannten auBeren Krăfte, hier die 
Zahlen werte B, C, D. Fiir Punkt II als gedachten Drehpunkt ist die 
Momentengleichung 

1 -
A·a-C·-a,12=0 2 y ' 

wenn man den Pfeil der Kraft C vom Stabverband weggehend an
nimmt; sie liefert C=A V2 = 1400 kg rund; B und D entnimmt 
man dem Krăfteplan der Abb. 386 zu B = 700 kg, D = 700 kg. 

Rein graphisch ersetzt man B und D durch ihre Resultierende 
R, die also durch deren Schnittpunkt II geht; R ist mit A und C 
im Gleichgewicht, geht also durch deren Schnittpunkt I. Daruit ist die 

14* 
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Richtung von R bekannt, ihren Zahlenwert ermittelt ein Krăfteplan 
~ + (f + ffi =O. Mit einem anschlieBenden Krăfteplan ffi ='Il + 5S 
wird R noch nach D und B zerlegt, s. Abb. 386. 

A 

Abb. 385. Abb. 386. Abb. 387. 
L. M. 1:50. K. M. 1 mm = 50 kg. 

Die Ermittlung der Spannungen beginnt an einem Punkt, wo 
nur zwei unbekannte Spannungen angreifen, also an II oder IV. Dem 
Cremonaplan der Abb. 387 entnimmt man S1 = 500 kg, S2 = 500 kg, 
S3 = 7oo kg, S4 = 5oo kg, S5 =- 5oo kg. 

53. Wenn man die Fachwerkscheibe durch drei geeignete Auf
lagerungen fest mit der Erde verbindet, so wird sie zu einem Fach
werktrăger. Einen solchen kann man auch noch auf andere Weise 
erhalten, ohne daB man notig hat, von der Scheibe auszugehen. 
Deren n Punkte oder einzelne davon kann man auch unmittelbar, 
ohne sie erst zu einer Scheibe zusammenzusetzen, fest mit der Erde 
verbinden. Da jeder Punkt in der Scheibenebene zwei Freiheitsgrade 
hat, also das System der n Punkte zusammen 2 n Freiheitsgrade, so 
muB man ihm diese nehmen, indem man die einzelnen Punkte unter 
sich und mit der Erde verbindet durch m Stabverbindungen und 
p Auflagerungen, so daB die Formei 

p +m= 2n oder m=2n-p (a) 
eine Beziehung zwischen der Zahl der Stăbe und der Auflagerungs
bedingungen bei gegebener Knotenpunktszahl gibt. Diese Beziehung 
ist wieder eine notwendige, aher noch nicht hinreichende Bedingung 
dafiir, daB der Fachwerktrăger geometrisch bestimmt ist. 

Dem Gebrauch der Praxis folgend, werden wir Fachwerkscheiben 
und Fachwerktrăger oft kurzweg als Fachwerke bezeichnen. 

Beispiel a) Der Trăger der Abb. 394 besteht aus einem durch 
drei Auflagerungsbedingungen mit der Erde verbundenen Dreiecksnetz
werk, ist also geometrisch und damit auch statisch bestimmt. Das 
gleiche gilt von den Trăgern der Abb. 396 und 398. 

Vom statischen Gesichtspunkt aus wird man urteilen: Fiir jeden der 
n Knotenpunkte eines ebenen Fachwerktrăgers kann man zwei Gleich-
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gewichtsbedingungen aufstellen, zusammen also 2 n Gleichungen zur 
Bestimmung von Unbekannten. Als solche kommen zunăchst von 
den auBeren Kraften die Auflagerkrafte bzw. ihre Komponenten in 
Betracht, und zwar p, wenn der Trager durch p Auflagerbedingungen 
mit der Erde verbunden ist. Weiter sind unbekannt die m Spannungen 
in den m Fachwerkstaben, zusammen m + p Unbekannte. Soli die 
Aufgabe statisch bestimmt sein, so muB die Zahl 2 n der Gleichungen 
ebenso groB sein als die Zahl m + p der Unbekannten; es ist somit 

m + p = 2 n oder m = 2 n - p (b) 

eine notwendige Bedingung, wenn der Trăger statisch hestimmt 
sem soli. 

Abb. 388. Abb. 389. 

Eine notwendige, aher noch nicht hinreichende Bedingung! Dureh 
Abb. 388 ist ein Stabverband gegeben, der sechs Knotenpunkte zahlt, 
ferner acht Stahe und vier Auflagerbedingungen, so daB wegen 
8 = 2 · 6 - 4 die Beziehung (b) erfiillt ist. Es ware aher verkehrt, 
von einem statisch bestimmten Fachwerktrager zu sprechen oder iiber
haupt nur von einem Fachwerktrager, da ja ein heweglicher Stabver
band vorliegt. Es kann sich namlich der schraffiert gezeichnete Teil 
des Stabverbandes gegen den iibrigen Teil bewegen. Ehensowenig iet 
der Trager der Ahb. 389 statisch bestimmt; wegen n = 6, m = 8, 
p = 4 und somit 8 = 2 · 6 - 4 ist zwar die Bedingung (b) erfiillt, 
aher es liegt hier der Ausnahmefall vor; eine am Knoten VI an
greifende Kraft wird ihm eine (sehr kleine) Bewegung 
geben und gleichzeitig gefahrlich groBe Spannungen 
hervorrufen. 

Beispiel b) Fiir den aus den vier Knoten I, II, 
III, IV hestehenden Stabverband der Abb. 390 ist 
n = 4, m = 4 und p = 4, weil die vier Stahe 1, 2, 3, 4 
Auflagerstahe (Pendelfiihrungen) sind. Die Bedingung 
(b), hier 4=2·4 - 4 ist erfiillt; wenn nicht der Aus
nahmefall auftritt, ist der Trăger statisch bestimmt. 
Man kann auch die Punkte I', II', III', IV' als zum 
Stabverband gehorig betrachten, dann ist n = 8, 
m = 8 und p = 8, weil jeder der Punkte I', II', III', IV' Abb. 390. 
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ein Gelenk bildet, durch das der Stabverband an die Mauer an
geschlossen ist. Die Bedingung (b) ist wieder erfiillt, 8 = 2 · 8 - 8. 

Gr6Bere Fachwerkkonstruktionen kannman inderRegel be
trachten als starre Verbindungen von Dreiecksnetzwerken und einzelnen 

-~ 

~r-

,..--

._, 
~!'; 

Knotenpunkten durch eine entsprechende 
Anzahl von Staben. So kann man beim 
Tragwerk der Abb. 391 unterscheiden, 
daB ein Dreiecksnetzwerk, die un tere 
Fachwerkscheibe, mit den sieben auf dem 
oberen Parabelbogen liegenden Punkten 

Abb. 391. und der Erde durch eine Reihe von Sta
ben und Fiihrungen verbunden ist. 

Besteht die Tragkonstruktion aus s Scheiben und n Knoten
punkten, so wird die Zahl m der Stabe, die mindestens notwendig 
sind, um die Tragkonstruktion statisch bestimmt zu machen, durch 
die Uberlegung bestimmt, daB die Zahl m + p der Stabe und Auf
lagerbedingungen gleich sein muB der Summe der Freiheitsgrade 
samtlicher Konstruktionselemente, hier der Einzelscheiben und der 
Einzelpunkte, also gleich sein muB der Zahl 3s + 2n. Durch diese 
Beziehung ist 

(c) 
festgestellt als notwendige Zahl der Stabe einer aus s Scheiben und 
n Einzelpunkten zusammengesetzten Fachwerkkonstruktion, wenn sie 
geometrisch und damit statisch bestimmt sein soll. Die Formel ist 
nicht neu, sondern bereits in 47 aufgestellt; dort war m in allge
meinerer Bedeutung die Anzahl aller inneren Fiihrungen; eine Stab
verbindung ist nur ein Sonderfall der inneren Fiihrung. 

Beispiel c) Im Fall der Abb. 391, eine versteifte Briicke dar
stellend, ist s = 1 die Anzahl der Scheiben, n = 7 die Zahl der 
einzelnen Knotenpunkte, p = 6 die Zahl der Auflagerungen, namlich 
je ein Seitengelenk unten und je ein seitlicher Fiihrungsstab oben. 
Damit die Briicke statisch bestimmt ist, miissen 3 · 1 + 2 · 7 - 6 = 11 

E Stiibe die Verbindung 

Abb. 392. 

zwischen der Scheibe und 
den einzelnen Knoten
punkten herstellen. In 
Wirklichkeit sind es drei
zehn Stabe, also zwei 
iiberzahlig, so daB die 
Tragkonstruktion als 
zweifach statisch unbe
stimmt erkannt ist. 
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Beispiel d) Der Dachbinder der Abb. 392 besteht aus vier Drei
ecksnetzwerken und zwei einzelnen Knotenpunkten; die Anzahl der 
Fiihrungs- und Auflagerbedingungen ist neun, nămlich vier Gelenk
verbindungen der Dreiecksnetzwerke unter sich und mit der Erde 
und einer Rollenlagerfiihrung. Die Bedingung ( c) verlangt m = 3 · 4 + 
2 · 2 - 9 = 7 Stăbe, daruit der Trăger statisch bestimmt ist, was auch 
zutrifft. 

Abb. 393. 

Beispiel e) Die Skizze der Abb. 393 gibt das Schema einer 
Hăngebogenbriicke. Sie ist zusammengesetzt aus drei (schraffiert ge
zeichneten) Scheiben a, b, c und sieben freien Knotenpunkten; deren 
Verbindung unter sich und mit der Erde erfolgt durch drei Gelenke 
I, III, IV, durch die Pendelstiitze bei II, die acht Gurtstăbe und sieben 
Hăngestăbe, sowie die zwei ăuBeren Stiitzstăbe. Die Zahl der ein
geschalteten Stăbe ist also 17, wăhrend nach ( c) nur m = 3 · 3 + 2 · 7 
- 7 = 16 fiir die statische Bestimmtheit notwendig sind. Der Trăger 
ist demnach einfach statisch unbestimmt. 

Aufgabe a) Man ermittle die Auflagerkrafte des durch Abb. 394 ge
gebenen Tragers, alsdann mit einem Cremonaplan die Spannungen der Einzel
stabe. P= 1000 kg. 

Losung. An der Tragscheibe (be
stehend aus den drei quadratischen Rah
men, die zusammen ein Dreiecksnetzwerk 
bilden) greifen zwei bekannte Nutzlasten 
an und drei unbekannte Auflagerkrafte, 
der Flachendruck bei A und die Span
nungen S1 und S2 in den Auflagerstaben 

Abb. 394. 
L. M. 1:200. 

11 13 

ti! 

p 
A 
15 

Abb. 395. 
K. M. 1 mm = 40 kg. 
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1 und 2. Wenn nicht ein Ausnahmefall vorliegt, ist die Aufgabe statisch be
stimmt. Fiir den Schnittpunkt von S, und S2 ist die Momentengleichung 

P ·0,5a+P·1,5a-A·2,5a=0 oder A = 0,8P=800 kg. 

S, und S2 aus dem Krăfteplan \13 +Il!+~+ @52 + @51 = O der Abb. 395. 
Spannungen aus einem Cremonaplan, beginnend am Punkt A. 

Abb. 396. 

Aufgabe b) Die gleiche Aufgabe Iose man fiir den durch Abb. 396 ge
gebenen Stabverband. P = 1 000 kg. 

Losung: An der Tragscheibe, hier ein Dreiecksnetzwerk, greifen die 
Nutzlasten P, 2 P, 3 P und drei unbekannte AuflagergroBen an: A wirkt in 
Richtung des Stabes 1, von B ist Zahlenwert und Richtung unbekannt. Die 
Aufgabe ist somit statisch hestimmt, wenn nicht der Ausnahmefall vorliegt. 
Eine Momentengleichung fiir den Auflagerpunkt B liefert 

14 
- P · 5 a - 2 P · 3 a - 3 P ·a+ A· 3 a v2 = O oder A = P - -= = - 3 330 kg . 

3v2 

Ein Krăfteplan 6 \13 + ~ + 21: = O, s. Ab b. 397, liefert B = 4 400 kg. 
Spannungen aus einem Cre

monaplan, der etwa am Punkt A 
beginnt, s. Abb. 397. 

Eine rein graphische Losung 
erhălt man wie in Aufg. 50o) mit 
einem durch den Punkt B beginnen-

&P den Seileck. 
Aufgabe c) mite) Man un

tersuche, ob die Tragkonstruktionen 
der Abb. 398 mit 400 statisch be
stimmt sind. 

Losung zu c) Der erste Tră
ger besteht aus einer Netzwerk

JP scheibe, die durch drei Stăbe starr 
mit der Erde verbunden ist, er ist 
also statisch bestimmt. 

Losung zu d) Der Trăger be
steht aus zwei Netzwerkscheiben die 

Abb. 397. K . M. 1 mm = 100 kg. durch drei Gelenke C, A, B unter 
sich und mit der Erde starr verbun

den sind, er ist also statisch bestimmt. Man kann den Trăger auch als Drei
Gelenkbogen ansprechen. 

Lăs ung zu e) Der Trăger besteht aus vier Scheiben, denen die 4 ·3 = 12 
Freiheitsgrade durch drei Gelenke und sechs Stăbe genommen sind, er ist sonach 
statisch bestimmt. 
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Abb. 402. Abb. 403. 
K . M. 1 mm = l00 kg. 
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Abb. 404. 
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Au f g a b e f) Man ermittle die Spannungen des Trăgers der Ah b. 398 untP,r 
dem alleinigen EinfiuB der Kraft P= 3000 kg. 

Losung: Man findet zunăchst, daB die Stăbe 5, 6, 7, 8, 15, 21, 37, 36, 
35, 32, 34, 33 spannungslos sind. Dann ermittelt man am einfachsten erst die 
Spannungen des Lagerstabes 4 mit einer Momentengleichung fiir den Schnitt
punkt der Stăbe 2 und 3 und erhălt eine Zugspannung 8 4 = 1500 kg. Nun 
kann man einen Cremonaplan zeichnen, indem man am linken Ende beginnt, 
mit dem Treffpunkt der Stăbe 4, 9, 10, s. Abb. 401. 

Au f g a be g) Man ermittle die Spannungen in den Stă ben 2, 3, 4 des 
Trăgers der Abb. 398 unter dem alleinigen EinfluB der Kraft H = 2000 kg. 

Losung: Die Momentengleichung fiir den Schnittpunkt der Stăbe 2 und 3 
liefert 84 als Zugspannung vom Zahlenwert 2 500 kg, und ein Krafteck @54 + Sj + ®2 + @53 =O dann 8 2 als Zugspannung 840 kg und 8 3 als Druckspannung 
3 625 kg, s. Abb. 402. 

Au f g a b e h) Fiir den Belastungsfall der Abb. 399 ermittle man die 
Spannungen der Stăbe 1, 2, 3, 4, wenn Q = 5000 kg. 

Losung: Man wendet auf die rechte Scheibe den Dreikraftesatz an und 
findet zunăchst die Richtung der Gelenkdriicke B und C; alsdann auf die 
linke Scheibe den gleichen Satz, der die Richtung des Gelenkdruckes A und 
mit einem Krafteck O + IS + 9( = O auch dessen Zahlenwert liefert. B ist die 
Resultierende von 8, und 8 2 , A diejenige von 8 4 und 83 , s. Abb. 403. 

8, = + 1 GOO kg, 82 = 8 3 = - 2 3.50 kg, 84 = - 2 300 kg. 
Au f g a b e i) Man ermittle Richtung und Zahlenwert der Gelenkdriicke 

Gab, Gb"' Gcd und die Spannungen der Stăbe 1, 2, 3, 4, 5, 6 der Trag
konEtruktion der Abb. 400, wenn P = 5 000 kg. 

Lo sung: Man wendet auf die Scheibe d den Dreikrăftesatz an und 
findct die Richtung des Gelenkdruckes Gca oder Gac: der gleiche Satz liefert 
fiir die Scheibe c alsdann die Richtung von Gbc und fiir die Scheibe a die 
Richtung von Gba· An der Scheibe b ist die gegebene Kraft P im Gleich
gewicht mit Gab und der Resultierenden R von Gcb und 8 3 . Die gesuchten 
Zahlenwerte findet man, indem man fiir jede einzelne Scheibe ein Krafteck 
zeichnet, s. Abb. 404. Fiir die Scheibe b ist das Krafteck stark ausgezogen 
gezeichnet. 

54. Die erste Annaherung bei der Berechnung der Spannungen 
eines Fachwerktragers, namlich die Einzelstabe als starr anzunehmen, 
ist nur fiir eben diese Spannungsberechnung gestattet. Ist dagegen 
nach der Formanderung eines Tragers gefragt, so muB man gerade 
auf das elastische V erhalten der Stabe Riicksicht nehmen, desgleichen 
bei der Untersuchung eines statisch unbestimmten Triigers, oder des 
Ausnahmefalles, den man wie eine statisch unbestimmte Aufgabe 
behandelt. Im vorliegenden Band werden nur statisch bestimmte 
Fachwerkkonstruktionen behandelt, deren Spannungen also mit Hilfe 
der wenigen vorausgehenden Sat,ze vollstandig zu ermitteln sind. Je 
nach der groBeren oder geringeren Einfachheit dieser Spannungs
ermittlung teilt man die Fachwerkkonstruktionen ein in 

1. einfache (genauer: einfach zu berechnende, oft auch "regel
maBige" genannt), wenn bei beliebiger Belastung alle Span
nungen mit Hilfe eines Cremonaplanes gefunden werden konnen, 
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2. nichteinfache, wenn man bei beliebiger Belastung mit Hilfe 
eines Cremonaplanes allein nicht zum Ziele kommt. 

Man bedenke zunachst, daB man fur einen Punkt in der Ebene, 
wenn er im Gleichgewicht ist, nur zwei Gleichgewichtsbedingungen 
anschreiben und deswegen mit einem ebenen Krafteck nur zwei 
an ihm angreifende unbekannte Krafte ermitteln kann. [Die 
Richtung dieser beiden unbekannten Krafte muB ubrigens bekannt 
sein, weil man sonst ja mehr als zwei unbekannte Zahlenwerte 
hatte.] Man beachte ferner, wie diese fur jeden Punkt eines Stab
verbandes zu zeichnenden Kraftecke zu einem Cremonaplan sich aus
dehnen: Nachdem die an der Fachwerkscheibe angreifenden auBeren 
Kriifte irgendwie ermittelt sind, beginnt man mit einem Knoten
punkt, an dem nur zwei unbekannte Spannungen angreifen, und 
zeichnet fur diesen Punkt den Krăfteplan. Daruit sind die beiden 
Spannungen gefunden, 814 und 815 im Fall der Abb. 409, man wendet 
sich zu demjenigen der benachbarten Knotenpunkte, an dem jetzt 
ebenfalls nur mehr zwei Spannungen unbekannt sind, im Fali der 
Abbildung zum Knoten VIII, wo 812 und 813 die einzigen Unbekannten 
sind, da ja 815 mittlerweile gefunden ist. Nach Ermittlung dieser 
beiden Spannungen kommt von den benachbarten Knotenpunkten 
wieder derjenige an die Reihe, an dem nurmehr zwei Spannungen 
unbekannt sind, 810 und 811 am Knoten VII der Abbildung, da 8 13 

und 814 gefunden sind usw. Bei denjenigen Fachwerkkonstruktionen, 
die so wie in 52 geschildert aufgebaut sind, gelingt es immer, in 
der eben angegebenen einfachen W eise die unbekannten Spannungen 
zu ermitteln. Aus diesem Grunde heiBt man sie und ganz allgemein 
auch alle jene Fachwerkkonstruktionen, deren Spannungen mit e:n
fachen Krafteplanen zu ermitteln sind, einfache Fachwerk
k onstruktionen. Denn die richtige Durchfuhrung und Anordnung 
der Krafteplane nach den in (17 a) gegebenen Regeln muB immer zu 
einem Cremonaplan fuhren. Insbesonders kann man fiir die in 52 
definierten (nichtringformigen) Dreiecksnetzwerke angeben, daB sie 
einfache Fachwerkkonstruktionen sind. 

Bei der einfachen Fachwerkkonstruktion muB mindestens ei n 
Knotenpunkt vorhanden sein, an dem nur zwei unbekannte Stab
spannungen angreifen, d. h. es muB mindestens ei n Knotenpunkt 
vorhanden sein, von dem nur zwei Stabe ausgehen. Sicher ist also 
eine Fachwerkscheibe mit drei Knotenpunkten einfach. Oder ganz 
allgemein eine Fachwerkscheibe mit weniger als sechs Knotenpunkten. 
Man uberlege: Jeder der m Stăbe einer statisch bestimmten Fach
werkscheibe gehort zwei Knotenpunkten an, folglich gehen von den 
n Knotenpunkten insgesamt 2 m Stăbe oder 2 · ( 2 n - 3) = 4 n - 6 
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6 
Stăbe aus, durchschnittlich also von jedem Knotenpunkt 4 - - , 

n 
d. h. von einzelnen Kuotenpunkten werden mehr, von anderen wieder 
weniger Stăbe ausgehen, als diese Durchschnittszahl angibt. Solange 

nun n < 6, also 6 : n > 1 und deswegen 4 - ~ < 3, wird die Durch-
n 

schnittszahl der von den einzelnen Knotenpunkten ausgehenden Stăbe 
kleiner als drei sein, es muB also mindestens ei n Knotenpunkt vor
handen sein, von dem nur zwei Stăbe ausgehen. Wir schlieBen: 

Eine Fachwerkscheibe mit weniger als sechs 
Knotenpunkten ist immer einfach. (a) 

So ist beispielsweise die Fachwerkscheibe der Abb. 385 einfach, 
weil sie nur vier Knotenpunkte enthălt, die Fachwerkscheiben der 
Abb. 394, 396, 398, 399, 405 sind einfach, weil sie Dreiecksnetz
werke sind. 

Aufgabe a) Zu ermitteln sind die in dem Fachwerktrăger der Abb. 405 
auftretenden Spannungen. 

Losung: Die Fachwerkkonstruktion ist statisch hestimmt: Man zii.hlt ent
weder die Knotenpunkte ab, hier 11, und die Zahl der Auflagerbedingungen, hier 
p = 4, und sagt, die Zahl der Stii.be muB m = 2-11 - 4 = 18 sein, was zutrifft. 
Oder man iiberlegt, daB die Konstruktion aus zwei Dreiecksnetzwerken besteht, 
die durch p = 6 Fiihrungen unter sich und mit der 
Erde starr verbunden sind (beide Scheiben durch ein Ge
lenk verbunden, Auflagergelenk links, Rollenlager links 
und in der Mitte); wegen s=2 muB m=3·2-6=0 
gelten, d. h. andere Stii.be ala die zur Scheibenbildung 
gehorigen diirfen nicht vorhanden sein, was zutrifft. 
Oder man bedenkt einfach, daB die Fachwerkkonstruk-

c 
Abb. 405. 

p 

Abb. 406. 

tion in zwei Fachwerkscheiben zu zerlegen ist, deren jede fiir sich statisch 
bestimmt gelagert ist, die 1inke wird durch das Gelenk und das Rollenlager 
festgehalten, eben deswegen ist dann auch der linke Auflagerpunkt der rech
ten Scheibe als durch ein Gelenk mit der Erde verbunden zu betrachten, 
wii.brend die Auflagerung rechts eine einzige Fiibrung vorstellt. 

Die beiden Teile der zusammenhăngenden Fachwerkkonstruktion sind 
gleich beansprucht, man ermittelt also nur die Spannungen des einen Trii.gers, 
etwa des rechten. Fiir O als Momentenpunkt lautet fiir diesen rechten Teil die 
Momentengleichung 

2P·a+2P-3,5a+P-6a-B-6a=O oder B=2,5P. 
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Der Auflagerdruck C setzt sich zusammen C = Cr + 01 = 3,5 P + 2,5 P = 6 P, 
wo der erste Summand vom rechten Trăgerteil und der zweite vom linken 
herriihrt; A= 3,5 P. Abb. 406 gibt den Cremonaplan fiir die Spannungen im 
rechten Trăgerteil. 

55. In der Statik macht man oft mit groBem V orteil Gebrauch 
vom Superpositionsprinzip: 

Die resultierende Wirkung ist gleich der gra-
phischen Summe der Einzelwirkungen. (a) 

Den allgemeinen Beweis fiir dieses Prinzip gibt 63, hier soll 
nur kurz der Sinn des Satzes angegeben werden, am einfachsten mit 
einem Beispiel an Hand der einen Dreigelenkbogen darstellenden 
Abb. 407. Wenn nur die Kraft QI an der linken Scheibe angreifen 
wiirde, dann hătte man die beiden Gelenkdriicke AI und B 1 so, wie 
sie Abb. 408 angibt. Entsprechend findet 
man die Gelenkdriicke A II und B II unter 
der Voraussetzung, daB nur die Kraft QII 
an der rechten Scheibe angreift. Der Ge
lenkdruck bei A ist AI unter dem alleini
gen EinfluB von QI , und An unter dem 
alleinigen EinfluB von QII; wenn QI und 

Abb. 407. 

\ 
\ 
\ 
1 
\ BJ.r 

9.11 1 
\ 
\ 
\ 
) 

~.IT 
Abb. 408. 

QII gleichzeitig angreifen, wird der resultierende Gelenkdruck bei A 
sich als die graphische Summe der Einzeldriicke AI und Au ergeben. 
Entsprechend ist der Gelenkdruck bei B unter dem gleichzeitigen 
EinfluB von QI und QII gleich der graphischen Summe der Einzel
driicke BI und BII. 

B eispiel a) Man ermittle die Spannungen des Stabverbandes 
der Abb. 409 unter dem EinfluB der Kraft P 1 allein und P2 allein, 
sowie die Spannungen, wenn P 1 und P2 gleichzeitig angreifen. 

pl = 4000 kg, p2 = 6000 kg. 

Die Fachwerkkonstruktion ist einfach; der Trăger ist ein Balken, 
die Auflagerkrăfte beide lotrecht. Man ermittelt zunăchst die Auf
lagerkrăfte A' = 2 000 kg und B' = 2 000 kg unter dem alleinigen 
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EinfluB von P1 , und dann mit einem Cremonaplan die Spar.nungen 
S/, S2', ••• S1/. Ebenso berechnet man, wenn P2 allein. angreift, 
A" = 4 500 kg, B" = 1500 kg und dann mit einem zweiten Cremona
plan die Spannungen S/', S2", ••• S15", so wie sie in der Tabelle 

angegeben sind. Grei
fen P 1 und P2 gleich
zeitig an, so ergibt sich 
nach dem Superposi
tionsprinzip die resul
tierende Auflagerkraft 
A= A' -f-A", denn A' 

Abb. 409. und A" sind parallel, 
die graphische Summe 

geht also in die gewohnliche algebraische iiber. Ebenso ist 
B = B' + B" und Si= S/ + S/', wie die Tabelle angibt. Zur Kon
trolle zeigt man an einem dritten Krăfteplan, wie die gleichzeitig 
angreifenden Krăfte P1 und P2 die Spannungen Si= S/ + S/' be
wirken. 

Im vorliegenden Fali ist A'= B' = 2 000 kg, A" = 4 500 kg, 
B'' = 1 500 kg, also A = 6 500 kg, B = 3 500 kg. Die Spannungen 
sind in der beifolgenden Tabelle in 1000 kg angegeben . 

.. 

1 2 3 4 5 6 
1 

7 8 

S' -2,23 + 1,00 + 2,231- 2,00 -2,23 +3,00 +2,23 -4,00 
S" -4,95 +2,25 +4,95 -4,50 + 1,65 +3,75 -1,65 -3,00 
s -7,18 +3,25 + 7,181- 6,50 -0,58 +6,75 +0,58 -7,00 

9 10 11 12 13 14 15 

S' +2,23 +3,00 -2,23 -2,00 + 2,23 +1,00 -2,23 
S" +1,65 +2,25 -1,65 -1,50 +1,65 +0,75 -1,65 
s +3,88 +5,25 -3,88 -3,50 +3,88 +1,75 -3,88 

W enn man in einer Fachwerkkonstruktion mehr als die not
wendige Zahl von Stăben anbringt, so ist sie statisch unbestimmt. 
Nun gibt es solche Konstruktionen, die scheinbar mehr als die not
wendige Anzahl von Staben enthalten, wenn man nămlich die so
genannten "schlaffen" Diagonalen anbringt. Abb. 410 zeigt einen 
Stabverband mit vier Knoten und sechs Staben; der Stabverband ist 
im allgemeinen statisch unbestimmt. "Im allgemeinen" soli heiBen, 
wenn keine auBergewohnlichen Stabanordnungen vorliegen. Nun 
denke man sich einmal den Diagonalstab 6 entfernt und fiir das 
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gegebene Nutzlastensystem denKrafteplan gezeichnet, so wie Abb. 413 
darstellt. Dem Krafteplan entnimmt man, daB · Stab 5 gedriickt ist. 
Mit jeder Druckbeanspruchung tritt bei einem verhaltnismăBig langen 
Stab auch gleichzeitig eine Knickungsbeanspruchung auf; ware im 
praktischen Fali der Stab 5 etwa ein diinnes Bandeisen, so wiirde 
er bei einem noch ziemlich kleinen Druck 85 bereits ausknicken, 
d. h. seitlich ausweichen und dadurch die Zersti::irung einleiten. Um 
dieser Zersti::irungsmi::iglichkeit durch Ausknicken vorzubeugen, wird 
man entweder dem Querschnitt des Stabes 5 eine geeignete Form 
geben, so daB er nur auf Druck beansprucht wird, oder man hilft 

Abb. 410. Abb. 412. Abb. 411. 

Abb. 413. Abb. 415. Abb. 414. 
K. M. 1 mm = 400 kg. 

sich daruit, daB man dem Stab 6, der genau so dimensioniert ist 
wie Stab 5, wieder einschaltet; in dem Augenblick, in dem Stab 5 
beginnt, seitlich a~szuweichen, wenn also die Knoten II und IV sich 
zu nahern und die Knoten I und III sich zu entfernen suchen, wird 
dieser eingeschaltete Stab 6 in Wirksamkeit treten, er wird der 
Entfernung der Knoten I und III entgegenwirken, d. h. er wird auf 
Zug beansprucht. Der Stab 5 bleibt ausgeknickt und nimmt keinerlei 
Spannung auf, in statischer Hinsicht verhalt sich der Stabverband 
also genau so, wie wenn Stab 5 nicht vorhanden wăre. Abb. 411 
gibt diesen Fali wieder, Abb. 414 den zugehi::irigen Krăfteplan, dem 
man die wichtige Tatsache entnimmt, daB die im Stab 6 auftretende 
Zugspannung den gleichen Wert hat wie sie die vom Stab 5 auf-
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zunehmende Druckspannung gehabt hătte. Nun kann man sich den 
durch Abb. 411 gegebenen Fall auch dadurch hergestellt denken, daB 
man in dem Stab 5 eine Zugspannung S anbringt, die von gleichem 
Zahlenwert ist mit der gefundenen Druckspannung 85 , s. Abb. 41 2. 
Dann heben sich S und S5 gegenseitig auf, der Stab 5 bleibt span
nungslos, in statischer Hinsicht verhălt er sich genau so, wie wenn 
er gar nicht vorhanden wăre. 

Die fiir den Belastungsfall der Abb. 411 auftretenden Spannungen 
kann man daher in recht einfacher Weise durch Superposition der 
Belastungsfălle der Abb. 410 und 412 ermitteln, wie die zugehorigen 
Krăfteplăne, s. Abb. 413 und 415, recht anschaulich zeigen. Be
zeichnet man die durch d en Belastungsfall der Abb. 410 erzeugten 
Spannungen mit S', fiir den Fall der Abb. 411 mit S , und im Fali 
der Abb. 412 mit S", so ist S = S' + S", wie auch die beist ehende 
Tabelle angibt. 

1 2 3 4 5 6 Abb . 

S' - 5,0 + 13,5 + 10,0 + 6,7 -18,9 o 410 u. 41 3 
S" -11,7 -21,0 -11,7 -10,5 + 18,9 + 18,9 41 2 u. 415 
s -16,7 - 7,5 - 1,7 - 3,8 o + 18,9 411 u. 414 

Die durch die vorausgehenden Betrachtungen hinreichend erklărten 
"schlaffen Diagonalen", oft auch nur kurz "Gegendiagonalen" 

J[' 3 

5 

3 

Abb. 416. 

8 

genannt, werden bei răumlichen Fachwerkkon
struktionen oft angewandt. Man erreicht damit: von 
den beiden Gegendiagonalen wird nur eine bean
sprucht, und zwar immer nur auf Zug, weil die an
dere, die aufDruck beansprucht worden wăre, wegen 
ihrer schlaffen Form ausgewichen ist und sich sta
tisch so verhălt, wie wenn sie gar nicht da wăre. 

56. Fiir die einfachen Fachwerkkonstruktio
nen miissen sich auch bei b.eliebiger Belastung 
die Spannungen mit einem gewohnlichen Cre-

P monaplan ermitteln lassen. Man beachte die Aus
drucksweise "bei beliebiger Belastung". Es ist bei
spielsweise die Fachwerkkonstruktion der Abb. 416 
(aus "Foppl, Vorlesungen iiber Technische Me-
chanik Il") nichteinfach, weil sich bei beliebiger 
Belastung mit alleiniger Beniitzung eines Cremona

planes die Spannungen nicht ermitteln lassen. An jedem Knoten
punkt greifen ja mehr als zwei unbekannte Stabspannungen an. Trotz
dem aher lăBt sich im vorliegenden besonderen Belastungsfall mit An-
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wendung eines Kunstgriffes, mit der Methode des unhestimm
ten KraftemaBstahes, ein Cremonaplan unschwer erzwingen. Man 
setze einmal 81 als hekannte Zugspan-
nung voraus und trage sie an, zunachst 
ohne einen MaBstah zu hestimmen. Dann 
lassen sich auch die Spannungen 88 und 
86 am Knoten I mit einem gewohnlichen 
Krafteck ermitteln, s. Ahh. 417; dann 
auch am Knotenpunkt II die Stahspan
nungen 85 und 82 , und deswegen wieder 
am Knoten III die Spannungen 87 und 83 • 

Am Knoten IV hehandelt man die N utz
last P wie eine unhekannte Kraft und 
ermittelt die heiden Unhekannten P und 
84 wieder mit einem gewohnlichen Kraft
eck 6 7 + 6 8 + ~ + 6 4 = O. 

1 

1 

V 
1 

58 

Abb. 417. 

2 

6 

81 ist nun aher keineswegs falsch angetragen, denn je nach der 
W ahl des KraftemaBstahes wird 81 durch jede heliehige Strecke 
dargestellt, wenn diese nur parallel dem Stah 1 ist. Bei den bis
herigen Aufgahen hestimmte man zuerst den MaBstah passend und 
trug dann dementsprechend die einzelnen Krafte an; hier ist es 
umgekehrt, man hat 81 passend angetragen und den KrăftemaBstah 
unhestimmt gelassen; er hestimmt sich aus der hekannten Tatsache, 
daB mau den Wert des in den Krăfteplan ehenfalls mit eingetragenen 
P kennt. Im Plan der Ahb. 417 ist P durch eine 20 mm lange 
nach ohen gehende Strecke dargestelt, wegen P= 1000 kg hestimmt 
sich daraus nachtraglich der KraftemaBstab 1 mm = - 50 kg, ein 
negativer MaBstah, weil ja P in Wirklichkeit nach ahwărts geht, 
d. h. man hat den Pfeil von 81 falsch gewăhlt und deswegen auch 
die Pfeile aller anderen Spannungen falsch gefunden. 

Die Losung nach der Methode des unhestimmten MaBstabes 
ist freilich recht einfach, aher nicht mehr anwendbar, wenn nehen 
P auch noch eine Last Q an irgendeinem anderen der Knoten
punkte angreift. Fiir diese Losungsweise ist anzugehen und zu 
merken, daB sie mit Vorteil dann anwendhar ist, wenn nur an einem, 
oder ganz allgemein, wenn ~n recht wenigen Knotenpunkten Nutz
lasten angreifen. 

Beispiel a) Man ermittle die Spannungen der .Fachwerkkon
struktion der Ahh. 418 nach der Methode des unhestimmten MaB
stahes. P = 1 000 kg. 

Der durch die Ahhildung gegebene Stahverhand ist nichteinfach, 
weil an jedem Knotenpunkt mehr als zwei unhekannte Stahspannungen 
auftreten. Nach der vorgeschriehenen Methode nimmt man die 

Egerer, Ingenieur-Mechanik. 1. 15 
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Spannung irgendeines Stabes, vielleicht 82 , als bekannt an und 
tragt sie in passend gewahlter GroBe a]s Zugspannung an. Ein 
Krafteck fiir den Knoten II liefert 84 und 85 , ein weiteres fiir den 
Knoten I dann 81 und 86 , am Knoten III behandelt man P als 
eine unbekannte Kraft und zeichnet mit 85 beginnend das Krafteck 
6 5 + 6 6 + @53 +~=O. Man erhălt fur P eine nach o ben ge-

p 3 

Abb. 418. Abb. 419. 

richtete Strecke von 10 mm, wăhrend doch P in Wirklichkeit nach 
unten geht, woraus sich nachtraglich der KrăftemaBstab 1 mm 
= -100 kg ergibt. Wegen des --Zeichens sind also alle Span
nungen mit verkehrtem Pfeil einzutragen. Die Zahlenwerte der 
Spannungen sind in der Tabelle der Aufgabe b) als S' zusammengestellt. 

Der Stabverband der Abb. 416 ist nichteinfach; nur in be
sonderen Belastungsfăllen kann man nach der Methode des unbe-

Abb. 420. 

stimmten MaBstabes mit einem Cre
monaplan allein die Spannungen er
mitteln. Es sollen nun an diesen Stab
verband drei weitere Knoten ange
schlossen werden, und zwar so wie 
Abb. 420 zeigt. Die Ermittlung der 
Spannungen beginnt am Knoten VII, 
wo die beiden unbekannten Span
nungen 814 und 813 mit einem ein
fachen Krafteck gefunden werden; am 
Knoten V wird ebenso 812 und 89 

und dann am Knoten VI 811 und 810 

bestimmt. 
Bis hierher war der Stabverband einfach, der FachwerkErest, in 

der Zeichnung schraffiert, ist nichteinfach, weil an jedem seiner 
Knotenpunkte mehr als zwei unbekannte Stabspannungen angreifen. 
Solcher Fachwerkkonstruktionen gibt es viele; einen Teil der Span-
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nungen kann man mit einem gewohnlichen Krafteplan ermitteln, 
dann kommt man zu einem Rest, der nichteinfach ist. Diesen 
nichteinfachen Teil einer Fachwerkkonstruktion nennt man seine 
Grundfigur. In Abb. 420 ist also der schraffierte Teil die Grund
figur der Konstruktion. N ach dieser Erklarung ist demnach die 
Fachwerkscheibe immer eine Grundfigur, wenn an jedem ihrer Knoten
punkte mindestens drei Stabe zusammentreffen. 

Eine nichteinfache Fachwerkkonstruktion ist beispielsweise auch 
der Binder der Abb. 392; hier kann man nur die beiden vom linken 
und vom rechten Auflager weggehenden Stabe mit einem einfachen 
Krafteck ermitteln; denkt man sich diese beiden Stabe links und 
rechts weggenommen, so bildet der Rest die Grundfigur. 

p 

" 1 

p 

Abb. 421. Abb. 422. 

Aufgabe a) Man beurteile, welches der beiden Pultdacher der Abb. 421 
und 422 ungiinstiger beansprucht ist. 

Li:isung: Man zeichnet fiir jedes der beiden Dacher einen Cremonaplan, 
da ja beide einfach sind. Dem Plan entnimmt man die in die nachstehende 
Tabelle eingetragenen Spannungen. Es bedeuten die S die Spannungen im 
Dach der Abb. 421 uud die T die des anderen Daches. D er Zahlenwert von P 
ist fiir die Aufgabe belanglos, da ja im gleichen Verhăltnis wie P sich ăndert, 
auch die durch P hervorgerufenen Spannungen ah- oder zunehmen. In der 
Tabelle sind die Spannungen als Vielfache von P eingetragen, so dal3 also bei
spielsweise 82 = - 5P, T2 = - 8P. Den Krăfteplan selbst wird man am ein
fachsten mit P = 1 zeichnen. Man entnimmt der Tabelle, dal3 das zweite Pult
dach ungiinstiger beansprucht ist, weil gri:i13ere Druckspannungen in ihm auf
treten. 

s 
T 

s 
T 

+B 
+ 8 

9 

-4 
-6 

2 

-5 
- 8 

10 

+ 1 
-3 

3 4 

+8,9 -3,6 
+6,7 +4,5 

Il 12 

+ 4,5 -2,3 
+ 2,3 --1- 2,8 

5 6 7 8 

- 6 +2 +6,7 - 2,8 
-8 -4 +4,5 + 3,6 

13 14 15 16 

-2,0 o +2,3 -2 
- 4,0 -2,0 +2,3 - 2 

15* 
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Au f g a b e b) Man ermittle die Spannungen, die in dem Fachwerktrager 
der Abb. 423 unter dem EinfluB von P' ,= 1 000 kg allein auftreten, ebenso die 

unter dem alleinigen EinfluB von P'' = 3000 kg, sowie 

3 

Abb. 423. 

S' 
S" 
s 

P' 

1 

die Spannungen, wenn P' und P'' gleichzeitig wirken. 
Losung: Abb. 419 hat bereits die S/ ermittelt, 

in der gleichen Weise findet man die S/', indem man 
nach der Methode des unbestimmten MaBstabes etwa 
89" wieder als gegebene Zugspannung annimmt und 
4 Langeneinheiten groB macht. S, = S/ + 8/'. Die 
gefundenen 81, in der nachstehenden Tabelle in 1000 kg 
angegeben, kann man zur Kontrolle zu einem wei
teren dritten Cremonaplan zusammenstellen. 

2 3 4 5 6 

+2,3 
o 

+2,3 

+2 
-3 
-1 

-2,8 
+4,2 
+1,4 

-2,8 
+4,2 
+ 1,4 

+3 
-3 
o 

57. Die Spannungen einer nichteinfachen Fachwerkkonstruktion 
lassen sich nach der Ritterschen Momentenmethode immer dann 
ermitteln, wenn man von der Konstruktion durch einen Schnitt einen 
Teil so abschneiden kann, dal3 von den geschnittenen Stăben alle 
bis auf einen durch den nămlichen Punkt O gehen. Fiir diesen 
Punkt O als Momentenpunkt schreibt man eine Momentengleichung 
an, und errnittelt daraus die Spannung des nicht durch ihn gehen
den Stabes. 

p 

Abb. 424. Abb. 425. Abb. 426. 

Die Spannungen der Fachwerkkonstruktion der Abb. 424 wird rnan 
fiir den besonderen Belastungsfall der Abbildung am einfachsten 
nach der Methode des unbestimrnten Ma13stabes errnitteln. W enn 
aher an jedern Knotenpunkt ău.Bere Krăfte angreifen, dann versagt 
diese Methode. Aher die Rittersche Mornentenrnethode fiihrt bei 
jeder Belastung zum Ziei. Man iiberlegt: sicher ist der Stabverband 
im Gleichgewicht, also auch jeder einzelne seiner Teile, gleichgiiltig 
wie man sich denselben vom ganzen Korper abgegrenzt denkt. Der 
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abgeschnitten gedachte rechte Teil, in Abb. 425 noch eigens heraus
gezeichnet, i8t im Gleichgewicht unter dem Einflu13 der an ihm an
greifenden Nutzlast P und der Stab8pannungen 811 82 , 83 , die jetzt 
die Rolle von ăuBeren Krăften 8pielen. Diese unbekannten Stab
spannungen sind zweckmăBig im voraus immer als Zugspannungen 
anzunehmen, die Korrektur einer etwaigen falschen Annahme erfolgt 
ja schlieBlich durch da8 Vorzeichen der Losung. Man ermittelt nun 
irgendeine der drei Spannungen mit einer Momentengleichung fiir den 
Schnittpunkt der beiden anderen, beispiel8weise 82 nach Abb. 425, 
indem man den Schnittpunkt O von 81 und 83 als Momentenpunkt 
wăhlt. Fiir ihn haben 81 und 83 kein Moment, die Momenten
gleichung wird 

oder 
a 

8Q = - p. - = - 4 P = - 4000 kg. 
- b 

Der Pfeil von 82 ist also umzukehren, 80 dal3 sich 82 als eine Druck
spannung vom Wert 4000 kg ergibt. Nach der Ermittlung von 82 

bestimmt man die anderen Spannungen 81 und 83 mit einem ein
fachen Krafteck. 

Man hătte auch den Schnittpunkt von 82 und 83 als Momenten
punkt wăhlen konnen; weil er im Unendlichen liegt, geht die Momenten
gleichung hier in eine gewohnliche Krăftegleichung iiber, es mul3 in 
lotrechter Richtung Gleichgewicht sein zwischen P, 81 , 

diese Richtung liefern 82 und 83 keinen Beitrag, es mul3 
rechte Komponente von 81 entgegengesetzt gleich sein 
auch Abb. 426 angibt. 

Beispiel a) Von dem Fachwerktrăger der Abb. 
427 kann man einen Teil 80 abschneiden, daB von 
den geschnittenen Stăben alle bis auf einen durch 
den nămlichen Punkt gehen; es schneiden sich 81 , 

82 , 83 in einem unendlich fernen Punkt. Die Momen
tengleichung fiir diesen Punkt geht hier iiber in die 
Bedingung, daB in der Richtung senkrecht zu den 
Stăben 1, 2, 3 Gleichgewicht sein mu13, daher 
S4 ·cos45°=P oder 84 =P·v'2. Wenn so 84 ge
funden, kann man mit einem Cremonaplan alle \ibri
gen Spannungen ermitteln. 

In der Praxi8 handelt e8 sich oft nur um die 
Ermittlung der Spannung eines einzigen Stabes; in 
diesem Falle wird mit V orteil die Rittersche Momen
tenmethode angewandt, ebenso die Culmannsche 
Methode, die die gleichen Vorau8setzungen verlangt 
wie die Ritter8che, daB man nămlich die Fachwerk-

82 , 83 ; fiir 
also die lot
mit P, wie 

Abb. 427. 

Abb. 428. 
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konstruktion durch einen gedachten Schnitt so in zwei Teile zerlegen 
kann, da.B von den geschnittenen Stăben alle bis auf einen durch 
den nămlichen Punkt gehen. 

Die am abgeschnitten gedachten Teil angreifenden ău.Beren 
Krăfte fa.Bt man zu einer Resultierenden P zusammen, ebenso die
jenigen Spannungen, die durch den gemeinsamen Punkt O gehen, 
zu einer Resultierenden R; bezeichnet man die Spannung jenes Stabes, ,...... ,...... 
der nicht durch O geht, mit S;, so gilt $ + 9l + ®;=O, die drei Krăfte 
P, R und S; miissen im Gleichgewicht sein. Die Resultierende R 
muB durch O gehen und auch durch den Schnittpunkt von P und S;, 
dann kennt man die Richtung der Resultierenden R, die Zahlenwerte 
R und S; sind durch ein einfaches Krafteck zu ermitteln. 

Beispiel b) In Abb. 424 trifft der Schnitt die drei Stăbe 1, 2, 3; 
81 und Sa schneiden sich in O; also muB ihre Resultierende R durch O 
gehen, ferner auch durch den Schnittpunkt von P und S2 , weil diese 
drei Krăfte P, R und S2 an dem abgeschnitten gedachten Teil im 
Gleichgewicht sind. Wenn S2 gefunden, ermittelt man die iibrigen 
Stabspannungen mit einem Cremonaplan. 

Beispiel c) Von dem Fachwerktrăger der Abb. 427 wird durch 
den Schnitt der rechte Teil abgetrennt; von den vier Stabspannungen, 
die geschnitten sind, gehen alle bis auf S4 durch den nămlichen 
Punkt O, der hier im Unendlichen liegt. 8 1 , S2 , Sa haben eine Re
sultierende R, die einmal durch O geht, ferner sich mit P und S4 im 
gleichen Punkt schneiden muB; das Krafteck fiir das Gleichgewichts
system P, R, S liefert 84 , s. Abb. 428. Die iibrigen Spannungen 
werden durch einen Cremonaplan gefunden. 

Beispiel d) Man ermittle die Spannungen des Dachbinders der 
Abb. 429. P= 1000 kg. 

Der Binder ist symmetrisch und symmetrisch beansprucht, man 
braucht daher nur die eine Hălfte untersuchen. Die Auflager

p 
krăfte sind A= B = 3,5 P. 
Man kann in der iiblichen 
einfachen Weise mit einem 
Cremonaplan die Span
nungen s1, 82, .. . s6 er
mitteln, wenn man vom 
linken Knotenpunkt aus
geht. In dieser einfachen 

Abb. 429. Weise setzt sich aher der 
Krăfteplan nicht mehr fort, 

wenn man zum Knoten IV oder V gelangt, weil an jedem dieser 
Knoten immer noch mehr als zwei unbekannte Stabspannungen an-
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greifen. Auch an den iibrigen Knoten VI, VII, VIII der linken Binder
halfte greifen mehr als zwei unbekannte Stabspannungen an. Der 
Binder hat sonach eine Grundfigur, deren linke Begrenzung durch 
die Knoten V, IV, VI, VIII gegeben ist. 

10 

Abb. 430. Abb. 431. 

Mit einem gewohnlichen Krăfteplan lassen sich in der linken 
Binderhalfte keine Spannungen mehr ermitteln, dagegen liefert die 
Rittersche Momentenmethode sofort die Spannung 89 , wenn man, wie 
die Abbildung zeigt, einen Teil des Binders sich abgeschnitten denkt, 
(in Abb. 430 ist er noch
mal vergr6Bert herausge
zeichnet), und die Gleich
gewichtsbedingungen fiir 
diesen Teil beniitzt. Von 
den fiinf geschnittenen 
Staben 10, 9, 8, 16, 15, 
gehen alle bis auf den 
Stab 9 durch den glei
chen Punkt VIII (ge
nauer: ihre Verlange
rungen gehen durch die
sen Punkt ), fiir den man 
eine Momentengleichung 
anschreibt, 

- P ·a + 89 • s9 = O 
und daraus 

89 =P·H= 940kg 
Abb. 432. K. M. 1 mm = 100 kg. 

erhalt. Da 89 bekannt, greifen am Knoten IV nur mehr zwei unbe
kannte Krafte an, 88 und 87 , die man mit einem Krafteck ermittelt. 
Wenn man am Knoten IV die Reihenfolge 85 , 8 4 , P, 88 , 89 , 87 im 
Krafteck einhalt, dann wird der unterbrochene Krafteplan jetzt fort
gesetzt und dient so zur Ermittlung aller noch weiteren unbekannten 
Krafte, s. Abb. 432. 
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Will man S9 rein graphisch finden, so iiberlegt man: an dem 
abgeschnitten gedachten Teil greifen die bekannten Krăfte P, P mit 
der Resultierenden Q an; die durch den Knoten VIII gehenden 
Spannungen der Stăbe 8, 16, 15, 10 haben eine Resultierende R, 
die mit Q und S9 im Gleichgewicht ist und deswegen mit ihnen durch 
den gleichen Punkt gehen muB. Daraus bestimmt sich die Richtung 
von R, den Zahlenwert von R und 89 ermittelt dann das Krafteck 
21,13 + 6 9 + ffi =O, siehe das schraffierte Dreieck der Abb. 432. 

Man hătte auch in anderer Weise, so wie Abb. 431 zeigt, einen 
Teil des Binders abschneiden konnen. Der linke abgeschnittene Teil 
bildet fiir sich ein Gleichgewichtssystem, eine Momentengleichung mit 
dem Punkt VIII als gedachten Drehpunkt liefert 814 , 

A·4a- p. 3a-P· 2a-P·a -814 ·h=O, 

oder 
a 3 

814 = 8P·h = 8 P · ?= 3430kg. 

Mit diesem W ert 814 lăBt sich der unterbrochene Cremonaplan am 
Knoten V fortsetzen. 

58. Die Ermittlung der Stabspannungen eines Fachwerkes wird 
mit groBem Vorteil von der Vorstellung ausgehen, daB der Stab
verband nur der Trăger des Spannungssystems ist. Man liber
lege, daB bei allen bisherigen Berechnungen das Stoffliche der Kon
struktion gar keine Rolle spielte, daB man mit der Konstruktion 
immer nur als einem ideellen, aus Punkten und Strecken zusammen
gesetzten Gebilde rechnete. Ob der Stabverband wirklich oder nur 
gedacht vorhanden ist, war fiir das Verhalten dt>r Krăfte belanglos, 
man kann sich ihn daher auch als beseitigt oder nicht vorhanden 
vorstellen, wenn nur an dem gegenseitigen Zusammenhang der ăuBeren 
Krăfte und Stabspannungen nichts geăndert wird. Aus dieser Vor
stellung resultieren die. beiden nachfolgenden Sătze: 

Man kann einen Stab aus dem Fachwerk nehmen, 
ohne dadurch an dem augenblicklichen Spannungszustand 
etwas zu ăndern, vorausgesetzt, daB man die Spannung 
dieses Stabes als ăuBere Kraft' wirken lăBt. (a) 

Man muB natiirlich, wie auch Abb. 433 andeutet, diese Stabspannung 
an zwei Knotenpunkten, an den Endpunkten des Stabes, als ăuBere 
Krăfte antragen, denn sie wirkte ja auch als innere Kraft an jedem 
der beiden Knotenpunkte in der Stabrichtung. Durch die gedachte 
Herausnahme des Stabes aus dem Stabverband wird dieser freilich 
labil oder beweglich, was aher fiir die Rechnung als solche belanglos 
1st, denn es hat sich ja am Krăftesystem, das wir untersuchen, nichts 
geăndert. 
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Der andere Satz lautet: 

Man kann in das Fachwerk einen Stab einschalten, 
ohne dadurch an dem augenblicklichen Spannungszustand 
etwas zu andern, vorausgesetzt, daB dieser Stab spannungs-
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los bleibt. (b) 

Durch diesen gedachten eingeschalteten Stab wird die Fachwerk
konstruktion zwar statisch unbestimmt, was aher fiir das am Stab
verband auftretende Kraftesystem vollstan-
dig einfluBlos ist, da ja der eingeschaltete 
Stab spannungslos bleiben muB. 

Mit der Hennebergschen Methode 
der Stabvertauschung kann man die 
Spannungen eines beliebigen statisch be
stimmten Stabverbandes ermitteln. Sie be
niitzt das Superpositionsprinzip und die 
beiden eben entwickelten Satze und hat 
folgenden Gedankengang: Man nimmt einen 
passend ausgewahlten Stab aus dem V er-
band heraus (meist "Laststab" genannt) und 

3 

p 

Abbo 4330 

laBt die in dem Stab vorhandene Spannung X als auBere Kraft an 
den beiden Knotenpunkten wirken, zwischen denen der Stab einge
schaltet war. An einer anderen, ebenfalls passend ausgewahlten Stelle 
setzt man einen Stab ein, den Ersatzstab e, von dem man im 
voraus weiB, daB er spannungslos ist. An dem Fachwerk greifen 
dann an die wirklichen Nutzlasten P 1 , P2, ... Pn und die beiden 
gedachten N utzlasten X, X. 

Nun zeichnet man mit einem 
ersten Plan die Spannungen Tl' 
T2 , o •• unter dem alleinigen Ein-
fluB der wirklichen Nutzlasten 
Pl' P2 , o •• Pn, so daB also die 
gedachten Nutzlasten X, X nicht 
mitwirken; und mit einem zwei
ten Plan die Spannungen U1 , 

U2 , • o • unter dem alleinigen Ein
fluB der beiden gedachten Nutz
lasten X, X, wo dann die wirk- Abbo 434 uo 4350 Abbo 436 uo 4370 
lichen Nutzlasten Pl' P 2 , ••• Pn 
als nicht vorhanden zu betrachţen 
8 1 , S~ , . . . in den einzelnen Staben 
tion zu erhalten, 

sind. Die wahren Spannungen 
1, 2, .. . sind durch Superposi-

Sl=Tl+Ul, S2=T2+Uz,o·· 
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oder allgemein 

(c) 
Der zweite Krăfteplan ist unschwer zu zeichnen, wenn man iiber

legt: Hătte im Laststab die Spannung den Zahlenwert 1, dann wiirde 
sie in den einzelnen Stă ben 1, 2, ... die Spannungen u1 , u2 , ••• her
vorrufen, sonach die Last X die Spannungen Xu1 , Xu2 , •• • , so daB 
dann Ui =X ui. Der zweite Krăfteplan geht somit von X= 1 aus, er 
nimmt im Laststab eine Zugspannung gleich der Krafteinheit an. 
Hat man mit Hilfe der beiden Krăfteplăne die Ti und ui gefunden 
und am einfachsten in einer Tabelle zusammengestellt, so ergeben 
sich die wahren Spannungen mit 

Si=Ti+X-ui, (d) 
wo nur noch die Spannung X des Laststabes unbekannt ist. Diesen 
Wert liefert eine Kontrollgleichung, daB nămlich die Spannung s. 
des eingeschalteten Ersatzstabes e den Wert Null haben muB, 

s. =O oder T. + X-u.= O. (e) 
[Die unter dem Einftui3 der Lasteinheit X= 1 kg hervorgerufenen 

Spannungen tt1 , u.J, ... heii3t man auch "Einftui3zahlen" fiir die Span~ 
nung des Laststabes.] 

Beispiel a) Will man die Spannungen des Trăgers der Abb. 424 
nach der Hennebergschen Methode auffinden, so nimmt man etwa den 
Stab 2 heraus und setzt dafiir an anderer Stelle den Stab e ein, s.Abb.433. 
Der Zweck dieses Kunstgriffes ist der, den Stabverband so umzuformen, 
daB von einem Knotenpunkt nur zwei Stăbe ausgehen, hier vom 
Knoten II. Es hătte also keinen Zweck, den Ersatzstab etwa wieder 
vom Punkt II ausgehen zu lassen. Man zeichnet den ersten Cremona
plan, s. Abb. 435, unter der Annahme, daB nur die wirklichen Nutz
lasten P angreifen, so wie Abb. 434 zeigt; alsdann einen zweiten, 
s. Abb. 437, unter der Annahme, daB die Nutzlast 1 statt X im Last
stab angreift, s. Abb. 436. Die Werte Ti und ui sind in die Tabelle 
eingetragen. SchlieBlich ermittelt man X aus der Kontrollgleichung 
s. = O oder T. + X· u. = O, hier - 2 000 kg - X· 0,5 = O, zu 
X= - 4 000 kg und trăgt die Spannungen Ui = X· ui gleichfalls in 
die Tabelle ein, sowie noch die Si= Ti + Ui. Man beachte noch, dai3 
die ui alle dimensionslos sind. 

2 3 4 5 6 e 
1 

Tin 1000 kg +r' o o o 1 o 1 + 1 -2 
1' +I -0,5 +0,5_{2 +o,5j21- o,5 --0,5 
u 

" 1 000 " -4 +2 -2v~ 
1 
-2v~ . +2 +2 s 

" 1000 " +2,251 -4 1 +2 1 -2v2 1 -2v2 1 +3 o 
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Beispiel b) Auch auf das Fachwerk der Abb. 427 soli man 
die Hennebergsche Methode anwenden. 

Man nimmt den Stab 1 aus dem Verband; um eine giinstige 
Einschaltestelle fiir den Ersatzstab e zu finden, iiberlegt man: wiirde 

2 

3 

Abb. 438. 

nur die wirkliche Nutzlast P angreifen und X nicht, so 
waren nach (9g) die Stabe 6 und 8 und dann weiter die 
Stabe 2 und 5 und weiter die Stabe 3 und 7 span
nungslos, es ist sonach praktisch, um einen giinstigen 
Krăfteplan zu erhalten, den Stab e ganz unten einzu
schalten, s. Abb. 438. Der Krii.fteplan der Abb. 439 
liefert die T; unter dem alleinigen EinfluB von P, der 
Plan der Abb. 440 die u; 

P unter dem alleinigen EinfluB 
von u1 = 1 statt X. W egen 
S.=O oder T.+X·u.=O, 
hier 1 000 kg + X· 1 = O, er-
hii.lt man X= - 1 000 kg, 

Abb. 439. Abb. 440. 

daraus die U; =X· ui und dann die S; = T; + Ui, wie die Tabelle 
angibt. 

1 2 
1 

3 4 5 6 
1 

7 8 e 

Tin 1000 kg o o 1 o 

1 +~ 
-v'21 o 1 o O 1 O 1 +1 

-v'2 +1 1 +1 u +1 -1 o -1 -{2 
u " 1000 " -1 +1 o 1 +1 +v'2 + J2 1 -1 - -1 

s " 1000 " -1 1 +1 1 +1 l-v'21 +1 +l21+v'2 1 -1 1 o 

59. Die vorausgehenden Dberlegungen sollen zusammengefaBt 
werden. 

1. Die Spannungen in einem einfachen Fachwerk lassen sich 
mit einem Cremonaplan allein auffinden. 

2. Fiir die Ermittlung der Spannungen in einem nichteinfachen 
Fachwerk wendet man an: 

A. In speziellen Fallen: 

a) die Methode des unbestimmten KrăftemaBstabes, nur an
wendbar, wenn wenige auBere Krafte angreifen; 

b) die Rittersche Momentenmethode oder die Culmannsche 
graphische Methode, wenn man das Fachwerk durch 
einen Schnitt so in zwei Teile zerlegen kann, daB von 
den geschnittenen Staben alle bis auf einen durch den 
namlichen Punkt gehen; 

c) die Fopplsche Methode der imaginaren Gelenke, siehe 
weiter unten; 
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B. In allgemeinen Făllen: 
a) die Hennebergsche Methode der Stabvertauschung; 
b) die kinematische Methode von Miiller-Breslau (noch zu 

besprechen im zweiten Band gelegentlich der Scheiben
bewegung); 

c) die Fi:ipplsche Methode der Knotenpunktsbedingungen; 
d) das Korrekturverfahren, s. 65, dessen Spezialfalle die 

Hennebergsche Methode der Stabvertauschung und die 
Fopplsche Methode der Knotenpunktsbedingungen sind. 

Die Fopplsche Methode der imaginaren Gelenke ist dann 
anwendbar, wenn man die Fachwerkkonstruktion als V erbindung von 
drei Scheiben betrachten. kann, die durch insgesamt drei reelle oder 
imaginare Gelenke verbunden sind, s. 4:8. 

Beispiel a) Man kann mit ihr die Spannungen des Tragers der 
Abb. 441 ermitteln, wenn man namlich die Erde als Scheibe a und 

2 

a 
.or' J 

p 

Abb. 441. 

die Stabe 5 und 8 als Schei-
ben b und c einfiihrt. Dann 
sind die Scheiben a und b 
durch die Stabe 2 und 3 und 
somit durch ein im Unend
lichen liegendes virtuelles Ge
lenk a b verbunden, die Schei
ben b und c durch die Stabe 
6 und 7 und deswegen durch 

Abb. 442. 

das virtuelle Gelenk b c und die Scheiben c und a durch das virtuelle 
Gelenk ca. An der Scheibe b greifen keine au13eren Krafte an, die 
drei Gleichungen (4:8a) vereinfachen sich hier zu 

............ ............ ..-"".. ............ ........... 

~ + 6;ba + 6;ca =O, 6;cb + 6;ab =O, '+ 6;ac + 6;bc =O. 
Die beiden Gelenkdriicke Gcb und Gab sind im Gleichgewicht, gehen 
sonach wegen (9a) durch die Punkte cb und ab. Dann muB wegen 
der dritten Gleichung der Gelenkdruck durch ac, d. i. Gac' durch den 
Schnittpunkt von P mit Gbc gehen und ist so der Lage und Richtung 
nach bekannt. Der Krăfteplan der Abb. 442 stellt diese dritte Gleichung 
dar, liefert also Gac' d. i. die Resultierende aus 81 und 84 • 
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G ac ist der Gelenkdruck, der v o n der Scheibe a z u r Scheibe c 
wirkt, also die Resultierende der an der Scheihe c angreifenden 
Stahspannungen S1 und S4 • Man heachte das wohl, um nicht den 
Pfeil von S1 und S4 falsch einzutragen. (Die leicht gestrichelten 
Pfeile an den Punkten I' und IV' waren somit falsch.) Nachdem 
man eine Spannung des Stahverhandes gefunden, ermittelt man die 
anderen mit einem Cremonaplan. 

Der Ausnahmefall des statisch bestimmten Fachwerkes wird 
am einfachsten durch ein Beispiel klargemacht. Dem Stabverhand 
der Ahh. 443, einem regelmaBigen Dreieck, sind seine drei Freiheits
grade durch die drei Fiihrungen genommen, er ist durch die Stahe 
4, 5, 6 mit der Erde verhunden. Diese Verbindung ist aher keine 
starre, weil sich alle drei Stahe im gleichen Punkt schneiden, im 
Mittelpunkt des Dreieckes. Aus 46 weiB man bereits, daB die durch 
die Ahhildung gegehene Fiihrung 
einen Ausnahmefall darstellt, d. h. 
das Dreieck kann noch eine, wenn 
auch sehr kleine Bewegung aus
fiihren, es kann etwas um den Drei
ecksmittelpunkt schaukeln. Wir 
wissen, daB der Ausnahmefall durch \ 
zwe1 charakteristische Erschei
nungen hestimmt ist: durch eine 

Abb. 443. Abb . 444. 

kleine Bewegungsmoglichkeit und durch das Auftreten unzulasfig 
groBer Spannungen. Aher auch von einem anderen Gesichtspunkt 
aus kann man den Ausnahmefall beurteilen: es konnen in einem 
solchen Stahverband Spannungen auftreten, auch wenn 
keine auBeren Krăfte angreifen, wie der Krafteplan der 
Ahb. 444 zeigt, der aus einem heliebig angenommenen Sa entstanden 
ist, d. h. wir konnen S3 gleich jeder beliehigen Zahl setzen und 
immer einen Krăfteplan zeichnen, der dieses S3 liefert. 

Die gleiche Betrachtung gilt auch fiir den Stahverhand der 
Ahh. 445, der ein durch viE'r Stăbe festgehaltenes regelmăBiges Viereek 
vorstellt. Den vier Knoten I, II, III, IV sollen nach Ahsicht ihre 
acht Freiheitsgrade durch die Stahe 1, 2, ... 8 ge-
nommen werden. DaB aher der Stahverhand den 
Ausnahmefall darstellt und somit keine starre 
Verhindung der Knoten mit der Erde liefert, kann 
man aus verschiedE'nen Tatsachen se hen. Einmal: es 
ist noch eine Eehr kleine Bewegungsmoglichkeit vor-
handen, das ganze Viereck kann um seinen Mittel-
punkt etwas sehaukeln. Dann sieht man auch, daB 

6 
2 

Abb. 44!'i. 
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eine am Viereck angreifende ăuBere Kraft unendlich groBe Stabspan
nungen, d. h. praktisch unzulăssig groBe 86 , 86 , 81 , 88 hervorruft, wenn 
man nămlich den Vierecksmittelpunkt als Momentenpunkt wăhlt. Und 
weiter sieht man, daB in den einzelnen Stăben Spannungen auf
treten konnen, auch wenn keine ăuBere Kraft vorhanden ist. Man 
braucht nur fiir irgendeine der Spannungen einen beliebigen W ert 
annehmen und kann dann mit diesem angenommenen Wert ein Span
nungsbild zeichnen. Oder man denke sich den Stab 5 einmal un
genau abgemessen, vielleicht etwas zu klein geliefert und so ein
montiert, dann kann er in allen Stăben Zugspannungen hervorrufen. 

Das ist gerade die wesentlichste Eigenschaft aller nicht dem 
Typ der statisch bestimmten Fachwerke angehorigen Stabverbănde , 
daB nămlich in ihnen auch Spannungen auftreten konnen, ohne daB 
ăuBere Krăfte vorhanden sind, z. B. Montierungsspannungen wie 
die eben erwăhnten, oder Temperaturspannungen, wenn der 
Stabverband oder einzelne seiner Teile ihre Temperatur ăndern. 

Abb. 446. 

1' ,, 

Auch der Stabverband der Abb. 446 
ist ein Beispiel fiir einen Ausnahmefall. 
Die sehr kleine Bewegungsmoglichkeit ist 
leicht einzm:ehen, iibrigens auch in der 
Abbildung noch zum Ausdruck gebracht. 
Und wenn man fiir irgendeine der Stab
spannungen einen beliebigen W ert annimmt, 
so lăBt sich fiir diesen ein Krăfteplan 

zeichnen, es konnen also wieder Spannungen 
in dem Stabverband auftreten, auch ohne 
daB ăuBere Krăfte vorhanden sind. 

Der Ausnahmefall wird an spăterer Stelle noch ausfiihrlicher 
zu besprechen sein; einstweilen soll aher schon darauf hingewiesen 
werden, daB die zu zwei Achsen symmetrischen Stabverbănde immer 
verdăchtig sind, wenn sie gleichzeitig noch symmetrisch gefiihrt 
werden. Als weitere Charakteristik wollen wir uns beim Ausnahme
fachwerk merken (auBer der kleinen Bewegungsmoglichkeit und den 
gefăhrlich groBen Spannungen, die unter dem EinftuB einer ăuBeren 
Kraft in ihm auftreten): 

Im Ausnahmefachwerk konnen Spannungen 
auftreten, auch wenn ăuBere Krăfte fehlen. (a) 

Beispiel b) Woran erkennt man, daB die Fachwerkscheibe der 
Abb. 44 7 den Ausnahmefall vorstellt? 

W enn man alle Knoten belastet, ausgenommen VII und VIII, 
dann bleiben die Stăbe 10 und 11 und ebenso 12 und 13 spannungs
los, am Knoten VI wiirden dann die Stăbe 8 und 9 unendlich groBe 
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Spannungen aufnehmen, falls sie in der gleichen Geraden liegen 
bleiben konnten. 

Die nachfolgenden Zeilen bringen eine Reihe von Aufgaben iiber 
Fachwerke (Fachwerkscheiben sowohl wie Fachwerktrager). Fiir die 
Losung solcher Aufgaben ist es empfehlenswert, zuerst sich klar zu 
werden, ob die Aufgabe statisch bestimmt ist oder nicht, meist durch 
Abzahlen der Knotenpunkte und der Stabe, sowie der Auflager
bedingungen und der Freiheitsgrade der gegebenen Gebilde, oft auch 
durch Anwendung des Satzes (52k) iiber Dreiecksnetzwerke. Dabei 
wird man mit Vorteil zuweilen die Auflagerung durch Auflagerstabe 
ersetzt denken. Zu beachten ist, daB trotz rich
tiger Stabzahl der Ausnahmefall auftreten kann. 
Kommen unbekannte auBere Krafte vor, meist 
Auflagerkrafte, so wird man zuerst deren Rich
tung feststellen, am einfachsten mit Anwen
dung des Zwei- und Dreikraftesatzes; auch die 
Lage gesuchter Krafte wird mit diesen bei
den Satzen gefunden. Alsdann wird man den 
Zahlenwert der unbekannten auBeren Krafte 

Abb. 447. 

aufsuchen; am vorteilhaftesten mit einer Momentengleichung, wenn 
es deren drei sind, wobei der beliebige Momentenpunkt giinstig so 
gewăhlt wird, daB er moglichst viele der unbekannten Krafte schnei
det; zwei nur dem Zahlenwert nach unbekannte Krafte Iiefert 
am einfachsten ein Krafteck. Sind dann die auBeren Krafte alle 
gefunden, so geht man an die Ermittlung der Stabspannungen; hier
bei wird man sich meist zuvor orientieren, welche der Stabe span
nungslos sind. 

In einzelnen Fallen wird es sich zuweilen empfehlen, von diesem 
angeratenen Gang der Losung abzuweichen, in der weitaus iiber
wiegenden Zahl der Falle, besonders der praktischen, wird aher er
folgreich der angegebene W eg begangen. 

Aufgabe a) mite) Man ermittle die in der Fachwerkscheibe der Abb.448 
auftretenden Spannungen, wenn Q = 4 000 kg, a) nach der Methode des un
bestimmten Kriifternal3stabes, b) nach der Ritterschen Momentenmethode, 
c) nach der Culmannschen graphischen Methode, d) nach der Fiipplschen 
Methode der imaginăren Gelenke, e) nach der Hennebergschen Methode der 
Stabvertauschung. 

Liisung: Man ziihlt m = 7 und n = ll ah und findet die Bedingung fiir 
die statisch bestimmte Fachwerkscheibe erfiillt; es kiinnte nur noch der Aus
nahmefall vorhanden sein. Dann ermittelt rnan die Zahlenwerte der ău13eren 
unbekannten Krăfte ,4, ·B , C, am einfachsten hier rein analytisch wegen der 
giinstigen Richtung der Kriifte. Eine Momentengleichung fiir VI als Momenten-

punkt Iiefert A = f · Q = 2 667 kg nach links; weiter ergibt sich analytisch 
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C =A nach rechts, und B = Q nach o ben durch die Bedingung, daB in wag
und lotrechter Richtung Gleichgewicht ist. 

Li:isung zu a) Im Kriifteplan gibt man 86 durch eine passend gewăhlte, 
sonst aher beliebige Strecke wieder; man setzt willkiirlich 86 als Zugspannung 
voraus. Durch 86 sind am Knoten III die unbekannten Spannungen 82 und 
84 bestimmt, siehe den Krăfteplan der Abb. 449, dann am Knoten IV die Un
bekannten 83 und 8 7 und weiterhin 89 

und 810 am Knoten V. Am Knoten II 
iiberlegt man wie im Beisp. 13e):. es 
muB in horizontaler Richtung Gleich-

c 

Abb. 448. 

1 

1 

1 _____ _j 

8 

Abb. 449. K. M. 1 mm = 200 kg. 

gewicht sein, also die Spannung 88 entgegengesetzt gleich der Horizontal
projektion von 83 , weil ja in horizontaler Richtung S1 und Q keinen Beitrag 
lei~ten. Dann geht man zum Knoten VII iiber und betrachtet die Nutzlast A 
als unbekannt, die dann im Verein mit 8 11 aus einem Krafteck zu erhalten 
ist. Da A= 2 667 kg, in der Zeichnung 13,5 mm, in Wirklichkeit bekannt ist, 
bestimmt sich aus dem Krăfteplan der MaBstab 1 mm = 200 kg rund, womit 
dann die bereits gezeichneten Spannungen alle bekannt sind. 8, und S5 werden 
durch Fortsetzung des Krăfteplanes erhalten. 

Li:isung zu b) Man zerlegt die Fachwerkscheibe durch einen Schnitt so 
in zwei Teile, daB der Schnitt die Stăbe 5, 6, 7, 8 trifft. Von den Spannungen 
dieser Stăbe gehen alle bis auf S, durch den nămlichen Punkt O, der im Un
endlichen liegt. Die Momentengleichung fiir O wird hier zur Krăftegleichung 
in Richtung senkrecht zu den Stăben 5, 6, 8 und liefert S, ·cos 45° = Q oder 
8, = 5 656 kg, wenn man nur den linken Teil der Scheibe betrachtet. W enn 
8, so gefunden, dann geht man vom Knoten IV aus und ermittelt die weiteren 
Stabspannungen mit einem Cremonaplan. 

Li:isung zu c) Man denkt sich die Scheibe, wie eben angegeben, in 
zwei Teile zerlegt und fiir den linken Scheibenteil die Gleichgewichtsbedingung 

........... ""' ............ ........... ............ ........... ............ ............ o+ (S + 65 + 66 + 6. + ®, = o ader o+ 15: + m + 6, =o 

[7R a~ wo R die Resultierende aus 85 , 86 , S8 ist und 
Q 7 deswegen horizontal lăuft. Die beiden unbekannten Zahlenwerte 

R und S, entnimmt man einem einfachen Krafteck, s. Abb. 
r 450, K. M. 1 mm = 400 kg. Wenn S, gefunden, ermittelt man 

Abb. 450. die iibrigen Spannungen mit einem Cremonaplan. 
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Losung zu d) Die Fopplsche Methode der imaginăren Gelenke zerlegt 
die Fachwerkscheibe in drei Einzelscheiben, hier die beiden Dreiecke a und b 
und den Stab 1 als Scheibe c. Das Gelenk ab ist reell, die Gelenke bc und 
ca sind virtuell, ca liegt im Unendlichen. Von den drei Gleichungen (48a) ver-

......._ 
einfacht sich die mittlere zu ~a o+ ~co = O, weil die Resultierende B' der an 
der Scheibe b angreifenden ăuBeren 
Krăfte hier O ist. Die beiden Gelenk
driicke Gao und Gcb miissen also durch 
die Punkte ab und bc hindurchgehen. 
An der Scheibe c, in Abb. 452 noch ein
mal herausgezeichnet, greifen an: die 
Resultierende C' der ăuBeren Krăfte, 

der seiner Richtung nach mittlerweile 
gefundene Gelenkdruck Gbc von der 
Scheibe b her· und der Gelenkdruck Gac 
von der Scheibe a her. Letzterer geht 
durch das Gelenk ca und mul3 sich 
mit Goc und C' im nămlichen Punkt 
schneiden, wodurch seine Lage und 
Richtung bekannt ist. Ein einfacher 
Krăfteplan, s. Abb. 453, ermittelt Goc 

a. 

Abb. 451. 

und Gac aus dom bekannten C' und zerlegt Goc in seine Komponenten 82 

und Sa· Die iibrigen Spannungen ermittelt ein Cremonaplan. 

c --

ya 
Abb. 452. Abb. 453. 

Losung zu e) Nach der Hennebergschen Methode wird man etwa den 
Stab 6 entfernen und einen Ersatzstab e zwischen I und VII einschalten. Ein 
erster Krăfteplan ermittelt die Spannungen Ti unter dem alleinigen EinfluB 
der Nutzlasten Q, A, B, C. Nach (9g) ist T2 = O und T4 =O, dann weiter 
ebenso Ta= O und T7 = O, weiter T9 =0 und T10 = 0, weiter T8 =0 nach (9d). · 
Die iibrigen T ermittelt ein Cremonaplan. Ein zweiter Krăfteplan liefert die 
Spannungen u~, die unter dem alleinigen EinfluB der Spannung u6 = 1 im 
Laststab entstehen. Der Tabelle entnimmt man T, = - 6 000 kg und u, = + 3 
und daraus X = 2000 kg nach (58e). Dann liefert die Formei (58d) die Span
nungen Si so, wie sie in der Tabelle eingetragen sind. 

Egerer, Ingenieur-Mecbanik. I. 16 
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1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 1 10 1 11 1 e 

Tin 1000 kg + 4 o 1 o 1 o \+ 2 o o o o o +4,51-6 
u +3,7 + 1,9-3,7 +3 

Uin 1000kg 
- 4 + 2,251+ 4,5,+ 2[- 3,35 + l + 2,8 - 2 
-8+4,5 +9 1+4\-6,7 +2+5,6-4 + 7,4 + 3,8 -7,41+ 6 

~ -- -

60. Aufgabe a) Der Fachwerktrager der Abb. 454 wird rechts bei A 
durch eine Pendelstiitze, links bei B und C durch Rollenlager gestiitzt. Die 
Knotenpunkte des Obergurtes tragen Lasten wie eingezeichnet, P = 1 000 kg. 
Man gebe zuniichst die drei Auflagerkrăfte an, alsdann fiir die Stabspannungen 
einen Krăfteplan. Man beurteile die Fachwerkkonstruktion. 

Abb. 454. Abb. 455. 

Losung: Der Trăger besteht a.us einer Netzwerkscheibe, die durch drei 
Fiihrungen mit der Erde verbunden ist, die notwendige Bedingung fiir die statische 
Bestimrntheit ist somit erfiillt. Die Richtungen der Auflagerkrăfte A, B, C sind 
bekannt, sie stehen alle senkrecht zu den Auflagerflăchen . Den Zahlenwert C 
liefert am einfachsten eine Mornentengleichung fiir den Schnittpunkt von A 
und B als Mornentenpunkt, 

C.a..j2 -P·a-2P·3 a-2 P·5a- 2P·7 a - P·9a = 0, 
oder C= 20 P{2 = 28 000 kg rund . A und B liefert ein Krafteck, s. Abb. 455, 
K. M. 1 rom = 1600 kg. Man sieht, daG B ein Auflagerzug ist, an der Auf
lagerstelle muG deswegen eine Vorrichtung vorhanden sein, um den Trăger 
gegen Abheben zu sichern. Die Spannungen werden ohne Schwierigkeit durch 
einen Cremonaplan gefunden, da der Fachwerktrăger ja einfach ist; sie sind 
in der Tabelle in 1 000 kg eingetragen. 

Der vorliegende Trăger ist ein Schulbeispiel fiir eine unzweckrnăGige 
Tragkonstruktion. Man beachte die groGen Auflagerkrăfte A= 8 t, B = C 
= 28,5 t, noch dazu daG B ein Auflagerzug ist, ferner die hohen Zahlenwerte 
der Spannungen, beispielsweise S6 = 39 t. 

1 1 
2 

1 
3 

1 
4 

1 
5 

1 
6 

1 
7 

1 
8 

1 
9 

s 1+ 26,7 1 - 39 1 + 1,4 1 + 38 1 - 4,2 1 -35 1 + 4,2 1 + 32 1- 7,1 

10 11 
1 

12 13 
1 

14 15 16 17 

s -27 + 7,1 
1 

+ 22 - 10 
1 
- 1.~ + 10 +8 1-11,4 
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Aufgabe b) Man ermittle die Spannungen in dem Perrondach der 
Abb. 456, wenn P= 1500 kg. 

Losung: Das Dach besteht aus einer Netzwerkscheibe, durch drei Auf
lagerbedingungen mit der Erde verbunden. Bei der Auflagersăule wirkt ein 
Druck A nach oben, der Auflagerdruck bei B geht deswegen gleichfalls nach 

oben. Die Momentengleichung fiir B als Momentenpunkt liefert A = 1
3
6 R 

= 8 000 kg und deswegen B = 4 000 kg. Der Fachwerktrăger ist einfach, die 
mit einem Cremonaplan gefundenen Spannungen sind in die unten folgende 
Tabelle in 1 000 kg eingetragen. 

p 

p 

Abb. 456. Abb. 457. 

Aufgabe c) Welchen Vorteil hat die Dachkonstruktion der Abb. 457 
gegeniiber jener der vorausgehenden Aufgabe? 

Losung: An den Auflagerkrăften ăndert sich nichts, aus dem Krăfteplan 
bzw. der Tabelle sieht man aber, daB die in beiden Făllen besonders groBen 
Spannungen der Stăbe 10, 11, 14, 15 wesentlich kleiner werden. Dazu kommt 
noch die gefălliger wirkende Form des Daches. 

2 3 4 5 6 7 8 

b) - 4 -2,6 +4,1 o -3,3 - 3,2 +0,7 1+ 2,5 
c) - 4 -2,6 +4,1 o -3,3 - 3,2 +0,7 + 3,1 

9 10 11 12 13 14 15 

b) - 0,5 +4,7 -9,0 +3,0 -3 +4,7 - 4,5 
c) +0,5 +2,4 -7,5 +3,2 - 3 +2,4 - -2,4 

Aufgabe d) Abb. 458 gibt einen Drehkran; AA' ist die Drehachse, B 
ist der Schnitt der kreisformigen Rollagerbahn, natiirlich ist der Kran gegen 
Abheben gesichert. Um den unter dem EinfluB des Ladegewichtes Q ent
stehenden Auflagcrzug B zu vermindern, gleichzeitig auch um die Spannungen 
in einzelnen Stăben zu verringern, ist am andern Ende des Kranes ein Gegen
gewicht Q' angebracht. Der EinfluB des Eigengewichtes des Kranes ist durch 
die in den Knoten des Obergurtes angebrachten Lasten zum Ausdruck gebracht. 
Man ermittle die Auflagerkrăfte und Spannungen unter dem alleinigen Ein
flul3 1. des Eigengewichtes, wenn P=200 kg, 2. der Ladelast Q=6000 kg , 
3. des Gegengewichtes Q' = 4000 kg. Dann gebe man die nămlichen Grol3en 
an fiir den wirklichen Fall 4. der Entlastung, 5 . der Belastung. Man stelle 

16* 
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schlie.Blich 6. diese letzte Beanspruchung derjenigen bei fehlendem Gegengewicht 
gegeniiber. 

Losung: Der Kran ist ein statisch bestimmter Fachwerktrager (Netz
werkscheibe mit drei Auflagerbedingungen), und zwar ein einfacher. Die beiden 
Stiitzkrafte A und B gehen lotrecht; man ermittelt in den einzelnen Fallen 
immer zuerst B durch eine Momentengleichung fiir A als gedachten Drehpunkt. 

1. Die Momentengleichung 
-P·2 -2 P·1 +4P·O+ 4P·1 +3P·2 +P·3-B·1 =0 

liefert B = 9 P = 1800 kg 
nach abwarts und deswegen A= 

P 24 P = 4 800 kg nach aufwarts. Die 
Spannungen in 1 000 kg ersehe man 
aus der· Tabelle. 

fi 2. Die Momentengleichung lie-
fert B = 18000 kg nach abwarts und 
deswegen A= 24000 kg nach auf
warts. Spannungen in der Tabelle. 

3. Die Momentengleichung gibt 
B = 8 000 kg, diesmal nach aufwărts, 
und A= 4000 kg nach abwărts. 
Spannungen in der Tabelle. 

4. Im wirklichen Fali der Ent-
Abb. 458. lastung wirken gleichzeitig Q' und 

die P; man erhălt die gesuchten 
W erte durch Superposition, siehe Tabelle. 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 

.A 
B 

1 

1 

+0,2 
-0,3 
+2,0 
+1,9 
-2,2 

-0,2 
-1,5 
+1,1 
+0,8 
-2,4 

-1,1 
+0,5 
+0,6 
-1,4 
-0,6 

+0,5 
-0,6 

-4,8 
+1,8 

1 

1 

1 

2 

o 
o 

+18 
+ 13,5 
-17 

o 
o 

+ 13,5 
o 

-17 

o 
+ 13,5 

o 
-17 

o 

+ 13,5 
-17 

-24 
+18 

1 

1 
1 
1 

1 

1 

3 4 

+4 +4,2 
-5,6 -5,9 
-4 -2,0 

o +1,9 
+5,6 +3,4 

-4 -4,2 
o -1,5 
o + 1,1 
o +0,8 
o -2,4 

o -1,1 
o +0,5 
o +0,6 
o -1,4 
o -{1,6 

o +0,5 

1 
o -0,6 

-0,8 
-6,2 

5 6 

+ 4,2 + 0,2 
- 5,9 - 0,3 
+16 +20 
+ 15,4 + 15,4 
-13,6 -19,2 

- 4,2 - 0,2 
- 1,5 - 1,5 
+14,6 + 14,6 
+ 0,8 + 0,8 
-19,4 -19,4 

- 1,1 - 1,1 
+14 +14 
+ 0,6 + 0,6 
-18,4 -18,4 
- 0,6 - 0,6 

+14 
1+14 -17,6 -17,6 

-24,81-288 
+ 11,8 + 19:8 
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5. Der Fall der Belastung setzt gleichzeitige Wirkung von Q, Q' und 
der P voraus; siehe Tabelle. 

6. Die wirkliche Belastung ohne Gegengewicht, d. h. nur Q und die P 
wirken, ist die Superposition der Fălle 1. und 2. Man sieht, daB durch die 
Wirkung des Gegengewichtes der Auflagerzug B sowie die groBten Spannungen 
8 3 und S6 verringert werden. 

Aufgabe e) und f) Man ermittle die 
in der Fachwerkscheibe der Abb. ~59 auf
tretenden Spannungen 1. nach der Methode 
des unbestimmten KrăftemaBstabes, 2. nach 
der F o p p 1 schen Methode der imaginăren Ge
lenke. P=4000 kg. 

Losung zu e) Wenn man die Scheibe 
um 180° in der Ebene dreht, so geht sie im 
vorliegenden Belastungsfall samt der Be
Iastung in sich selbst iiber, es ist sonach 
S, = 83 , 86 = 88 , 85 = 87 usw. Man nimmt 
fiir 82 eine passend, sonst aher beliebig ge
wăhlte Strecke an, und zwar betrachtet man 
82 als Zugspannung. Nun kann man am 
Knoten I mit einem einfachen Krafteck 

p 

Abb. 459. 

81 und 86 ermitteln. Dann geht man zum Knoten IV iiber, wo 8 1 und 84 = 82 

bekannt sind und deswegen 85 und die als unbekannt zu betrachtende Kraft P 
mit einem Krafteck ermitteln lassen, siehe die durch gestrichelte Linien gegebene 
Hilfskonstruktion in Abb. 460. In diesem Krafteck ist P = 4000 kg durch eine 
Strecke 42,5 mm dargestellt, woraus sich nachtrăglich der KrăftemaBstab 
1 mm = 941 kg ergibt. Die iibrigen Spannungen ermittelt man durch Fort
setzung des Krăfteplanes. Man beachte noch, daB fiir einen Cremonaplan am 
Knoten IV die Krăfte im Uhrzeigersinn abzulesen sind und naturgemăB in 
dieser Reihenfolge P, S., 85 , 84 im Krafteck aneinander anschlieBen miissen. 

Abb. 462. 
Abb. 460. Abb. 461. K.M.1mm=200kg. 

Losung zu f) Nach der Fopplschen Methode der imaginăren Gelenke 
zerlegt man die Fachwerkscheibe in drei Einzelscheiben, so wie die Abb. 459 an
gibt. Alle drei Gelenke sind hier virtuell, das Gelenk ca liegt im Unendlichen. 
An der Scheibe b greift keine ăuBere Kraft an, es ist B = O, die Gleichung 

..--... 
( -18 a) wird ®a o+ ®c 0 =O, die Gelenkdriicke Gao und Go c gehen beide durch 
ab und bc, wodurch ihre Lage und Richtung bestimmt ist. Man schreibt fiir 

die Scheibe a die Gleichgewichtsbedingung an, hier \13 ţ ®o a ţ ®ca= O. Gca 
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muB durch ca gehen und sich mit P und Goa im gleichen Punkt schneiden, 
wodurch sich seine Richtung bestimmt, s. Abb. 461. Der letztangeschriebenen 
Gleichgewichtsbedingung entspricht der Krafteplan der Abb. 462, der die Zahlen
werte von Gca und Goa bestimmt und daraus die beiden Komponenten 86 und 86 
von Goa· Mit dem Bekanntsein von 86 und 86 ermittelt ein Cremonaplan die 
weiteren Spannungen. 

Aufgabe g) Die Fachwerkkonstruktion dt>r Abb. 463 ist ein Bestandteil 
der sogenannten Reichstagskuppel oder Zimmermannschen Kuppel, 
siehe spăter 86 sowie Abb. 585; sie ist durch die Fiihrungsstabe 21, 22, 23, 24 mit 
der Erde verbunden. Man ermittle die im Fachwerk auftretenden Spannungen 
unter dem EinfiuB der durch die Abbildung gegebenen Belastung P = 1000 kg. 

p 

Abb. 463. 

16 

lZ 

Abb. 464. 

L ă s ung: Die Konstruktion ist statisch bestimmt, man zăhlt acht Knoten
punkte und vier Auflagerbedingungen, die Zahl der Stăbe muB sein m = 2 · 8-4 
= 12, was auch zutrifft. Die Ermittlung der einzelnen Stabspannungen geschieht 
nach der Methode des unbestimmten KrăftemaBstabes mit Anwendung einiger 
Kunstgriffe. Man beachte nămlich, daB die Gleichgewichtsbedingung in wag
rechter Richtung erfordert 822 = 824 • Man nimmt fiir 822 eine passend gewăhlte 
wagrechte Strecke an und setzt dabei 822 ala Zugspannung voraus. Dann 
ergeben sich mit einem Krafteck am Knoten II' die Spannungen 86 und S13 • 

Am Knoten III muB in Richtung von Sa Gleichgewicht sein, was erfordert, 
daB Sa entgegengesetzt gleich der Projektion von 86 auf 83 ist. Am Knoten IV' 
ist 824 gleichgroB mit 822 anzutragen, selbstverstăndlich auch als Zugspannung; 
ein einfaches Krafteck liefert S8 und 815 • Am Knoten IV ist jetzt nur mehr 
84 und 87 unbekannt, beide sind wieder mit einem Krafteck zu finden; ebenso 
814 und 82a am Knoten III' und 82 am Knoten III, dann 85 und S, am 
Knoten II, ferner 82 1 und 8,6 am Knoten I' und schlieBJich die als unbekannt 
zu betrachtende ăuBere Kraft P am Knoten I. P ist aher bekannt und liefert 
deswegen nachtrăglich den KrăftemaBstab, 1 mm = 50 kg in Abb. 464, wodurch 
dann alle Spannungen bestimmt sind. Man wird bei der Zeichnung des .Krafte
planes nicht gleich im Anfang zu einem Cremonaplan kommen, weil man nicht 
von Punkt zu Punkt fortschreitend sondern sprungweise bald hier bald dort 
eine Spannung ermittelt hat . 

Aufgabe h) Wenn am Knotenpunkt 1 des Fachwerkes der Abb. 465 
oder 463 eine Kraft P1 angreift, s o wird man, um analytische Formeln fiir 
die auftretenden Spannungen zu erhalten, P1 in zwei Komponenten P1 II 
und P1 IV zerlegen. Man ermittle also noch die Spannungen unter dem Ein-
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fiuB von PJ IV und driicke dann alle Spannungen analytisch nach PrII und 
PI IV aus. 

Losung: Die Spannungen unter dem alleinigen EinfiuB von PI II ent
nimmt man dem Cremonaplan der Abb. 464 und trăgt sie in eine Tabelle ein . 
(Da fiir Pl II kein bestimmter Wert angegeben, so iiberlegt man: fiir PI II 
= 1000kg ist 8 1 =-1500kg gefunden, es ist also 8 1 =-1,5·PIII; ebenso 
fiir die iibrigen Spannungen.) 

Abb. 466. 

Wenn PI IV allein angreift, so wird eine Gleichgewichtsbedingung fiir die 
ganze Konstruktion in lotrechter Richtung liefern 8 21 = 8 23 . Man nimmt 8 21 

wieder als Zugspannung an und stellt es durch eine passend ausgewăhlte 
Strecke im Krăfteplan dar, s. Abb. 466, dann ermittelt man am Knoten I' die 
Spannungen 85 und 8,6 mit einem Krafteck und făhrt wie bei der vorigen 
Aufgabe weiter. Es ist also wegen des Gleichgewichtes des Knotens II die 
Projektion von 85 auf 82 entgegengesetzt gleich mit 82 • Am Knoten III' ist 
die Zugspannung 8 23 = 8 21 im Gleichgewicht mit 8, und 8 14 , so daB diese mit 
einem Krafteck zu ermitteln sind. Dann gewinnt man 83 und 86 am Knoten III, 
ferner 8, 3 und 82 2 am Knoten II', 8 1 am Knoten II, 84 und 815 am Knoten IV, 
88 und 82 4 am Knoten IV' und schlieBlich die als unbekannt zu betrachtende 
Kraft P1 IV am Knoten I, woraus sich der KrăftemaBstab bestimmt, 1 mm 
= 0,05 PI IV, weil P1 IV durch 20 mm dargestellt ist. Man kann nun alle 
Spannungen als Vielfache von P1 IV angeben und in die Tabelle eintragen. 

1 2 3 4 5 6 7 8 

()( - 1,.5 + 1,33 - 0,5 +0,67 + 2,4 - 2,06 + 1,2 '- 206 
{J - 0,5 +0,5 -0,25 + 0,5 +0,9 - 1,03 +0,9 1- 2:06 

13 14 15 16 
1 

21 22 23 24 

()( 1 + 0,5 - 0,67 +0,5 -1,33 1 - 2 +2 - 1 +2 
{J 1 + 0,25 - 0,5 +0,5 - 0,5 1 - 0,75 +1 - 0,75 + 2 

S; = ()( PI II+ {J p I IV· 

Angenommen, es greift am Knoten I eine Kraft PI mit den Komponenten 
PJ II = 6 000 kg und Pr IV= 3 000 kg an, so wird sie im Stab 1 die Spannung 

8, = - 1,5P1 II - 0,5 PI IV =- 9000 kg - 1500 kg= - 10f100 kg 

hervorrufen. 



Fiinfter Abschnitt. 

W esen statischer Aufgaben. 

61. Die Betrachtungen dieses Abschnittes werden allgemeine 
und zum Teil neue Gesetze bringen, die in recht vielen Făllen eine 
einfache Losung von statischen Aufgaben gestatten. Zugrunde gelegt 
wird diesen Betrachtungen ein Gebilde, das aus n materiellen Punkten 
zusammengesetzt ist, und zwar so zusammengesetzt, dal3 es entweder 
ganz starr ist oder aus einzelnen starren Teilen besteht, etwa wie 
der Korper der Abb. 467 aus zwei in der nămlichen Ebene liegenden 
und durch ein Achsengelenk verbundenen Scheiben. Die Zahl n der das 
betrachtete Gebilde bestimmenden materiellen Punkte sei unbeschrănkt, 
jedenfalls aher endlich; weiter ist vorausgesetzt, da13 es p Freiheits
grade hat. Fiir den Korper der Abb. 467 ist beispielsweise p = 4; 
fiir ein Gebilde, das aus zwei starren, durch ein Kugelgelenk ver
bundenen Korpern besteht, ist p = 9, da jeder starre Korper sechs 
Freiheitsgrade hat und durch ein Kugelgelenk im Raum drei Freiheits
grade genommen werden. 

Wenn das betrachtete Gebilde im Gleichgewicht ist, so kann 
man p gegenseitig voneinander unabhăngige Beziehungen zwischen 

den an dem Gebilde angreifenden ăuf3eren 
Krăften aufstellen. Beispielsweise fiir jede 
Scheibe des Ki:irpers der Abb. 467 die 
drei Scheibengleichungen, was zusammen 
sechs Gleichgewichtsbedingungen gibt; von 
diesen werden zwei zur Ermittlung der 

Abb. 467. beiden Komponenten des von II nach I 
wirkenden Gelenkdruckes gebraucht, so da13 

noch vier Gleichungen entsprechend der Zahl p = 4 der Freiheits
grade zur Ermittlung der an dem Scheibensystem angreifenden 
ăuBeren unbekannten Krăfte iibrigbleiben. 

Ist das Gebilde im Gleichgewicht, dann auch jeder einzelne mate
rielle Punkt. Man kann also fiir jeden Einzelpunkt zwei Gleichgewichts-
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bedingungen aufstellen, vorausgesetzt, daB das Gebilde eben ist; und 
drei, wenn es raumlich ist, oder auch nur eine einzige Gleichgewichts
bedingung, wenn es linear ist. Fiir das ganze System dieser n Punkte 
kann man sonach 2 · n bzw. 3 · n oder 1 · n, allgemein k · n gegenseitig 
voneinander unabhangige Beziehungen aufstellen, wo k = 1 fiir ein 
lineares Gebilde zu setzen ist, k = 2 fiir ein ebenes und k = 3 fiir 
ein raumliches. Mit Hilfe dieser kn Gleichungen kann man kn unbe
kannte GroBen, die mit dem untersuchten Gebilde in Zusammenhang 
stehen und daher in jene Gleichungen eintreten, ermitteln. In den 
praktisch vorkommenden Fallen werdcn diese unbekannten Gr6Ben 
Krafte sein, meistens Stabspannungen und Auflagerkriifte. 

An dem untersuchten Gebilde · greifen auBere Kriifte an und 
innere. Zwischen den auBeren Kraften miissen die oben schon er
wahnten p Gleichgewichtsbedingungen bestehen. Man beachte wohl, 
daB diese p Gleichungen hervorgegangen sind aus der Tatsache, daB 
das untersuchte Gebilde im Gleichgewicht ist. Da aber das Gleich
gewicht des Gebildes nur cine Folge des Gleichgewichtes jedes einzelnen 
materiellen Punktes ist, so miissen diese p Gleichgewichtsbedingungen 
in jenen angegebenen k n Gleichungen implizit schon enthalten sein. 
W enn man also diese p Gleichungen zur Ermittlung von p auBeren 
Kraften verwendet, dann hat man in Wirklichkeit von jenen kn 
Gleichungen bereits p verwendet, so daB nur mehr kn- p Glei
chungen fiir die Ermittlung der inneren Krafte allein iibrigbleiben. 
kn - p innere Krafte diirfen deswegen an dem untersuchten Gebilde 
angreifen, nicht mehr und nicht weniger, wenn die Aufgabe statisch 
bestimmt sein soll. Im Fall der Abb. 467 ist p = 4; wenn die beiden 
Scheiben aus n materiellen Punkten zusammengesetzt sind, dann kann 
man, da hier k = 2 ist, fiir das Gebilde 2 n Gleichgewichtsbedingungen 
aufstellen. In diesen 2 n Gleichungen sind dann die vier Gleichungen 
schon enthalten, aus denen man die je zwei Komponenten der Auf
lagergelenkdriicke A und B ermittelt, so daB fiir die Ermittlung 
innerer Krafte nur mehr 2 n- 4 Gleichungen zur V erfiigung stehen. 

Freilich wird die Losung illusorisch, wenn die Zahl n der mate
riellcn Punkte iiber die MaBen groB ist. Aber in diesem Falle verlangt 
auch niemand die von Punkt zu Punkt wirkenden inneren Krafte zu 
w1ssen. Praktisch werden diese inneren statisch bestimmten Krăfte 
doch nur dann erfragt, wenn sie als Stabspannungen, als Gelenk
driicke usw. auftreten. In diesem Sinn ist die Voraussetzung zu 
verstehen, daB die Zahl n der Punkte beliebig sein darf. 

Beispiel a) Das Gebilde der Abb. 468 ist eine Scheibe, bestehend 
aus den durch die Stabe 1, 2, 3 verbundenen materiellen Punkten I, 
Il, III. Es ist p = B, das Gebilde hat drei Freiheitsgrade, von den 
angreifenden auBeren Kraften diirfen also drei unbekannt sein, etwa 
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X1 , Y1 , X 2 , die dann ermittelt werden mit den drei Scheibengleichungen 
(44a) 

Die letzte Gleichung beniitzt den Momentenpunkt I. 
Fiir jeden der drei Punkte I, II, III kann man zwei Gleich

gewichtsbedingungen aufstellen, zusammen also sechs: 

X1 + 82 + 83 cos 30° = O 1 X2 - S3 cos 30° =O} X3 - 82 =O} 
Y1 + S3 sin 30° = O J Y2 - S1 - S3 sin 30° =O Y 3 + S1 = O 
Unter diesen kn = 6 Gleichungen sind die obigen p, die Scheiben
gleichungen, schon mitenthalten; man braucht beispielsweise nur die 
drei oberen oder die drei unteren Gleichungen addieren. Man kann 
somit aus den letztangeschriebenen Gleichungen nur mehr kn- p = 3 
U nbekannte ermitteln, d. s. die Stabspannungen S1 , 82 , 83 • 

3 

2 

r,~----a ------~~ 

Abb. 468. Abb. 469. 

Beispiel b) Der Dreiecksstabverband der Abb. 468 ist im 
Raum fest mit der Erde verbunden, so wie Abb. 469 darstellt. Hier 
ist p = 6, der Stabverband hat im Raum sechs Freiheitsgrade, von 
den an ihm angreifenden auBeren Kraften diirfen also sechs Be
stimmungsstiicke unbekannt sein; im vorliegenden Falle werden das 
die Spannungen der sechs Stiitzstabe sein, die fiir den Dreiecks
verband die Rolle von Auflagerkraften spielen. Oder man sagt, fiir 
jeden der drei Knotenpunkte I , II, III kann man drei Gleichgewichts
bedingungen aufstellen, zusammen neun, und aus diesen neun Glei
chungen die Spannungen 81 , 82 , S3 der Verbindungsstăbe sowie die 
Spannungen der sechs Stiitzstăbe finden. 

62. Fiir die folgenden Untersuchungen nehmen wir an, die je
weilige Aufgabe, die an dem untersuchten Gebilde angreifenden un
bekannten Krafte zu ermitteln, sei statisch bestimmt. Fiir diese 
gesuchten Krăfte bzw. fiir die n notwendigen Zahlenangaben zu ihrer 
Bestimmung hat man dann n Gleichungen. Beispielsweise ist im 
Fall der Abb. 467 fiir jeden der beiden Gelenkdriicke notwendig die 
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Angabe von zwei Zahlen, etwa der Horizontal- und V ertikalkomponente. 
H1 und V1 sind dann die beiden Bestimmungsstiicke oder notwendigen 
Zahlenangaben fiir den linken Gelenkdruck. 

Nach (37 c) sind die auftretenden Gleichungen alle linear in den 
Unbekannten. Seien letztere S1 , S2, . .. Sn genannt, so hat man im 
allgemeinen Fali fiir sie die n Gleichungen 

~2l.S1. ~ a~2 ~2 :-. • .' •• ~ ~2n.Sn. ~ ~2 ~ ~ (a) 

a11 S1 +a12 S2 + ... +a1 nS"+B1 _O} 

a" 1 S1 + an2S2 + ... + an"S"+B" =O . 

Dabei sind die Summanden B1 , B 2 , ••• Bn die von den gegebenen 
Krăften, die wir abkiirzend meist "Nutzlasten" nennen, herriihrenden 
Beitrăge. W enn man will, kann man sich jede ein
zelne dieser Gleichungen vorstellen als eine analytische 
Gleichgewichtsbedingung fur einen materiellen Punkt 
des untersuchten Gebildes oder fiir einen seiner Teile. 
Dann ist der in dieser Gleichung auftretende Sum
mand Bi der Beitrag der am jeweils untersuchten ma
teriellen Punkt oder Teil angreifenden bekannten Krăfte. 

Abb. 470. 

Fiir den Knotenpunkt V der Abb. 4 70, den man sich aus einem 
Fachwerk herausgegriffen vorstellen muB, wiirden beispielsweise die 
analytischen Gleichgewichtsbedingungen Iau ten: 

S1 ·cos45°-S3 ·cos45°-S4 + S" +P·cosa=O 

- S3 ·cos 45 °-P ·sin IX- G =O. 

Dann ist in der ersten Gleichung P ·cos IX und in der zweiten 
- P ·sin IX - G der Bei trag der gegebenen N utzlasten P und G. 

Die Si werden, wie auch bei diesem Beispiel gezeigt, meistens 
Stabspannungen sein, oder auch lauter ăuBere Krăfte, etwa Auflager
krăfte. Es soli deshalb im folgenden liber die Si gar keine andere 
Voraussetzung gemacht werden, als daB es eben unbekannte Krăfte 
bzw~ Zahlenangaben fiir solche sind. 

Fiir die Untersuchung dieses Gleichgewichtssystems werden die 
Determinantensătze, siehe Math. 1 40 bis 42 und 50, als bekannt 
vorausgesetzt. N ach ihnen geht man bei der Losung eines Systems 
von linearen Gleichungen 

a1 x+b1 y+c1 =0} 
a2 x + b2 y + c2 = O 

(b) 

aus von dem durch das Gleichungssystem gegebenen Schema, genannt 
"Matrix", 
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aus dem man drei Determinanten zweiten Grades bilden kann, nămlich 

i al el 1 

-~ a2 e2!' 

d. s. die Unterdeterminanten zu den einzelnen durch Punkte ange~ 
deuteten Elementen der fingierten dritten Zeile der obigen Matrix. 
Man erhălt als Losung 

• • - 1 /;1 el \._(al el 1. 1 al bl ~~ x.y.l-+1 1" 1 1"+1 ' , b2 e2 , 1 a2 c2 a2 b2 1 

wofiir man auch schreibt 

. . _)al bl el 1 
x.y.l-, 1' 

: a2 b2 e2 1 

(o) 

wo dann das rechts stehende Schema eine Abkiirzung ist fiir das 
Verhăltnis der drei aufeinanderfolgenden aus ihm bildbaren Determi
nanten zweiten Grades. 

Solange die letzte dieser Determinanten, nămlich D = ( a1 b2 - a2 b1), 

die Diskriminante des Gleichungssystems, von Null verschieden 
ist, erhălt man immer ein und nur ein System von endlichen Li.i
sungen x und y. 

Die angegebene Li.isungsmethode erweitert sich bei drei linearen 
Gleichungen mit drei Unbekannten 

a 11 x + a 12 y + a13 z + A1 = O} 
a21 x + a22 y + a23 z + A2 O 

a31 x + a32 y + asa z + Aa - O . 
Man geht aus von der Matrix 

a11 a12 

an a22 
a.a1 aa2 

al3 Al 

a23 A2 
asa Aa 

(d) 

und findet als Losung in der angegebenen abkiirzenden Schreibweise 

x:y:z:l= (e) 

0 a1 a32 a33 
wo wieder das rechts vom Gleichheitszeichen stehende Schema das 
Verhăltnis der vier aufeinanderfolgenden aus der Matrix bildbaren 
Determinanten dritten Grades ist. Oder wenn man nicht abkiirzt. 
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au ala Al aH a1a Al 

x:y:z: 1 =- a22 a2a A2 :+ a21 a2s A2 

aa2 asa A a aa1 asa A a 

all a12 Al au a12 
a., l 

a21 a22 A2 :+ a21 a22 a2s 

as1 aa2 Aa aa1 as2 asa 

Solange die letzte dieser Determinanten, die Diskriminante 

all al2 a1s 

D= a21 a22 a2a 

aa1 as2 asa 
oder in der Abkiirzung 

D=(a11 a22 asa), (f) 

von Null verschieden ist, erhălt man wieder stets ein und nur ein 
System von endlichen Losungen x, y, z. 

Man beachte, daB diese Diskriminante D frei ist von den 
Zahlenwerten A1 , A2 , A3 • Weiter beachte man, daB die nach 
der Formei (e) gefundenen Werte der Unbekannten linear 
sind in den Zahlenwerten A1 , A2 , A8 • 

Die Losung des vorliegenden Gleichungssystems (a) geht ent
sprechend aus von der Matrix 

au a12 ala · · · aln Bt 

a21 a22 a2a · · · a2n B2 
. . 

anl an2 an8 ... ann Bn 

anl an2 an8 ... ann Bn 

und gibt die Werte der Unbekannten in der Schreibweise 

1 

au a12 a1s · · · al n Bl 

S · S · · S · 1- a.l a22 a2s · · · a2n B2 
1' 2'" • •• n· - • (g) 

1 a~l· a,.2 ~n~ ·: • ~n~ Bn 

wo also wieder das rechts stehende Schema eine Abkiirzung fiir das 
V erhăltnis der n + 1 aufeinanderfolgenden aus ihm bildbaren Deter
minanten n ten Grades ist. Solange deren letzte, die Diskriminante 

D = (all a22 aas · · · ann), (h) 
von Null verschieden ist, hat man immer ein und nur ein System 
von endlichen Losungen 81 , 82 , ••• S,., d. h. der Ausnahmefall, der 
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sich ja durch die Losungswerte oo auszeichnet, ist ausgeschiossen. 
DaB dieser Ausnahmefall nicht zutrifft, wollen wir in den foigenden 
Zeilen immer annehmen, d. h. wir setzen stets D :z O voraus. 

Die Losung Si ergibt sich aus der Formei (g) bis auf das Vor
zeichen zu 

all a12 • ali-1 ali+l aln Bl 

Si: 1= a21 a22 a2i-1 a2i+1 a2n B2 :D 

an1 an2 ani-1 ani+1 . ann B .. 

oder (i) 

und ist sonach linear in den Beitragen B 1 , B 2 , ••• , da D vollstandig 
frei ist von diesen. Es IaBt sich sonach S; anschreiben 

Si= c1 B1 + c2 B 2 + ... + e.,B .. , (k) 
wo die Konstanten e1 , e2 , • • • e .. unabhangig sind von den Beitragen 
B 1 , B 2 , ••• B ... 

Nun sei ein Nutziastensystem gegeben, das zu den obigen Glei
chungen (a) die Beitrage 

B/, B2', ••• B .. ' statt B1 , B2 , ••• B., 
liefert, dann wird die Losung S/, S2', • • • dieses Gieichungssystems 
ausgedriickt durch die Formei 

S;' = e1 B1' + c2 B2 ' --f- ... + c,.B,.'. 
Und wenn ein zweites Nutziastensystem mit den Beitragen 

B/', B 2", ••• B.," statt B 1, B 2 , ••• Bn 
vorgeiegt ist, so wird die Losung durch die Formei 

S " B"+ B"+ + B" i = el 1 e2 2 • . . c.. n 

gegeben sein. Wenn nun die beiden Lastensysteme gieichzeitig an
greifen, aiso die Beitrăge 

B 1 = B/ + B/', B 2 = B 2 ' + B2", ••• B .. = B .. ' + Bn" 
zum Gleichgewichtssystem (a) Iiefern, so werden die Zahienwerte der 
gesuchten Krafte dargestellt sein durch 

Si= e1 (B/ + B/') + c2 (Bz' + B 2") + ... + c .. (B .. ' + B,.") 
=e1 B/+e2 B2'+ ... +c .. B,.' 
+ e1 B/' + e2 B2 " + ... + c .. B .. " 

d. h. si = S/ -+- S;". (I) 
Wenn man die Beitrage der gegebenen Nutziasten zu den Gleich

gewichtsbedingungen (a) kurzweg ais Ursachen bezeichnet und die 
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von ihnen hervorgerufenen Spannungen oder allgemein gesuchten 
Krăfte 81 , 82 , o o. 8 .. als Wirkungen, so kann man das eben Ge
fundene in kurzer Sprechweise zusammenhalten: 

Die Ursachen P1', P 2 ', o o . mit den Beitrăgen B/, B 2', o o o B 11' 

haben die Wirkungen 8/, 82 ', o o o 8n' hervorgerufen, die Ursachen 
P1", P 2", o o . mit den Beitragen B/', B 2", o . o B .. " die Wirkungen 
8/', 82", o . o 8"" und die Ursachen P1 , P 2 , o . . mit den Beitragen 
B/ -t- B/', B2 ' + B2 ", • • • Bn' + B.," die Wirkungen 81 ' + 8/', 
82 ' + 82", ••• 8n' + 8n", d. h. also 

die resultierende Wirkung ist gleich der Summe der 
Einzelwirkungen. (m) 

Man beachte wohl die recht wesentlichen Einschrankungen, 
unter denen dieser Satz bewiesen ist. Zunăchst einmal ist zwischen 
den Ursachen und Wirkungen ein linearer Zusammenhang voraus
gesetzt; dann von den Wirkungen, den Kraften 81 , 82 , ••• 8", daB 
sie immer die gleiche Richtung haben. Wlirde es sich nur um die 
Ermittlung von Stabspannungen in ebenen oder răumlichen Fach
werken handeln, oder allgemein um die Ermittlung der Zahlenwerte 
von Kraften, deren Richtung bekannt ist, dann ware der Satz ja 
vollstandig ausreichend. Beispielsweise geht liber ihn die Henne
bergsche Methode der Stabvertauschung, die auf dem bewiesenen Satz 
fuBt, nicht hinaus. 

63. Der vorausgehend entwickelte Satz liber die resultierende 
Wirkung soll fiir verschiedene Zwecke erweitert, ferner soll ihm eine 
prazise und gleichzeitig kurze Ausdrucksweise gegeben werden. Zu 
diesem Zweck wird ein Symbol eingeflihrt: wir wollen durch die 
Schreibweise (~) den Verein, die Gesamtheit der am untersuchten 
Kărper angreifenden gegebenen Krafte P 1 , P2 , ••• bezeichnen, und 
sprechen dann kurz vom Kraftesystem (~); durch die Schreibweise (®) 
das System der n gesuchten Krafte 81 , 8 2 , ••• 8"; und durch das 
"Kraftebild" (~) (®) den Verein der am untersuchten Kărper an
greifenden gegebenen N utzlasten P1 , P 2 , • • • un d gesuchten Krăfte 
81' 82 , ••• 8". Durch diese Schreibweise soll gleichzeitig zum Aus
druck gebracht werden, daB die 8 durch die P hervorgerufen wer
den, daB die 8 von den P abhăngen, also die P die Ursachen und 
die 8 die Wirkungen sind. Die Abhangigkeit der 8 von den P ist 
der allgemeinen Dberlegung wegen durch vektoriell-lineare Gleichungen 
von der Form 

all ®1 + a12 ®2 + · · · + a1n®n + !81 =O l 
a21®1 +a22®2+ ··o +a2"®"+lJ2=0 ~ (a) 

~n1 ®1'+ a,:2 ~2 + 00 · ·. -~ ~n~®,~ + ,Bn. .O J 
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vorausgesetzt. Jede dieser Gleichungen kann man, wenn man will, 
als Gleichgewichtsbedingung fiir einen der materiellen Punkte des 
untersuchten Korpers betrachten, oder auch als Gleichgewichts
bedingung fiir einen Teil des Korpers; es sind dann die B; die Bei
trage des gegebenen Krăftesystems P1 , P2 , • • • zu dieser Gleich
gewichtsbedingung. Von den S; ist nur vorausgesetzt, daB sie statisch 
bestimmbar sind. Man wird genau die gleiche Dberlegung anwenden 
wie in der vorigen Nummer, nur daB man jetzt vektorielle statt 
skalare GroBen hat und findet entsprechend wie dort: 

Kommt am untersuchten Gebilde unter dem EinfluB 
eines gegebenen Krăftesystems (~') das Krăftebild ('') (®') 
zustande und unter dem EinfluB eines anderen gegebenen 
Krăftesystems (~") das Kraftebild (~'') (S"), so rufen die 
vereinigt angreifenden Systeme (~') und (~") das Krafte-
bild (~' + $") (®' + ®") hervor; (b) 

oder kiirzer: 

Superponieren sich die Ursachen, dann auch 
die Wirkungen; die resultierende Wirkung ist 
gleich der graphischen Summe der Einzelwir-
kungen (0 

als Ausdruck fiir das Superpositionsprinzip. 
In der eben angefiihrten Vektorform wird der Satz selten zur 

Anwendung kommen. Die gesuchten Krafte Si, in der Regel als Stab
spannungen auftretend, haben von vornherein meist vorgeschriebene 
Richtung, beispielsweise als Stabspannungen, bieten also zunachst 
keinen AnlaB zur Einfiihrung von V ektoren. In diesem Falle geht 
eben die graphische Summe der Einzelwirkungen liber in eine gewohn
liche Summe. Fiir verschiedene Betrachtungen aber, es sei nur an 
das Seileck und an verwandte Aufgaben erinnert, wird die vektorielle 
Form des Superpositionsprinzips recht gute Dienste leisten. Siehe 
auch 49 liber die Ermittlung der Gelenkdriicke beim Dreigelenk
bogen. 

Es soll noch eigens darauf hingewiesen werden, daB das Super
positionsprinzip nur fiir lineare Wirkungen, d. h. solche, die durch 
lineare Gleichungen von den Ursachen abhangen, bewiesen ist. 

Sicher gilt also das Superpositionsprinzip im 
Gesamtgebiet aller statisch bestimmten Auf-
gaben. (d) 

Wie weit es fiir andere Gebiete der Mechanik herangezogen 
werden darf, soll an spaterer Stelle, wenn es zur Anwendung kommt, 
noch erortert werden. 
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Beispiel a) Man ermittle die Gelenkdriicke der Tragkonstruk
tion der Abb. 4 71 unter dem EinfluB der gegebenen Belastung. 
Q1 =8t, Qn=8t, Q1n=7t. 

Wenn man das Superpositionsprinzip anwendet, wird man zu
erst die Gelenkdriicke unter dem alleinigen EinfluB von Q1 ermitteln, 
siehe Beisp. 49 b ), und dann ihre W erte, wenn Q II allein angreift, 
siehe Beisp. 49c). In der gleichen Weise findet man die Gelenk
driicke unter dem alleinigen EinfluB von Q 1 II, s. Abb. 4 7 4 und die 
durch die feingestrichelten Linien gegebene Konstruktion in Abb. 4 71. 
Der resultierende Gelenkdruck ist an jeder Stelle gleich der graphi
schen Summe der gefundenen Einzeldriicke. Abb. 475 gibt schlieB
lich die Zahlenwerte und Richtungen der wirklichen Gelenkdriicke 
A, D, E, C und des Lagerdruckes B, ihre Richtung îst dann noch 
als Kontrolle in Abb. 4 71 eingetragen. 

Abb. 471. 

Abb. 472. Abb. 473. Abb. 474. Abb. 475. 
K. M. 1 mm =400 kg. K. M. 1 mm=400 kg. 

Anmerkung. Dem aufmerksamen Leser wird die Bedeutung 
des Superpositionsprinzips nicht entgangen sein. Es enthălt in sich 
alle anderen Sătze der Statik, wie etwa Resultantensatz, Arbeitssatz, 
Momentensatz. Seine Anwendung auf die Losung von statischen 
Aufgaben ist dementsprechend eine recht vielseitige. 

6(. Charakteristisch fiir ein System von n linearen Gleichungen 
fiir n Unbekannte ist die Tatsache, daB es, abgesehen vom Aus
nahmefall, stets eine und nur eine Losung gibt. Hat man somit 

Egerer, lngenieur-Mechanik. 1. 17 
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irgendwie eine Losung fiir es erhalten, gleichgiiltig, ob man sie durch 
Erraten oder besser gesagt durch Vermuten und durch nachheriges 
Probieren als richtig gefunden oder auf anderem W eg ermittelt hat, 
so muB diese auch die einzige und richtige Losung sein. In der 
Statik spielt dieser Satz vom moglichen Losungssystem: 

eine mogliche Losung von linearen Aufgaben 
ist gleichzeitig auch die wahre Losung, (a) 

eine wichtige Rolle, da alle statisch bestimmten Aufgaben zu linearen 
Gleichungen ftlhren und dabei den Ausnahmefall ausschlieBen. Be
sonders bei raumlichen statischen Aufgaben, und hier wieder meist 
bei Fachwerksaufgaben, gibt dieser Satz vielfach AnlaB zu recht 
einfachen Losungen. 

Das in den nachfolgenden Zeilen angegebene Verfahren (Kor
rekturverfahren) zur Losung linearer Gleichungen wird sofort klar, 
wenn zuvor seine Anwendung auf recht einfache bekannte Falle 
gezeigt wird. 

Der einfachste Fall, der schlieBlich bei jeder statischen Auf
gabe vorkommt, ist die Bestimmung des Vorzeichens der gesuchten 
statischen GroBe. Man nimmt bekanntlich von vornherein bewuBt 
oder unbewuBt ein bestimmtes Vorzeichen derselben an. Ergibt 
dann die Losung der Aufgabe ein negatives Vorzeichen fiir diese 
GroBe, so heiBt das nichts anderes, als daB das ange.nommene Vor
zeichen, d. i. der Richtungssinn der statischen GroBe, falsch war 
und nun entgegengesetzt zu nehmen ist. Die Korrektur der 
willkiirlichen Annahme des Vorzeichens erfolgt also durch 
die schlieBliche Losung. 

Die Methode des unbestimmten KrăftemaBstabes nimmt 
fiir eine passend ausgewăhlte Spannung Sk eine beliebige zu ihr 
parallele Strecke, setzt also voraus, daB die Strecke in einem zunăchst 
noch nicht bestimmten MaBstab die erwăhnte Spannung darstelle. 
Die gegebenen auBeren Krafte P betrachtet sie als unbekannt und 
sucht von ihnen eine, etwa PP nach Sk auszudriicken. Gelingt es, 
so bestimmt der bekannte Wert von P1 nachtrăglich den MaBstab 
von Sk und damit vom ganzen Krăfteplan. 

Weiter sei erinnert, wie man in der elementaren Algebra lineare 
Gleichungen auflost. Hat man etwa zwei solcher mit zwei Unbekannten, 
so wird man meist so verfahren, daB man deren eine wie eine be
kannte gegebene GroBe behandelt und die andere als gesuchte GroBe 
nach ihr ausdriickt. 

Der Vorgang bei dem zu beschreibenden Verfahren zur Auf
losung statischer Gleichungen ist ein ăhnlicher. Man geht wieder aus 
von dem System linearer Gleichungen 
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au Sl + al282 + ... + al"Sn + Bl =O 

a21 Sl + a22 82 + · · · + a2 n S n + B2 = O 
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(b) 

wo die Si die gesuchten GroBen sind, die gesuchten Wirkungen, die 
von den Ursachen Pi abhăngen. Es riihren sonach die Konstanten 
B 1 , B2 , .•• Bn des vorliegenden Gleichungssystems von einem ge
gebenen Krăftesystem (P) her. Nun verfăhrt man wieder ăhnlich 
wie bei der Entwicklung des Superpositionsprinzips, daB man fich 
nămlich das Kraftesystem (P) als aus zwei Einzelsystemen (P') und (P") 
zusammengesetzt denkt, daB also 

allgemein 

Man geht zunăchst aus vom Krăftesystem (P'), das die Beitrăge 

statt 

zum Gleichungssystem (b) liefert. Ferner gibt man einer der Un
bekannten, etwa Sk, einen beliebigen Wert Sk' und behandelt sie wie 
eine gegebene Nutzlast. Man hat dann das Krăftesystem P/, P2', ••• 

P m', Sk' oder in unserer Schreibweise das System (P', Sk') als System 
der Ursachen. Zwischen ihnen und den Wirkungen S/ besteht dann 
der durch die Gleichungen (b) gegebene Zusammenhang. 

Aus den n- 1 ersten Gleichungen kann man die iibrigen Un-
bekannten 

nach den P/ und nach Sk' ausdriicken. Man erhălt, weil ja Sk' be
liebig und daruit im allgemeinen falsch angenommen ist, wenn nicht 
ein Zufall auftritt, das natiirlich gleichfalls falsche Losungssystem 

(P', S/) (S'), 

wo diese kurze, unter dem N amen "Krăftebild" eingefiihrte Schreib
weise angeben soli, daB unter dem EinfluB der gegebenen Krăfte 
oder Ursachen 

die Wirkungen 

erzielt werden. 
Ein zweites Mal wăhlt man das Krăftesystem (P") mit den Bei-

trăgen 

und gibt der Unbekannten Sk den beliebigen Wert 81/'. Dann kann 
17* 
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man wieder alle iibrigen S/' nach den P;" und St ausdriicken und 
erhălt das gleichfalls falsche Losungssystem 

(P", St) (S"). 

Wir sind davon ausgegangen, daB das wirkliche Krii.ftesystem (P) 
sich aus den Teilsystemen (P') und (P'') superponiert, oder in an
derer Ausdrucksweise, daB diese beiden Teilsysteme Komponenten 
des wirklichen Systems (P) sind, daB also 

Pi . P/+P/'. 
Hat man zugleich die Werte s; und st so gewăhlt, daB sie 

Komponenten der gesuchten Kraft S" sind, daB also 

S"=Sn'+st, 
dann ist nach dem Superpositionsprinzip (63 c) auch 

Si= S/ + S;". (c) 
Die n te Gleichung des Systems (b ), die SchluBgleichung 

an 1 S1 + an 2 S2 + ... +an,. Sn + Bn =O, 
hat man noch gar nicht beniitzt. Wird S1 = S/ + S/', S2 = S2' + 
S2", • • • in sie substituiert, so gibt sie einen Zusammenhang zwi
schen Sk' und st, da ja die S/ und S/' alle nach s; und st aus
gedrlickt sind. 

Recht haufig wăhlt man als erstes Teilsystem (P, O) und als 
zweites (0, X). D. h. man ermittelt zuerst die Wirkung unter dem 
alleinigen EinftuB der wirklich auftretenden Nutzlasten, berlicksichtigt 
also die gedachte Nutzlast X nicht; in einer zweiten Rechnung, die 
graphisch oder analytisch erfolgen kann, wird man die alleinige 
Wirkung der gedachten Nutzlast X untersuchen, demnach die wirk
lich vorhandenen N utzlasten P 1 , P2 , • • • nicht beriicksichtigen und 
genau so vorgehen, wie wenn sie gar nicht vorhanden waren. Man 
wahlt sonach als Teilsysteme 

P/=Pi, Sk'=O und P/'=0, St=X, (d) 
dann werden alle gefundenen S/' proportional X sein, die S/ aher 
nur von den gegebenen Nutzlasten abhangig, die oben angegebene 
SchluBgleichung enthălt X als einzige Unbekannte und laBt sie er
mitteln. 

Beispiel a) Die Hennebergsche Methode der Stabvertauschung 
ist ein besonderer Fali des vorausgehend entwickelten Losungsver
fahrens. Sie greift von den unbekannten Kraften eine heraus, be
zeichnet sie mit X, und behandelt sie wie eine gegebene N utzlast, von 
der also die Spannungen Si des Fachwerkes abhăngig sind. Zuerst 
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ermittelt sie die Spannungen S/ unter der Voraussetzung, daB das 
Krăftesystem (P, O) ist, oder um mit dem eben eingefiihrten Begriff 
des "Teilsystems" zu reden, sie wăhlt P/ = Pi und Sk' =O; beim 
zweiten Mal sucht sie die W erte der Spannungen S/' unter der Vor
aussetzung, daB das Krăftesystem (0, X) angreift, sie wăhlt also 
alle P/' = O und Sk" = X. In der SchluBgleichung 

anl Sl + an2 82 + · · · + ann Sn + Bn =O 
ist als einzige Unbekannte nur mehr X vorhanden, die dann aus 
dieser Gleichung ermittelt werden kann. Aus der friiheren Ent
wicklung der Hennebergschen Methode wissen wir, daB diese SchluB
gleichung lautet 

S'+S"=O e • 
oder T.+X·u.=O. (e) 

Das vorausgehend entwickelte Verfahren soll auf die Losung 
von vektoriellen Gleichungen erweitert werden. Man geht wieder 
aus von der Gleichungsgruppe (63a) 

all 61 + a12 62 + · · · +al n 6n + fll = O 
a21 61 + a22 62 + · · · + a2 n 6n + !J2 =O 

und setzt fiir eine der Unbekannten, etwa 6k, einen beliebigen Wert 
6k' und statt der ll, beliebige W erte ll/. Dieser Annahme ent
sprechend muB 6k' wie eine gegebene Nutzlast behandelt werden, 
man hat daher nur mehr n- 1 Unbekannte, die Wirkungen 

6/, 6/ · · · 6/-11 61<1+1' • · · ®n', 
die man aus den ersten n- 1 Gleichungen ermitteln und nach den 
Ursachen '/ und 6k' linear ausdriicken kann. Das erhaltene Krăfte
bild (,', 6k') (6') ist natiirlich falsch. Und ebenso falsch wird das 
Krăftebild (,", 6/') (6") sein, das man erhălt, wenn man ll/' statt 
ll, wahlt und fiir 6k einen beliebigen W ert 6/'. Unter der Voraus
setzung nun, daB die gewăhlten Teilsysteme ('') und ('") Kompo
nenten des Systems der gegebenen Nutzlasten sind und ebenso 6k' 
und 6;' Komponenten von 6k, daB sonach 

'i='/ +'/' und (f) 
wird nach (63c) auch 

(g) 

Da die 6/ und 6/' alle sich nach den wirklich gegebenen Krăften 'i bzw. ihren Komponenten '/ und '/' sowie nach 6k' und 6t 
ausdriicken, wird die nte Gleichung des Systems, die SchluBgleichung 
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an1 el + an2 ®2 + ... + ann ®n + ll .. =o 
einen Zusammenhang zwischen ®k' und ®t liefern. 

Natiirlich laBt sich dieses Verfahren insofern verallgemeinern, 
als man zwei, drei usw. der Unbekannten beliebig wăhlt und zum 
SchluB dann zwei, drei usw. Gleichungen fiir diese speziellen Un
bekannten allein iibrig hat. An spăterer Stelle, bei der Zerlegung 
einer Kraft nach sechs Richtungen im Raum, wird davon Gebrauch 
gemacht. 

* 65. Die vorausgehenden, sehr allgemein gehaltenen Uberlegungen 
fur die Losungsmoglichkeit analytischer oder graphischer linearer 
Gleichungen bilden die Basis einer Losung, des Korrekturver
fahrens, das mit Vorteil angewandt wird und gegeniiber den bis
herigen V erfahren schneller und einfacher zum Ziei fiihrt bei Er
mittlung von Krăften, die gleichzeîtig nach Richtung und Zahlen
wert unbekannt sind, beispielsweise der Gelenkdriicke von Tragkon
struktionen von der Art der Abb. 476 und 477. 

Sei Sk eine der gesuchten GroBen, a1s Wirkung linear abhiingig 
von der Ursache vorausgesetzt, wie es praktisch bei gesuchten Krăften 
am Fachwerk zutrifft; der Allgemeinheit halber sei sie als Vektor 
gedacht, d. h. man kennt weder GroBe noch Richtung von ihr, nur 
ihren Angriffspunkt. Angenommen, Sk sei gefunden, und von ihr 
aus alle weiteren noch unbekannten Krăfte 

abgeleitet. Sie werden natiirlich gleichfalls linear abhăngig von Sk 
sein. Dann wird es immer am SchluB eine einfache Kontrolle geben, 
die letzte Gleichung des Systems (62a) oder (f>3a)- bei Fachwerken 
z. B. an den letzten Knotenpunkten, bei răumlichen Aufgaben durch 
die Affinitătsbeziehungen zwischen Grund- und AufriB usw. - meist 
in Form einer analytischen Gleichung 

oder einer graphischen 

welche die Richtigkeit der gefundenen Losung bestătigen soli. 
Diese graphîsche Kontrollgleichung wird meist die Bedingung 

wiedergeben, daB sich beim Krafteplan fiir den letzten Knotenpunkt 
das Krafteck, oder wenn man mehrere Kontrollgleichungen hat, daB 
sich die Kraftecke an den letzten Knotenpunkten schliefien so1len. 
Oder daB die letzte der gesuchten Krăfte S;, also S.,, durch einen 
bestimmten Punkt hindurchgehen soli usw. 
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Umgekehrt wird man urteilen: Wenn man fiir S" einen beliebigen 
W ert annimmt, der vom wahren W ert verschieden ist, dann wird 
selbstverstăndlich im Laufe der analytischen oder graphischen Be
rechnung der Unbekannten Si einmal ein Widerspruch kommen. Es 
werden die oben angegebenen Kontrollgleichungen nicht erfiiHt sein. 
Bei der graphischen Durchfiihrung der Losung werden beispielsweise, 
wenn man im Krăfteplan zum letzten oder zu den letzten Knoten
punkten .gelangt, die Kraftecke nicht mehr geschlossen sein. Oder es 
werden die letzten der gesuchten Krăfte nicht mehr durch einen 
vorgeschriebenen bestimmten Kontrollpunkt hindurchgehen usw. 

Der Gedankengang des Korrekturverfahrens ist recht einfach: 
Man nimmt eine von den gesuchten GroBen, etwa S", als bekannt 
an und behandelt sie dementsprechend wie die anderen gegebenen 
Nutzlasten. Dann ist das System (P, Sk) das Ursachensystem, von 
dem ausgehend man alle die iibrigen Unbekannten S1 , S2 , ••• S,. 
ermitteln soll. W enn etwa S" eine gesuchte Stabspannung ist, dann 
kann man verfahren, wie bei der Hennebergschen Methode bereits 
angegeben: man denkt sich den Stab, der S" trăgt, beseitigt und S" 
oder in anderer Benennung X als gegebene Nutzlast, die je an den 
Endpunkten dieses Stabes wirkt. Man hat dann die wirklichen N utz
lasten P 1 , P2 , ••• und die gedachte Nutzlast Sk, die zusammen ein 
System (P, Sk) bilden, aus dem das "Spannungsbild" (P, Sk) (S) hervor
geht, d. h. man wird die Spannungen Sv 82 , •.• S"_ 1 , S"+l' ... S,. 
als Wirkungen der Nutzlasten P 1 , P 2 , ••• Pm, S" ermitteln. 

Dieses System zerlegt man nun in zwei Gruppen oder Kompo
nenten (P', S"') und (P", St), d. h. Pi= P/ +Pf', S"= S"' + St, 
und erhălt dann zwei verschiedene Spannungsbilder (P', s;) (S') und 
(P", St) (S"), die jede einzeln fiir sich natiirlich falsch sind. Die 
im Verlauf der Untersuchung oder spătestens am SchluB vorhandene 
Kontrollgleichung, die fiir das wirkliche Krăftebild lauten wiirde 

tl + t2 + ... +tii= o, 
wird nun fiir das erste Krii.ftebild allein werden 

tr' + t/ + ... + t,.' ::z o, 
oder in anderer Form 

tr'+t/+ ... +t"'=!S'. 
Man beachte also: Wăre man vom wirklich angreifenden System 

(P, S") ausgegangen, Sk als bekannt vorausgesetzt, dann hii.tte man 
die richtigen W erte aHer 81 gefunden, und zwar mit Hilfe der ersten 
n - 1 Gleichungen allein, und die SchluBgleichung bliebe als Kontrolle 
iibrig, sie miiBte durch die gefundenen Werte aHer S1 erfiillt sein, 
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es diirfte sich kein Widerspruch ergeben. Umgekehrt wenn das Aus
gangssystem falsch ist, (P', s;) statt (P, Sk), und damit auch die 
dadurch bedingten S/, so wird die Kontrollgleichung einen "Wider
spruch" W' ergeben. Ebenso erhălt man fiir das andere Spannungs
bild (P", Sn") (S"), erzeugt durch das willkiirlich gewăhlte Ausgangs
system (P", S;'), einen anderen "Widerspruch", 

'l/' + 'l2" + • • • + 'ln" =tiV'. 
Nun sind ja die beiden Systeme (P', Sk') und (P", S;') als Kompo
nenten des wirklichen Systems (P, Sk) vorausgesetzt, d. h. ';='/ +'/' und ®k= e; +®;', 
dann ist nach (63 c) auch 

und ebenso 
oder 

('l/ + 'l/') + ('l/ + 'l/') + ... + ( )=0 
oder 

!S' + !S" =o. (a) 
Die letzte Gleichung, die Kontrollgleichung, gibt einen Zu

sammenhang zwischen Sk' und st. Natiirlich muB, wenn die Rech
nung richtig durchgefiihrt wurde, W' parallel W" sein. 

Fiir die besondere Wahl wie in (64d) 

sind wieder alle S;" und T/' und damit auch W/' proportional X. 
Entsprechend wird bei willkiirlicher Annahme einer weiteren 

Unbekannten S1 als auBere Kraft die durch die Ausgangssysteme 

(P', Sk', Sz') =~ (P, O, O), (P'', Sk", Sz") == (0, X, 0), 
(P'", S;'', Sz'") --- (0, O, Y) 

erzeugte Kontrollgleichung 

('l/ + 'l/' + 'l/") + ('l2' + 'l/' + 'l/") + ... + ( )=0 
bzw. 

!S' + !S" + !S"' = o. (b) 
W" und W"' sind den Unbekannten X und Y proportional, W' 

ist eine nur durch die Krafte P; bestimmte bekannte Gr6Be, so daB aus 
der graphischen Kontrollgleichung W" und W"' und damit X= Sk 
bzw. Y = S1 ermittelt werden kann. 

Man kann das Korrekturverfahren in eine Formei kleiden: 

Um linear abhăngige statisch bestimmte Krafte 
aufzufinden, mache man liber eine oder mehrere 
derselben eine mogliche willkiirliche Annahme. 



W esen statischer Aufgaben. 65. 

Die anderen gesuchten Krăfte ergeben sich dann 
durch Superposition der von den gegebenen Krăf
ten allein abhăngigen und der von der willkiirlich 
angenommenen Kraft allein abhăngigen Kompo
nenten. Eine einfache Kontrollgleichung ergibt 
dann analytisch oder graphisch die willkiirlich 
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angenommenen Krăfte. (c) 

Die Fopplsche Methode der Knotenpunktsbedingungen 
fiir die Ermittlung von Stabspannungen in einem Fachwerk ist 
ebenso wie die Hennebergsche Methode der Stabvertauschung eine 
spezielle Anwendung des Korrekturverfahrens. Wie diese denkt sie 
sich aus dem Fachwerk einen Stab k, den Laststab, herausgenommen 
und behandelt die in ihm wirkende Spannung S" = X wie eine ge
gebene Nutzlast. Dann sucht sie die Spannungen Ti unter dem 
alleinigen Einfl.uB der wirklichen Nutzlasten und die Spannungen U, 
unter dem Einfl.uB der gedachten Nutzlast X allein. Es ist wie bei 
der Hennebergschen Methode die wirkliche Spannung in jedem Stab 

Si=Ti+ui oder Si=Ti+Xui. (d) 
Bis hierher sind die W ege fiir die beiden V erfahren ganz gleich, 
sie trennen sich nur in der Ermittlung der Laststabspannung X. 
Das Fopplsche Verfahren nimmt keinen Ersatzstab zu Hilfe, sondern 
irgendeine der Gleichgewichtsbedingungen, die sich bei der Zeich
nung des Krăfteplanes an den letzten Knotenpunkten ergeben. Eine 
solche Gleichung ist im Sinn des Korrekturverfahrens dann die not
wendige Kontrollgleichung zur Bestimmung von X. 

Der allgemeine W eg zur Ermittlung von Stabspannungen mit 
Hilfe des Korrekturverfahrens wird iiberlegen: man behandelt die 
Spannung S" oder X des ausgewăhlten Laststabes k wie eine ge
gebene Nutzlast, die je an den Endknoten des Stabes angreift. Dann 
sucht man die Spannungen S/ oder Ti unter dem alleinigen Einfl.uB 
des wirklich gegebenen Nutzlastensystemes und die Spannungen S." 
oder Ui =X ui unter dem alleinigen Einfl.uB der beliebig angenom
menen Laststabspannung X. Man wird oder kann im V erlaufe der 
(graphisch oder analytisch durchgefiihrten) Reohnung zu einem Fach
werksteil kommen (Ersatzstab beim Hennebergsohen, Knotenpunkt 
beim Fopplschen Verfahren, allgemein ein ganz beliebiger Fachwerks
teil), an dem weniger unbekannte Krăfte angreifen als sich mit Hilfe 
der Gleiohgewiohtsbedingungen ermitteln lieBen, d. h. diese Gleich
gewichtsbedingungen sind fiir unsere als gegeben angenommene Last
stabspannung X eine Kontrolle, um ihren riohtigen W ert zu finden. 

Beispiel a) Man ermittle die Gelenkdriicke des Dreigelenk
bogens der Abb. 332 bzw. 4 76 mit Anwendung des Korrekturverfahrens. 
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Man betrachtet den ersten Gelenkdruck A als eine gegebene Nutz
last und zerlegt das System der (wirklich und gedacht) gegebenen Krăfte 

Qn QII, A oder in der symbo
lischen Schreibweise das Sy
stem (Q, A) in zwei Gruppen 
(Q, A') und (Q., A"), wo A' und 
A" Komponenten von A sind. 
Beide konnen beliebig ange
nommen werden. Natiirlich 
muB diese Annahme moglich 
sein: im vorliegenden Fall ist 

Abb. 4 76. es nicht gestattet, A' oder A" 
sowohl nach Richtung wie nach 

dem Zahlenwert beliebig anzunehmen, da ja durch die Annahme der 
Richtung schon der Zahlenwert mitbestimmt ist; A muB doch am 
linken Bogenteil mit der N utzlast Q1 und dem Gelenkdruck O im 
Gleichgewicht sein. 

Man ermittelt nun die Gelenkdriicke unter dem EinfluB von 
(Q, A'): durch A' ist auch der Gelenkdruck O' bestimmt und ebenso 
B', weil A' und B' sich auf der Resultierenden R von Q1 und QII 
schneiden miissen. In Abb. 476 ist A' parallel R angenommen, dann 
wird auch B' parallel dazu; da A' falsch angenommen war, wird 
auch der Gelenkdruck B' falsch sein, was sich dadurch zeigt, daB 
er nicht durch das Gelenk B geht. Eine zweite Konstruktion sucht 
die Gelenkdriicke unter dem EinfluB von (0, A") auf, d. h. man denkt 
sich die wirklichen Nutzlasten als nicht vorhanden, nur den wie eine 
N utzlast behandelten Gelenkdruck A": offenbar miissen die Gelenk
driicke alle in der nămlichen Geraden liegen, da keine Nutzlasten am 
Trăger wirken; man wăhlt A" durch die Gelenke A und O, dann liegen 
auch O" und B" auf dieser Geraden (strichpunktierte Konstruktion). 

Die Kontrollgleichung ist: A' und A" sind die Komponenten 
von A, dann auch B' und B" diejenigen des Gelenkdruckes B; er 
muB deswegen einmal durch den Schnittpunkt von B' und B" gehen, 
nach Vorschrift aher auch durch das Gelenk B, wodurch er bestimmt 
ist, und durch die Riickkonstruktion auch O und A. 

Beispiel b) Man lose Beisp. 63a) mit Anwendung des Korrek
turverfahrens. 

Man betrachtet wieder den Gelenkdruck A als gegebene Nutz
last und hat damit das Ursachensystem Q1, QII, QII1, A, in unserer 
symbolischen Schreibweise (Q, A), das man in zwei Gruppen (Q, A') 
und (0, A") teilt, wo also A' undA" Komponenten des Gelenkdruckes 
A sind. Von beiden kann die Richtung beliebig genommen werden, 
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der Zahlenwert bestimmt sich aus der Tatsache, daB der năchste 
Gelenkdruck D' durch das Gelenk D gehen muB. 

Man ermittelt zuerst alle Gelenk- und Auflagerdriicke unter dem 
alleinigen EinftuB von (Q, A') : durch das angenommene A' ist der 
Gelenkdruck D' bestimmt, zuerst im Lageplan der Abb. 477 seine 
Ri"htung, alsdann im Krăfteplan der Abb. 478 der Zahlenwert; durch 
D' und QII ist im Krăfteplan ihre ResuUierende R' bestimmt, die 
mit B' und E' im Gleichgewicht sein muB und damit auch die Richtung 
des Gelenkdruckes E', da er durch E und den Schnittpunkt von R' 
mit B' gehen muB, und sein Zahlenwert durch den Krăfteplan; 

schlieBlich ist aus dem Krăfteplan noch die Richtung von C' be
stimmt. Da A' falsch angenommen war, wird auch C' falsch sein, 
im Lageplan wird dieser Gelenkdruck nicht durch das vorgeschriebene 
Gelenk C hindurchgehen. 

Abb. 477. Abb. 478. 

Eine zweite Konstruktion ermittelt die Gelenkdriicke unter dem 
EinftuB von (0, A"), d. h. die wirklichen Nutzlasten werden als nicht 
vorhanden gedacht: offenbar miissen A" und D" in der gleichen Ge
raden liegen, da ja keine Nutzlasten an der Scheibe I angreifen; an 
der Scheibe II ist D" mit B" und E" im Gleichgewicht, nach dem 
Dreikrăftesatz bestimmt sich daraus die Richtung von E"; an der 
Scheibe III greifen nur E" und C" an, beide liegen in der gleichen 
Geraden; A" war falsch angenommen, es wird auch C" falsch sein 
und deswegen nicht durch das Gelenk C gehen. 

Kontrollgleichung: A' undA" sind die Komponenten von A, also 
auch C' und C" die Komponenten des Gelenkdruckes C, dieser muB 
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sonach einmal durch den Schnitt von C' und C" gehen und nach 
Vorschrift durch das Gelenk C, wodurch er zunăchst im Lageplan 
und dann durch Ubertragen auch im Krăfteplan bestimmt ist; durch 
Riickwărtskonstruktion bestimmt man daraus die anderen Gelenk
driicke und den Auflagerdruck B. 

* 66. Die vorausgehende Entwicklung des Korrekturverfahrens ist 
recht allgemein gehalten, um moglichst vi ele W ege fiir seine Anwendung 
offen zu halten. In der Mehrzahl aller Fălle aber ist der Gedanken
gang weitaus einfacher, auch wenn es sich um die Ermittlung von 
vektoriellen GroBen handelt, die also nach Zahlenwert und Richtung 
unbekannt sind. Von den gesuchten GroBen 81 , S2 , ••• Sn nimmt man 
Sk als bekannt an und zahlt sie zu dem System der gegebenen Krafte, 
so daB es jetzt heiBt (P, Sk). Dieses Ursachensystem zerlegt man 
gewohnlich in dil) Komponentensysteme (P, O) und (0, X), wo also 
Sk' =O und st =X ist. D. h. man ermittelt zuerst die unbekannten 
GroBen S/, S/, . .. S' k-v S' kH, . .. Sn' unter dem alleinigen EinfluB der 
wirklichen N utzlasten P1 , P2 , ••• , also unter der Voraussetzung, daB 
Sk =O ist. Und in einer zweiten Rechnung oder graphisch durch 
einen zweiten Krafteplan diese Unbekannten unter dem alleinigen 
EinfluB von X. In dieser zweiten Rechnung werden die Unbekannten 
alle proportional zu X sein. Durch die Kontrollgleichung findet man 
zunachst die Richtung und dann den Zahlenwert von X. 

Ein Beispiel wird den Gedankengang des Korrekturverfahrens 
klarer machen. In der Mechanik wird oft die Aufgabe behandelt, 
ein n-Eck zu konstruieren, dessen Ecken auf n gegebenen Geraden 
g1 , g2 , ••• g,. liegen, und dessen Seiten durch n gegebene Punkte 
U1 , U2 , • •• Un gehen. Beispielsweise bilden die aufeinanderfolgenden 
Gelenkdriicke von Tragkonstruktionen von der Art der Abb. 4 76 und 
4 77 solche n-Ecke. Die Aufgabe wăre sicher recht einfach weiter 
zu losen, wenn man eine Seite schon hătte. Sei diese S1 , dann i8t 
die năch8te Seite S2 dadurch be8timmt, daB 8ie durch den Schnitt
punkt von S1 mit der vorgeschriebenen Geraden g1 80wohl als auch 
durch den vorge8chriebenen Punkt U2 gehen muB. In der gleichen 
Wei8e ergibt 8ich fortlaufend 83 , S4 , ••• S,.. Alle die8e Seiten S2 , S3 , ... Sn 
8ind 80 linear abhăngig von 81 . W enn man diese n Seiten al8 Krafte 
auffaBt, etwa als Gelenkdriicke durch die vorge8chriebenen Punkte, 
die "Gelenke" U1 , U2 , ••• U,., 8o erhălt man nach dem Korrektur
verfahren eine recht einfache Lo8ung. Man nimmt die er8te Seite 
al8 S/ ganz willkiirlich innerhalb der vorgeschriebenen Bedingungen 
an und erhălt fortlaufend durch Erfiillung der iibrigen Bedingungen 
die anderen Seiten 82 ', 83', .•• Sn'· Wenn man dann das n-Eck schlieBt, 
d. h. die Seite S1 ' mit Sn' auf der vorge8chriebenen Geraden zum 
Schnitt bringt, sieht man daB S,. nicht durch den vorgeschriebenen 
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Punkt Un geht, was ja zu erwarten war, da eben S1 ' falsch an
genommen ist. In der neuen Ausdrucksweise kann man sagen: Die 
Seite S/ bestimmt das Kraftebild (S/) (S'). Eine andere Annahme S/' 
fiir die erste Seite bestimmt das Kraftebild (S/') (S"). Auch bei 
dieser Annahme wird sich ergeben, daB Sn" nicht durch den vor
geschriebenen Punkt U" geht. Die wirkliche Kraft S1 kann man 
als Resultierende von S1 ' und S/' betrachten - es handelt sich 
nicht um die Zahlenwerte, sondern nur um die Tatsache, daB S/ 
und S/' durch den gleichen Punkt gehen wie Sv oder allgemein S;' 
und S/' durch den gleichen Punkt wie Si. Unter der Annahme, daB 
S1 die Resultierende aus S/ und S/' ist, muB auch Si die Resultie
rende aus S;' und S/' sein; die Kontrollgleichung heiBt dann, es muB 
S" die Resultierende aus Sn' und Sn" sein, d. h. die gesuchte Kraft S" 
geht einmal durch den Schnittpunkt von Sn' und Sn" als deren Re
sultierende und gleichzeitig der Vorschrift wegen durch den Punkt Un. 

Beispiel a) Abb. 479 lOst die Aufgabe fiir den Fall eines 
Fiinfeckes; die gegebenen Geraden, auf denen die Ecken des ge
suchten Fiinfeckes liegen sol
leu, gehen alle durch den glei
chen Punkt, dann ist die Auf
gabe sicher losbar. 

Die Richtung von S1 ' 

bzw. S/' ist beliebig gewahlt, 
in der Abbildung die fein ge
zeichneten Linien. Durch S/ 
ist S5' bestimmt, ebenso S5 " 

durch st. Beide schneiden 
sich in (V). S5 muB nun 
einerseits als Resultierende 
von S5 ' und S/' durch diesen · 
Punkt (V) gehen, andrerseits 
nach Vorschrift durch V. 

Beispiel b) Abb. 480 
Abb. 479. 

lost die gleiche Aufgabe an einem Dreieck; die drei vorgeschriebenen 
Geraden gehen durch den gleichen Punkt. 

Als Fall der Mechanik betrachtet ist diese Aufgabe beispiels
weise zu losen, wenn das zu einem gegebenen im Gleichgewicht be
findlichen Kraftesystem gesuchte Seileck durch drei Punkte gehen soll, 
oder beim allgemeinen Fall der Fopplschen Methode der imaginaren 
Gelenke usw. 

Man zieht ganz willkiirlich eine erste Seite S1 ' durch I, dadurch 
erhalt man ein bestimmtes S2' durch II und S3', welch letztere Seite 
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das Dreieck schlieBt; daB S/ falsch angenommen war, zeigt sich 
dadurch, daB Sa' nicht durch den Punkt III gehen wird. In der 

gleichen W ei se konstruiert man ein 
neues Dreieck S/', S2", S3". Die wirk
liche Seite Sa geht einmal als Resul
tierende von S3 ' und Sa" durch deren 
Schnittpunkt (III), dann nach Vorschrift 
durch den gegebenen Punkt III. Am 
einfachsten wird die Konstruktion, 
wenn man S/ durch I und II legt 
( das Dreieck artet zu einer Geraden 
aus) und das zweite Mal die erste Seite 
S/' parallel einer der Geraden, auf der 
sie sich mit S2 " schneiden soll, siehe 
Abb. 480. 

Beispiel c) Ist die vorausgehende 
Aufgabe auch losbar, wenn die drei Ge

raden g1 , g2 , Ua nicht durch den gleichen Punkt gehen? 
Nicht nach dem angegebenen Verfahren, da sie nicht linear ist. 

Die statische Auffassung der drei Geraden als Krăfte verlangt, daB 
diese miteinander im Gleichgewicht sind und deswegen durch den 
gleichen Punkt gehen. 

Au f ga b e a) Man zeichne ein Viereck, dessen Ecken auf vier vorgeschrie
benen Geraden g,, g2 , g3 , g4 liegen und dessen Seiten durch vier vorgeschriebene 

~ 
Abb. 481. 

Punkte I, II, III, IV gehen. 
Li:isung: Man zieht w:Jl

kiirlich eine erste Seite S,', 
daraus ergeben sich linear 82', 

83', 84'; die letztere Seite wird 
aher, da sie das Viereck 
schliel3en soli, nicht durch den 
Punkt IV gehen, au13er man 
hătte sie durch einen Zufall 
bereits so gefunden. Eine 
zweite Annahme S," liefert 
ebenso S/', Sa'', 84", auch letz
tere Seite geht nicht durch IV, 
wenn sie das Viereck schlieBt. 
Die wirkliche Seite S4 geht 
dann wieder durch denSchnitt
punkt (IV) von 84' und 8.'' 

sowie nach Vorschrift durch IV und ist dadurch bestimmt und deswegen riick
wărts auch die iibrigen Seiten, s. Abb. 481. 

Au f g a b e b) Diirfen die vier Geraden und die vier Punkte der vorigen 
Aufgabe beliebig in der Ebene liegen? 

Li:isung: Nicht, wenn man die Aufgabe auf die angegebene Weise liisen 
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will. Im allgemeinen ist die Aufgabe ilichtlinear, nur bei besonderer Lage 
der Punkte und Geraden darf sie als statische Aufgabe betrachtet werden. 

Au f g a b e c) Ei ne Ger ade soll durch einen vorge~chriebenen Punkt A so 
gelegt werden, daB sie auch noch durch den schwer zu erreichenden Schnitt
punkt von zwei gegebenen Geraden geht. 

Erste Li.isung: Die vorliegende Aufgabe gestattet wie so viele projektiv
geometrische eine einfache Li.isung, hier mit Hilfe des Seileckes, wenn man die 
gegebene Gerade wie auch die gesuchten als Krăfte ansieht, und zwar die ge
suchte P als Resultierende der beiden gegebenen P 1 und P 2 • Wegen (3S b) miissen 
die Endstrahlen des Seileckes auf der gesuchten Geraden sich schneiden, siehe 
Abb. 482. Man legt also ein erstes Seileck so, daB seine Endstrahlen durch 
den Punkt A gehen. Im Krăfteplan trăgt man vom Pol O aus die drei Pol• 
strahlen parallel den Seileckseiten an und ebenso die Krăfte P1 und P2 parallel 
den gegebenen Geraden, dann ergibt sich die Resultierende P; eine Parallele 
zu ihr im Lageplan ist die gesuchte Gerade. 

Abb. 483. 

Z w ei te L i.i sun g: Oder man zeichnet noch ein zweites Seileck derart, 
daB die Schnittpunkte B und C entsprechender Seileckseiten auf den gegebenen 
Geraden P 1 und P 2 liegen - man ist dann vollstăndig unabhăngig von der 
GrăBe der gedachten Krăfte, fiir den W ert P 1 = O und P 2 = O wăre die Ge
rade E B C das ausartende Seileck -, dann bestimmen dessen Endstrahlen einen 
weiteren Punkt D der gesuchten Geraden. 

67. Wenn man eine statische Aufgabe analytisch lost, so werden 
die n gesuchten statischen GroBen 81 , 82 , ••• Sn, die in diesen Auf
gaben auftreten, durch ein System von n linearen Gleichungen von 
der Form (62 a) gelost. Dieses System hat stets eine und nur eine 
Losung, wenn seine Diskriminante D von N ull verschieden ist. 

Die Losungen S; erscheinen nach (62 i) in der Form 

S;=D;:D, 
wo D die Diskriminante des Gleichungssystemes ist. Sie ist von 
der Belastung, d. h. von den gegebenen Krăften P 1 , P2 , • • • und von 
ihren Beitrăgen B 1 , B 2 , • •• Bn zum Gleichungssystem vollstăndig un
abhăngig, die D; aher sind durch diese Beitrăge, also durch die 
ăuBeren Krăfte, wesentlich bestimmt. D; lăBt sich entwickeln und 
in der Form 
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Di = b1 B 1 + b2 B 2 + ... + b .. B .. 

anschreiben, und wenn man die Beitrage B nach den Nutzlasten P 
ausdriickt, in der Form 

Di = P1 Pl + P2 p2 + · .. ' (a) 
so daB sich die Spannung Si des Stabes i in der Form 

S.=P1p1 +P2p2 + · ·· 
' D (b) 

anschreihen laBt. 
Wird nun D =O, so hat man den Ausnahmefall; es werden 

die Si entweder einen unendlich groBen oder einen unhestimmten 
Wert annehmen; letzteren nur dann, wenn von den Nutzlasten P 
alle diejenigen, die im Zahler von Si auftreten, den W ert O an
nehmen, weil dann Si in der Form O: O erscheint. Im allgemeinen 
Belastungsfall aher, den wir uns dadurch herstellen, daB wir uns die 
P alle von O verschieden denken, wird der Ausnahmefall dadurch 
charakterisiert, daB jede Spannung den W ert oo annimmt. Alle 
Stahspannungen werden sonach im allgemeinen Belastungsfall un
endlich groB, wenigstens theoretisch, wenn wir davon ausgehen, daB 
das untersuchte Gehilde starr ist. In W ahrheit kommt natiirlich 
dessen elastisches V erhalten zur Geltung, und zwar in der W eise, daB, 
wenn eine der (soeben als unendlich groB gefundenen) Krăfte einen 
ungewohnlich groBen W ert erreicht, eben eine solche Formanderung 
des Gebildes eintritt, daB die ganze Untersuchung ihre Grundlage 
verliert, und man dementsprechend das oben gefundene Resultat 
nicht auf das Gebilde anwenden darf. Immerhin kann man aher 
sagen, daB der Ausnahmefall mit dem Auftreten gefahrlich 
groBer Spannungen verhunden ist. 

Ein in der Praxis auftretender :Fali ist 
durch Abb. 484 oder 488 wiedergegeben. Man 
denke beispielsweise an die Aufhăngung von 
elektrischen Bogenlampen an Drăhten, die eine 
StraBe iiberqueren. Jedenfalls hătte man es, 
um das Schaukeln der Lampen zu vermeiden, 

Abb. 484. gerne, wenn diese Drahte ganz horizontal wăren. 
Das ist natiirlich unmoglich, es wird der Draht 

an der Aufhăngestelle immer einen Knick haben, die beiden Draht
seile werden mehr oder weniger geneigt gegeneinander sein. 

Wir wollen einmal annehmen, was aher praktisch unmoglich ist, 
daB die Kraft P der Ahh. 484 mit den beiden unbekannten Krăften 
S1 und S2 im Gleichgewicht ist. Dann wiirden sich fiir S1 und 82 

die Werte oo ergeben. Man wird die Uherlegung einer friiheren Stelle 
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wiederholen, indem man sich die beiden Krafte 81 und 82 unter 
einem sehr kleinen Winkel Y gegeneinander geneigt denkt, s. Abb. 485 
und 486. Je geringer dieser Neigungswinkel ist, desto mehr nahern 
sich 81 und 82 dem w ert oo. 

~ 
Abb. 485. Abb. 486. Abb. 487. 

Analytisch kommt man an Hand der Abb. 484 zu folgendem 
Result.at: Die Gleichgewichtsbedingungen in der wag- und senkrechten 
Richtung sind 

81 cos a -- 82 cos a + H = O 

81 sin a - 82 sin a + V = O, 

wenn H und V die Komponenten von P sind. Die Diskriminante 
des Gleichungssystems ist hier 

D = j cos a -cos a 1

1 
= 0 , 

1 sin a -sin a 

es ist der Ausnahmefall vorhanden. Die Losung der Gleichung 
wiirde liefern 

81 : 82 :l=ic~sa -c~sa Hj=[c~sa Hf:[c~sa H[:[c~sa 
: sm a - sm a V[ 1 sm a V : 1 sm a V 1 1 sm a 

cos a: 
• 1 

sm cx i 

=(Vcos a- Hsin a): (V cos a- Hsin a): O 

oder 82=00. 

Abb. 487 gibt einen Sonderfall des Ausnahmefalles, wenn namlich 
die Kraft P in die Richtung der beiden Unbekannten falit. Es wird 
V : H = tg a oder V. cos a = H · sin a und daruit die Losung 

81:82:1=0:0:0, 

d. h. die Werte von 81 und 82 bleiben unbestimmt, unbestimmt 
wenigstens fiir die Hilfsmittel, die die Statik starrer Korper zur 
Verfiigung hat. Das lehrt auch die unmittelbare Betrachtung der 
Abb. 487. Man hat eine Gleichgewichtsbedingung in Richtung der 
Krafte, P + 81 - 82 = O, wăhrend die andere in Richtung senkrecht 
zu ihnei). O =O oder identisch Null wird. Fiir die beiden Un
bekannten 81 und 82 hat man demnach nur eine einzige Gleichung, 
die Aufgabe ist statisch unbestimmt. 

Der Ausnahmefall tritt in der Statik meist in folgenden For
meu auf: 

Egerer, Ingenieur-Mechanik. 1. 18 
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die gegebene Kraft P soll mit zwei in der nămlichen Geraden 
liegenden Kraften 81 und 82 im Gleicbgewicht sein, obne selbst 
in dieser Geraden zu liegen, s. Abb. 484; 

die gegebene Kraft P soll im Gleichgewicht sein mit drei in der 
nămlichen Ebene liegenden Krăften P1 , P2 , P8 , ohne selbst in 
dieser Ebene zu liegen; 

die gegebene Kraft P soll im Gleichgewicht sein mit drei durch den 
nămlichen Punkt gehenden gesuchten Krăften P1 , P2 , P3 , ohne 
selbst durch diesen Punkt zu gehen; 

einige weitere Ausnahmefălle sind an spăterer Stelle noch zu be
sprechen. 

Die beim Ausnahmefall auftretenden Formănderungen sollen an 
einem speziellen Beispiel besprochen werden. Man denke sich zwei 
Stăbe, s. Abb. 488, die unter sich und an den Enden mit der Erde 

durch Gelenke verbunden sind. Die End-

Abb. 488. 

gelenke sind als unnachgiebig vorausgesetzt. 
Unter dem EinfluB der Kraft P werden die 
beiden gewichtslos gedachten Stăbe, die vor
her genau wagrecht waren, sich in der Mitte 
um die Strecke ~ senken. N aturgemăB wer

den die beiden Stăbe sich auch etwas verlăngern, und zwar jeder 
um L1l. Dann besteht zwischen diesen Formănderungen ~ und L1l 
die Beziehung 

(l + L1l)2 = ~2 + l2 oder 2 l· L1l + (L1l)2 = b2, 

oder wenn man auf der linken Gleichungsseite den sehr kleinen 
Summanden (L1l)2 gegeniiber 2 l· L1l vernachlăssigt, 

(c) 
Man beachte diese Formei; sie sagt: wenn ~ sehr klein ist, dann 
ist L1l = ~2 : 2 l erst recht klein. Bei der Annahme l = 1 m und 
b = 1 cm wăre beispielsweise L1l = 1 cm 2 : 200 cm = 0,05 mm. In der 
Sprechweise der Differentialrechnung sagt man auch, wenn b un
endlich klein von der ersten Ordnung ist, dann ist L1l unendlich klein 
von der zweiten Ordnung. Man kann also L1l vernachlăssigen gegen
iiber b und (natiirlich nicht ganz einwandfrei richtig) sagen: 

Im Ausnahmefall treten bei einem Stabverband Form
ănderungen ein, ohne daB die Stăbe selbst Lăngen-
ănderungen erfahren. ( d) 

Diese Beziehung, die entsprechend auch bei anderen Ausnahme
făllen zutrifft, driickt sich auch aus in der Sprechweise: der Stab
verband ist "wackelig". 
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Da der Kraft P im Ausnabmefall nur durcb unendlich groBe 
Widerstande Gleicbgewicbt gebalten werden kann, solche praktiscb 
aher nicht auftreten ki:innen, wird die Kraft P immer eine Form
ănderung so lange bervorrufen, bis der Ausnabmefall verschwunden 
ist. Das Bild des starren Korpers ist also mit dem Ausnabmefall 
nicbt vereinbar. Praktisch wird im Ausnabmefall unter dem Ein
fluB einer endlichen Belastung eine sehr groBe Kraft (eine gefăhrlich 
oder unzulassig groBe Kraft sagen wir besser) statt einer unendlich 
gro.Ben Kraft auftreten. 

Tritt der Ausnabmefall, der natlirlich zu vermeiden ist, in der 
Praxis auf, so ist er mit Hilfe der Festigkeitslehre zu bebandeln. 

Beispiel a) Beweise: 

Der Ausnabmefall ist bei einem Fachwerk unabbăngig 
von der Belastung, d. h. nur durcb die Fachwerkkon-
struktion gegeben. (e) 

Damit der Ausnahmefall fiir irgendeine Belastung auftritt, muB 
eine der Spannungen den W ert oo baben. Das ist nach (b) nur 
moglicb, wenn die Diskriminante des Gleicbungssystems O ist. Dann 
bat aher auch jede andere Spannung einen unendlicb gro.Ben oder 
unbestimmten Wert, je nachdem der Zăhler Di einen endlicben Wert 
bat oder den Wert O. 

Wenn also eine der Spannungen des Stabverbandes un
endlicb groB wird, dann haben alle Spannungen entweder 
einen unendlicb gro.Ben oder einen unbestimmten Wert. (f) 

Nun ist weiter zu beachten, daB die Diskriminante D voll
stăndig frei ist von den Beitrăgen B der ău.Beren Krăfte; wenn sie 
sonacb fiir irgendeine Belastung den Wert O bat, dann auch flir jede 
Belastung, da sie ja von dieser vollstăndig unabbăngig ist. Dann 
miissen also bei jeder beliebigen Belastung die Spannungen unendlicb 
oder unbestimmt werden, wenn sie bei irgendeiner Belastung un
endlicb groB werden. 

Beispiel b) Beweise: 

Im Ausnabmefall konnen aucb 1m belastungsfreien Zu
stand Spannungen auftreten. (g) 

Man gebt wieder aus von der Formei (b); wegen des Aus
nabmefalles muB D =O sein, ferner miissen nacb (a) wegen des be
lastungsfreien Zustandes alle D; verscbwinden; es muB sonacb sein 

S1 : S2 : ••• : 1 =o: o: ... : o, 
18* 
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d. h. die Spannungen werden alle unbestimmt, es kann also im Stab i 
eines Ausnahmefachwerkes jede beliebige Spannung s, auftreten. 

Beispiel c) Beweise: 

Wenn ein Fachwerk fiir irgendeine Belastung statisch 
bestimmt ist, dann auch fiir jede Belastung. (h) 

J edenfalls muB die allgemeine Bedingung m = 2 n- 3 fiir die 
Fachwerkscheibe bzw. m = 2 n- p fiir einen Fachwerktrager im 
voraus erfiillt sein, wenn das Fachwerk statisch bestimmt sein soll; 
ist die Zahl m der Stabe groBer als diese Bedingung verlangt, dann 
ist ohne weiteres unabhangig von der Belastung das Fachwerk sta
tisch unbestimmt. Der Beweis kann sich jedenfalls nur beziehen 
auf den Ausnahmefall, der ja auch zum statisch unbestimmten Fach
werk zahlt und der auftreten kann, auch wenn die obige Be
dingung iiber die notwendige Zahl der Stabe erfiillt ist. 

Wenn ein Fachwerk fiir irgendeine Belastung statisch bestimmt 
ist, dann muB in jedem Stab eine endliche und bestimmte Spannung 
auftreten, was wegen (b) zur Voraussetzung hat, daB die Diskri
minante D des fiir die Spannung aufzustellenden Gleichungssystems 
vori O verschieden ist. Nun ist aber D vollstandig unabhangig von 
der Belastung und n ur durch den Aufbau des Fachwerkes gegeben; 
wenn also einmal D einen bestimmten Wert hat, dann behalt es diesen 
fiir jede beliebige Belastung. Ist sonach fiir irgendeine Belastung 
D von O verschieden, dann auch fiir jede Belastung, bei jeder Be
lastung treten dann endliche und bestimmte Werte fiir die Spannungen 
auf, d. h. 

das Fachwerk ist statisch bestimmt, wenn bei 
irgendeiner Belastung endliche und bestimmte 
Werte in jedem Stab auftreten. (i) 

Beispiel d) Beweise: 

Die Stabe eines statisch bestimmten Fachwerkes sind 
spannungslos, wenn keine auBeren Krafte angreifen. (k) 

Damit das Fachwetk statisch bestimmt ist, muB, abgesehen 
von der fiir die Stabzahl notwendigen Bedingung, die Diskriminante 
D der Formei (b) von O verschieden sein. W enn keine auBeren 
Krafte angreifen, dann nehmen alle Di den Wert O an und damit 
auch alle Spannungen 81• 

Beispiel e) Beweise: 

Wenn beim Fehlen auBerer Krafte die Stabe eines Fach
werkes stets spannungslos sind, dann ist dieses statisch 
bestimmt. (1) 
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Selbstverstandlich ist vorausgesetzt, daB die fiir die Stabzahl 
notwendige Bedingung erfiillt ist. Damit die Stabe alle spannungs
los sind, d. h. die s, alle den Wert O haben, ist nach Formei (b) 
Bedingung, da.B neben den D,, die ja alle wegen der fehlenden Be
lastung den W ert O haben, nicht auch noch die Diskriminante D ver
schwinden darf, weil ja sonst unbestimmte W erte fiir die Spannungen 
auftreten wiirden. Es mu.B also D von O verschieden sein, d. h. 
das Fachwerk ist statisch bestimmt. 



Sechster Abschnitt. 

Statische Aufgaben des Ranmes. 

Elementaraufgabe der răumlichen Krăftezerlegung. 

68. Ein materieller Punkt im Raum hat drei Freiheitsgrade; wenn 
er im Gleichgewicht ist, kann man drei Gleichgewichtsbedingungen auf
stellen und daraus drei Unbekannte ermitteln. Wenn an ihm das 
Gleichgewichtssystem P1 , P2 , Pa, P4 angreift, dann ist gefragt, welche 
Zahlenangaben fiir die vier Krăfte diirfen unbekannt sein, wenn man 
noch in der Lage sein soll, diese Unbekannten aufzufinden. Zur 
Bestimruung einer Kraft iru Rauru gehoren, wenn ruan ihren Angriffs
punkt schon kennt, drei Zahlenangaben. Entweder man gibt ihre 
drei Koruponenten in den Grundrichtungen an (analytische Rechnungs
weise) oder ihren Zahlenwert und die Richtung durch zwei weitere 
Zahlenangaben (graphische Rechnungsweise: Richtung iru GrundriB 
und AufriB und Zahlenwert). 

Es kann also von den vier angegebenen Krăften etwa P4 vollstăn
dig unbekannt sein, dann braucht man drei Zahlenangaben zu ihrer Er
mittlung, und diese drei Zahlenangaben werden von den Gleichgewichts
bedingungen fiir den materiellen Punkt geliefert. Im wesentlichen 
ist diese Aufgabe die gleiche, wie wenn man die Resultierende R 
der drei gegebenen Krăfte P 1 , P 2 , Pa aufsuchen soll, weil eben R 
entgegengesetzt gleich ist zu P 4 • Oder es kann von Pa der Zahlen
wert unbekannt sein und von P4 die Richtung, was wieder drei Zahlen
angaben erfordert usw. 

In praktischen Făllen ist rueist die Aufgabe gestellt: Von den 
vier im Gleichgewicht befindlichen Krăften P, P 1 , P2 , Pa sind nur die 
Zahlenwerte PP P 2 , P 3 unbekannt und zu ermitteln. Diese Ele
mentaraufgabe der răumlichen Krăftezerlegung ist in der 
Praxis dadurch recht oft gegeben, daB ein Knotenpunkt durch 
drei Stăbe fest mit der Erde oder mit eineru anderen starr anzu
nehmenden Gebilde verbunden ist, s. Abb. 489, und daB jede an 
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diesem Knotenpunkt angreifende Kraft P in den Staben die Stab-
8pannungen 81 , 82 , 83 erzeugt, von denen somit die Richtungen ge
geben und nur die Zahlenwerte zu ermitteln 
sind. Zuweilen hat man fiir die8e Elementar
aufgabe die Bezeichnung Bockgeriistauf
gabe, den Stabverband der Abb. 489 nennt 
man ein Bockgerii8t. Fiir die Elementar
aufgabe hat man 8chon recht viele Lo8ungen 
erdacht, von denen diewichtig8ten zu besprechen 
sind. Die Aufgabe i8t 80 lange 8tatisch be-
stimmt, al8 die drei unbekannten Krafte nicht Abb. 489. 
in der gleichen Ebene liegen, siehe (67). 

Wir wissen, daB man mit einem ebenen Krafteplan zwei Un
bekannte ermitteln kann. Bei der Elementaraufgabe treten freilich 
drei Unbekannte auf, man bedenke aher, daB man doch nicht im Raum 
arbeitet, 8ondern in der Ebene, im Grund- und AufriB oder in einem 
anderen pas8end gewahlten RiB. Nun kommt e8 gerade bei den 
Aufgaben der Praxi8 sehr haufig vor, daB entweder im Grundril3 
oder im AufriB eine der drei Unbekannten ver8chwindet, wenn 8ie 
namlich zum RiB senkrecht 8teht. Oft wird man mit Vorteil einen 
SeitenriB einfiihren, bei8piel8wei8e wenn etwa eine der gesuchten 
Krăfte senkrecht zu ihm 8teht und deshalb die Projektion Null in 
ihm hat. Fiir die Elementaraufgabe der raumlichen Kraftezerlegung 
hat man demnach eine 

I. Er8te Losung durch unmittelbare Zerlegung mit einem 
ebenen Krafteplan, wenn in einem der Risse eine Unbekannte Si 
verschwindet. In die8em RiB sind mit einem einfachen Krafteck 
S.J3+ (CSk + (C5 1 =O die beiden anderen Unbekannten Sk und 81 zu er
mitteln. Hat man etwa im AufriB die beiden Unbekannten Sk" und 
S/' ermittelt, dann geht man zum GrundriB iiber, indem man Sk" 
und S/' hinablotet und Sk' und S/ erhalt. 

Beispiel a) Die Abb. 490, 492, 494, 
496 usw. stellen je einen durch drei Stabe 
fest mit der Erde verbundenen Knotenpunkt 
dar, an dem P angreift. 
Die Stabverbande 8ind 
durch Grund- und Auf
riB gegeben, P' 8oll 
die Grund- und P" die 
AufriBprojektion vor-
8tellen, der Zahlen
wert von P i8t immer 
80 gewahlt, daB in der 

Abb. 490. 

3 

Abb. 491. 
K. M. 1 mm = 400 kg. 



280 Sechster Abschnitt. 68. 

zeichnerischen Losung ein KrăftemaBstab 1 mm = 100 kg brauch
bare Krăfteplăne gibt. Im Fali der Abb. 490 ist im GrundriB S2'= O, 
P" ist im AufriB zu 12 000 kg gegeben, durch Hinabloten erhălt man 
P', das man unmittelbar nach S/ und Sa' zerlegt. Es wird S1 eine 
Druck- und Sa eine Zugspannung, man trăgt dementsprechend die 
Pfeile im GrundriB und dann ebenso im AufriB ein, d. h. S1 als 
Druck- und Sa als Zugspannung. Im AufriB beginnt man mit der 
bekannten Kraft P" den Krăfteplan zu zeichnen. Selbstverstăndlich 
wird man (wenn es auch nicht unbedingt notwendig ist) im AufriB 
die gleiche Reihenfolge der Krăfte einhalten wie im GrundriB, also 
hier die Reihenfolge P, S1 , Sa und S2 , indem man S1 und S3 vom 
GrundriB zum AufriB hinauflotet. Man erhălt dann noch im AufriB 
S2". Die wahrim W erte ermittelt man nach einer der bekannten 
Konstruktionen der darstellenden Geometrie (hier Umklappverfahren) 

-und findet S1 =-13800kg, S2 =+6000kg, S3 =+4900kg. 

Bei dieser Gelegenheit soli aufmerksam gemacht werden, daB 
es im Raum keinen Cremonaplan gibt und daB es deswegen auch 
gar keinen Zweck hat, sich um die Reihenfolge der Krăfte am jeweils 
untersuchten Knotenpunkt zu kiimmern. 

.J 

II. Zweite Losung durch unmit
telbare Zerlegung mit einem ebenen 
Krăfteplan, wenn in einem der Risse von 
den drei Unbekannten zwei in der glei
chen Geraden liegen, wie beispielsweise 
Abb. 492 angibt. In diesem RiB fiihrt 
man fiir die beiden Unbekannten eine 
Resultierende R ein oder denkt sich 
eine solche eingefiihrt, dann kann man 
durch einen Krăfteplan \13 + ffi + ®k' = O 
die dritte der Unbekannten in dem be-

Abb. 492. Abb. 493. tre:ffenden RiB ermitteln. Man geht dann 
K.M.lmm=400kg. zum andern RiB iiber, indem man 

hinab- oder hinauflotet, und bat in 
diesem nur mehr zwei Unbekannte, die auch wieder mit einem ein
fachen ebenen Krăfteplan gefunden werden. 

Beispiel b) Im Fali der Abb. 492 liegen im AufriB S/' und 
Sz" in der gleichen Geraden, P" = 8 000 kg. Man zerlegt in diesem 
RiB \13 + ®a + 6 12 =O und findet Sa", schraffiertes Dreieck der 
Abb. 493. Dann trăgt man im GrundriB die durch Hinabloten er
haltenen Krăfte P' und S3' aneinander an (stark ausgezogen) und 
ermittelt S/ und S/. Nun geht man wieder zum AufriB zuriick, 
indem man S/ und S2' hinauflotet. Nachdem man so in beiden 
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Rissen die Spannungen ermittelt hat, wird man nach einer der iib
lichen Methoden noch die wahre GroBe aufsuchen und findet 

81 = + 8000 kg, 82 = -16000 kg, 83 = + 5900 kg. 

Au f g a b e a) Man ermittle die Stabspannung des Bockgeriistes der 
Abb. 494 unter der Annahme, daJ3 P'=lOOOOkg. 

~ ~ " 
1 3 1 1 

1 1 3 
1 

1 1 

3 

Abb. 494. Abb. 495. K. M. 1 mm = 400 kg. 

L o sun g: Im AufriJ3 ermittelt man mit einem einfachen Krafteck S.'' 
und Sa"• weil Sg'' =O, s. Abb. 495. Durch Hinabprojizieren in den GrundriB 
erhiilt man zuerst Sa' und S.', das Krafteck wird durch S/ geschlossen. Kon
trolle: Bei richtiger Zeichnung muB S2' lotrecht stehen. 

S1 =-4000 kg, S2 =+4800 kg, Sa=-10500 kg. 

Aufgabe b) Man ermittle die im Stabverband der Abb.496 auftretenden 
Stabspannungen unter der Annahme P" = 12 000 kg. 

~ 
1 1 3 <>"1 

~~ 
p' 

Abb. 496. Abb. 497. K. M. 1 mm = 400 kg. 

Losung: Man beginnt im GrundriJ3 mit dem Krafteck \l3 + @52+ @51a= O, 
s. Abb. 497, wo S13' die Resultierende der beiden gleichgerichteten Spannungen 
S1' und Sa' ist. Dann !otet man in den AufriJ3 hinauf und findet dort Sa" und 
8/', die wieder in den GrundriJ3 zuriickzuloten sind und auch dort S.' und Sa' 
einzeln ergeben. 

S1 =+4300 kg, S2 =+4850 kg, Sa= -10000 kg. 

69. III. Eine recht einfache Losung nach der Method e des un
bestimmten Mallstabes kann man dann vornehmen, wenn in einem 
der Risse die bekannte Kraft P verschwindet, wie etwa beim Fall 
der Abb. 498. 

In diesem RiB gibt man eine der gesuchten Spannungen durch 
eine willkiirlich, aher passend gewii.hlte Strecke wieder. Sie stellt 
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tatsachlich die gesuchte Spannung dar, man kennt nur den MaBstab 
der Darstellung noch nicht. Durch diese willkiirliche Annahme be
stimmen sich die beiden andern Spannungen in dem betreffenden 
Ri13. Im andern RiB ergeben sich dann die Spannungen durch Hinauf
oder Hinabprojizieren. Gleichzeitig wird durch dieses Vorgehen auch 
die als unbekarmt anzunehmende Nutzlast P bestimmt. Da man 
aher · deren Zahlenwert kennt, ergibt sich daraus nachtraglich der 
MaBstab und mit dessen Hilfe auch der Zahlenwert aller Span
nungen. 

~· 
1 . 1 

~
1 

1 1 

1 o 
Abb. 499. 

Beispiel a) Im Fall der Abb. 498 steht P= 4000kg senkrecht 
zum GrundriB, verschwindet also in ihm. Man stellt im GrundriB 
die Spannung 81 durch eine passend gewahlte Strecke dar, s. Abb. 499, 
nach Abbildung 20 mm. Im vorhinein nimmt man 81 als Zugspannung 
an. 82 ' und 83' bestimmen sich aus S/. Im AufriB tragt man, vom 
Punkt O ausgehend, in der gleichen Reihenfolge wie im GrundriB, 
die Spannungen S/', S/', 82" an, die man durch Hinaufloten erhalt, 
un<ţ kommt zum Endpunkt E. Der Vektor von E nach O, in Ab
bildung gleich 10 mm nach oben, stellt dann die Kraft P vor. Diese 
ist gleich 4 000 kg und geht nach un ten, man erhalt also den Krafte
mal3stab 1 mm = - 400 kg, wo das Zeichen "~" andeutet, daB der 
Pfeil von 81 und damit auch der Pfeil jeder anderen Spannung 
falsch angenommen war. Man korrigiert und erhalt 

S1 =-8900kg, S2 +6900kg, S3 =-6900kg. 

IV. Die gleiche einfache Losung nach der Methode des un
bestimm ten MaBstabes kann man auch dann vornehmen, wenn 
in einem der Risse die bekannte Kraft P mit einer der unbekannten S; 
in der gleichen Geraden liegt, wie etwa beim Bockgeriist der Abb. 500: 

Hier fallt im AufriB P" mit 81 " in die gleiche Gerade. Man 
denkt sich zunachst einmal P'' als unbekannt und stellt eine der 
Spannungen, am besten S/', durch eine passend gewahlte Strecke dar, 
indem man S2 als Zugspannung voraussetzt, s. Abb. 501. Durch die 
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Annahme von 82" ist 88" und die Resultierende R" aus S/' und P" 
bestimmt. Man geht zum Grundri.B iiher und lotet zu diesem Zweck 
die erhaltenen Spannungen hinah. Da 82 sowohl zum GrundriB wie 
auch zum Aufri.B senkrecht steht, ist ein "Hinahloten" im gewohn
lichen Sinne zunăchst nicht moglich. Man iiherlege aher, da.B doch 
die Projektionen 82' und S,/' der im Stah 2 auftretenden Spannung 82 

das gleiche Verhăltnis hahen miissen wie die Projektionen ihrer 

Abb. 500. Abb. 501. 

Trăger, des Stahes 2 , da ja die Spannung 82 und der Stah 2 die 
gleiche Richtung hahen. Der Ahh. 500 entnimmt man, da.B die Auf
riBprojektion des Stahes 2 doppelt so gro.B ist wie die Grundri.B
projektion, also mu.B auch zwischen den Projektionen 82' und 82" das 
gleiche Verhăltnis hestehen, d. h. 82 ' ist halb so groB wie 8,/'. Man 
trăgt also vom Anfangspunkt O aus zuerst 82 ' ah, dann 83', beide 
stark ausgezogen, und ermittelt nun P' und 81 ', weil man ja wieder 
P' als Unhekannte annehmen mu.B. Durch Hinaufloten erhălt man 
auch im Aufri.B P'' und 8/'. Die Ermittlung der wahren Gr6Be von P 
ergibt in der Zeichnung die Strecke 18,5 mm, nud somit wegen 
P= 10 OOOkgnachtrăglich denKrăftemaBstab 1mm=(10000:18,5)kg. 
Der Pfeil von 82 " ist wieder falsch gewăhlt. Man korrigiert nud 
erhălt 

81 =+6080kg, 82 =-13500kg, 88 =+9050kg. 

Aufgabe a) Man ermittle die Spannungen des Stabgeriistes der Abb. 502, 
wenn P = 4000 kg gegeben ist. 

Losung: lm AufriB betrachtet man S.'' als Zugspannung und stellt sie 
durch eine passend gewăhlte Strecke dar, s. Abb. 503; ein Krafteck 6.'' + 6 2 " 

+ 6 3" =O liefert S.'' und Sa'', dann lotet man hinab in den GrundriB und er
hălt ein Krafteck, das erst durch den Vektor von E nach O durch die Kraft P' 
geschlossen wird. Es wird P' = 4 000 kg durch 10 mm dargestellt, womit sich 
nachtrăglich der KrăftemaBstab 1 mm = 400 kg bestimmt. Man findet 

S1 =+8900kg, S2 =-10350kg, S3 =+3450kg. 
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A ufgabe b) Man ermittle die Spannungen des Stabverbandes der Abb. 504, 
P=lOOOOkg. 

Abb. 502. Abb. 503. 

Losung: Im GrundriB betrachtet man S3' als Druckspannung und stellt 
sie durch eine beliebig gewahlte Strecke dar, s. Abb. 505. Dann zeichnet man 
das Krafteck ®a'+®/+ ffi' =O, wo R' die Resultierende von P' und 821• Das 
erhaltene Krafteck wird in den AufriB projiziert: man erhalt Sa" und S.'' durch 
Hinaufprojizieren und kann mit Hilfe des Kraftecks die beiden Unbekannten 
82" und P'' ermitteln. SchlieBlich wird noch im GrundriB 82' und P' durch 
Hinabloten erhalten. P' wird im GrundriB durch 40 mm dargestellt, woraus sich 
der KraftemaBstab 1 mm = 250 kg nachtraglich bestimmt. 

81 = + 6 000 kg, 82 = - 2 800 kg, Sa = - 4 900 kg. 

P" 

P" 

/~ a.!~ 
P' 

Abb. 504. Abb. 505. 

70. Es wurde oben schon erwăhnt, daB die in der Praxis auf
tretenden Fălle der Elementaraufgabe der Krăftezerlegung meist 

Sonderfălle sind und mit den bereits an-

Abb. 506. 

gegebenen Methoden am einfachsten gel6st 
werden. Sind solche Sonderfălle aber nicht 
vorhanden, so wird man mit Vorteil eine 
der ersten beiden im N achfolgenden ge
gebenen Losungen anwenden. Im Beson
deren haben die L6sungen nach dem Kor
rekturverfahren den V orzug, daB sie eine 
Raumvorstellung vollstăndig vermeiden. 

I. Erste L6sung nach dem Korrekturverfahren. Man 
nimmt 81 in einem der Risse, etwa im AufriB, willkiirlich an und 
betrachtet sie als eine gegebene Nutzlast. Dann erzeugt im AufriB 
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die wirkliche N utzlast P die Spannungen U2 und U3 und die gedachte 
Nutzlast S1 die Spannungen V2 und V3 , die alle mit einfachen ebenen 
Kraftecken 

\"13"+ U2"-t- U3"= O, 6/'+1B2" + m3 " =O 

zu ermitteln sind, s. Abb. 507. U2 und V2 sind die Komponenten 
von 82 und ebenso U3 und Va die von Sa. 

In jedem RiB muB Gleichgewicht sein, 

\"13 + (51 + (52 + (53 = o, 
oder 

(1.)3 + ll2 + U3 ) + ( 6 1 + 1B2 + ma) = O, 
also speziell im GrundriB 

(\"13' + U2 ' + Ua') + ( 6 1 ' + 1B2 ' + m3 ') =O (a) 
Diese letzte Gleichung ist fiir uns eine Kontrollgleichung und ge
stattet den w ert von sl zu ermitteln. 

Lotet man nămlich die im AufriB erhaltenen W erte U und V 
hinab in den GrundriB, so wird die Kontrollgleichung nur unter der 
Voraussetzung erfiillt sein, daB das willkiirlich angenommene 81 gleich 
ist dem wahren W ert. In diesem Falle miiBte das durch die Kontroll
gleichung (a) dargestellte Krafteck 
geschlossen sein. Wenn nicht gerade 
ein gliicklicher Zufall vorhanden ist, 
wird man natiirlich sl immer falsch 
annehmen, was sich dadurch ăuBern 
wird, daB das Krafteck ni c h t ge
schlossen ist, so wie das durch die 
Abb. 507 dargestellt wird. Die Kor
rektur ist aher recht einfach: Man hat 
nur den Krăftezug 6/ + m2 ' + m3' so 
zu verkleinern, daB sein Endpunkt 
Ev mit dem Endpunkt E" des Krăfte
zuges \"13' + U3' + Uz' zusammenfăllt 
und gleichzeitig das dann geschlossene 
Krafteck von allen Pfeilen im glei
chen Sinn umfahren wird. Im vor
liegenden Falle der Abb. 507 wird 
man die Spannungen S/, V2', Va' alle 

Abb. 507. Abb. 508. 

im V erhăltnis der Strecke O Eu: O Ev verkleinern und gleichzeitig ihre 
Pfeile (man hat eben S1 fălschlich als Zugspannung angenommen) im 
entgegengesetzten Sinn nehmen miissen. Dann schlieBt sich der 
Krăftezug im GrundriB, s. Abb. 508. Selbstverstăndlich muB auch 
im AufriB das Krăftedreieck 6/' + m2" + m3" im gleichen Ver-
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haltnis verkleinert werden. Die wirklichen Spannungen superponie
ren sich dann zu 

15~ = U2 + )B2, 15~ = u3 + )B3. 

Diese superponierten Spannungen sind noch in Abb. 508, die den 
letzten Teil der Konstruktion hervorhebt, in dem schraffierten Kraft
eck zusammengestellt. 

Beispiel a) Man ermittle fiir den Fall der Abb. 509 die Span
nungen der drei Stabe mit Hilfe des Korrekturverfahrens. P' = 14 000 kg. 

Abb. 509. Abb. 510. K. M. 1 mm = 800 kg. 

Man denkt sich S2 im AufriB als bekannt und behandelt es wie 
eine Nutzlast. Dann superponiert man: Im AufriB ruft P" die Span
nungen U/' und U./ hervor und das beliebig angenommene S2" die 
Spannungen V/' und V3". Man lotet in den GrundriB hinab (weil die 
Richtung von S2 die gleiche ist wie die des Stabes 2 und die Stab
projektion im GrundriB halb so groB ist wie im AufriB, muB auch 
die GrundriBprojektion S/ gleich der Halfte der AufriBprojektion S/ 
sein) und findet dort die nicht geschlossenen Krafteziige 

m'+ U '+ U ' und 15 '+ )B '+ )B ' +' 1 3 2 1 3" 

(Letzterer strichpunktiert.) Die Kontrolle lautet wieder 

(\13' + U/ + ll3') + ( 152' + )Bt' + )B3') = O, 

oder OEu und OEv miissen entgegengesetzt gleich sein. Man wird 
daher die durch die gedachte Nutzlast S2 hervorgerufenen Krafte
ziige im AufriB und GrundriB im Verhaltnis 0Eu:OE11 verkleinern 
und gleichzeitig ihre Pfeile entgegengesetzt eintragen. Dann super
poniert man m beiden Rissen ( durch die schraffierten Dreiecke an
gedeutet) 

aus beiden Rissen ermittelt man die wahren W erte 

S1 =+3000kg, S2 =-11200kg, S3 =-14600kg. 
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II. Losung mit schiefer Projektion. Mit einem Kraft
eck kann man nur zwei Unbekannte ermitteln, man wird sich des
halb von dem vorgegebenen Kraftesystem P, S1 , S2 , S3 , das an dem 
Bockgeriist angreift, eine Projektion verschaffen, in der nur zwei Un
bekannte erscheinen. Man konnte beispielsweise die Krafte senk
recht auf eine Ebene projizieren, die zu einer der gesuchten Span
nungen, etwa Sa, senkrecht ist; in dieser Projektion muB dann S3 ver
schwinden, es sind nurmehr S1 und S2 unbekannt; das Verfahren ist 
umstandlich und im allgemeinen Fall nicht zu empfehlen. Weitaus 
zweckma.Biger ist es, wenn man die Projektionsstrahlen so wahlt, da.B 
sie zwar auch in Richtung einer der unbekannten Spannungen gehen, 
(weil diese dann in der Projektion verschwinden), daB man aber als 
Projektionsebene entweder den Grund- oder AufriB beibehalt. Einige 
Beispiele werden das Verfahren veranschaulichen. 

k 

~ ~" 
1 1 1 

1 1 1 /?' 
1 3 A 

V 3o 

P'")s 
",-::/ 

~'r'Pa 

Abb. 511. Abb. 512. 

Beispiel b) Das Kraftesystem der Abb. 509 projiziert man durch 
Strahlen in Richtung des Stabes 2 auf den GrundriB. Dann wird 
der Knoten k in den Spurpunkt k0 des Stabes 2 projiziert, s. Abb. 511, 
der Stab 2 selbst ebenso wie die Spannung S2 wird zu einem Punkt; 
die beiden Stabe 1 und 3 (und ebenso ihre Spannungen S1 und Sa) 
haben 10 und 30 als Projektion, P0 ist die Projektion der gegebenen 
Kraft P. Selbstverstandlich mu.B P0 durch die Spur S der Kraft P 
gehen, denn die Punkte des Grundrisses selbst bleiben ja bei der 
Projektion erhalten. Das neue Kraftesystem ist jetzt P0 , S10 , Sao; 
S2 ist ja bei der Projektion verschwunden. 

Mit einem gewohnlichen Krafteck ermittelt man P0 , S30 , S10 , 

siehe das schraffierte Krafteck der Abb. 512, und geht dann durch 
Riickprojektion zu den wahren GrundriBspannungen P', Sa', S/ iiber, 
die erst mit S/ sich zu einem Krafteck schlie.Ben, so da.B auch diese 
letzte Spannung ermittelt ist. Man projiziert noch in den AufriB 



288 Sechster Abschnitt. 70. 

und hat nur mehr die wahren Werte aufzusuchen. Bei dieser Riick
projektion ist als selbstverstăndlich zu beachten, daB im gleichen 
Verhăltnis wie die Projektionen der Stablăngen auch die der Span
nungen riickwărts sich ăndern. 

Beispiel c) Man ermittle die Spannungen, die in dem Bock
geriist der Abb. 513 unter dem Einfl.uB der Kraft P entstehen; 
P'=4000 kg. 

+---,IS 
/ 

/ 
i /P. 

Abb. 513. Abb. 514. K. M. 1 mm = 200 kg. 

Man projiziert das Krăftesystem in Richtung des Stabes 3; der 
Knotenpunkt k, an dem alle Stăbe angreifen, kommt im GrundriB an 
die Stelle k0 , Stab 3 und Spannung 83 verschwinden in der Pro
jektion. Fiir das projizierte System P0 , 810 , 820 zeichnet man das 
Krafteck, in Abb. 514 schraffiert. Dann geht man zuriick zum Ur
sprungsystem unter Beachtung der Projektionsrichtung; die Krăfte 
P', 8/, 8/ schlieBen sich erst mit Hinzunahme von 8 3 ' zu einem 
Krafteck. Lotet man noch in den AufriB hinauf, so ist die Auf
gabe gelost. 

III. Losung mit Hilfe des Dreikrăftesatzes (Culmann
sche Methode ). Die Losung entspricht ganz und gar der bei der 
Scheibenaufgabe (45a) unter dem gleichen Namen eingefiihrten. Das 
im Gleichgewicht befindliche Krăftesystem 

zerlegt man in 
""' ""' ~+61 +tli=O 

tli=62-t63. 
(a) 
({J) (b) 

Man fiihrt also fiir zwei der gesuchten Krăfte ihre Resultierende R 
ein. Von ihr weiB man einmal nach (9b), daB sie in der gleichen 
Ebene fJ liegen muB wie 82 und 83 , und dann nach (9c), daB sie 
auch in der nămlichen Ebene a wie P und 81 Iiegen muB. Sie kann 
daher nur die Schnittgerade a{J dieser beiden Hilfsebenen a und fJ 
als Wirkungslinie haben. Damit ist die Richtung von R bekannt. 
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Jede der beiden Gleichungen (a) und (fJ) ist durch ein Krafteck 
darzustellen; aus dem ersten gewinnt man 81 und nebenbei R, aus 
dem zweiten s':! und 83. 

Zuweilen wird die Aufgabe gestellt, man soll eine gegebene 
Kraft P nach drei Komponenten P1 , P2 , P3 zerlegen, deren Richtung 
bekannt und deren Zahlenwert gesucht ist. Im wesentlichen ist 
diese Aufgabe natiirlich die gleiche wie die eben entwickelte, es ist 
nur auf den Unterschied zu achten: die vorgelegte Aufgabe handelt 
von der Zerlegung einer Kraft nach drei Komponenten, die vorher ge
loste ermittelt die drei mit P im Gleichgewicht befindlichen Krăfte . Im 
vorliegenden Falle schreibt man, wenn man die Li:isung mit dem 
Dreikrăftesatz anwendet, 

"' ,=,~+ m 
"' tll = ®2+®a· 

oder 

Es ist in der Zeichnung nur auf die Pfeile zu achten. 

Abb. 515. Abb. 516. 

(a) 

(fJ) 
(c) 

Beispiel d) Man Iose Beisp. a) nach der Culmannschen Me
thode. 

Die Gleichgewichtsbedingungen 

"' "' \l3+63 +91 =.0 (a) 
"' oder 

m = 6 1 + 6 2 = o (fJ) 

dienen als Wegweiser und Vorschrift fiir die Losung, s. Abb. 515. 
Man ermittelt die durch P und 83 bestimmte Hilfsebene a und ebenso 
die durch S1 und 82 gehende Ebene fJ nach den Regeln der dar
stellenden Geometrie; man benotigt aher nur die Spuren beider 
Ebenen in einem der Risse. Sie schneiden sich in einem Punkt afJ 
oder U, der gleichzeitig der Spurpunkt von R sein muB, da jaR in 
der Schnittgeraden beider Ebenen liegt. Dann ist die Richtung k U 
auch gleichzeitig diejenige von R . In Abb. 515 bat man die Rich-

Egerer, Ingenieur-Mecbanik. 1. 19 
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tung von R im GrundriB ermittelt. Nun zeichnet man zuerst das 
Krafteck (a), das S1 und R liefert, und dann das Krafteck ({1), das 
auch noch S2 und Sa gibt. Man lotet in den AufriB hinauf, das Kraft
eck muB geschlossen sein, was als Kontrolle dient. 

Au f g a b e a) Man ermittle nach dem Proj ektionsverfahren die Span
nungen S., 82 , 83 , die unter dem EinfluB der an dem Bockgeriist der Abb. 517 
angreifenden Kraft auftreten. F'' = 500 kg. 

Losung: Man projiziert in Richtung des Sta
bes 2, so daB k nach k0 făllt, der Spurpunkt S der 
Kraft P im GrundriB liegt im Unendlichen, P0 ist 
deshalb parallel P'. Dann zeichnet man das Kraft
eck ~o+ 1510 + 1530 =O, s. Abb. 518, und projiziert 

3 

'-P. 

a 

Abb. 517. Abb. 518. K. M. 1 mm = 500 kg. 

riickwărts zum gewohnlichen GrundriB, woraus sich auch noch 82 ' ergibt. Wenn 
man in den AufriB hinauflotet, muB das Krafteck in diesem geschlossen sein, 
was als Kontrolle dient. 

Aufgabe b) Man Iose die gleiche Aufgabe mit Hilfe des Dreikrăftesatzes. 
Losung: Man zerlegt die Gleichgewichtsbedingung 

+ + "." + ~ 0 . ~ + 153 + m = o ( cx) 
~ @)1 ~2 ~3 = m m = @)1 + @)2 ((J) 

und sucht die Richtung der Resultierenden R auf, in Abb. 517 strichpunktiert. 
Dann zeichnet man fiir jede der beiden Gleiehungen (cx) und ((J) das Krafteck, 
in Abb. 518 fein strichpunktiert eingezeichnet. 

71. IV. Zweite Losung nach dem Korrekturverfahren (Ver
fahren nach Miiller-Breslau). Wenn die Krafte P, Sv S2 , Sa im 
Gleichgewicht sind, so muB ihre graphische Summe O sein und so
nach der Krăftezug P, Sv 82 , Sa sowohl im GrundriB wie auch im 
AufriB ein geschlossenes Krafteck bilden, gleichzeitig miissen die 
Endpunkte aller dieser vier Krăfte genau senkrecht untereinander 
liegen, wenn zwei Endpunkte, etwa die der Ursache P, untereinander 
liegen. Auf diese Bedingung baut sich die Kontrollgleichung bei 
der Anwendung des Korrekturverfahrens auf. 

Man trăgt im gegebenen KrăftemaBstab die Kraft P so ah, 
daB ihre entsprechenden Endpunkte I und II im Grund- und AufriB 
genau senkrecht untereinander liegen, siehe den Krăfteplan Abb. 520 
zum Krăftesystem der Abb. 519. Wăre in einem der Risse S1 be-
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kannt, etwa im GrundriB, so wiiren in diesem sofort die beiden 
anderen Kriifte S 2 und Sa zu ermitteln und dann durch einfaches 
Hinaufloten alle Kriifte auch im AufriB. 

Nun wendet man wieder das Korrekturverfahren an und wiihlt 
im GrundriB ( oder auch im AufriB) den Zahlenwert von S1 beliebig und 
bestimmt daraus S2 und Sa· Man erhiilt soim GrundriB das Krafteck 
I II III' IV', wobei S1 von II nach III' und S2 von III' nach IV' geht. 
Dann projiziert nian S1 auf die im AufriB bereits abgetra.gene Richtung 
von 81 hinauf und erhiilt dort III' als Endpunkt von 81 • Von ihm 
aus trăgt man die Richtung von S2 ab und projiziert wieder den 
Eckpunkt IV' als Endpunkt von 82 hinauf. Wiire S1 zufăllig richtig 
gewiihlt worden, so miiBte jetzt die Strecke IV' I im AufriB die vor
geschriebene Richtung von ·Sa ha
ben. Bei unserer Annahme trifft 
dies nicht zu, die Seite Sa oder 
IV'I weicht von der vorgeschrie
benen Richtung ab. Man wiihlt 
ein zweitesmal einen beliebigen 

Abb. 519. 

I 

IlT 

Abb. 520. 

Zahlenwert von S1 im GrundriB und verfiihrt wie eben angegeben, 
dann findet man schlieBlich im AufriB wieder die Seite S3 oder 
IV"I von der vorgeschriebenen Richtung abweichend. Nun gibt 
es bei jeder statisch bestimmten Aufgabe eine lineare Kontrolle: 
in unserem Fali miissen, wie man auch den Zahlenwert von S1 

im GrundriB wiihlen mag, die jeweiligen Eckpunkte IV, IV', IV" 
auf einer Geraden liegen; in Abb. 520 ist sie strichpunktiert ein
getragen. Auf ihr muB der gesuchte Eckpunkt IV liegen. Man 
triigt also im AufriB von I aus die gegebene Richtung von Sa an, 
die auf der Kontrollgeraden den wirklichen Eckpunkt IV ausschneidet. 
Dann ist I IV die wirkliche AufriBprojektion von S3 und die ent
sprechend der vorgeschriebenen Richtung gezeichnete Strecke III IV 
die wirkliche Projektion von 82 und II III diejenige von S1 . Durch 
Hinabloten erhiilt man dann auch die GrundriBprojektion. Damit 

19* 
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ist die Aufgabe gelost, die wahre GroBe erhiiJt man nach einer der 
iiblichen Konstruktionen. 

*V. Losung mit dem Krafte-Parallelepiped. Durch drei an 
einem Punkt A angreifende Krăfte ist ein Parallelepiped bestimmt, 
s. Abb. 521; die Resultierende R dieser drei Krăfte, d. i. ihre graphische 
Summe, ist durch den Vektor AE gegeben, also durch die vom An
griffspunkt A ausgehende Diagonale des Parallelepipeds. Die gleiche 

răumliche Beziehung nmB zwischen vier 
im Gleichgewicht befindlichen Krăften 
P, Sl' S2 , 83 gegeben sein, da ja die 
Resultierende R der drei Kriifte 81 , S2 , 

83 mit P entgegengesetzt gleich sein 
muB. W enn nun die Aufgabe gestellt 
ist, man soll die mit P im Gleichge
wicht befindlichen, durch ihre Rich
tung gegebenen Krăfte 81 , S2 , 83 er
mitteln, so kommt diese Aufgabe dar
auf hinaus, ein Parallelepiped von ge-

Abb. 521. gebenen Kantenrichtungen und ge-
gebener Diagonale aufzusuchen. Die 

Kanten dieses gefundenen Parallelepipeds stellen dann die gesuch
ten Krăfte dar, wenn die gegebene Kraft P durch die Diagonale 
wiedergegeben wird. Gedanklich bereitet diese Losungsweise wohl 
die geringsten Schwierigkeiten. 

Die Aufgabe hat rein geometrischen Charakter: Man legt durch 
den Endpunkt E von P eine Ebene parallel zur Ebene durch die 
Kanten 1 und 2, sie schneidet die Kante AA' ab und liefert so 83 , 

ebenso schneidet die Ebene durch E parallel den Kanten 2 und 3 
die Kraft 8 1 ab und die Ebene parallel den Kanten 3 und 1 die 
Kraft S2 • 

Es wird praktisch sein, wenn man eine der drei Krăfte Si ge
funden hat, die anderen beiden mit einem einfachen Krăfteplan im 
Grund- oder AufriB zu ermitteln. 

VI. Analytische Losung. Um die Richtung der gegebenen 
Kraft S und der gesuchten Sl' 82 , 83 durch Zahlenwerte wiederzu
geben, trăgt man vom Angriffspunkt O aus auf den gegebenen Rich
tungen beliebige Strecken l bzw. 71 , 12 , l3 ab. Dann verhalten sich 
die Komponenten der Krăfte S, Sv 82 , 83 wie die entsprechenden 
Projektionen der abgetragenen Strecken, wenn man diese unter Zu
grundelegung eines Koordinatensystems noch mit V orzeichen zur 
Festsetzung ihres Richtungssinnes versieht. Bezeichnet man die 
Komponenten der gegebenen Kraft S in den drei Grundrichtungen 
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mit X, Y, Z, diejenigen der gesuchten Krăfte Si mit X,, ~, z,, 
die Komponenten der Strecke li mit x1, yi, z,, dann hat man 

oder 

bzw. 

oder 

X:Y:Z:S=x:y:z:l, 

Y=Sy, 
l 

Yi=Si ~~, 
• 

Z1=Si ;~. 
• 

(a) 

(b) 

Der materielle Punkt, an dem die vier Krii.fte Sv S2 , Sa, S angreifen, 
ist im Gleichgewicht, was 

bedingt, oder mit Einsetzung der angeschriebenen W erte 

S1 5._ + S2 !:!_+Sa~ + S !_=O . 4 4 ~ l 

Man betrachtet S1 : Z1 , S2 : l2 , S8 : l3 als die Unbekannten und er
mittelt sie nach (62e) 

Beispiel a) Man Iose das Beispiel 
Als Strecken Z1 , Z2 , la wăhlt man 

die Stablăngen vom Knotenpunkt bis 
zum Spurpunkt. mit dem GrundriB, als 
Strecke l die Lange vom Angriffspunkt 
der Kraft P bis zum Spurpunkt S im 
GrundriB. Die Zahlenwerte entnimmt 
man der Abb. 522, LăngenmaBstab 1:200, 
sie sind in der nachstehenden Tabelle 
zusammengestellt. 

X 

y 

z 

70a) analytisch. 

Abb. 522. 
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Krafte :r in m y in m z in m lin m W in t 

1 
T 

-1 

+I 
-2 

o 

Man erhălt 

-1 -2 

-2 4 

-2 -2 

-2 
-2 
-2 
-2 

o -1 1 

2 -2 o 
-2 -2 -2 

o 
2 

-2 

3 

..;5 
2..}6 
2{2 

+ 3 
-11,2 

-14,6 

+ 19,8 

1-2 o 
o 4 2 

-2-2-2 

-1 1 -2 

=+ -2 o 4 
-2 -2 -2 

=-4: 20:12:- 28=1 :-5:-3:7. 

Mit P'= 14000 kg und damit P= 19800 kg findet man die 
wahren W erte der Spannungen so, wie sie in der Tabelle unter W in 
1 000 kg eingetragen sind, beispielsweise: 

s p 
-t=2v2= 1 : 7 oder 

3 
S1 =P ,r= 2970 kg. 

14 y 2 

Die vorausgehend angegebene Losung hat den Vorzug, wie alle 
allgemeinen Verfahren iiberhaupt, daB sie geringe gedankliche Schwie
rigkeiten bereitet, dafiir aher die Rechnung umstăndlicher wird. 
Will man die Aufgabe gerade analytisch losen, vielleicht um Formeln 
aufzustellen, so kann man sich die Aufgabe rechnerisch noch etwas 
vereinfachen. W enn beispielsweise nur nach einer einzigen der Un
bekannten gefragt ist, etwa nach sl' 80 wird am schnellsten eine 
Gleichgewichtsbedingung gegen V erschiebung in Richtung senkrecht 
zu den beiden anderen U nbekannten S2 und S3 zum Zi el fiihren. 
In diese Gleichung tritt nur S1 als einzige Unbekannte ein. Man 
kann auch das Projektionsverfahren der vorausgehenden Nummer 
anwenden, um zu einer analytischen Formei fiir die unbekannte 
Spannung zu kommen. 

72. Aufgabe a) mit c) Man gebe die Spannungen Sv S2 , Sa in den 
Stabverbanden der Abb. 523 mit 525 an. P= 6000 kg. 

Losung zu a) S2 =O nach (9d), weil P, S11 Sa in der gleichen Ebene 
liegen. Einfaches Krafteck im AufriB ermittelt S1 und Sa· 

81 = -4900 kg, S3 =+ 3450 kg. 

Losung zu b) Entweder unmittelbareZerlegungimAufriB, $+61 +623 =0, 
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wo 823 die Resultierende von S2 und S3 ist; oder Methode des unbestimmten 
MaBstabes, wenn man im Grundrill beginnen will. 

81 =- 3650 kg, S2 = -1200 kg. Sa=+ 3000 kg. 

Abb. 523. Abb. 524. 

J 

~ 1w2 
Abb. 525. 

Losung zu c) Der Stabverband ist symmetrisch und symmetrisch be
lastet, also S, = S2 . Man kann entweder im Seitenrill ein Krafteck zeichnen, 
oder man heginnt im Grundrill nach der Methode des unbestimmten Mall
stabes; Sa'= Sa'', weil auch die beiden Stabprojektionen gleichgroll sind. 

S, = S2 =- 2450 kg, Sa= + 2800 kg. 

Aufgabe d) Von den vier im Gleichgewicht 
befindlichen Krăften P1 , P2 , Pa, P4 der Abb. 526 
ist von Pa der Zahlenwert unbekannt und von 
P4 = 300 kg die Richtung. Man ermittle Pa 
und P4 • 

/R'-
1 1 1 

Li:isung: Man entnimmt der Abbildung 
X1 =O, Y, = 200 kg, Z, = 100 kg, X2 = -100 kg, 
Y2 =-100kg, Z2 = 100kg, Xa=O, Ya=Pa, 
Za = O, X 4 = P4 cos ar., Y 4 = P4 cos fJ, 
Z4 = P4 cos y, wo cos2 ar. + cos2 fJ + cos2 r = 1 
nach (Math. I 191). Dann schreibt man die drei 
Gleichgewichtsbedingungen an 

1 1 3 -+-
1 
1 
' 

Abb. 526. 
K. M. 1 mm = 10 kg. 

O - 100 + O + P4 cos ar. = O, 200- 100 +Pa+ P4 cos fJ =O, 

1 o o + 1 o o+ o + P4 cos r = o 

und berechnet elementar wegen P4 = 300 kg die Richtungskoeffizienten cos ar., 
cos fJ, cos r von P4 und den Za.hlenwert Pa zu 

cos OI. = 1 : 3 ' cos y = - 2 : 3' cos fJ = ± 2 : 3' 
also 

X4 = 100 kg, Y4 = ± 200 kg, Z 4 =- 200 kg, Pa= - 100 kg Ţ 200 kg, 

wo entweder nur die oberen oder nur die unteren Vorzeichen gelten. 
Aufgabe e) Die drei Stăbe KA, KB, KC der Abb. 527a sind im 

Punkt K durch ein reibungsloses Gelenk verkniipft und in den Punkten A, B, C 
durch Scbniire verbunden; die Unterlage ist reibungsfrei vorausgesetzt. Man 
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ermittle die Spannungen der drei Schniire, wenn bei K die lotrechte Last 
P = 200 kg angreift. 

Li:isung: P ist im Gleichgewicht mit den Spannungen der drei Stăbe 1, 2, 3. 
Jede einzelne Stabspannung ist im FuBpunkt im Gleichgewicht mit den Span
nungen der beiden Schniire und dem senkrechten Auflagerdruck. Beispielsweise 
die Stabspannung S, am Punkt A mit den Schnurspannungen S4 und S5 und 
dem lotrechten Auflagerdruck. Die Schniire muB man sich der vereinfachten 

Abb. 527a. 

Rechnung halber genau an den End
punkten der Stabe angebracht vorstellen. 
Die Spannungen S,, S2 , 83 ermittelt 
man, ausgehend im GrundriB von der 
Methode des unbestimmten MaBstabes; 
man nimmt beispielshalber 81 als eine 
Druckspannung an und stellt sie durch 
eine Strecke von 3 cm dar, und er-

Abb. 527b. 

mittelt mit einem Krafteck 82 und 83 , ferner noch die Schnurspannungen 84 , 
85 , 86 , s. Abb. 527b. Dann wird zum AufriB hinaufprojiziert, es ergibt sich, 
dal3 die Kraft P = 200 kg durch eine Strecke von 51 1h mm dargestellt wird, 
und daraus nachtraglich der Krăftema13stab 1 mm = 200 kg: 51'/4 = 3,9 kg. 
Man findet mit diesem Ma13stab 84 = 85 = 66 kg, S6 = 23 kg. 

Abb. 528. 

Au f g a b e f) Das Stabgeriist der 
Abb. 528, gegeben durch Grund- und 
Aufril3 sowie axonometrische Zeichnung, 
ist durch die am Knoten I angreifende 
Last P= 4000 kg beansprucht. Ist die 
Ermittlung der Stabspannungen eine 
statisch bestimmte Aufgabe? Man er
mittle die Spannungen. 

Li:isung : Den beiden Knoten
punkten I und II sind ihre Freiheitsgrade 

/t~UA CJ: I ; 
1 3 ~ 

~;~ 
3 6 - 3 - -

Abb. 529. K. M. 1 mm = 400 kg. 

durch die sechs Stăbe genommen. Wenn nicht gerade der Ausnahmefall vorliegt 
(kenntlich durch das .Auftreten unendlich groBer Spannungen), ist die Aufgabe 
statisch bestimmt. 

Man beginnt im Aufril3 am Knoten I und findet mit einem Krafteck 
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1]3'' +®a''+ ®"12 =O unmittelbar S/', s. Abb. 529; durch Hinabloten wird im 
GrundriB aus dem Krafteck ®a' + ®1' + ®z' = O noch S/ und Sz' gefunden und 
durch Hinaufloten auch noch ihre AufriBprojektion. Damit sind die Span
nungen am Punkt I gefunden. Am Knoten II ist die mittlerweile bekannte 
Spannung Sa im Gleichgewicht mit S 4 , S 5 , S6 • Ein gewohnliches Krafteck 
®a"+ ®a"+ ®"45 =O liefert im AufriB St und gleichzeitig auch S4" und S5", 

die ja aus Symmetriegriinden beide gleichgroB sein miissen. Man lotet hinab 
und beachtet, daB die GrundriBprojektionen von S4 und S5 ebenso groB sind 
wie ihre AufriBprojektionen, da ja auch die Stabe im Grund- und AufriB 
gleiche Projektionen haben. Aus beiden Projektionen findet man die wahren 
Werte 

S1 =S2 =-3470kg, S3 =-4000kg, S4 =S5 =+2800kg, S6 =-5600kg. 

A li f g a b e g) Man Iose die gleiche Aufgabe fiir das Bockgeriist der 
Abb. 530. P=4000 kg. 

Losung: Man beginnt am Knoten I, am einfachsten im AufriB nach 
der Methode des unbestimmten MaBstabes, indem man S3 als Zugspannung 

p 

Abb. 530. 

annimmt und etwa durch eine Strecke 
von 40 mm darstellt, s. Abb .. 531. Die 
aus dem Krafteck ®a'' + ®2" + ®/' =O 
gefundenen anderen Spannungen !otet 
man hinab in den Grui1driB und findet 
dort, weil P durch eine Strecke von 

Abb. 531. 

80 mm dargestellt ist, den KrăftemaBstab 1 mm = 50 kg. Man geht iiber zum 
Knoten II, wo 83 und P bekannt, S., S5 , Sa unbekannt sind. Im GrundriB 
wendet man am einfachsten wieder die Methode des unbestimmten KraftemaB
stabes an und stellt S5 , als Druckspannung betrachtet, etwa wieder durch eine 
Strecke von 40 mm dar und zeichnet das Krafteck ®5' + ®4' + ®' 3 6 = O; dann 
wird in den AufriB projiziert (die Resultierende R" aus P" und Sa'' betrachtet 
man als Unbekannte) und das Krafteck ®5" + ®4" + ®6" +· ffi" =O gezeichnet. 
Man findet dabei, daB der Stab 6 spannungslos ist, aus dem bekannten Wert 
von R bzw. von P und S3 bestimmt sich fiir den linken Knotenpunkt der Krafte
ma13stab 1 mm = 50 kg. 

Nachdem so alle Spannungen im Grund- und AufriB gefunden, sucht man 
noch die wahren GroBen auf, 

S 1 = + 3470 kg, 82 = S6 =- 2800 kg, Sa=+ 2000 kg, 
S4 =-3470kg, 86 =0. 
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Aufgabe h) Man ermittle die Spannungen, die in dem Stabverband der 
Abb. 532 unter dem EinfluB der beiden Krăfte P und Q auftreten; 

P'' = Q'' = 4 000 kg. 

Li:isung: Am Knoten I treten vier Unbekannte auf, man muB also am 
Knoten II beginnen. Im GrundriB ist S4' = O, man findet durch unmittelbare 

I p" 

Abb. 532. 

Zerlegung S5' und S61, dann projiziert man in 
den AufriB und erhălt dort S5", S611, S411• Am 
Knoten I sind jetzt nur mehr Su S2 , Sa unbe
kannt. Man beginnt im GrundriB und findet 
durch unmittelbare Zerlegung S.' aus dem 

Il 

w~ J~ 
Abb. 533. K. M. 1 mm = 400 kg. 

Krafteck ~' + ®/ + ®"/=O, daraus im AufriB S2" und mit dessen Hilfe 
S," und Sa" und daraus wiederum durch Hinabloten S,' und S3 '. Nach einer 
der iiblichen Methoden ermittelt man noch die wahren Werte der Spannungen, 
in 1000 kg 

S, =+ 3,47, S2 =+ 8, Sa= -10,4, S4 =+ 8, S5 =- 5,6, S6 =+ 11,2. 

Krăftepaar und Kraftkreuz. 

73. Den Verein von zwei gleichen entgegengesetzt gerichteten 
Krăften nennt man ein Krăftepaar. Ist also dessen eine Kraft ,, 
so ist die andere - ,, ihre graphische Summe ist Null, so daB ein 
Krăftepaar keine Schiebungs-, sondern nur eine Drehwirkung haben 
kann. Fur irgendeinen Punkt (J der Ebene als gedachten Dreh
punkt ist der Zahlenwert des Momentes dieses Krăftepaares gleich 

M = P(p +a)- Pa oder ~w = Pp, 

wo man p auch den "Arm" des Paares nennt, s. Abb. 534. 

Das Moment eines Krăftepaares ist sonach un-
abhăngig von der Wahl des Momentenpunktes C. (a) 

Ein Krăftepaar hat nur eine Drehwirkung, eine solche ist aher 
nach GroBe und Richtung vollstăndig durch einen Momentenvektor in 
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ausgedriickt, dessen Zahlenwert M = Pp und dessen Richtung senk
recht zur Ebene des Kraftepaares ist. Dabei ist wieder der Richtungs
sinn des Vektors so, daB der Pfeil zum Beschauer geht, wenn dieser 
die Drehung des Kraftepaares als eine im Uhrzeigersinn gehende 
wahrnimmt. 

Wenn ein Kraftepaar nur eine Drehwirkung hat, die Dreh
wirkung aher vollstandig durch einen Momentenvektor In dargestellt 
werden kann, so fragt man, ob man nicht diesen Momentenvektor In 
(auch "Achse" des Kraftepaares genannt) unmittelbar als Bild des 
Kraftepaares wahlen kann, und zwar als ein ganz und gar ein-ein
deutiges, so daB man also ebensogut mit diesem 
Momentenvektor wie mit dem Kraftepaar selbst 
operieren kann. Man iiberlege nur, daB ein Mo
mentenvektor vollstandig frei ist, d. h. daB man 
ihn irgendwohin im Raum verlegen kann, wenn 
nur sein Zahlenwert und seine Richtung erhalten 
bleibt. Dann werden also alle jene Kraftepaare 
durch den gleichen Momentenvektor dargestellt, Abb. 534. 
die gleichen Zahlenwert der Drehwirkung ha ben ( ein-
schlieBlich des Drehsinnes) und einander parallel sind. Und die Folge 
ist, daB alle diese Kraftepaare einander gleich sein miissen, da sie 
ja alle durch den gleichen Momentenvektor dargestellt werden kon
nen. Im Sinne der Mechanik sind nun zwei Kraftepaare einander 
immer gleich, wenn sie gleiche Drehwirkung haben; denn eine 
andere mechanische Wirkung hat ja ein Kraftepaar nicht. Man 
schlieBt so: 

Kraftepaare mit gleicher Drehwirkung, d.h. alle 
parallelen Krii.ftepaare mit gleichem Momenten
vektior, sind gleichwertig, so daB es fiir die mecha
nische Wirkung auf einen · starren Korper gleich 
ist, ob das eine oder das andere dieser Krafte-
paare angreift. (b) 

* Wem diese allgemeine Oberlegung nicht beweiskrăftig genug ist, der kann 
im einzelnen auch folgenden Beweisgang einschlagen. Zunăchst entwickelt man: 

Zwei Krăftepaare der nămlichen Ebene mit gleicher 
Parallelogrammflă.che und entgegengesetzt gleichem 
Drehsinn heben sich in ihrer Krăftewirkung vollstăndig 
auf. (c) 

N ach Voraussetzung gilt P1 p = Q1 q fiir die beiden Parallelogrammftăchen 
der Abb. 535. W enn man fiir P1 und Q1 ihre Resultierende R einfiihrt und 
dic Momentengleichung fiir den Schnittpunkt von P2 und Q2 anschreibt, 

P1 p-Q1 q+Rr=0, 
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so ergibt sich aus der Voraussetzung, daB Rr =O und somit r =O sein muB, 
d. h. die Resultierende von P 1 und Q1 geht durch den Schnittpunkt von P2 
und Q2 • Ebenso muB natiirlich auch die Resultierende von P2 und Q2 durch 

den Schnittpunkt von P 1 und Q1 gehen. Beide 
---- Q. Resultierenden sind ferner einander entgegen-\ w gesetzt gleich, wie ein Krafteck zeigen kann, \R P. 1 sie sind also im Gleichgewicht, d. h. die beiden 
\ a rr /' Kraftepaare heben sich in ihrer mechanischen 

Abb. 535. 

Wirkung vollstandig auf. 
W enn man in einem Kraftepaar die Pfeile 

der beiden Einzelkrafte umkehrt, so wird da
durch auch der Drehsinn des Paares umge
kehrt, das neue Kraftepaar hebt das alte Paar 
in seiner Kriiftewirkung auf. 

Beide Folgerungen kann man zusammenfassen: Wenn ein Kraftepaar K 1 
durch ein anderes Kriiftepaar K/ in seiner Bewegungswirkung aufgehoben 
wird, so ist es jedenfalls demjenigen Kraftepaar K2 gleichwertig, das aus K.' 
durch Umkehrung des Drehsinnes hervorgeht, sonach: 

Kriiftepaare der namlichen Ebene sind gleichwertig, 
wenn sie die gleiche Parallelogrammflache und den 
gleichen Drehsinn haben. (d) 

Fiir die Krăftewirkung an einem starren Kiirper ist · es deswegen ganz 
gleichgiiltig, welches der beiden gleichwertigen Kraftepaare man an ihm an
greifen liiBt, oder in anderer Ausdrucksweise, man kann ohne Anderung der 
Kraftewirkung ein Kriiftepaar in ein anderes der namlichen Ebene umwandeln, 
wenn es gleiche Parallelogrammflache und gleichen Drehsinn hat. 

Der Satz ( c) laBt sich verallgemeinern: 
Zwei parallele Kraftepaare K 1 und K 2 von gleichen 

Parallelogrammflăchen und entgegengesetztem Dreh-
sinn heben sich in ihrer Krăftewirkung auf. (e) 

Man kann zuniichst das Krăftepaar K 2 in ein 
neues gleichwertiges K 2 ' umwandeln, dessen Einzel
kriifte P.', P2' gleichgroB und parallel sind mit 
denen von Pv P 1 und den gleichen Abstand haben, 
s. Abb. 536. Wird dann jedesmal eine Kraft des Paa
res K 1 mit der gleichgerichteten Kraft des Paares K 2' 

zu einer Resultierenden zusammengesetzt, so liegen 
beide Resultierende in der gleichen Geraden und sind 
entgegengesetzt gleich, demnach im Gleichgewicht, 
d. h. die Krăftepaare K 2' und K 1 heben sich in der 
Kraftewirkung auf und daruit auch die Kraftepaare 
K 1 und K2 , da ja K2 beziiglich der Kriiftewirkung 
gleichwertig ist mit x.'. 

Es sind sonach alle Krăftepaare der gleichen 
Ebene oder von Parallelebenen gleichwertig, wenn 

Abb. 536. sie gleiche Parallelogramm-Fiăchen und gleichen Dreh
sinn haben. 

74. Welches ist die resultierende Wirkung zweier am namlichen 
starren Korper angreifender Kraftepaare im Sinne der Mechanik? Nach 
dem Superpositionsprinzip die graphische Summe der Einzelwirkungen. 
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Die Wirkung eines Kraftepaares ist einzig eine Drehwirkung, also 
ist die resultierende Wirkung zweier Krăftepaare gleich der graphischen 
Summe ihrer einzelnen Drehwirkungen. Was ist aher unter der 
graphischen Summe der Drehwirkungen zu verstehen? Die Drehwir
kung eines Krăftepaares ist hinreichend bestimmt durch den Momenten
vektor des Krăftepaares, also die Drehwirkung von zwei beliebigen 
Krăftepaaren P1 , P 1 und P2 , P2 mit den beziiglichen Momenten
vektoren lln1 und ill2 bestimmt durch einen Momentenvektor 

lin = in] + lln2 ' 
beliebig gegebene Krăftepaare werden zu einem 
resultierenden Krăftepaar zusammengefaBt, in
dem man ihre Momentenvektoren graphisch 
addiert. (a) 

Anm. Elementar beweist man diesen Satz zu-
năchst fiir zwei in der gleichen Ebene liegende Krăfte
paare. Zu diesem Zweck wird man das Krăftepaar P2 , 

P2 wie oben angegeben in ein neues P/, P/ so umwan
deln, s. Abb. 537, daB die eine Kraft P/ entgegengesetzt 
gleich ist mit einer der beiden Krăfte P1 und auf ihr 
liegt. Dann heben sich beide auf und es bleibt als 
resultierendes Krăftepaar dasjenige der andern ent
sprechenden Krăfte P 1 , P/ Das neue Krăftepaar PI> P11 

ist gleich der algebraischen Summe der beiden ge
gebenen Krăftepaare. Liegen die beiden Krăftepaare, 
die man zusammenfassen will, in parallelen Ebenen, 
so wird man zunăchst das zweite Paar in die Ebene des 
ersten verlegen und dann verfahren wie eben angegeben. 

Liegen beide Krăftepaare in zwei gegeneinander geneigten Ebenen oc 
und fJ, so wird man das erste Paar P,, P 1 in ein neues Paar Q1 , Q, so um
wandeln, daB die eine Kraft Q1 des Paares in der Schiiittgcraden oc(J der 
beiden Ebenen liegt. Ebenso wird man das zweite Paar P2 , P2 in ein neues 
Paar Q2 , Q2 so umwandeln, daB Q2 ebenfalls in dieser Schnittgeraden liegt 
und zugleich entgegengesetzt gleich ist mit Q, . Dann heben sich die in der 
Schnittgeraden liegenden Krăfte Q1 und Q2 auf, es bleibt nur mehr Q1 in der 
Ebene oc und Q2 in der Ebene {J . Beide Krăfte sind entgegengesetzt gleich, 
bilden also wieder ein Krăftepaar. 

Abb. 538 gibt einen Querschnitt durch die beiden Ebenen 
oc und {J. In ihm projizieren sich die Einzelkrăfte der betrach
teten Paare ala Punkte. Von den beiden noch bleibenden 
Krăften ist Q, zum Beschauer gehend gedacht, also Q2 von ihm 
weggehend. Die Krăfte der drei 
Paare Qu Q,, Q2 , Q2 und Q1 , Q2 

haben alle gleichen Zahlenwert, 
so daB die Flăchen der Paare 
und damit die Zahlenwerte M,, 
M 2 , M der Krăftepaare sich ver
halten wie die Strecken q11 q2 , q 
der Abbildung. Trăgt man von 
einem ·Punkt O aus in einem pas-

fl M, 

o 
Abb. 539. 
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send gewahlten MaJlstab den Momentenvektor M 1 ah, s. Abb. 539, an ihn an
schlieJlend den Momentenvektor M2 und bildet die graphische Summe S der bei
den, so ist das durch diese graphische Summierung gegebene Dreieck dem Drei
eck q1 , q2 , q ahnlich, weil M 1 und M 2 den gleichen Winkel wie q1 und q2 ein
schlieJlen und auch das gleiche Verhaltnis bilden wie q1 und q2 • Dann ist aher 
auch die graphische Summe von M1 und M2 einmal senkrecht zu q und gleich
zeitig gilt S: M 1 : M2 = q: q1 : q2 , d. h. der resultierende Mom~:~ntenvektor M der 
beiden gegebenen Kraftepaare ist gleich der graphischen Summe der Momenten
vektoren dieser gegebenen Paare. 

Beispiel a) Man fasse die drei Kraftepaare AA, BB, CC, 
die an dem Quader der Abb. 540 angreifen, zu einem einzigen zu

A 

Abb. 540. 

sammen. Die Losung erfolge analytisch. Die 
Kantenlangen sind 2 m, 2 m, 4 m. Die Krafte 
sind A=B=1000 kg, 0=2000 kg, so daB 
sie also durch die Kanten maBstablich dar
gestellt werden. 

Man wahlt den Punkt O als Nullpunkt 
des Koordinatensystems und in diesem die 

Richtung entgegengesetzt von B als x-, die von C als y-, und die 
von A als z-Richtung. Das Kraftepaar A, A liegt in der x-Ebene, 
sein Momentenvektor MA ist somit parallel der x-Achse, hat aher 
entgegengesetzten Richtungssinn, weil der Pfeil vom Beschauer weg
geht. Der Zahlenwert des Momentenvektors ist MA= 1 000 kg · 4 m 
=4000 mkg. 

Der Vektor MB des Paares B, B ist parallel der y-Achse und 
lauft im gleichen Sinn wie diese, der Zahlenwert ist MB = 2 000 mkg. 
Der Vektor Ma des Paares C, C geht entgegengesetzt zur z-Richtung, 
der Zahlenwert ist Ma= 2 000 kg · 2 m = 4 000 mkg. Es ist 

M2 =MA2 +MB2 +Ma 2 

oder M = 2 000 mkg ·V 4 + 1 + 4 = 6 000 mkg. 

Die Richtung ist gegeben durch die Richtungskoeffizienten (Math. I 19 3) 

cos a : cos (3: cos r : 1 = 4 000 : 2 000 : 4 000 : 6 000 

oder 

Beispiel b) Die gleiche Aufgabe Iose man graphisch im Mo
mentenmaBstab (abgekiirzt M. M.) 1 mm = 100 mkg. 

Man entwickelt wie eben angegeben die Zahlenwerte der Mo
mentenvektoren der drei Kraftepaare, 

MA= 4 000 mkg, MB = 2 000 mkg, Ma= 4 000 mkg 

und tragt sie von einem beliebig gewahlten Punkt des Raumes aus 
ab, s. Abb. 541. Entsprechend dem vorgeschriebenen MomentenmaB
stab werden sie dargestellt durch Strecken 40 mm, 20 mm, 40 mm. 
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Daru1 faBt man im AufriB und im GrundriB die Komponenten zu 
Resultierenden M" und M' zusammen. Nach einer beka.nnten Kon
struktion ermittelt man die wahre GroBe und findet 
dafiir eine Strecke von 60 mm, die sonach 6 000 mkg 
darstellt. 

Beispiel c) Man fasse die an dem Quader der 
Abb. 542 angreifenden Kraftepaare P 1 , P 1 , P 2 , P2 , 

P 3 , P 3 zu einem einzigen zusammen. Die Losung er
folge analytisch. Die Kantenlangen des Quaders sind 
1 m, 1 m, 2 m, die Krafte alle Pi= 1000 kg. 

Man wahlt wie bei den vorausgehenden Beispielen 
die Kanten des Quaders als Koordinatenrichtungen. Abb. 541. 

Das Kraftepaar Pl' P 1 hat einen Momentenvektor M.M.1 mm= 
M1 = 1000 mkg in Richtung der y-Achse, s. Abb. 543, 400 mkg. 
das Kraftepaar P2 , P2 einen Momentenvektor M2 

= 1 000 mkg V 5 parallel dem GrundriB; diesen Momentenvektor kann 
man zerlegen in zwei Komponenten M21 = + 2 000 mkg und M22 

=- 1 000 mkg in der x- und 
y-Richtung. Das Kraftepaar P 3 , P 3 

liegt in einer zum SeitenriB senk
rechten Ebene, der Momentenvektor 
M 3 ist dann parallel zum SeitenriB, 
er schaut nach oben, sein Zahlen
wert ist 1 000 .mkg v2, seine Kom
ponenten M31 und M33 in der x
und z-Richtung sind beide gleich 
1 000 mkg. Der resultierende Mo
mentenvektor ist gleich der graphi
schen Summe der Einzelvektoren; 

,r .. , \· ,' 
t j J 

.X 2 ;r
~y ~ 

3 1 1 

Abb. 542. Abb. 543. 
M.M. 1 mm= 

100 mkg. 

analytisch findet man die Komponenten von M als Summe der Ein
zelkomponenten, hier 

M"' = Mu + M 31 = 3 000 mkg, 

My=M1 +M22 =0, 

M 8 = M33 = 1000 mkg. 

Dann ist M=V M.,2 +MY2 +Mz2 =1000 mkgV"io. 
Die Richtung von M ist gegeben durch seine Richtungskoeffizienten 

(Math. I 193) 

cos a: cos fJ: cos y: 1 = Mx: MY: Mz: M = 3: O: 1 : yio 

oder cosa=0,3V10, cos{J=O, cosy=0,1 VlO. 
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Beispiel d) Die gleiche Aufgabe Iose man graphisch im Mo
mentenmaBstab 1 mm = 25 mkg. 

Man zeichnet im AufriB und GrundriB den Quader ein und 
dann entsprechend dem angegebenen MaBstab die Momentenvektoren 
senkrecht zu den zugehorigen Kraftepaaren, s. Abb. 543. Dann findet 
man den resultierenden Momentenvektor M als graphische Summe 
der Einzelvektoren, und zwar im GrundriB M' und im AufriB M". 
Die wahre Gr6Be von M gibt eine der iiblichen Konstruktionen der 
darstellenden Geometrie. Man entnimmt dem Plan M = 3150 mkg. 

75. Krafte, die in der gleichen Ebene liegen, haben stets eine 
Resultierende, war nach (36d) entwickelt worden. Gibt es dann 
auch fiir ein Krăftepaar eine Resultierende, d. h. kann man auch 
ein Kraftepaar durch eine Einzelkraft ersetzen? 

Abb. 544. 

schluB des Richtungssinnes). 

W enn man ein Kraftepaar in ein 
anderes umwandelt oder wenn man es 
verlegt, so bleibt dabei stets erhalten 
der Momentenvektor des Paares, d. h. 
es bleibt erhalten der Zahlenwert 
dieses V ektors, namlich die Parallelo
grammflache Pp, und seine Richtung 
senkrecht zum Krăftepaar (mit Ein-

Wenn man also das Kraftepaar in ein anderes umwandelt, das 
den Abstand p der Krafte auf n · p vergr6Bert, s. Ahb. 544, so miissen 
dafiir die beiden Krafte P des Paares n mal so klein werden, also 

1 
den W ert -- · P annehmen. Wahlt man n sehr groB, so werden die 

n 
1 

Krafte - · P des neuen Paares entsprechend sehr klein, und wahlt n 
man insbesonders n = oo, so werden die Krăfte des umgewandelten 
Paares den W ert 1 : oo annehmen, sie werden beide unendlich klein. 
Bei dieser Umwandlung wird naturgemaB die eine Kraft im Endlichen 
bleiben, die andere unendlich weit entfernt sein. Die erstere hat 
keine endliche Wirkung mehr und kann deswegen vernachlassigt 
werden, nicht aber die andere, die zwar auch nur einen unendlich 
kleinen Zahlenwert hat, aber einen unendlich groBen Dreharm fiir 
jeden im Endlichen liegenden Momentenpunkt, deren Moment M also 

p 
endlich sein kann und auch ist, nămlich np · - = Pp, wenn man 

n 
auch n= oo wahlt. Man sieht demnach: 

Ein Kriiftepaar vom Moment M kann durch eine 
unendlich kleine im Unendlichen liegende Kraft 
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R ersetzt werden. Diese unendlich kleine Kraft R 
hat dann keine Translationswirkung, wohl aber 

305 

eine Drehwirkung M. (a) 

Fiir ein Krăftepaar hat man also neben der Darstellung durch 
einen Momentenvektor auch noch diejenige durch eine unendlich 
kleine im Unendlichen liegende Kraft. Man verwechsle aber nicht: 
Diese unendlich kleine Kraft kann als gleichwertig mit dem Krăfte
paar betrachtet werden, der Momentenvektor • aber ist nur ein 
Bild des Krăftepaares, mit dem sich zwar recht bequem arbeiten 
lăBt, der aher fiir das Krăftepaar genau das gleiche bedeutet, wie 
fiir das Moment einer Einzelkraft. Bei Drehwirkungen und bei 
Drehbewegungen wird man sich mit Vorteil dieses Bildes erinnern, 
besonders wenn man zu rechnerischen Dberlegungen iibergeht. 

In der Raumvorstellung ist es recht praktisch, wenn man zu 
jedem Krăftepaar sich auch immer gleichzeitig sein Bild vorstellt, 
nămlich den zur Krăftepaarflăche irgendwo (da der Vektor ja vollig 
frei ist im Gegensatz zur Kraft) senkrecht errichteten Momenten
vektor IDl, dessen Zahlenwert gleich ist dem Zahlenwert der Paral
lelogrammflăche des Krăftepaares. Und umgekehrt, wenn man mit 
diesem Momentenvektor selbst arbeitet (und besonders rechnet), wird 
es von groBem Vorteil sein, wenn man sich immer zu jedem solchen 
Momentenvektor das zugehorige Krăftepaar senkrecht zum Vektor 
vorstellt. 

Oft ist es erwiinscht, eine Kraft aus ihrer Wirkungslinie heraus 
von einem Angriffspunkt A nach einem solchen A' zu verlegen, 
s. Abb. 545. Zu diesem Zweck bringt man am 
Punkt A' zwei im Gleichgewicht befindliche Krăfte 
P parallel der gegebenen Kraft P an. Die ur
spriingliche Kraft P durch A und die mit ihr ent
gegengesetzt laufende P durch A' bilden ein Krăfte
paar, in der Abbildung schraffiert, so daB man 
jetzt statt der urspriinglichen Kraft durch A die 
mit ihr gleiche und gleichgerichtete Kraft durch 
A' hat und dazu ein Krăftepaar. 

A 

Abb. 545. 

J edesmal wenn eine Kraft von einem Angriffspunkt A 
nach einem neuen Angriffspunkt A' auBerhalb ihrer Rich
tungslinie verlegt wird, entsteht ein Krăftepaar, das 
Verlegungskrăftepaar. Der Vektor dieses Paares steht 
senkrecht zur verlegten Kraft. (b) 

Beispiel a) In welchen Punkt A' muB eine gegebene Kraft P 
verlegt werden, damit das V erlegungskrăftepaar den W ert K erhălt? 

Wenn A' den Abstand a von der gegebenen Kraft P bat, so 
Egerer, Ingenieur-Mechanik. I. 20 
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wird das V erlegungskraJtepaar Pa. Soll dieses demnach den W ert K 
haben, so muB a= K: P sein, d. h. A' kann jeder beliebige Punkt 
im Abstand K: P von der Kraft P sein. Ein negatives a bedeutet, 
daB die gegebene Kraft P um den Punkt A' linksum zu drehen 
sucht. Ist etwa P= 90 kg und K = 360 mkg gegeben, so muB 
a=4 m sein. 

Beispiel b) Beweise: 

Ein Kraftepaar K laBt sich mit einer zu seiner Ebene 
parallelen Kraft P immer zu einer Resultierenden zu
sammensetzen; diese ist der Einzelkraft gleich und par-
aU el gerichtet. ( c) 

Man kann nach dem vorausgehenden Beispiel die Kraft P nach 
einem Punkt A' so verlegen, daB das entstehende Kraftepaar par
allel ist dem gegebenen und gleichzeitig den Wert - K annimmt. 
Das gegebene Kraftepaar K und das Verlegungspaar - K sind 
dann im Gleichgewicht, als Resultierende bleibt nur noch die nach 
dem Punkt A' verlegte Einzelkraft P iibrig. 

76. Zwei windschiefe Krăfte lassen sich nicht durch eine Einzel
kraft ersetzen, sie ha ben also keine Resultierende. Den V erein von 
diesen zwei windschiefen Kraften kann man sonach nicht weiter 
vereinfachen, er bildet eine gewisse Einheit fiir sich. Es erweist 
sich als praktisch, eine Benennung einzufiihren, und man definiert 
deswegen: 

Ein Kraftkreuz ist der Verein von zwei wind-
schiefen Kraften. (a) 

Greifen an einem starren Ki:irper beliebig viele Krafte an, so 
ist es im allgemeinen nicht mi:iglich, fiir diese Krafte eine Resultie
rende zu finden. Es wird sich aher zeigen, daB man dieses System 
immer auf ein Kraftkreuz zuriickfiihren kann, und zwar mit Hilfe der 

Abb. 547. Abb. 546. 

Elementaraufgabe des Kraft
kreuzes: Eine Kraft P ist in zwei 
Komponenten PA und Pe so zu zer
legen, daB PA durch einen vorge
schriebenen Punkt A geht und Pe in 
einer vorgeschriebenen Ebene e liegt. 
Fiir diese Aufgabe hat man zwei 
Losungen. 

Die erste Li:isung beniitzt 
den Dreikrăftesatz und sagt , die 
Kraft P liegt mit ihren Komponen
ten PA und Pe in der nămlichen 
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Ebene (in der "Operationsebene" n), siehe Abb. 546, und geht mit 
ihnen durch den namlichen Punkt M. Weil alle drei Krăfte in dieser 
Operationsebene liegen miissen, also auch A, muB diese Ebene, die 
immer zuerst zu bestimmen ist, durch P undA gehen. Nun muB Pe 
einmal in dieser Operationsebene n liegen und dann nach V orschrift 
auch in der Ebene e, sie liegt also in der Schnittgeraden ne beider 
Ebenen. Daruit ist die Lage und Richtung von Pe bestimmt und 
deswegen auch diejenige von PA, weil P mit seinen Komponenten 
durch den namlichen Punkt gehen muB, also den Schnittpunkt von 

......... 
P mit Pe. Durch einen Krafteplan '='A+ 'e ermittelt man 
noch die Zahlenwerte von PA und Pe, s. Abb. 547. 

Sonderfălle der Elementaraufgabe des Kraftkreuzes: 
. I. Die Gerade ne ist parallel P. Die Losung der Elementar

aufgabe ermittelt immer zunachst die Operationsebene n, dann liegt 
Pe in der Schnittgeraden ne. Pe und P schneiden sich in einem 
Punkt M, durch den auch PA hindurch gehen muB. Wenn nun nE 

und daruit auch Pe parallel zu P ist, so liegt M im Unendlichen, 
es ist dann die Kraft P nach zwei parallelen Komponenten zu zer
legen, eine Aufgabe, die entweder zu losen ist nach 39 mit Hilfe 
des Seilecks oder analytisch mit Anwendung des Hebelgesetzes. 

II. Die Operationsebene n ist parallel zu e. Es liegt Pe in der 
Schnittgeraden ne. Da beide Ebenen parallel sind, so liegt ne und 
daruit auch Pe im Unendlichen, die Aufgabe ist selbst wieder ein 
Sonderfall von I. Da hier die Komponente Pe im Unendlichen liegt, 
wird PA = P, dagegen P, unendlich klein. Es kommt diese Zer
legung darauf hinaus, daB man P parallel nach A verlegt; bei dieEer 
Verlegung tritt ein Verlegungskrăftepaar auf, das gleichwertig ist der 
unendlich fernen und unendlich kleinen Kraft Pe. 

Beispiel a) Die an dem Quader der Abb. 548 angreifenden 
Krăfte A, B, C fasse man zu einem Kraftkreuz 
:zusammen. 

A= B = C = 8 000 kg. 

Die Kraft C zerlegt man 
nenten CA und Ce, deren 
eine d urch einen Punkt A 
auf der Kraft A geht und 
deren andere in einer 
Ebene e durch B liegt. A 

Dann fasse man die bei-
den Krafte A und CA zu 
einer Resultierenden zu
sammen und ebenso die 

in zwei Kompo-

Abb. 548. 

An~ OM~ 
A E 

0 A 
Abb. 549. 

K. M. 1 mm = 400 kg. 
20* 
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beiden Krăfte B und Ce. Die Operationsebene n durch C undA ist die 
obere Ebene des Quaders, sie schneidet die vorgeschriebene Ebene e 
in der Geraden ne, in der oberen rechten Kante des Quaders; sie 
ist die Wirkungslinie von Ce. Die drei Krăfte C, CA und Ce miissen 
sicb im nămlichen Punkt M schneiden, d. i. der hintere Endpunkt 
der Kante ne. Dann ist AM die Wirkungslinie der Kraft CA. O ist 
nun in die beiden Komponenten Ce und CA zu zerlegen; wenn man 
den KrăftemaBstab so wahlt, daB O durch die hintere Kante dar
gestellt wird, dann stellt die Diagonale AM die Komponente O A und 
die Kante ne die Komponente Ce vor, siehe auch Grund- und Auf
riBdarstellung der Aufgabe in Abb. 549. In dieser Abbildung ist 
dann noch die Zusammenfassung der Krafte A und CA zu einer 
Resultierenden RA und der Krafte B und Ce zu einer Resultierenden 
Re vorzunehmen. SchlieBlich gibt Abb. 548 noch in axonometrischer 
Darstellung die beiden Krăfte RA und Re , die beide ein Kraftkreuz 
bilden. 

Abb. 550. Abb. 551. 

Die zweite Losung der Elementaraufgabe des Kraft
kreuzes verlegt P parallel nach A, s. Abb. 550. Das bei dieser 
Parallelverlegung entstehende Verlegungskrăftepaar P, P wandelt man 
dann in seiner eigenen Ebene n so in ein anderes P', P' um, daB 
die eine Kraft P' in die Ebene e zu liegen kommt (sie hat die Schnitt
gerade von n und e als Wirkungslinie), die andere Kraft P' aher 
immer noch durch den Punkt A geht, s. Abb. 551. Dann liegt in 
der Ebene e eine Kraft P' =Pe, durch den Punkt A gehen zwei 
Krafte P und P', die man zur gesuchten Kraft PA zusammenfassen 
wird. 

Im Sonderfall, wenn nămlich die Ebene n des V erlegungskrafte
paares parallel der vorgescbriebenen Ebene e ist, wird man das ent
stehende Kraftepaar P. Pin diese parallele Ebene e verlegen und in ihr 
durch eine unendlich kleine und gleichzeitig unendlich ferne Kraft Pe 
ersetzen. (Natiirlich ist das nur eine Sprechweise, nur zu dem Zweck 



Statische Aufgaben des Raumeso 760 770 309 

gebraucht, um der gestellten Aufgabe zu geniigen; in der Praxis 
rechnet man nicht mit diesen unendlich kleinen Kraften, sondern 
mit dem Kraftepaar selbst bzw. seinem Moment.) 

Beispiel b) Man wende das eben angegebene Verfahren auf 
das vorausgehende Beispiel an. 

Man verlegt die Kraft O nach dem Punkt A und erhalt dabei 
das in der Abb. 552 durch die schraffierte Flache gegebene Krafte-
paar C, C, sowie die durch den dop
pelten Pfeil gekennzeichnete Einzelkraft 
O, die durch den vorgeschriebenen Punkt 
A geht. Das Kraftepaar C, O dreht man 
in seiner Ebene um 90 ° und verwandelt 

Il 
es in das gleichwertige Kraftepaar 0', 0', 
dessen eine Kraft durch den vorgeschrie
benen Punkt A geht und dessen andere 
in der vorgeschriebenen Ebene e liegto 
Dann faBt man die drei Krafte A, 0', O, alle durch den doppelten 
Pfeil ausgezeichnet, zu einer Resultierenden R.A zusammen, und 
ebenso die Krafte O' und B, die in der Ebene s liegen, zu einer 
Resultierenden Re. 

77. Ein beliebiges Kraftesystem IaBt sich im allgemeinen nicht 
auf eine resultierende Einzelkraft zuriickfiihren, aher wenigstens auf 
ein Kraftkreuz, wie gleich entwickelt werden sollo Man spricht dann 
vom resultierenden Kraftkreuz, weil es das gegebene Krafte
system in seiner Kraftewirkung vollstandig ersetzto 

Die Aufsuchung des resultierenden Kraftkreuzes ist im beson
deren Falle der Beispo 76a) und 76b) schon durchgefiihrt. Im 
allgemeinen ist durch die vorausgehende Nummer der Weg schon 
angedeutet. Man wahlt die bestimmenden Elemente A und s will
kiirlich, natiirlich passendo Dann wendet man auf jede Einzelkraft 
Pi des Systems die Elementaraufgabe an, d. ho man zerlegt Pi in 
zwei Komponenten Pi.A und Pie und erhalt damit statt des gegebenen 
Systems P 1 , P 2 , o .. Pn die zwei Komponentensysteme 

Pu, P2..4., ... Pn.A und P1e, P2e, o o o Pneo 

Die Komponenten Pu des ersten Systems gehen alle durch den 
Punkt A und lassen sich zu einer Resultierenden R.A zusammenfassen, 
die Komponenten Pi e des zweiten Systems liegen alle in der nam
lichen Ebene s und lassen sich durch eine Resultierende Re ersetzen. 
Der Verein von R.A und Re, die im allgemeinen windschief sind, ist 
das resultierende Kraftkreuzo 

Selbstverstandlich werden in Sonderfallen einzelne der Kompo
nenten Pu oder Fie den Wert Null haben. Wenn namlich von 
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Anfang an eine der Krafte des gegebenen Systems, etwa PP bereits 
in der gegebenen Ebene e liegt, dann ist eben diese Kraft P1 mit 
ihrer Komponente Pu identisch und Pl.A hat den Wert Null. 

W enn ein gegebenes Kraftesystem vorliegt, so wird man als 
Punkt A praktisch denjenigen wahlen, durch den bereits viele Krafte 
des Systems hindurchgehen, weil man dann diese Krafte nicht mehr 
in Komponenten zerlegen muB, und ebenso wird man als Ebene e 
mit Vorteil diejenige wahlen, in der bereits mehrere Krafte liegen. 

Abb. 553. 

Beispiel a) Die an dem Wiirfel der 
Abb. 553 angreifenden Krafte P1 , P 2 , P 3 

fasse man zu einem Kraftkreuz zusammen. 
Es ware hier unpraktisch, die Elemen

taraufgabe anzuwenden, weil von den drei 
Krăften zwei durch den gleichen Punkt E 
bzw. F gehen. Man faBt P 1 und P 2 zu einer 
Resultierenden R12 zusammen, dann ist der 
Verein von P 3 und R12 ein resultierendes 
Kraftkreuz. Oder man faBt P2 und P3 zu 
einer Resultierenden R23 zusammen, dann 

ist der V erein von P 1 und R 23 gleichfalls ein resultierendes Kraft-
kreuz. 

Beispiel b) Man fasse das am Wiirfel der Abb. 554 angrei
fende Kraftesystem zu einem resultierenden Kraftkreuz zusammen. 
Die Krafte P ha ben alle den W ert 8 000 kg. 

Man wăhlt den Punkt F und die vordere Ebene CDG R als 
Trager der Wirkungslinien des Kraftkreuzes. P1 und P2 gehen 
bereits durch den Punkt F, es ist 

Ptp=P1 , Pte= O, P2p=P2 , P2e=O. 

Die dritte Kraft zerlegt man in P 8 p und Pae. Die Operations
ebene n3 geht durch P 3 und F, sie ist die obere Ebene EFG H. 
Die Schnittgerade ne geht durch die Kante G H, also liegt P3 e in 
dieser Kante; Pae und P 3 schneiden sich im Punkt M3 , hier im 
Punkt H. Durch ihn muB P3 p gehen, in der Abb. 554 sind Pse und 
PsF durch gestrichelte Linien gekennzeichnet. Man zerlegt P 3 nach 
den zwei Komponenten mit einem einfachen Krafteplan. Die Kraft 
P 4 liegt bereits in der Ebene e, es ist P 4p =O, P4e = P 4 • 

Nun faBt man P 1 p, P 2p, P 3 p zu einer Resultierenden Rp zu
sammen, und ebenso Pae und P4e zu einer Resultierenden Re. In 
Abb. 555 ist die Losung mit den Hilfsmitteln der darstellenden Geo
metrie gegeben, die in der Ebene e liegenden Krafte sind durch 
doppelte Pfeile bezeichnet, die axonometrischen Zeichnungen der 



Statisc'1e Aufgaben des Raumes. 77. 311 

Abb. 554 unterstiitzen den Gedankengang. Man findet RF = 19 700 kg, 
Re= 16000 kg. 

Beispiel c) Falls ein Kriiftesystem iiberbaupt eine Resultie
rende hat, gibt es immer nur eine einzige. Man frăgt sich: Gibt 
es auch nur ein einziges Kraftkreuz zu einem gegebenen Krăfte
system? Das vorausgebende Beisp. a) gibt 
bereits eine Antwort; man konnte zu einem 
gegebenen Krăftesystem zwei verschiedene 
Kraftkreuze konstruieren. Allgemein iiberlegt 
man: eine Kraft im Raum oder ein Vektor 
im Raum ist erst durcb fiinf Zahlenangaben 
vollstăndig bestimmt. Es gibt also im Raum 
oo 5 verscbiedene Vek-
toren und daruit auch 
Krăfte. Ein Kraftkreuz 
setzt sicb aus zwei Krăf
ten zusammen, es ist 
daber erst durcb zehn 
Zahlenangaben vollstăn
dig bestimmt; im Raum 
gibt es also oo 10 ver
scbiedene Kraftkreuze. 
W enn nun ein Krăfte-

Abb. 554. 

F 

Abb. 555. 
K. M. 1 mm =400 kg. 

system gegeben ist und durcb ein Kraftkreuz ersetzt werden soli, 
so kann man sechs Bedingungen iiber den Zusammenbang dieses 
Kraftkreuzes mit dem gegebenen Krăftesystem anschreiben, so daB 
nocb vier Zablenangaben notwendig sind, um ein bestimmtes Kraft
kreuz zu erbalten. Es gibt somit zu einem gegebenen Krăftesystem 
oo 4 verschiedene Kraftkreuze, die alle einander gleicbwertig sind, 
weil ja jedes einzelne das gegebene Krăftesystem in seiner Krăfte
wirkung ersetzt. Man merke: 

Zu einem gegebenen Krăftesystem gibt es oo 4 

resultierende Kraftkreuze, die alle einander 
gleicbwertig sind. (a) 

Man kann somit dem zu einem gegebenen Krăftesystem ge
wiinscbten Kraftkreuz vier Bedingungen vorscbreiben. In der Elemen
taraufgabe fiir die Kraftkreuzkonstruktion sind beispielsweise bereits 
vier solcber Bedingungen enthalten; man bat der einen Resultierenden 
RA einen bestimmten Punkt A vorgeschrieben und der anderen Re
sultierenden R, eine bestimmte Ebene e. W enn man aher einer 
Wirkungslinie einen Punkt vorscbreibt, so bat man damit zwei Be-
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dingungen gegeben, und ebenso zwei Bedingungen, wenn man ihr 
vorschreibt, sie soll in einer bestimmten Ebene liegen. 

Eine Gerade im Raum hat vier Freiheitsgrade, sie ist durch vier 
Bedingungen bestimmt. Wenn man also fiir die eine Wirkungslinie Rl 
des Kraftkreuzes eine bestimmte Gerade l vorschreibt, so muB da
mit die andere R/ vollstandig bestimmt sein. Die Losung der Auf
gabe erfolgt am einfachsten, wenn man die Krafte auf eine Ebene 
senkrecht zu Rl projiziert. 

Ebenso kann man der einen Wirkungslinie R 1 einen Punkt A 
vorschreiben und der zweiten R 2 die Richtung, dann muB das Kraft
kreuz dadurch vollstandig bestimmt sein. Durch die erste Vorschrift 
fiir R1 sind zwei Zahlenangaben gemacht, ebenso durch die zweite 
Vorschrift zwei fiir R2 • 

Oder man schreibt der ersten Wirkungslinie R1 vor, daB sie in 
einer bestimmten Ebene e liegen soll, und der zweiten R 2 eine be

stimmte Richtung. Auch dadurch ist das 
Kraftkreuz vollstandig bestimmt. 

Aufgabe a) Man fasse die drei Krăfte P 1 , P 2 , 

Pa der Abb. 556 zu einem Kraftkreuz zusammen. 
Losung: Am einfachsten zerlegt man Pa in zwei 

Komponenten Pa' und Pa" parallel zu P 1 und P 2 • 
Abb. 556. Dann ist die Resultierende Q1 von P 1 und Pa' die 

eine Kraft des Kraftkreuzes und die Resultierende 
Q2 von Pa" und P 2 die andere; Q1 = P 1 +Pa', Q2 = P 2 +Pa''. 

Aufgabe b) An dem Quader der Abb. 557a mit den Kanten a, a, 2a 
greifen die Krăfte P 1 =Pa= 2 P, P 2 = P4 = P5 = P6 = P an. Man fasse das 
Krăftesystem zu einem Kraftkreuz zusammen, dessen eine Wirkungslinie durch 
den Punkt A geht und dessen andere in der vorderen Ebene e liegt. P= 1000 kg. 

9 

Abb. 557a. Abb. 557b. K. M. 1 mm = 100 kg. 

Losung: Pa und P 4 gehen bereits durch den Punkt A, brauchen also 
nicht mehr zerlegt werden; ebenso liegen P 1 und P6 bereits in der Ebene e. 
Das Krăftepaar P 2 , P 5 hebt man zunăcht um a und wandelt es dann in ein 
anderes P 7 , Pa so um, daB P 7 durch den Punkt A geht und Pa in der Ebene e 
liegt. Dann ist RA die Resultierende aus P 3 , P4 , P, und R, die Resultierende 
ausP., P6 , Pa, s.Abb.557b. Es wird RA=2000 {5kg, R,=2000 kg. 
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Aufgabe c) Man wandle das Kraftkreuz P., P2 der Abb. 558 in ein 
anderes R1 , R2 um, dessen eine Wirkungslinie R 1 so vorgeschrieben ist, wie 
die Abbildung angibt. P1 = 3000 kg, P 2 = 6000 kg. 

Losung: Wenn man den Pfeil von R1 und vom gesuchten R 2 umdreht, 
so sind P10 P2 , R., R2 im Gleichgewicht. Dann sind auch ·die Projektionen 
dieses Krii.ftesystems im AufriB, GrundriB und SeitenriB im Gleichgewicht. Man 
beniitzt den Dreikrăftesatz, um in jedem der drei Risse eine Aussage iiber die 
L3.ge von R 2 machen zu konnen, s. Abb. 559. Im AufriB schneiden sich P2 , 

R 1 und R 2 im Punkt 81 , der also auf ,der Kante FG liegt; im GrundriB 
ha ben P1 , R 1 , R2 den Punkt 82 gemeinsam, im SeitenriB P1 , P2 , R 2 den 
Punkt 83 • In diesem RiB kann man R2 als einzige Unbekannte ermitteln. 
Man weiB, daB R 2 die Kante FG im Punkt 81 schneidet; diesen Punkt 81 

projiziert man vom SeitenriB hiniiber 
zum GrundriB und erhălt in ihm so S, ft, 
die Richtung von R 2 ; in entsprechen
der Weise erhălt man die Richtung 
von R2 im AufriB. 

/ 
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1 
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Abb. 558. 
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Mit einem Krafteck ermittelt man die gesuchten Krăfte R 1 und R 2 im 
Grund- und AufriB und dann die wahre GroBe. R 1 = 3 000 kg, R 11 = 7 350 kg. 
Die Pfeile sind dann noch verkehrt zu nehmen, wie sie durch Erfiillung der 
Gleichgewichtsbedingungen im Krăfteplan gefunden wurden. 

78. In der Praxis wird die Kraftkreuzaufgabe, meist ohne daB 
man iiberhaupt diesen Namen anwendet, gewohnlich folgenderma.Ben 
ausgefiihrt: Man wii.hlt einen beliebigen Punkt A (zuweilen "Reduk
tionszentrum" genannt) passend aus und verlegt alle Kriifte P 1 , 

P'l, ... Pn dorthin; bei jeder solchen Verlegung einer Kraft Pi ent
steht ein Verlegungskrăftepaar M,; dann fa.Bt man die verlegten 
Krăfte, die jetzt alle durch den Punkt A gehen, zu einer Resultieren
den (auch "Reduktionsresultante" genannt) 

zusammen; und alle Krăftepaare, deren jedes ja durch seinen Mo
mentenvektor !ni vollstii.ndig bestimmt ist, zu einem resultierenden 
Krii.ftepaar oder resultierenden .Momentenvektor 
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Dieses in der Praxis meist angewandte V erfahren, Krafte im 
Raum zusammenzufassen, ist tatsachlich ein Sonderfall der vorher 
geschilderten allgemeinen Kraftkreuzaufgabe. Wahlt man namlich 
den Punkt A so wie eben getan und als Ebene e die unendlich 
ferne Ebene, so liegt die Schnittgerade ne jedesmal im Unendlichen. 
J ede Einzelkraft Pi ist sonach zu zerlegen in zwei Komponenten, deren 
eine durch den Punkt A geht und deren andere im Unendlichen 
liegt und deswegen unendlich klein wird, d. h. ein Kraftepaar vor
st.ellt. Damit ist aher nichts anderes verlangt, als daB P, nach dem 
Punkt A verlegt werden soll. 

1 

Abb. 560. Abb. 561. 

Beispiel a). Die an dem Wiirfel der Abb. 560 angreifenden 
Krafte P 1 , P2 , P3 verlege man alle in den Punkt A. Dann fasEe 
man alle Kra.fte im Punkt A zu einer Resultierenden R und alle 
Verlegungskraftepaare zu einem resultierenden Moment M zusammen. 
Wiirfelkante a= 1 m, P1 = P2 = P3 = 300 kg. Vorgeschrieben: 
K. M. 1 mm = 5 kg, M. M. 1 mm = 50 mkg. 

.J 

Abb. 562. 
L. M. 3: 200; 

K.M. 1 mm = 
20 kg; 

M.M. 1 mm = 
20 mkg. 

Bei der V erlegung von P 1 nach A entsteht das 
Kraftepaar M1 = 300 mkg mit einem Momentenvektor 
entgegengesetzt der x-Richtung, s. Abb. 561. Bei der 
V erlegung von P2 hat der Vektor M 2 des entstehenden 
V erlegungskraftepaares gleichen Zahlenwert und gleiche 
Richtung wie M1 . Bei der Verlegung von P 3 ist der 
Momentenvektor Ma entgegengesetzt gerichtet der y
Achse und hat den Zahlenwert M 3 = 300 mkg. In 
Abb. 561 sind die in den Punkt A verlegten Krafte
paare dargestellt, in Abb. 562 die verlegten Krafte P 1 , 

P2 , P3 und die Momentenvektoren M 1 , M 2 , ~lfa, (letz
tere kenntlich durch doppelte Pfeile, die Lage ist natiir
lich beliebig) eingetragen und die Resultierenden R 
und M ermittelt. R = 515 kg, M = 675 mkg. 

W enn der Punkt A nicht vorgeschrieben ware, 
wiirde man praktischer die Krafte entweder in den 
Punkt F verlegen, wo bereits die Krafte P 1 und P2 

angreifen; man miiBte dann nur mehr Pa dorthin ver-
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legen; oder man wahlt den Punkt E, an dem bereits P2 und P3 an
greifen, und verlegt nur mehr P1 dorthin. 

Beispiel b) Ki:innen drei windschiefe Krafte im Gleichge
wicht sein? 

N ein, denn wenn das moglich wăre, ki:innte tnan durch zwei von 
ihnen eine Achse legen, die die dritte Kraft nicht schneidet; dann 
miiBte fiir diese Achse das Drehmoment aller Krăfte O sein, was 
nicht zutrifft, da die beiden ersten Krăfte iiberhaupt keinen Beitrag 
zur Momentengleichung liefern, die dritte Kraft aher einen von Null 
verschiedenen. Die drei im Gleichgewicht befindlichen Krăfte miissen 
also in der namlichen Ebene liegen. 

Aufgabe a) Wie miissen drei Krăfte im Raum liegen, wenn sie im 
Gleichgewicht sind? 

Eben wurde entwickelt, daB sie in der nămlichen Ebene liegen miissen. 
Krăfte der nămlichen Ebene haben stets eine Resultierende, man kann sonach 
P 1 und P 2 zu einer solchen, die mit R bezeichnet sei, zusammenfassen. R muB 
mit Pa im Gleichgewicht sein, beide miissen deswegen in der nămlichen Ge
raden liegen, d. h. Pa geht durch den Schnittpunkt von P 1 und P 2 • Damit 
ist fiir jede beliebige Lage der Dreikrăftesatz bewiesen. 

Au f g a b e b) Konnen vier windschiefe Krăfte im Gleichgewicht sein? 
Ja; man denke sich ein Kraftkreuz P., P 2 und dieses dann in ein anderes 

Q/, Q2' umgewandelt, so zwar, daB Qt' mit P1 und P 2 windschief ist, was ja 
immer moglich ist, da man die Wirkungslinie von Q/ beliebig vorschreiben 
kann. Dann nehme man statt der beiden Krăfte Qt' und Q.' ihre entgegen
gesetzt gleichen, die mit Q1 und Q2 bezeichnet seien, d. h. man . kehre einfach 
die Pfeile von Q/ und Q.' um, es miissen dann die Krăfte P" P 2 , Q., Q2 mit
einander im Gleichgewicht sein. Von diesen vier Krăften sind zwei windschief, 
nărnlich P 1 und P2 , da sie ja ein Kraftkreuz bilden, aus dem gleichen Grund Q, 
und Q", nach Konstruktionsvorschrift aher auch P 1 und Q1 , sowie P2 und Q,; 
es konnte also hochstens Q2 mit P, (oder P 2 ) sich schneiden. Dann konnte man 
fiir diese beiden eine Resultierende R einfiihren, die mit P 2 und Q1 (bzw. P, 
und Q1 ) im Gleichgewicht wăre und also mit ihnen in der gleichen Ebene lăge, 
was der Konstruktionsvorschrift von Q1 widerspricht. 

Aufgabe c). Man ersetze das KriiJtesystem der Abb. 557a auf die ein
fachst mogliche W eise durch eine gleichwertige Gruppe von zwei Krăften. 

Liisung: Es bilden P4 und P6 ein Krăftepaar K1 =Pa, ebenso P 2 und 
und P5 ein solches ]{2 =Pa v15. Beide kann man zu einem resultierenden 
Moment K = 2 Pa v2 zusammenfassen, ebenso die bei
den Krăfte P, und P3 zu einer Resultierenden G = 4P, 
s. Abb. 563. Dann bildet der Verein von G und K einen 
gleichwertigen Ersatz fiir das gegebene Krăftesystem; das 
Krăftepaar K ist als unendlich kleine im Unendlichen 
liegende Kraft zu betrachten. 

79. Eine Kraft hat eine zweifache Bewegungs
wirkung; sie sucht den Ki:irper, an dem sie an
greift, zu verschieben und gleichzeitig zu drehen, 
sie hat also eine Schiebungs- und eine Drehwir-

tl' -= .8\ -t-oe:~-_.i2 

Abb. 563. 
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kung, oder in anderer Ausdrucksweise, sie hat eine Translations- und 
eine Rotationswirkung. Greift die Kraft an einem materiellen Punkt 
an, so ist ihre Wirkung an diesem selbstverstăndlich nur eine 
Schiebungswirkung. Diese ist nur bedingt durch Zahlenwert und 
Richtung der Kraft und deswegen vollstăndig ausgedriickt, wenn 
man die Kraft als V ektor kennt, weil ja im Begriff V ektor Zahlen
wert und Richtung enthalten ist. Auf die Schiebungswirkung ist also 
die Lage der Kraft ohne jeden EinfluB. 

Die Schiebungswirkung einer Kraft P; ist durch die Angabe des 
Vektors tp; oder seiner drei Komponenten X;, Y;, Z; in den Grund
richtungen eines răumlichen Koordinatensystems vollstăndig bestimmt. 
Man kann diese drei bestimmenden GroBen auch als die statischen 
Koordinaten der Schiebungswirkung einer Kraft bezeichnen, 
eben in dem Sinne, daB durch ihre Angabe die Schiebungswirkung 
vollstăndig bestimmt ist. 

Dagegen ist fiir die Drehwirkung einer Kraft P; beziiglich eines 
(wirklichen oder gedachten) Drehpunktes O die Lage dieser Kraft 
gegeniiber dem Drehpunkt ebenso von Bedeutung wie ihr Zahlen
wert. Die Drehwirkung einer Kraft P; wird ja durch ihr Moment 
bestimmt und dieses Moment K, fiir einen bestimmten Drehpunkt 
ist gleich dem Produkt aus der Kraft und ihrem Dreharm. J e weiter 
die Kraft also vom Drehpunkt O entfernt ist, desto groBer ist auch 
ihre Drehwirkung. Man beachte aber, daB zur vollstăndigen Be
schreibung der Drehwirkung nicht nur die Kenntnis ihrer Intensităt 
gehort, sondern auch die Kenntnis, um welche Achse im Raum die 
Drehung vor sich geht. Die Drehwirkung oder das Moment einer 
Kraft ist eben ein Vektor, der erst durch Angabe von Zahlenwert und 
Richtung vollstăndig bestimmt ist, oder was das gleiche ist, durch 
Angabe seiner Komponenten in den drei Grundrichtungen eines răum
lichen Koordinatensystems. Nach (25 m) sind die Komponenten L;, 
M;, N; dieses Vektors K, gegeben durch die Formei 

L 1=Y;z;-Z;Y;, M;=Z;x1 -X;z;, N;=X1y;-Y;X;, (a) 
wo X;, Y;, Z; die Komponenten der wirkenden Kraft P; und X;, Y;, z, 
die Koordinaten ihres Angriffspunktes sind, vorausgesetzt, daB der 
Drehpunkt zum N ullpunkt eines răumlichen Koordinatensystems ge
macht wird. Diese drei bestimmenden GroBen L;, M;, N; kann man 
auch als die statischen Koordinaten der Drehwirkung einer 
Kraft fiir den vorgeschriebenen Punkt O bezeichnen, in dem Sinne, 
daB durch ihre Angabe die Drehwirkung der Kraft vollstăndig be
stimmt ist. 

Die Gesamtwirkung einer Kraft im Sinne der Mechanik setzt 
sich zusammen aus einer Schiebungs- und einer Drehwirkung. Sie 
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ist somit durch die sechs GroBen X;, Y;, Z;, L;, M;, N; vollstandig be
stimmt. Man nennt sie deswegen auch die statischen Koordi
naten der Kraft P; · 

Beispiel a) Man stelle die sechs statischen Koordinaten einer 
Kraft P an Hand der Abb. 564 dar. 

P wird zunachst in seinem Angriffspunkt A mit den Koordi
naten x, y, z in die Komponenten X , Y, Z langs der drei Grund
richtungen zerlegt, und dann jede dieser Komponenten nach dem 
Nullpunkt O verlegt. Beispielsweise wird man die Komponente X 
so verlegen, daB man zuerst im Punkt A' die beiden entgegengesetzt 
gleichen Krafte X und X' anbringt. 
Die Kraft X im Punkt A und X' 
bilden ein Kraftepaar, dessen Mo
mentenvektor entgegengesetzt der 
y-Richtung geht ; in der Abbildung 
ist das Kraftepaar durch die schraf
fierte Flache und den Momenten
vektor My' gekennzeichnet; der 
Zahlenwert ist MY' =- Xz , wo 
das --Zeichen den Richtungssinn 
des Kraftepaares angibt. Die 
Kraft X im Punkt A' wird weiter in 

Abb. 564. 

den Punkt A" verlegt, und zwar in der W eise, daB man an diesem 
Punkt. die entgegengesetzt gleichen Krafte X und X" anbringt. Die 
Kraft X im Punkt A' und X" bilden wieder ein Kraftepaar, dessen 
Momentenvektor Mz'' in Richtung der z-Achse liiuft, der Zahlenwert 
ist Mz'' = X y. Die Kraft X greift jetzt am Punkt O an, denn man 
kann sie ja auf der x-Achse verschieben. 

Genau so verlegt man auch die Komponenten Y und Z zum 
Punkt O, man erhalt dann jedesmal zwei Kraftepaare mit Momenten
vektoren parallel den Achsenrichtungen. Die Zahlenwerte ergeben 
sich durch einfache zyklische Vertauschung der Komponenten X, 
Y, Z und der Koordinaten x, y, z. Es sind bei der Verlegung von 

X y 

die V erlegungskraftepaare 

My'=-Xz, Mz' =--Yx, 

M." = +Xy, Mx"=+Yz, 

so daB bei der V erlegung von P nach 
sind die drei Kraftepaare 

z 

Mx'=-Zy, 

My" = +Zx, 

dem Punkt O entstanden 

L=M'-l-M" 
X' 1 X ' 

M=M'+M" 
y y ' 

N = M'+M" z • 
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oder 
L=Yz- Zy, Jlf=Zx- Xz, N=Xy-Yx. 

Bei s p i e 1 b) Darf man die sechs Koordinaten einer Kraft P 
beiiebig wăhien, um eine bestimmte Kraft zu erhalten? 

N ein, denn man weiB, daB eine Kraft oder allgemein ein V ektor 
im Raum durch fiinf Zahienangaben vollstăndig bestimmt ist. Eine Ge
rade hat im Raum vier Freiheitsgrade (Math. I 197), und auf dieser 
Geraden hat eine Kraft, da sie ja in ihr beliebig verschoben werden 
kann, einen einzigen Freiheitsgrad, eine Kraft im Raum aiso fiinf 
Freiheitsgrade. Es muB deswegen zwischen den sechs Koordinaten 
einer Kraft noch ein Zusammenhang bestehen, und zwar ist dieser 
gegeben durch die Formei 

XL-f-YM-f-ZN=O, (b) 

w1e eine einfache Ausrechnung sofort ersehen IăBt. 

Beispiei c) Die Komponenten einer Kraft P= 120 kg in den 
drei Grundrichtungen eines răumiichen Koordinatensystems verhaiten 
sich wie 1 : 2: 2 und sind positiv; ihr Angriffspunkt ist A= 3j1 i 2. 
Gesucht sind ihre statischen Koordinaten, wenn man den Nullpunkt 
ais gedachten Drehpunkt wăhlt. 

Nach Angabe ist X= 1 e, Y = 2 e, Z = 2 e und deswegen 
P=eY1+4-f-4=3e; weii P=120kg gegeben, wird e=40kg. 
Es sind dann die statischen Koordinaten der Schiebungswirkung 

X= 40 kg, Y= 80 kg, Z= 80·kg. 

Die statischen Koordinaten der Drehwirkung L, M, N sind 
nach (a), weil der Dreharm vom Nullpunkt zum Angriffspunkt A 
geht und somit hier x = 3, y = 1, z = 2, in mkg 

L=80·2-80·1, 1lf=80·3-40·2, N=40·1-80·3 

oder 
L = + 80 mkg, M = + 160 mkg, N =- 200 mkg. 

Ais Kontrolle wendet man die letzte Formei (b) an, 

+ 80. 40 + 160. 80 - 200. 80 = o. 
Aufgabe a) Auf der im Raum durch das Gleichungspaar 

gegebenen Geraden liegt eine Kraft P mit der Komponente - 20 kg in der 
x-Richtung. Man gebe ihre sechs statischen Koordinaten an, wenn man sich 
den Nullpunkt als Drehpunkt denkt. 

Li:isung: Die Gerade hat (Math. 1 221) die Richtungskoeffizienten 

COS IX : cos fJ : COS y = 1 : 0,5 : - 1 = 2 : 1 : - 2. 

Die năinlichen Richtungskoeffizienten hat auch die untersuchte Kraft P, also 
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ist X:Y:Z=2:1:- 2; wegen X=- 20 kg wird Y=-10 kg, Z= 20 kg und 
P=30kg. 

x;, y;, z1 sind die Projektionen des Vektors r vom Drehpunkt O zum 
Angriffspunkt A der Kraft, hier also die Koordinaten dieses Angriffspunktes A, 
weil der Nullpunkt als Drehpunkt vorausgesetzt ist. Der Angriffspunkt A 
kann auf der Geraden beliebig gewahlt werden, da ja die Kraft auf der Ge
raden verschoben werden kann. Wăhlt man sein x = Ş, so wird wegen der 
gegebenen Geradengleichung 

X;= Ş, y; = 0,5 Ş + 4, Z; =- ~ + 5 
und deswegen in mkg 

L= -10(5- Ş)- 20 (0,5 Ş+ 4), 
M=20;+20(5-;), N=-20(0,5Ş+4)+10; 

oder L = -130, M = 100, N =- 80. 
Die sechs Koordinaten der untersuchten Kraft sind also 

X=-20kg, Y=-10kg, Z=20kg, L=-130mkg, M=100mkg, 
N=-80mkg. 

Diese Koordinaten L, M, N miissen naturgemăB unabhangig vom An
griffspunkt A der Kraft sein; als Kontrolle dient, daB die eingefiihrte GroBe ; 
hinausgefallen ist. Eine weitere Kontrolle besteht in der Aufstellung der Be
ziehung (b), hier 

-130·- 20+ 100--10-80-20 =o. 

Aufgabe b) Die Beziehung (b) lăBt sich mit Anwendung von Vektoren 
einfach anschreiben und auch entwickeln. Beweis! 

Losung: X, Y, Z sind die Komponenten der Kraft P, und L, M, N die
jenigen des Kraftepaares oder Momentes K. Es ist nach (22 e) 

\l.l5t=XL+YM+ZN, 
so daB also die Beziehung (b) auch in der Form 

\l.lst=O 
anzuschreiben ist. Diese Beziehung ist iibrigens unmittelbar einzusehen, da ja 
bei jeder Verlegung der Kraft P die Ebene des entstehenden Verlegungskriifte
paares parallel ist zu P, oder in anderer A usdrucksweise: der V ektor K des 
Verlegungskriiftepaares ist senkrecht zur verlegten Kraft P. 

* 80. Die Schiebungswirkung einer Kraft Pi ist durch die An
gabe des Vektors ~i oder seiner drei Komponenten Xi, Y,, z, in 
den Grundrichtungen eines răumlichen Koordinatensystems vollstăndig 
bestimmt. Da fiir die Schiebungswirkung die Lage der Kraft ohne 
EinfluB ist, so wird ein Krăftesystem die gleiche Schiebungswirkung 
habcn, wenn man alle Krăfte in den nămlichen Punkt A verlegt; 
die dorthin verlegten Krăfte lassen sich in ihrer gesamten Wirkung 
definitionsgemăB vollstăndig durch ihre graphische Summe ( auch Re
duktions-Resultante genannt) ersetzen, so daB die Schiebungs- oder 
Translationswirkung eines Krăftesystems P1 , P2 , ••• P,. gegeben ist 
durch deren graphische Summe Q; = ~~' oder was das gleiche ist, 
durch die drei Komponenten von R, nămlich 

X=~X, Y=~Y, Z=~Z. (a) 
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Diese drei Komponenten kann man wieder die Koordinaten der 
Schiebungswirkung eines Krăftesystems nennen. 

Fiir irgendeinen gewăhlten Punkt O als gedachten Drehpunkt 
hat die Kraft P; ein Moment, dessen GroBe und Richtung durch 
den Momentenvektor 18; zum Ausdruck gebracht wird. Analytisch 
gibt man diese Drehwirkung durch die drei Komponenten L;, M;, Ni 
von fi in den Grundrichtungen an. Dann hat das Krăftesystem 
P 1 , P2 , ••• Pn eine resultierende Drehwirkung, die man vektoriell als 
graphische Summe der Einzelvektoren 18; angeben kann oder analy
tisch durch die drei Komponenten 

L=IL, M=~M, N=IN, 
oder 

L=2:(Yz-Zy), M=I(Zx-Xz), N = 2:(Xy- Yx). (b) 
Diese drei Komponenten kann man entsprechend als die Koordi

naten der Drehwirkung des Krăftesystems bezeichnen. 
Die sechs GroBen 

X, Y, Z, L, M, N 
nennt man die Koordinaten der Bewegungswirkung eines 
Krăftesystems oder auch kiirzer einfach die statischen Koor
dinaten eines Krăftesystems. 

Diese Koordinaten der Bewegungswirkung eines Krăftesystems 
sind direkt ein MaB fiir die Bewegungswirkungen selbst. Im be
sonderen wird die Dynamik spăter zeigen, daB die Bewegungswir
kungen eines Krăftesystems proportional sind diesen Koordinaten. 

Im Sonderfall des Gleichgewichtes eines Krăftesystems ist seine 
Bewegungswirkung Null, so daB dann auch die Koordinaten der 
Bewegungswirkung den Wert Null annehmen. Im Falle des Gleich
gewichtes eines Krăftesystems ist also 

X=O, Y=O, Z=O, L=O, lvl= o, N=O. (c) 
Diese Gleichungen, die notwendige und gleichzeitig hinreichende Be
dingung fiir das Gleichgewicht eines Krăftesystems, sind uns nicht 
neu, sie wurden bereits als die allgemeinen Bedingungen fiir den 
Fall des Gleichgewichtes eines Krăftesystems in 35 aufgestellt. In 
der Tat ist ja auch die Entwicklung der letzten Zeilen nichts an
deres als eine Wiederholung der friiheren, nur mit dem Unterschied, 
da.B man die letzten Entwicklungen im wesentlichen auf das Super
positionsprinzip stellt. 

Beispiel a) Man gebe die sechs statischen Koordinaten des Krăfte
systems an, das an dem Wiirfel der Abb. 560 angreift. Als gedachter 
Drehpunkt sei Punkt A vorgeschrieben. 
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Als Koordinatenachsen wahlt man die Kanten des Wiirfels so, 
wie die Abbildung zeigt. Die Krafte P 1 , P2 , P 3 werden alle nach 
dem Punkt A verlegt, s. auch Beisp. 78a), dann ist 

X=+P3 =+300kg, Y=-P2 =-300kg, 

Z=-P1 =-300kg. 

Die Kraft P 1 hat fiir den Punkt A das Drehmoment - 300 mkg, 
oder man sagt, bei der V erlegung von P 1 nach A entsteht ein Krafte
paar L 1 = 300 mkg in der negativen x-Richtung, wo also das -Zei
chen angibt, daB der Pfeil entgegengesetzt der Achsenrichtung lauft. 
Die Verlegung von P2 erzeugt ein Kraftepaar L 2 =- 300 mkg, die 
V erlegung von P 3 ruft M =- 300 mkg hervor, so daB L = - 600 mkg, 
M =- 300 mkg, N = O. Die sechs statischen Koordinaten des Krafte
systems sind daruit 

X=+ 300kg, Y=- 300kg, Z=- 300kg, 

L=- 600mkg, M=- 300mkg, N=O. 

Ein raumliches Kraftesystem laBt sich stets auf den Verein einer 
Einzelkraft G und eines Einzelmomentes K zuriickfiihren; im allgemeinen 
ist eine weitere Reduktion nicht moglich. Der Zahlenwert von G sowie 
die Richtung ergeben sich aus den drei Koordinaten X, Y, Z nach den 
Regeln der Mathematik zu 

G= VX 2 -t Y 2 -f Z 2 , 

cos a : cos f3 : cos y : 1 = X: Y: Z: G. 

( d) 

(e) 

In der gleichen W eise findet man Zahlenwert und Richtung 
von K durch 

oder 

K=VL2 +M2 +N2, (f) 

cos A.: cos fl : cos Y : 1 = L : M: N: K. (g) 

Beispiel b) Welchen· Winkel {} schlieBen G und K ein? 
Die Raumgeometrie gibt an (Math. I 196) 

cos {} = cos a cos A. + cos f3 cos fl + cos r cos y 

=X -~+y. Jt+Z _N 
G K G K G K 

cos{}= XL+ Y M + ZN 
GK (h) 

Beispiel c) Wann hat ein Krăftesystem eme Resultierende? 
Wenn das System eine Resultierende hat, muB auch jede gleich

wertige Kraftegruppe, in die man das gegebene System iiberfiihrt, 
eine Resultierende haben; also auch jedes gleichwertige Kraftkreuz 

Egerer, Jngenieur-Mechanik. J. 21 
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P1 , P2 , d. h. dieses Kraftkreuz P1 , P2 degeneriert zu einem Paar sich 
schneidender Krii.fte und ehenso auch das Paar G und K. Damit 
aher eine Einzelkraft G und ein Krăftepaar K eine Resultierende 
hahen, ist notwendig, daB die Einzelkraft zur Ehene des Krăfte
paares parallel ist, s. Beisp. 7 5 h ), oder in anderer Ausdrucksweise: 

Die ReduktionsgroBen G und K eines gegehenen Krăfte
systems miissen, als Vektoren betrachtet, zueinander senk
.recht stehen, wenn dieses eine wirkliche Resultierende 
~00~ w 

Dann muB aher zwischen den Richtungskoeffizienten der heiden 
Vektoren G und K die Beziehung cos{}= O hestehen, oder es 
muB gelten 

XL+YM+ZN=O. (k) 
Aufgabe a) Man zeige, daB die Projektion K' von K auf G konstanten 

Wert hat. 
Losung: Rein graphisch kann man schlieBen: Geht man von einem Re

duktionspunkt A zu einem andern A' iiber, so ist das entstehende Verlegungs
kraftepaar parallel zu G oder sein Vektor senkrecht zu G. Dieses neue V er
legungskraftepaar ist zu dem schon vorhandenen hinzuzufiigen, es andert sich 
also durch diese Zusammensetzung nichts an der Projektion von K auf G. 

Au f g a b e b) Was ergibt sich aus der Tatsache, daâ die Projektion von 
K auf G konstant ist? 

L os ung: W enn man K in zwei Komponenten Ka und K, parallel und senk
recht zu G zerlegt, dann hat die erste K. oder K', wie sie in der vorausgehen
den Aufgabe bezeichnet wurde, konstanten W ert, die zweite K, aher ist variabel 
je nach der Wahl des Reduktionspunktes A. Diesen kann man nun auch so 
wahlen, daB K, den W ert O erhalt, dann ist K parallel zu G. Die durch den 
so gefundenen Punkt A gehende Gerade von der Richtung G nennt man die 
Zentralachse des gegebenen Kraftesystems. 

In vektorieller Schreibweise driickt man diese Beziehung durch die Formei 

~Sl:=const. (1) 

aus. Im besondern Falle gilt fiir jedes Kraftesystem, das eine Resultierende hat, 

(m) 

Aufgabe c) Wie miissen vier Krafte Iiegen, damit sie im Gleichge
wicht sind? 

Losung: Wahlt man eine beliebige Gerade, die drei der Krafte schneidet, 
als Momentenachse, so verschwindet das Moment dieser drei Krafte, es muB also 
auch das Moment der vierten Kraft fiir diese Achse Null sein, d. h. jede be
liebige Gerade durch die ersten drei Krafte muB auch die vierte Kraft schneiden. 
Alle jene Gera.den, die drei gegebene Krafte bzw. ihre Wirkungslinien schneiden, 
bilden in ihrer Gesamtheit eine Regelschar. Es miissen also die vier Krafte, 
wenn sie im Gleichgewicht sein sollen, der namlichen Regelschar angehoren. 
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Stiitzung und Gleichgewicht des starren Korpers. 

81. W enn ein starrer Korper im Gleichgewicht ist, so gelten 
fiir ihn sechs Gleichgewichtsbedingungen, deren analytische Formu
lierung sechs Gleichungen gibt und daruit sechs Unbekannte ermit
teln lii.Bt. 

Ein unter allen Umstanden gangbarer Weg zur Ermittlung dieser 
Unbekannten: die Aufstellung der drei Verschiebungsgleichgewichts
bedingungen und der drei Drehungsgleichgewichtsbedingungen, oder 
auch in anderer Ausdrucksweise, das Nullsetzen der sechs Koordinaten 
des am starren Korper angreifenden Kraftesystems, ist bereits an-. 
gegeben. Dieser als unbedingt sicher bezeichnete W eg hat nur rech
nerische Schwierigkeiten, die in manchen Fallen freilich recht be
deutend sind. Man iiberlege: sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten. 
Im allgemeinen Fall, wenn in jeder der Gleichungen die sechs Un
bekannten auftreten, kann die rechnerische Durchfiihrung recht um
fangreich werden. Ganz abgesehen von den Miihseligkeiten, die bei 
der Aufstellung dieser sechs Gleichungen, insbesonders der Momenten
gleichungen, auftreten. Zum Gliick sind freilich die meisten Auf
gaben, und gerade die der Praxis, derart gegeben, daB man zwar 
sechs Gleichungen erhalt, aher jede nur mit ganz wenig Unbekannten, 
oft nur mit einer, die man dann sofort ermitteln kann. Die Bei
spiele 31 a) und 31 b) lassen ersehen, wie solche Aufgaben auch 
rechnerisch unschwer zu losen sind. 

Um einen Korper starr mit der Erde zu verbinden, benotigt 
man sechs Auflagerungen. Die nachfolgend angegebenen Abbildungen 
geben eine Reihe von Moglichkeiten fiir die gewiinschten Stiitzungen 
an. Man kann beispielsweise dem starren Korper in einem ersten Punkt 
eine Punktfiihrung ( entsprechend einer Kugelgelenklagerung) geben, in 
einem zweiten Punkt eine Linienfiihrung und in einem dritten Punkt 
eine Flachenfiihrung, Abb. 176 und 225; oder in je drei Punkten eine 
Linienfiihrung, Abb. 180; oder sechs St.abfiihrungen, die sechs Flachen
fiihrungen entsprechen, Abb. 570; oder eine Punktfiihrung und drei 
Stabfiihrungen, Abb. 572; oder zwei Linienfiihrungen und zwei Stab
fiihrungen, Abb. 179 usw. 

Wenn man sich liber die passende Wahl der Fiihrungen erst 
entscheiden muB, dann ist ein wesentlicher Punkt zu beachten: man 
muB vermeiden, daB der Ausnahmefall eintritt, d. h. daB die ver
meintlich starre Fiihrung in Wirklichkeit "wackelig" ist, daB sie eine 
sehr kleine Bewegungsmoglichkeit zulaBt. Die V oraussetzungen des 
Ausnahmefalles sind im Raum oft schwer zu iibersehen, wenn man nicht 
nach 62 analytisch vorgehen und die Determinante des Gleichungs
systems der unbekannten Stiitzkrafte aufstellen will. Bei einer ganz 

21* 
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speziellen Fiihrung des starren Korpers kann man den Ausnahmefall 
sofort erkennen, wenn nămlich alle Stiitzkrăfte von der nămlichen 
Geraden geschnitten werden. Zu diesem Zweck definiert man: 

Nullinie zu einem gegebenen System von Krăf
ten heiBt jede Gerade, fiir die das Moment des 
Krăfte systems N ull wird. (a) 

Ohne weiteres ist einzusehen: 

Eine Gerade, die alle Krăfte eines gegebenen Systems 
schneidet, ist eine Nullinie zu diesem Krăftesystem; (b) 

denn wenn man sie als Momentenachse wăhlt, so wird das Moment 
einer jeden Einzelkraft und damit auch das Moment des Krăfte
systems N ull. 

Wenn fiir die sechs Stiitzkrafte oder sechs Stiitzkomponenten 
eines mit der Erde verbundenen Korpers eine Nullinie existiert, so 
hat man den Ausnahmefall. Denn die am Korper angreifenden 
Nutzlasten miissen mit den Stiitzkrăften im Gleichgewicht sein, es 
muB also fiir jede Gerade als gedachte Drehachse und damit auch 
fiir die Nullinie die Summe aller Momente Null sein. Nun denke 
man sich einmal eine einzige Nutzlast angreifend, dann hat das 
Moment der Stiitzkrăfte fiir die Nullinie den Wert Null, gleich
zeitig ist aher auch die Summe der Momente aller angreifenden 
Krafte Null, es miiBte deshalb auch das Moment der Nutzlast den 
Wert Null haben, auch wenn sie nicht die Nullinie schneidet, was 
einen Widerspruch găbe. Denn sicher kann man die Nutzlast im 
voraus so angreifen lassen, daB sie die Nullinie nicht schneidet. 

Eine andere Dberlegung: Die gegebene Nutzlast sei P und 
habe fiir eine gegebene Gerade das Moment P p. Die Stiitzkrafte 
seien 81 , 82 , ••• 86 und ihre Momente fiir die gegebene Gerade 
81 8 1 , • •• 86 8 6 • Die Summe aller Momente muB im Gleichgewichtsfall 
Null sein, 

Pp+81 81 + ... 86 86 =0. 

Diese Gerade sei einen Augenblick so vorausgesetzt, daB sie 
die ersten fiinf Stiitzkrafte 81 , ••• 86 schneidet und von der letzten 
Stiitzkraft 86 einen sehr kleinen Abstand hat, dann wird die Mo
mentengleichung werden 

Pp + 81 • o + 82 • o + : .. + 85 • o + 86 86 =o 
oder 

( c) 

86 ist als sehr klein vorausgesetzt, es wird daher 86 sehr groB 
werden, unabhangig von dem W ert P, zu dem es ja proportional ist. 
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Wenn nun die ausgewahlte Momentenachse eine Nullinie fiir das System 
der sechs Stiitzkrafte und daruit s6 =O ware, dann wiirde 86 = oo. Die 
gleiche Betrachtung kann man natiirlich auch fiir die anderen Auf
lagerkrafte 81 , •.• 85 vornehmen, alle wiirden den Wert oo annehmen. 
In Wahrheit treten diese Falle natiirlich nicht ein, denn sobald 86 einen 
groBeren W ert annimmt, wird ei ne Formanderung zustande kommen, 
die einzelnen Stiitzstabe oder Auflagervorrichtungen werden ihre Lage 
andern, diejenige Gerade, die vorher eine Nullinie war, wird es nicht 
mehr sein, sobald die auBere Kraft P zur Wirkung gelangt ist und eine 
Formanderung hervorgerufen hat, sie wird die sechs Stiitzkrăfte nicht 
mehr alle schneiden, vielleicht auch gar keine mehr; jedenfalls aher 
wird sie von ihnen einen recht kleinen Abstand haben, und die 
Wirkung wird die sein, daB die einzelnen Auflagerkrăfte 81 , ••• 86 

zwar nicht den W ert oo, sicher aber einen unzulăssig groBen W ert 
annehmen. 

Wenn also fiir die sechs Auflagerkrăfte oder Auflagerkomponenten 
eine Nullinie vorhanden ist, dann hat man den Ausnahmefall. Selbst
verstandlich kann ein Ausnahmefall auch bei anderer Lage der Auf
lagerkomponenten eintreffen, das Vorhandensein einer Nullinie ist nur 
eine Moglichkeit fiir das Auftreten des Ausnahmefalles. 

Wenn sich von den sechs Stiitzkrii.ften eines starren Korpers 
vier im nămlichen Punkt schneiden, dann gibt es fiir das System 
dieser Stiitzkrafte immer eine Nullinie, die dann durch den ge
meinsamen Schnittpunkt der vier Krăfte geht und die andern beiden 
schneidet; denn nach den Lehren der analytischen Raumgeometrie 
lăBt sich durch einen Punkt und zwei Gerade stets eine Gerade 
legen. Gehen von den sechs Stiitzkrăften fiinf durch den gleichen 
Punkt, dann gibt es zum System der Stiitzkrăfte oo1 N ullinien, die 
dann alle durch den gemeinsamen Schnittpunkt gehen und die sechste 
Kraft schneiden. Und gehen endlich alle sechs Stiitzkrăfte durch 
den gleichen Punkt, so ist jede Gerade durch diesen gemeinsamen 
Punkt eine N ullinie, es gibt fiir das System der Stiitzkrăfte dann 
oo2 Nullinien. Man faBt zusammen: 

Bei der Auflagerung des starren Korpers ist der Aus
nahmefall vorhanden, wenn sich mehr als drei Auflăger-
komponenten im nămlichen Punkt schneiden. ( d) 

Man beachte wohl, daB dieser gemeinsame Schnittpunkt von 
vier oder fiinf oder sechs Stiitzkrăften durchaus nicht ein Stiitzpunkt 
sein muB. 

Im Fali der Abb. 565 gehen die vier Stiitzkrăfte 81 , 82 , 88 , 86 

durch den gleichen Punkt; durch die Stăbe 1, 2, 3 erhălt der starre 
Korper eine Punktfiihrung in A, durch die Stăbe 4, 5 eine Linien-
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fiihrung in B , durch den Stab 6 eine Flachenfiihrung oder Pendel
fiihrung in C. Im allgemeinen ist bei einer Fiihrung durch sechs 
Stabe der Korper starr mit der Erde verbunden, im vorliegenden 
Fali aher ist die Gerade AB eine Nullinie, da sie alle sechs Stiitz
krafte schneidet, man hat den Ausnahmefall, die Stiitzung des Korpers 
ist "wackelig", jede an ihm. angreifende Nutzlast wird eine Form
anderung hervorrufen, auch wenn man sich die Stabe als starr vorstellt. 

Abb. 565. Abb. 566. 

Wesentlich anders ist die durch Abb. 566 gegebene Auflagerung. 
Hier ist der Punkt A durch vier Stabe mit der Erde verbunden. 
Es geniigen aher bereits die Stabe 1, 2, 3, um ihn festzuhalten. Da 
der Korper im Punkt A festgehalten ist, hat er noch drei Freiheits
grade, die ihm durch die zwei Stabe 4 und 5 aher nicht genommen 
werden, er hat also noch einen Freiheitsgrad, von einem Festhalten 
kann natiirlich hier keine Rede sein, also auch nicht von einem Aus
nahmefall. 

W enn von den sechs Auflagerkomponenten mehr als drei in der 
namlichen Ebene Iiegen, dann gibt es fiir die sechs Komponenten 
immer eine Nullinie, die in dieser Ebene liegt, denn die beiden 
letzten Komponenten schneiden die Ebene je in einem Punkt, die 
Gerade durch diese beiden Punkte ist die Nullinie. Liegen von den 
sechs Stiitzkraften fiinf in der namlichen Ebene, dann ist jede 
Gerade dieser Ebene, die durch den Schnittpunkt der letzten Kraft 
mit der Ebene geht, eine Nullinie; in diesem Fall hatte man sonach 
oo1 N ullinien zum gegebenen System; und liegen schlieBlich alle sechs 
Stiitzkomponenten in der namlichen Ebene, dann sind alle die oo2 

Geraden dieser Ebene Nullinien. Man faBt zusammen: 

Bei der Auflagerung des starren Korpers ist der Aus
nahmefall vorhanden, wenn von den sechs Auflager-
komponenten mehr als drei in der nămlichen Ebene liegen. (e) 

Beispiel a) Die Welle der Abb. 567, die als unendlich diinn 
betrachtet werden kann, ist in den beiden Punkten A und B fest-
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gehalten. Man beurteile das Gleichgewicht dieser Welle und die Auf
lagerkrăfte in den Punkten A_ und B. 

Durch die beiden Punkte A und B sind der W elle nur fiinf 
ihrer Freiheitsgrade genommen, sie hat 
lichkeit, sie kann sich noch um die 
Achse AB drehen. Gleichgewicht an 
der W elle ist nur moglich, wenn das 
Moment der ăuBern Kraft fiir diese 
Achse N ull ist. V on dem System der 
ăuBeren Krăfte ist nichts ausgesagt, 
es sei auf den Punkt A reduziert, seine 

ja noch eine Bewegungsmog-

statischen Koordinaten seien X, Y, Z, Abb. 567. 
L, M, N; dabei soli die Achse AB als 
z-Achse eingefiihrt werden. Damit Gleichgewicht ist, muB dann das 
Moment N der Nutzlast fi.ir die Achse AB den Wert Null haben, 
also N =O, die Nutzlast darf also nicht beliebig gewăhlt werden. 

Man stellt die Gleichgewichtsbedingungen fiir das System der 
Nutzlasten und Auflagerkrăfte A und B auf; letztere zerlegt man in 
die Komponenten A1 , A2 , A3 , B 1 , B2 , B3 lăngs der drei Koordinaten
achsen. Dann lauten diese Gleichgewichtsbedingungen 

X+A1+B1 =0, Y+A2 +B2 =0, Z+A8 +Ba=0 
L+B2 l=O, M-B1 l=O, 0=0. 

Es wird die letzte Gleichung identisch Null, man erhălt fiir 
die sechs Unbekannten A1 , A2 , A8 , Bl' B2 , Ba somit nur fiinf 
Gleichungen, so daB die Aufgabe statisch unbestimmt bleibt. Als 
statisch unbestimmte GroBen treten hier entweder A3 oder Ba auf, 
von denen man nur angeben kann 

Z+ Aa+Ba=O; 
die iibrigen Auflagerkrăfte lassen sich ermitteln, 

B 1 =M:l, B2 =-L:l, A1=-X-M:l, A2=- Y +L:l. 

Beispiel b) Wie wird man ein auf hoher Mauer ruhendes 
Dach oder eine Kuppel stiitzen, um die Mauer moglichst wenig zu 
beanspruchen1 

Um die Mauer nicht zu stark konstruieren zu miissen, wird 
man darnach trachten, sie moglichst nur auf Druck zu beanspruchen. 
Man wird die vom Dach aufgenommenen seitlich wirkenden Krăfte, 
vor allem den Winddruck, so zur Mauer weiter leiten, daB sie auf 
diese nur in einer Richtung auftreffen, die in der Flucht der Mauer 
liegt, also keine Komponente senkrecht zur Mauerflăche hat. Zu die
sem Zweck ordnet man die Auflager als Linienfi.ihrungen senkrecht zur 
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Mauer an, dann kann in Richtung dieser Fiihrung, also senkrecht zur 
Mauer, keine Kraft wirken. Abb. 180 ist ein Beispiel der angegebenen 
Lagerung. In den Punkten A, B, C ruht eine Platte mit ihren Stiitz
punkten in reibungsfrei gedachten Linien. Langs dieser Linien ist 
jeder einzelne Stiitzpunkt beweglich, kann also in dieser Richtung 
keine Kraft iibertragen. 

Beispiel c) Von sechs gesuchten Kraften schneiden sich P1 , 

P2 , P3 im Punkt A und P4 , P5 , P6 im Punkt B. Wie muB eine 
Kraft P liegen, damit sie mit ihnen im Gleichgewicht ist? Ist die 
Aufgabe, die Auflagerkraft zu bestimmen, dann statisch bestimmt? 

Wahlt man die Gerade AB als Momentenachse, so haben die ge
suchten Krafte das Moment O fiir sie; damit Gleichgewicht ist, muB 
auch P fiir diese Achse das Moment O haben und sie deswegen 
schneiden. Von den allgemeinen sechs Gleichgewichtsbedingungen 
wird wieder eine identisch Null, fiir die sechs unbekannten Krafte 
stehen so nur fiinf Gleichungen zur Verfiigung, die Aufgabe ist des
wegen einfach statisch unbestimmt. 

Aufgabe a) Wenn ein Kiirper in drei Punkten A, B, C festgehalten 
ist, dann beurteile man sein Gleichgewicht und die unter dem EinfluB eines 
gegebenen Krăftesystems entstehenden Auflagerkrăfte. 

Liisung: Wenn die drei Stiitzpunkte in der namlichen Geraden liegen, 
dann hat der Kiirper noch einen Freiheitsgrad. Gleichgewicht ist also nur miig
lich, wenn das System der gegebenen Nutzlasten fiir diese Gerade das Moment 
Null hat. Man wird die allgemeinen sechs Bedingungsgleichungen aufstellen, 
aus denen man aher nur fiinf Unbekannte ermitteln kann, entsprechend wie 
bei Beisp. a). Wăhlt man nămlich die Gerade AB als z-Achse, die anderen 
Koordinatenachsen ganz beliebig, so wird die Momentengleichung fiir diese Achse 
identisch Null; fiir die neun unbekannten AuflagergriiBen Av A2 , Aa, B 1 , B2 , Ba, 
01 , 02 , Ca hat man sonach nur fiinf Gleichungen, die Aufgabe ist also vierfach 
statisch unbestimmt. 

Liegen die drei Punkte A, B, O nicht in der nămlichen Geraden, so kann 
bei jeder beliebigen Belastung Gleichgewicht stattfinden, man hat aher nur sechs 
Gleichgewichtsbedingungen fiir die neun AuflagergriiBen, die Aufgabe bleibt so
nach dreifach statisch unbestimmt. 

Aufgabe b) Was lăBt sich iiber die Auflagerkrăfte eines eingespannten 
Korpers aussagen? 

Liisung: Das System der gegebenen Nutzlasten muB mit dem System 
der Auflagerkriifte im Gleichgewicht sein. Oder: die statischen Koordinaten 
X, Y, Z, L, M, N und die statischen Koordinaten des Systems der Auflager
krăfte X', Y', Z', L', M', N' miissen entgegengesetzt gleich sein. Eine Ein
spannung ist gleichwertig mit mindestens sechs Auflagerbedingungen. 

82. Fiir die Aufgabe, die unter dem EinfluB von Nutzlasten 
auftretenden Stiitzkrafte am starren Korper bzw. ihre Komponenten 
zu ermitteln, hat man eine Reihe von Losungen. Die Aufgaben der 
Praxis sind in der iiberwiegenden Mehrzahl der FiiJle so gegeben, daB 
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man die eine oder die andere der nachfolgenden speziellen Metho
den anwenden kann. 

I. Graphisch-analytisches Verfahren. Man erhalt 
oft eine recht einfache Losung, wenn man einen oder 
mehrere der Risse (Grund-, Auf- und SeitenriB) 
fiir sich wie eine eigene Aufgabe behandelt. (a) 

Es ist ja klar, daB in jedem RiB fiir sich Gleichgewicht be
stehen muB. Es trifft sich vielfach, daB in einem der Risse nur drei 
von den Unbekannten auftreten, oder daB man einen HilfsriB so 
wahlen kann, daB nur drei der gesuchten Krafte sich in ihm proji
zieren. Man hat dann eine Scheibenaufgabe: In diesem RiB ist die 
Resultierende der au3ern Krăfte im Gleichgewicht mit den drei zur 
Projektion gelangten Kraften. Sind diese ermittelt, dann kann man 
zu einem der andern Risse iibergehen und dort graphisch oder ana
lytisch die iibrigen unbekannten Krăfte aufsuchen. Oft wird sich 
das Kraftesystem auch so projizieren, daB man im betrachteten RiB 
wenigstens eine der Unbekannten sofort ermitteln kann; die Auf
gabe ist damit schon recht wesentlich vereinfacht. 

Beispiel a) Ein Quader (ge-
geben durch die axonometrische 
Zeichnung der Abb. 568 sowie 
Grund- und AufriB in Abb. 569) 
mit den Kanten a, 2 a, 2 a ist durch 
sechs Stăbe starr mit der Erde ver
bunden. AuBer dem Gewicht Q 

Abb. 568. 

6 5 
q. 

3 z 

Abb. 569. 

p 

greift an ihm auch noch die Kraft P an. Gesucht sind a) analytisch, 
b) graphisch die Spannungen der sechs Stiitzstăbe. a= 40 cm, 
Q= 1000 kg, P= 2000 kg. 

Die Stabe 1, 3, 5 stehen senkrecht zum GrundriB, in ihm ver
schwinden also ihre Projektionen, ebenso auch die Nutzlast Q, es 
ist in ihm P' im Gleichgewicht mit 82', 84', 8/. 

Man verfăhrt wie bei der Scheibenaufgabe angegeben und findet 
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zuerst (im vorhinein nimmt man alle Stabe als gezogen an) S2'=- P, 
alsdann S4'= + P und S/= ~ P. Werden diese Spannungen in den 
AufriB hinaufprojiziert, so erhalt man Sz"=~PV2=S2 , S/=+P 
und damit 84 = PV2, 86"= ~ P\1'2 = 86 • Im AufriB ermittelt man 
noch S/' durch eine Momentengleichung zu S1"=- 0,5 Q = 81 . Die 
beiden noch unbekannten Krafte 83 und 85 lassen sich entweder 
aus dem SeitenriB ermitteln. Oder S3 durch eine raumliche Betrachtung, 
wenn man namlich die Gerade AD als Momentenachse wahlt; schlieB
lich liefert eine V erschiebungsgleichung in der lotrechten Richtung 
noch 85 . In der beistehenden Tabelle sind die Grund- und AufriB
werte sowie die wahren Werte der Spannungen in 1000 kg zusam
mengestellt. 

2 3 4 5 6 

S" -0,5 -2v2 +3 +2 -1,5 -2v2 
S' o -2 o +2 o -2 
s -0,5 -2v2 +3 +2v2 -1,5 -2V2 

II. Momenten verfahren, besonders dann zu emp-
fehlen, wenn durch fiinf der vorgeschriebenen Wirkungs-
linien fiir die Stiitzkrafte eine Gerade gelegt werden kann. (b) 

Fiir diese schreibt man eine Momentengleichung an und ermittelt 
die von ·der Geraden nicht geschnittene Auflagerkraft, etwa 86 ge
nannt. Auch die andern fiinf Unbekannten lassen sich mit Momenten
gleichungen finden, da man durch vier Komponenten immer eine Gerade 
legen und fiir diese wieder eine Momentengleichung anschreiben kann. 

Bei s p i el b) Die an dem Quader des vorigen Beispiels an
greifenden Spannungen kann man recht einfach auch nach dem 
Momentenverfahren ermitteln, wenn man zuerst die Gerade AB als 
Momentenachse wahlt. Fiir sie haben die Spannungen der Stabe 2, 3, 
4, 5, 6 das Moment Null, auch die Nutzlast P liefert den Beitrag O 
zur Momentengleichung, weil sie parallel zur Momentenachse ist. 
Dann heiBt die Momentengleichung, wenn der Beschauer vorne ge
dacht ist, 

Q·a+S1 ·2a=O oder S1 =-0,5Q, 

wo das "~" wieder andeutet, daB der angenommene Pfeil falsch, 
also S1 eine Druckspannung ist. Wahlt man weiterhin die Gerade AE 
als Momentenachse, so wird fiir sie die Gleichung, wenn der Be
schauer nach abwarts sieht, 

-P·2a-S2 cos45°:2a=0 oder S2 =-PV2, 
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wenn man S2 in zwei Komponenten in Richtung der Kanten B C und 
FB zerlegt. Die anderen Krafte Q, S1 , S3 , S4 , S5 , S6 schneiden die 
Momentenachse (und zwar die ersten drei im Unendlichen). Man kann 
nun, wenn man auf dem begonnenen Weg weiterfahren will, die 
Kante AD als Drehachse wăhlen und aus der aufgestellten Gleichung 
s3 ermitteln usw. 

III. Losung mit dem Dreikraftesatz wie bei der 
Elementaraufgabe des Kraftkreuzes, wenn zufallig 
(allerdings selten) drei von den gesuchten Kraften durch 
den namlichen Punkt A gehen und die andern drei in 
der namlichen Ebene e liegen. (c) 

Greift nur eine Nutzlast P an, so fiihrt man fiir die durch den 
Punkt A gehenden Unbekannten, sie seien mit Sl' S2 , S3 bezeichnet, 
eine Resultierende RA ein, und fiir die drei in der Ebene e liegen
den Krăfte 84 , S5 , S6 eine Resultierende Re. Dann ist P im Gleich
gewicht mit RA und Re. Man iiberlegt jetzt wie bei der Elementar
aufgabe des Kraftkreuzes: Diese drei Krafte P, RA, Re liegen in 
der nămlichen Ebene (Operationsebene), die deshalb durch A und P 
gehen mu.B; Re mu.B in dieser Ebene n und nach Vorschrift auch 
in der Ebene e liegen, sonach in der Schnittgeraden ne; alle drei 
Krafte P, RA' Re miissen sich im namlichen Punkt M schneiden, 
im Schnittpunkt von ne mit P; RA liegt also in der Geraden MA. 
Daruit sind die Richtungen der beiden gesuchten Krafte RA und 
Re gefunden, die Ermittlung der Zahlenwerte erfolgt mit einem ge
wohnlichen Krafteck in einem der Risse. Nun ist RA die Resul
tierende von sl, s2, S3, man muB also RA nach diesen drei Kraften 
zerlegen, Elementaraufgabe der raumlichen Kraftezerlegung, s. Nr. 68 
bis 72, ebenso ist Re nach den Kraften S4 , 85 , 86 zu zerlegen, 
Scheibenaufgabe, s. Nr. 45 III. 

Greifen mehrere Nutzlasten P1 , P2 , ••• P .. an, so wird man super
ponieren: Man sucht zuerst die Stiitzkrafte unter dem EinfluB von 
P 1 allein wie eben angegeben und findet S/, 82', ••• 86', dann unter
sucht man den EinfluB von P2 allein und findet 81", 82", ••• 86" usw. 
Die resultierenden Stiitzkrafte sind dann 

81 = 8/ + S/' + ... , 
S2 = 8/ + 82 " + ... , 
86 = 8/ + 86 " + .... 

Oder man ersetzt das gegebene Kraftesystem durch ein Kraftkreuz 
R1 , R2 , dessen eine Wirkungslinie durch den Punkt A geht und 
dessen andere in der Ebene e liegt. 
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Beispiel c) Die den Quader des Beisp. a) stiitzenden Stabe kann 
man in zwei Gruppen teilen: 81 , 82 , 83 liegen in der gleichen Ebene, 
sie heiBe c:; 84 , 86 , 86 gehen durch den namlichen Punkt A. Man 
fiihrt die Resultierenden RA und Re ein, 

An dem Quader greifen zwei N utzlasten an, P und Q. Bei de 
bilden ein Kraftkreuz, das man in ein anderes R 1 , R2 so umwandelt, 
daB R1 durch den Punkt A geht und R2 in der Ebene c: liegt, dann 
ist R1 im Gleichgewicht mit RA, also RA entgegengesetzt gleich mit 
R1 , und ebenso Re entgegengesetzt gleich mit R 2 • 

Abb. 570. 

Aufgabe a) An der gewichts
losen gedachten, durch die Abb. 570 
und 571 gegebenen Platte greift die 
Kraft P an. Man ermittle die Span
nungen der Stiitzstăbe. 

J 

Abb. 571. 

Erste Losung: Man entnimmt dem GrundriB aus der Gleichgewichts
bedingung in Richtung von Sa, daB Sa = O, und weiterhin, daB auch 
Sfi =O nach (9d) und S,' = P oder S, = Pli. Im Aufril3 liefert fiir den 
Punkt G eine Momentengleichung S2 =- ~- P und die Verschiebungsgleich
gewichtsbedingung in Richtung dieses Stabes 84 + S6 = - t P. Im Raum 
wird man noch eine Momentengleichung fiir die Gerade HE aufstellen, die 
S4 = t P liefert. Damit ergibt sich 86 = - P. 

Zweite Losung: Zu einer Momentengleichung fiir die Achse EA liefert 
nur Sfi einen Beitrag, also S5 =O. Zur Momentengleichung fiir die Achse HD 
liefern nur Sa und 8fi einen Bei trag, also auch S3 = O. Die Momentengleichung 
fiir die Achse F B ist 

-P-4a+S,cos45°-4a=0 und liefert S,=Py2. 

Eine Momentengleichung fiir die Achse G H liefert 82 usw. 
Aufgabe b) Der Quader der Abb. 572 mit den Kanten a, a, 2a ist im 

Punkt A festgehalten. Die restierenden drei Freiheitsgrade sind ihm durch die 
in der oberen Ebene liegenden Stăbe 1, 2, 3 genommen. Gesucht ist der 
unter dem Einflul3 der Kraft Q entstehende Gelenkdruck bei A, sowie die 
Spannung der Stăbe 1, 2, 3. 

Erste Losung: Aus dem GrundriB erhălt man sofort 81 =O nach (9g). 
Der Aufri13 gibt die Richtung des Gelenkdruckes nach dem Dreikrăftesatz und 
liefert mit einem Krafteck Sa und A". Man projiziert in den GrundriB und 
findet wieder mit dem Dreikrăftesatz aus einem einfachen Krafteck 82 und A'. 

8, =O, S2 = - 0,5 Q, Sa=+ 0,5 Q, A= 0,5 Q {6. 
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Zweite Losung: Eine Momentengleichung fiir die Achse AE liefert 
8 1 =O, eine solche fiir die Achse BA gibt S2 = - 0,5 Q und diejenige fiir die 
Achse DA den Wert Sa= 0,5 Q. Nun wen-
det man den Dreikrăftesatz an : Die Resultie
rende S2 a von S2 und Sa geht durch den Punkt 
G, durch diesen muB auch der Gelenkdruck A 
gehen. Ein gewohnliches Kra.fteck im AufriB 

1 

1 

1 

1 
1 
1 jf __ o 

8 ....- A 

Abb. 572. 

Q 

\ 
\ 
\ 
\ 

Abb. 573. 

und im GrundriB liefert dessen Projektion und dann die wahre Grof3e. Oder 
man zerlegt A in seine Komponenten A1 , A2 , A3 in Richtung der Kanten 
DA, BA und AE und findet mit Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschiebung 
in diesen drei Richtungen A3 = Q, A 2 = - 0,5 Q = A1 ; es ist also A = 0,5 Q .j6, 
seine Richtungskoeffizienten sind bestimmt durch 

cos cx : cos f1 : cos ?' : 1 = - 1 : - 1 : 2 : {6. 
Aufgabe c) Die gleiche Aufgabe Iose man fiir das durch die Abb: 574 

und 575 gegebene Tetraeder. 

Li:isung: Die drei Spannungen haben 
eine Resultierende S, die in der Horizon
talebene liegt; S ist mit P und d@m Ge
lenkdruck D im Gleichgewicht, alle drei 
miissen sich also im nămlichen Punkt 
schneiden. Damit dieses mi:iglich ist, miis-

Abb. 574. 

2 

p 

p 

Abb. 575. 

sen S und D parallel P sein. Daraus ergibt sich sofort , dal3 D = S = t P. 
Nach dem Hebelgesetz miissen im Grundrif3 beide gleiche Entfernung von P 
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haben. S ist als Resultierende noch nach S1 , S 2 , Sa zu zerlegen. Die Losung 
dieser Scheibenaufgabe liefert S2 = - t P, S1 = Sa = + k P ..j'i. 

Auf die gleiche Losung kommt man, wenn man nach dem Verfahren (c) 
die Kraft P in zwei Komponenten zerlegt, deren eine durch das Gelenk D 
geht und deren andere in der Ebene der drei Stăbe liegt. 

83. Fiir den allgemeinen Fall der Krafteermittlung am 
starren Korper hat man verschiedene V erfahren, um die gesuchten 
Krăfte aufzufinden. 

I. Das schon i:ifters besprochene, immer zum Ziel fiihrende 
allgemeine analytische Verfahren: Man schreibt die drei Gleich
gewichtsbedingungen gegen Verschiebung und die drei Gleichgewichts
bedingungen gegen Drehung an; oder in anderer Sprechweise: die 
sechs statischen Koordinaten des an dem starren Korper angreifenden 
Krăftesystems miissen verschwinden. Der Gedanke dieser Losungs
methode ist recht einfach, die Ausfiihrung selbst bringt meist ziemlich 
umstăndliche Rechnungen mit sich. Es sind daher, um umfangreiche 
Rechnungen moglichst zu vermeiden, die Richtungen, fiir die man 
die drei Gleichgewichtsbedingungen gegeu Verschiebung anschreiben 
soll, moglichst giinstig auszuwăhlen; noch mehr gilt dieser Rat fiir 
die Auswahl der Momentenachsen. 

Beispiel a) Man soll mit diesem allgemeinen Verfahren die 
Spannungen des Beisp. 82a) ermitteln. 

Durch die Form des gegebenen Korpers und die Lage der 
Auflagerstăbe sind die Richtungen, fiir die man die V erschiebungs
gleichgewichtsbedingungen aufstellen will, schon gegeben, es sind die 
Kantenrichtungen. Die drei Momentenachsen wird man mit Vorteil 
durch den Punkt A legen, weil durch ihn drei der gesuchten Krăfte 
hindurchgehen und diese dann in den Momentengleichungen nicht 
auftreten. Es sollen sonach die Kanten AB, AD, AE in diesem 
Richtungssinn die Koordinatenachsen x, y, z vertreten; dann lauten 
die sechs Gleichgewichtsbedingungen 

X= O oder - P + 84 cos 45° = O 

L=O 
M=O 
N=O 

" 
" 

" 
" 
" 

82 cos 45°-86 cos 45° =o 
- Q- 81 - 82 cos 45°-83 - 84 cos 45°-85 

- 86 cos 45° =o 

Q·a+81 ·2a=O 
- Qa+Pa-81 • 2a- 82 cos45°·2a-83 ·2a=O 
- p. 2a -82 cos 45°· 2a =O, 

aus denen man die gesuchten Zahlenwerte ermittelt zu 

81 =-0,5Q, 82 =-PV2, 83 =+l,5P, 84 =PY2, 
85 =-0,5(P+Q), 86 =-PV2. 
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II. Zweites rein analytisches Verfahren. Mit groBem 
V orteil wird in der Praxis sehr oft nur mit Momentengleichungen 
gerechnet. Die einzige Schwierigkeit bei dieser Rechnungsweise 
ist die Auffindung passender Momentenachsen. Jedenfalls ist klar, 
daB man (besonders bei Beginn der Rechnung) nur solche Momenten
achsen auswăhlt, die von mi:iglichst vielen der gesuchten Krăfte ge
schnitten werden. W enn man zufăllig eine solche findet, die fiinf 
der gesuchten Unbekannten schneidet, hat man den Sonderfall II 
der vorigen Nummer. Im allgemeinsten Fall aher, wenn solche Ge
rade nicht vorhanden, kann man nach Foppl verfahren: Es lassen 
sich stets zwei Gerade finden, die vier gegebene Gerade schneiden; 
man legt also durch vier passend ausgewăhlte von den zu ermitteln
den Kraften, sie seien 81 , 82 , 83 , 84 geheiBen, zwei solche Gerade und 
schreibt fiir jede eine Momentengleichung an. In diesen beiden Mo
mentengleichungen treten nur die zwei Unbekannten 85 und 86 auf, 
die man aus den beiden Gleichungen ermitteln kann. Die anderen 
Unbekannten sind nach irgendeiner der bereits angegebenen Me
thoden aufzufinden. Freilich: in Spezialfăllen wird man mit den 
friiher angegebenen Verfahren bedeutend einfacher rechnen, und im 
allgemeinsten Fall wird es sehr schwer fallen, diese beiden Geraden 
dlirch vier ausgewăhlte Krăfte zu finden. 

Aufgabe a) und b) An dem Quader der Abb. 576 und 577 vom Ge
wicht Q = 800 kg greift noch eine Nutzlast P= 1200 kg an mit den Kompo
nenten 800 kg, 800 kg, 
400 kg in den drei 2a.~ 
Grundrichtungen. Wie 
sind die Tragstăbe des 
Quaders beansprucht O' 

a) nur unter dem !---h1}n-+-----~ 
alleinigen EinfluB des 1 

b) wenn auch noch 1 2 

Gewichtes Q, L 
die Kraft P angreift ? 

y' 

Abb. 576. 

3 

B 

A 

aookg 

Abb. 577. 

Losung zu a) Der Quader ist symmetrisch gestiitzt und belastet, es 
wird S, = 80 , 83 = 86 , 84 = 85 sein. Dem GrundriB der Abb. 577 entnimmt 
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man, daB 8 4 =O= 8 5 , alsdann dem AufriB durch eine Momentengleichung 
fiir die Achse B C, daB die Resultierende S {~ von 8/' und 82" den Wert 
0,25 Q hat und deswegen 8/' =Si' = - O, 125 Q wird. Eine Translations
gleichung in der Richtung der Stabe 3 und 6 liefert noch, am einfachsten im 
AufriB 8 3 = 86 =- 0,375 Q. Durch die bekannten Raumbeziehungen findet 
man noch die GrundriBprojektionen und schlieB!ich die wahren W erte, so wie 
sie in der Tabelle angegeben sind. 

Liisung zu b) Man ermittelt die Stabspannungen unter dem alleinigen 
EinfluB von P, denkt sich somit den Kiirper gewichtslos. Der GrundriB laBt 
ersehen, daB 85' =O= 85 und 84' =- P', ferner 8/ = 8.' und daruit auch 
81 =82 . 

Im AufriB ermittelt man zunachst die Resultierende 8{2 aus 8/' und 
8 2" durch eine Momentengleichung fiir den Punkt B und erhalt 8 {~ = 600 kg 
und daraus 81 11 = 8 2" = 300 kg, daraus 8 1 = 82 • Im SeitenriB Iiefert eine 
Momentengleichung fiir den Punkt B 

- 800 kg ·a - 400 kg ·a - 8{'-;f ·a - 86111 • 2 a =O oder 86"' = 86 = - 900 kg. 

Im AufriB wird man noch eine Gleichgewichtsbedingung in Richtung der 
Stabe 3 und 6 anschreiben oder auch ein gewiihnliches Krafteck zeichnen und 
8 ~~ = 600 kg = 886 = 83 + 86 erhalten und daraus 83 = + 1500 kg. Die 
wahren Werte von 8 1 , 8 2 und 84 ermittelt der Zusammenha.ng zwischen Grund
und AufriB so, wie sie in der Tabelle angegeben sind. In ihr sind die Span
nungen unter dem alleinigen EinftuB von Q und von P in Kilogramm gegeben, 
sowie auch, wenn beide gleichzeitig angreifen. 

Q 
p 

P, Q. 

1 

50{5 

+ 150{5 

+ 100{5 

2 

5ov5 

+ 1501)5 

+ 100{5 

1 
3 

1 
4 

1 
5 

o 
o 
o 

6 

300 

900 

-1200 

Zweite Liisung: Ebene IX durch Stab 1 und 2 und Ebene {J durch 
Stab 3 und 4 schneiden sich in der Geraden cx{J, die man als Momentenachse 
wahlt. cx{J schneidet alle Stabe bis auf 5, ferner Q und P, also ist 85 =O. 
In der gleichen W eise kann man 84 ermitteln, wenn man die Schnittgerade 
der Ebenen durch die Stabe 1 und 2 und durch die Stabe 5 und 6 als Momenten
achse wahlt. Oder man beachtet, daB im GrundriB von den Stabspannungen 
nur 84 einen Beitrag in der y-Richtung leistet, da ja 85 =O ist; eine Gleich
gewichtsbedingung in dieser Richtung liefert Y ...:__ 84' cos 45° =O, wo Y der 
Beitrag der gegebenen Kraft P ist. Nach Ermittlung von 86 und 8 4 ist die 
Aufgabe wesentlich vereinfacht. 

Ebenso kann man auch im GrundriB eine Momentengleichung fiir den 
Schnittpunkt der Wirkungslinien von 81 und 84 aufstellen und findet etwas 
einfacher 8 5 =O. In der gleichen Weise ergibt sich 84 durch eine Momenten
gleichung fiir den Schnittpunkt der Wirkungslinien von 85 und 8 1 im GrundriB. 

D rit te L 6 sun g: N ach Fii p p l schreibt rnan zwei Momentengleich un gen an 
fiir jene beiden Geraden, die die 8tăbe 3, 4, 5, 6 schneiden. Die eine dieser 
Geraden geht durch B und C, die andere lotrecht durch den Schnittpunkt der 
beiden Stabe 4 und 5. Zu beiden Momentengleichungen liefern nur die Span
nungen 8 1 und 82 einen Beitrag, man bat somit zwei Gleichungen fiir sie. 
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Sind sie gefunden, bereitet die Fortsetzung der Losung keine Schwierig
keiten mehr. 

Aufgabe c) An dem durch die axonometrische Zeichnung und den 
SeitenriB der Abb. 578 und 579 gegebenen Stab ACD greifen an den Dreh
armen p 1 und p 2 die Krăfte P1 und P2 

senkrecht zum Stab an. AC= CD 
=3m, P 1 =1000kg, P 2 =2000kg, 
p1 = p2 = 1 m. Man wiinscht, daB die 
eine der beiden Auflagerkrăfte A und B, 
und zwar A, die durch die Abbildung A 
gegebene Lage und Richtung hat. Man 
gebe die Lage und Richtung der an
deren Auflagerkraft B an, sowie den 
Zahlenwert der beiden. 

Abb. 578. Abb. 579. 

Losung: Man beachte vor allem, daB die Auflagerkraft B nicht an dem 
Stab angreift; es konnte ja sonst kein Gleichgewicht gegen Drehung um den 
Stab bestehen. Die Losung beginnt im GrundriB, wo A verschwindet, s. 

1 1 1 
1 'fR. 1 

A! L_ t~~--f·~A 
Al t1 - J.8 L------nc~t--------0~------+f 

Abb. 580. 

Abb. 580; das Gleichgewicht im GrundriB erfordert, daB B' parallel P/ und 
P.' ist. P/ = 500 kg l2 und P.' = 1000 kg v2 erfordert nach (44d), daB 
B' = 500 kg /2 ist und den Abstand 9 m von A hat. Im AufriB ist die 
Richtung und Lage von B aus dem GrundriB bereits bekannt, die Gleichge
wichtsbedingungen gegen Verschiebung und Drehung liefern wegen 

Pt'' = 500 kg ..j2 und P2" = 1 000 kg /2 
die Werte A" = A = 2 000 kg l ..j2 und B" = 2 500 kg t ..j2. Die gefundenen 
Werte iibertrăgt man noch in den SeitenriB und findet dort die Lage von B. 
Es miissen sich A"', R"' und B'" im gleichen Punkt schneiden, wenn R"' die 
Resultierende von P/" und P.'" im SeitenriB ist. 

84. III. Losung mit Hilfe des Korrekturverfahrens. 
Man nimmt 81 , 82 , 83 als bekannte Nutzlasten an und superponiert: 
Die wirkliche Nutzlast P allein angreifend ruft die Auflagerkompo
nenten 8/, 8/, 86' hervor (wenn man sich die gesuchten Krafte der 
Einfachheit halber als Auflagerkrafte vorstellt ), die im GrundriB wie 
bei der Scheibenaufgabe ermittelt werden konnen. Auf die gleiche 
Weise ermittelt man die Spannungen 8/', 85", 86", die unter dem 
alleinigen EinfluB der gedachten Nutzlast 81 entstehen; dann die 
Spannungen 8/", 85"', 8/" unter dem alleinigen EinfluB von 82 und 
schlieBlich noch die Komponenten 8/", 85"", 8s"" unter der An-

Egerer, Ingenieur-1\feohanik. I. 22 
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nahme, daB Sa allein angreifen wi.irde. Die Ermittlung aller dieser 
Auflagerteilkomponenten geschieht je durch einen Kriifteplan und ge
stattet, die erhaltenen Komponenten alle nach P, Sl' S2 , 8a oder 
genauer nach den GrundriBkomponenten von P, S1 , S 2 , Sa auszu
driicken. Man wird also finden: 

8/ =a' P, S/' =el' 81 , S/" = a"' 82 , S4"" = a"" 83 , } 

85' = (J' P, S/' = fJ" 81 , S5"' = fJ'" 82 , S/'" = fJ"" Sa, (a) 
S6' = y' P, S/' = y" S1 , 86"' = y"' 82 , S6"" = y'"' 83 , 

dann superponieren und sagen: In Wahrheit greifen diese Krafte, 
nămlich die wirkliche Nutzlast P und die gedachten Nutzlasten 
S1 , S2 , 8a, gleichzeitig an, die von ihnen hervorgerufenen Auflager
krăfte S4 , 85 , S6 haben also den Wert 

s4 =a' p +a" sl +a"' s2 +a"" Sa' ) 

S5 = (J' p + fJ" Sl + (J"' S2 + fJ"" Sa ' 
S - l P + li S + III s + III/ 8 6-Y Y 1 Y 2 Y a· 

(b) 

Die nur mehr vorkommenden U nbekannten 81 , 82 , Sa ermittelt man 
aus der Kontrolle: Die Z-Komponenten aller am starren Korper an
greifenden Krafte bilden fiir sich ein Gleichgewichtssystem. Diese 
Kontrolle gestattet die Aufstellung von drei Gleichgewichtsbedingungen, 
nămlich einer Gleichung gegen Verschiebung und zweier Gleichungen 
gegen Drehung. In den drei Gleichungen treten nur mehr die 
Unbekannten S1 , S2 , S3 auf, so daB damit die Aufgabe im Prinzip 
gelost ist. 

Eeispiel a) An dem durch Abb. 581 gegebenen Quader, ge
geben durch GrundriB, AufriB und SeitenriB, greift die Nutzlast P 
an, die mit den sechs Stabspannungen S1 , 8 2·, Sa, S4 , 85, S6 im Gleich
gewicht ist. Fiir die Ermittlung dieser Spannungen kann man 
keines der angegebenen speziellen Verfahren anwenden. Das erst 
angegebene rein analytische Verfahren wiirde zunăchst eine um
stăndliche Zerlegung der Spannungen in Komponenten lăngs der 
Achsen eines passend ausgewăhlten Koordinatensystems erfordern, 
dann die Aufstellung der drei Verschiebungsgleichungen und der 
drei Drehgleichungen und schlieBlich die Auflosung dieser sechs 
Gleichungen, in denen im vorliegenden Fali alle die sechs Unbe
kannten erscheinen wiirden, also eine recht miihselige Rechnung. 
Auch die zweite der rein analytischen Methoden fiihrt zu den năm
lichen rechnerischen Schwierigkeiten, wenn man nicht vorzieht, nach 
Foppl durch vier ausgewahlte Spannungen je ein paar von Mo
mentenachsen zu legen; man miiBte aber fiir diesen Zweck erst ein 
Hyperboloid konstruieren, was vielleicht noch groBere Schwierigkeiten, 
wenn auch nur zeichnerische, macht. 
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Das Korrekturverfahren fiihrt recht rasch und leicht zu einer 
Losung. Man betrachtet die Spannungen S1 , 82 , 88 als bekannt und 

G 

1 
1 1 
1 3 1 

p 

Abb. 581. 

p 

behandelt sie wie Nutzlasten. Dann hat man nur drei Unbekannte 
S4 , S~, 86 , die im GrundriB allein ermittelt werden konnen. In 
ihm projiziert sich der Quader als Scheibe, man hat somit eine 

p 
Abb. 582. 

Scheibenaufgabe. W enn von den wirklichen und gedachten N utzlasten 
P, 81 , 82 , S3 die N utzlast P allein angreifen wiirde, dann ergabe 
sich, s. Abb. 582, 

S/=+V2P, S5'=-21/2P, S6'= + P. 

Ebenso rufen die gedachten Nutzlasten 81 , 82 , 88 , jede fiir sich, 
hervor die Spannungen 

22* 
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8/ =- 0,5 S1 , 8r,'' = + 1,5 81 , S/' =- V2 S1 , } 

84"' = + 0,2 V!:_082 , S5"' = + 0,2 V!:_0S2 , Sa'" =-0,6 VS 82 , (c) 
8 ""- +o 5 -.l 2 8 s "''-+o 5 -.l 2 s 8 ""-- 8 4 - , t' 3' 5 - ' y 3' 6 - 3' 

Damit superponieren sich die GrundriBprojektionen 84 , S5 , 86 zu 

S4 = V2P-0,581 +0,2V1082 +0,5V283 } 

S5 _- 2V2P+1,~81 +o,2V1082 +0,5V283 (d) 
s6 - p -V 2 sl - 0,6 V 5 82 - Sa . 

Man benotigt jetzt nur mehr drei Gleichungen fiir die Unbe
kannten 81 , S2 , 83 • Wie o ben angegeben, werden diese drei not
wendigen Gleichungen gestellt durch die Kontrolle: Die Z-Kompo
nenten aller am Quader angreifenden Krăfte miissen fiir sich im 
Gleichgewicht sein. Es gibt selbstverstăndlich auch noch andere 
Kontrollmoglichkeiten, die angegebene folgt aher zwanglos aus 
dem bisherigen Verfahren. Wir haben nur den GrundriB der am 
Quader angreifenden Krăfte beniitzt, oder genau so operiert, wie 
wenn die Krăfte gar keine Komponenten senkrecht zum GrundriB, 
also in der z-Richtung hătten. Die drei Gleichungen, die das Gleich
gewicht der Z-Komponenten ausdriicken, sind die Verschiebungs
gleichung in der z-Richtung und zwei Momentengleichungen, in un
serem Fall praktisch eine Momentengleichung fiir die Kante, an der 
84 und 85 angreifen, und eine Momentengleichung fiir die Kante, 
an der 86 und S1 angreifen. Man beachte, daB bei diesen Momenten
gleichungen die Lage der Z-Komponenten von wesentlichem EinfluB 
ist, daB es also gar nicht gleichgiiltig ist, wo man die Zerlegung der 
Krăfte in Komponenten vornimmt. Damit nur die Z-Komponenten 
einen Beitrag zum Moment liefern, nehme man die Zerlegung aller 
Krăfte in der unteren horizontalen Ebene des Quaders vor, dann 
schneiden alle anderen Komponenten der Krăfte die beiden ausge
wăhlten Momentenachsen. Die Z-Komponenten sind 

Z=0,5P, 

Mit diesen W erten ergeben sich die drei Kontrollgleichungen 

z +Z1 +Z2 +Z3 +Z4 +zs +Z6 =O,l 
- z · 2 + Z1 · 4 + Z2 • 4 + Z3 • 4 + Z6 • 2 =o, ( e) 

+ Z · 1 + Z2 • 3 + Z3 · 4 + Z4 • 3 + Z5 • 1 =O, 
oder wenn man zunăchst alle Z nach den GrundriBkomponenten 
der Spannungen ausdriickt, 
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0,5P+ 0,25V2S1 +0,4 v5S2 +283 +o,5y2s._ + V2S"+S6 =0, 
o,5P+0,5V2 S1 +o,8"V582 +4S3 +86 =0, 
o,5P + 1,2V6s2 +883 + 1,5V2S4 +v'2 s" =O, 

und daraus wieder nach Beriicksichtigung der W erte von 

- 3 P + V2 81 + 0,8 y5 82 + 5 83 =O,} 

+3P- 'V281 +0,4V5S2 + 683 =0, 

P+ 1,5 V2 81 + 4,4 V5S2 + 2183 =0. 

(f) 

Die Auflosung dieser drei Gleichungen gibt, wenn die GrundriB
projektion von P den W ert 1 hat, die GrundriBprojektionen der 
ersten drei Spannungen 

81 = 2,481, 82 =- 0,908, 83 = 0,221. 

Die Gleichungen ( d) liefern schlieBlich noch 

S._=-0,251 85 =0,468, 86 =-1,516. 

Damit sind die GrundriBprojektionen aller Stiitzkrafte bekannt, 
man hat nur in den AufriB hinaufzuprojizieren und dann noch die 
wahren W erte der gesuchten Krafte zu ermitteln. 

Vber zwei weitere rein graphische Losungen der allgemeinen 
Aufgabe mit Hilfe des Korrekturverfahrens, die eine unter alleiniger 
Beniitzung von Krafteplănen und Seileck, siehe "Egerer, Neue Metho
den der Berechnung ebener und răumlicher Fachwerke, Verlag Julius 
Springer, Berlin." 

Die einfacheren răumlichen statisch bestimmten Fachwerke. 

85. Ein Punkt im Raum hat drei Freiheitsgrade, ein System von 
n Punkten sonach 3 n. Um dieses System starr mit der Erde zu 
verbinden, muB man ihm seine 3 n Freiheitsgrade durch 3 n Auf-

Abb. 583. Abb. 584. 

lagerungen oder Fiihrungen nehmen, etwa in der W eise, daB man 
jeden einzelnen Punkt durch drei Stăbe fest mit der Erde verbindet, 
s. Abb. 583, wo n = 3. Oder auf andere Weise, indem man die 
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n Punkte unter sich durch m Stăbe starr verbindet und diesen starren 
Korper dann durch sechs weitere Stăbe starr mit der Erde, s. Abb. 584, 
wo das Dreieck den starren Korper bildet. Oder wieder auf andere 
W eise, indem man durch eine gewisse Anzahl von Stă ben die n Punkte 
zu einem nicht starren Korper zusammenfaBt und die ihm verblei
benden p Freiheitsgrade durch p Fiihrungen aufhebt, beispielsweise 
indem man noch p Stabe so anbringt, daB der Korper unter sich 
starr und gleichzeitig starr mit der Erde verbunden ist; in Abb. 590 
sind die sechs Punkte I, II, III, IV, V, VI durch sechs Stăbe zu 
einem Ring zusammengefaBt, der noch zwolf Freiheitsgrade hat und 
deswegen durch zwolf weitere Stăbe zu einem in sich starren und 
mit der Erde starr verbundenen Korper wird. 

Fachwerkkorper wollen wir jeden Korper nennen, der aus 
einzelnen Sta ben starr zusammengesetzt ist. W enn wir zunachst 
mit dem Bild des Fachwerkkorpers arbeiten, so wăre dieses dahin 
definiert, daB es aus unendlich diinnen und starr gedachten Stăben 
gebildet ist; daB diese Stăbe in den Eckpunkten, Knotenpunkte ge
nannt, gelenkartig und reibungsfrei verbunden sind, daB die auBeren 
Krăfte nur in den Knotenpunkten angreifen, daB die Zahl der Stabe 
urid ihre Verbindung keine gegenseitige Verschiebung der Knoten
punkte unter dem EinfluB der Nutzlast zulăBt. Fiir den Fachwerk
korper findet man zuweilen die Benennung "freies raumliches Fach
werk". 

Ein raumlicher Fachwerktrăger (meist nur Fachwerk ge
nannt) ist jede răumliche Tragkonstruktion, die aus einzelnen Stăben 
zusammengesetzt ist; die einzelnen Knotenpunkte der Tragkon
struktion sind als gegenseitig unverschieblich vorausgesetzt, solange 
man die einzelnen Stăbe als starr annimmt. 

Fiir die Annăherung des eingefiihrten Bildes an die Wirklichkeit 
gelten genau die gleichen Betrachtungen wie bei der Fachwerkscheibe 
und beim ebenen Fachwerktrager. 

Die Definition des statisch bestimmten Fachwerk
korpers ist die gleiche wie die der Fachwerkscheibe (52a). Genau 
die gleichen tl"berlegungen wie dort ( man hat nur zu beachten, daB 
der Punkt im Raum drei Freiheitsgrade hat und ein starrer Korper 
sechs) ergeben, daB die n Knotenpunkte des Fachwerkkorpers durch 

m=3n-6 (a) 
Stăbe verbunden sein miissen, wenn er statisch bestimmt sein soll, 
und daB diese Beziehung zwar eine notwendige, aher noch keine 
hinreichende Bedingung fiir die statische Bestimmtheit ist, d. h. daB 
immer noch der als statisch unbestimmte Aufgabe zu betrachtende 
Ausnahmefall moglich ist. 
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Der geometrisch bestimmte Fachwerkki:irper wird ent
sprechend definiert wie unter (52 c) die geometrisch bestimmte Fach
werkscheibe. Auch nach dieser Definition ergibt sich m = 3 n- 6 
als 1\findestzahl der notwendigen Stăbe, um n freie Punkte unter 
sich zu einem starren Gebilde zu vereinigen. 

Nach dem Fopplschen Beweis ist wieder 

ein statisch bestimmter Fachwerkki:irper gleich
zeitig auch geometrisch bestimmt und umgekehrt. (b) 

Vom Fachwerkki:irper kann man dadurch zu einem răumlichen 
Fachwerktrăger iibergehen, daB man ihn starr mit der festen Erde ver
bindet. Doch ist diese Entstehungsweise des răumlichen Fachwerkes 
in praktischen Făllen recht selten die normale. Als Bildungsweise 
wird man vielmehr die folgende anzunehmen haben: Man verbindet 
n Knotenpunkte durch Stăbe unter sich zu einem (im allgemeinen 
nicht starren) Gebilde von p Freiheitsgraden, dann verbindet man 
dieses Gebilde mit der festen Erde durch eine weitere Anzahl von 
Stăben so, daB die einzelnen Knotenpunkte unter sich und gegen 
die Erde unverschieblich sind. W enn man fiir diese starre V er
bindung die Mindestzahl von Stăben verwendet, dann hat man einen 
geometrisch und damit auch gleichzeitig einen statisch bestimmten 
răumlichen Fachwerktrăger. 

Den Fachwerktrăger der Abb. 590 kann man in folgender Weise 
entstanden denken: Man hat zuerst die sechs Knotenpunkte I, II, III, 
IV, V, VI durch die sechs Ringstăbe III, II III, ... zu einem Ring 
verbunden, der dann noch zwi:ilf Freiheitsgrade hat; sie werden ihm 
genommen durch die von den einzelnen Knotenpunkten ausgehenden 
sechs Gratstăbe II', II II', ... und die sechs Diagonalstăbe IVI', III', ... 
Man kann auch die unteren Punkte I', II', III', IV', V', VI' als noch 
zum Fachwerktrăger gehorig betrachten und sagen: Die zwi:ilf Knoten
punkte sind durch je sechs Ringstăbe, Gratstăbe und Diagonalstăbe 
zu einem Gebilde von 3 ·12 -18 = 18 Freiheitsgraden verbunden. 
Dieses Gebilde wird unter sich und mit der festen Erde starr ver
bundei;J. durch achtzehn Auflager oder Fiihrungen, und zwar dadurch, 
daB man jeden der Punkte I', II', ... festhălt, also jedem drei Auf
lagerungen gibt. 

86. In der Mehrzahl der Fălle ist ein răumlicher Fachwerktrăger 
folgendermaBen aufgebaut: n Knotenpunkte liegen in der gleichen 
Ebene und sind durch n Ringstăbe in dieser Ebene zu einem "Ring" 
zusammengefaBt. Die Gesamtheit dieser Stăbe und aller der zur 
năchst unteren Ebene fiihrenden Stăbe werde als "Stockwerk" 
bezeichnet. Beispielsweise besteht die Kuppel der Abb. 590 aus 
einem einzigen Stockwerk, dem die sechs Ringstăbe I II, II III, . . . die 
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sechs Gratstăbe II', II II', ... und die sechs Diagonalstăbe III' III II', ... 
angehoren. Die Kuppel der Abb. 595 besteht aus drei Stockwerken; 
zum mittleren Stockwerk gehoren die sechs Ringstăbe I' II', II' III', ... , 
die sechs Gratstăbe I' I", II' II", . . . und die sechs Diagonalstăbe I' VI", 
II' I", . . . Die ganze Fachwerkkonstruktion baut sich aus mehreren 
solcher Stockwerke auf, der durch die Abb. 590 gegebene Sonderfall 
eines einzigen Stockwerkes kommt als praktischer Fall selten vor. 

Solche aus mehreren Stockwerken aufgebaute Fachwerkkonstruk
tionen lassen sich zwei bestimmten Klassen zuweisen. 

Erste Klasse: Die n Punkte einer Stockwerkebene sind mit 
dem darunter liegenden Stockwerk durch 3 n Stăbe starr verbunden, 
so daB das obere Stockwerk fiir. sich eine statisch bestimmte răum
liche Fachwerkkonstruktion darstellt. Die Kuppel der Abb. 595 besteht 
aus drei Stockwerken, das dritte Stockwerk besteht aus sechs Knoten
punkten und achtzehn Stăben und bildet fiir sich ein statisch bestimm
tes răumliches Fachwerk. Die Berechnung der in diesem Stockwerk 
auftretenden Spannungen ist eine statisch bestimmte Aufgabe, un
abhăngig davon, ob die beiden unteren Stockwerke statisch bestimmt 
oder statisch unbestimmt sind, gleichgiiltig wie viele Stăbe in diesem 
unteren Stockwerk vorhanden sind, wenn sie nur fiir die Aufrecht
erhaltung der Stabilităt ausreichen. W enn daher an den Knoten
punkten I, II, III, IV, V, VI des oberen Stockwerkes keine ăuBeren 
Krafte angreifen, so werden die sămtlichen Stăbe des Stockwerkes 
frei von Spannungen sein. 

Der Charakter dieser Klasse ist demnach, daB die Spannungen 
der Stăbe eines bestimmten Stockwerkes nur abhăngig sind von den 
Krăften, die an den oberen Knoten dieses Stockwerkes oder der 
năchstoberen Stockwerke angreifen, oder umgekehrt unabhăngig von 
den ăuBeren Krăften, die an den unteren Knotenpunkten dieses Stock
werkes oder noch weiter unten liegenden Knotenpunkten angreifen. 

Zweite Klasse: Die n Punkte eines Stockwerkes sind mit dem 
darunter liegenden Stockwerk durch mehr als 3 n Stăbe verbunden, 
so daB das obere Stockwerk jedenfalls statisch unbestimmt wăre, 
wenn die unteren Stockwerke fiir sich schon den starren Korper 
vorstellen wiirden. Die Kuppel der Abb. 585 gibt ein Beispiel fiir 
diese Klasse: Die vier Knotenpunkte des oberen Stockwerkes sind 
durch sechzehn Stăbe mit dem năchstunteren Stockwerk verbunden. 
Wenn man das obere Stockwerk wegnehmen wiirde, so verblieben fiir 
die acht Knotenpunkte des zweiten Ringes nur acht Ringstăbe, acht 
Gratstăbe und vier Diagonalstăbe, d. h. das untere Stockwerk fiir 
sich hat nicht die geniigende Anzahl von Stăben, um einen starren 
Korper bilden zu konnen. 

Charakteristisch fiir die răumlichen Fachwerke der zwei-
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ten Klasse ist, daB in den Stăben eines Stockwerkes auch dann 
Spannungen entstehen konnen, wenn in den unteren Knotenpunkten 
dieses Stockwerkes oder noch weiter unten ăuBere Krăfte angreifen. 

Abb. 585. Abb. 586. 

Soll ein răumliches Fachwerk bzw. das untersuchte Stockwerk 
eines solchen der ersten Klasse angehoren, so ist die notwendige 
Bedingung: Die n Knotenpunkte dieses Stock
werkes und der dariiberliegenden Stockwerke 
miissen .durch 3 n Stăbe unter sich und mit 
dem năchstunteren Stockwerk starr verbun
den sein. 

Bildungsweise eines răumlichen 

Fachwerkes der ersten Klasse: Am ein
fachsten werden n Knotenpunkte unter sich 
durch n Stăbe zu einem Ring vereinigt; die 
restierenden 2 n Stăbe werden dann giinstig 
so verteilt, daB von jedem Knotenpunkt 
des Ringes aus zwei Stăbe zum năchstunte
ren Stockwerk gehen. Dies trifft beispiels
weise zu bei den noch zu besprechenden 
Schwedlerkuppeln und Netzwerkkuppeln, s. 
Abb. 590 und 605, oder bei der Kuppel 
der Abb. 586. 

Die Fachwerkskonstruktionen der zwei
ten Klasse sind mannigfaltiger Art. Bei
spiele fiir sie sind das Zeltdach der Abb. 
587, die Fopplsche Leipziger Kuppel der 
Abb. 588, die Scheibenkuppel (nach Schlink) 
der Abb. 589, die Reichstagskuppel (nach 
Zimmermann) der Abb. 585. 

Abb. 587. 

U nter den răumlichen Stabverbănden zeichnen sich wegen ihres 
gesetzmăBigen Aufbaues besonders aus die Flechtwerke, die Foppl 
folgendermaBen definiert: 
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"Ein Flechtwerk ist ein raumliches Fachwerk, dessen 
Knotenpunkte und Stabe samtlich auf einem Mantel ent-
halten sind, der einen inneren Raum umschlieBt." (a) 

Alle bisher erwahnten răumlichen Fachwerkkonstruktionen sind 
nach dieser Definition Flechtwerke oder Teile von Flechtwerken. 

Fiir praktische Falle kommen besonders jene Flechtwerke in Be
tracht, deren Einzelflăchen Dreiecke sind; von ihnen gilt nach Foppl: 

"Jede aus Dreiecken zusammengesetzte Mantelflăche, 
die einen einfach zusammenhăngenden Raum vollstandig 
umschlieBt, liefert im allgemeinen, wenn man die Kanten 
als Stabe und die Ecken als Knotenpunkte auffaBt, ein 
geometrisch und statisch bestimmtes Fachwerk, das man 
ein Flechtwerk nennt." (b) 

Der Satz ist leicht zu erweisen, wenn man die Eulersche Po-
lyeder-Formel 

Abb. 588. 

Mit dieser Beziehung wird 

(c) 

beniitzt, wo k die Anzahl der Kan
ten, f die der Flachen und e die An
zahl der Ecken bedeutet. Ist nam
lich die Mantelflache nur aus Drei
ecken zusammengesetzt, so besteht 
eine weitere einfache Beziehung zwi
schen f und k, daB namlich zu jeder 
Dreieckflache drei Kanten gehoren, 
die aher immer nur halb zu zahlen 
sind, weil ja jede Kante gleichzeitig 
auch einem zweiten Dreieck angehort. 
W enn also f die Anzahl der Drei
ecksflachen ist, so wird die der Kan
ten k =-! · 3 f oder umgekehrt f = -~ k. 

die Formei ( c) zu 

oder m=Rn-6, (d) 

wenn man wieder n fiir die Zahl der Eckpunkte oder Knotenpunkte 
und m fiir die Zahl der Kanten oder Stabe einfiihrt. Man sieht, fiir 
jedes Flechtwerk, dessen Mantel aus Dreiecken sich zusammensetzt, 
ist die Bedingung der statischen und geometrischen Bestimmtheit 
erfiillt, oder mit andern Worten : 

jedes Flechtwerk, dessen Mantel aus Dreiecken zusammen
gesetzt ist, ist statisch und geometrisch bestimmt, wenn 
nicht ein Ausnahmefall vorliegt. (e) 
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Nun wird weiter gefragt: wie kann man ein Flechtwerk als 
Tragkonstruktion ausbilden. Das ist natiirlich klar, daB ein ganzes 
Flechtwerk nicht selber eine Tragkonstruktion sein wird, da sie ja 
einen vollstandig geschlossenen Man
tel vorstellt. Aher, wenn das aus 
Dreiecken zusammengesetzte Flecht
werk statisch bestimmt und damit in 
sich starr ist, so ist offenbar jeder 
einzelne Teil I, wie man sich densel
ben auch aus dem ganzen Flecht
werk herausgegriffen denken mag, 
starr mit dem anderen Teil II ver
bunden. W enn man sich den ande
ren Teil II als einen Bestandteil der 
festen Erde vorstellt, dann kann man 
auch sagen, der Flechtwerkteil I ist 
in sich und mit der Erde starr ver
bunden. Daraus geht hervor, daB 
jeder einzelne Flechtwerkteil ein sta
tisch bestimmtes raumliches Fachwerk 
vorstellt, vorausgesetzt, daB die Auf
lagerung den Bedingungen iiber sta
tische Bestimmtheit geniigt. Die Nutz-
anwendung dieser Betrachtung ist recht Abb. 589. 
einfach: Es erweist sich als vorteil-
haft, groBe Raume durch fl.echtwerkahnliche Gebilde zu umschlieBen 
(Kuppeln, Bahnhofhallen, Tiirme, Pfeiler, Gasbehalter, groBe Fliissig
keitsbehalter, Krangeriiste usw.). Der Vorteil solcher Gebilde ist 
der, daB ihr Innenraum nicht von Staben durchkreuzt wird. 

Die graphische Ermittlung der Stabspannungen in raumlichen 
Fachwerken fiihrt man auf die Elementaraufgabe der raumlichen 
Kraftezerlegung, Nr. 68 bis 72, zuriick. Von den V erfahren, die die 
einfachste Berechnung der Raumfachwerke ermoglichen, kommen fiir 
uns nur in Betracht 

I. das Komponentenverfahren, charakterisiert durch den Satz: 
jede mogliche Losung eines linearen Gleichungssystems ist auch 
die wirkliche Losung, 

II. das Korrekturverfahren, das iiber eine der Spannungen 
eine passende, aber sonst willkiirliche Annahme macht, und 
deren Sonderfall, namlich 

III. die Hennebergsche Methode der Stabvertauschungen. 

S7. Von allenFachwerk-Kuppelkonstruktionen ist die Schwedler
K u pp el eine der altesten und auch jetzt noch verbreitetsten. Wie 
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schon angegeben, gehi:irt sie der ersten Klasse der răumlichen Fach
werke an. Sie hat n Ringstăbe, die zusammen den in der horizon
talen Ebene liegenden Ring bilden, n Grat- oder Sparrenstăbe, die 
jeden Knotenpunkt mit dem entsprechenden năchstunteren Knoten
punkt verbinden, ferner n Diagonalstăbe. Diese sind die lăngsten 
der ganzen Konstruktion, wenn sie Druck aufnehmen, sind sie recht 
ungiinstig beansprucht, man wird daher in jedem Fach Doppel
diagonalen ausfiihren, und zwar "schlaff", so daB dadurch an der 
statischen Bestimmtheit der ganzen Konstruktion sich nichts ăndert, 
siehe Nr. 55. 

Soli man die Spannung unter dem EinfluB von Nutzlasten er
mitteln, so wird man die nachfolgenden Fălle unterscheiden. 

I. Einzellast. Am schnellsten kommt man mit der Elementar
aufgabe der răumlichen Krăftezerlegung zum Ziel. Zunăchst weiB 
man, daB die Nutzlast nur diejenigen Stăbe in Spannung versetzen 
kann, die dem Stockwerk des belasteten Knotenpunktes angehi:iren; 
alle Stăbe, die oberhalb des belasteten Knotenpunktes liegen, bleiben 
spannungsfrei. Dann wendet man auf die Stabspannungen, die an 
den nicht belasteten Knotenpunkten angreifen, die Sătze (9a), (9d), 
(9e) an. 

Beispielsweise gilt fiir die Kuppel der Abb. 590: Am Knoten II 
liegen von den im Gleichgewicht befindlichen vier Krăften S1 , S7 , 

S14 , S2 die ersten drei in der nămlichen Ebene, die vierte aher nicht, 
es muB nach (9 e) also S2 =O sein. Am Knoten III greifen jetzt 
die drei im Gleichgewicht befindlichen Spannungen S8 , S15 , S3 an, 
die nicht in der gleichen Ebene liegen und deswegen nach (9f) den 
Wert Null haben miissen. Die gleiche Beziehung gilt fiir die Span
nungen S9 , S16 , S4 am Knoten IV, und fiir die Spannungen 810 , S17 , 

S5 am Knoten V und schlieBlich noch fiir S11 , 818 , S6 am Knoten VI. 
Es werden durch die am Knoten I angreifende Nutzlast P nur die 
(in der Abbildung stark ausgezogenen) Stăbe 12, 13, 1, 7, 14 in Span
nung versetzt, also ein Ringstab, zwei Gratstăbe und zwe1 Dia
gonalstăbe. 

Am Knoten I ermittelt man die Spannungen 812 , 813 , S1 nach 
einem der in den Nr. 68-71 angegebenen Verfahren. Die Fălle der 
Praxis sind meist so gegeben, daB man eine der speziellen Methoden 
anwenden kann. Das gefundene S1 ist noch mit S7 und S14 im Gleich
gewicht, die mit einem gewi:ihnlichen Krafteck im Grund- oder AufriB 
ermittelt werden. 

Beispiel a) Am Knoten I der Schwedler-Kuppel der Abb. 590 
greift eine Last P an, man ermittle die von ihr hervorgerufenen 
Spannungen. 
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Man wird, wie eben angegeben, zuerst die spannungslosen Stabe 
aufsuchen. Als beansprucht verbleiben die Stabe 12, 13, 1, 7, 14. 
Man ermittelt zunachst am Knoten I die Spannungen der Stabe 12, 
13, 1, am einfachsten mit schiefer Projektion nach 70 II in Richtung 
des Stabes 13, so wie Abb. 591 zeigt, dann noch die Spannung am 
Knoten II mit einem einfachen Krafteck. Die gefundenen Span

v · 

v' 

Abb. 590. 

nungen sind noch in Abb. 590 
durch die schraffierten Kraftecke 
wiedergegeben. 

Abb. 591. 

Beispiel b) An dem Knotenpunkt I des eisernen Turmpfeilers 
der Abb. 592, entnommen "Mehrtens, Statik der Baukonstruktionen, 
Engelmann", greift ei ne N utzlast P 1 = 1 000 kg an. Man ermittle die 
in den Staben auftretenden Spannungen, wenn die Nutzlast 1. in 
Richtung des Stabes 5 nach abwarts, 2. in Richtung des Stabes 9 
nach abwarts, 3. in Richtung des Stabes 4 von I nach IV, 4. in 
Richtung des Stabes 1 von I nach II, 5. in lotrechter Richtung 
angreift. 

Fiir die ersten vier Fragen wendet man am einfachsten das 
Komponentenverfahren an: Jede mogliche Losung ist auch gleich
zeitig die richtige Losung. 

Eine in Richtung des Stabes 5 angreifende Kraft P wird un
mittelbar von ihm aufgenommen und zur Erde weitergeleitet, ohne 
daB dabei die anderen Stabe beansprucht werden; es sind sonach 
alle Stabe spannungslos, ausgenommen 85 =-P. Genau so findet 
rnan, daB alle Stabe spannungslos sind, ausgenommen 89 =- P, 
wenn die Kraft in Richtung des Stabes 9 nach abwarts wirkt. 

Eine in Richtung des Stabes 4 angreifende Kraft wird von den 
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Stăben 9 und 5 aufgenommen und zur Erde weiter geleitet, die iibrigen 
Stabe bleiben alle spannungslos. Mit einem ebenen Krafteck findet 
man, s. Abb. 593, fiir die absoluten Zahlenwerte 

S9 :S5 :P= s9 :85 :t 

oder S =-P 89 
9 t ' (a) 

wo 85 , 89 , t die Langen von IV, !VIII, VVIII sind. Natiirlich 
sind 85 und 89 die wahren Langen der Stabe 5 und 9, in der Ab
bildung sind nur die GrundriBprojektionen sowohl der Krafte wie 

5 

8 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

fo 

Abb. 592. 

11 

auch der Stabe eingetragen. 
Eine in Richtung des Stabes 1 

angreifende Kraft wird zunăchst vom 
Stab 1 aufgenommen und zum Knoten II 
geleitet und dort ebenso wie bei der 
vorhergehenden Aufgabe von den Sta
ben 10 und 6 zur Erde weiter geleitet. 

V 
5 p 

VJ/I 

Abb. 593. Abb. 594. 

Alle Stabe sind spannungslos, mit Ausnahme von 

(b) 

Wenn die Nutzlast lotrecht angreift, findet man die Span
nungen entsprechend wie beim Beisp. a). Es werden nur die Stăbe 
9, 5, 1, 10, 6 in Spannung versetzt. Im AufriB kann man un
mittelbare Zerlegung anwenden und mit einem einfachen Krafteck 
zunăchst S1 angeben, siehe Abb. 594; man geht zum GrundriB iiber 
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und findet dort S9 und S5 und deswegen beide auch im AufriB; mit 
einem zweiten Krafteck auch noch S10 und 86 in beiden Rissen. Die 
wahren Zahlenwerte ergeben sich nach einer der ublichen Kon
struktionen der darstellenden Geometrie. 

Im allgemeinen wird jeder Knotenpunkt der Kuppel belastet 
(Eigengewicht, Schneedruck, Winddruck), so daB im praktischen Fall 
die Stabspannungen unter dem EinfluB eines Lastensystems ermittelt 
werden. Fur die Berechnung hat man zwischen einem symmetrischen 
und einem unsymmetrischen Lastensystem zu unterscheiden. 

II. Symmetrisches Lasten
system. Voraussetzung fiir ein 
solches ist einmal, daB die Kuppel 

FJ/:' selbst symmetrisch ist, d. h. alle 
Meridianschnitte durch die einzel

G" 2 

Abb. 595. 

nen Knotenpunkte kongruent sind; 
und weiter, daB die an den Knoten 

Abb. 596. 

angreifenden Lasten nur in diesen Meridianschnitten liegen, ferner, 
daB jeder Meridianschnitt in der namlichen W eise belastet ist. Ein 
solches symmetrisches Lastensystem ist beispielsweise das System der 
Eigengewichte. 

Man vermutet, daB ein symmetrisches Lastensystem auch ein 
symmetrisches Spannungssystem hervorruft. Zu einem solchen wurde 
aher gehoren, daB die Diagonalen alle spannungslos sind. Nun ist 
in der Tat dieses Spannungssystem ein mogliches und deswegen nach 
(64a) auch das wirkliche Losungssystem. Man greift einen einzigen 
Meridian heraus, etwa nach Abb. 595 den durch den Knoten II ge
legten. Aus Symmetriegrunden muB die Resultierende S von S1 und 82 

horizontal im Meridian liegen, das gleiche gilt fur die Resultierende S' 
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von 81 ' und 82 ' usw. Dann ist am Knoten II die Nutzlast PII im 
Gleichgewicht mit 8 und G2 , s. Abb. 596, beide sind mit einem ge
w6hnlichen ebenen Krafteplan zu ermitteln. Am Knoten II' sind 
die unbekannten Krafte 8' und G2 ' im Gleichgewicht mit P'rr und Gn 
und daher ebenso zu ermitteln; das gleiche gilt fiir die weiter unten 
folgenden Knoten II", II111 usw. Hat man alle 8, 8', 8", . .. und G2 , 

G/, Gt, ... gefunden, so mu.B man nur noch die Resultierende 8, 
8', . . . nach ihren Komponenten 81 und 82 , 8/ und 82', • • • zerlegen. 
Damit ist dann die Aufgabe gel6st. 

5 p 

' ~ ' 

Abb. 597. 

Beispiel c) Wie groB sind die Spannungen im Turm
pfeiler der Abb. 592, wenn an jedem Knotenpunkt die 
Last P = 1 000 kg lotrecht angreift? 

Die Belastung ist symmetrisch und deswegen ent
sprechend der vorausgehenden Entwicklung auch das Span
nungssystem 

81 = 82 = 8a = 84, s5 = 86 = 87 = 8s' 

89 = 81o = 811 = 812 =o. 
Die unbekannten Spannungen kann man so ermitteln, wie 
eben angegeben wurde, im vorliegenden Fali ist eine un
mittelbare L6sung mit einem einfachen Krafteck m6glich, 
weil im AufriB jeweils eine Ringstabspannung verschwin
det. Am Knoten 1 ermittelt man im AufriB 81 und 85 , 

dann projiziert man zum GrundriB hinab und findet noch 
84 , s. Abb. 597. 

Beispiel d) Die Meridianform der Kuppel der Abb. 595 ist 
statisch insofern giinstig, als die Ringstabspannungen recht klein 
sind, s. Abb. 596, abgesehen natiirlich von den Staben des obersten 
Ringes. Kann man die Form des Meridians so angeben, daB die Ring
stabspannungen 8/, 8/', 8/" den Wert Null haben? 

Abb. 598. 

Ja, wenn der Meri
dian ein Seileck fiir das 
gegebene Nutzlastensy
stem ist. Abb. 598 zeigt 
die neuere Form des Me
ridians. Man wahlt zum 
Kraftezug der Nutzlasten 
den Pol des Seilplans so, 
daB die oberste Meridian
seite wagrecht und die 
unterste lotrecht verlauft. 
In der Abbildung stellt 
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die feingezeichnete Linie die alte gegebene Form des Meri
dians dar. 

88. III. Bei beliebiger Belastung erfolgt die Ermittlung der 
Stabspannungen nach der Komponentenmethode rein graphisch 
oder analytisch. Die fiir einen bestimmten zahlenmă.Big gegebenen 
Belastungsfall meist allein in Betracht kommende graphische Unter
suchung symmetrischer oder unsymmetrischer Schwedler-Kuppeln 
iiberlegt: Am Knoten i ist durch den dort angreifenden Diagonal
stab d, und Gratstab g1 eine Ebene e1 bestimmt, die fiir den Knoten i 
charakteristisch ist, s. Abb. 599. In dieser Ebene liegt eine Fach
wand der Kuppel. J ede in der Ebene e1 am Knoten i angreifende 
Kraft E, wird gemeinsam von Diagonal- und Gratstab aufgenommen 
und zum năchstunteren Stockwerk bzw. zur Erde abgeleitet. 

[Sieht man diese aus dem Satz von der moglichen Losung sich 
ergebende Beziehung nicht unmittelbar ein, so wendet man Satz (9e) 
auf den unbelastet gedachten Knotenpunkt i - 1 an und findet 
s, _1 = O; und ebenso s, =O, wenn man ihn auf den Knotenpunkt i 
anwendet, weil E,, -D,, G1 in der nămlichen Ebene liegen.J 

Eine in Richtung des Ringstabes s, fallende N utzlast s, wird zu
năchst von ihm aufgenommen und zum năchsten Knoten i + 1 ge
leitet und dort gemeinsam von den Stăben di+ 1 und U;+t aufgenommen 
und abwărts gefiihrt. 

Mit beiden Tatsachen ist nun der Weg gekennzeichnet, den das 
Komponentenverfahren einschlăgt, um die unter dem Einflu.B von Pi 
entstehenden Spannungen zu ermitteln. Man legt eine Ebene :ni 

(Operationsebene) durch P1 und den Ringstab s, und bringt sie mit 
der Ebene e1 zum Schnitt; die Schnittgerade hei.Be e1, s. Abb. 599. In 
der Ebene :n1 zerlegt man die Nutzlast P1 in zwei Komponenten Si 
und E, lăngs des Ringstabes s, und der Geraden e,. Die erste Kom
ponente Ei wird unmittelbar von den Stăben d, und U; der Ebene ei 

aufgenommen, 81 durch den Ringstab si zum Knoten i + 1 weiter 
geleitet und dort in der Ebene ei+ 1 von den Stăben g1+1 und di+ 1 

aufgenommen. 
Es werden also durch die am Knoten i angreifende Kraft P, be

ansprucht die Stăbe 

oder umgekehrt: von den vom Knoten i ausgehenden Stăben ist .~, 

nur gespannt, wenn P, angreift, und entsprechend der Stab s1_ 1 nur, 
wenn Pi _1 angreift, der Stab gi wird sowohl durch Pi wie auch durch 
Pi_ 1 beeinflu.Bt; der Stab d, wird gleichfalls durch Pi und Pi_ 1 be
einfluBt. 

Will man nun die Spannungen der einzelnen Stăbe unter dem 
Egerer, Iogeoielll'-Mechanik. I. 23 
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EinftuB eines an der Kuppel angreifenden zahlenmăBig gegebenen 
Lastensystems ermitteln, so wird man beim Knoten I beginnen, dorl 
die beiden Ebenen n1 und e1 zum Schnitte bringen und dann P1 nach 

E 1 und 81 zerlegen. E 1 erzeugt D1" 

und G /', beide sind einem ..gewohn
lichen ebenen Krafteck zu entneh
men. 81 ist schon die Spannung im 
Ringstab s1 , sie ruft am Knoten II 
die Spannungen D2' und G2' hervor, 
auch diese beiden ermittelt man mit 
einem gewohnlichen ebenen Kraft
eck im Gru.nd- oder Aufri.B. Dann 
geht man zum Knoten II iiber und 
zerlegt dort wieder P2 nach E2 und 

Abb. 599. 82 • E2 lăBt D2 " und G,z" entstehen, 
82 ist die Spannung. im Ringstab s2 , 

sie erzeugt am Knoten III die Spannungen D8' und G8' usw. Man hat 
nur noch zu beachten, daB die Gratstăbe und Diagonalstăbe einer 
jeden Faohwand von den beiden Krăften, die an den oberen Fachwand
knotenpunkten angreifen, in Spannung versetzt werden, daB alEO 

D;=D/+D/', (a) 

Das besprochene Verfahren lă.Bt sich ebensogut fiir eine sym
metrische wie auch fiir eine unsymmetrische Kuppel anwenden.• 

89. IV. Analytisches Verfahren bei beliebiger Be
lastung. Hat man fiir eine gegebene Kuppel umfangreichere Rech
nungen vorzunehmen, wie es der praktische Fall meist erfordert, so 
empfiehlt oder mindestens verlohnt es sich, analytische Formeln fiir die 
Ermittlung der Stabspannungen aufzustellen. Fiir den Konstrukteur 
sind bei etwaigen Ănderungen an der Gestalt der Kuppel solche vor
handene Formeln von gro.Btem W ert , weil sie allein den EinftuB 
der Einzellast auf die Beanspruchung zum Ausdruck' bringen. 

Die Aufstellung' der Formeln geht davon aus, daB eine am Knoten i 
in Richtung des Gratstabes g, angreifende Kraft H/ unmittelbar durch 
den Gratstab aufgenommen und sofort zur Erde weitergeleitet wird, 
ohne daB die iibrigen Stăbe des . Fachwerks in Anspruch genommen 
werden, 8. Abb. 600. 

[Man kann auch sagen, von den am Knoten i angreifenden Krăften 
~' D;, G;, S; liegen die ersten drei in der gleichen Ebene. also ist 
s, =O nach (9e), und von den jetzt verbleibenden Krii.ften H;, D;. G1 

liegen zwei. in der nămlichen Geraden, D; abe'f nicht, also ist auch 
D;=O nach (9d), es muB also G;=U, sein.] 
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Ebenso sieht man, daB eine Kraft T/ in Richtung des Ringstabes s; _ 1 

gemeinsam vom Diagonal- und Gratstab der Fachwand i aufgenommen 
und durch die beiden Stăbe d, und U; zur Erde weitergeleitet wird. 

[Man kann auch sagen, von den vier Kraften T/, D;, G;, Si muB 
letztere den Wert Null haben wegen (9e).J 

Und weiter sieht man, daB eine Kraft N/ in Richtung des Ring
stabes s; zunachst von diesem aufgenommen und zum Knoten i -+- 1 
geleitet und dort wieder gemeinsam vom Diagonalstab d; +1 und Grat
stab gi+ 1 abwarts gefiihrt wird. 

Abb. 600. Abb. 60la. Abb. 601 b. 

Insgesamt nehmen also an der Aufnahme von P; Anteil die Span-
nungen 

wie das ja auch schon in der vorigen N ummer entwickelt worden ist. 

W enn man nun die unter dem EinfluB eines Lastensystems auf
tretenden Spannungen ermitteln will, so zerlegt man jede Kraft P, 
in drei Komponenten, H/ in Richtung des Gratstabes, T/ in Richtung 
des Ringstabes s; _1 , N/ in Richtung des Ringstabes s;, und zwar zahlt 
man H! positiv nach abwarts, die T/ und N/ positiv, wenn sie die 
Kuppel rechtsum zu drehen suchen. 

Der Ringstab s, nimmt nur die Komponente N/ auf, ein posi
tives N' erzeugt Druckspannung, also ist 

(a) 

Der Diagonalstab und der Gratstab bei i nehmen gemeinsam 
auf die Komponente T,' von P; und die Komponente Ni_ 1 von P;_ 11 

s. Abb. 601 a. AuBerdem nimmt der Gratstab auch noch die Kom
ponente H/ auf. Abb. 601 b gibt den Krafteplan fiir den Knoten i. 
Es ist, wenn man auch gleich das Vorzeichen der Spannungen be
riicksichtigt, der Abbildung zu entnehmen 

- (Gi- H/):D;:(T/'+ N[_ 1)= g:d:t 
23* 
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oder (b) 

( c) 

Ist die Kuppel unsymmetrisch, was aher gerade bei der Schwedler
kuppel sehr selten der Fall ist, so sind natiirlich fiir jede Fachwand 
die StabgroBen b, d, t mit anderen W erten einzusetzen. 

Die N utzlasten einer Kuppel 13ind meist so in Komponenten .zer
legt, daB eine von ihnen lotrecht ist. Es wird daher von Vorteil sein, 

Abb. 602. 

die vorausgehenden Formeln noch so umzu
wandeln, daB die gesuchten Spannungen 

R' sich als abhangig von solchen Komponen
ten ergeben. Zu diesem Zweck sei vor
ausgesetzt, daB die am Knoten i jeweils an
greifende Kraft P in drei Komponenten 
Z, T, N lotrecht und in Richtung der 
Ringstabe si und si _ 1 zerlegt ist. Man hat 
jetzt noch den Zusammenhang dieser neuen 

R' 
Abb. 603. 

Komponentengruppe Z, 
T, N mit der friiheren 
Gruppe H', T', JV' her
zustellen. Vorausgesetzt 
ist eine symmetrische 
Kuppel. Man zerlegt H' 
zunachst in zwei Kompo
nenten lotrecht und ra
dial, d. h. zum Mittel
punkt des Ringes gehend, 
s. Abb. 602. Die erste ist 

Z=H'sinx=H''!_, (d) 
g 

wo 'X der N eigungswinkel des Gratstabes g und daruit von H' gegen 
die Horizontale ist; die zweite ist 

oder 

R' = H' cos 'X= Z !!_ cos X 
h 

R'=Z~, 
h 

(e) 

wenn c und h die Horizontal- bzw. Vertikalprojektionen des Gratstabes g 
sind. R' zerlegt man wieder in zwei Komponenten K langs der 
beiden Ringstabe; sie haben gieichen Wert, s. Abb. 602 und 603, 
narulich 
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K=R':2sin}C, 

oder mit Beriicksichtigung des W ertes R' aus der obigen Formei und 
wegen b = c ·cos {" C und sin C = 2 sin ·H cost C, 

K=Z c = z bc = z b 
l. 2 h sin ·H b h 2 sin H cos ·H · 2 h sin H 

oder 

Damit wird, wenn man noch den fesilgesetzten Richtungssinn von T 
und H beachtet, 

T=T1 +K, 

oder umgekehrt 

T'='l'-K, 

N=N'-K, 

N'=N+K, 

oder wenn man die W erte einsetzt, 

1 b 
T=T-Zh~' 

Sln;, 
1 + b N=N Z-h .-y:., sm., 

Z=H''!_ 
g 

H'=ZfL; 
IA 

H 1=Z fL. 
h 

(g) 

(h) 

Dann hat man fiir die Spannungen der Stăbe eines bestimmten Stock
werkes die Formeln 

, b 
S;=-Ni =-Z;h . ,_ N1, 

Sin;, 

Gi =- f!_(T/ +Ni-l)- H/ t 

bg ( r. ) g g + = htsin[ z,-zi-t - z, h- t (Ti Ni-l) 

Di =!! (T! +Ni-l) t 

db d 
= htsin I (- z, + z,_l) + T(T; +Ni-l). 

(i) 

Fiir den Sonderfall, daB nur lotrechte Lasten angreifen 
(Eigengewioht, Sohneedruok), werden alle Tund N zu Null und damit 
·die vorausgehenden Formeln zu 

b 
S,=-Z,h~' sm., 

bg g ) 
G, = htsin C (Z;-Zi-1)- z,h' (k 

bd 
Di=, t · "..(-Zi+zi-t), 

rt Sin., 
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und fiir den Sonderfall einer symmetrischen lotrechten Be
lastung, wo also alle Z einander gleich sind, wird 

(1) 

Selbstverstăndlich gelten alle die vorausgehenden Formeln immer 
nur fiir ein bestimmtes Stockwerk, weil nur innerhalb eines solchen 
die W erte b, d, g, h, t sich nicht ănderrr. 

Beispiel a) An der Schwedlerkuppel der Abb. 592 greifen in 
den Punkten I und II die lotrechten Lasten P1 = 2 000 kg und 
P~ = 3 000 kg an. Man ermittle die Spannurtgen. 

Die Kuppel ist symmetrisch, fiir sie sind die Einzelwerte der 
vorausgehenden Formeln, die Lănge in Metern gemessen, 

b=2,0, g=20,1, 7t=19,9, t=12,1, d=22,4, 

. r . n 
Sin <" = Sin -- = 1 • 

2 
Man erhalt 

2-22,4 
D -- ---(-Z +z ) ;-199·121 i i- 1 

' ' oder 

8;=-1,005 Z;, G;=-0,843Z;-0,167 Z;_1 , D;=+O,l86(Z;_1--Z;)· 

Fiir die vorgeschriebenen W erte Z1 = 2 000 kg, Z2 = 3 000 kg w'ird 

81 =-2010kg, 8 2 =-3015kg, 83 =0, 84 =0; 

G1 ~ -1686 kg, G~ =- 2763 kg, G3 =- 501 kg, G4 =0; 

D 1=- 372kg, D 2 =+ 186kg, D:l=+508kg, D4 =0. 

90. Das Zel tda ch ist eine răumliche Fachwerkkonstruktion 
der ersten Klasse, wenn es. einen der Abb. 604 entsprechenden Auf
bau hat. Im First ist das Dach offen gelassen, ein AbschluB kann 
erfolgen durch eine sogenannte "Laterne" oder auf 'andere Weise, 
statisch muB dieser AbschluB des Dachfirstes aber immer so sein, 
daB die an den Knotenpunkten des obersten Ringes angreifenden 
Lasten bekannt sind. Unter dieser Voraussetzung wird das Zelt
dach genau in der gleichen W eise behandelt wie eine Schwedler
kuppel. Es unterscheidet sich iibrigens, was den obersten Ring an
langt, in gar keiner W eise von einer solchen Kuppel. Man kann 
wenn man will das Zeltdach auch als einen Sonderfall der Schwedler
kuppel behandeln, als einen Sonderfall insofern, weil alle Fachwănde 
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von Stockwerk zu Stockwerk die gleiche Neigung gegen die Horizontal
ebene haben. In Abb. 604-- ist durch die stark ausgezogenen Stabe 
(d. s. die in Spannung versetzten) die Ab
leitung der am Knoten i angreifenden Nutz
last Pi zur Erde, der "KrafteabfluB", dar
gestellt. 

Wiirde man die Sparrenstabe fort
setzen, bis sie sich oben im First schnei
den, so hatte man ein Zeltdach von erheblich 
verwickelterem Aufbau, ein Zeltdach, das 
der zweiten Klasse der răumlichen Fach
werkkonstruktion zuzuweisen wăre, wie 
jenes der Abb. 587. Eine am Knoten i 
angreifende N utzlast Pi wiirde im allge
meinen alle Stabe der Konstruktion in 
Spannung versetzen, auch wenn dieser 
Knoten einem tiefer unten liegenden Ring 
angehorte. 

91. Die N etzwerkkuppel, darge
stellt durch Abb. 605, bat einen weseRt
lich anderen Aufbau wie die Schwedler
kuppel. Es liegen nicht mehr die einzel
nen Knotenpunkte I, II. III, IV, V eines 
Ringes mit den entsprechenden Knoten I', Abb. 604. 
II', . . . des năchstunteren Ringes auf dem 
gleichen Meridian, bei einer symmetrischen Netzwerkkuppel wird 
ein Meridianschnitt durch einen Knotenpunkt des oberen Ringes 
den nachstunteren Ring in der Mitte eines Ringstabes schn~iden, 
den weiter unten folgenden Ring wieder in einem Knoten usw. Die 
von einem Ring zum năchstunteren Ring fii.hrenden Stăbe lassen sich 
nicht mehr als Grat- und Diagonalstabe unterscheiden, beide sind 
gleichwertige "Fiillungsstăbe". 

Bei einer symmetrischen N etzwerkkuppel wird dieErmittlung 
der Spannungen am einfachsten auf analytischem Weg erfolgen 
mit Hilfe einer schiefen Projektion nach 70 II. Es lassen sich Formeln 
aufstellen, die dann fiir jede beliebige Belastung anzuwenden sind und 
auch gleichzeitig ein Urteil iiber den statischen Wert der Netzwerk
kuppel geben, abgesehen davon, daB sie den EinfluB der Einzellast 
zu diskutieren gestatten. Man beniitzt den Projektionssatz (13d), 
indem man an jedem Knotenpunkt das dort angreifende Krăfte
system projiziert. Der durch den untersuchten Knoten gelegte 
Meridian schneidet die zum Knoten i gehorige untere Fachwand 
nach der Hohe l dieser W aud. Die am Knoten i angreifende N utz-
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last P; zerlegt man im vorhinein in drei Komponenten: H/ in Richtung 
dieser Fachwandhohe l, Tf tangential und R/ radial, so wie die 

1 

Abb. 605. 

1 
1 

1 
1 

1 

Abb. 605 und 606 angeben. Da
bei sollen die H/ nach abwarts po
sitiv gezahlt werden, die T/ positiv, 
wenn sie die Kuppel rechtsum zu 
drehen suchen, und die R;' positiv, 
wenn sie nach innen gehen.' 

Wenn man nun das am Knoten i 
angreifende KriiJtesystem H;', 1:', R/, 
S;, Si+t, D;, E; in Richtung der 
Fachwandhohe l auf die Ringebene 

T/ ti: 

Abb. 606. 

des Punktes i schief pro
jiziert, so verschwindet 
H;' bei dieser Projektion, 
die in der Ringebene lie
genden Krafte T;', R;', S; 
S; + 1 bleiben in wahrer 
GroBe erhalten, die Pro
jektionen der Diagonal
stabspannungen D; und 

E; erhalten die Richtung der Komponente T;'. Abb. 606 gibt dieses 
projizierte System wieder. Es ist nach (13d) selbst wieder ein 
Gleichgewichtssystem, man kann auf es die gewohnlichen Gl.eich
gewichtsbedingungen anwenden. Der Wert der Diagonalstabspannungen 
D; undE; bzw. ihrer Projektionen ist einstweilen belanglos, da sie in 
die Gleichungen, die die Ringstabspannung ermitteln sollen, gar nicht 
eintreten. Die Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschiebung in ra
dialer Richtung lauten, wenn man n = n C einfiihrt, 

(a) 

Wer sich mit der gegebenen Ableitung nicht befreunden will, 
kann auch folgendermaBen schlieBen: Von den drei Komponenten 
H', T', R' werden H' und T' unmittelbar von den beiden Fiillungs
staben aufgenommen und zur Erde weiter geleitet, ohne daB die 
Ringstăbe in Spannung versetzt werden, es ist sonach nur der Ein
fluB von R' auf die Spannungen zu untersuchen. Dber das Gleich
gewichtssystem R;', S;, Si+l' D;, E; kann man urteilen: Die Resul
tierende der ersten drei Krăfte mu13 mit der Resultierenden Fj von 
D; und E; im Gleichgewicht sein, beide Resultierende miissen also 
in der gleichen Geraden liegen, und zwar in der Geraden, in der '1'/ 
liegt, weil einerseits die Resultierende von R/, S;, S;+ 1 in der 
horizontalen Ebene liegen muB und andrerseits die Resultierende F; 
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in der Fachwandebene. Es bilden also die Krăfte R,', Si, S;+1 

und F; fiir sich ein Gleichgewichtssystem, seine Komponenten in der 
radialen Richtung miissen deshalb als Summe N ull haben. 

Obige Gleichung kann man n-mal anschreiben, nămlich fiir jeden 
der n Knotenpunkte des untersuchten Ringes, und aus den n Gleichungen 
die n Ringstabspannungen SI, s'!, ... ermitteln. 'Die Gleichungen lauten 

R/ + (S1 + S2)sin C =O, 
R2'+(S2 +S3)sinC=O, 
R3' +(S3 +S4)sinC=O, (b) 

Rn' + (S" + S1)sin C= O. 
Man wird immer die zweite, vierte, sechste . . . Gleichung mit 

einem "-" versehen und alle Gleichungen addieren. Dabei sind 
zwei Fălle zu unterscheiden, einmal daB die Zahl n der Knoten un
gerade und dann, daB n geradzahlig ist. 

I. n ist ungeradzahlig, dann behălt die erste und letzte 
Gleichung ihr "+", und die Summierung der Gleichungen gibt 

R/- R2' + R3'- R 4' -j- ... + Rn' + 2 S1 sin ţ =O. (c) 

In der gleichen W eise erhălt man die Formeln fiir die iibrigen 
Ringstabspannungen 

R 2' -R3' +R/ -R5' +·· .+R/ + 2S2 sinC=O, 

R 3'- R/ + R"'- R/ + ... + R/ -j- 2 S3 sin ţ =O, 
••••• o ••• o •••• o ••••••••••••••• , 

wenn man der zweiten Gleichung bzw. der dritten usw. das +-Zeichen 
lăBt und die iibrigen abwechselnd mit dem "-" und "+" versieht. 
Oder allgemein, wenn man die Abkiirzung 

A/=Ri' -Ri+l +RiH -+···+RLl 
einfiihrt und wieder n: = n C beriicksichtigt, 

2sin 7!_.s.=-A.'. 
n • • 

(d) 

(e) 

Man wird praktisch zunăchst eine der Ringstabspannunge'h Si 
nach dieser Formei ermitteln, die iibrigen alle dann einfach mit 
Hilfe von (a). 

Im Prinzip ist damit die Aufgabe gelost; wenn man aHe Ring
stabspannungen gefunden hat, treten an jedem Knoten nur mehr 
die beiden Unbekannten Di und Ei auf, die mit T/, II;', R/, Si und 
S>+ 1 im Gleichgewicht sind. Beide lassen sich mit einem ebenen 
Krafteplan im GrundriB recht einfach ermitteln. 
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II. n ist geradzahlig-, dann erhălt die zweite, vierte, sechste 
usw. der Gleichungen (b) ein "-", man addiert und findet 

R/-R2'+- ... -t-RL 1 -Rn'=O, (f) 
ein Resultat, das im Widerspruch damit steht, daB man jedenfalls 
die N utzlast so wăhlen kann, daB die linke Seite dieser Gleichung 
nicht Null ist. Man hat also den Ausnahmefall: wăre die Vor
aussetzung richtig, daB die Kuppel starr bleibt, dann wiirden die 
Spannungen unendlich groB sein, d. h. 

eine symmetrische Kuppel mit gerad·er Zahl der 
Ringstăbe bildet den Ausnahmefall. (g) 

In W ahrheit sind natiirlich die Spannungen nicht unendlich, 
sondern die Nutzlasten werden die Kuppel deformieren, so daB die 
Voraussetzungen fiir unendlich groBe Werte der Stabspannungen 
nach der Deformation nicht mehr zutreffen, jedenfalls aher werden 
sie gefăhrlich hohe Spannungen in den Einzelstaben hervorrufen. 

Auch Formei (e) kann man zu einer Aussage veranlassen: Bei 
groBer Zahl n der Stabe kann man angenahert :n: n statt sin (n: n) 
-setzen, dann geht ( e) liber in 

2:n81=-n.A;. (h) 
Da man nun den W ert .A/, der ja von der auBern Belastung ab
hiingt, ziemlich konstant halten kann, so wachst die Spannung 
der Ringstabe mit ihrer Zahl. 

Die Netzwerkkuppel, von der Schwedlerkuppel im Aufbau sich 
scheinbar nicht viei unterscheidend, verhalt sich so ganz anders wie 
diese. Sie ist der Schwedlerkuppel sowohl in statischer wie auch 
in konstruktiver Hinsicht unterlegen. Konstruktiv bietet ihr Aufbau 
jedenfalls bedeutend groBere Schwierigkeiten, wie der einer Schwedler
kuppel, in statischer Hinsicht wird sie starker beansprucht wie jene. 
Ein anderer U mstand kommt noch hinzu: Die Kuppelbauten der 
Praxis haben in den einzelnen Ringen oft eine ganz erhebliche An
zahl von Knotenpunkten, 20-30 und noch mehr; bei der Schwedler
kuppel wird durch eine solche Anwendung erzielt, daB die N utz
lasten sich auf mehr Knotenpunkte verteilen und dadurch die an 
diese Knotenpunkte angeschlossenen Konstruktionsstabe geringer be
anspruchen. Bei der N etzwerkkuppel aher nimmt mit zunehmender 
Knotenpunktzahl auch die Spannung der Ringstabe ganz erheblich 
zu. Dbrigens ist diese Erscheinung auch unmittelbar aus der Tat
sache zu schlieBen, daB die symmetrische N etzwerkkuppel fiir ein 
geradzahliges n den Ausnahmefall bildet. W enn niimlich n sehr 
groB ist, theoretisch unendlich groB, dann wird sich die Kuppel mit 
gerader und ungerader Zahl der Stii.be wenig unterscheiden. 
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N och mmge U mstănde sind bei der N etzwerkkuppel zu be
achten. W enn sie symmetrisch ist, dann ist die Spannung in 
jedem Ringstab oder Diagonalstab gleichgroB, ob man nur einen 
einzigen Knotenpunkt belastet oder alle Knotenpunkte gleichzeitig, 
vorausgesetzt daB die Nutzlasten an jedem Knotenpunkt alle die 
gleichen Komponenten R, T, N haben. Zum Beweis lasse man ein
mal nur am Knotenpunkt I eine Nutzlast P1 angreifen, dann wird 
von den Komponenten R/ nur R/ von Null verschieden sein, also 

A/=R/ und deswegen S' R' . n 
1 = ~ 1 : 2 sm -- . 

n 

Wenn dagegen alle Knotenpunkte in der gleichen Weise belastet 
sind, so daB 

so wird gleichfalls 

A/= R/ und deswegen ' . n 81 = ~ R 1 : 2 sm - . 
n 

Eine weitere Merkwiirdigkeit fiir die Netzwerkkuppel laBt sich 
aus der Formei (d) ablesen; Wenn man immer nur jeden zweiten Kno
tenpunkt belastet, also den ersten, dritten, fiinften . . . und n ten, so 
versch winden in 

A/= R 1'- R2 ' + R:/ ~ R/ + ~ ... + R"' 
die negativen Glieder, es wird 

A/= R 1' + R3 ' + R/ + ... + Rn' 
einen sehr groBen W ert annehmen konnen und deswegen die Spannung 
81 sehr groB werden lassen. W enn man noch weiter geht und 
scheinbar die Kuppel dadurch entlastet, daB man an den eben un
belastet gedachten Knotenpunkten die gleiche Kraft wie an den 
iibrigen anbringt, nur mit entgegengesetzter Richtung, so werden in 
der Summe A/ die negativen Glieder alle positiv und A/ zu 

A/= R/ + R2' + R 3' + ... + Rn'· 
Mit diesen Verhaltnissen ist eine geometrische Eigenschaft der 

symmetrischen N etzwerkkuppel mit geradzahligem n in Einklang zu 
bringen. Es ist bereits entwickelt, daB eine solch~ Kuppel einen 
Ausnahmefall darstellt. Dieser ist geometrisch dadurch charakteri
siert, daB die einzelnen Knotenpunkte eine (sehr kleine) Bewegungs
moglichkeit haben. Im vorliegenden Fall ist aber diese Bewegungs
moglichkeit groBer als "sehr klein". Man stelle sich einmal vor, 
daB in der Netzwerkkuppel der Abb. 607 alle Ringstăbe fehlen bis 
auf den, der die Punkte I und II verbindet, dann wird der Knoten
punkt II einen Kreisbogen beschreiben miissen, wenn der Knoten I 
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einen solchen beschreibt, und zwar geht II nach aufwărts, wenn I 
nach abwărts geht, und umgekehrt. Der durch die beiden Knoten

punkte I und II und die Stabe s2 , d1 , 

e1 , ă2 , e2 bestimmte Bewegungsmechanis
mus ist . zwanglaufig, jeder Lage des Kno
ten I entspricht eine ganz bestimmte Lage 
des Knoten II, weil ja beide durch den 
Stab s2 verbunden sind. Wenn man sich·nun 
den Punkt III ebenfalls bewegt denkt, so 
daB er genau so tief liegt wie I, und den 
Punkt IV genau so hoch wie II, so wer
den die Verbindungsstăbe der vier Knoten 
I, II, III, IV in der neuen Lage die glei
che Lănge haben wie in der alten, d. h. 
die durch Abb. 607 dargestellte Netzwerk-

Abb. 607. kuppel kann "schaukeln", sie besitzt also 
nicht nur eine (vom Ausnahmefall herriih

rende praktisch sehr kleine und theoretisch) unendlich kleine Be
wegungsmoglichkeit, sondern sogar eine endliche, die iiber die durch 

Abb. 608. 

den Ausnahmefall charakterisierte weit hinausgeht. 

92. Im praktischen Fall empfiehlt es sich, 
im vorhinein die am untersuchten Knoten angrei
fenden N utzlasten P in drei Komponenten Z, T, 
R zu zerlegen, von denen Z lotrecht steht und 
nach abwa'rts positiv gezahlt wird, wăhrend T 
und R die gleiche Richtung haben wie T' und 
R' in den vorhergehenden Zeilen. Zwischen 

den beiden Komponentengruppen 
H', R', T' und Z, R, T lă.Bt sich 
wieder eine ăhnliche Beziehung wie 
bei der Schwedlerkuppel ableiten. An 
Hand der Abb. 608 ist sofort zu sehen 
T=T'. Man zerlegt H' in zwei Kom
ponenten H' sin X und H' cos X lotrecht 
und radial; dann ist Z = H' sin x und 
R=R' -H' cosx. Wenn man noch 
cotg X = b : h einfiihrt, so erhălt man 

Abb. 609. den Zusammenhang der beiden Gruppen 

T=T' 

Z=H'sinx oder 

R=R'- z.!!_ 
h 

T'=T ) 
H'=Z:sinx 

' + b R =R Z--
h 

(a) 
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Hier interessiert besonders die Ietzte Formei 

R'=R+Z~, (b) 

mit weichem W ert die Formei (91 d) iibergeht in 

A;'= (R,- Ri+ 1 +-... + R;_ 1 ) +~ (Z;-Z;+l +- ... + Z;_ 1 ), (c) 

oder wenn man zur Abkiirzung setzt 

A;=R;-R;+l +- ... +R;_ 1 

B;=Z;-Z;+l + - ... +Z;_ 1 , 

lll 

(d) 

(e) 

(f) 

Mit diesen Abkiirzungen erhait man schiieBlich eine brauchbare 
Formei fiir die Ringstabspannung, namiich 

2hsin~·S.=-hA.- bB .. n ' t ~ 
(g) 

Der Vollstandigkeit haiber soll auch eine Formei fiir die Span
nungen der Fiillungsstabe gegeben werden. Zu diesem Zweck stellt 
man fiir den Punkt i im GrundriB zwei Gleichgewichtsbedingungen 
auf, am einfachsten diejenigen gegen Verschiebung in der tangentiaien 
und radiaien Richtung, s. Abb. 609. Letztere Iautet 

R; + (S; + S;+l) sin'- (D: + E/) sin !5 =O 
oder 

Z * + (D/ + E;') sin J = O, 

wegen (b) und (91a). Die anderl\ Gleichung ist 

T, + (S;+l- S;) cos'+ (E/- D/) cos b =O. 

(h) 

Beide Gleichungen vereinigt geben die GrundriBprojektionen 
der Fiillungsstabe durch 

2D/ cos !5 = + T; + (S;+l- S;) cos'- Z _hb cotgd} 

2 E/ cos d = - T; - ( S; + 1 - S,) cos ' - Z ~ cotg d 

(i) 

Durch Hinaufprojizieren in den AufriB kann man noch die Auf
riBprojektionen D/' und E/' der Fiillungsstabe ermitteln und aus 
beiden Projektionen die wahren Werte D; und E;· 
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93. Um die Spannungen in einer beliebigen unsymmetri
schen Netzwerkkuppel auf graphischem Wege zu ermitteln, 
geht man aus von folgender Aufgabe: 

An einer N etzwerkkuppel greifen nur horizontale Lasten H an, 
die also in der Ringebene liegen; gesucht sind die Stabspannungen. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

:,..... 
I' 

Abb. 610. 

Man greift irgend einen Knotenpunkt heraus, etwa den Knoten I 
der Abb. 610, wo der GrundriB die gestellte Aufgabe charakterisiert. 
An ihm sind die in der gleichen Ebene liegenden Krafte H1 , 81 , 82 

im Gleichgewicht mit den beiden Diagonalstabspannungen 86 , 87 , also 
muB die Resultierende T der beiden letzten auch in dieser Horizontal
ebene liegen. Da nun T als Resultierende von 86 und 87 auch der 
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zum Knoten gehorigen unteren Fachwandebene e angehoren muB, 
so kann sie nur in der Schnittgeraden der Ebene e mit der horizon
talen Ringebene liegen. In der Abbildung ist diese Schnittgerade ge
strichelt angezeichnet. Damit ist die Aufgabe vereinfacht: An jedem 

Abb. 611. 

Knotenpunkt der Netzwerkkuppel der Abbildung greifen nur hori
zontale Krăfte an, nămlich die gegebene Nutzlast H, die beiden 
Ringstabspannungen und die Resultierende T; die Ringstabspannungen 

Abb. 612. 

und die Resultierende T sind gesucht. Diese Aufgabe ist eine ebene, 
und zwar kann sie als eine ebene .Ea.chwerksaufgabe betrachtet wer
den. Es steht nichts im W eg, die an jedem Knoten auftretende 
Resultierende T als einen unbekannten Auflagerdruck oder -zug zu 



368 Sechster Abschnitt. 93. 

betrachten und damit den GrundriB der Kuppel als eine ebene Fach
werkskonstruktion, so wie das durch Ahb. 611 dargestellt ist. Das 
Fachwerk hat fiinf Knoten, . w:enn kein Ausnahmefall vorliegt, ist es 
statisch bestimmt, da den fiinf Knoten fiinf Stăbe und fiinf Auflager
bedingungen entsprechen. Die Ermittlung der Spannungen geschieht 

Abb. 613. 

nach irgendeinem der in den Nummern 56 bis 59 angegebenen Ver
fahren, 

Hat man die s, und die T, gefunden, so kann man jedes T, 
noeh nach seinen Komponenten D, und E, zerlegen. Oder man 
geht nach Ermittlung der 81 sofort zum AufriB iiber und sucht mit 
einem ebenen einfachen Krăfteplan an jedem Knotenpunkt die bei 
den Diagonalstabspannungen. 



Statische Aufgaben des Raumes. 93. 369 

Die Abb. 611 erinnert an die Abb. 445 und 446, wo ebenfalls 
ein Ring von vier Stăben durch vier Auflagerstăbe festgehalten wurde. 
Dort wurde diese Stabverbindung als Ausnahmefall gefunden, also 
auch aus dieser Betrachtung geht hervor, daB eine symmetrische 
Netzwerkkuppel mit gerader Seitenzahl in statischer Hinsicht den 
Ausnahmefall charakterisiert. 

Bei beliebiger Belastung der Kuppel ist das analytische V er
fahren zur Ermittlung der Stabspannungen mit Vorteil dann anzu
wenden, wenn die Kuppel symmetrisch ist; wenn man fiir eine neue 
Konstruktion eine unsymmetrische Kuppel zu berechnen hat, wird 
es freilich unter Umstănden auch empfehlenswert sein, analytische 
Formeln fiir die auftretenden Spannungen aufzustellen. Man wird 
dann am einfachsten wieder so vorgehen, daB man an jedem Knoten
punkt durch eine. schiefe Projektion sich eine Gleichung verschafft, 
in der nur die beiden Ringstabspannungen auftreten. Die so er
haltenen n Gleichungen wird man dann genau so weiter behandeln, 
wie bei der symmetrischen Kuppel angegeben war. Handelt es sich 
aber nicht um eine eingehende statische Untersuchung, soll man fiir 
ein zahlenmăBig gegebenes Lastensystem die Spannungen aufsuchen, 
so wird man vorteilhaft das Komponenten-Verfahren in seiner graphi
schen Form anwenden. 

Nămlich: Durch die am Knoten i angreifenden Fiillungsstăbe di 
und ei ist eine fiir den Knoten charakteristische Ebene c. bestimmt, 

· in Abb. 610 beispielsweise am Knoten I die Ebene durch die Stăbe 6 
und. 7, die Ebene der zum Knoten 1 gehorigen unteren Fachwand. 
Eine in ihr angreifende Kraft F wird unmittelbar von den beiden 
Fiillungsstăben aufgenommen und zur Erde weiter geleitet. Denn 
die Losung: 86 und S7 im Gleichgewicht mit der Kraft Fund alle 
anderen Spannungen vom Wert Null, ist eine mogliche und des
wegen die einzig richtige. Andrerseits wird eine in der Ringebene 
angreifende horizontale Kraft H von Fiillungs- und Ringstăben auf
genommen, und zwar so, daB die Resultierende T der Fiillungsstab
spannungen ebenfalls in der horizontalen Ebene liegen muB, wie oben 
gezeigt wurde. 

Mit diesen Bemerkungen ist bereits der W eg gekennzeiohnet, 
den das Komponentenverfahren einsohlăgt. Es zerlegt am Knoten i 
die dort angreifende Kraft P in zwei Komponenten, F in der Ebene t 

und H in der Horizontalebene. Dann wird die Komponente F un
mittelbar von den Fiillungsstăben aufgenommen, leistet also zu den 
Ringstabspannungen keinen Beitrag; die Komponente H wird auf
genommen von den Ringstăben und Fiillungsstăben, aber derart, 
daB die Resultierende der letzteren ebenfalls· in der Horizontalebene 
liegen muB. Bezeiohnet man diese Resultierende, die im Schnitte 

E ger e r, Ingenieur-Mecha.nik. 1. 24 
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von e mit der Horizontalebene liegt, mit T, so ist am Knoten i die 
Komponente H im Gleichgewieht mit den beiden Ringstabspannungen 
S; und Si+ 1 und mit T,. 

Dadurch vereinfacht sich die Aufgabe zur folgenden ebenen im 
GrundriB gegebenen: vorgelegt ist ein ebener Fachwerktriiger mit 
n Knoten, n Staben, n Fiihrungen, s. Abb. 611; an jedem Knoten
punkt i greift eine gegebene Kraft H; an; gesucht sind die n Stab
spannungen Si und die n Auflagerkrii.fte Ti. Die Aufgabe ist im 
allgemeinen statisch bestimmt und unschwer zu losen. Hat man 
die Ringstabspannungen gefunden, so kann man zum AufriB iiber
gehen und dort an jedem Knoten mit einem gewohnlichen Krafteck 
die weitere Aufgabe losen, zu der gegebenen Kraft P und den 
mittlerweile gefundenen Spannungen Si und s, + 1 noch die unbe
kannten Spannungen D, und E,, das sind diejenigen der Diagonal
stiibe, aufzufinden. 

Die Zerlegung von P nach H und F wird am besten folgender
maBen geschehen: Man legt durch P eine lotrechte Ebene A und 
bringt sie zum Schnitt mit der Horizontalebene und der Fachwand
ebene e. Dann liegt H im Schnitt mit der Horizontalebene und F 
im Schnitt mit der Ebene e. Ist P zufii.llig horizontal, dann ist H 
identisch mit P; ist P zufăllig lotrecht, dann wăhlt man unter den 
unendlich vielen lotrechten Ebenen, die jetzt durch P moglich sind, 
etwa diejenige durch einen Fiillungsstab aus, dann liegt F in diesem 
Stab und wird deswegen unmittelbar von ihm aufgenommen. 

Die Abb. 610 mit 613 geben die graphische Losung fiir einen 
besonderen Fall. Die Zerlegung von P nach H und F ist am 
Knoten I durch die gestrichelte Konstruktion ausfiihrlich dar
gestellt. Die lotrechte Ebene A bildet im GrundriB die Spur I I', in 
der P, H und F liegen. Im AufriB gibt I I' die Richtung von F, 
das schraffierte Krafteck die Zerlegung von P nacbo H und F. Man 
projiziert wieder in den GrundriB hinab und erhalt auch dort H 
und F. Am Knoten III, wo P3 lotrecht gegeben ist, hat man durch 
P3 und den Stab 11 eine lotrechte Ebene A3 gelegt und in dieser die 
Zerlegung nach H und F vorgenommen; entsprechend am Knoten IV. 

Abb. 611 gibt das in der Ebene beanspruchte System der H, 
T und S wieder. Die H sind so eingetragen, wie sie die Konstruk
tion der Abb. 610 ermitteln' lieB, die T als Auflagerstabspannungen 
eingefiihrt. Der Fachwerktrager der Abb. 611 ist nichteinfach, die 
Spannungen werden mit dem Korrekturverfahren oder nach der 
Hennebergschen Methode der Stabvertauschung ermittelt. 

Abb. 612 gibt den Cremonaplan fiir das System (H), (S, T), das 
ist die Ermittlung den Ringstabspannungen S und der Fiihrungs
stabspannungen T unter dem Einflul3 der H. 
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Abb. 613 gibt noch einmal die Netzwerkkuppel mit allen ge
fundenen Spannungen. 

94. Au f g a b e a) mit e) Der durch axonometrische 
Grund- und AufriB gegebene Stabverband der Abb. 614 und 
Krăfte A, B, C beansprucht, so wie Abb. 614 angibt, dabei 
im Mittelpunkt M des Sta-
bes 4 an. 

a) Ist der Stabverband 
statisch bestimmt? b) Man 
ermittle die Spannungen, 
wenn nur A =~ 1 000 kg an
greift, c) ebenso, wenn nur 
B = 1 000 kg, und d) wenn 
C = 1 000 kg allein angreift, 
e) ebenso, wenn alle drei Krăfte 
gleichzeitig angreifen. 

Losung zu a) Der Mit
telpunkt M des Stabes 4 ist 
natiirlich nicht als Knoten-

5 ff 

Abb. 614. 

Zeichnung sowie 
615 ist durch die 
greift die Kraft C 

Abb. 615. 

punkt zu betrachten, da ja der Stab 1 II oder 4 aus einem Stiick be
steht. [Wenn an friiherer Stelle gesagt war,, die Nutzlasten diirfen nur in den 
Knotenpunkten angreifen, so bezog sich diese Vorschrift natiirlich nicht auf 
solche Krăfte, die wie im vo_rliegenden Fali die Kraft C in Richtung des Sta
bes angreifen, weil diese Krăfte den Stab auch . nur auf Zug oder Druck be
anspruchen konnen. J Den beiden Punkten I und II sind ihre sechs Freiheits-

. grade durch die sechs Stăbe genommen. Die Konstruktion ist sonach statisch 
bestimmt, wenn nicht der Ausnahmefall vorliegt. 

Losung zu b) Wenn A allein angreift, 
werden, die Stăbe 4, 5, 6 nach (9,c) spannungslos, 
dann auch Stab 3 nach (9e), A wird also nur 
durch die Stăbe 1 und 2 aufgenommen. Einfacher 
sagt man: A kann durch die Stăbe 1 und 2 auf
genommen werden, ohne daB die anderen Stăbe 
in Spannung versetzt werden. Man ermittelt in 
einem SeitenriB mit einem ge
wohnlichen Krafteck die beiden 
Spannungen zu 8,' = 500 kg, L1 
8/=-1110kg. E 

Losung zu c) Wenn Bal- 6 

lein angreift, wird nach (9e) Stab 
4 spannungslos, und dann weiter 11~.,. 6 nach (9 c) auch die Stăbe 1, 2, 3; 
oder man sagt wieder einfach : 
B kann durch die Stăbe 5 und 6 .,_ 
allein aufgenommen werden, ohne Abb. 616. 
daB die anderen Stăbe bean-
sprucht werden. Mit einem SeitenriB findet man 
86" = - 1110 kg. 

D 

3 

a 

Abb. 617. 

wieder 8.>" = 500 kg, 

Losung zu d) Am Knoten II werden die Stăbe 4, 5, 6 spannungslos 
nach (9 c ). Deswegen muB aher nicht der ganze Stab 4 spannungslos sein. Er 
leitet die Kraft 'C vom Mittelpunkt M an zum Punkt I, ist sonach in der 

24* 



372 Sechster Abschnitt. 94. 

Hălfte MII spannungslos, in der anderen Hălfte I M ist seine Spannung + 1000 kg. Am Knoten I ist 8 1 =O nach (9e), so dai3 nur die Stăbe 2 und 3 
eine Spannung aufnehmen. Man klappt die durch die Stăbe 2, 3 gegebene 
Ebene um und findet in der Umklappung die' durch C erzeugten Spannungen 
S~"' = 7 40 kg und Sa"' = - 1 250 kg in wahrer GroBe. 

Einfacher hătte man auch sagen konnen: die Kraft C wird im Punkt M 
vom Stab 4 aufgenommen und zum Punkt I weitergeleitet; dort wird sie von 
den Stăben 2 und 3 zur Mauer abgefiihrt. 

Losung zu e) Man superponiert 
und findet S; = S/ + S/' + S;'", im 
vorliegenden Fali 

sl = St' = + 5oo kg, 
S 2 = S2' + S.'" =- 370 kg, 
Sa= Sa'" =- 1 250 kg, 
s4 = S4"' = + 1000 kg; 

diese Spannung tritt von I bis M auf, 
von M bis II ist der Stab spannungs
los. S5 = S5" = + 500 kg, S 6 = Su" = 
-1110 kg. 

Abb: 618. Aufgabe f) Man ermittle die 
Spannungen in dem Stabverband der 

Abb. 614 und 615, wenn die durch Grund- und AufriB im KraftemaBstab 
1 mm = 400 kg gegebenen Krăfte D und E angreifen. 

Losung: Man beginnt am Knotenpunkt II und findet im AufriB mit 
einem einfachen Krafteck S 4 und S6 , beim Dbergang zum GrundriB auch noch 
S 5 =O, s. Abb. 616. Fiir den Knoten I liefert ein gewohnliches Krafteck im 
AufriB zuniichst S3 und S2 , beim Ubergang zum GrundriB ein neues Krafteck 
auch noch sl =o' B. Abb. 617. 

Abb. 619. 

Aufgabe g) An der durch die Abb. 618 und 619 in axonometrischer 
Zeichnung, sowie durch die drei Risse gegebenen Zeltdachkonstruktion greifen die 
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lotrechten Lasten P 1 = 4000 kg, P 2 = 3 000 kg, P 3 = P4 = 5000 kg an. Man 
ermittle die Spannungen. 

Loaung: Die vier Knoten des oberen Ringes sind durch fiinf Stăbe unter 
sich und durch weitere sieben Stăbe mit der Erde verbunden, ea sind ihnen so
nach ihre zwolf Freiheitsgrade genommen. Wenn nicht der Ausnahmefall vor
handen ist, ist die Konstruktion statisch bestimmt. 

z 

II 

IV P., 

12 

Abb. 620. K. M. 1 mm = 100 kg. 

Der Krăfteplan beginnt am Knoten II; der GrundriB lăBt ersehen, daB 
S4 =O ist. Im AufriB liefert ein einfaches Krafteck S, = - 3 350 kg und 
S 2 = - 1500 kg in wahrer GroBe, s. auch Abb. 620. Man geht zum Knoten 1 
iiber und findet im AufriB mit einem einfachen Krafteck S3 und Br,, alsdann 
durch Hinabloten in den GrundriB noch S6 ; die wahren Werte sind 

S3 =- 4450 kg, B" = - 700 kg, S6 = + 500 kg. 

Am Knoten III liefert im GrundriB die Gleichgewichtsbedingung gegen Ver
schiebung in Richtung des Stabes 10 die GrundriBprojektion B,o' =- 500 kg; 
man geht zum AufriB iiber und findet dort zunăchst die AufriBprojektion S,0' 

und dann die beiden Unbekannten S, und 8 8 wieder mit einem einfachen 
Krafteck, alsdann auch noch ihre GrundriBprojektionen durch Hinabloten; ea ist 

S, =- 4450 kg, S8 =- 1500 kg, 8 10 =- 1100 kg. 

Am Knoten IV schlieBlich wird man am einfachsten den SeitenriB zu Hilfe 
nehmen und in ihm mit einem gewohnlichen Krafteck zunăchst S/" ermitteln; 
man geht zum AufriB iiber und findet zunăchst 8 9", alsdann wieder die bei
den andern Unbekannten 8 12 und 8 11 mit einem einfachen Krafteck; die Grund
rillprojektionen von S9 , 812 , 811 ergeben sich, wenn man in den Grundrill 
hinablotet; man erhălt 

8 9 =-6700 kg, 8 11 =-2250 kg, 8 12 =+2800 kg. 
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Aufgabe h) Man beurteile die durch die Abb. 621 und 622 gegebene 
Fach werkskonstruktion. 

Losung: Das Dreieck I II III, das fiir sich einen starren Korper bildet, 
ist durch sechs Stăbe gestiitzt. Die Bedingung (85a) fiir die statische Bestimmtheit 
der răumlichen Fachwerkskonstruktion wăre 
also gegeben, trotzdem ist sie nicht statisch 
bestimmt, weil der Ausnahmefall auftritt, 
was am besten der GrundriB zeigt, wenn 
man sich gleichzeitig noch an das durch 
Abb. 443 gegebene Beispiel erinnert. Die 

m 

Abb. 621. 

a 

Abb. 622. 

durch den 'Ausnahmefall gegebene kleine Bewegungsmoglichkeit ist die, daB das 
Dreieck in seiner Ebene sich etwas um den Dreiecksmittelpunkt drehen kann. 

Au f g a b e i) Man ermittle die Spannungen in der symmetrischen N etz
werkkuppel der Abb. 623. Die Nutzlasten sind im KrăftemaBstab 1 mm = 200 kg 
eingetragen. 

Erste Liisung: Man wird die in Nr. 92 aufgestellten Formeln anwenden. 
Im vorliegenden Fall ist 1; = 60°, h = 4 m, b =O. Formei (92 g) geht damit 
iiber in 

2-sin 60°-S; =-A; 

Mit den W erten 

oder 

Z1 =Z2 =Z,,=2000 kg, R 1 =4000 kg, R~=O, R3 =+650 kg, 

T, = 4000 kg, T2 =O, T3 =- 2300 kg 
wird 

A, = R, - R~ + R3 = 4 650 kg, A2 = R2 - R3 + R, = 3 350 kg, 

A3 = R3 - R, + Re = - 3 350 kg; 

B, = Z, - Z2 + Z3 = 2 000 kg = B2 = B3 , 

und deswegen 

S, =- 2670 kg, 8 2 =- 1930 kg, S 3 = + 1930 kg. 

Fiir die GrundriBprojektion der Fiillungsstabspannungen wird die Forme! (!l2i) 
wegen (J = O und b = O unbestimmt, nămlich 

2D;' = T;+ (S;+•- S;) cos 60°-Z·O·oo. 

Man wird daher an jedem Knotenpunkt die beiden noch unbekannten 
Spannungen D; und E; mit einem einfachen Krafteck graphisch ermitteln. 
Am Knoten I benotigt man noch den SeitenriB Die schraffierten Kraftecke 
der Abb. 623 geben die Werte aHer auftretenden Spannungen durch Auf. und 
GrundriB. 
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Zweite rein graphische Liisung: Der GrundriB der Kuppel bildet 
eine statisch bestimmte Fachwerkaufgabe. Das Dreieck III III ist nămlich 
eine statisch bestimmte Fachwerkscheibe, die in den Punkten I, Il, III durch 
drei Auflagerstăbe T1 , T2 , T3 als gefiihrt zu betrachten ist. Man ermittelt 
deren Spannungen nach 45 und dann die 8pannungen der Stăbe 1, 2, 3, 
so wie sie Abb. 623 wiedergibt. Die Ringstabspannungen werden in den Auf
riB hinaufprojiziert, an jedem Knotenpunkt hat man nur noch die beiden 
Fiillungsstabspannungen als Unbekannte, die auf die gewiihnliche Weise ermit
telt werden, dann kann man wieder zum GrundriB zuriickprojizieren. SchlieB
lich ermittelt man noch die wahren W erte. 

y 

Abb. 623. L. M. l : 200, K. M. 1 mm = 200 kg. Abb. 624. 

Aufgabe k) Man beurteile das răumliche Fachwerk der Abb. 624 hin
sichtlich seiner statischen Bestimmtheit. Die nicht sichtbaren hinteren Wănde 
sind ebenso wie die vorderen sichtbaren konstruiert, ebenso die untere Ebene 
wie die obere. 

Losung: Das Fachwerk umschlieBt einen inneren Raum vollstăndig mit 
einem Mantel, auf dem die Knoten und Stăbe liegen. Der Mantel ist aus 
Dreiecken gebildet, man hat also ein Tonnenflechtwerk, das statisch bestimmt 
ist, wenn nicht der Ausnahmefall vorliegt. 

Oder man zăhlt die Knoten und Stăbe ab, es sind n Ringe und somit 
n · 5 Knoten mit insgesamt 15 n Freiheitsgraden. Den n Ringen entsprechen 
5n Ringstăbe, 5 (n -1) Gratstăbe, und 5 (n -1) Diagonalstăbe; die Endflăchen 
oben und unten sind ferner durch zusammen vier Stăbe noch in Dreiecke geteilt. 
Insgesamt hat man also 

15n-10+4=15n-6 Stăbe, 
die Bedingung (Saa) fiir die statische Bestimmtheit des Fachwerkes ist erfiillt. 
Es ist nur noch zu untersuchen, ob nicht der Ausnahmefall vorhanden ist. 
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Au f g a b e 1) Das Tonnenfiechtwerk der Abb. 624 ist in zwei Teile zer
legt, so wie die gestrichelte Linie angibt; der obere Teil soli mit der Erde 
starr verbunden werden. Man beurteile diese Verbindung. 

Liisung: Man kann etwa die von dem Schnitt getroffenen Stii.be be
seitigen und in der unteren F~ndfiăche des verbleibenden oberen Teils noch 
zwei Stăbe einschalten, so daB diese Endfiăche auch aus Dreiecken besteht. Dann 
ist der obere Teil fiir sich wieder ein Flechtwerk und deswegen (bis auf den 
Ausnahmefall) statisch bestimmt und somit starr. Diesen starren Flechtwerk· 
korper verbindet man durch sechs Stăbe mit der Erde, etwa indem man die Grat
stăbe wieder anb]'ingt und noch einen Diagonalstab und diese sechs Stăbe zur 
Erde fiihrt. Oder man schlieBt den Kiirper mit den vorher entfernt gedachten 
fiinf Grat- und fiinf Diagonalstăben wieder an die Erde an. Das wii.ren zehn 
Auflagerstabe. Um die statische Unbestimmtheit, die mit dieser Auflagerung 
eintrăte, zu verhindern, wird man noch vier Stăbe entfernen, am einfachsten 
die zwei Stăbe der oberen Endflăche und die zwei (eingesetzt gedachten) Stăbc 
der unteren. 



Sachverzeichnis. 
(Die Zablen sind Seitenzablen.) 

Achse 26. 
- eines Kriiftepaares 299. 
Achsengelenk 77, 162. 
Achsenmoment 98. 
Analytische Losung . der Elementar

aufgabe der riiumlichen Kraftezer
legung 292. 

- - der Scheibenaufgabe 164, 168. 
- - statischer Aufgaben 31. 
- - statischer Aufgaben des Raumes 

334, 354. 
- -. von Spannungsaufgaben 58. 
Analytische Mechanik 1. 
Angriffspunkt 17, 7 4. 
Arbeit 83. 
Arbeitseinheit 83. 
Arbeitssatz 89. 
Arm eines Kriiftepaares 298. 
Auflagerbedingungen 179. 
Auflagerdruck 75. 
Auflagerstelle 74, 76. 
Auflagerung 48, 70. 
Ausnahmefall 174, 175, 237, 254, 273, 

325, 326, 362. 

Balken oder Balkentriiger 161. 
Beharrungszustand 1 7. 
Beschleunigung 17. 
Betrag 5. 
Bewegung 2. 
Bewegungsbeschriinkung 48. 
Bewegungsgleichung 70. 
Bewegungsmiiglichkeit 47, 70, 175. 
Bild 2, 199. 
Bildungsweise riiumlicher Fachwerke 

345. 
Binder 201, 202, 203. 
Bockgeriistaufgabe 279. 
Bogen und Bogentriiger 161. 
Bolzengelenk und Bolzenlager 7 7. 
Bowscher Kriifteplan 64. 

Cremonaplan 64, 280. 
Cullmannsche Methode 229, 288. 

Dach 201, 243, 345, 358. 
Dachbinder s. Binder. 
Determinantensiitze 251. 
Diagonalen 201. 
- Gegen- 224. 
- schlaffe 222. 
Diskriminante 252. 
Dreharm 92, 94. 
Drehbewegung 2. 
Drehung 94: 
Dreiecksnetzwerk 211. 
Dreigelenkbogen 73, 81, 162, 187. 
Dreikriiftesatz 21, 192, 288, 315. 
Druckbogen 161. 
Durchlaufender Balken 162. 
Dynamik 2. 

Ebene 140. 
- schiefe 41. 
Elementaraufgabe des K'raftkreuzes 

306, 308. 
- der riiumlichen Kriiftezerlegung 278. 
ElementargroBen 103. 
Erdscheibe 172. 

Fachwerke und Fachwerkkonstruk-
tionen 199, 212, 214, 342. 

- einfache 209, 218, 235, 341. 
- freie 200. 
- freie riiumliche 342. 
- geometrisch oder kinematisch be-

stimmte 208, 343. 
- groBere 214. 
- labile 199. 
- nichteinfache 219, 235. 
- riiumliche 341. 
- - erster und zweiter Klasse 344. 
- statisch bestimmte 206, 342. 
- statisch unbestimmte 200. 
Fachwerkaufgaben 239. 
Fachwerkkorper 342. 
Fachwerkscheibe 199. 
- einfache 209. 
Fachwerktriiger 199, 212. 



378 Sachverzeichnis. 

Fachwerktrager, răumlicher 342. 
Fadenpendel 42. 
Fahrbahntafel 159. 
Feste Einspannung 162. 
Fetten 201. 
Flăchenlager 78. 
Flechtwerk 345. 
Fiippls Beweis 343. 

Flechtwerke 345. 
Knotenpunktsbedingungen 236, 265. 

- Methode der imaginăren Gelenke 
- 236. 
- Momentenmethode 335. 
Formănderung 218, 274. 
Fortschreitungsbewegung 2. 
Freiheitsgrade 47, 70. 
Fiihrung 48, 70, 172, 173, 179. 
Fiillung 201. 

Gegendiagonale 224. 
Gegenkraft 40, 74. 
Gegenresultante 37. 
Gelenk, Achsen- 77, 162. 
- imaginares oder virtuelles 173. 
Gelenkbogen 73, 81, 162, 187. 
Gelenkdruck 185. 
Gelenklager 162. 
Gelenktrăger 73, 162. 
Gerberscher Gelenktrăger 73, 162. 
Gerichtete GriiBen 4. 
Gleichgewicht 17, 36, 116. 
- eines Kiirpers 80. 
- eines Krăftesystems 117. 
- eines starren Korpers 116, 323. 
Gleichgewichtsbedingung 48, 125, 128, 

248. 
Gleitlager 76, 162. 
Glocke und Kliippel 72. 
Graphische Summe 6. 
Grundfigur 227. 
Gruppierung von Kraften 132. 
Gurt und Gurtstăbe 201. 

Hăngebogen 161. 
Hăngebogenbriicke 214, 215. 
Hauptsătze der Statik starrer Kiirper 

117, 120. 
Hebelarm 94. 
Hebelgesetz 165. 
Hennebergsche Methode 233, 260, 

347. 
Horizontalzug 151. 

Ingenieurmechanik 1. 

Kinematische Methode von Miiller-
Breslau 236. 

Kniepresse 62. 
Knoten, Knotenpunkt 50. 
Kiirper 69. 

Kiirper, eingespannter 328. 
- fester 69. 
- Gleichgewicht der 80. 
- starrer 69, 71, 116. 
Komponenten 9, 26. 
- innere, ăuBere 104. 
Komponentenverfahren 347, 353. 
Koordinaten 47, 70, 320. 
- statische 316, 317, 320. 
Korrekturverfahren 236, 262, 264, 284, 

290, 337. 
Kraft 1 7, s. a. Krafte. 
- Angriffspunkt einer 1 7. 
- Beitrag einer 32. 
- Koordinaten einer 316, 317. 
- Wirkungslinie einer 26, 63. 
Krafteck 26, 143. 
Kraftkreuz 298, 306. 
- Elementaraufgabe des -es 306, 308. 
- gleichwertiges 311. 
- resultierendes 309. 
Kraftkreuzaufgabe 313. 
Krafte 17, s. a. Kraft. 
- ăuBere 74. 

gedachte 18. 
- Gegen- 40, 74. 
- Gesamtwirkung der 316. 
- Gleichgewicht der 20. 
- im Gleichgewicht 20. 
- im Raum 278. 
- innere 79, 113. 

Massen- 74. 
- parallele 166. 
- physikalisch existierende 18. 
- Seiten- 26. 
-- unendlich kleine 304. 
Krăftebild 255, 259. 
Krăfteermittlung im Raum 279, 323. 
KriiftemaBstab 18. 
- unbestimmter 225. 
Kraftepaar 145, 298. 
- Achse eines -es 299. 
- Verlegung. 305. 
- resultierendes 301, 313. 
Krăfteparallelepiped 28, 292. 
Kriifteparallelogramm 56. 
Krăfteplan 25, 155 .. 
- Cremona 64, 280. 
- reziproker 64, 157. 
Kraftepolygon 25. 
Krăftesystem 116. 
- ebenes 80. 
Krăftezerlegung 148. 
- Elementaraufgabe der raumlichen 

278. 
Kran, Drehkran 243. 
Krangeriist 201. 
Kugelgelenk und Kugellager 77. 
Kurvenlager 78. 



Sachverzeichnis. 379 

Kuppel, Leipziger 345. 
Netzwerk- 345, 359. 

- - symmetrische 359. 
- Reichstags- 246, 345. 

Scheiben- 345. 
- Schwedler- 345, 347. 
- symmetrische 362. 

Lageplan 142, 155. 
Lager 76, 77, 78, 162. 
Laterne 358. 
Lineare Gleichungen 251, 257. 

Massenpunkt 2. 
Materieller Punkt 2, 20, 278. 
Matrix 251. 
Mechanismus, zwanglăufiger 72. 
Mechanik 1. 
Mitteldrucklinie 144. 
Mittelkraft s. Resultierende. 
Mogliches Losungssystem 258. 
Moment 92, 98. 
- eines Krăftepaares 298 
Momentenachse 93. 
Momentendreieck 94. 
Momentenmethode 169, 228, 330. 
- Fopplsche 335. 
- Rittersche 228. 
Momentenpunkt 93. 
Momentensatz 96. 
Momentenvektor 104. 
Montierungsspannung 238. 
Miiller-Breslausche Methode 236, 

290. 

N ullinie 324. 
Nutzlasten 74. 

Parallelogramm der Krăfte 24. 
Perpetuum mobile 56. 
Pfeil 18. 
Pfeiler 159. 
Pfetten 201. 
Pfosten 201. 
Polarachse 153. 
Polfigur und -strahlen 143. 
Primărkonstruktion 159. 
Produkt, ăuBeres, inneres 104. 
- skalares 85. 
- vektorielles 106. 
Projektion 9. 
- eines Gieichgewichtssystems 38. 
- eines Krăftesystems 28. 
- schiefe 287. 
Projektionssatz 12. 
Punkthaufen 69. 

Raumkonstruktionen 201. 
Reaktion 40, 51. 

Reduktionsgr6Ben 322. 
Reduktionsresultante 313. 
Reduktionszentrum 313. 
Reichstagskuppel 246. 
Resultante 166. 
Resultantensatz 24. 
Resultierende 14, 23, 140. 
Resultierendes Kraftkreuz 309. 
Resultierendes Kraftepaar 313. 
Resultierender Momentenvektor 313. 
Resultierende Wirkung 221. 
Reziproke Krăfteplăne 64, 157. 
Richtungskoeffizienten 33. 
Richtungssinn 11, 18, 24, 39, 58, 60. 
Ring 343. 
Rittersche Momentenmethode 228. 
Rollenlager 76, 162. 
Rotation 2. 
RuhtJ 69. 

Scheibe 70, 161. 
- Erd- 172. 
- Trag- 161. 
- Fachwerk- 199. 
Scheibenaufgabe 164, 167. 
Schiebung 2. 
Schiefe Ebene 41. 
Schiefe Projektion 287. 
SchluBlinie 145. 
Seileck (Seilpolygon) 140, 142. 
Seitenkraft s. Komponente 26. 
Sekundărkonstruktion 160. 
Sinn s. Richtungssinn. 
Skalare Gr6Ben 4. 
Skalares ·Produkt 85. 
Spannungen 50. 
- gefăhrlich oder unendlich groBe 

176, 254, 275, 325. 
- Montierungs- 238. 
- Neben-, Sekundăr- 163. 
- Temperatur- 238. 
Sparren 201. 
Sprengbogen 161. 
Stab 201, 232, 233, 234, 343, 344, 3413. 
Stabkette 150. 
Stabspannungen, Ermittlung von 265. 
Stabverband 50. 
- wackeliger 175, 27 4. 
Stabvertauschung, Hennebergsche Me-

thode der 233. 
Starrer Korper 69, 116. 
- - Gleichgewicht und Stiitzung 323. 
Statik 2. 
Statisch bestimmte Aufgabe 136, 249. 
Statisch bestimmtes Fachwerk 341. 
Statische Aufgaben des Raumes 27H. 
Statisch unbestimmte Aufgabe 136. 
Stevin 56. 
Stockwerk 343. 



380 Sachverzeiohnis. 

Streben 201. 
Stiitze 159. 
- Pendel 163. 
Stiitzung 323. 
- eines Daches oder einer Kuppel 327. 
- eines starren ;Kărpers 323. 
- wackelige 326. 
Summensatz 8. 
Superponieren 256. 
Superpositionsprinzip 221, 256. 
Symmetrie 21. 

Tensor 5. 
Temperaturspa.nnung 238. 
Tonnenfleolitwerk 375. 
Trăger 159, 160, 161, 163. 
- Balken- 161. 
- Bogen- 161. 
- Bogensehnen- 201. 
- durohlaufender 162. 
- Faohwerk- 199. 
- gegliederter 161. 
- Gerbersoher 162. 
- Hănge- 161. 
- Haupt- oder Primăr- 159. 
- Langs- 160. 
- Linsen- 201. 
- Parallel- 201. 
- Primăr- 160. 
- Quer- 160. 
- Sekundăr- 160. 
- statisoh bestimmter 163. 
- statisoh unbestimmter 163, 164. 
- Vieleok- 201. 
- Vollwand- 161. 
Tragkonstruktion 74. 
Tragsoheibe 161. 

Tragwerk 74, 159. 
Translation 2. 

Unbestimmter KrăftemaBstab 281,282. 
Ungeriohtete GrăBen 4. 
Ursaohen 254. 

Vektoren 4, 13, 14. 
Vektorprodukt 106. 
Verbindung von Soheiben 172, 182. 
- starrer Korper 323. 
Verkehrslast 74. 
Verlegungskrăftepa.ar 305. 
Verschiebung einer Kraft 133. 
Virtualle Bewegung 89. 

Waokelige Verbindung 175. 
- Stiitzung 326. 
Welle 326. 
Wesen statisoher Aufgaben 248. 
Widerlager 159. 
Wirkung 255. 
- gesamte einer Kraft 316. 
- lineare 256. 
- resultierende 221, 255. 
Wirkungslinie 26. 

Zahlenwert 5. 
Zeltdaoh 345, 358, 372. 
Zentralachse 322. 
Zimmermannsohe Kuppel 246, 345. 
Zugbogen 161. 
Zwanglăufi.ger Meohanismus 72. 
Zwa.nglăufige Stabkette 150. 
Zweigelenkbogen 162. 
Zweikraftesatz 21. 
Zylindergelenk 77. 
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