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Vorwort.

Dem vorliegenden III. Bande dieses Lehrbuches ein besonderes
Vorwort mitzugeben eriibrigt sich eigentlich, da das Erforderliche
schon dem I. bzw. II. Bande vorausgeschickt wurde. Doch méchte
ich gleichwohl nicht unterlassen, auch hier darauf hinzuweisen, daB
es mir bei der Darstellung und Auswahl des Stoffes, den dieser
Band bietet, darauf ankam, den Aufbau moglichst einfach und
durchsichtig zu gestalten, weil nach meiner Uberzeugung, die sich
auf eine lange Erfahrung stiitzt, gerade hierdurch am leichtesten
jenes Verstindnis der Lehren der Mechanik erworben wird, das zu
ihrer sicheren, zweifelsfreien Anwendung auf technische Aufgaben
unbedingt gehort. Aus diesem Grunde ist auch auf eine ausfiihr-
liche Diskussion der Lésungen weniger Gewicht gelegt worden, als
auf die Formulierung der Probleme, denn erstere ist der weit weniger
schwierige Teil und auch mehr mathematischer Natur, als letzterer.
Beziiglich der Auswahl der Anwendungen und Beispiele leitete mich
in erster Linie das Interesse, das Verstindnis der angewandten
Lehrsitze zu férdern und zu vertiefen; das rein Stoffliche muBte
dementsprechend zuriicktreten. Ferner zog der beabsichtigte Umfang
des Bandes in dieser Hinsicht engere Grenzen.

~ Auch bei diesem Bande hat mich mein Assistent, Herr Dr. H. Alt,
durch die Herstellung der Figuren und die Ubernahme eines Teiles
der Korrekturen zu wirmstem Dank verpflichtet, der Herr Verleger
aber durch sein groles Entgegenkommen beziiglich der Beschleunigung
des Druckes und der Ausstattung des Buches trotz der vielfachen
Schwierigkeiten und der Schwere der Zeit.

Dresden, August 1920.
M. Gribler.
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Dynamik der starren Kéorper.

1. Kap. Der Ausgangspunkt der Dynamik.

Die Aufgabe der Dynamik ist es, die beschleunigende Wirkung
von Kriften auf materielle Punkte und Korper im voraus zu be-
stimmen. Sie schlieBt sich daher unmittelbar an die wissenschaft-
liche Definition der Kraft an, wie sie in den physikalischen Grund-
lagen der Mechanik im 1. und 2. Kapitel des II. Bandes gegeben
wurde, niamlich als Ursache der Beschleunigung, die sie einem mate-
riellen Punkte erteilt. Die wissenschaftlichen Erfahrungen haben
gezeigt, daB die in Wirklichkeit wahrnehmbaren Bewegungen mate-
rieller Punkte sich in guter Ubereinstimmung mit der Gleichung
1)) mb=P
befinden, in der b die Beschleunigung des materiellen Punktes gegen
den Bezugskérper bezeichnet. Die in ihr auftretende GroBe m ist
eine fir den materiellen Punkt charakteristische Konstante, die
Stoffmenge oder Masse genannt wird und die man zweckmiBig als
identisch mit dem Gewicht des Korpers auffaBt, hierbei unter ,,Ge-
wicht“ eines Korpers das Ergebnis seiner Wagung auf der Hebel-
wage verstanden. Fiir die Bewegungen wégbarer Korper kann diese
GroBe mit einer mehr als ausreichenden Annidherung als absolute
Konstante, d. h. als unabhingig von Raum und Zeit angesehen
werden. Die dem Produkte aus der Masse eines materiellen Punk-
tes und seiner Beschleunigung nach (I) gleichwertige Groe P nennen
wir Kraft; sie wird als die Ursache der Beschleunigung b aufgefal3t
und daher an die Richtung der letzteren gebunden erachtet. Inner-
halb eines bestimmten Raumteiles, des sogenannten Kraftfeldes,
dndert sich im allgemeinen die Kraft nach Gréfie und Richtung
mit dem Orte, aber nicht mit der Zeit, wie eine groBe wissenschaft-
liche Erfahrung festgestellt hat; auf letzterer beruht auch das Gesetz,
nachdem sich die Anderung vollzieht. Diese Gesetze und ihre Giiltig-
keitsgrenzen werden durch die experimentelle Physik ermittelt und
hier als bekannt, sowie durch eine hinreichende Erfahrung gesichert
vorausgesetzt.

Grtibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. IIL 1



2 Dynamik der starren Korper.

Das Ziel, das der Dynamik gesetzt ist, wird nun dadurch er-
reicht, dal man zudchst fiir die freie Bewegung eines materiellen
Punktes, der unter dem Einflusse einer Kraft steht, mittels der grund-
legenden Beziehung (I) die Beschleunigung des Punktes nach Gréfie
und Richtung bestimmt. Der Zusammenhang zwischen der Beschleu-
nigung und der Lage des Punktes gegen den gegebenen Bezugs-
kirper der Bewegung, bzw. der Koordinaten des Punktes, wie er in
der Bewegungslehre festgestellt wurde, fithrt dann auf Differential-
gleichungen; deren Integration die Koordinaten als Funktionen der
Zeit bestimmt und damit zugleich die Bahn und die Geschwindig-
keit der Bewegung des Punktes, womit die gestellte Aufgabe geldst
ist. Bei Aufstellung jener Differentialgleichungen stitzen wir wuns
auf den Begriff der projizierten Bewegung des Punktes auf einer
Geraden, wie er im 3. Kapitel der Bewegungslehre gegeben wurde,
sowie auf den Umstand, dal sich die krummlinige Bewegung eines
Punktes auf zwei bzw. drei geradlinige Bewegungen zuriickfithren
148t. Daraus wird ersichtlich, daB3 es systematisch richtig ist, zuerst
die geradlinigen Bewegungen materieller Punkte unter dem Einflu$
von Kriften zu behandeln und darauf die krummlinigen. Die Ver-
schiedenheit der Gesetze, nach denen sich Gréfle und Richtung der
Krifte dndert, legt es nahe, die verschiedenen Koordinatensysteme
zur Ermittlung der Bewegungsvorginge zu verwenden; hierbei er-
geben sich auch begrifilich neue Groflen, die fiir die Diskussion der
Bewegungen von Nutzen sind.

An die freien Bewegungen materieller Punkte lassen sich leicht
die gebundenen schliefien, und zwar durch die Einfihrung von fik-
tiven (Zwangs-) Kriiften, mittels deren die gebundenen Bewegungen
auf frei zuriickgefiihrt werden konnen. Andrerseits erweisen sich
die Zwangskrifte als auBerordentlich gut geeignet, den Ubergang
von der Dynamik des einzelnen Massenpunktes zu der der Massen-
punktsysteme zu ermitteln und damit zur Dynamik starrer Kérper.
Dieser hier kurz angedeutete Weg ist in den folgenden Darlegungen
eingeschlagen worden, um das Lebhrgebdude der Dynamik aufzu-
bauen, freilich mit der Beschrdnkung auf die #ltere einfachere Theorie
Newtons. Denn wir filhren die Masse als absolute Konstante ein,
d. h. als unabhiingig von Raum und Zeit, wihrend sie begrifflich
ebenso an den Bezugskirper gebunden ist, wie die Bewegung selbst
und demgem#B auch die Kraft und das Kraftfeld; sie hat also nur
eine relative Bedeutung derselben Art, wie Raum, Zeit, Geschwindig-
keit, Beschleunigung usf. Die Beriicksichtigung dieses Umstandes bei
der Grundlegung der Mechanik fithrt aber mit Notwendigkeit zur all-
gemeinen Relativitdtstheorie,deren Aufnahme den Rahmen dieses Lehr-
buches weit: iiberschritten bitte und daher ausgeschlossen werden mubBte.



Die geradlinige Bewegung eines materiellen Punktes usw. 3

2. Kap. Die geradlinige Bewegung eines materiellen Punktes
unter dem Einflusse von Kriften.

Ein Punkt 4 bewege sich auf der Geraden a (s. Fig. 1); der
Bezugspunkt der Bewegung sei O, die augenblickliche Entfernung

O A=z auf der positiven Seite der Geraden und die augenblickliche

<% "
17} A, Uy ,41" v P
d

v 44

Fig. 1.

Geschwindigkeit v=‘;—;&. Dann ist die Beschleunigung von 4 in
dv_ s
dt der’
zeichnet, die Kraft, die dem Punkte diese Beschleunigung erteilt,

dieser Lage b= und, wenn m die Masse des Punkfes be-

d*z
(1) P=m-b=m—d-tg—.

Diese Grundgleichung kann in doppelter Weise Verwendung
finden. Ist ndmlich die Bewegung gegeben, also x={f(f) bekannt,

80 erhilt man b=(‘il;2x ={"(t) als eine Funktion von ¢ und durch

Elimination von ¢ als eine solche von x; es wird sonach damit
P=my()

gefunden, wenn b= (z) sich ergab.

Beispiel:
Es sei x=c-In (sin kt), worin ¢ und % Konstanten bedeuten. Dann er-
w dw dv ke NI
hilt man v= T ke-cot(kt), b= F= SR T)’ ferner nach Elimination
der Zeit aus diesem Ausdruck und dem fiir x
2z
P=mb=—mkic:e® .

Nach diesem Gesetz wiirde sich in diesem Falle die Kraft abhingig vom

Orte indern miissen, wenn die gegebene Bewegung auf der Geraden zustande
kommen soll.

Der umgekehrte Fall ist der weitaus hiufigere, nimlich die Be-

wegung zu finden, wenn das Gesetz gegeben ist, nach dem sich die
Kraft dndert.

1*



4 Dynamik der starren Korper.

Es sei P==m-¢(z), dann ergibt sich zwischen z und ¢ eine Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung in der Gestalt

(2 o)

deren Integration die Aufgabe lost. Um die Integration ausfiihren
zu kénnen, benutzen wir zuniichst, daB auch
_dv_dv dz__ dv

dt dz dt 'dw
geschrieben werden kann; hiermit geht (2) tber in
vdv=@(x)dx
und die Integration fithrt auf die Beziehung

Jvdv=[¢(x)dx - Const,

wenn die Integrale unbestimmte sind. Setzen wir zur Abkiirzung
f p(x)de= P(z), so wird aus dieser Gleichung

’09
§=®(x) - Const,
in der die Integrationskonstante noch unbestimmt ist. Sie erhilt
aber einen bestimmten Wert, wenn die Geschwindigkeit in einer
gegebenen Lage des bewegten Punktes eine vorgeschriebene} ist,
so z. B. in der Anfangslage 4, der Bewegung. Bezeichnet ¢,
diese Geschwindigkeit, die Anfangsgeschwindigkeit heiit, so mufl
auch fir die Anfangslage 4,, d. i fiir 04 ==, die vorstehende
Gleichung gelten, also

2

%’— = @(z,) + Const
gein, Hierdurch wird die Const bestimmt und man erh#lt nach
ihrer Elimination

®3) 3 (0F — ) = D(x) — P(x,),
woraus sich
(32) v==Vv? + 2{PD(x) — D(x,)}

findet. Das Vorzeichen der Wurzel wird durch die Richtung von
v, festgelegt. Je nachdem v, den gleichen, oder den entgegenge-
setzten Sinn hat, wie die positive Richtung der Geraden a, ist das
positive oder das negative Vorzeichen zu nehmen. Geht » durch
Null, so #ndert die Wurzel ihr Vorzeichen.



Die geradlinige Bewegung eines materiellen Punktes usw. 5

Aus der Formel (3a) erhilt man unter Benutzung des Aus-
dx

druckes fiir v—
dit

die Differentiaigleichung

dzx -
m:i]/vo 42 {D(x) — D(x,)}

aus der durch Integration

tzfdt =if»‘/voa Fe {g;(tc) — D ()}

hervorgeht; hierin ist ¢ die Integrationskonstante, die durch eine
Lage des Punktes A zu gegebener Zeit bestimmt wird. Es sei z. B.
die Anfangslage A4, zur Zeit ¢, gegeben, dann wird, wenn zur Ab-
kiirzung das unbestimmte Integral

+¢

dx
+ = Pz
. "vao“ +2{0(z) — D(x,)} “
gesetzt wird,
to=Plzo) +-c.

Den hierdurch bestimmten Wert fiir ¢ in den Ausdruck fiir ¢ ein-
gefiihrt, liefert

4) t=1,+ ¥(x) — ¥(®,);
durch Auflésung dieser Gleichung nach « erhilt man
(48) z=1(0),

womit die Bewegung des Punktes vollig bestimmt ist. Alle Einzel-
heiten der Bewegung finden wir dann aus (3a) und (4a) auf Grund
der Ergebnisse der Bewegungslehre, und zwar anschaulich mittels
der Schaubilder, die beziiglich der Ortséinderungen das Wege-Zeit-
Schaubild, beziiglich der Anderungen der Geschwindigkeit das Ge-
schwindigkeits-Zeit-Schaubild und das Geschwindigkeits-Wege-Schau-
bild genannt und im 2. Kapitel des 1. Bandes behandelt wurden.

Aus der Differentialgleichung (1) in der Gestalt

dv
folgt mit Riicksicht darauf, daB m eine von der Zeit unabhiingige

Gréfe ist,
(5) dfmv)=P-dt.



6 Dynamik der starren Korper.

Die GroBe mv nennt man BewegungsgréBe oder Impuls
des Punktes, wihrend P-d¢ der Elementarantrieb genannt wird.
Zufolge vorstehender Gleichung ist folglich die Anderung des
Impulses gleich dem Elementarantrieb der wirkenden Kraft.

Durch Integration von (5) zwischen den Grenzen ¢, und ¢ folgt

t
(5a) mv——mvoztfP-dt.

Der Ausdruck rechts wird der Antrieb der Kraft genannt. Die
Gleichung (5a) driickt den Satz aus: Der Impuls eines mate-
riellen Punktes &ndert sich bei einer geradlinigen Bewegung
in der Zeit t—¢, um den Antrieb der Kraft.

Fiir die Ermittlung der Bewegung hat der letztere Satz keinerlei
Bedeutung, da sich der Antrieb als Funktion der Zeit nicht be-
stimmen 148t. Wohl aber kann man mittels desselben die konstante
Kraft P finden, die die Geschwindigkeitsinderung » — v, eines materi-
ellen Punktes von der Masse m in der Zeit ¢t —t, bewirkt; sie ist

v—0,
P=m 9
t—1,

An sich enthilt vorstehende Formel nichts Neues, denn wenn die
Kraft P eine Konstante ist, so wird auch die Beschleunigung

konstant, und die Bewegung des Punktes eine gleichméfig beschleunigte
bzw. gleichméBig verzigerte, und fiir diese fanden wir (Bd. I, S. 17)
die Beziehung

V—,

b= .
t—1t,

Beispiele:

1. Unterliegt ein materieller Punkt nur seiner Schwere L =m-g als ein-
wirkender Kraft, so erhilt er durch sie als Beschleunigung b die des freien
Falles im luftleeren Raum, némlich b =g, falls das Bewegungsgebiet nicht
sehr grofl ist. Die entsprechenden Bewegungen des vertikalen Wurfes nach
abwirts und aufwirts wurden schon Bd. I, S.19 und 20 behandelt; auf sie
mwag hier verwiesen werden,

2. Bs sei P=m k.o und zwar nach dem Bezugspunkte O hingerichtet,

dann wird
d*x
md_t""= —P=—mkx.

Die hieraus folgende Differentialgleichung, in der k==c? gesetzt werden mag,
so daB

ix s

=0 = —



Die geradlinige Bewegung eines materiellen Punktes usw. 7

wird, hat bekanntlich als allgemeines Integral
== 4 cos (ct) + B sin (ct),

in dem 4 und B die beiden Integrationskonstanten bezeichnen. Als Ge-
schwindigkeit der Bewegung findet man hieraus

v:mz——c[flsin(ct}—Bcos(ct)].
Die Konstanten 4 und B folgen aus der Festsetzung einer bestimmten Ge-
schwindigkeit v, und Lage x, zu einer gewdhlten Zeit ¢,, etwa der Anfangs-
zeit der Bewegung, und zwar sei {,—=0, x,=a, v,=0. Es wird dann

axy==A cos(cty) 4+ Bsin(ct,)= 4,
v, = — ¢ [4 sin (ct,) — B cos (cty)] =~ Be=0
und folglich
2 ==, cos (ct),
v==— ¢, sin (ct).

Die Bewegung, die der Punkt A ausfiilhrt, wenn er sie in 4, aus der
Ruhelage, d.i. ohne Anfangsgeschwindigkeit beginnt, ist sonach eine sogenannte
harmonische Schwingung, die Bd. I, 8. 23 und 24 schon be-
handelt wurde.

Eine Bewegung dieser Art wird durch einen Kérper voll- #, "Iu
zogen, der unter dem Einflul einer Schraubenfeder steht,
falls die Spannkraft dieser Feder ihrer Lingendnderung pro-
portional ist. Wenn z. B. ein schwerer Korper auf eine Fe-
derwage mit lotrechter Achse gebracht wird, so unterliegt er
aufler seiner Schwere L (s. Fig. 2) noch der Einwirkung der
Federspannkraft S, welche erfahrungsgemid innerhalb gewisser
Grenzen der Anderung MyM =u der Federlinge ! durch die
Belastung L proportional ist; es kann also S=—«-u gesetzst
werden. Die Kraft, welche den Korper (den wir als mate- Fig. 2.
riellen Punkt auffassen) beschleunigt, ist sonach die Resul-

tierende aus L =1mg und S=o-% und es wird folglich die Differential-
gleichung der eintretenden Bewegung

2
m%tl;:P:mg— Q.

AAAA

%
%\va

Die Kraft geht durch Null, wenn u:umzﬂ ; dieser Lage von M ent-
[+4

spricht das Gleichgewicht an der Federwage. Fiihren wir an Stelle von u
die Verinderliche o==1% — u, ein, so geht vorstehende Differentialgleichung in

P
“dt

iber, falls %:c‘* eingesetzt wird. Daraus ersieht man, da8 der Kérper eine

=—ctx

harmonische Schwingung um die Gleichgewichtslage ausfiihrt, falls keine hem-
menden Widerstéinde, wie z. B. die der inneren Reibung der Feder, der
Luft u. a. vorhanden wiiren.

Anders wird die Bewegung trotz der gleichen Differentialgleichung, wenn
sie durch Reibuugskriifte zwischen festen Korpern gehemmt wird, wie in dem
durch Fig. 3 anschaulich gemachten Falle. Ein schwerer Korper bewege sich
auf horizontaler Ebene durch die Einwirkung einer Federspannkraft S, die
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der Lingeninderung M,M =1 der Feder proportional ist, der aber durch die
Reibungskraft W==y.L in der Beriihrungsfliche gehemmt wird; hierin ist L
die Last des Korpers und u die Reibungsziffer. Vollzieht der Ké&rper eine
Schiebung, so bewegt er sich wie ein materieller Punkt von der Masse m des
Koérpers, die wir im Massenmittelpunkt M und in letzterem auch die beiden
Krifte S und W angreifend denken. Die beschleunigende Kraft dieses Punktes
ist dann P= S8 — W und die entsprechende Differentialgleichung

dt?

falls w= M,M die Entfernung des Punktes M von seiner Anfangslage M,
und « die Konstante in der Beziehung 8=« bezeichnet. Da P =0 wird

fiir ;.:11:%-L:ﬂ7~/\"1 (s. Fig. 8a, in der y die Schaulinie ist, die das

Anderungsgesetz von S und P= 8 — W darstellt), so wird, wenn wir -als neune

=P=«-A—u-L,

Fig. 3a. Fig. 3b.

Verinderliche M, M == =MM — MM, =wu, —u, und folglich i=wa-1,
einfiithren,

d*x 2 .
aET oY

hierin 1stvc?::»;y; zu setzen. Die Bewegung wird sonach eine harmonische

tritt eine Unstetigkeit ein infolge des Umstandes, daB bei der Umkehr der
Bewegung in M, die Reibungskraft W die entgegengesetzte Richtung annimmt
und nun derselbe Bewegungsvorgang sich wiederholt mit M, als Anfangslage
des Punktes M, jedoch mit kleinerer Spannkraft S, der Feder, die sich zu
8, = aly = a (A ~— 2 4,) < 8, ergibt. Dementsprechend wird auch die Schwin-
gungsweite kleiner, denn die Schwingung erfolgt nunmehr um M, als Mittel-
punkt, wobei M;M, —ux, 21 =4 — 81, — 10—3%-L ; hierin ist 1, die
urspriingliche Dehnung der Feder. So setzt sich der Vorgang, dessen Wege-
zeit-Schaubild Fig. 8b veranschaulicht, fort, bis die Federspannkraft S kleiner
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als W geworden ist. Die Schwingungsdauer ist aber fir alle Schwingungen
die gleiche, nimlich T:%:Zn\/%- g, wie aus = x,cos (cf) hervorgeht.

3. Die Kraft, nach der der freie Fall im luftleeren Raume bei groBen
Falthéhen vor sich geht, ist die Massenanziehung nach dem Newtonschen Ge-
getz. Bedeutet M die Erdmasse, die wir uns im Erdmittelpunkt E (s. Fig. 4)
verdichtet denken, und A, die Ausgangslage
des beweglen Massenpunktes, so erfolgt

die Bewegung in der Geraden EA4;, wenn -—'gi\ /T] f, £ t;;
die Anfangsgeschwindigkeit v,==0 ange- \\\\'L 4 ‘
nommen wird. Legen wir den Bezugspunkt Vo~ {
der Bewegung nach E, und bezeichnet A \-\ I
die Lage des materiellen Punktes zur Zeit ¢, oN ll
dann geht die Differentialgleichung (1) hier \\ 1
iber in \, }

d*x P Mwm ) \ 1

m—d»iz—__, ——)t——w'- Flg. 4.

in der EA = gesetzt wurde und » die Gravitationskonstante bezeichnet.
Das negative Vorzeichen folgt aus dem Umstande, da8 P nach E hin ge-
richtet, also der positiven Seite der Geraden entgegengesetzt ist. Da sich hier

@ (@)= — %l;{ findet, so erhalten wir

Q(w):f(p(w =_-fo =

und damit nach (8a), falls EA,=1x, gesetzt wird,

p=— V1,2 —}—2xM<——~): \/2xM(————->

Die Wurzel ist mit dem negativen Vorzeichen zu nehmen, weil sich der be-
wegte Punkt A notwendig E nshern muB. Die Anderung der Geschwindig-
keit mit dem Ort wird durch die Schaulinie ¢ im Geschwindigkeits-Wege-
Schaubild (s. Bd. I, 8. 22) dargestellt; diese ist hier eine Kurve 3. Ordnung
und hat einen Verlauf, wie ihn Fig. 2 zeigt. Im Punkte E wird die Ge-
schwindigkeit unendlich grof.

Weiter erhdlt man hier

. e T, zdx
¥(@)=— 1 N 2xM

\/—2;M (__ _ _) z (‘”o_"‘—x)

%y

f

il [Wm"” %fvx(xo—x)]

=V | = — %o 2e—x
= Zst:x(x x) 2arcsm = ]

und damit nach (4), weil % =0 sein sollte,
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Zo

5w M [\/m ~ fzg (arcsin g}—;’—o—@ — arcsin (4 1))}

i Ve (e, 1 kg . 2z—x
= 2;:(’3[[ z‘(xo—x)-{-?xo{?—-aresm__z__"}]_

0
Hieraus findet man w. a. die Zeit £,, in der 4 von A, nach E gelangt, zu

t=—=

7T %,

t'":T\/2xM :

In manchen Fillen nétigt die Erfahrung, insbesondere an Be-
wegungen von Korpern in Fliissigkeiten, Krifte einzufiithren, die
auch von der Geschwindigkeit des bewegten Korpers abhiéngen, fiir
die man also als Kraftinderungsgesetz

P=meg(z,v)

annimmt. In solchem Falle tritt an die Stelle der Differential-
gleichung (2) die folgende

d*z dx
® o =o(=5)

deren Integration durch bekannte Funktionen im allgemeinen nicht
moglich ist, sondern nur, wenn die mit ihr iibereinstimmende Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung

vdo

6a —— =g (x, v
(62) )
in geschlossener Form integriert werden kann. In folgenden beiden
Beispielen trifft diese Voraussetzung zu. '

Beispiele:

1. Freier Fall im lufterfiillten Raume. Fillt ein schwerer Korper
in der Luft frei herab, so wird seine Bewegung auBiler durch, seine Schwere

auch durch den Widerstand der Luft beeinflult; letzterer erweist

1490 sich innerhalb gewisser Grenzen proportional dem Quadrat der Ge-
schwindigkeit v. Wir setzen daher die Widerstandskraft der Luft

W=Fk-v?
x worin k eine Versuchskonstante bezeichnet, die wir aus Zweck-

m- - . ;
ﬂgg ersetzen; hierin sei m di¢ Masse des

miBigkeitsgriinden durch

Korpers, g die Beschleunigung der Erdschwere und g eine Kon-
Y_1s stante, deren Bedeutung spiter festgestellt werden soll. Da die
p Kraft W die Fallbewegung hemmt, also aufwirts gerichtet ist, so
wird hier (s. Fig. 5)

.P=m-g-W=mg<1——%)

Fig. 5. und die obige Differentialgleichung nimmt die Formen
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_dvdv ( v“)
an, die beide unmittelbar integrabel sind.
Aus

dv_ g . o
?i_tvfe(ﬂ —v%)

=fdt=’ff3§% - Const

'gg In (’;+ ") - Const.

Messen wir die Kalizeit { vom Beginn der Bewegung ab, setzen also
to=0 und beachten, daB beim freien Fall die Anfangsgeschwindigkeit v,==10
ist, so erhalten wir aus vorstehender Gleichung

ﬂ In (ﬂ+v°>+00nst— £ In (1) -+ Const =0,

und somit Consh: 0; es folgt demnach

t=%ln(ﬂ+v>=2{ttg< >

g —v
und umgekehrt
2ot ¢ _gt
e —1 ef—e
g

v=pt—lopt Z—ﬁ%@)
B

findet sich sofort

[

2gv g¢
e 1 ef e
Wie der Ausdruck fiir ¢ ersichtlich macht, wird t==00 fiir v=§; es
bleibt folglich stets v < g, oder anders gesprochen, es nihert sich im Laufe
der Bewegung v der Geschwindigkeit §, ohne sie jedoch zu erreichen.
Aus der anderen Form

dv s gt
v = —w)

der Differentialgleichung dieser Bewegung findet sich durch Integration

fdm—_ ﬂfﬁfd”vz+o —— I+ C,.

Die Konstante C, bestimmt sich aus der Bedingung, daB in der Anfangs-
lage 4, der Bezugspunkt O liegen soll, also z,=0 gegeben ist, und die An-
fangsgeschwindigkeit v,==0 festgesetzt wurde; wir erhalten sonach fiir C, die

Gleichung

%y =—1}In (@ — v+ G,
also mit €,=0 und v,=190
Ci=3%In(g7).

NN

Bt — v,

ﬂya:
p=pVi—e F

Damit aber ergiebt sich

und hieraus
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also die Beziehung, nach der sich die Geschwindigkeit mit dem Orte
dndert.

Eliminiert man aus den beiden Ansdriicken fiir « und ¢ die Geschwindig-
keit v, so erhilt man die Falltiefe x abhiingig von der Fallzeit ¢ in der Form

B

Um ein Zahlenbeigpiel anfiihren zu koénnen, benutzen wir zur Ermittlung
von f die Formel

gt gt
e, (zﬂ_irf_f 7 1 (6 (1),

B-=541,6 VR ms—,

die sich auf eine Eisenkugel vom Radius R (in m) und mittelfeuchte Luft be-
zieht. Es sei R=0,04¢ m, dann wird g == 108,32 ms—* und damit fiir t=10s
die Falltiefe & — 435,3 m und die Geschwindigkeit an dieser Stelle v = 97,8 ms—1,
Im luftleeren Raume wiirden beide Werte groBer sein miissen, und zwar wird
fir t=108 a=1%¢t*=14-981-102m=4955m und v=g-{=29,81-10 ms-!
= 98,1 ms—*.

2. Geddmpfte Schwingungen. Unterliegt ein materieller Punkt einer
der Entfernung x vom Bezugspunkte proportionalen Kraft ¢ =—=m kx, wie in
dem Beispiel 2 (S. 4) und auBlerdem einer der Geschwindigkeit v proportionalen

lgo v /q ”/S
j x

e

Fig. 6.

Y iq

Widerstandskraft W=mk-v, die v entgegengesetzt gerichtet ist (s. Fig. 6),
wie z. B. bei den Schwingungen einer Magnetnadel in der Nihe von Kupfer-
massen, dann ist die beschleunigende Kraft P=-— (S W) und die Diffe-
rentialgleichung der eintretenden Bewegung wird

2
m%gz-—(mkw-}— mh%),
fiir die auch . i
d*x x
‘W—}—ng—}—hd—:()

gosetzt werden kann, falls & durch ¢* ersetzt wird. Das allgemeine Integral

hat die Form
z=A1t | Belat;

hierin sind 4 und B die Integrationskonstanten und 1, und Ay zwei Kon-
stanten, die sich aus der Gleichung ergeben, die aus der Differentialgleichung
durch Einfiihrung des Ausdruckes fiir & hervorgeht. Sie wird

Arzét L B a2et | h(4d, 1P B 1, e (At Bett) =0
und KBt sich auf die Form
A (2 hAy A ¢) - B2t (i Ry o) =0

bringen. Diese muB fiir alle méglichen Werte von ¢ bestehen, woraus hervor-
goht, daB 4, und i, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung
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B4 hife=0

X
sein miissen, also 1, — — % dr, hy=— —g— —r, falls \/hz —¢* =1r gesetzt

wird. Ferner erhiélt man

v=%=Azlél‘+Bm‘=t.

Beginnt die Bewegung in 4, ohne Anfangsgeschwindigkeit, d. h. ist fiir
t=t,—=00A=0A4,—x, und v,=0, so findet man leicht hieraus
A (1, —1)==,4 und B (4, —i)=—=y 4, und damit schlieBlich

ht

xzmog—:‘—g—{(%_‘_r) e”—(—’é——?) c—rt},

ht
xocte [ r :
v="0"" ¢ —¢ "],
2r

s
Ist die Wurzel r:V}—%—cg reell, also -;L > ¢, so bewegt sich der Punkt von

4
/
e
// I
”~
7= /{(\
X y 1
i
7’ -

T
|
|
|
|

—
~——
~

~~

Fig. 6a.

A, bis O obne Anderung seiner Bewegungsrichtung. Er erreicht O erst fiir

t = o0 und hat ein Maximum von v zur Zeit t,,,=§1—1n (:ig:) n der
h 3
—tm —t
Stelle m,,.:%"?hc 2 " yon der GrifBe vm=%(h—{—2r)e 2"

Wenn dagegen » imaginir wird, so setzen wir zweckmifBig

r=i\/c*—£=i-g
)

und erhalten dann unter Benutzung der bekannten Formeln

e¢f L et =2cos2, &f— e =yisinz
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aus den fiir z und v gefundenen Ausdriicken
P
e 2sgin(pt).

t
z=z,e ¢ '[%sin(gt)—f—cos (gt)J, v=—

Die Bewegung ist demnach eine Schwingung um O als Mittelpunkt mit
2x 2n

der unverdnderlichen Schwingungsdauer I'==-— =-————— jedoch mit ab-
gune N ’
Iy

nehmenden Schwingungsweiten, die durch zwei logarithmische Kurven y be-
grenzt werden, wie dies das Wegezeitschaubild Fig. 6a, S. 11, darstellt.

3. Kap. Die krummlinige Bewegung eines freien materiellen
Punktes unter dem Einflusse von Kriften.

Wie im 2. Kapitel des 2. Bandes (Statik, S. 7) weiter ausgefiihrt
wurde, nannten wir Kraft die Ursache der Beschleunigung, die ein
freier materieller Punkt gegeniiber einem Bezugskorper besitzt, und
das Gebiet, auf das sich diese Kraftwirkung erstreckt, das Kraftfeld.
Bewegt sich ein Punkt, dessen Masse m ist, in einem Kraftfeld, so
unterliegt er an allen Stellen der Einwirkung einer nach GréBe und
Richtung eindeutig bestimmten Kraft P=—m.b, falls b die Be-
schleunigung der Bewegung des Punktes bezeichnet, d. h. seine Ge-
schwindigkeit wird nach Gr68e und Richtung durch die Kraft ge-
dndert, und zwar gemif der Beschleunigung b, deren GroBe—-P m
und deren Richtung die von P ist.

Das Beispiel des sog. schiefen Wurfes an der Erdoberfliche mag
das Gesagte erliutern. Werfen wir einen schweren Korper, z. B.
einen Stein in beliebiger Rich-
tung (s. Fig. 7), so erteilen wir
ihm durch die Muskelkrifte un-
seres Korpers gegen die Erde als
Bezugskorper der Bewegung eine
nach Grofe und Richtung be-
stimmte Geschwindigkeit (v,), und
zwar ist es die, die die werfende
Hand in dem Augenblicke be-
sitzt, wo sie sich 6ffnet, also den
Stein entlift. Von diesemn Augen-
blicke an unterliegt der geworfene
Stein der beschleunigenden Wirkung seiner Schwere L=—=m-g, d. h.
letztere erteilt ihm die bekannte Beschleunigung ¢ des freien Falles,
und dieser entspricht eine Anderung der GréBe und Richtung sowohl
der Anfangsgeschwindigkeit v, der Bewegung, wie aller folgenden Ge-

Fig. 7.
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schwindigkeiten. Das Anderungsgesetz der Geschwindigkeit wird am
besten zur Anschauung gebracht durch den ,Hodograph“ genannten
Geschwindigkeitsplan (s. Fig. 7a), in dem die Endpunkte H der Ge-
schwindigkeitsvektoren v auf einer lotrechten Geraden durch H,
liegen (vgl. Bd. I, 8. 41).

Die Anderung der GroéBe und der Richtung der Geschwindig-
keit durch die Krafteinwirkung ersiecht man am besten aus den
beiden Komponenten der Beschleunigung in Richtung der Bahn-
tangente und -normale, welche aus dem Parallelogramm der Be-

Fig. 7a.
schleunigungen hervorgehen (s. Fig. 8). Bezeichnen wir diese, wie
frither, mit b, und b,, so wird b,=5 cos ¢, b, =bsing und hierin

war die Tangentialbeschleunigung b, = % und die Normal- oder Zentri-

fugalbeschleunigung bnzvt-i—;, falls dv den Schmiegungswinkel der

Kurve, d. h. den zwischen zwei unendlich benachbarten Tangenten
bezeichnet. Folglich wird die Anderung dv der GréBe der Ge-
schwindigkeit in dem Zeitelement d:

dv="b,-di==>0 cos¢-dt=m.dt=ﬂ.dt
m m
und die Anderung dt ihrer Richtung in der gleichen Zeit

dr=—=

e &

-dj:b simp_dt:Psin (p-dt—_—-P—"-dt;
v mv mv

hierin wird P,==P cos ¢ die Tangentialkraft und P,— P sin ¢
die Zentripetalkraft der Bewegung genannt. Erstere bewirkt die
GroBlen-, letztere die Richtungsinderung der Geschwindigkeit. Hier-
bei ist zu beachten, daB durch die beiden Geraden, in denen v bzw. P
liegen, die Schmiegungsebene (in der der Kriimmungskreis der Bahn
im Punkte A liegt) der Bahnkurve in A bestimmt wird; in ihr be-
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findet sich auch die Geschwindigkeit v/ des Punktes A4’, der sich um

AA =—v-dt von A entfernt befindet. Schneidet nun die Wirkungs-
linie von P’ die von P, oder liegt ihr parallel, so fillt die Schmiegungs-
ebene in A’ mit der in 4 zusammen, und wenn das dauernd statt-
findet, so wird die Bahn eine ebene XKurve. Das tritt ein, wenn
z. B. die Wirkungslinien der Kriifte sich in einem Punkte schneiden,
oder parallel sind. Kreuzen sich dagegen die aufeinanderfolgenden
Wirkungslinien, dann fallen die aufeinanderfolgenden Schmiegungs-
ebenen nicht zusammen und die Bahn wird eine Raumkurve.

Ist der Winkel ¢ =0 oder =7, so wird P,=0, P,——+P. In
diesem Falle findet keine Richtungsinderung der Bewegung statt,
und wenn das wahrend der ganzen Dauer der Bewegung eintritt,
wird die Bahn eine Gerade. Es muB folglich bei Beginn der Be-
wegung die Anfangsgeschwindigkeit v, in die Wirkungslinie der Kraft
fallen, damit die Bahn eine Gerade wird. Diese Bedingung fillt
fort, wenn v,==0 ist, doch muB8 dann die Kraft ihre Richtung bei-
behalten, falls die Bahn eine Gerade sein soll.

Wenn dagegen q):% ist, also P,—=0 und P, =P wird, so

andert sich an der betreffenden Stelle der Bahn die Grofe der Ge-
schwindigkeit nicht, und zwar hat an einer solchen Stelle die Ge-

o . d
schwindigkeit einen groBten oder kleinsten Wert, weil ?al_:j =0. Steht

die Kraft P dauernd zur Bahn senkrecht, dann ist die Bewegung
notwendig gleichférmig und die Kriimmung der Bahn Ic:%:;ﬂ%

0
proportional der GroBe der Kraft. Wenn endlich P = const, so
wird dann auch g==const, d. h. die Bahn des Punktes wird zum
Kreis.

Ist aber P =0, dann erleidet die anfiingliche Geschwindigkeit
der Bewegung weder eine Groflen- noch eine Richtungséinderung,
womit erkannt wird, daB der materielle Punkt in einem kraftfeld-
freien Raum sich geradlinig und gleichférmig bewegt, oder aber in
Ruhe bleibt. Diese Folgerung stimmt im Grunde iiberein mit dem
sogenannten Gesetz der Trigheit in der Fassung von Newton.
Denn ob ein Raumgebiet ein Kraftfeld ist oder nicht, erkennt man
nur daran, ob ein materieller Punkt in ihm sich beschleunigt bewegt
oder nicht, d.h. seine Geschwindigkeit sich nach GroBe und Richtung
indert oder nicht. Das Trigheitsgesetz hat also nicht die grund-
legende Bedeutung, die man ihm friither gab, da es nur eine Folge-
rung aus der Erfahrungstatsache ausdriickt, daB sich in Wirklichkeit
beschleunigte Bewegungen vorfinden.
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Wenden wir uns nun der Aufgabe zu, die Bewegung eines
materiellen Punktes gegen einen gegebenen Bezugskorper in einem
bekannten Kraftfeld zu ermitteln, so bedeutet das, die Koordinaten
des Punktes in einem willkiirlichen Koordinatensystem als Funktionen
der Zeit zu finden. Das geschieht am einfachsten durch die Zuriick-
filhrung der rdumlich-krummlinigen Bewegung des Punktes auf gerad-
linige Seiten- oder projizierte Bewegungen, wie das in der Bewegungs-
lehre (I. Bd, 3. bzw. 6. und 7. Kapitel) auseinandergesetzt wurde.
Hierzu bedarf es des folgenden einfachen Satzes:

Projiziert man die krummlinige Bewegung eines mate-
riellen Punktes von bestimmter Masse, der einer bestimmten
Kraft unterliegt, auf eine beliebige Gerade, so erfolgt die
projizierte oder Seitenbewegung des Punktes auf der Ge-
raden in der gleichen Weise, als ob der projizierte Punkt
dieselbe Masse hitte, wie der gegebene Punkt, und einer
Kraft unterlige, die die Komponente oder Seitenkraft der
gegebenen in Richtung der Geraden wire.

Um diesen Satz zu beweisen, benutzen wir den in der Be-
wegungslehre (Bd. I, 4. Kapitel) gefundenen Satz, daB die Beschleu-
nigung der Seitenbewegung eines Punktes
auf einer beliebigen Geraden die Projek-
tion der Beschleunigung des gegebenen
Punktes ist, falls man beide Beschleuni-
gungen durch Vektoren dargestellt denkt.
Es sei (s. Fig. 9) b der Beschleunigungs-
vektor des Punktes 4 und F der FuB-
pankt des von 4 auf die beliebige Ge-
rade g gefillten Lotes, also der Punkt,
der die projizierte oder Seitenbewegung
von 4 auf ¢ ausfithrt. Ferner bezeichne b
den Beschleunigungsvektor von F und 8 den Winkel zwischen b
und §,. Dann ist nach Gleichung (14) (Bd. I, S. 35)

9

b,=Db-cos §.

Ersetzen wir in dieser Bezichung die Vektoren durch die Beschleu-

nigungen selbst und multiplizieren sie mit der Masse m des Punktes 4,
so geht sie iiber in

mb =mb.cos f
. g
oder auch in

@ P =P-cosf,

falls P die auf 4 und Pg die auf F wirkende Kraft bezeichnet.

Aus dieser Beziehung aber geht der angefithrte Satz unmittelbar
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. IIT. 2
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hervor, falls wir uns den Punkt F ebenfalls als materiell und mit
der Masse m behaftet denken.

Zerlegen wir nun die Bewegung des Punktes 4 (s. Fig. 10) in
die Seitenbewegungen auf den drei Achsen eines beliebigen rium-

lichen rechtwinkligen Koordinatensystems und sind OF,,— =, OF, =Y

OF =2 die Koordinaten des Punktes A4, dann werden die Dlﬁ'e-
rentlalglelchungen dieser Seltenbewegungen nach (1)
&z d*y d*z
@ mW=X, MW“Y mW=Z,
falls wir uns die drei LotfuBpunkte F, , F,, F, als materielle Punkte
von der Masse m vorstellen, und X, Y Z d1e Seitenkridfte von P
in den drei Achsenrichtungen be-
Z___ zeichnen.
ol 1 Ist die Bewegung von A be-
kannt, d. h. sind die Koordinaten z,
Yy, z als Funktionen der Zeit ge-
geben, so finden wir aus den Glei-
chungen (I) die Komponenten der
4 wirkenden Kraft P und damit diese
X selbst nach Grofe und Richtung als
Funktionen der Zeit bzw. der Koor-

!
)

N\
N\,
Ay
X
Y
oy

N\
N
\
N

)
L~ S
A

U
|
p

\
Q
-
\\

AN
N

________ dinaten.
'y ) Haufiger ist die Aufgabe, die Be-
Fig. 10. wegung von 4 zu ermitteln, also die

Koordinaten als Funktionen der Zeit zu
bestimmen, was nur durch zweimalige Integration der drei Differential-
gleichungen (I) geschehen kann. Hierbei sind die Kraftkomponenten X,
Y,Z als Funktionen der Koordinaten z, , z, oder auch der Geschwindig-
keitskomponenten ”w:%’ vyz(z—?{, ”,M(j“ gegeben zu denken. Da
bei jeder Integration eine Konstante in das Integral eintritt, so er-
halten wir im allgemeinen sechs solcher Integrationskonstanten, iiber
die willkiirlich verfigt werden kann. Gewshnlich werden sie be-
stimmt durch die Koordinaten zx,, y,, z, der Anfangslage A4, des
bewegten Punktes und die Komponenten v,,, v,,, v,, der Anfangs-
geschwindigkeit v, der Bewegung, es wiirden aber hierzu auch die
Werte von 2, y, z und v, vy v, fiir irgendeinen Zeitwert ¢ aus-
reichen.

LaBt sich auf Grund der auf S. 14 angestellten Betrachtungen
von vornherein erkennen, daf die Bahnkurve eine ebene wird, so
kann man die Emmittlung der Bewegung durch Verwendung eines
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ebenen Koordinatensystems, bzw. durch Zerlegung der Bewegung in
zwei Seitenbewegungen in der Ebene der Bahnkurve vereinfachen.
Beispiele:
1. Schiefer Wurf im luftleeren Raum. Wird ein materieller Punkt
A von der Erdoberfliche von einer beliebigen Stelle 4, aus mit einer von der
Lotrichtung abweichenden Geschwindigkeit v, (s. Fig. 11) im luftleeren Raume ge-
worfen, so unterliegt er nur seiner lotrecht
nach abwiirts gerichteten Schwere L, die wir 2
nach GréBe und Richtung als unverinder- A Uy
lich ansehen. In diesem Falle wird die /"'"]z"ﬁ Yz
Bahn eine ebene Kurve, denn die aufein- AR ] fz

Z"02

|
anderfolgenden Kraftrichtungen sind pa- }
rallel, und die Ebene der Kurve ist be- Z\
stimmt durch die- Anfangsgeschwindigkeit " F4
v, und die Richtung der Schwers, also eine X !
senkrechte Ebene durch v,. Zum Zwecke
moglichster Vereinfachung der Ergebnisse .
legen wir den Anfangspunkt O des ebenen Fig. 11.
Koordinatensystems in die Anfangslage A4,
des Punktes, die X-Achse horizontal und die Z-Achse lotrecht nach aufwirts,
dann werden die Komponenten von I, X=0, Z=—L=—mg und die
beiden Differentialgleichungen der eintretenden Bewegung
g dz
M‘a—t'z—=0, m(—lF=—my.

s
gh
<
8
S

%

Aus der ersteren ersieht man, dafl die Seitenbewegung auf der X-Achse

eine gleichformige sein muB, denn da deren Geschwindigkeit v, =%9tf sich nicht
" . 2z dv,
andert, weil TE= At 0, so folgh v, == const == vy, =1, cos 7y, falls 7, den

Winkel bezeichnet, den-v, mit der X-Achse bildet. Ferner ergibt sich

dx
aus v, = '(H——-_"on

« T =1+ Dy (t — &),
worin fiir {,=0 x zu Null werden muB, also a, =0 sein. Die Gleichung der
Seitenbewegung auf der X-Achse ist sonach

L=y L.

Die Seitenbewegung auf der Z-Achse hat die konstante Beschleunigung — g3
sie ist demmach eine gleichmiBig verzogerte und ihre Gleichung hat nach
Bd. I, 8. 19, Gleichung (6) die Form

2=z, +v.(t —1t) — 3 g (¢t — %)
Hierin ist z,==0 und auch {,=0 zu setzen, wenn wir die Zeit vom Be-
wegungsbegina an messen; sie erhilt folglich die Gestalt
z=1y,-t— L gt
Eliminieren wir aus ibr und dem Ausdruck fiir # die Zeit ¢, so erhalten wir
die -Gleichung der Bahn, nimlich

1
z=——-x———-—2-x2=mtanro—-——%~—- 2,
Vox - 2 Vi, 2v,% cos? 7

2*
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Das ist die Gleichung einer Parabel, deren Hauptachse lotrecht steht und

v,? cos? R . .
deren Parameter g = > "¢ gein muB. Der Scheitel 4, der Parabel hat die
2 aing 2 qain?
Koordinaten z;, = 92}21;:—” , By = 1@—%%9 , wie aus der Beziehung

dz
V== ==, —g-t

auch abgeleitet werden kann. Die Parabel schneidet die X-Achse in der Ent-

2
fernung 04, = z;=2x, = ’-’ﬂ%—(—z—@ , welche Wurfweite genannt wird. Diese

erreicht ihren groBten Wert, wenn 210=%, also ro.—_% ist.

2. Ein materieller Punkt sei auBer seiner Schwere L einer Kraft C unter-
worfen, die senkrecht zu einer lotrechten Geraden DD (s. Fig. 12) steht und
proportional dem Abstande AF, = des Punktes 4 von jener Geraden sich
éndert, und zwar sei C=mw?r. Legen wir die Z-Achse des Koordinaten-
systems in die Gerade DD und die positive Seite nach aufwirts, dann wird
C parallel der XY-Ebene und die Zerlegung von C in Seitenkrifte liefert

X=Ccosp=mw?r cos p —=mawz,

210 Y=Csing =mw?y,
falls ¢ den Winkel zwischen C und der
2N X-Achse bezeichnet. Ds ferner Z=—=—1IL

= —mg wird, so erhalten die drei Diffe-
rentialgleichungen (I) hier die Gestalt

2
m%—ﬁ:X:mw"w,
2
m%ﬁ{:mwzy,
a2z
sz—mg.

Fig. 12.

Deren Integrale sind allgemein bekannt
und zwar ist

©= Aze""-{—Bme"“’t, y=Aye“’t—{—Bye'“’t, 2=12¢ vy, (t—ty)—$ g (t—1)",
denn die dritte Differentialgleichung ist die des lotrechten Wurfes nach auf-
wirts im luftleeren Raume (s. S. 4), und in den beiden anderen sind 4, 4,,
B;, B, die Integrationskonstanten, die durch die Anfangslage und Anfangs-
geschwindigkeit bestimmt werden. Eliminiert man e~ @t
Gleichungen, so erhilt man

B,x— Byy= (4, B, — B, 4,)e"¢

wt

aus den beiden ersten

und in der gleichen Weise durch Elimination von e
Ayz— Apy=— (4, B, — B, 4,) e
folglich findet sich
(Ayz— Ay)(Byx — B, y) = — (42 By — B, 4,)"

als Gleichung der Projektion der Bahn auf die XY-Ebene. Diese Projektion
ist sonach eine Hyberbel, deren Mittelpunkt in O liegt. Die Bahn selbst ist also
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eine Kurve auf dem hyperbolischen Zylinder iiber der Hyberbel, dessen Mantel-
linien der Z-Achse parallel laufen. Auf diesen Linien vollzieht sich die Wurf-
bewegung wie im Ruhezustande, d. h. nach der Gleichung fiir z, womit man
eine Vorstellung iiber den Bahnverlauf erhdlt. Die Bahn selbst ist eine trans-
zendente Raumkurve. Als Komponenten der Geschwindigkeit » erhalten wir

d -0 dy -
Vp= dg:_w{Ae t_B.e "}, v,= —cn-—m{Ae t_Bye %},

dz
a_tz"’o:'—g(t_to)

v, =

und damit v selbst nach GroéBe und Richtung als Funktionen der Zeit.
Setzen wir t,—0, dann bestimmen sich die Integrationskonstanten aus den
vier Gleichungen

o=4A:+Bs, Yo=Ay+ By, vwa=w(dz—B), vy=0(d,— By).
Die Projektion des Hodographen auf die XY-Ebene ist eine gleichseitige
Hyberbel.

In manchen Fillen ist es zweckmiBig, an Stelle der recht-
winkeligen Punktkoordinaten Polar- bzw. Zylinderkoordinaten anzu-
wenden, erstere, wenn die Bahnkurve eine ebene ist. Die ent-
sprechenden Differentialgleichungen
erhélt man dann entweder durch eine
Koordinatentransformation oder un-
mittelbar unter Benutzung der im
7. Kapitel der Bewegungslehre (Bd.I,
S.55u.1f.) abgeleiteten Beziehungen,
wie folgt. Im Falle einer ebenen
Bahnkurve zerlegen wir die auf den
materiellen Punkt 4 wirkende Kraft
P (s. Fig. 13) in Komponenten in
Richtung des Fahrstrahles 04 und
einer dazu Senkrechten' diese wer- Fig. 13.
den P, =P.cosy, P,=P siny.

Bezeichnen wir wie frither die radiale Komponente der Beschleuni-

gung mit b, die zirkulare mit b,, dann bestehen die unmittelbar
aus (1) folgenden Beziehungen

P,—mb, P,—mb,

in denen m die Masse des Punktes A bezeichnet. Mit Verwendung
der frilher (Bd. I, S. 51) entwickelten Ausdriicke (40) fiir b, und b,
finden wir als Differentialgleichungen der Bewegung eines.Punktes
in ebenen Polarkoordinaten dann die folgenden:

dzr d(p> m d( d(p)
I —— 2 2P\ _p.
(Ta) {dt“‘ (dt } P, P TANYT, Pes

in diesen sind P, und P, als bekannte Funktionen von r und ¢
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anzusehen. Der zweiten Differentialgleichung la8t sich auch die Form

(8a) d%(mrvc)ch-r=Prsinx

geben, worin v, =7 d— die Zirkulargeschwindigkeit des Punktes A

bezeichnet. Beachten wir nun, dafl v,=wvsiny und rsiny =

04 sin (n — y)=0K =, ferner r sin =04 sin y=—=0J =e, so0
erhalten wir

(8b) ;Zd—t(mv-f)zP-e.

Nennen wir das Produkt aus einem Vektor und dessen lot-
rechten Abstand von einem Punkte das Moment des Vektors in
bezug auf oder fir den Punkt und beachten, daB die GréBe mv
die Bewegungsgrofie oder der Impuls (s. S.4) genannt wurde,
so liBt sich Gleichung (8), die man den Flichensatz nennt, in
folgender Form aussprechen: Der totale Differentialquotient
des Impulsmomentes nach der Zeit ist gleich dem Moment
der Kraft fiir jeden beliebigen Punkt in der Ebene der
Bahn.

Im allgemeinen lassen sich die Differentialgleichungen (Ia)
nicht integrieren, da das von der Art der Funktionen abhiingt, die
P_ und P, von r bzw. ¢ abhingig
machen. Wohl aber tritt diese Mog-
lichkeit ein bei den sogenannten
Zentralkriaften bzw. Zentral-
bewegungen, in denen die Kraft
P dauernd nach einem ruhenden
Punkte hin gerichtet ist. Legen
S20 wir in diesen den Anfangspunkt O

Fig. 14. des Koordinatensystems, so wird

(s. Fig. 14) P,=0 und P, =-+P

= f(r). Aus der zweiten der Differentialgleichungen (Ia) folgt
dann sofort als Integral

77
4)

9) r? %—Z—j = const =¢

und die Beziehung enthélt das zweite Keplersche Gesetz, wie in
der Bewegungslehre (Bd. I, S. 59 und 60) gezeigt wurde, d. h. der

Inhalt F des Sektors, den der Fahrstrahl OA=r beschreibt, ist
proportional der verflossenen Zeit (f—i#,), wenn sich A aus der

Anfangslage A, bewegt. Dann aber wird %2_—_% und damit erhilt
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man aus der ersten der Differentialgleichungen (Ia)

d?r c‘.’.

. I dr . d¢r  dv
Fiithren wir hierin nun v, = 7 on ersetzen also Fra Zd—tr durch

v, E'l:-”, so nimmt diese Gleichung die Gestalt
c‘.’

vrdvr=<~+1% f(r))dr

78

an, aus der durch Integration die Gleichung

(10) Jor={(G+ 2 r)ar+0=— 25+ [ tart o

hervorgeht; in dieser bedeutet C eine Integrationskonstante, die
durch entsprechende Bedingungen, z. B. beziiglich Anfangslage und
-geschwindigkeit bestimmt ist. Setzen wir zur Abkirzung [f(r)dr
== F(r), dann finden wir weiter aus

dr et 2
) —_— — 2 ]
(10a) v,,.——dt—ﬂ: r2+mF(r)T2C
durch Integration
3 ! ar
o ] I L S
=P () — :— 120

worin C, wieder eine Integrationskonstante bezeichnet und das Vor-
zeichen der Wurzel durch das von v_ in der Anfangslage bestimmt
wird. Da das Integral auf eine Funktion von r filhrt, so erhalt
man aus (11) umgekehrt

(12a) r=&(1)

und hiermit aus (9)

(12b) CPZCI{Q%)F“}*%;

damit sind die Koordinaten » und ¢ des Punktes als Funktionen
der Zeit gefunden, und ebenso die Komponenten der Geschwindigkeit

dr do c ¢
(13) vr——d—z—_d)’(t) und A TR

Beispiel: Bei der Bewegung eines Planeten um die Sonne erfahrt ersterer

eine Anziehungskraft nach dem Newtonschen Gesetz, d. h. es ist P==2x <p--,

pr
falls M die Masse der Sonne, m die des Planeten und » die Gravitations-
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konstante bezeichnet. Die Bewegung ist sonach eine Zentralbewegung, und

zwar wird hier P,-————P:——xﬂfem ={f(r). Es geht dann (10) iiber in

c? dr 2 xM
e __. . v _ er —_
o= 292 forg +C 2r‘2+ r +C

L
2
und fiir die Zirkulargeschwindigkeit erhalten wir wie oben vc=-f7. Zerlegen

wir die Anfangsgeschwindigkeit v, in die Komponenten v,,=v,cosy, und
Vpe = ¥, 8in y,, 80 ergibt sich die Konstante ¢ aus der Beziehung

v, sin y, —
o LA
Die Konstante ¢ dagegen erhalten wir aus vorstehender Gleichung fiir
v, durch ihre Anwendung auf die Anfangslage, in der v, = v,,=— v, CO8Y),
ist, zu
1 c? M
C= < v,? cos? —
g 5008t wogos—

Anstatt nun weiter » und ¢ nach (11) und (12b) als Funktionen der Zeit
zu ermitteln, wollen wir hier die Bahn aus ihrer Differentialgleichung be-
stimmen, die sich aus (10a) und (9) nach Elimination von dt zu
2xM (c)"‘ <

T

r r

dr \/
cp, =
[TIEEN P 2C+
ergibt. Fiihren wir hierin die neue Verénderliche u:% ein und setzen zur Ab-

kﬁrzungﬂ:}., 201 12==A, so geht sie iiber in
P g

_ du _ d<uzl>
W=t E e 1__(142/1)2’

aus der durch Integration die Beziehung

u— A
zp=arccos( = >+‘P1

hervorgeht. Wir wollen nun die Gerade OX, gegen die wir @ messen
(s. Fig. 15), so wihlen, daB ¢, =0 wird. Das filhrt zu der Bedingungs-
gleichung fiir ¢,

(=)
o = arccos | ——
oder auch
uoz%zl—{—Acos%.

Als Polargleichung der Bahn findet sich sonach

u»——%:l—{—Acosqu

oder auch
r== ¢ = 1
T AtAcosp 1-tscosg

und diese ist die Gleichung eines Kegelschnittes, dessen Brennpunkt im an-
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ziehenden Zentrum O liegt (s. Fig. 15), dessen Parameter q= % und dessen

groe Achse in O X liegt. Die Bahn ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel,

je nachdem & :—Aio% 1, was von den Konstanten abhéngt, die in der Gleichung

auftreten. Bei den Planeten ist sie bekanntiich eine Ellipse, in deren einem
Brennpunkte sich die Sonne befindet. Im besonderen ist bei der Erdbahn

néherungsweise s=% und ¢=148-10° m, wihrend die mittlere Geschwindig-

keit der Erde in ihrer Bahn 30000 ms—! betrigt.

Die Umlaufszeit der Planeten folgt am einfachsten aus (9) unter Be-
nutzung der Beziehung fiir den Flacheninhalt d F'=}r®dp des Sektors, den

der Fahrstrahl OA ~r in der Zeit dt iiberstreicht, namlich

dF=1%cdt,

woraus durch Integration

hervorgeht.

Fig. 15.

Bezeichnen wir die Umlaufszeit mit T, so folgt diese aus

_2F

==,

falls Fy-==ahk=mnh/qgh den Flicheninhalt und % und % die beiden Halb-

achsen der Bahnellipse bezeichnet. Mit Benutzung der Beziehung ¢ =1¢ —
=M

- O also ¢*—= x Mg findet man sonach

4 2R3

M’

woraus das dritte Keplersehe Gesetz ersichtlich wird, nimlich, daB sich die
Quadrate der Umlaufszeiten der Planeten verhalten wie die Kuben der groBen
Halbachsen ihrer Bahnen um die Sonne.

Rigenartig ist der Hodograph der Planetenbewegung, dessen Gleichung
gich mittels der Awusdriicke fiir v, und v, zu

T

p:

=024 p2 =201 21&:2 (C+ %)+ 214 cos @
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ergibt. Ist in Fig. 15a, 8.23 der Punkt X der Pol des Hodographen und die

Strecke QHAv die v darstellende Strecke, dann ist zufolge vorstehender
Gleichung der geometrische Ort der Punkte H ein Kreis, dessen Mittelpunkt M

vom Pol @ die Entfernung MQ==e¢=7v-1 bat, falls QH=»-v gesetzt wird;
ferner dessen Radius a=v-4 ist und dessen durch X gehender Durchmesger

H, H, senkrecht zur groBen Achse der Ellipse steht. Der Strecke QH, ent-
spricht dabei Vmer und QH, vun; erstere Gesohwindigkeit tritb in der
Sonnennihe, letztere in der Sonnenferne auf.

Bei rdumlichen Bahnkurven erweist sich die Verwendung von
Zylinderkoordinaten als zweckméfBig. Die entsprechenden Differen-
tialgleichungen erhalten wir aus der Zerlegung der auf den Punkt 4
wirkenden &uBeren Kraft P in eine radiale Komponente P,, eine
zirkulare P, und eine achsiale, d.h. zur Z-Achse parallele Kompo-
nente P, (s. Fig. 16) mittels des Parallelepipedes §er Krifte unter
Benutzung der in der Bewegungslehre (Bd.I, S.61) fiir die ent-
sprechenden Beschleunigungskomponenten b, b, und b, aufgestellten
Ausdriicke (48) in der Gestalt

d?r do md( 2dg d?z
o el A, i
(k) m dt? dt E, rdi\ di Pes m‘dﬁ Pes
in denen P,, P, und P, als Funk-
tionen von r, ¢ und z gegeben
zu betrachten sind. Die Integra-

tion derselben fithrt dann auf
die drei Geschwindigkeitskompo-

zZ
PN,

Y-l

) — 0(‘* X

@) .y j 7

) e
% P
Vxy
© 4
Fig. 16. Fig. 17.

nenten v, v, und v,, sowie der Koordinaten r, ¢ und z als Funktionen
der Zeit. Die hierbei eintretenden sechs Integrationskonstanten werden
zu bestimmten durch Angabe der Lage des Punktes und seiner Ge-
schwindigkeit fiir einen bestimmten Zeitwert, z. B. fiir die Anfangszeit t,,.
Beispiel: Auf einen materiellen Punkt 4 (s. Fig. 17) wirke eine Kraft P, die
eine bestimmte Gerade immer senkrecht kreuzt, mit dem nach innen gerichteten
Lote AF, =r auf die Gerade den unverinderlichen Winkel § einschlieBt und
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umgekehrt proportional » sich #ndert, also in der Form P=m ¢:r geschrieben
werden kann, falls m die Masse des Punktes A und ¢ eine Konstante be-
zeichnet. Legen wir die Z-Achse des Zylinderkoordinatensystems in die Gerade,
80 daB P der XY-Ebene parallel wird, dann ergibt sich sofort

mgq cos d mq sin &

P,==—Pcosd=—

, P.=Psin =

3 Pz=0’

80 dafl die entsprechenden Beschleunigungskomponenten

) in ¢
b=—122%, 5,=2"22 =0

werden. Das sind aber dieselben Ausdriicke, wie sie in dem Beispiel auf
Seite 61 bzw. 62 des I. Bandes gefunden wurden, falls man fiir die Kon-
stanten « und 8 die Werte

o tand

p=-cotd, a:tana\/ﬁcn, k=—_=
o 7o

Vqcos 8

einsetzt. Wir erhalten folglich durch Integration der Differentialgleichungen
fiir », ¢ und 2z die folgenden Funktionen der Zeit:

r=ry+oat, .g=g,-FfIn(1-4+kt), z=z+yt,
wie man sich leicht iiberzeugt, und sonach eine gleichformige Bewegung auf
einer riumlichen logarithmischen Spirale, die auf einer Kreiskegelfliche liegt.

Schreiben wir die zweite der Differentialgleichungen (Ib) in der
Gestalt

d< do d
P r=m—|r=)=— (mo,r
S TAY dt> ai (e
so erkennen wir, daB fiir die projizierte Bewegung des Punktes auf
einer Ebene, hier also auf der X Y-Ebene, der Flichensatz gilt, denn
vorstehende Gleichung stimmt mit (8a) iiberein.

Da der Flichensatz sich wesentlich erweitern 148t und in der
Dynamik eine wichtige Rolle spielt, soll hier noch seine Form unter
Verwendung rechtwinkliger Punktkoordinaten abgeleitet werden.

Das Moment der auf den Punkt A wirkenden Kraft P fiir die
Z-Achse eines beliebigen Koordinatensystems nimmt unter Be-
nutzung der beiden ersten Differentialgleichungen (I) die Form

d*y d‘zw)
M,—=Yr—Xy=m <x ar " Yae) -
an, wofiir sich auch
dy dy dm)}

14 — = dm—L ==
(14) Yo—Xy dt{mdt Yt
schreiben 1iBt. Die Ubereinstimmung dieser Beziehung mit (8a)
erkennt man sofort, wenn man z==rcos¢g, y==rsing@ einsetzt.
Denn es ist

dx __dr . de dy dr do
T = gp S —rsing- -, %—EZSIMP—FTCOBQ’ ar’
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und folglich
dy de  ,dg

(14a) T Y =1

womit der Nachweis unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB

M,=P,.r ist, ersichtlich wird.

Bei den bisherigen Untersuchungen haben wir vorausgesetzt,
daB die Komponenten der wirkenden Kréfte lediglich mit dem Orte
sich dndern, also nur Funktionen der Koordinaten seien. Aber es
kommen auch Fille vor, in denen die Krifte von der augenblick-
lichen Geschwindigkeit des bewegten Punktes abhiingen, und zwar
sind es meist Widerstandskrifte von Fliissigkeiten, deren Anderungs-
gesetz z. Z. noch als eine Funktion der Geschwindigkeit betrachtet
wird. Wenn sich nun auch an den Differentialgleichungen formell
hierdurch nichts #ndert, wird doch die Losung entsprechender Auf-
gaben mathematisch recht verwickelt und zwingt zu auergewShnlichen
Integrationswegen, wie das folgende Beispiel zeigen mag.

Beispiel:

Schiefer Wurf im lufterfiillten Raum. Die Luft setzt der Be-
wegung des geworfenen Korpers einen Widerstand entgegen, der innerhalb
gewisser Grenzen.sich dem Quadrate der Geschwindigkeit v proportional er-

weist und die v entgegengesetzte Richtung in der Bahntangente besitzt. Es

werde wie in dem Beispiel S. 8
2

W:kv2:m~y-—};—2

gesetzt, worin k bzw. § eine von der Korperform, der Luftdichte usw. ab-
hingige Konstante bezeichne. Da W in die Bahntangente fillt, so liegt die
aus W und der Schwere mg des Kdorpers
sich zusammensetzende resultierende Kraft
gtets in der Ebene, welche durch die An-
fangsgeschwindigkeit v, und das Lot in 4,
bestimmt wird; die Bahn muf8 sonach eine
ebene Kurve werden. Wir benutzen des-
4  halb hier ein ebenes Koordinatensystem,
dessen Anfangspunkt wir in 4, wihlen

Ur———= 14

Fig. 18. (8. Fig. 18) und dessen Z-Achse lotrecht
nach aufwérts gerichtet sei. Als Differen-
tialgleichungen der Bewegung wiirden sich sonach, weil hier X— — W.cos<,
Z=Wsint—mg, die beiden
d*z &3z .
ma—tg——W«zosz, ma—té-—Wsmr—-mg

2 2 2
ergeben, in denen W= mg%,;z—’%{(%—?) -+ <%%>} zu setzen ware. Das

macht die Integration aber sehr umstéindlich, weshalb es sich empfiehlt, an
die Stelle der zweiten Gleichung unter Benutzung des Ausdruckes fiir die
dr

Zentripetalbeschleunigung b,,=v-a—t die folgende zu verwenden:
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dz
MY = — Mg cos T,
in der das negative Zeichen rechts zu nehmen ist, weil v mit wachsendem ¢
2
abnimmt. Diese Gleichung driickt aus, daB die Zentripetalkraft P, _ml;—

=mv ‘@ld e der Komponente der Schwere in der Richtung der Bahnnormalen

sein muB.
Zwecks Integration der ersteren Diﬂerenbialgleichung
d‘l
d t“ —mg- ﬁg +CO8T

fithren wir in sie % — v, = v oos 7 und das Bahnelement du = v- dt ein, dann

geht sie iiber in
A
Uz

e
K

Aus ihr folgt integriert
In (v,) = — I -} Const,

A

und, weil zur Zeit #, u =1, und v, =1z ==, C08 7y, also
In (,,) = Const,

In (l’£> -

Vo x

nach geringer Umformung

u

T

oder

— 9.

t ]
Vp =Vgg €

Die andere Differentialgleichung léBt sich in der Form

v-ﬁ-ﬂs —gcost
du dt
schreiben. Aus ihr erhilt man mit Benutzung der Beziehung v,==vcoss
2gu
dz ___gdu____ e P du
cos®t V2 v3, ’

und wenn man darin als neue Verinderliche tanz ==p einfiihrt,

2gu

Vit rdp=— 3¢ -du.

0.1:

Die Integration dieser Differentialgleichung liefert
2gu

PVTF P+ (o VT ) O — g

in der die Integrationskonstante ¢ durch = z;, p,==tant, und %,=0 zu

¢
C=— ;%—— V1 Ftar® 7, tan 7o — In [tan 7, V1 -+ tand 7]
x
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aus der Anfangslage hervorgeht. Die vorstehende Gleichung, in welcher zur

Abkiirzung -

PVIFP+In(p Vi) +C=P
gesetzt werden mag, zeigt, daB w und p==tan v gleichzeitig unendlich werden;
die Bahn des Punktes hat sonach eine lotrechte Asymptote.

du
Beachten wir, da d#=du-cos t—= —— —, so folgt aus dem Vorher-
Vitr
gehenden
o 294 )
Vox _ B2 P
de — — fox e dp = —.—=
9 P="y P
und
= p-dz— L. P3P
dy=p-de= g P
Hiernach erhilt man die Koordinaten des Punktes A in der Form
P P
_F | _ P (rip
= )P und y= 7 2
Po Po

als Funktionen von p=tanr. Die Integrale lassen sich nur n#dherungsweise,
bzw. durch Reihenentwicklung ausfiihren.

Weiter findet sich
2gu

- Ths ¢ 2
¥ =0, (1 }tan® 1) =0} e £ A-+pH= _&;;p_)
ebenfalls als Funktion von p, und damit
_du 1+ p°
v="gr=F \/ iy

welcher Ausdruck auf
1 de g _dp

—P 1 [ —P
W= Vi = Vifp o ¢ 7=

fiihrt. Diese Gleichung integriert ergibt den Zusammenhang zwischen p und ¢,
jedoch wieder nur in einer Gestalt, die auf dem Wege der Anndherung ge-
wonnen werden mufl, bzw. der zeichnerischen Auswertung

des Integrales
P
t—_F _‘l”__.
g)y—>P
Po

Von Interesse ist das Anderungsgesetz der Geschwin-
digkeit v bei dieser Bewegung, wie es der Hodograph ver-
anschaulicht. Da v, mit wachsendem u stetig abnimmt, so
muB die Hodographenkurve, deren Polargleichung durch
den vorstehenden Ausdruck fiir +* gegeben ist, einen Ver-
lauf nehmen, wie ihn Fig. 18a zeigt. Hieraus geht aber

Fig. 18a. hervor, daB v fiir eine Lage des bewegten Punktes unter-

halb der Horizontalen durch 4, ein Minimum besitzt, das
dem Lote QH,, von @ auf die Hodographenkurve entspricht. Ferner macht
der Ausdruck fiir ¢® ersichtlich, daB v=—=p wird fir p==tan=00, und

ot
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sonach immer v << § bleibt. Im Hodographen entspricht folglich die Strecke
QH, der Geschwindigkeit §. .
Die fiir W gemachte Annahme mg%i gilt mit hinreichender Annéberung

nur fiir Geschwindigkeiten iiber 600 ms—!, Versuche an Langgeschossen der
Gegenwart haben gezeigt, daB die von H. Lorenz?) vorgeschlagene Abhingig-
keit des Luftwiderstandes von der Geschwindigkeit, die allerdings eine wesent-
lich verwickeltere ist, als die hier benutzte, mit der Wirklichkeit sehr gut
iibereinstimmt.

4. Kap. Die Kriftefunktion.

Durchlduft ein materieller Punkt A, auf den die Kraft P wirkt,
den Weg AA’ —du, der den Winkel @ mit P einschlieBt (s, Fig. 19),
so verrichtet die Kraft hierbei eine Elementararbeit
dA=P.cosp-du

(vgl. Bd. II, Seite 63, Formel (46)). Bezeichnen X,Y,Z die Kom-
ponenten von P in Richtung der Achsen eines willkiirlichen Koordi-
natensystems, xz, y, z die Koordinaten

von A, ferner x +dx, y 4 dy, 2+ dz Z Z

die von 4, also dz, dy, dz die Pro- P

jektionen von du auf die drei Achsen,

so liBt sich (s. Bd. II, 8. 75, Formel A X

(60)) fir dA auch der Ausdruck y/

(15) dA=Xdw -+ Ydy-+Zdz c =z .
7

setzen. Nehmen wir an, daB P nach o //y

GroBe und Richtung nur mit dem ¥, v

Orte sich dndert, also X, Y, Z Funk- Fig. 19.

tionen von z, y, 2z sind, dann hat d4
mathematisch betrachtet die Form des totalen Differentials einer
Funktion der drei Koordinaten, denn es ist bekanntlich
oF oF oF
dF = — -—
(xy2) o x| 2y dy + 2 dz.

Soll in der Tat d A ein totales Differential sein, so miiBte es eine
Funktion F(zyz)==U geben, welche die Eigenschaft hat, daB die
Komponenten der Kraft P die Form

oU oUu oU
16 X=— = —
(16) oz’ Y oy’ z 0z

annehmen. Im allgemeinen ist das nicht der Fall, denn die drei

1) Ballistik (Verlag von Oldenbourg, Miinchen und Berlin 1917), 8. 58 u. f.
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Komponenten, als Funktionen der Koordinaten des Angriffspunktes
der Kraft aufgefaBt, miissen den drei Bedingungsgleichungen
(1 7) 3_}5 = QZ EZ — 3_Z_ _aﬁ = g

9y ox’ 9z <oy o0 0z
X _#U__#U _o¥
oy oxdy odyodx 0z
ist, usf. Werden diese Bedingungsgleichungen von den Komponenten
erfiillt, dann existiert eine solche Funktion U =F (xyz) der drei
Koordinaten; -man nennt sie Kréaftefunktion, und die Krifte, die

eine Kriftefunktion besitzen, werden konservative genannt. Man
findet U als das unbestimmte Integral

(18) U=[(Xdz+Ydy -+ Zda)=TF (zy2),

und weil dann dA=dU wird, die Arbeit der Kraft P auf dem
Wege ihres Angriffspunktes aus der Lage x,, y,, 2, bis zu z,y,2 in
der einfachen Form

geniigen, die daraus hervorgehen, daf3

xyz
(19) A= [dU=U — Uy=F (zyz) — F (2,90%)-
Zo Yoo

Dieser Ausdruck fir 4 zeigt, dall die Arbeit konservativer Krifte
ganz unabhingig von dem Weg des Punktes von der Ausgangslage
in die Endlage ist, da 4 nur von den Koordinaten des Punktes in
beiden Lagen abhéngt. '

Beispiele:

1. Wirkt auf den Punkt nur seine Schwere L, und zwar in einem so
kleinen Kraftfeld, daB die Richtungen von L in den verschiedenen Lagen
des schweren Punktes als parallel angesehen werden diirfen, und wahlen wir

ein Koordinatensystem mit lotrecht nach aufwirts gerichteter Z-Achse, dann
wird X=Y=0, Z=— L und folglich

U=[(Xdz+4Ydy+4 Zd2)=—Lfdz=— Lz
als Kriaftefunktion gefunden. DaB die Bedingungsgleichungen (17) hier erfiillt

sind, ersieht man unmittelbar. Die Arbeit der
Schwere wird

A= —L(z—2z)= L(z,—2);

sie hingt sonach nur von dem Hoéhenunterschied
der Anfangs- und Endlage ab.

2. Die Anziehung nach dem Newtonschen
Gesetz ist ehenfalls eine konservative Kraft.
Um das nachzuweisen, legen wir den Anfangs-

Fig. 20. punkt O des Koordinatensystems (s. Fig. 20)
in das anziehende Zentrum, und erhalten,
falls m die Masse des angezogenen Punktes A, » die Gravitationskonstante

und O A =r ist, als Kraft P den Ausdruck
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P:x%@.

r2

Bezeichnet y, den Winkel 40 X, und beachten wir, dal rcosy, ==, so folgt
fiir die Komponente X die Beziehung

X:——Pcosy,,:—me—:%,

worin = y2? |- y* 4 2* ist. In der gleichén Weise finden wir

Y=—xMm, Z——xMmZ.
¥ I3
Nun finden wir
é-}g:3mex--1§ﬂ:=.3me:f%
oy r? 0y r

und der gleiche Ausdruck ergibt sich fiir %’; es ist sonach die erste der drei

Bedingungsgleichungen (17) erfiillt. In der gleichen Weise erkennt man, daB

auch den beiden anderen Gleichungen geniigt wird. Als Kriftefunktion erhalten
wir hier

U— —xMm J‘xdx—{—ydy—{—zdz % Mm fd(r) f

_xMm
==
Der negative Wert der Kriftefunktion wird im vorliegenden Falle, wie iiber-

haupt bei Zentralkraften zumeist Potential genannt; bezeichnen wir ihn mit
¥, so hat man also

?:Mmﬁ_ xMm
" Vol e
Die Punkte im XKraftfeld einer konservativen Kraft, in denen

die Kriftefunktion U den gleichen Wert hat, liegen offenbar auf
einer Fliche von der Gleichung

(20) U =TF (zyz)==Const;

sie wird Niveaufldche genannt und zwar wegen der Tatsache, daB
die Oberfliche einer im Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit eine
Niveaufliche im vorstehenden Sinne ist. Der Verinderlichkeit dieser
Konstanten entsprechend gibt es im Kraftfeld unendlich viele
Niveauflichen, die ein Biischel bilden. Dabei ordnet sich jedem
Punkte des Feldes, z. B. dem Punkt «, y, 2,, eine Fliche des Biischels
zu, fiir "die die Konstante (=F (2, y, z,) ist.

Daf} die Wirkungslinie der Kraft P, die im Kraftfeld auf den
Punkt 4 wirkt, in die Normale der Niveaufliche U == Const fillt,
die durch 4 geht, 1iflt sich leicht erkennen. Wenn nimlich der 4
unendlich benachbarte Punkt A’ auf der Niveaufliche durch A liegt, so
muB dU =0 werden. Nun istd U==d A== P-cos ¢-du, und da das
Bahnelement du=—AA’ dann auf der Niveaufliche sich befindet, so

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. III. 3

V=—
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folgt auch ¢ 4==P.cosp-du=0. Hieraus zichen wir den Schlu8,
daB fiir alle auf der Niveaufliche liegenden Bahnelemente cos =0

sein muB, also ¢ = ;L, womit der Beweis erbracht ist, daB P senk-

recht zur Niveaufliche des Angriffspunktes 4 steht.

Geht man von dem Punkte A4 zu einem unendlich benachbarten
Punkte auf der Normalen der Niveaufliche iiber, so ordnet
sich diesem eine andere Niveaufliche des Biischels und demgemif
eine andere Normale zu. Wenn man in dieser Weise all die konse-
kutiven Normalen der Flichen des Biischels aufsucht, so hiillen diese
Normalen eine Kurve ein, die jede Fliche des Biischels senkrecht
durchsetzt. Diese Kurve heifit Kraftlinie. Alle die Kraftlinien,
die sich den Punkten einer Niveaufliche zuordnen, bilden eine Schar
orthogonaler Trajektorien des Biischels, deren Tangenten die Richtung
der entsprechenden Krifte bestimmen.

Beispiele:
1. Aus dem Ausdruck der Kriftefunktion U= — Lz fiir die Schwerkraft,
wie er sich bei lotrechter Z-Achse fand, folgt als Gleichung der Niveaufliche

2 == const;

die Niveauflichen sind folglich horizontale Ebene und die lotrechten Geraden

im Kraftfeld bilden die Kraftlinienschar.
2. Fiir die Newtonsche Anziehungskraft fanden wir als Kraftefunktion

— xMm
>
Die Gleichung der Niveaufliche folgt daraus r == const, oder auch
2?4 y? - 2% = const.
Die Niveauflichen sind folglich konzentrische Kugelfiichen mit dem Anziehungs-

zentrum als gemeinsamem Mittelpunkt. Letzterer ist zugleich Triger des Ge-
raden-Biindels, in das hier die Kraftlinienschar iibergeht.

U

Andert man U um einen sehr kleinen Betrag AU, dann schneidet
die Normale im Punkte A der durch letzteren gehenden Niveaufliche
U==const die Niveaufliche U 4 AU ==const in einem Punkte 4/
dessen Entfernung A'A==4n von A im allgemeinen sich mit der
Lage von A auf der Fliche U ==const #ndert. Die Arbeit von P
auf dem Wege An ist nun 44=P-An, weil P in der Normalen n
der Niveauflache liegt, und da fiir eine konservative Kraft A4 —= AU,
so finden wir
AU
=
Daraus ersieht man, da P um so gréfler sein muBl, je kleiner An,
also je ndher zwei benachbarte Niveauflichen sich sind, oder, wie

P
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man sich auch ausdriickt, die Kraft wéichst mit der Dichte der
Niveauflichen im Kraftfeld.

Die Beziehung fiir P, die sich aus vorstehender Beziehung er-
gibt, falls man AU durch dU ersetzt, also

dU
(21) P= dn’

ist nur ein Sonderfall einer viel allgemeineren Beziehung, die aus
d4d=dU=P.cosgp-ds

hervorgeht, falls ds irgendein Bahnelement des Angriffspunktes 4
der Kraft P bezeichnet, das unter dem Winkel ¢ gegen P gerichtet
ist. Denn zerlegt man P in Seitenkriéfte in Richtung von ds und
einer dazu Senkrechten, so wird erstere S ==P-cosq, und folglich

aU
(22) S§= e
Fiir ds=du geht dann § in P selbst iiber.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft hat die Kraftefunktion mehrerer
konservativer Krifte, die auf denselben Punkt 4 wirken. Es seien
z. B. P, und P, zwei derartige Krifte, und U, bzw. U, ihre Krifte-
oU,
T

ng%% geschrieben werden kénnen. Die Komponente X der Re-

funktionen, so dafl die X-Komponenten der ersteren X, —

sultierenden R==P, T P, beider Krifte ist aber nach Bd.II, S. 76,
Formel (62) gleich der algebraischen Summe von X, und X,, also
oU, aUz_“a(Ul +E‘3)

X — —_ 1 22
X, + X, ox + ox ox

H

woraus ersichtlich wird, da U, 4 U,==U gesetzt, U wieder eine
Funktion der Koordinaten sein muB}, daf
X:gg, und in gleicher Weise Y= zq, Zz?—[Z
ox oy 0z
wird. Wir erkennen somit, da auch R eine konservative Kraft ist,
deren Kriftefunktion sich zu

U:U1+ U,

findet. Diese Betrachtung auf beliebig viele konservative Krafte
P, (k=1,2,...,n) mit gemeinschaftlichem Angriffspunkte ausgedehnt,
liefert den Satz:
Die Resultierende beliebig vieler konservativer Kriafte
mit gemeinsamem Angriffspunkte ist wieder eine konser-
%
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vative Kraft, deren Kriaftefunktion Usich als algebraische
Summe der Funktionen U, der einzelnen Krafte ergibt,
d. h. es ist

(29 v=30).

Hiufig kommt der Fall vor, daB die Krifte unendlich klein
sind, so z. B. als Anzichungskrifte dP der Elemente einer Masse von
endlichen Abmessungen, die auf einen materiellen Punkt wirken.

Haben die Krifte dP die Eigenschaft, kon-

v servativ zu sein, dann ist auch ibre Re-
A 1 sultierende eine konservative Kraft mit
Ndp der Kraftefunktion
N
N T A

l’ uI\_.\' g’{ hierin ist das Integral iiber die Elemente
X —% o der gesamten anziechenden Masse zu er-
strecken.
A
i- Beispiel:

T Ein homogener Stab B, B, (s. Fig. 21)
. wirke nach dem Newtonschen Gesetz an-
Fig. 21. ziehend auf den materiellen Punkt 4 mit der
Masse m; es sei also die Anziebungskraft des

Stabelementes d M im Punkte B

dP=

!o“\\'r

xmdM

r2

falls AB—v gesetzt wird und » die Anziehungskonstante bezeichnet. Die
dP entsprechende Kriftefunktion ist folglich nach dem 2. Beispiel auf S. 34

dU=xmdM;
r

hierin ist » = y2® 4 (y — ), falls z,y die Koordinaten von A bezeichnen und

O0B—u gesetzt wird. Wenn BB’ =—du die Linge des Stabelementes ist
und dM — pu-du eingefiihrt wird (also M= g-I), so geht dU iiber in

dU==x m u- gri‘ .
Nach (28a) findet man sonach

hierin ist die Integration iiber alle Elemente des Stabes zu erstrecken.
Da nun :
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s v, 1T
\/1+(y?“~)é:_[l L2y >>]—;’

so folgt als die gesuchte Kriftefunktion
)
¥—5 % ¥y—35
! . L A
y+ ) +Va*+y+ )

Die Niveaufliche U = const wird hier zu einer Umdrehungsfliche, deren Achse
die Gerade B, B, ist und deren Meridiankurve die Gleichung

U=xMmln

=gVt =)’

= const

v Ve (L)

bat; die Kurve ist von der 4. Ordnung und symmetrisch zur X-Achse.

5. Kap. Die Prinzipe der kinetischen Energie und der Flichen.

Bezeichnet m die Masse und » die Geschwindigkeit der Be-
wegung eines materiellen Punktes in irgendeiner Lage gegen den
Bezugskérper, so nennt man die GroBe

m v?

(24) w="

die kinetische Energie oder lebendige Kraft oder auch Wucht
des Punktes in dieser Lage. Auf diese fiihrt, wie schon Bd. II, 8. 64
gezeigt wurde, unmittelbar der Ausdruck fiir die Tangentialkraft
o _dv dv _d (m v‘“’)
Pymby—m = m = Zu\7
und in Beriicksichtigung des Umstandes, daB d4=P.cosp-du
==P,-du, auf die wichtige Beziehung

(25) dW=dA,
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welche sagt, dafl bei jeder unendlich kleinen Lagenénderung des
Punktes die Anderung der kinetischen Energie gleich der Arbeit ist,
die von den Kriften, die auf den Punkt wirken, verrichtet wird.

Da nun als Ausdruck fiir die Arbeit der Krifte auf einem end-
lichen Wege ihres Angrifispunktes aus der Lage A,(%,¥,2,) in die
beliebige Lage A(xy2) (s. Bd. II, S. 64, Formel (47))

xysz

A— fP du— [d4

Zo Yo%

gefunden wurde, so erhalten wir hier nach (25)

zyz v=v 2 o a
. o myT\_ mv my,
A“fdw"‘fd< 2 ) 2 2

Tolo2e V=1
oder auch

(26) A=W—W,.

Diese Gleichung enthilt das sogenannte Prinzip der kine-
tischen Energie oder lebendigen Kraft, zundchst fiir einen
freien materiellen Punkt, ndmlich den Satz:

Andert ein Punkt unter dem EinfluB von Kriften
seine Lage gegen den Bezugskorper, so ist die Anderung
seiner kinetischen Energie oder Wucht gleich der von den
Kriaften verrichteten Arbeit.

Man kann nun leicht nachweisen, da die Gleichung (26) ein
Integral der Differentialgleichungen (I) der Bewegung des Punktes
ist. Denn multiplizieren wir letztere der Reihe nach mit dx, bzw. dy,
bzw. dz, und addieren sie, so finden wir zuniichst

& )
{dt2 dz +dt2 dy +?z‘t‘? dz} Xdo - Ydy - Zdz—dA.

. d .
Beachten wir weiter, daB °r v,, also gleich der Komponente von v

dt
d?z dv, do,
in Richtung der X - Achse ist, und somit —— T Ay = T E.dx == E;'”x‘d”
=i a#-av=ily). Ga=a(3),
=v,dv, d( >W1rdundanalog T cdy=d 5 ) Et—dz ==d

dann 148t sich die linke Seite vorstehender Gleichung auf die Form

o (5 10(5) o) o

bringen und damit ist erwiesen, daBB dW —=d4 und folglich (26) ein
allgemeines Integral der Differentialgleichungen (I) ist, weil bekannt-
lich die Beziehung v v, -~ 9,® =07 besteht. '
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Beispiele:

1. Soll einem materiellen Punkte, dessen Masse m =25 kg ist, die Ge-
schwindigkeit v = 3,6 ms—? erteilt werden, so ist hierzu eine Arbeit 4 erforder-
lich, die nach (26) sich zu

A=W—W,=2 v — T o
ergeben wiirde, wenn der Punkt bereits die (Geschwindigkeit v, besa. War
er aber in Ruhe, also v, =0, so erhalten wir
2
A=m % = % 5.8,62 kgm?s—?— 32,4 kg m?s—? = 324.10% gem®s—*
== 324.10° Erg = 324 Megerg
im absoluten MaBsystem und im technischen— 330 mkg,.

Wie hieraus ersichtlich, wird nur die GréBe der Arbeit bestimmt, aber
nichts iiber die GroBe der Kraft und des Weges ausgesagt. Wohl aber 1a8t
sich der SchluB ziehen, daB die wirkende Kraft im Mittel um so groBer sein
muB, je kiirzer der Weg ihres Angriffspunktes ist, und umgekehrt. Das ist
z. B. von Bedeutung fiir die Beurteilung der Muskelkrifte des Armes bei dem
Wurf eines schweren K&rpers, der die Hand mit einer gewissen Geschwindig-
keit verlassen soll. Ferner ist zu beachten, daBl die Richtung der erteilten
Geschwindigkeit keinerlei Einflu auf die Grofe der Arbeit hat.

2. Ein schwerer Korper bewege sich auf horizontaler Ebene in gerader
Linie, beginne seine Bewegung mit der Anfangsgeschwindigkeit v, und komme
durch den hemmenden Einflu der gleitenden Reibung auf dem Wege w zur
Ruhe. In diesem Falle ergibt sich aus (26), weil hier v=10, also auch
W=0 ist,
muy?

2 2
also eine negative, d. h. eine Verzdgerungsarbeit. Ist L die Schwere des
Kérpers und p die als unveriinderlich angesehene Ziffer der gleitenden Reibung,
g0 kinnen wir als Reibungskraft die unverdnderliche Kraft K = u L einfiihren,

A=—Wy=—

und dann, weil 4 =— K-w=—uLw sein mub, aus der Gleichung
2
—uLw==— m;"
den Weg w berechnen, nach dem der Korper zur Ruhe kommt, oder die
2
Reibungsziffer, die sich zu ;¢=21;’w findet, weil L=umg ist.

Sind die wirkenden Krifte konservative, so wird nach (19)
A=U-—1U,; es geht sonach (26) iiber in

(26a) U—Uy=W—W,
oder auch
(26D) U— W=U,— W,=Const.

Aus beiden Gleichungen ersieht man, dafl bei konservativen
Kriften die Wucht im gleichen MaBe zu- oder abnehmen muf}, wie
die Kraftefunktion, ferner, daB die Geschwindigkeit des bewegten
Punktes der GréBe nach die gleiche ist in allen Schnittpunkten der
Bahn mit einer Niveaufliche, und endlich, daB die Geschwindigkeit
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auf jedem beliebigen Wege des Punktes zwischen zwei Niveauflichen
gich um den gleichen Betrag #ndert. Daraus geht u. a. hervor, daf
die Arbeit der Krifte Null ist auf jedem Wege des Angriffspunktes
von einem Punkte einer Niveaufliche zu einem beliebigen anderen
auf ihr.

Beispiele:
1. Bei dem schiefen Wurf im luftleeren Raum (s. S. 19) erhilt (26a)
die besondere Form
mv:  muyl

—LZ+L20=T— g

aus der sofort die bekannte Beziehung

v="1Vv2 — 29 (2 —2)
hervorgeht in Ubereinstimmung mit der Formel (7) in Bd. I (S. 19), jedoch in
wesentlich erweiterter Bedeutung. Denn sie zeigt, daB die Geschwindigkeit v
des Punktes in derselben Héhe h = z — 2, unter oder iiber der Ausgangslage
die gleiche ist ganz unabhingig von der Bahn des Punktes. Aber sie zeigt
weiter, daB sich jeder Hohe h eine ganz bestimmte Vermehrung der kine-
tischen Energie zuordnet, die der Schwerearbeit beim Durchfallen der Hohe h
entspricht. Besonders einfach tritt das beim freien Fall (v,=10) im luft-

2
leeren Raume hervor, weil dann Lh=7121~;— wird, also die Schwerearbeit L-®
sich in kinetische Energie umwandelt. Umgekehrt wird bei dem lotrechten

2
Wurf nach oben mit der Geschwindigkeit v, die kinetische Energiem%

2
in die der SteighShe H =;—"g entsprechende Arbeit L-H umgesetzt.

2. Bei der Planetenbewegung (s. S. 23) nimmt (21a) die Gestalt
1 1\ m . .
"Mm(T_E)_—Q_(v — %)

an, aus der ersichtlich wird, daB ein Planet in derselben Entfernung » von
der Sonne auch die gleiche Geschwindigkeit besitzt. Die aus dieser Beziehung

folgende Formel fiir
v=V i+ 2xM(i—i>

r 7o

14Bt weiter erkennen, daB v mit wachsendem 7 abnimmt und umgekehrt mit
2xM . .
abnehmendem » wichst. Wiirde nun der Betrag v,® — %~ negativ sein, so

)
kénnte es bei sehr groBem r eintreten, daB der Ausdruck unter der Wurzel
ebenfalls negativ, also v imaginir wiirde. In diesem Falle kann der Bahn-
kegelschnitt keine unendlich fernen Punkte haben, also keine Parabel oder
Hyperbel sein. Wir finden sonach, daB die Bahn dann und nur dann eine

Ellipse ist, falls v,® <2irl‘—[, eine Hyperbel, falls v,2 > 2—:—1}! und eine Para-
0 [
2x M

bel fiir vy? = Die Richtung von v, kommt dabei gar nicht in Frage.

[
Diesem Ergebnis laBt sich noch eine andere Form geben. Beginnt ein
materieller Punkt seine Bewegung ohne Anfangsgeschwindigkeit in unendlich
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groBer Entfernung von der Sonne, so folgt fiir seine Geschwindigkeit w in der
Entfernung ¢ von ihr aus (26b) sofort die Beziehung

xMm muw®

. g = 0.
. . 2x M . .
Falls g ==r, gesetzt wird, finden wir w= 5 und wir kommen damit

)
zu dem Schlu8, daB die Bahn des Planeten eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel
ist, je nachdem sich ’

Yy ; w

herausstellt.

In der Form (26Db) des Prinzipes der kinetischen Energie fiir
konservative Krifte tritt als wesentlich hervor, daB die Wucht in
dem gleichen MafBe wichst oder abnimmt, wie die Kriftefunktion.
Das laft sich noch in einer etwas allgemeineren Form zum Aus-
druck bringen, und zwar durch Einfithrung des Begriffes der poten-

tiellen oder Lagen-Energie, worunter die Grofle V=—-— U ver-
standen werden soll. Hiermit geht (26b) iiber in
(27) V4 W=ht,

falls & eine Konstante bedeutet. Aus dieser Bezichung ersicht man,
da die kinetische Energie in dem MafBle abnehmen muB, als die
potentielle zunimmt und umgekehrt.

Auf die Wirkung der Schwere angewendet wiirde diese Be-
ziehung bedeuten, dafl bei der Wurfbewegung die Geschwindigkeit,
bzw. die kinetische Energie in dem Mafle abnehmen muB, als die
Hobe der Lage des Punktes zunimmt. Umgekehrt wichst die kine-
tische Energie, je tiefer der Punkt nach abwirts sich bewegt. Es
wandelt sich also bei dem Bewegungsvorgang immer die potentielle
in kinetische Energie um und umgekebrt. Diese Umwandiung der
Energie aus einer Art in eine andere tritt uns besonders bei den
hydraulischen Motoren entgegen. Durch die Zuleitung des Wassers
in den Leitungen wird das ,Gefille“ in (Geschwindigkeit umgesetzt
und letztere dem Wasser wieder durch das Arbeit verrichtende
Turbinenlaufrad bis auf einen kleinen Rest entzogen; es wird also
erst die potentielle Energie (das Gefille) in kinetische Energie um-
gewandelt, die dem Wasser bei dem Austritt aus der Leitung inne-
wohnt, und die ihm dann durch das Laufrad wieder entzogen und
in Form von mechanischer Arbeit abgegeben wird.

Die Gleichung (27) ist nur ein Sonderfall einer wesentlich all-
gemeineren, die auch fiir andere Energieformen gilt. Wir erhalten
diege letztere durch Einfiihrung des Begriffes der Gesamtenergie E,
worunter hier die GrofSe

E=V+W
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verstanden werden soll, so da (27) in
E = const =4

iibergeht. Diese Gleichung heifit das Prinzip der Erhaltung
der Energie. Es umfaBt in seiner weitesten Gestalt alle Energie-
formen, also nicht nur die mechanischen, sondern auch physikalischen
(z. B. der Wirme, der Elektrizitdt usw.) und chemischen. In der
Dynamik der starren Kérper hat es aber nur die Bedeutung, welche
in der Gleichung (27) zum Ausdruck gelangt.

DaBl das Prinzip der kinetischen Energie auch gilt, wenn die
wirkenden Krafte von der Geschwindigkeit abhingen, soll an dem
Beigpiel des freien Falles im lufterfiilllten Raume gezeigt werden.
Ist der Luftwiderstand proportional dem Quadrat der Geschwindig-
keit, dann erhalten wir, wie auf 8. 10 dargetan, als Differentialgleichung
dieser Bewegung

v

A (1_i)
mar T ™ B8’

d . . : . d
in der v== ?Zi; und B eine Konstante ist. Benutzen wir, daf d—;)

d . .
—o2 gesetzt werden kann, so findet sich aus ihr

dx
— g/g;_ —_— Bz_v{i“:% ~+ Const == [ln (p*— v“’)] -} Const
v =1y Yo
ﬂz — ) i
=In (~~—— —+ Const.
‘32 — ,002

Da sich hieraus fiir x=x,=0 und v—=v,==0 die Konstante zu
Null ergibt, finden wir
/32-—‘7)2 ﬂg_vg __2g:u

= :e—ﬂ?—

v P

und hiermit

o

2 g:
W :%:%mﬁe <1 —e 77‘>=W_W0,

weill W, = 1mwv,?>=0 ist. Andererseits ist die von der wirkenden
0 z MYy

]

Kraft P = mg — mg:-;;— verrichtete Arbeit
rT=x T=3 z
2 29z 2 g%
A= de:mgf(l—%%dx:mgfe £ dx-—-:mf <1~—e ﬂ'>
aco.zx z=0 0

und dieser Ausdruck stimmt mit dem fiir W — W, gefundenen vollig
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Uberein, womit die obige Behauptung in diesem Falle erwiesen ist.
Gleichwohl hat das Prinzip der kinetischen Energie als Integral
hier keine Bedeutung, denn der Ausdruck fiir die Arbeit 1a8t sich
erst ermitteln, bzw. die Integration erst ausfiihren, wenn man v als
Funktion von x bereits kennt. Das gilt auch allgemein, wenn die
Krifte ganz oder zum Teil von der Geschwindigkeit abhingen.

Ein weiteres allgemeineres Integral gilt fiir die Zentralbewegungen
von Punkten, also fiir solche, bei denen die Wirkungslinie der Kraft
dauernd durch einen ruhenden Punkt geht. In diesem Falle wird
die Bahn eine ebene Kurve, wie S. 16 gezeigt wurde, und wir er-
halten bei Verwendung von Polarkoordinaten, weil P,=0, aus der
zweiten der Differentialgleichungen (La)

d edw>*
Eﬁ(' i) =

Das Integral dieser Differentialgleichung ist die Gleichung (9),
némlich

(29) r? -%(—};«:const—-—-—c,

welche sagt, dafl der Ausdruck links eine Konstante hinsichtlich der
Zeit ist. Unter Benutzung des Begriffes der Flichengeschwindigkeit
(s. Bd. I, 8. 59) 1aBt sie sich auch in der Form

aF_ 1

a2
schreiben und daraus durch Integration nach der Zeit die Beziehung
(30) F—3c(t—t,)

ableiten, in der F die Fliche bezeichnet, die der Fahrstrahl »
(s.Bd. I, Fig. 51) in der Zeit (t— ¢;) iiberstreicht, und die als zweites
Keplersches Gesetz bekannt ist. Das in der Gleichung (29) ent-
haltene Integral der Differentialgleichungen (Ia) wird das Prinzip
der Erhaltung der Fliachen genannt.

Verwendet man an Stelle von Polarkoordinaten in der Ebene
rechtwinklige Punktkoordinaten z, y und legt den Koordinatenanfang
in den Zentralpunkt, durch den die Kraft geht, so 1ift sich das ge-
nannte Prinzip auch in der Form

N
TR T
schreiben, wie aus der Gleichung (14a) auf S. 28 hervorgeht.

Das Prinzip der Erhaltung der Flichen gilt auch, wenn die auf
den Punkt wirkende Kraft dauernd cine ruhende Gerade schneidet.

(29a)
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Denn wihlen wir diese als Z-Achse eines Zylinderkoordinatensystems,
dann wird P, =0 und die zweite der Differentialgleichungen (Ib)
der Bewegung des Punktes zeigt unmittelbar das Bestehen der
Gleichung (29). Das genannte Prinzip und die Beziechung (30) gelten
sonach fiir die projizierte Bewegung des Punktes auf eine Ebene
senkrecht zu jener Geraden, und die Fliche F stimmt iiberein mit
der Projektion der Fliche, die das Lot r vom bewegten Punkte auf
jene Gerade wihrend der Zeit (¢t —¢,) iiberstreicht.

6. Kap. Die gebundene Bewegung eines Punktes.

Die Bewegung eines Punktes heit gebunden oder gezwungen,
wenn alle Lagen desselben sich auf einer gegebenen Kurve oder
Fliche befinden. Hierbei kénnen Kurve und Fliche starr oder ver-
dnderlich, sie konnen in Ruhe oder in Bewegung gegen den Bezugs-
korper sein. Wir beschrinken uns hier auf die gebundene Bewegung
eines Punktes auf einer starrem ruhenden Kurve oder Fliche und
stellen uns die Aufgabe, die Bewegung auf der Kurve oder Fliche
zu ermitteln, wenn auf den Punkt beliebige Krifte wirken, also die
Differentialgleichungen der Bewegung des Punktes aufzusuchen.

Es leuchtet ohne weiteres ein, dal die Wirkung einer Kraft
auf einen freien materiellen Punkt eine andere ist, als die auf einen
an eine Kurve oder Fliche gebundenen. Da wir die Differential-
gleichungen nur fir die freie Bewegung eines Punktes kennen, so
miissen wir die fiir die gebundene Bewegung auf die der ersteren
zuriickfiihren, und das ist méglich durch Einfithrung einer Hilfskraft,
der sogenannten Zwangskraft (oder auch Kurven- baw. Flichen-
stiitzkraft), die von solcher GroBe wund Richtung gewihlt wird,
dafl der Punkt seine wirkliche Bewegung unter dem EinfluB der
duBeren und der Zwangskraft als freie beschreibt. Wir wollen dieses
Verfahren der Zuriickfiihrung der gebundenen Bewegung auf eine
freie der Anschaulichkeit wegen zuerst fiir
den Fall der ebenen Kurve durchfiihren,
dann fiir die Raumkurve und schlieBlich fiir
die Flache.

Ganz einfach wird die Ermittlung der
Zwangskraft, wenn wir zuniichst annehmen,
daB8 der Punkt keinen duBeren Kriften unter-

* worfen sei. Ist a (s. Fig. 22) die Kurve, auf
Fig. 22. der sich der materiellePunkt 4 bewegen soll
(man stelle sich A als eine kleine Kugel vor,
die in einer engen gekriimmten Rohre sich bewegt), dann besteht
der EinfluB der Réhre auf die Bewegung, falls von der Reibung
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hierbei ganz abgesehen werden darf, darin, daB sie dawernd die
Richtung der Bewegung des Punktes Zndert, also die Richtung
seiner Geschwindigkeit v #ndert, nicht aber die Grofie der letzteren.
Das kommt aber auf das gleiche hinaus, als ob die Kurve a, bzw. die

2
Rohre, dem Punkte A4 eine Zentripetalbeschleunigung b”=v%=%
(s. 8.15) erteilte, also auf ihn eine Zentripetalkraft P ==mb, wirkte.
Die Zwangskraft N, die die Bewegung des Punktes als freie bewirken
wiirde, miilte sonach mit P, ibereinstimmen, d.h. senkrecht zur

Kurve stehen, nach dem Kriimmungsmittelpunkt K der Kurve hin
gerichtet sein und die Grofle

v‘Z
31 N=m—
() -

haben, falls ¢ den Kriimmungsradius der Kurve an jener Stelle
bezeichnet.

Setzt man die Bewegung des Punktes auf der Kurve als reibungs-
frei voraus, so ist sie notwendig gleichférmig, also v==const =17,
weil keine Tangentialkraft vorhanden ist, die » der GréBe nach
dndern wiirde. Die Beriicksichtigung der Reibung dagegen nétigt
zur Annahme einer v entgegengesetzt gerichteten Tangentialkraft

2
P,—u-N ::,um%, und dann besteht fiir die Bewegung auf der
Kurve die Differentialgleichung

dv v?
e P umZ
" dt ¢ pm e’

. . dv .
aus der sich unter Benutzung der Beziehung %g:v(—iﬁ leicht
: %
j‘a
"
—2u | —
v=yte b

findet; hierin ist v, die Anfangsgeschwindigkeit und g eine Funktion

der Bogenlinge OA—w auf der Kurve, wihrend p als unveréinder-
lich angesehen wurde. Ist die Kurve ein Kreis vom Radius r, also
o=r, so erhdlt man einfacher

falls 0,20=u0=0 angenommen wird, und hieraus, weil v-———%,
durch Integration

r "o,
:—1 (1 ——9.>.
7 P nl1-4- ; ¢
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Die Ausdriicke fiir » und u zeigen, dafl v erst nach unendlich groBer
Zeit und Entfernung u zu Null wird, d. h. der Punkt zur Ruhe kommt.
Wirkt auf den Punkt eine Kraft P
unter dem Winkel ¢ gegen die Ge-
schwindigkeit » (s. Fig. 23) und wir
zerlegen diese in die Tangentialkraft

P,—=P-cos g
und die Normalkraft
P, —=Psing,

dann ersieht man sofort, daB der Zwang,
den die Kurve a auf den Punkt 4 aus-
Fig. 23. iibt, keinen EinfluB auf P, haben kann,

sondern sich nur in Richtung der Nor-

malen a geltend macht. Die Zwangskraft N, die auf A wirken muB,
damit dieser als freier die Bahn a beschreibt, muB daher senkrecht
zur Kurve gerichtet und von solcher GroBe sein, daB sie mit.P,

2
zusammengesetzt die Zentripetalkraft my ergibt. Es muB sonach
Y

die Beziehung
2

N—}—Pn:m—%

bestehen, aus der
2

(32) N:m—%—]’sin(p

hervorgeht. Dieser Ausdruck fiir N gilt ohne Einschrinkung, d.h.
fir alle @, wenn der Punkt die Kurve nicht verlassen kann, wie
das z. B. bei einer in gekriimmter Rohre sich bewegenden Kugel
der Fall ist.

Wenn dagegen der Punkt auf einer Seite der Kurve sich be-
findet, so kann es eintreten, daB er, falls er sonst nicht be-
hindert wird, die Kurve verlif3t, und da sind zwei Fille zu unter-
scheiden :

A. Der Punkt befinde sich auf der konkaven Seite der Kurve.
Da die Zwangskraft N unter allen Umstéinden nach der konkaven
Seite der Kurve gerichtet sein mull, so folgt, daB N nicht negativ
werden darf, also der Bedingung

v
m?zPsin(p

durch P und ¢ zu geniigen ist. Wenn ¢ >x, wird N fiir alle GroBen
von P positiv, dagegen nicht, falls ¢ < . Denn im letzteren Falle
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v‘.!

kénnte Psing > m — werden, und das hétte zur Folge, daBl der
- e

2

Punkt A die Kurve a an der Stelle, wo Psing —=m v wird, verlaft.

Als Beispiel sei auf die bekannte Schleifenfahrt hingewiesen, die in ab-
strakter Form ein materieller schwerer Punkt auf der Innenseite der Schleife
ausfiihrt (s. Fig. 24), wenn die Geschwindigkeit v, an der hichsten Stelle der
Schleife so groB ist, daBl N >0, oder

R
I . 2mg.
Daraus folgt die erforderliche kleinste Geschwindigkeit

—
Uy ==V0Q-g-

B. Liegt der Punkt auf der konvexen Seite der Kurve, dann
hat auch die Zwangskraft N die Richtung nach auBien, und da die

Zentripetalkraft m% notwendig nach dem Kriimmungsmittelpunkte K

hinwirkt, so erkennt man, daB die Kraft P bzw. ihre normale Kom-

[-4
Fig. 24. Fig. 25.

ponente P, den Punkt auf der Kurve festhalten mufl. Das erfor-

dert nicht nur, daB 0 <@ <z, sondern auch, dafl

2

Psingp > m—
Y= e

(s. Fig. 25). Der Punkt verliBt dann die Kurve in tangentialer
2

Richtung, sobald Psingp=m % geworden ist.

An dem Beispiel eines schweren Punktes auf einer Kurve in vertikaler
Ebene erkennt man leicht den Verlauf der Bewegung in diesem Falle. Hier
ist (s. Fig. 26, S. 46) P=mg und der Punkt bleibt so lange auf der Kurve, als

1 132
mgsin @ g—’i)i .
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Dagegen verlifit er sie von der Stelle 4, an, in welcher
muv,?

o
Ist die Kurve ein Kreis vom Radius », und beginnt der Punkt seine Bewegung
aus der Ruhelage (v,=0) in der hochsten Stelle des Kreises, unter der der
Punkt A, um 2z, tiefer liegt, so folgt aus dem Prinzip der kinetischen Energie

Vri—z°

myg sin @, ==

v,? c . .
sofort Z’—‘—2L=mgz1. Ferner ist sin ¢, == , 850 daB wegen p, =17 die

Bedingungsgleichung die Gestalt
%q\/r"—zf: 2mg%
annimmt. Damit findet sich 2z, = ——% == 0,4472 7 als Ordinate der Stelle, an

welcher der Punkt A den Kreis verlassen wiirde. Vorausgesetzt wird aber
hierbei, daB die Bewegung auf der Kurve reibungsfrei ist.

Mit Hilfe der Zwangskraft N
lassen sich nun sofort die Diffe-
rentialgleichungen der Bewegung

y

Fig. 26. Fig. 27.

des Punktes 4 auf der vorgeschriebenen Kurve @ als die einer freien
Bewegung nach (I) aufstellen, nimlich in der Form (s. Fig. 27)
A2z . d2y
mmg:X—-Nsmt, ma—t—g—=Y—[—Ncosr,
falls 7 den Winkel der Kurventangente in 4 mit der X-Achse be-
zeichnet. Ist F (zy)=0 die Gleichung der Kurve, so folgt aus dieser
bekanntlich tane:tjg:wg:?—z und damit sinz und cost als
dx oxr 0y
Funktionen von z und y. Setzen wir zur Abkiirzung

so nehmen die Differentialgleichungen die Formen
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d‘Z d*y 8F
an und diese bestimmen zusammen mit der Kurvenglelchung Flzy)=0

die Koordinaten als Funktionen der Zeit und 2, also auch die Stiitz-
kraft N.

Die Differentialgleichung, die aus (33) durch Elimination von 1
folgt, ist aber meist sehr ungeeignet’ zur Losung von Aufgaben,
weil sie zu verwickelt wird. Man hat einfachere Wege zum Ziele. Ist
es z. B. moglich, die Tangentialkraft P,, d.i. die tangentiale Kom-

ponente P,— P .cos @, als Funktion der Bogenlinge A/;lzu—uo
darzustellen, dann wird die Ermittlung der Bewegung auf der Kurve
durch Integration der einen Differentialgleichung

(34) mnDem ¥ _p

—m ==
at dat? ¢

geleistet.

Noch kiirzer gestaltet sich die Benutzung des Prinzips der
kinetischen Energie, falls dieses anwendbar ist, also P nicht von
der Geschwindigkeit v abhingt. Denn die Zwangskraft N verrichtet
keine Arbeit bei der Bewegung des Punktes A, da sie senkrecht zur
Bahn steht. Es ist also die Arbeit von P und N die gleiche, wie
die von P allein und folglich gilt die Gleichung (26), d.i

5 ( /v — v, )__Aﬁchosupduzf (Xdx - Ydy)
Lo VYo

fiir die gebundene Bewegung genau in der gleichen Gestalt, wie fiir
die freie. Aus dieser Gleichung erhdlt man sofort

.:___+V +2_

und daraus, falls 4 als Funktion von u darstellbar ist,

t=-1 ———;i%_ - Const;

die inverse Funktion w==f(f) gibt die Losung der Aufgabe, die
Bewegung von A auf der Kurve zu ermitteln.

Ist die Kraft P eine konservative, also 4 in der Form U — U,
darstellbar, so ist es unter Umstinden zweckméBig, im Prinzip der

. . . dz\? dy\?
kinetischen Energie v®==v-{1 = v -+ 2 setzen und

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. III. 4
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aus der Kurvengleichung F (xy)==0 die folgende

oF dz | oF dy

ox dt ' oy dt
dx dy . . .
T und It einzeln ermitteln wund die
entsprechenden Differentialgleichungen unter Benutzung der Kurven-
gleichung integrieren.

abzuleiten; dann lassen sich

Beispiele:
1. Fir einen schweren Punkt A auf einer unter dem Winkel « gegen
den Horizont geneigten Geraden a (s. Fig. 28) wird die Zwangskraft

N=mgsin (i—a>=mgcosoc, weil p =00 und (p:-%—-tx ist. Die Diffe-

2

rentialgleichung (34) aber erhélt, weil hier P,—mgsin«, die Gestalt
i

a

die Bewegung ist folglich eine gleichmiBig beschleunigte oder verzdgerte ge-
radlinige Bewegung mit der Beschleunigung gsin «, fiir welche die Gleichung

=10, (t — ) T} gsina(f—¢)

=mgsin «;

besteht.
2. Die Bewegung eines schweren Punktes auf einem Kreis in vertikaler
Ebene ist die gleiche Bewegung, wie die eines sogen. mathematischen
Pendels, das aus einemmasse- bzw.
schwerelosen Faden besteht, der in einem

< AN Endpunkt B (s. Fig. 29) befestigt und
AN . -

Py N am anderen Ende 4 mit einem schweren

e Y AN Punkt belastet ist. Wahlen wir die

Anfangsgeschwindigkeit v, in einer lot-
rechten Ebene, so bewegt sich 4 auf
einem Kreise B, dessen Radius gleich
der Fadenlinge [ ist. Die Zwangskraft
wird hier

2
N:mgcos:p-—l—mvT,

weil ¢ = ~’25 v und p==1 ist. Sie ist

entgegengesetzt gleich der Spannkraft S des Fadens, und diese muB als
Zugspannkraft stets groBer als Null sein, falls die Bewegung auf dem Kreise
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erfolgen soll. Da ferner P, =mg cos p = mg cos (% —+ w) == —mg sin y, so
geht die Differentialgleichung (34) hier iiber in
du__ mg sin
" gsmy.

Legen wir den Bezugspunkt O auf dem Kreise in die tiefste Stelle, so wird,
weil (ﬁi:u::l-tp, aus vorstehender Differentialgleichung

&y g .
W —-'—Tsln‘l[),

diese ist die Differentialgleichung des mathematischen Pendels. Ihr erstes
Integral deckt sich, wie man sich leicht {iberzeugt, mit dem aus dem Prinzip
der kinetischen Energie folgenden, nédmlich

B0 — v =—mg (2 — z);

in ihm ist z==BF, z,==BF, und der auf der rechten Seite dieser Glei-
chung stehende Ausdruck die Arbeit der Schwere mg des Punktes auf
seinem Wege von 4, bis A. Machen wir die Annahme, dafl 4, die hochste
Lage des Punktes auf dem Kreige sei, in dem also v,=0 wird, so folgt

du St
v="t =t V2 — 79

und mit du=1dy, z=1cosy, z,=1cos vy,

—~—+\/ (cos p — cos ) .

Das doppelte Vorzeichen von v entspricht dem Umstande, daB fiir dasselbe
2 die Geschwindigkeit v positiv ist fiir den Hingang und negativ fiir den Riick-
gang des Pendels. Setzen wir voraus, da die Bewegung des Pendels in 4,
aus der Ruhelage beginne, so wird v negativ und folglich

d 2
_d}tj —_ \/wiq- (cos y — cos ) .

Daraus folgt

\/ilﬂ dy

t=-—\Y ———= %

29 | yeos p — cos v,
Yo

falls t,=0 angenommen, d. h. die Zeit vom Bewegungsbeginn in 4, gerechnet

wird. Setzen wir cosyp =1 —-2sin215- ein, so geht f iiber in

Yo
_1 \/ L dy
Vsin? Yo__sinz ¥
Slﬂ 2 — sin 9

<

4%
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und wenn ferner als Verinderliche ¢ eingefithrt wird durch die Beziehung

sin 2. = sin ¥o gin &, so erhilt man

5) 9

K

1 — sin® %Q-Sin“‘ e

Die Zeitdauer der Bewegung des Punktes von 4, bis O, d.h. von , bis w=0

sei —g—, die aus der Formel fiir ¢ zu

w|bﬂ

Z
g / 1 — gin® ?o sin® ¢

sich ergibt, ist die der balben einfachen Schwingung; denn das Pendel erreicht
auf der anderen Seite von BO in A4, dieselbe Hohe wie 4,, und es ist sonach
ZO0BA, =-0BA4,=v,. Fir die Dauer der einfachen Schwingung des
Pendels von 4, bis 4, finden wir folglich

7
£ ==

2

T— 2\/l de

\/1 gin? ng -gin? ¢

e=0

Das Integral ist ein elliptisches erster Gattung, das in eine Reihe euntwickelt,
zu folgendem Ausdruck fiir

Tzn[[l—}—() 2”’°+( >sin‘%9+...]

fiihrt. Die Reihe laBt erkennen, dafl fiir v, <C8° die Dauer der einfachen
Schwingung bis zu drei Dezimalen genau durch die Formel

T :n\/—l—
g
bestimmt wird. Hieraus ersieht man, daB Pendel mit kleinen Awusschligen
niherungsweise isochron schwingen, d. h. T unabhingig von der GriBe
von 1, ist.
Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man von vornherein v so
klein voraussetzt, daB man mit hinreichender Anniherung in der Differential-

gleichung des mathematischen Pendels siny durch vy ersetzen darf. Dann
geht diese Gleichung iiber in
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falls \/%:k gesetzt wird, und diese hat zum Integral

o ==y, cos (kt),
wie man sich leicht tiberzeugt. Daraus findet man als Dauer der halben ein-
fachen Schwingung

wie vorher,

Aus der Formel fiir T findet man, falls T'=1 s gesetzt wird, umgekehrt

die Liange I; des Sekundenpendels
11 = ;g‘z— 82,

3. Unter dem Zykloidenpendel versteht man die Bewegung eines
schweren Punktes auf einer Zykloide mit lotrechter Symmetrieachse. Nehmen
wir letztere als Y-Achse und
die Tangente im tiefsten Punkte
der Zykloide (s. Fig. 30) zur
X-Achse eines Koordinaten-
systems, so erhalten die Koor-
dinaten der Zykloide, die der
Punkt A als Punkt eines rollen-
den Kreises vom Radius a be-
schreibt, die Ausdriicke

z=a(x — y -} sin ),

y=a(l +cosy),
worin =, ACB den Wil-
zungswinkel bezeichnet. Beginnt
der Punkt seine Bewegung in
Ay mit der Geschwindigkeit v,
so liefert das Prinzip der Wucht
die Gleichung

v

Fig. 30.

m
3(7)2 — v =mg (Yo —Y)

alg erstes Integral der Differentialgleichungen des Zykloidenpendels. Hierin
setzen wir

b= () (W= (oo (22 V= () o (b))

(dy)22—-‘)cosy; (@) 2 __(dy>22a
dt/ 1— cos? 1+ cosy \dt/ y

y
dann folgt aus der Gleichung des Prinzipes der Wucht
dy\*2a .
v“=<7l;> -y~=vo”+2y(yo—y)-
Machen wir nun noch die Annahme, dafl v, =0, also die Bewegung in 4, aus

der Ruhe beginnt und beachten, daB y mit wachsendem ¢ abnimmt, so er-
halten wir

R RG]

>
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Hieraus folgt unmittelbar, falls {, = 0 angenommen wird,

- i‘--y d<_y20——'> V2 faresin(1—2. 2) "
‘/; \/(_y2£>2_<%_y)* ‘/y[ ( yo)Jyo

Yo

—Ve

7 [% -} arcsin (1 - 21>] s

: Y
und durch Umkehrung erhdlt man ’

1—2%=Sin (\/%-t-—-%):——cos (\/%-t),
y_.——%—yo{l -+ cos(\/%-t)}.

Hieraus ersieht man, daBi die Dauer der einfachen Halbschwingung, d. i. der
Bewegung des Punktes von 4, bis O

T
2 g’

T:Qn\/g

betrdgt. Dieser Ausdruck ist unabhéngig von ¥y, und damit wird erkannt, da8
die Schwingungen tautochron sind, d. h. ob 4, hoch oder tief liegt, die
Zeitdauer T einer einfachen Schwingung ist stets die gleiche. Und sie stimmt
iiberein mit der eines mathematischen Pendels mit sehr kleinen Ausschligen,
dessen Fadenlinge I =4a ist, da T in der Form

T:ﬂ\/4——
g9

geschricben werden kann. Beachtet man, daB der geometrische Ort der
Kriimmungsmittelpunkte K der Zykloide eine kongruente Zykloide ist, deren

Riickkehrpunkt M vertikal iiber O im Abstande OM=4a liegt, so ersieht
man, daB der Endpunkt 4 eines Fadenpendels, das in M befestigt ist, eine
Zykloide beschreibt, wenn der Faden durch entsprechende Fiihrungen ge-
zwungen wird, die Evolute zu umhiillen. Ein solches Zykloidenpendel schwingt
folglich genau tautochron.

Die Orthozykloide hat ferner die bemerkenswerte Eigenschaft, eine
Brachystochrone, d. h. eine Kurve kiirzester Fallzeit zu sein. Das soll be-
deuten, daB ein schwerer Punkt auf einer Orthozykloide mit horizontaler
Basis sich von einer Stelle zu einer beliebigen anderen in kiirzerer Zeit be-
wegt als auf jeder anderen Bahnkurve zwischen denselben zwei Lagen des
Punktes. Um das zu beweisen, denken wir uns eine beliebige Kurve @
(s. Fig. 31) in vertikaler Ebene, auf der sich der Punkt 4 von 4, aus herab-
fallend bewegt. Hierbei durchlaufe er das Bahnelement AA’==ds in der
Zeit dt mit der Geschwindigkeit v = gl:. Legen wir nun durch A, eine Hori-
zontale, die von der Normalen zur Kurve in B geschnitten werde, und fillen
von A das Lot AF-—z auf diese, so ist nach dem Prinzip der Wucht

also

demnach
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v=y2gz, weil v,==0 und z,==0 vorausgesetzt wurde. Bezeichnet ferner ¢
den Winkel der Bahntangente gegen die Horizontale, und dr den zwischen
den Bahnnormalen in 4 und 4,, die sich im Kriimmungsmittelpunkt M der
Kurve schneiden, endlich AM=—p den Kriimmungsradius in 4, dann er-
halten wir

ds edr edr

U= = Rgs — YZgncoss’

worin AB==n eingefiihrt wurde. Setzen wir schlieBlich BM = m, also
AM=p—=m- nein, so nimmt df die Gestalt

m-tn dr dr

Vn  V2gecost V2g cos v
an, aus der hervorgeht, daB bei einem gegebenen Winkel  und dessen Zu-
wachs dv die Zeitdauer der Bewegung von A durch das r zugeordnete Bahn-
element A A" am kleinsten wird fiir den kleinsten Wert von 4. Letzterer folgt

da n—1m
aus der Bedingung ~—=0=-——
e gung o =10 o
schaft, daB der Kriimmungsradius p gleich der doppelten Normalen # ist, hat
bekanntlich die Orthozykloide, und zwar unabhingig von r. Es geht hieraus
hervor, daB die Zeit, die ein schwerer Punkt auf der Orthozykloide braucht,
um von einem Punkte der Bahnkurve zu einem beliebigen anderen Punkte
zu gelangen, kleiner ist als auf allen Kurven zwischen beiden Punkten,
also auch auf einer Geraden, d. i. der

#  Sehne der Orthozykloide.

, also fiir n=m=% und diese Eigen-

//// PN 1) //
sihe
Ao F 5.5

20N
s’

Fig. 31. kig. 32.

Bewegt sich ein Punkt unter dem Einflusse einer Kraft auf
einer raumlichen Kurve, so ist zu beachten, daf im allgemeinen
die Kraft nicht in die Schmiegungsebene der Raumkurve fallen
wird, wie es doch bei einer freien Bewegung des Punktes der Fall
sein miite. Zerlegen wir daher die Kraft P (s. Fig. 32) in Kompo-
nenten in Richtung der Bahntangente, der Haupt- und der Binormalen
(sie mdogen mit P,, P, und P, bezeichnet werden), so muf eine
Komponente der Zwangskraft N die Kraft N, sein, welche P, auf-
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hebt. Die andere Komponente von N dagegen ist die Kraft ¥,
2

welche P, zur Zentripetalkraft my erginzt und in der Haupt-

normalen n, der Kurve liegt; sie hat daher wie im Falle der ebenen
2
Kurve die GrofBe Nh:mv—-—P Durch Zusammensetzung von N,

N VP2+<__—P>

und zwar in der Normalebene der Kurve. Unter dem Einflusse von
P und N bewegt sich der Punkt als freier auf der Kurve; die
Differentialgleichungen lassen sich daher nach (I) aufstellen.

Wesentlich kiirzer ist es, das Prinzip der kinetischen Energie
zu benutzen, das auch hier dieselbe Gleichung ergibt wie fiir die
freie Bewegung, weil N senkrecht zur Kurve steht und folglich keine
Arbeit verrichtet, nimlich

und N, ergibt sich

TYz

-—(1)2~—v —A=[(Xda-+Ydy+ Zdz).
Lo YoZo
dx dy dz
et a2t o (B2 (891 (3], g
Beachtet man, daB o*=v?4-v* v, (\dt + dt)+ 7)™
ferner, daBl, wenn f,(¢xy2)==0 und f, (zy2)==0 die beiden Kurven-
gleichungen sind, die Beziehungen

of, da | ofy dy_ 0, dz o dx_ 0% dy | 0f, dz_
ox dt ' oy dit ' oz di > 0w dt ' 9y dt ' 0z dt
bestehen, so lassen sich die drei Geeschwindigkeitskomponenten E:;’ (-f]%

und Z—j aus den drei Gleichungen als Funktionen von z,y,z be-

rechnen, falls die Arbeit A4 als solche sich angeben IdBt. Mittels
der Kurvengleichungen selbst erhédlt man dann drei Differential-
gleichungen zwischen je einer der Verdnderlichen und .

Noch erheblich kiirzer ist die Ermittlung der Bewegung, wenn

. u
es gelingt, die Arbeit 4= f P,.du als eine Funktion der Bogenlénge

%,
04 =—u darzustellen, denn dann liefert das Prinzip der Wucht ohne
weiteres die Differentialgleichung

fu 5
U_E}“i Yo +"1;;1

aus der sich durch Integration unmittelbar ¢ als Funktion von u ergibt.
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Beispiel:

Ein schwerer Punkt bewege sich auf einer gewohnlichen Schraubenlinie
mit lotrechter Achse, dem Radius » und dem Steigungswinkel «, dann ist,
weil die Hauptnormale n, (s. Fig. 33) in das Lot

AC=7r von 4 auf die Schraubenlinien-Achse fallt,
Py=0,
Py=mgcose,
c=mgsina.

Aus der letzten Beziehung folgt unmittelbar, daB
sich A gleichmdBig beschleunigt oder verzogert be-
wegt, und zwar mit der Beschleunigung gsin «. Die
Zwangskraft N finden wir als Resultierende aus

v? meos® e
———— z"

Ny=m —=
o 7
und
Ny=Pp=mgcos &
zu
. cos? « 2)“ p . / (cos a>2 v,2 nE
N m\/( ;0 —+(geosaf=mgcos « 144 ; 29—{—2 ~0},

da zufolge des Prinzips der Wucht sich hier ¢? =v,2 }-2¢ (2 — 2,) findet. Be-
ginnt die Bewegung in A, ohne Anfangsgeschwindigkeit, so wird, falls wir
noch z,=10 wahlen, einfacher,

S —
N:m.gcoso:\/l -{—(2—2%98—5) .

Die gezwungene Bewegung eines Punktes auf einer starren
ruhenden Fléche unterscheidet sich von der auf einer Kurve wesent-
lich darin, daB im letzteren Falle die Bahn bereits bekannt ist,
wahrend sie im letzteren erst gefunden werden muf. Es ist daher
erforderlich, die Differentialgleichungen der Bewegung aufzustellen,
und das geschieht wieder unter Einfiihrung einer Zwangskraft, unter
deren Einflu und dem der &dufleren Kraft der Punkt als frei-
heweglicher eine Bahn beschreiben wiirde, die auf der gegebenen
Fliche liegt. Man iibersieht sofort, dafl der EinfluB der Fliche auf
die Bewegung des Punktes sich nur in Richtung ibrer Normalen
geltend machen kann, weil sich der Punkt in der Tangentialebene
nach allen Richtungen zu bewegen vermag. Wir fithren daher die
gebundene Bewegung des Punktes auf eine freie zuriick, indem wir
zur duleren Kraft P, die auf den Punkt A wirkt, noch eine in der
Flachennormalen n wirkende Zwangskraft N fiigen. Die Differential-
gleichungen der Bewegung des Punktes werden daher, falls X,Y, Z
die Komponenten von P bezeichnen, und »,,» ,» die Winkel der
Normalen n mit den Xoordinatenachsen,
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2

—g—-Y—{— Ncesy,, m%—z-——Z ~+ N cosv,.

2
m%———X—f—Ncosv m

Hierin ist, falls f(xy

?)
cos v, :f cos wy:%z cos y::-g—zf: 1: ‘/(g)2+ <%>3+ <%§_)‘-”

wenn wir sonach zur Abkiirzung

VT B+

setzen, so nehmen die Diﬁerentia,lgleichungen die Gesta.lf;

dx of d y___ d*z of

an. Diese zusammen mit der Flachenglelchung f(z y z) == O bestimmen
z,y,2 als Funktionen von ¢ und den Faktor A, aus dem dann auch
N bhervorgeht.

Auch hier gilt wieder das Prinzip der kinetischen Energie in
der gleichen Gestalt, wie fiir die freie Bewegung des Punktes, weil
die Zwangskraft N stets senkrecht zur Bahn steht und daher keine
Arbeit verrichtet. Wir finden sonach aus diesem Prinzip (s. GL 26)

24
v2:va:3+vy2+vz?‘:vo?+—;b—

als ein Integral von (35); doch reicht dieses nicht hin, um die Ge-
schwindigkeiten als Funktionen der Koordinaten zu erhalten, obgleich
die Flidchengleichung die weitere Beziehung

of v, 4 of ,  of |
oz 8y 8z

liefert. Wir sind daher auf die Integration einer der Differential-
gleichungen angewiesen, die sich durch Elimination von 1 aus zweien
der Differentialgleichungen (35) ergibt.

In manchen Fillen ist es vorteilhaft, die Lage des bewegten
Punktes auf der Fliche mittels sog. GauBlscher Koordinaten zu be-
stimmen, d. h. zweier Kurvenscharen u, =—const und u,=— const auf
der Fliche, von der Eigenschaft, daBl die Koordinaten

die. Gleichung der Fliche,

=0

z=f, (upue): yzfy(upuz)’ zzfz(u’l’uz)

der Flichengleichung f(zyz)=0 identisch geniigen. Doch sind die
Umformungen der Differentialgleichungen (35) in die Verdnderlichen
u, und w, zu umstindlich, um hier Platz finden zu konnen. Da-
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gegen soll die Ermittlung der Bewegung an einigen Beispielen ein-
facherer Art erldutert werden.

Beispiele:

1. Wirkt keine Kraft P auf den Punkt, so wird 4 =10, folglich v=1,;
die Bewegung auf der Fliche erfolgt sonach dann gleichférmig. Beachten wir,
daB die Zwangskraft N die einzige Kraft ist, die auf den Punkt wirken miilte,
wenn er als freier seine auf der Fliche liegende Bahn beschreiben soll, und
diese Kraft, wie auf S.15 gezeigt wurde, in der Schmiegungsebene der Bahn
liegen muf, so erkennen wir, daB die Schmiegungsebene der Bahn die Flichen-
normale enthalten muB. Kurven dieser Eigenschaft sind nun die sogenannten
kiirzesten oder geoditischen Linien der Fliche, die man erhilt, wenn
man einen Faden zwischen zwei Punkten der Flache {iber letztere spannt
(vgl. Statik, Bd. IT, S. 255).

2. Bei der Bewegung eines schweren Punktes auf geneigter Ebene ist es
zweckmiBig, rechtwinklige Punktkoordinaten in der Ebene selbst zu ver-
wenden und zwar, indem wir die Anfangslage 4, des Punktes als Koordinaten-

Y

Fig. 34. Fig. 35.

anfang wiblen, und eine Horizontale in der Ebene als X-Achse (s. Fig. 34).
Es wird dann X =0, Y=—L-sine und Z= — L-cose, falls L=mg die
Schwere des Punktes und o den Neigungswinkel der Ebene bezeichnet. Die
Zwangskraft N wird hier ==— Z = mg cos « und die Bahn eine ebene
Kurve, fiir die die Differentialgleichungen der Bewegung die folgenden beiden
werden: - .

m%—;:X:O, mc(f—tng:—mgsina.

Diese lassen sich unmittelbar integrieren und ergeben
. 1.
% ="0pe (t — 1), y="15yE—1% —‘2‘95“1“@_%)3:

weil z,=y,=0 angenommen wird. Aus ihnen folgt als Bahn eine Parabel,
deren groBe Achse der Y-Achse parallel ist.

3. Die Bewegung eines schweren Punktes auf einer Kugelfliche stimmt
iiberein mit der des sogenannten sphérischen oder Raumpendels, d. i. der
eines schweren Punktes A am Ende eines masselosen Fadens von der Linge
OA=1, der in O festgehalten wird (s. Fig. 35), denn dann liegt die Bahn von 4
auf einer Kugelfliche vom Radius I, deren Gleichung

fryn)=a*+y*+ 22— 12 =0
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ist, falls der Koordinatenanfang in den Kugelmittelpunkt gelegt wird. Wihlen
wir ferner die Z-Achse lotrecht nach abwirts, dann wird X =Y =0 und
Z =L =1mg, und die Differentialgleichungen (35) nehmen hier die Gestalt

e d®y d*z

m s =12z, mm_l 2y, "o =mg-}+A4-27
an. In diesem Falle liefert nun nicht nur das Energieprinzip ein Integral
dieser Gleichungen, némlich das folgende

S0 =) =U—Uy=mg (—2),
sondern auch das Prinzip der Erhaltung der Flichen in der Form (29a), d. i
dz dy .
Y —*% E‘t—_const—_c'.

Hierzu tritt die Gleichung, die aus der Differentiation der Flachengleichung
nach der Zeit hervorgeht

die beide zusammen dis Ausdrucke
vt _vewz—cy _dy__vyztecx
T At -y T Y dt Pty
liefern, in denen v, = % ist. Setzen wir hierin #®-}-y* =1* — 2* ein und dann

diese Werte in die Gleichung
=yt 0t=0v2|2¢(r—2),
30 geht sie iiber in die folgende
¢ 2 dz\? 21
wa T () =+ 2~

aus ihr findet sich 3—: als Funktion von 2, und daraus durch Integration

=+lf dz
A G ETAEE ICEEE

Das Integral ist ein elliptisches; seine Umkehrung liefert z als Funktion
von {, Die Bahn verliuft im allgemeinen zwischen zwei horizontalen Ebenen,
dz
T =0
hervorgehen. Diese Gleichung ist vom 3. Grade und hat drei reelle Wurzeln,
von denen jedoch eine nicht in Betracht kommt, weil sie eine die Kugelfldche
nicht schneidende Ebene bestimmt.

Die Bahn geht in einen Kreis in der horizontalen Ebene z = const=1
iber, wenn die Resultierende aus der Zwangskraft N und’ der Schwere L zur

deren Abstinde z vom Kugelmittelpunkte aus der Gleichung v, =

2
Zentripetalkraft m % wird. Es ist dann v=const=v, und p=:-Isiny=r,

mv®  mu’ . . .
ferner Ltan v = Srelee 7°~; sonach muB v, horizontal gerichtet sein und der
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Gleichung .
v.2
mg I m%
z r

geniigen, aus der fir z=~h
g __\JsE—=1)
Po=r \/; 3

folgt. Die Fadenspannkraft, die entgegengesetzt gleich der Zwangskraft N ist,
erhilt in diesem besonderen Falle die GrofSe

L mgl
cosy  h

H

wihrend sie im allgemeinen wegen der Abhiingigkeit von ¢ nur aus den Bahn-
gleichungen bestimmt zu werden vermag, bzw. unter Benutzung von (35) mittels 4.
dv, a
77 U0
des fiir v, gefundenen Ausdruckes, sowie der dritten der Differentialgleichungen
(35) zu

Ny sy PR R

2
Der letztere Weg fithrt unter Benutzung der Beziehung d(-ﬂz»—- v,

In den vorhergehenden Darlegungen wurde vorausgesetzt, daf
die Kurven und Fldchen, an die die Bewegungen des Punktes ge-
bunden sind, starr und in Ruhe seien. Diese Einschrinkung ist
aber fiir die Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegungen
selbst keineswegs notig, denn diese bleibt die gleiche auch dann,
wenn die Kurven und Flichen verinderlich sind, und zwar gleich-
gliltig, ob es sich dabei um starre bewegte oder ihrer Gestalt nach
mit der Zeit verdnderliche Kurven oder Flichen handelt. Denn
der auf den Punkt von der Kurve oder Fliche ausgeiibte Zwang
besteht nur in einer Richtungsinderung der Geschwindigkeit; die
Zwangskraft muB daher senkrecht zur Kurve, bzw. Fliche stehen
und zwar in der Gestalt, welche die Kurve bzw. Fliche zur Zeit #
hat. Das hat zur Folge, daB die Zeit ¢ z. B. in den Richtungs-
cosinus der Normalen einer Fliche f(xyzf)==0 bei der Differentia-
tion nach den Koordinaten x, y, z als Kon-
stante zu behandeln ist, also als ob die Fliche
unverénderlich wére.

Dagegen ist zu beachten, daB das Prinzip
der kinetischen Energie fiir die Bewegung auf
verdnderlichen Kurven und Flichen keine
Giiltigkeit besitzt, weil die Zwangskraft N zwar
senkrecht zur Kurve oder Fliche, aber nicht Fig. 36.
zur Bahn des Punktes senkrecht steht, denn
letztere fallt nicht mit der verinderlichen Kurve zusammen, bzw.
nicht in die veréinderliche Fliche, und somit ist die Arbeit von
N von Null verschieden. Es sei (s. Fig. 36) z. B. ¢ die verinder-
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liche Kurve, auf der A sich zu bewegen gezwungen ist, dann
geht in der Zeit d¢ die Kurve in ¢’ iiber, wihrend sich A gleich-

zeitig auf ¢ vorwirts bewegt; das Element 4 4’ der Bahn des
Punktes schlieBt folglich mit N einen von —;i verschiedenen Winkel

ein, womit erkannt wird, daB N eine Arbeit verrichtet, was im Falle
der gebundenen Bewegung auf starrer ruhender Kurve oder Fliche
nicht der Fall ist.

Beispiel:

Ein Punkt A4, auf den keine #uBeren Krifte wirken, bewege sich auf
einem starren Kreise k (s. Fig. 37) vom Radius R, der sich in horizontaler
Ebene um einen Punkt D seines Umfanges gleichformig mit der Winkel-
geschwindigkeit w, dreht. Es sei M, di¢ Anfangslage des Kreismittelpunktes M
und £ M D M,=vyw=w,-t der Drehwinkel der Kreisebene. Bestimmen wir
die Lage des Punktes A, dessen Masse m sein mége, durch Polarkoordinaten

DA=r, £ ADM, = ¢ gegen die Be-

") zugsebene und fithren noch den Winkel

£ =y — ¢ ein, 80 werden die Kompo-

nenten der Zwangskraft N in radialer

Richtung P,==— N coss, in zirkularer

P,= Nsins und demgemaB die Differen-

tialgleichungen der Bewegung von A gegen
die Bezugsebene

dir do\?
m{ﬁ—r(w)}z——lvcos.s,

md(giq_;>_ .
Ta—t r dt ——-+NSID8,

wie man leicht erkennt. Eliminieren wir
hieraus IV und setzen noch @ == — &= w,-t — ¢ ein, 80 ergibt sich als Diffe-
rentialgleichung der Relativbewegung des Punktes A auf dem Kreise nach
entsprechenden Umformungen und mit r =2 Rcos ¢

@ = — w,? sin £ cos &;
aE = ;
diese kann auch in der Form
2
T2 — — wsin @)

geschrieben werden. Damit wird erkannt, daB sie mit der Differentialgleichung
des Fadenpendels (s. S. 51) iibereinstimmt, falls % = w,? gesetzt wird. Es ist

sonach die Bewegung des Punktes 4 auf dem Kreise identisch mit der Be-
wegung eines Fadenpendels von der Linge I==R, das im Mittelpunkt M be-
festigh ist und von der nach GréBe und Richtung konstanten Kraft m R g
parallel dem Durchmesser D4, beansprucht wird. Die Zusammensetzung
dieser Bewegung mit der Drehung der Kreisebene um D fiihrt zur Kenntnis
der gesuchten Bewegung des Punktes 4 gegen die Bezugsebene.
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Fiir die letztere gilt nun das Prinzip der kinetischen Energie nicht, wie
man sich mittels der Differentialgleichungen der Bewegung des Punktes 4
gegen die Bezugsebene sofort iiberzeugt. Multiplizieren wir die erstere mit dr,
die letztere mit rd ¢ und addieren sie, so erhalten wir

d2r dtp) ( . ) } [__ . o
m[{d? (dt }d1+dt d dp| =N |—coss-dr-|rsine de| .
Der Ausdruck links ist identisch mit dem Differential dW=d (m; )

der kinetischen Energie, der rechts mit dem der Arbeit d4 der Kraft N;
letztere geht nach KEinsetzung von r=2 R cose und ¢ =, t— & iiber in
dA=NRw,sin2e-dt und ist von Null verschieden, was zu beweisen war.
Dagegen gilt das genannte Prinzip fiir die Relativbewegung von 4 auf dem
Kreis k, wie der Vergleich mit der Bewegung des Fadenpendels unmittelbar
erweist.

7. Kap. Die Bewegung der Massenpunktsysteme.

Unter einem Massenpunktesystem werde eine Anzahl materieller
Punkte verstanden, auf die duBere Krifte wirken und die in ihren
Bewegungen sowohl gegen den Bezugskdrper, als gegeneinander
durch irgendwelche Bedingungen beschrinkt sind. Solche Be-
dingungen sind z. B., dal die Entfernung zweier Punkte sich nicht
andert, oder daB der eine oder andere Punkt auf einer Kurve oder
Flache sich zu bewegen gezwungen ist, daf zwei Korper des Systems
sich dauernd beriihren, usw. Als Beispiel veranschaulicke man sich
das Doppelpendel, das aus einem mathematischen Pendel besteht,
an dessen beweglichem Endpunkfe ein weiteres derartiges Pendel
befestigt ist. Die Losung der Aufgabe, die Bewegung eines Massen-
punktesystems zu ermitteln, fordert in erster Linie die Aufstellung
der Differentialgleichungen fiir die Bewegungen der einzelnen Massen-
punkte. Hierbei ist zu beachten, daf wir nur die Differential-
gleichungen der Bewegung eines freien Massenpunktes kennen, nim-
lich die Gleichungen (I) (S. 18); auf sie allein kénnen wir uns bei
Losung der Aufgabe stiitzen. Zu dem Ende schlagen wir folgenden
Weg ein. Wir fithren Hilfskrifte ein von solcher Grofe und Rich-
tung, daf die einzelnen Systempunkte unter deren Einflu und der
auf sie wirkenden #uBeren Krifte ihre tatsichliche Bewegung als
freie Punkte vollziehen wiirden; fir diese Bewegungen aber gelten
die Gleichungen (I)

Es sei A, einer der n Massenpunkte des Systems, m, seine
Masse und a, (s. Fig. 38) seine Bahn, die er tatsichlich durchliuft.
Dann hat dieser eine nach Grofie und Richtung eindeutig bestimmte
Beschleunigung &,, und dieser entspricht eine in Richtung von b,
wirkende beschleunigende Kraft B,=m,b,, falls der Punkt A4,
frei beweglich wire. Diese Kraft ist nun im allgemeinen nach
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GroBe und Richtung verschieden von der &uBeren Kraft P,, die
auf A, wirkt, bzw. von der Resultierenden aller auf 4, wirkenden
guBeren Krifte, und zwar wegen der die Bewegung von A, be-
schrinkenden Bedingungen. Letztere sind so-
nach durch Hilfskrifte zu ersetzen, deren Re-
sultierende die Kraft J,, die sogen. innere
Kraft am Punkte A, sein mag; sie ist so
zu bestimmen, da sie zusammen mit P,
dem Punkte A4, die Beschleunigung b, in
jedem Augenblick der Bewegung erteilt, also
mit P, durch das Parallelogramm der Krifte
zusammengesetzt, die Resultierende B, ergibt
Es ist folglich J, durch die Beziehung

BkZPk:f:Jk

Fig. 38.

eindeutig bestimmt. Damit aber gelangen wir sofort zu den ge-
suchten Differentialgleichungen der freien Bewegung des Punktes 4,
indem wir die Bewegung des Massenpunktesystems auf ein Koordi-
natensystem beziehen, fir welches z,, y,, 7, die Koordinaten von
4,, X,, Y,, Z, die Komponenten von P, und J, ., Jy , J,, die
von J, seien. Dann bestehen zufolge (I) die Gleichungen
2, a2 d?z

(ID) mk%zxk+ka’ mk_&i_/‘z£=yk+']ku’ mk”d‘t?k:Zk‘*‘Jku
in denen der Reihe nach k=1, 2, 3, ..., n zu setzen ist. Diese
3n Differentialgleichungen reichen jedoch nicht aus, um durch ihre
Integration die 37 Koordinaten der Systempunkte als Funktionen
der Zeit zu ermitteln, denn sie enthalten als weitere Unbekannte
die Komponenten J,,, J,,, J,, der inneren Krifte J,. Um auch
die letzteren zu bestimmen, haben wir zu beachten, daB sie so zu
wihlen sind, daB durch ihren EinfluB lediglich den Bedingungen
geniigt wird, die die Bewegungen der Systempunkte verkniipfen,
oder anders ausgedriickt, da3 die inneren Krifte fiir die Bewegung
des Systems wirkungslos sind, also an ihm sich das Gleichgewicht
halten miissen. Eines der h&ufigsten Vorkommnisse ist die Starr-
heit der Verbindung zwischen zwei Systempunkten, deren Entfernung
gich also wiahrend der Bewegung des Systems nicht #ndern darf.
Dieser Bedingung wird entsprochen durch Einfilhrung zweier Zwangs-
krifte, von denen die eine in 4,, die andere in A, angreift; erstere
werde mit S,,, die andere mit §,, (s. Fig. 39) bezeichnet. Sie
miissen sich am System das Gleichgewicht halten, was nur méglich
ist, falls sie in der Geraden A4, A4, wirken und entgegengesetzt gleich
sind, also die Bezichung §,, 7~ S,, == O besteht. Ferner, wenn Punkte
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des Systems auf Kurven oder Flichen sich zu bewegen gezwungen
sind, so lassen sich diese Bedingungen durch Zwangskrifte (senk-
recht zu den Kurven bzw. Flichen) der gleichen Art erfiillen, wie
im 5. Kapitel dargelegt wurde. Nur ist dabei zu beachten, daBl
diese Zwangskrédfte im entgegengesetzten Sinne, aber von sonst
gleicher Grofle, auf die Kurve bzw. Fliche wirken, wenn letztere
dem bewegten System angehdren. Das gleiche gilt von all den
Zwangskriften, die die Bedingungen der Beriihrungen von Kérpern
des bewegten Systems in Punkten, Linien oder Flichen ersetzen
sollen. Man verfihrt hierbei in der gleichen Weise, wie bei dem
Gleichgewicht von Kriften an beweglichen Verbindungen starrer
Korper, es kann deshalb hier auf die beziiglichen Darlegungen im
24. Kapitel des IL. Bandes verwiesen werden, in denen an die
Stelle der Stiitzkrifte hier die Zwangskrifte zu treten haben.

Im allgemeinen werden die einzelnen Systempunkte mehreren
Bewegungsbedingungen unterworfen sein; dann setzt sich die innere

.~

Fig. 39.

Kraft J, des Systempunktes 4, aus mehreren Zwangskriften zu-
sammen.

Fiir die Vorausberechnung der Bewegung des Systems ist nun
wesentlich, da3 die Bedingungen, denen die Bewegung der System-
punkte unterworfen ist, sich in Form von Gleichungen zwischen den
Koordinaten der Systempunkte ausdriicken lassen; sie mogen die
Bedingungsgleichungen fiir die Bewegung des Systems genannt
werden. So ist z. B. die Bedingungsgleichung der starren Verbin-
dung zwischen den Punkten 4, und 4, (s. Fig. 39)

(36) @ — 2 + W — 1) + (B —2,)* — 8%, =0,
oder die der gezwungenen Bewegung eines Punktes 4, auf einer
rubhenden starren Fldche die Flidchengleichung
F(2y, v 2)=0

usw. An folgenden zwei Beispielen soll die Einfilhrung der Zwangs-
krifte und die Aufstellung der Differentialgleichungen der beziig-
lichen Systembewegungen erldutert werden.

Beispiele:

1. Es sei OA 4, (s. Fig. 40) ein Doppelpendel, dessen ruhender
Punkt O zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit lot-

recht nach abwirts gerichteter positiver Z-Achse gewahlt werde. Weil
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. IIL 5
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4, =1, = const, so muBl sich 4, auf einer Kugelfliche von der Gleichung

=2ty 42 —12=0

bewegen, und dieser Bedingung wird geniigt durch Einfilhrung einer Zwangs-

kraft S, in Ri
A4, 4,=1,,=co

chtung 4,0,, d. i. der Flichennormalen. Ferner ist auch

nst; es besteht folglich die Bedingungsgleichung

o= (2 —2,)" + Yo — Y )* + (r— 2,)* — 1, =0

zwischen den K
(Fadenspann)- K

oordinaten beider Punkte, der durch Einfiithrung der Zwangs-
raft §,, in Richtung 4, 4, entsprochen werden kann. Die beiden
Zwangskrifte S, und 8S,, zusammen-

0 gesetzt ergeben die innere Kraft J,

am Punkte 4,, welche zusammen
mit der duleren Kraft am Punkte 4,,
in diesem Falle seiner Schwere L,
= m, g, die beschleunigende Kraft B,
der freien Bewegung des Punktes 4,
ergibt. Im Punkte A4, ist dagegen
nur die Spannraft S,; = 8,, des Fa-
dens 4,4, als Zwangskraft anzu-
bringen; es stimmt sonach die innere
Kraft J, mit S,, tiberein, und B, wird
nach Gréfe und Richtung gleich
der Resultierenden aus 8,, und der
Schwere L, = m,g. Demgemi8 er-
halten wir unter Beriicksichtigung

Fig. 40.

des Umstandes, dal hier X, =Y,=—=0; Z,=m,g, X,=Y,=0; Z,—m,g
die sechs Differentialgleichungon fiir die Bewegung des Doppelpendels nach

(1I), in denen

Jiz=— 8 08y, — Sy CO8 0y, J1y=— 8, cosoty, — S, cO8 Ay, ,
S S, S, S,s
= ‘l_1x1—"l£(x2_x1) —_“"‘lef‘"l_m(%_?/l)
1 12 1 12
J1.=-— 8, cos «; , — 8,; cos %z,
Sl Sl?
= g, — =22y
A Z 7 (22— 2)
Jow =8 =S — —Sie
2z == Og CO8 Kz == ; @ —x), J2y =08, c08%,=12(y,—y,),
12 ll?
Jo, =18, cos oo, = l‘“" (23 — 2,)
zu setzen ist, so daB sie die Form 12
d?z, S, S da?y S S,
mlW>:_l—1xl——l_:f(x2—xl)’ m1‘d(tzl :_"_li—yl l—m(yz AR
diz, S, dty, S,
Mg — o == 22 () — 2 12 S
2 dt“ lxe ( 2 Z1> m2dtz l1z (y~ yl)
a2z S S,
miﬁ:mlg—l“:zx‘l‘;g(ze_%) s
d?z, S,
majtgi: 29"‘?1;(2’2*‘21)
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annehmen. Zu ihnen treten noch die beiden Bedingungsgleichungen ¢, =0
und ¢,=0, so daB wir insgesamt acht Gleichungen zwischen den sechs Ko-
ordinaten x, y, 2, ®, ¥, 2, und den beiden Zwangskréaften S, und S,, haben, also
ebensoviel Gleichungen als Unbekannte. Eliminiert man 8, und S,, aus den
sechs Differentialgleichungen, so erhilt man vier Differentialgleichungen zwischen
den Koordinaten und ¢; duorch deren Integration ergeben sich in Verbindung
mit den beiden Bedingungsgleichungen die sechs Koordinaten der beiden System-
punkte als Funktionen der Zeit.

Fiir die Durchfithrung der Rechnung zweckmiBiger ist es, sogenannte
unabhingige Verinderliche einzufiithren, d. h. solche, die die Bedingungs-
gleichungen identisch erfillen. Im vorliegenden Falle wird ¢, =0 befriedigt
durch die Substitutionen x; =1, siny, cos y,, y,=1I, siny;siny,, z,=1 cosyx,
in denen vy, der Winkel A4,0Z und y, der Winkel der durch 4, und die Z-
Achse gehenden Ebene mit der X0 Z-Ebene ist, ferner ¢,=0 durch die Sub-
stitutionen @, — @, = Il;, sin y, €08 75, Yo — Yy = l;p sin y, sin gz, und 2z, — z,
=1l,c08%,, in denen v, den Winkel von 4,4, mit der Z-Achse und y, den
Winkel bezeichnet, den die zur
Z-Achse parallele Ebene durch A4,
und A4, mit der X O Z-Ebene ein-
schlieBt. Aber trotz der Einfilhrung
dieser vier Ver#énderlichen werden
die Differentialgleichungen noch so
verwickelt, daBl auf sie nicht weiter
eingegangen werden soll.

2. Zwei schwere Punkte 4, und

Sz1

i
|

A, seien starr verbunden und der l I L, { Xz
eine (4,) auf einer Raumkurve von g A v/ X
den Gleichungen y, =f,(z,), 2 = 4 ! /9
f:(z,) sich zu bewegen gezwungen :// ‘
(s. Fig. 41). Die Starrheit der Ver- ) %
bindung zwischen 4, und 4, macht Fig. 41.

die Einfiilhrung zweier entgegenge-

getzt gleicher Krdfte S;, und S,

nitig, ferner der auf 4, ausgelibte Zwang der Kurve a, die einer Zwangskraft S,,
die auf a, senkrecht steht. Die Kraft J, wird hier sonach zur Resultierenden
aus 8, und S,, , die Kraft J, dagegen deckt sich mit der Zwangskraft S,, = 8,.
Beachten wir, dal X, =Y, =0, Z,=—L, = — m,g9, X,=Y,=0, Z;=— L,
= ~—m,g, und bezeichnen S;,, 8i,, Si,, die Komponenten von S, so werden
die gesuchten sechs Differentialgleichungen

a2 &

ml___dt21=sl,,——sm cos &, mlmgél:Sly—Slz CO8 &y ,
APz, 4z

Mg dt; = Slz CO8 &y my —E%B- = Sm COS &y,

d*z
mlTﬁiz—mlg+Slz—Slzcosag,

d2z
mgﬁz—mgg+ 8,p €08 &ty .

_ — Yy 2,—Z

In diesen ist cos oy — 22 i % , CO8 0ty = Ya 7 “Y1 cos o= 2l ! zu setzen.
12 12 12

Als Bedingungsgleichungen erhalten wir auBer der der Starrheit der Strecke

5%
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A, A, =1, , nimlich
@y = (1 — 2, (¥ — y)* + (2a — 2 — 1> =0,
noch die, welche ausdriickt, daB S, senkrecht auf der Kurve a, stehen muB,
und diese ist in der einfachsten Form
S1¢ d$1+ S],y dy, + S}gdzl =0,

Mit Benutzung der weiteren Bedingungsgleichungen y, =, (x,) und 2, == f; (),
nimlich der Kurvengleichungen, 148t sie sich in der Form

@ =581+ S, 1)/ (=) + 8.1 ()=0
schreiben, so daB wir vier Bedingungsgleichungen erhalten, die zusammen mit
den sechs Differentialgleichungen die zehn Unbekannten, mdmlich S;,, Si.,
81y, Si. und die sechs Koordinaten bestimmen.

Wie diese Beispiele zeigen, erhdlt man die zu integrierenden
Differentialgleichungen der Bewegung des Systems durch Elimination
der unbekannten Komponenten der Zwangskrifte aus den Glei-
chungen (II). Da deren Anzahl 3 n betrigt, so ist klar, daBl die An-
zahl » der unbekannten Zwangskraft-Komponenten kleiner als 3n

gein muB, und zwar
3n—yv>1,

falls die Bewegung des Systems méglich sein muB. Andrerseits ist

erforderlich, dafi die Zahl der voneinander unabhingigen Bedingungs-

gleichungen des Systems gleich »

z] sei, denn nur dann ist die Zahl der

Ay Unbekannten, ndmlich der 3# Ko-

Pl ordinaten der Systempunkte und

“hi ) der » Komponenten der Zwangs-

krifte ebenso groB, wie die der Glei-
chungen zu deren Ermittlung.

Xy Die Anzahl der Bedingungs-

i_Zx
g
/ i//‘;,,‘ /é//i gleichungen ist Null bei dem sog.

/ freien System. Hierunter ver-
4 steht man ein System 7 materieller
Fig. 42. Punkte, die ihrer gegenseitigen An-

ziechung nach dem Newtonschen

Gesetz unterworfen sind, aber sonst freibeweglich. Es seien (s. Fig. 42)
A4, A; zwei beliebige dieser Punkte mit den Massen m, bzw. m;,
dann wirken sie aufeinander durch die beiden entgegengesetzt gleichen

Krifte P, ,;=P,,=x- r:;n, in Richtung der Geraden A4, A,. Zerlegen
4
wir sie in Komponenten, so werden diese

x,—zx

—_ . —_— ( i h) —

X, ;== P cosay;, = umm;~—a Y, =xm, m, o
hi hi

Wi — 9
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(m—2)

3 H
Thi

Zy == wm,m;

und folglich erhalten die Differentialgleichungen (II) fiir den Punkt 4, ,
der von allen tibrigen Massenpunkten eine derartige Anziehungskraft
erfahrt, die Gestalt

dx m,(x,~—x
My — 2 ZE(Xhi>=”mh2(—"‘_“"( s h)>§
dt .
dy, m,(y,—y d?z m, (2, — 2z
s )
(2 (2

in denen r,;=Vi(a;— 2,* + (y;— ¥,)* -+ (2, — #,)® 7zu setzen ist. Er-
setzen wir nun der Reihe nach % durch 1, 2, 3,...,n, so erhalten
wir auf diesem Wege die 3 n Differentialgleichungen der Bewegung
des freien Systems. In dem Falle des Zweikérper-Problems (n==2)
lassen sich alle Integrationen durchfithren, dagegen in dem des
Dreikérper-Problems (n =3) z. Z. noch nicht.

Bei dem starren System dagegen ist y=3n—6, falls n
die Anzahl 'der materiellen Punkte des Systems bezeichnet, denn
zur starren Verbindung von =

Punkten sind 3n — 6 in ihren \
Lingen voneinander unabhingige z p“/ \” Sin
Strecken (vgl. Bd. II, S.233) not- %/ §<
wendig und hinreichend. Dement- ///%////, .
sprechend bestehen fiir das starre a1 ’
System »=3n— 6 Bedingungs- NN ‘lzi
gleichungen der Gestalt (36) zwi- Shi lon /)J(\ !
schen den Koordinaten der System- Uz, N Zi
punkte und ebensoviel Zwangskrifte 7 T =7
der Startheit §,;=38;, (s Fig. 43) v | fo
treten in den Differentialgleichungen / vV
(IT) auf. Daher filhrt die Elimi- ¥ _

Fig. 43.

nation dieser Kréfte aus letzteren
auf 3n —yv =6 Differentialglei-
chungen, die zusammen mit den v=3n— 6 Bedingungsgleichungen
(86) die Aufgabe 16sen.

Doch 1i8t sich im vorliegenden Falle ein wesentlich einfacherer
Weg einschlagen, der immer dann am schnellsten zum Ziele fiihrt,
wenn fir das betreffende System die Bedingungsgleichungen des
Gleichgewichtes #uBerer Krifte bekannt sind, was ja beim starren
System der Fall ist. Dieser Weg besteht in der Anwendung des
Prinzips von D’Alembert, zu dem folgende einfache Uberlegung fiihrt.
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Bringt man in 4, eine der beschleunigenden Kraft B, (s. Fig. 44)
entgegengesetzt gleiche Kraft 7', die sogen. Tragheitskraft, an,
die also die Wirkung von B, =P, :{\—\J , aufhebt, so ist der Punkt
im Gleichgewicht; wir haben sonach den Satz: An jedem System-
punkt halten sich die &ulBlere, die innere und die Trig-
heitskraft das Gleichgewicht. Beachten wir weiter, dal die
Resultierende aus P, und 7', die sogen. verlorene Kraft ¥, im
Punkte A, entgegengesetzt gleich der
inneren Kraft J, ist und die inneren
Krifte am System sich das Gleich-
gewicht halten, so 148t sich vorstehen-
der Satz such in der Form aussprechen:
Die verlorenen Kréafte halten sich
am System das Gleichgewicht.
Dies ist das Prinzip von D’ Alembert,
das an 'sich nichts anderes aussagt,
als die Grundlage, von der wir aus-
gingen, um die Differential gleichungen (II) der Bewegung des
Systems abzuleiten, das aber den Vorzug hat, ein Problem der
Dynamik auf ein solches der Statik zuriickzufiihren. Einen Vorteil,
und zwar den der gréBleren Einfachheit hat es dann und nur dann,
wenn die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes fiir das System
bekannt sind, wie schon erwihnt, denn dann ist es nicht erst notig,
die Zwangskrifte einzufiihren.

Brauchbarer ist das Prinzip von D’Alembert in der Form, die

sich ergibt, wenn man benutzt, da jede verlorene Kraft V, — Pk—/{\— T,
d. h. die Resultierende aus P, und 7T, ist, in der folgenden Gestalt:

Die auBleren und die Trégheitskrifte halten sich am
System dauernd das Gleichgewicht.

Wie einfach die Aufstellung der Differentialgleichungen der Be-
wegung eines Massenpunkte-Systems werden kann, zeigt sich beson-
ders bei Anwendung dieses Prinzipes auf das starre System. Fir
letzteres fanden wir als Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes
der wirkenden Krifte die sechs Gleichungen (V) (Bd. II, S. 162),
welche ausdriicken, daBl die Kréfte am starren Korper im Gleich-
gewicht sind, wenn die Summen ihrer Komponenten in Richtung
dreier zueinander senkrechter Achsen verschwinden und die resul-
tierenden Momente der Krifte fiir die drei Achsen zu Null werden.
Bezeichuen X,, Y, Z; die Komponenten der dulleren Krifte, x,,y,, 2,
die Koordinaten der Systempunkte und beachten wir, daf3 die Kompo-

d?x, a?y,
e T ™ e

nenten der Trégheitskrifte 7', hier die Gestalt — m,,
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2

m, dtk haben, so nehmen jene sechs Gleichungen die Form

\ 'z - d*y
%’g( ™ dt2> 0 "<Y"_m"7£‘~='k =

n
d*y d*x
%?{(Yk " 2k>zk_<Xk e )”k}—‘o
An Stelle dieser Gleichungen lassen sich auch die folgenden setzen,

n n
man sofort iibersieht, in denen X :E(Xk), Y=E<Yk>,
1 i

Zh' (Zk> die Komponenten der Resultierenden aller duBieren Krafte und

M, = %?(Zk?/k—ykzk>’ M, :E <szk”“zkxk>7
1
n
M, = E(kak - Xkyk)
1

die resultierenden Momente der letzteren fiir die drei Achsen be-
zeichnen:

37)

I

” n
[ P d*z d?y
) =5 fm (oGt -2 52—,
n n
d*y P d*z
(m 5=, E{mk<zk~gﬁ—-xw~d;>} w,
1 1

n

2z, ’_',{ P,
12: megp) =% dymlag, dt? ) =M

1

“Iq

l

Das sind die sechs Differentialgleichungen der Bewegung eines

frei beweglichen starren Systems, zu denen wir hier ohne die Zuhilfe-
nahme der inneren bzw. Zwangskrifte gelangten. Auf diese wiren
wir natiirlich auch auf dem friiheren, allerdings sehr umstéindlichen
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Wege gefiihrt worden, indem wir die 3 » Differentialgleichungen (II)
aufstellten und aus ihnen die v = 3 n — 6 Zwangskrifte S =18
eliminierten, die den 3#— 6 notwendigen und hinreichenden Be-
dingungsgleichungen (36) der Starrheit des Systems entsprechen.

Nicht nur bei dem starren System erweist sich die Anwendung
des Prinzipes von D’Alembert als zweckmiiBig, sondern auch bei
allen Massenpunktsystemen, fiir die man die Bedingungsgleichungen
des Gleichgewichtes von Kriiften bereits kennt. Nun haben wir bei
Aufstellung dieser Bedingungsgleichungen (s. Bd. II, 22. und 26. Kap.)
vorausgesetzt, daB die Bedingungsgleichungen, denen die Bewegung
des Systems unterworfen ist, skleronom sind, d. h. von der Zeit
nicht abhéngen, sondern nur von den Koordinaten der Massenpunkte.
Der aligemeinere Fall aber ist der, dafl diese Bedingungsgleichungen
auch die Zeit enthalten (sie werden rheonom genannt); es fragt sich,
ob das Prinzip von D’Alembert dann auch angewendet werden darf.

Hieriiber gibt folgende Erwidgung AufschluB. Ist die Bewegung
des Systempunktes 4, u.a. an die Bedingungsgleichung

(38) Pn (219, %,1) =0 (k=1,2,...,n)
gebunden, so bedeutet das fiir das Gleichgewicht der Krifte an
dem System, dafl die Elementararbeit 6 4 der letzteren verschwinden
mufl fiir alle du, des Punktes A4,, die der Bedingungsgleichung (38)
geniigen, d. h. die der Gleichung

" o9,
(88a) Zc'(%éxk—]—%%éyk—}-%%éz,‘):O
i

entsprechen, in der dz,, dy,, dz, die Projektionen von dw, auf die
drei Koordinatenachsen bezeichnen. Hiermit wird ersichtlich, daB
man bei Aufstellung der Gleichung (38a) die Zeit ¢ als Konstante
betrachtet. Wenn z B. die Bewegung des Punktes 4, an eine mit
der Zeit ¢ sich &ndernde Fliche gebunden ist, so hat letztere zur
Zeit ¢ eine ganz bestimmte Gestalt, auf der das Su, liegen mu8.
Das wird durch die Gleichung (38a) zum Ausdruck gebracht, nicht
aber durch die folgende

(38b) Z‘(a%ax,‘-|-a"’ka L+a"”k >+%at'=o.

Behandelt man aber bei Aufstellung der Bedingungsgleichungen des
Gleichgewichtes die Zeit in den Bedingungsgleichungen (38) der Be-
wegung des Systems als konstant, so unterscheidet sich dieses Ver-
fahren in nichts von dem bei zeitfreien Bedingungsgleichungen; es
muB daher das Prinzip von D’Alembert auch in diesem Falle
Giiltigkeit haben.
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Beispiel:

Zwei starr verbundene Massenpunkte 4, und A4,, auf die keine &uBeren
Krifte wirken, bewegen sich in der Ebene eines Kreises (K) (s. Fig. 45), dessen
Radius R sich mit der Zeit #ndert. Der Punkt 4, sei gezwungen, sich auf
diesem Kreise zu bewegen. Legen wir den Koordinatenanfang O in den Kreis-
mittelpunkt, dann ist O 4, = R=f(f) und die Bedingungsgleichung fiir die
Bewegung von 4, lautet

@1 (B Yy b) =~ y,* — B*=0.
Die Bewegung von A; und 4, ist ferner an die Bedingungsgleichung

P (T, Y1 Xa Yo ) = (T — 2, P (Yo — Yo )P — =0

gebunden, in der A, 4, =1 eine Konstante ist.

Zwecks einfacher Anwendung des Prinzips von D’Alembert fassen wir
beide Punkte als die einer starren Ebene auf, die sich komplan in der Kreis-
ebene bewegt und einer ihrer Punkte 4, auf
der vorgeschriebenen Kurve (k). Fir diesen
Fall haben wir die Bedingungsgleichungen
des Gleichgewichtes schon aufgestellt, und
zwar sind diese die Gleichungen (78a) und
(78b) des II. Bandes (16. Kap., S. 121), welche
ausgdriicken, daB das resultierende Moment
aller Krifte fiir den gefiihrten Punkt (hier 4,)
verschwindet und die Resulierende aller Krifte
senkrecht zur Kurve (k) steht. Da hier keine
#uBeren Krifte wirken, so haben wir beide
Gleichungen nur fiir die Trigheitskrifte auf-
zustellen, und diese werden,

dﬁ
My —=5- dt?‘ (ye ) m?'&%(‘%’_“vl):o’

& &, @y,
('”1 aE ™ dtﬂ>2y1 <m1 qe T dt:>2z‘=0;

0p, 09,
oY, =24, A
beiden Differentialgleichungen in Verbindung mit obigen beiden Bedingungs-
gleichungen fiir die Bewegung beider Punkte bestimmen die vier Koordinaten
als Funktionen der Zeit und losen sonach die Aufgabe.

Zu denselben Differentialgleichungen gelangt man unter Benutzung des
erst angegebenen allgemeineren Weges, nimlich der Aufstellung der Differential-
gleichungen (II) mittels der Zwangskrifte. Diese letzteren sind hier die zur
Kurve (k) senkrechte Kraft N, sowie die beiden in 4, bzw. 4, angreifenden
entgegengesetzt gleichen Krifte S, die die Starrheit der Verbindung von 4,
und A4, ersetzen (s. Fig. 45). Zerlegen wir letztere Krifte in Komponenten,
so werden die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes der Trigheits- und
Zwangskrifte

letztere, weil =22, aus obiger Gleichung sich findet. Diese

% 2
mllis — Ncosgp—Scosy =0 —-mg%%—{—Scosw:O
in 4, d_t und in A4,
—_my —5 dt” — Nsing — Ssiny=0 — dyg—{—Ssmtp-———-O
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yz-l"yx’ cosw:_@'{_ﬂ
ein und eliminieren aus ihnen N und S, so erhalten wir, wie leicht ersichtlich,
dieselben Differentialgleichungen wie vorher.

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB es auch Bedingungs-
gleichungen fiir die Bewegung eines Systems gibt, die nicht die Form (38)
einer endlichen Beziehung zwischen den Koordinaten zyyy2zx und der Zeit ¢
haben, sondern die einer Differentialbeziehung. Wenn z. B. in Fig. 45 der
Punkt 4, gezwungen wire, sich in der Richtung nach 4, hin zu bewegen,
wihrend 4, auf der Kurve ¢, (z,y,t)==0 sich bewegt, so besteht die Be-

dingungsgleichung Z_Z;___Q‘ig_:?!_l oder auch

1 T ¥

Fiihren wir hierin sing ::% , COS @ = % , siny =

@y — ;) dyy — (¥ — ) 2y =0,
die sich nicht unmittelbar integrieren, also durch eine Gleichung der Form (38)
ersetzen laft. Das gilt von allen Differential-Bedingungsgleichungen, die den
Integrabilitéitsbedingungen nicht geniigen. Letztere nennt man nach Hertz
anholonom, wihrend die anderen holonom heiBen. Doch soll hier auf
derartige Fille nicht besonders eingegangen werden, da sie eine Anderung
des Verfahrens zur Ermittlung der Differentialgleichungen nicht bedingen.

8. Kap. Das Prinzip der Kkinetischen Energie fiir Massen-
punktsysteme.

Bezeichnet m, die Masse und v, die Geschwindigkeit des System-
punktes A,, so nannten wir die Grole W,=3m,v,? die kinetische
Energie oder Wucht des Punktes. Dementsprechend wollen wir den
Ausdruck

(59) W= 32 (W)= 3 (3 my )

die kinetische Energie oder Wucht des Massenpunktsystems
nennen. Diese steht mit der Arbeit der HuBeren Krifte pP,, die auf
die Systempunkte wirken, in einem &hnlich einfachen Zusammenhang,
wie bei nur einem Massenpunkte. Um das zu beweisen, setzen wir

in der ersten der Differentialgleichungen (II) ix_k:”km ein, wodurch

dt
2
die linke Seite mk%—::?" in m, ddL'tw —m, vkx%%f = zj— (L m, v3,) itber-
% T

geht; die Gleichung kann dann in der Gestalt

d(3m,vi,) = (X, +J,,) d=,
geschrieben werden. Formen wir die beiden anderen Gleichungen in
derselben Weise um und addieren alle drei, so erhalten wir

(3 my vk, +Fm ok, 43 m 0% ,) =X, do, + Y, dy, 4 Z, dz,
+ Jia 4, 4 I3, Ay, 1+ T3, 42
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Hierfiir kénnen wir auch die folgende Form
dW,=d4,+d4®

getzen, in der d 4, die Arbeit der duBeren und d 4, die der inneren
Krifte des Systems bei seiner unendlich kleinen Lageninderung be-
zeichnet. Summieren wir nun alle vorstehenden Gleichungen von
k=1 bis k=mn, so erhalten wir unmittelbar die Bezeichnung

a( )= @)+ Daap)

wofiir wir die folgende
dAW=dA-{-dA®»

setzen konnen, in der d 4 :E(d A,) die Elementararbeit aller &ueren
1

n
und d4® =2c'(dAk(")) die aller inneren bezeichnet.
1

Definitionsgemd sind die inneren Krifte J, ohne Einfluf auf
die Bewegung des Systems; sie halten sich also am letzteren das
Gleichgewicht, d. h. es ist wihrend der ganzen Dauer der Bewegung,
bzw. in jeder Lage des Systems

04N =0
fiir alle moglichen Elementarbewegungen des Systems. Unter letz-

teren mufl sich auch die wirkliche Bewegung desselben befinden,
folglich

dA¥ =0
gein in allen Lagen des Systems. Es besteht sonach die Beziehung
(40) dW=dA

und diese sagt, daBl die Anderung der kinetischen Energie
des Systems wéhrend einer Elementarbewegung desselben
gleich ist der Elementararbeit der auf das System wirken-
den duBeren Krafte.

Integrieren wir vorstehende Gleichung iiber die Bewegung des
Systems aus seiner Anfangslage bis hin zu einer beliebigen endlich
verschiedenen Lage, so erhalten wir die Beziehung

(41) W—W,=A4,

in der

n
W0=2f(% My, v 4)
1
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die Wucht oder kinetische Energie des Systems zu Beginn der Be-

wegung und
TV o

4 =E[I(Xkdxk +Y,dy, —[—dezk)}
' ToxYor %ok

die Arbeit der Systemkrifte wihrend der Bewegung bedeuten. Man
nennt (41) das Prinzip der Wucht oder kinetischen Energie
fiir Massenpunktsysteme; letzteres sagt aus, daB die Anderung der
Wucht eines Massenpunktsystems gleich ist der Arbeit der
auf das System wirkenden &uBeren Kridfte wéhrend der
Bewegung.

Das Prinzip der Wucht ist nun wohl ein sehr umfassendes, doch
gilt es nur mit der Beschrinkung auf Bewegungen von Massenpunkt-
systemen, deren Bedingungsgleichungen skleronom sind, also die Zeit
nicht enthalten. Denn im anderen Falle verrichten die inneren,
bzw. die Zwangs-Krifte eine Arbeit, wie wir schon bei der Bewegung
eines Massenpunktes auf vorgeschriebener Kurve oder Fliche (s.S.61)
zeigten; es ist also dA® von Null verschieden und das Prinzip gilt
nicht. Das ist z. B. der Fall bei der auf 8. 62 u. ff. behandelten
Bewegung.

Ferner muB hier daran erinnert werden, daB, wie auf S. 40 nach-
gewiesen wurde, das Prinzip bei Kréften, -die von der Geschwindig-
keit ihres Angriffspunktes abhéingen, zwar gilt, jedoch nicht brauchbar
ist, da sich die Arbeitsintegrale nicht unmittelbar ausfithren lassen.

Sind die auf das System wirkenden dulleren Krifte konservative,
besitzen also Kriftefunktionen U, , so 1iBt sich die Arbeit 4 in der
einfacheren Form

A=U—10,
schreiben, in der

v— 3,

ist; dementsprechend nimmt das Prinzip der Wucht auch hier die
einfache Gestalt (26a) bzw. (26b) an, in der W und U die ent-
sprechende erweiterte Bedeutung haben.

Beispiele:

1. Fiihrt ein starres System eine Schiebung aus, so haben alle Punkte

die nach GréBe und Richtung gleiche Schiebungsgeschwindigkeit, die zur Zeit ¢
v sein mége. Dann findet sich fiir die Wucht der Ausdruck

n n
W=D G meo®) =4 v* DRmy) =4 M+,
1 1
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n

falls M =Zk'(mk) die Gesamtmasse bezeichnet. Dieser Ausdruck lehrt, da8
1

man in diesem besonderen Falle die Wucht des Systems durch die eines
Massenpunktes ersetzen kann, dessen Masse gleich der gesamten Masse ist.
Als dieser Punkt wird hidufig der Massenmittelpunkt gewihlt, was im Falle
der Wirkung von Schwerkriften auf das System sich als besonders zweckmaBig
erweist. Die gleiche Uberlegung gilt auch, wenn die Gesamtmasse sich stetig
iber einen endlichen Raumteil verteilt, also fiir einen starren Koérper im
gewohnlichen Sinne.

2. Dreht sich ein starres System um eine Achse momentan mit der
Winkelgeschwindigkeit  , so erhilt die Wucht den Ausdruck

n n fn
W= 2" EFmpud)=4% 2’0 (mx 1?0 =} o? 2" (gt ,
1 1 1

weil ¥y=1r%-w ist. In ihm bedeutet

n

Dmens)=J

1

das Trigheitsmoment des Massenpunktsystems fiir die Drehachse (vgl. hierzn
Bd. II, 4. Kap., 8. 85), so dal kiirzer

W=1J w?

gesetzt werden kann. Der gleiche Ausdruck gilt, wenn die Gesamtmasse M
gich stetig iiber einen Raumteil erstreckt; man hat dann nur J durch

J=[rdm
zu ersetzen.

Jede Elementarbewegung eines starren Korpers kann als eine Schraubung
aufgefaBt werden, die durch Zusammensetzung der Schiebung lings der Schrauben-
achse und der Drehung um diese erbalten wird. Bezeichnet v, die Schiebungs-
und « die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, so ist die Geschwindigkeit vy
eines beliebigen Korperpunktes, der den Abstand r; von der Schraubenachse

hat, gleich yv,® 4 (i w)? (vgl. Bd. 1, 8.107); folglich wird die Wucht~des Korpers

k
W= 2 (s 02 nio®)) = § Mo 43,07,
1

Dierer Ausdruck, der auch fiir jeden Korper gilt, dessen Masse einen Raum-
teil stetig erfiillt, ist ein Sonderfall einer viel allgemeineren Bezeichnung, die
weiterhin abgeleitet wird. )

Bei einer abgeschossenen Granate fillt unter normalen Verhiltnissen die
Schraubenachse mit der geometrischen Achse des Rotationskorpers zusammen,
den die Granate darstellt, und v, ist die GeschoBgeschwindigkeit in Richtung
der Achse. Unterliegt die Granate nur ihrer Schwere L, aber nicht dem Luft-
widerstande, so ist die resultierende Kriftefunktion derselben U = L.¢, falls ¢
den Abstand des Granatenschwerpunktes von einer horizontalen Ebene bezeichnet
und die Arbeit der Schwere

A=U—U,=L({¢—2).
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Folglich besteht nach (41) die Bezeichnung
3 Mol 0% — (3 Mod s+ 3 J50.%)=Mg(E— &) .
Da die Drehachse der Granate den Schwerpunkt enthélt, so ist das Moment
der Schwere und folglich die Arbeit der letzteren bei der Drehung Null; es
muB sonach 1 J, (w?— wy?)==0 werden, und das bedeutet, daBl w == w, = const
ist, die Granate sich demnach gleichformig dreht. Damit folgt aber weiter
I M@d —vi)= Mg —Lo),

woraus wir schlieBen, daB die Bewegung des Schwerpunktes, bzw. dessen
Geschwindigkeitsinderung dieselbe ist wie die eines schweren Massenpunktes
im luftleeren Raume.

Fiir die Wucht eines Massenpunktsystems 186t sich ein in vielen
Fallen sehr brauchbarer anderer Ausdruck ableiten, der sich darauf
griindet, dafl die Bewegung des Systems
2 7 als zusammengesetzt aus der Bewegung
e ihres Massenmittelpunktes und der rela-
tiven Bewegung der Systempunkte gegen
den Massenmittelpunkt aufgefalit werden
o kann. Bezeichnen z,y,z, die Koordi-
Iy naten des Massenpunktes A4, und &7¢
/ die des Massenmittelpunktes M des
[/ Systems fir ein beliehiges Koordinaten-
y v sytem, so bestehen definitionsgemial die
Fig. 46. Beziehungen (vgl. Bd. IL, S. 19)

*
< ————
RS
4

(42) M§=E<mkxk)’ anzky(mkyk)’ MCzE(’”’k%)»
1 1 1

in denen M :E(mh) die gesamte Masse des Systems bezeichnet.
1

Denken wir uns M als Anfangspunkt eines beweglichen Koordinaten-

systems, dessen Achsen ZHZ immer parallel den ruhenden sich

bewegen, das also eine Schiebung mit M ausfilhrt, und bezeichnen mit

&,v, ¢, die (velativen) Koordinaten von 4, in bezug auf dieses System,

dann bestehen die Bezichungen (s. Fig. 46)

(43) xk=‘§+§k’ yk=’7+77k, Zk=f-|—5k-
Setzen wir sie in (42) ein, so folgt, wie leicht ersichtlich,

n n

(1) SFmE)=0, 3 (mn)—0, SHmi)=0.

1 1
Beachten wir nun, dal}

. . . de, \* | [dy \? | (dz\?
e skt ok= () + (32 + (G



Das Prinzip der kinetischen Energie fiir Massenpunkfsysteme. 79

und zufolge (43) auch
=l )+ (1)

gesetzt werden kann, so erhalten wir

=335 me)= S [ () + () + ()]
+5 [( ) 5 2 ()
+at S5 3 )
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes mit v,

die relative Geschwindigkeit des Punktes 4, gegen das Koordinaten-
system ZHZ mit vg,, und benutzen, daB

o)+ Cat) =+ (G = () () + (5) =t
ferner, daf zufolge (44)

o) = e )] =o. S ) =0 Hm )=
so erhalten wir

n
(45) W =3 Moy’ + DF (my vis),
1

und damit den Satz: Die Wucht eines Massenpunktsystems
ist die Summe der Wucht des Massenmittelpunktes, in dem
alle Massen vereinigt zu denken sind, und der Wucht der
Relativhewegung des Systems um den Massenmittelpunkt.

So ist z. B. die Wucht der Granate im Beispiel (3) unmittelbar
aus (45) in der dort angefilhrten Gestalt zu erhalten, wie iiberhaupt
die Bewegung eines freien, schweren starren Koérpers um den Massen-
mittelpunkt als eine Drehung um eine Mittellinie des Korpers fiir
die entsprechende Wucht einen Ausdruck der Form % J, w?® ergibt,
in dem J), das Trégheitsmoment des Kdrpers fiir jene Mittellinie und e
die zugehdrige Winkelgeschwindigkeit bezeichnet.
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9. Kap. Das Prinzip der Erhaltung der Bewegung des
Massenmittelpunktes.

Bezichen wir das Massenpunktesystem auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem XY Z, so wird der Abstand ¢ des Massenmittel-
punktes M von der Y Z-Ebene bestimmt durch die Beziehung (42),
d. i. durch die Gleichung

ME 22" (my, ),
1

in der M =-——2='(mk) die Summe aller Massen des Systems bezeichnet.
1

Denken wir uns die Bewegungen aller Punkte auf die X-Achse pro-
jiziert, so wird durch vorstehende Beziehung fiir £ zugleich die pro-
jizierte Bewegung des Massenmittelpunktes auf der X-Achse be-
stimmt. Bezeichnen wir die Differentiation einer Verénderlichen u

. d . .
nach der Zeit dursh 4, setzen also a—? =1, 8o finden wir

(46) M &= D (m,);

da hierin m,x, der Impuls der projizierten Bewegung von Punkt 4,
auf der X-Achse ist, und M & der von M, falls in ihm alle Massen
m, vereinigt wiren, so driickt (46) den folgenden Satz aus: Fiir
die projizierte Bewegung eines Massenpunktesystems auf
einer beliebigen Geraden ist der Impuls des Massen-
mittelpunktes, falls man alle Massen in ihm vereinigt
denkt, gleich der Summe der Impulse aller Massenpunkte.

Durch nochmalige Differentiation von (46) nach ¢ erhilt man

(47) ME = DI (m, &),
1
. d?u - . .
worin —g- =u gesetzt wurde, und unter Benutzung der Differential-

gleichungen (II) der Bewegung des Systems hieraus

(48) Mé =Z’z (X 'f"E ()

Machen wir nun die Voraussetzung, daf

E(sz) = O’
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80 bedeutet das, daB die Resultierende aller inneren Krifte, wenn
man sie in einem Punkt angreifend denkt, dauernd senkrecht zur
X-Achse steht; unter dieser Annahme wird dann

(49) ME=SIx)=X,

falls X die Komponente der Resultierenden aller #uBleren Krifte
bezeichnet. Vorstehende Gleichung ist aber die Differentialgleichung
der projizierten Bewegung des Massenmittelpunktes auf der X-Achse,
wenn ihm die Masse M beigelegt wirde; es gilt sonach der Satz:

Steht die Resultierende aller inneren Krafte des
Systems dauernd senkrecht auf einer Geraden, so erfolgt
die projizierte Bewegung des Massenmittelpunktes des
Systems auf jener Geraden genawu so, als ob alle Massen
in ihm vereinigt wéren und alle duleren Krifte in ihm an-
greifen wiirden. Dieser Satz wird der von der Bewegung
des Massenmittelpunktes genannt.

Haben auch die dufleren Krifte P, die Eigenschaft, daB ihre
Resultante dauernd zur selben Geraden, also der X-Achse des Ko-
ordinatensystems senkrecht steht, oder, was dasselbe sagt, daB

X:Z”IJ(X,‘)-——O,

go folgt £==0, und das bedingt, daB die projizierte Bewegung des
Massenmittelpunktes M des Systems auf der Geraden eine gleich-
formige wird, nédmlich

é= Umg == const,
falls vm, die Komponente der Geschwindigkeit v, des Massenmittel-
punktes bezeichnet. Ist wvmo, die entsprechende Komponente der

Anfangsgeschwindigkeit vy, von M, also vy, == const =wvpmo,, dann
bestimmt sich diese mnach (46) aus der Gleichung

n
MvMO“’:E(mh ko a:)a
1

in der die v,,, die Komponenten der Anfangsgeschwindigkeiten v,
der einzelnen Massenpunkte bezeichnen.

Da ¢ und folglich auch M § hinsichtlich der Zeit unverinder-
lich ist, so macht die Gleichung (46) ersichtlich, daB

(50) E(mk #,) = Const ;
1

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. TII. 6
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hierin bezeichnet &, =w,, die Komponente von v, in Richtung der
X-Achse. Setzen wir noch Const==c,, so stellt die Gleichung

(50a) 2’2 (M4 Vi 0) =,

ein Integral der Differentialgleichungen (II) fiir diesen besonderen
Fall dar. Da (50) auch in der Form

n

2 im0 — ;[ 0] =,

geschrieben werden kann, so folgt durch nochmalige Integration

(51) E(mkxk)=cz't+oz’

in welcher Beziehung O, eine weitere Konstante bezeichnet. Die
beiden Gleichungen (50a) und (51) zusammen werden das Prinzip
der Erhaltung der Bewegung des Massenmittelpunktes
genannt; es gilt im vorliegenden Falle nur fiir die projizierte Be-
wegung des Massenmittelpunktes M auf die Gerade, fiir welche so-

wohl DF (7, )=0 als auch X — D#(X,)=0 ist. Die beiden Inte-
1 1

gralgleichungen driicken im Grunde nur aus, da die projizierte Be-
wegung des Massenmittelpunktes auf der Geraden gleichférmig ist.

Die beiden Konstanten ¢, und C, sind gewShnlich bestimmt durch
die Anfangswerte der v, und der z,, und zwar findet sich aus (50a)

n
Cp =272 (M Vh0.)
1

und aus (51) dann
”
z=2 (M1 @o)— .t -
1

Die Gleichung der Bewegung des Massenmittelpunktes erhalten
wir aus dem Vorhergehenden zu

1
Ezﬁ(ca:'t_l—oz);

sie lehrt, daB die Projektion des Massenmittelpunktes auf der Ge-

raden in Ruhe bleibt, wenn sie zu Anfang in Ruhe war, d. i

vmoz==0, oder, was auf dasselbe hinauskommt, ZI? (M v0,) =0.
1



Das Prinzip der Erhaltung der Bewegung des Massenmittelpunktes. 88

n
Ein allgemeineres Integral finden wir, falls X =ZIZ (X,) == const
1

ist; denn die aus dieser Voraussetzung folgende Gleichung, die (49)
nach sich zieht, niamlich
ME=—const—K

x?

1aBt sich auch unmittelbar integrieren. In diesem Falle wird die
projizierte Bewegung des Massenmittelpunktes auf der Geraden eine
gleichmifBig beschleunigte.

Beispiele:

1. Der Satz von der Bewegung des Massenmittelpunktes gilt bei dem
starren System, denn je zwei Zwangskrifte zwischen zwei starr verbundenen
Punkten liegen in der Verbindungslinie und sind entgegengesetzt gleich,
woraus folgt, daB die Resultierende der inneren Krifte des Systems Null ist,
also auch jede ihrer Komponenten in bezug auf alle Geraden. Der Massen-
mittelpunkt eines jeden starren Korpers bewegt sich dementsprechend so, als
ob alle Massen des Systems in ihm vereinigt wiren und alle duBeren Krifte
in jhm angreifen wiirden. Ist der Kérper nur seiner Schwere unterworfen, so
besitzt auch das Prinzip der Erhaltung der Bewegung Giiltigkeit fiir die pro-
jizierte Bewegung auf jeder horizontalen Geraden, hinsichtlich deren die Vor-

n

aussetzung E (Jkw)=0 erfiillt ist. Das ist u. a. der Fall bei der freien Be-
1

wegung schwerer Korper im luftleeren Raume.

2. Ein starres Prisma von Dreiecksquerschnitt (s. Fig. 47) gleite reibungs-
frei auf horizontaler Ebene, und auf der unter a-geneigten Seitenfliche ein
schwerer Korper K,, der gegen K, eine geradlinige Schiebung ausfiihrt, eben-

Fig. 47.

falls ohne Reibung. Die Massenmittelpunkte M; und M, beider Ko&rper be-
wegen sich dann entsprechend dem Satz von der Bewegung des Massenmittel-
punktes, und weil sie nur der Schwere L, bzw. L, unterworfen sind, auch
dem Prinzip der Erhaltung der Bewegung des Massenmittelpunktes fiir die
projizierte Bewegung des Systems auf der X-Achse. Es bestehen folglich die
aus (50) bzw. (51) hervorgehenden beiden Gleichungen

6*
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M%1+Mzé2=cx)

M &+ Mé=c, t+4 0,
in denen M, und M, die Massen beider Korper und & und &, die Abszissen
der Massenmittelpunkte bezeichnen. Da M, parallel der X-Achse und M,
parallel der unter « geneigten Ebene auf der Geraden y, sich zu bewegen ge-
zwungen ist, so bestehen fiir die Bewegung des Systems noch die beiden
Bedingungsgleichungen

7y ==const==7y und #, —my=h4-(§ —&)tanc,

in denen k= M,H letztere als gegeben anzusehende Strecke bezeichnet.
Durch Differentiation nach der Zeit erhilt man aus ihnen

Hy=0 und %, = (& —E)tana,
und diese reichen selbst in Verbindung mit dem Integral
M, (G ) + 4 My & M, g (6, — L) = Const,
welches das Prinzip der Wucht liefert, da die Arbeit der Schwere L, =M, g
sich zu L, ({, — {,,) ergibt, und obigen Integralen nicht aus, um &,, #, und &,
als Funktionen der Zeit zu bestimmen.

Kiirzer gelangt man hier zum Ziel durch Aufstellung der Differential-
gleichungen fiir die Bewegungen der Massenmittelpunkte beider Ké&rper. Zu
dem Ende fiihren wir als Zwangskrifte normale Flichenkrifte in den ebenen
Beriihrungsflichen von K, und K,, sowie von K, mit dem ruhenden Bezugs-
korper ein, deren Resultierende mit N bzw. mit N, bezeichnet werden mogen
und deren Angriffspunkte wir nach M; bzw. M, vorlegen. Dann werden die
gesuchten Differentialgleichungen (II) hier zufolge (48)

M, £, =— N-sin, M, =+ Nsina,
M, ij,=+Ncosa— L,, Mgiy'g_—_—Ncosoc—}—N L,.
Unter Benutzung der Bedingungsgleichungen fiir die Bewegung beider

Massenmlttelpunkte némlich #n, =7y und 5, —y,=h 4 (§, — &,) tan & er-
halten wir aus ihnen

M, sin o cos o - M, sin o cos & M, M, cos o

Elz_l—‘ll—sin‘zocﬁ—MZ'g’ fo= M, sin 2o -, 9 N=Mlsinzoc—|—lffg'g’
L (M, M,)sin®x . M+ M,
T M, sin ta M, 9 =0, No= M, sin 2o - M, Mg,

womit erkannt wird, daB die drei projizierten Bewegungen der Massenmittel-
punkte gleichmifBig verinderte sind und M, eine Parabel beschreibt, deren

Achse unter dem Winkel § = arctan (M 2+ My -tan cx) gegen die X-Achse ge-

neigt ist, weil die totale Beschleunigung nach GroBe und Richtung sich nicht
éndert.
Der Massenmittelpunkt M des ganzen Systems, der in der Verbindungs-

linie M; M, liegt und die Strecke M; M, im umgekehrten Verhiltnis der Massen
beider Koérper teilt, bewegt sich mit der Beschleunigung ﬁ:w

M
M, sin ®«
_=— m g, die offenbar kleiner als g ist und zwar auf einer Parabel

mit lotrechter Achse. War das System bei Beginn der Bewegung in Ruhe,
s0 beschreibt M eine lotrechte Gerade durch die Anfangslage M,.
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Im vorliegenden Falle macht die Beriicksichtigung der Reibung keine
wesentlichen Schwierigkeiten; die projizierten Bewegungen der Punkte M,
und M, werden auch dann gleichmi8ig verinderte. Aber das Prinzip der Er-
haltung der Bewegung des Massenmittelpunktes auf der X-Achse ist nicht
mehr anwendbar, weil der Reibungswiderstand des Korpers K, auf seiner
Unterlage die Voraussetzung X =0 ausschlief3t.

3. Der bekannte Riicklauf der Geschiitze bzw. Geschiitzrohre beim Ab-
feuern folgt dem Prinzip der Erhaltung der Bewegung des Massenmittelpunktes.
Machen wir der Anschaulichkeit wegen die vereinfachende Annahme, dafl die
Rohrachse horizontal liegt, so bewegen sich die Massenmittelpunkte von Rohr
(bei vorhandenem Rohrriicklauf) und Geschofl in dieser nach der Beziehung
M, v, + M,v,= 0, denn vor dem Abfeuern sind ja beide in Ruhe (v, ==vg=0)
und die Voraussetzungen der Giiltigkeit des Prinzips wiren erfillt, wenn man die
Reibung zwischen Rohr und Lafette und die Wirkung der Riickholfedern auf
die Rohrmasse M, vernachlissigen diirfte. Da letzteres nicht der Fall, so
wird die Geschwindigkeit der Rohrmasse kleiner als v =—%-v1 werden,

2
wenn v, die GeschoBgeschwindigkeit bezeichnet.

Ein verwandter Vorgang ist der der gegenliufigen Bewegung von Kessel
und Fundament der Kolbendampfmaschinen bei den Lokomobilen, falls eine
solche Bewegung nicht durch entsprechende Befestigungen unmdéglich gemacht
wird. Die Erhaltung der Anfangslage des gemeinsamen Massenmittelpunktes
fordert, daB bei dem Bewegen von Kolben, Kolbenstangen mit Kreuzkopf,
Pleuelstangen und Kurbeln die Masse des Fundamentes (mit Kessel) nach der
entgegengesetzten Seite ausweiche. Wird letzteres durch die Befestigungen
verhindert, dann sind elastische und evtl. plastische Forménderungen der
letzteren die notwendige Folge.

Eine andere Folgerung aus dem Prinzip ist u. a. die, daB ein Mensch auf
vollig glatter (horizontaler) Eisfliche seinen Ort nicht zu #ndern vermag,
wihrend auf nicht glatter Unterlage die Reibung auf letzterer es ist, die die
Fortbewegung ermoglicht.

Ist die Resultierende der inneren Krifte Null, also auch
1 1 1
so besteht die Gleichung (49) fiir die drei Achsen eines beliebigen
rechtwinkligen Koordinatensystems, d. i. es gelten die drei Gleichungen

n n n

(83) ME=DI(X)=X, My= DF(¥,)=Y, M{=DIZ)=13

welche den folgenden Satz von der Bewegung des Massen-
mittelpunktes enthalten: Ist die Resultierende aller inneren
Krifte eines Systems Null, so bewegt sich sein Massen-
mittelpunkt so, als ob alle Massen des Systems in ihm
vereinigt wiren und alle duBeren Krdfte in ihm angriffen.

Wenn aullerdem noch die Resultierende der duBeren Krifte
verschwindet, also X =Y =2 =0 ist, dann muf} sich der Massen-
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mittelpunkt gleichférmig in gerader Linie bewegen, weil
zufolge (53) die totale Beschleunigung des Massenmittelpunktes eben-
falls zu Null wird. Es bestehen dann die (50) und (51) entsprechen-
den Gleichungen fiir die drei Achsen eines beliebigen Koordinaten-
systems, ndmlich die folgenden sechs:

n

2" (m, &,) = c,, 2"' (m,,) = Cy>
1 1

n n

E(mkxk):cmt—]—om? E(mkyk): cyt+0u’

(54) J 1 1

n

E (mk éI() - cz’

1

n

2’2 (mk zk) == czt + Oz;

1

sie sind sechs Integrale der Differentialgleichungen der Bewegung
des Systems und werden kurz das Prinzip der Erhaltung der
Bewegung des Massenmittelpunktes genannt.

Beigpiele:

1. Eine Anwendung des Satzes von der Bewegung des Massenmittel-
punktes bietet die freie Bewegung eines jeden starren Korpers, welchen
Kriften er auch ausgesetzt sein modge. Unterliegt er nur seiner Schwere,
80 beschreibt er notwendig die bekannte Wurfparabel, wobei er noch Dre-
hungen um irgendeine Mittellinie ausfithrt. Auf letztere kommen wir spiter
zuriick.

2. Fir die Bewegung des freien Systems sind die Voraussetzungen des
Prinzips der Erhaltung der Bewegung des Massenmittelpunktes beide erfiillt,
da keine inneren Krifte auftreten und die Resultierende der gegenseitigen
Anziehungen je zweier Massenpunkte nach dem Newtonschen Gesetz Null
ist. Folglich bewegt sich der Massenmittelpunkt eines solchen Systems gerad-
linig und gleichférmig. Das gilt u. a. auch fiir die Bewegung des Sonnen-
systems, dessen Massenmittelpunkt in der Richtung nach dem Sternbild des
Herkules gegen den Fizxsternhimmel mit einer Geschwindigkeit von etwa 18 Kilo-
meter in der Sekunde fortschreitet.

10. Kap. Das Prinzip der Erhaltung der Flichen.

Dieses Prinzip, das fiir einen freien Massenpunkt bereits im
4. Kapitel (s.S. 41, Formel 29, bzw. 29a) abgeleitet wurde, erhélt
fiir Massenpunktsysteme eine dhnliche Gestalt und 148t sich in fol-
gender Weise entwickeln. Multiplizieren wir die zweite der Differential-
gleichungen (II) mit x,, die erste mit y, und ziehen letzteres Pro-
dukt von ersterem ab, so erhalten wir die Gleichung
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a?y, dz
mk(xk i I ‘gt?k) =kak—Xkyk+Jky'xk—— Jioo Y

fir die sich die folgende
d dy, d”k) )
Ei— [mk (wk dt — Y dt ‘l ‘Mkz + 'M

setzen 1iBt, in der M, , =Y, 2, — X, y, das Moment der duBleren im

Punkte 4, angreifenden &uBeren Kraft P, und My)=J, v Yo Y
das der inneren Kraft J, fir die Z-Achse bezeichnet; sie stimmt
mit Formel (14) (8. 25) iiberein. Stellen wir vorstehende Gleichung
fir alle Werte von k==1,2,...,n auf und summieren sie, so
finden wir

i o Ste = )} — Sy + Sy,

denn links 148t sich an Stelle der Summe der Differentialquotienten
ohne weiteres der Differentialquotient der Summe setzen. Auf der
n

rechten Seite ist E(M " 2) = M, das resultierende Moment der duBeren
1

n
Krifte P, fiir die Z-Achse und Mf’:ZIZ(M;:;) das der inneren, mit
.

welchen Bezeichnungen vorstehende Gleichung in

6 g mla e )t

iibergeht. Wir machen nun die Voraussetzung, daff das resultierende
Moment der inneren XKrifte fiir eine bestimmte ruhende Gerade
dauernd Null sei, dann ist, falls diese Gerade zur Z-Achse des
Koordinatensystems gewihlt wird, M,” =0, und es besteht fiir das
Massenpunktsystem die Differentialgleichung

& A Sm (=05

diese wird der Flidchensatz fiir die Bewegung des Systems
um die Z-Achse genannt und 4Bt sich in folgendem Satz aus-
sprechen:

Hat das resultierende Moment der inneren Krifte
eines Massenpunktsystems fiir eine bestimmte Gerade
dauernd den Wert Null, so ist der totale Differential-
quotient des resultierenden Impulsmomentes des Systems
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fiir jene Gerade gleich dem resultierenden Moment der
dufleren Krifte.

DaB die Summe auf der linken Seite vorstehender Gleichung in
der Tat das Impulsmoment des Systems ist, lehrt die Beziehung (14a)
(8. 26). Fiihrt man an Stelle der z,,y,,2, Zylinderkoordinaten
T P 7, €In, also z, =17, cos ¢, y, =r,sinp,, so geht (56) iiber in

(564a) gf{;nk'[mkrk it ]! M,

woraus in Verbindung mit (Ia), (8a) und (8b) die Richtigkeit der
Behauptung erkannt wird.

Eine der wichtigsten Anwendungen des Flichensatzes bietet das
starre System (s. Fig. 43), denn da die Zwangskrifte S,, =,, ent-
gegengesetzt gerichtet sind, ist ihr Moment fiir jede Gerade Null,
also auch fiir die Koordinatenachsen, d. h. My — MY — M¥ —0.
Sonach gilt der Flichensatz fir das frei bewegliche starre System,

do,

und da in diesem —* Tl unabhéngig von der Lage der Punkte 4,

gegen die Dreh- bzw. Z-Achse ist, so geht (56a) in diesem Falle

itber in
n

d
(56b) a{ w, S(m, rkﬂ)}zyz.
1
n
Der Ausdruck 213 (m,r,?) =, ist bekanntlich das Trigheitsmoment
1

des Massenpunktsystems fiir die Z-Achse und folglich J,w, das
Impulsmoment des starren Systems fiir die Z-Achse; der Flichen-
satz mimmt daher die einfachere Gestalt

(57) 4 )=,

an. In dieser Form gilt (57) auch fir starre Korper, deren Masse einen
Raumteil stetig erfiillt und deren Trigheitsmoment fiir die Z-Achse
die Gestalt J, =— f r2dm annehmen wiirde, wenn r, den Abstand des
Elementes dm von der Z-Achse bezeichnet.

Aus dem Flichensatz (56) gewinnt man unmittelbar ein Inte-
gral, falls M, eine Konstante ist. Bezeichnen wir sie mit M,,, so
liefert die Integration die Beziehung

n

d dx
(58) S (w =052 | = tteo,
1
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in der die Konstante C, durch die Anfangslagen und -geschwindigkeiten
bestimmt ist. Wenn insbesondere M,, =0 ist, so heilt die ent-
stehende Gleichung das Prinzip der Erhaltung der Fléchen
und zwar aus den gleichen Griinden, wie bei einem Massenpunkte.
Denn es ist (s. Bd. I, 8, 59)

dy, dz,  ,do, dF,

L Tl Tt i T
falls dF, die Projektion des von r, beschriebenen Flichenelementes
auf die XY-Ebene bezeichnet, und folglich

22{ ™ dt}_2~[2(mk k)}

hieraus wird durch Integration von ¢, bis ¢

n
(59) E[mka] = % Oz (t — tO)

1
gefunden und damit nachstehender Satz bewiesen: Ist das resul-
tierende Moment der inneren und #ulleren Krifte eines
Massenpunktsystems fiir eine Gerade dauernd Null, so
dndert sich die Summe der mit den Massen multiplizierten
Projektionen der Flichen, welche die Lote von den
Massenpunkten auf die Gerade bei der Bewegung des
Systems beschreiben, auf eine Ebene senkrecht zur Geraden
proportional der verflossenen Zeit.

Beispiel:

Das Doppelpendel gehort zu den Systemen, fiir das das Prinzip der Er-
haltung der Flachen beziiglich des Lotes durch den Aufhingepurkt O (s. Fig. 40)
gilt. Wahlen wir, wie frither, dieses Lot zur Z-Achse des Koordinatensystems,

go ist micht nur M“) 0, weil S, die Z-Achse schneidet und S,, 3~ S, =0,

sondern auch M., well die beiden in A, bzw. 4, angreifenden Schwerkrifte
L, und L, die Momente Null fiir die Z-Achse haben. Wir kénnen daher so-
fort das folgende Integral anschreiben:

d dz dy, dz,
ml(%% b dt1>+m2<“2 q d;>_const=o,,
in dem C, durch die Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeiten bestimmt ist.

Aus dieser Gleichung 14Bt sich eine der Geschwindigkeitskomponenten be-
rechnen. Fiir die beiden anderen Achsen gilt zwar der Flichensatz, weil

MQ":M;‘):O, jedoch nicht das Prinzip der Erhaltung der Fldchen, weil
die Momente der Schwerkrifte L, und L, fiir die genannten Achsen von
Null verschieden sind.

In der erweiterten Form (58) wird das Prinzip der Erhaltung
der Flichen selten anwendungsfihig, weil das Moment M, der
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duBeren Krifte zumeist als veréinderlich gegeben ist; es dient dann
zur Berechnung einer der Geschwindigkeitskomponenten. In der
Form, welche (58) im Falle M, == O entspricht, ist es nicht zweck-
miBig, ebensowenig als (59) selbst.

Beispiele:

1. Frei bewegliches starres System. Wie aus Fig. (43) ersichtlich
wird, ist das Moment je zweier Zwangskrifte Sy; = S;;,, die die Starrheit des
Stabes A, A; ersetzen, fiir jede Gerade Null, folglich auch das resultierende
Moment ﬂ[;;") der inneren Krifte. Folglich ist auch M;'.’ = M;f’ = M{zi) =0 und
es gilt sonach der Flichensatz in der Form (57) fiir drei ganz beliebige Ko-
ordinatenachsen. Und wenn die Masse des Kérpers einen Raumteil stetig
erfiillt, also das Trigheitsmoment J, =[r2dm zu setzen ist, dann bestehen
fiir die Koordinatenachsen die drei Differentialgleichungen:

d d d
(57a) E‘i(‘fxwﬁ:Mm d‘_t(Jywy)zMy: ﬂ('ng:Mz'

Ist der Korper nur seiner Schwere unterworfen und legen wir den Koordinaten-
anfang des . Bezugssystems in den Schwerpunkt, so wird M, = M,=M, =0
und dann ergeben sich die drei Gleichungen

Jp 0y =10, J;/wyzcy: Jo,=¢,,
welche aussagen, daf die Impulsmomente des Kifrpers hinsichtlich der drei

Achsen sich mit der Zeit nicht #ndern.
2. Freies System. Bei dem freien System sind keine inneren Krifte

vorhanden, sonach ist M(z"):-——Mg’:M;i):O. Ferner wird auch M,=M,

= M, =0, denn die Resultierende je zweier &uBeren Krafte P,; und P, ist

Null und sonach das resultierende Moment aller duBeren Krifte fiir jede

Gerade. Es gilt daher hier das Prinzip der Erbaltung der Flichen fiir jede

der drei Koordinatenachsen und liefert drei Integrale. Von Interesse ist die

nicht schwer zu beweisende Tatsache, daB es eine Ebene gibt, fiir die der
n

Ausdruck 212 (my Fy) der Flichenprojektionen auf sie ein Maximum wird und
1

die Richtung dieser Ebene nur von den Anfangswerten der Koordinaten und
Geschwindigkeiten abhéingt, also sich im Laufe der Bewegung nicht dndert.
Eine derartige ,invariable Ebene“ besitzt z. B. das Sonnensystem.

3. Drehen sich mehrere starre Korper um dieselbe Achse dauernd und
wirken zwischen ihnen nur innere Krifte, deren Moment fiir die Drehachse
verschwindet, so gilt fiir die Drehungen der Korper das Prinzip der Erhaltung
der Flichen in der Form

n
211 (Jx wx) = Const;
1

hierin bestimmt sich die Konstante durch die Anfangswerte der wg. Sind
z. B. die beiden Korper zwei Stiibe (s. Fig. 48) K, und K,, die sich gegen-
einander und gegen den Bezugskdrper um die gleiche Achse drehen, und ver-
bindet sie eine Schraubenfeder, deren Spannkraft § sei, so ist das Moment der
Krifte S, und 8§, fiir die Drehachse Null, weil S, =8, ==S. Es muB folglich

das Impulsmoment
J, 0, + Jy g = Const
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sein, und wenn die Bewegung aus der Ruhelage begann, d.i. wg == wy =0,
so folgt

Wy == == :].i.-w

2 Jg 1-

Daraus geht aber hervor, da8 die beiden Korper sich im entgegengesetzten
Sinne drehen miissen und mit Winkelgeschwindigkeiten, die im umgekehrten
Verhiltnis der Trigheitsmomente stehen. Die Schliisse, die sich hiernach auf
die gegenseitigen Bewegungen von Schiffsschraube
und Schiffskérper, oder von Propeller und Flug- /3
zeug ziehen lassen, diirfen nicht auBer acht
gelassen werden, ebenso die Beanspruchung der
Befestigung des Gehiuses einer Dampfturbine oder
eines Elektromotors.

4. Selbst fiir den in sich veréinderlichen
Korper gilt unter den gemachten Voraussetzungen
das Prinzip der Erhaltung der Flichen in der
Form

U

S5z

J - wp = Const,

falls J;, das Trigheitsmoment und »j die mitt-

lere Winkelgeschwindigkeit der sich drehenden ver-
dnderlichen Masse zu einer gewissen Zeit bezeichnet.
Dreht sich z.B. eine homogene Kugel, deren Durchmesser sich stetig #ndert (etwa
mit der Temperatur zu- oder abnimmt), wobei die Massenteilchen einer Meridian-
ebene in ihr verbleiben, so &ndert sich, auch wenn keinerlei duflere Krifte
auf die Kugel wirken, doch die Winkelgeschwindigkeit der Meridianebene nach
obiger Beziehung, und zwar nimmt sie mit wachsendem Durchmesser D
ab und umgekehrt. Denn es ist Jj= ¢ M.D?, und M unverinderlich, wo-
mit sich

Fig. 48.

ergibt.

11. Kap. Drehung eines starren Korpers um eine ruhende
Achse.

Ein starrer Korper drehe sich um eine Achse, die sowohl in
ihm als im Bezugskorper fest liegt, wie z. B. die Hauptwelle einer
Kolbendampfmaschine, und werde von Kriften beeinfluit, deren
Moment beziiglich der Drehachse Mp sei, dann folgt aus dem
Flichensatz, bzw. aus (57)

d

dt
oder, da das Trigheitsmoment Jp sich nicht #ndert, als Winkel-
beschleunigung

(60)

(JD Q)):MD,

do_
dt ——_JD ’

Denken wir uns hierin das Moment M als Funktion des Dreh-
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winkels 1y gegeben, so ist die Integration dieser Differentialgleichung

.. dy do  do dy  do
durchfiithrbar; denn da W=, 80 wird @ dy W—wd—y;’

folglich

und nach deren Integration

2 2 P
(61) JD 2——2—600—=IMD(11/)=A
Yo

Diese Gleichung wiirde sich aus dem Prinzip der Wucht unmittel-
bar ergeben haben.

dw
dt
demnach eine gleichmiBlig verdnderte, d. h. es wird

Y=y, wo (t — )+ $k(t —t,)
und w=w,+k{t—%,),

falls zur Abkiirzung Mp: JJp=—Fk gesetzt wird. Die Arbeit erhilt
hierbei den einfachen Ausdruck 4= Mp(y — v,).

Ist Mp = Const, so wird auch unverénderlich, die Drehung

Beispiele:

1. Eine starre kreiszylindrische Scheibe vom Radius a ist gezwungen,
sich um ihre horizontal gelagerte geometrische Achse D (s. Fig. 49), in der
ihr Schwerpunkt liegt, zu drehen. Uber die Scheibe
gei ein an ihr befestigter Faden geschlungen, an
dessen Endpunkt 4 ein schwerer Korper K von der
s__4 Last L =mg hingt. Unter dem Einfluf der letz-

teren drehe sich die Scheibe, und zwar beginne 4
seine Bewegung aus der Rubelage in B. Wir wollen
die Bewegung zunichst unter Vernachlassigung der
Masse des Fadens und der Reibung, sowie des Luft-
widerstandes ermitteln. Zu dem Ende denken wir
uns den Faden in 4 und B durchschnitten und die
Spannkrifte S in B und 8, in 4 eingefiihrt, dann
"1 folgt aus (60), weil hier M;=S-a,

ty

&

p

~ A%

51 J%:S-a.

Nach dem Prinzip von D’Alembert erhalten

S5
’ wir, weil die Masse des Fadens AB zu Null ange-
"F’ nommen wurde und seine Bewegung eine Schiebung
{1 in einer Vertikalen ist, als Bedingung des Gleich-
L_: gewichtes am Faden (s. Fig. 49a) nur S, =S und
als Differentialgleichung der Bewegung des schweren
L Massenpunktes 4 (s. Fig. 49b)
yv

dv

Fig. 49. mmzL—&:mg—-S,
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falls v die Geschwindigkeit von 4 bezeichnet. Die Elimination von S aus
beiden Gleichungen fiihrt unter Benutzung der Bewegungsbedingung v=—=aw zu
dv__ ma?
it T+tma P
und wir erkennen, da der Ausdruck fiir die Beschleunigung von 4 konstant

ist, dafl die Bewegung eine gleichmafig beschleunigte wird, ebenso die Drehung

der Scheibe eine gleichmiBig beschleunigte mit der Winkelbeschleunigung
d
da; g: a. Fir die Fadenspannkraft S finden wir ferner

_Jdo ._J._.L
T a dt—J—}—ma2 ’

also S << L, entsprechend dem Umstand, daB <g Wiirde man, wie das

irrtlimlich 6fter geschieht, S=L einfilhren, so bedeutete dies m == 0, d. i. die
Vernachlissigung der Masse m bzw. des Trégheitsmomentes m a? gegeniiber J,
was im allgemeinen unzulissig ist. Das ersieht man auch aus der Gleichung,
die das Prinzip der Wucht liefert, nimlich

Jo? | mov?
W t5g =4=1Lz
in dem hier W,=0 vorausgesetzt wurde; sie ergibt
VIETYERy
J 4+ ma?
mit der Annahme 8= L aber den zu groBen Wert

2mge

wie leicht ersichtlich.

Die Beriicksichtigung der Faden-Masse und -Schwere macht keine be-
sonderen Schwierigkeiten. Verfahren wir wieder wie vorher und bezeichnen
die auf die Lingeneinheit des Fadens bezogene Masse mit u, so wird die
Masse des Fadens A B gleich u-z, dessen Schwere aber uzg; folglich treten

an die Stelle der vorigen Gleichungen die folgenden drei, in denen ! die ge-
samte Linge des Fadens bezeichnet:

{J-{—,u(l——z)ag}———Sa ,uz%%:,uzg—{-sl—s, Z;’ =L—8,.
Eliminiert man aus ihnen S und S, und benutzt die Bezichung v =aw,
8o erhalten wir fiir die Beschleunigung des Punktes A den Ausdruck
d_v d*z (u z +m) a®
at-de T+ uitma?d

Die Integration mittels der Substitution z ==u — % ist leicht; sie fiibrt
mit den Abkiirzungen

pga mag
+‘/J+w+m>a=—°" TFGitma ¢

auf die Ausdriicke

z=Ae** 4B —k, v=a{de*—Be o},
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in denen die Konstanten 4 und B bei der Bewegung des Punktes 4 aus der
Ruhelage die Werte "
A=B==
erhalten. Damit ist die Bewegung vollig bestimmt, falls man den Einflu} der
Verinderlichkeit des Momentes der Schwere des aufgewickelten Fadens als
vernachléssigbar klein auffassen darf.
2. Gleichformig wird die Drehung des Korpers, wenn dauernd M,=10
ist. Dieser Sonderfall tritt im normalen Betriebe von hydraulischen und elek-
trischen Motoren, sowie Dampfturbinen ein, denn deren motorisches Moment M,

Fig. 50a.

indert sich innerhalb einer Umdrehung der Hauptwelle nicht, solange das
Widerstandsmoment M,, der Arbeitsmaschinen, die durch den- Motor umge-
trieben werden, unverindert bleibt; es ist also M= M, — M, =0. Anders

D

g_
[3 ‘?2
"Ll "EI N
|
VA |
a iBE -
P! J
!
| | \
[ I‘f g | lw,
“oloi 1@ iw; e !
R ! L
Fig. 50b u. c.

verhiilt es sich mit der Kolbendampfmaschine, wie sie in Fig. 50a skizziert
igt. Nicht nur infolge der Expansion des Dampfes, sondern auch durch die
Ubertragung der den Kolben bewegenden Dampfkraft auf die Kurbel durch
das Schubkurbelgetriebe #ndert sich die Tangentialkraft 7, die im Zapfen-
mittelpunkt A angreifend die Hauptwelle der Maschine dreht, fortwihrend.
Diese Anderung veranschaulicht das Tangentialkraft-Diagramm Fig. 50b, in
dem die Gerade a die Abwickelung des Kreises (a) in Fig. 50a darstellt und
die Ordinate B C die Tangentialkraft T. Trigt man noch die unverinderliche

Widerstandskraft W der Arbeitsmaschinen ein, so erhilt man in der Differenz
P;= 7T — W die Kraft, deren Moment M, = P,.r die Drehung der Hauptwelle
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beschleunigt, falls sie positiv, und verzégert, wenn sie negativ ist. Die im
Schaubild horizontal schraffierten Flichen stellen sonach die Beschleunigungs-,
die vertikal schraffierten die Verzdgerungsarbeiten dar. Im Beharrungs-
zustande der ganzen Anlage muB innerhalb jeder Umdrehung der Kurbel die
Beschleunigungsarbeit der Verzigerungsarbeit gleich sein, demgem&f die
Summe der horizontal schraffierten Flichen inhaltlich gleich der der vertikal
schraffierten. Es #ndert sich dann zwar innerhalb einer Umdrehung die
Winkelgeschwindigkeit « der Drehung etwa in der Weise, wie dies die Schau-
linie Fig. 50¢ zeigt, aber am Ende jeder Umdrehung nimmt sie wieder den-
selben Wert an. Das folgt unmittelbar aus der Gleichung, die das Prinzip
der Wucht liefert, nimlich aus der Beziehung

o — w,?

Jp- 5

=A=r | Pdo,
Yo

in der J;, das Trigheitsmoment der sich um die Hauptachse drehenden Massen

bezeichnet. Beachten wir, da an den Stellen, in welchen ;=T — W=<0

wird, d. i. in den Punkten S, und S;, bzw. S’ und S’ in Fig. 49b, die Winkel-

geschwindigkeit ein Minimum (w,) oder ein Maximum (w,) erreicht und wenden

vorstehende Beziehung auf sie an, so erhélt sie die Form

in welch.r 4,, der Beschleunigungsarbeit in der ersten halben Umdrehung ent-
spricht. Setzen wir die normale mittlere Winkelgeschwindigkeit ®, néherungs-

weige == &—:g—wg , 80 folgt aus vorstehender Gleichung

__ “lae
Wy —— @y == —5— W,
D

aus der hervorgeht, daB bei gegebener Arbeit 4,, die Differenz 4 w = w, — @,
der Winkelgeschwindigkeiten um so kleiner wird, je gréfer das Trigheits-
moment der sich drehenden Massen ist. ’
Dieser Verkleinerung dient bekanntlich das
Schwungrad, dessen Trigheitsmoment bei
moglichst geringer Masse tunlichst groB ge-
wihlt wird.

3. Das physische Pendel. So nennt
man jeden starren schweren Korper, der
um eine in ihm und im Bezugskdrper fest-
liegende horizontale Achse zu schwingen ge-
zwungen ist. Die Differentialgleichung dieser
Schwingungen folgt unmittelbar aus (60),
wenn man darin fiir M7, das resultierende

Moment der Schwerkrifte, d.i. (s. Fig. 51)
My, — __ L.DF

einsetzt, falls i = Mg die Schwere des Fig. 51.

Korpers und D F'=gq ihren Hebelarm be-

ziiglich der Drehachse DD bezeichnet. Ist S der Schwerpunkt des XKor-

pers, SD=a, sein Abstand von der Drehachse und benutzen wir, da8 DF
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= DS sin v, 5o erhalten wir als die gesuchte Differentialgleichung, weil o = % ,
d*y  La, .
(62) T i 7, -sin @

Fiir das mathematische Pendel von der Fadenlinge ! fanden wir (8. 51)
die Differentialgleichung

&Ey g ..
P R
die mit vorstehender vollig iibereinstimmt, wenn die Linge ! der Bezichung
La;,_ g
Jp 1
geniigt, also
Jp
~ Ma,

gewdhlt wird. Das heillt aber nichts anderes, als daB der Kérper genau so
schwingt, wie das mathematische Pendel von der Fadenlinge I. Der Punkt X
auf dem Lote vom Schwerpunkt § zur Drehachse DD, dessen Entfernung von
letzterer DX =1 ist, heiBt der Schwingungsmittelpunkt des physischen
Pendels und die Parallele zur Drehachse durch ihn die Schwingungsachse.
Fir die Bewegung des Schwingungsmittelpunktes gelten die Formeln und
Gleichungen, die fir das mathematische Pendel auf S. 51 und 52 entwickelt
wurden. Insbesondere wird die Dauer der einfachen Schwingung bei kleinen

Ausschlagswinkeln .
. V 1, ‘/ I
g Masg

Ersetzt man hierin zufolge der Formel (39) des II. Bandes (S. 52) Jp
durch J,-}- M e und J, mittels des Triigheitsradius 4, durch M2 (s. Bd. II,
8. 51), dann geht T iber in
T— % T
asg

bzw. 1 iiber in .
'3 2
l== =,
as a,

Vorstehende Beziehungen zeigen die Abhingigkeit der Schwingungsdauer
des Pendels vom Abstande a; der Drehachse vom Kérperschwerpunkt. Man
erkennt sofort, daB I'== 00 wird sowohl fiir ¢;=0 als auch fiir a,=0c0. Es
mufl daher zwischen beiden Grenzlagen eine Stelle geben fiir die Drehachse,
bzw. ein Wert fiir a,, deren zugehdrige Schwingungsdauer ein Minimum ist,
also das Pendel am schnellsten schwingt. Da dieser Wert fiir a, derselbe ist,

der auch ! zu einem Minimum macht, also der Bedingungd—dé =0 ge-
niigt, und ’
al _ %
da, ad
sich ergibt, so erkennen wir, daB fiir

ay =1,
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die Schwingungsdauer zu einem Minimum wird; letzteres ist

2

min(T):;rr\/ ;"-

Wir nannten (Bd. II, 8. 51) jeden Punkt des Korpers im Abstande i, vom
Schwerpunkt Trigheitsmittelpunkt; es wiirden daher alle Achsen im
Abstande des Trigheitsmittelpunktes vom Schwerpunkt ein Minimum der
Schwingungsdauer ergeben,

Das physische Pendel ist reversierbar,,und zwar fir die Schwingungs-
achse als Drehachse. Das erkennt man wie folgt. Machen wir die Schwingungs-

achse zur Drehachse, so wird ¢/ =38 =1 — as. Andererseits liefert die Formel
fiir [ als Linge des mathematischen Pendels von gleicher Schwingungsdauer

152 a; (1 — l—aga
l’:a‘?'_*"‘a%l:a"—‘—_:“(w—@:l_a’_—*_(_—l——‘g—sx:l
und das sagt, daB die Schwingungsachse 3’3’ dann mit der urspriing-
lichen Drehachse zusammenfillt, das Pendel also reversierbar ist.
Das physische Pendel gestattet die Ermittlung
der Beschleunigung g des freien Falles, und zwar,
indem man T miBt und dann g aus der Formel

H

2

o iﬁ)
o= et

berechnet. Da die Werte von J,= Mi,* und von a,
nur sehr schwierig hinreichend genau bestimmt wer-
den konnen, verfihrt man zweckmiBig so, daB man
das Pendel in einer Mittelebene desselben mit drei
parallelen Schneiden zur Aufhingung (D,, D, und D,
in Fig. 5la) versieht und die drei entsprechenden
Schwingungszeiten Ty (k=1, 2, 3), sowie die Entfer-
nungen

D, D, == ¢,5 = a4 + ay,,

Fig. 51 a.

Dy Dy = €33 = 15 — agq

miBt. Die Elimination von g, a,, und a,; sowie von i, aus diesen und
den drei Gleichungen

~ ( "‘2) k=1,2,3
g= T_kg ask “']L E ( — 4y & )
liefert eine Gleichung mit g als einziger Unbekannten.

Halten wir einen Korper inz weien seiner Punkte O’ und O”
(s. Fig. 52) fest, soist er gezwungen, sich um die Verbindungslinie beider
zu drehen. Hierbei erfahren diese Punkte (die Lager der Drehachse) Be-
anspruchungen nicht nur durch die #uBeren Krifte, die auf den sich
drehenden Korper wirken, sondern auch durch die Masse bzw. die Triig-
heitskrifte des letzteren, und s ist von Interesse, diese auf 0" bzw. 0”
wirkenden Krifte kennen zu lernen. Wir verfahren hierbei so, dafB
wir die beiden Zwangskrifte &’ und S” ermitteln, die in O’ bzw. 0"

anzubringen sind, damit der frei bewegliche Kérper sich dauernd
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. IIT. 7
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um die Achse 0’0" dreht. Denn die gesuchten auf O’ bzw. 0"
wirkenden Krifte sind S bzw. §” gleich, nur entgegengesetzt ge-
richtet. Nach dem Prinzip von D’Alembert miissen die Trigheits-
und die duBeren Krifte, zu denen hier & und 8” zu rechnen sind,
am freibeweglichen Korper im Gleichgewicht stehen, also die ent-
sprechenden sechs Bedingungsgleichungen (37) des Gleichgewichtes
erfiillen. Nun setzt sich die Trigheitskraft des Massenelementes dm
im Punkte A (s. Fig. 52a) aus zwei Komponenten zusammen: aus
der radial, d.i. senkrecht zur Drehachse nach auBen gerichteten

rwidmg -

oX

| 5"
-k
2 T )
AL
+ |/'/y 9"
Yih A
Y
Fig. 52, Fig. 52a.

Komponente rw’dm, welche Zentrifugalkraft genannt wird, und
der tangential gerichteten redm, die entgegengesetztsinnig zu ¢ ist;

hierbei bezeichnet e=ﬂ—a—) die Winkelbeschleunigung der Drehung.

dt
Wihlen wir nun 0’ zum Koordinatenanfang, die Drehachse zur X- Achse
eines sonst beliebigen Koordinatensystems und zerlegen diese Trig-
heitskrafte in Komponenten, so werden die X-Komponenten zu Null,
die Y-Komponenten zu rw?dm cos ¢ = w’ydm, redmsin o= czdm,,
und die Z-Komponenten zu rw?dmsinp=w?2dm, — redmcos¢q
== —gydm; diese sind dann fiir den ganzen Korper zusammen-
zusetzen, d. i. zu integriererm Zerlegen wir noch die #uBeren Kriifte
P, ni die Komponenten X, Y,Z,, die Zwangskraft § in X'Y’'Z,
8" in X”Y"Z", dann werden die sechs Bedingungsgleichungen des
Gleichgewichts die folgenden: )

XX (X, =0,

Jorydm+ [ ezdm + ¥+ ¥ 4 DI (¥,) =0,
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n
[ w*zdm — [egdm 2’ + 2"+ I(Z,)=0,
1
~fsrdm-r—}—Mw=O,
f(sydm———m"zdm)x—Z”a-}—My:O,
f(azdm - w?ydm)z - ¥Y"a + M, =0;
_— 7 n
hierin ist 0’0" =a, E(Zkyk—ykzk>= M, Z/’J(szk—zkxk):My’
1

1
)

E(Yk @, — X, y,) =M, gesetzt worden. Beachten wir nun, dafl w?
1

und ¢ von der Lage des Punktes 4 unabhingig, also fiir die Inte-
gration als Konstanten zu betrachten sind, so erhalten wir, falls
&, 5, ¢ die Koordinaten des Massenmittelpunktes bezeichnen,

fwgydmza)“’fydm:weMn, fazdm:—efzdm:eMC,
fm"zdm:efr'“’dm:.s.fm,

 (eydm — w? zdm)x:efxydm——w“’fxza’mzeczy—wg(?'m,

f(ezdm—}—w"ydm)x::sfxzdm+w"’fa:ydm:e()’m—{—w‘zO’my;

hierin sind C,, und C,, die Zentrifugalmomente (s. Bd. II, S. 53)
des Kérpers fiir die beziiglichen beiden Achsen. Damit gehen obige
Gleichungen iiber in die folgenden:

X 4 X' 4 (X)) =0,

W My - e MUY ¥ 4 D (¥) =0,

1

(68) n
0*ME—eMy+-7Z' —f—Z"—}—E(Zk):O,
' 1

—J e+ M =0,
e0,,—wC,,—2"aM, =0,
eC,, 400, +Y'a+ M =0.

Die vierte derselben stimmt mit (60) iiberein; sie liefert den Wert
von ¢, und ihr Integral in der Gestalt (61) den von w?, der ebenso
wie ¢ in den tibrigen Gleichungen auftritt. Damit erhilt man dann
vier Gleichungen zur Ermittlung der Komponenten Y’, Z', Y”, Z”,
wihrend sich X’ und X” einzeln nicht ermitteln lassen, sondern

78
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nur deren Summe X’} X” aus der ersten Gleichung. Diese Un-
bestimmtheit hat die gleichen Griinde, wie bei dem Gleichgewicht
von Kréften an einem starren Korper, der sich um eine rubende Achse
dreht (s. Bd.II, S.172), und zwar sind es die der Uberbestimmtheit
der Drehung um eine ruhende Achse durch das Festhalten zweier
Punkte des Korpers. KEs wiirde zur Erzwingung dieser Bewegung
geniigen, einen Punkt, z. B. O’ festzuhalten und O” auf einer starren
ruhenden Kurve sich zu bewegen zwingen, auf der dann §” senk-
recht stehen muf. In den Anwendungen ist meist die Drehachse
jene Kurve; da §” senkrecht zu ihr sein muB, folgt X" =0, womit

n
auch X':—E(Xk) eindeutig bestimmt wird.
1

Beispiel:

Eine schwere, diinne rechteckige Platte stiitze sich gegen eine Ecke, die
von einer horizontalen und einer vertikalen Ebene gebildet wird, derart, daB
sie sich um ihre Kante DD (s. Fig. 53) drehen kann.
Die Punkte O’ und O” bleiben hierbei unbestimmt
und dementsprechend die Einzelkomponenten ¥/ und
Y” bzw. Z’ und Z”. Wohl aber laBt sich aus den
Gleichungen (63) die Summe Y’ 4 ¥” = H bzw.
Z' -+ Z" =V ermitteln, und zwar erhilt man, da

”n ®
H@y=0, Mzy=—L=—1y,
1 1
falls L die Schwere der Platte bezeichnet,
H=Y +Y'=—w*Mn-}-eM;,
V=2 +2"=—0®M{+eMn--L.
Nun folgt aus der vierten Gleichung, da hier M,== Ly, d.i. gleich dem
Moment der Schwere ist, :

8__£ Mg
=== esiny,

unter o die Strecke DS und unter vy den Winkel zwischen der Platte und
der X Z-Ebene verstanden; ferner »® aus dem Prinzip der Wucht

$ Iz (0 — 0p?) = A = — L ({ — &) = Mygo (cos y, — cos y).

Setzen wir beide Werte in obige Ausdriicke ein, so erhalten wir
M
H=— Mp [moz ~|——jq—9(2 08 1, ~ 3 cos 'zp)] sin ,
x
M,
V=L— Mp [wo‘“’ cos yp - *Ty_e_ {cos 1, cos 3 — cos 2 <p)] .
v

Beginnt die Bewegung aus der Ruhelage (wy==10) und der lotrechten Stellung
der Platte (y,=0), dann wird einfacher

M2y
T
Der Ausdruck fir H zeigt, daB H negativ werden kann, also daB8 fiir einen

. M p?
H=— (8cosy —2)siny, V=L I—Tf- (coszp—eos2tp)].
x
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gewissen Wert w,, Null und dariiber hinaus die Stiitzkraft H entgegengesetzt
gerichtet sein mufl, damit die Plattenkante D in ihrer Lage bleibt. Das be-
deutet aber in Wirklichkeit ein Loslésen der Platte von der X Z-Ebene, und
das tritt ein fiir , = arccos } (=48°10’). Ebenso kann V negativ werden,
d. h. die Plattenkante sich von der XY-Ebene abheben.

Um den EinfluB der Massenwirkung auf die Gréfle und Richtung
der beiden Zwangskrifte § und §8” genauer ermitteln zu kodnnen,
stellen wir die Gleichungen (63) fiir den besonderen Fall auf, daB
keine #uBleren Krifte auf den Kérper wirken, also X, =¥, —=2Z,=0
ist. Wir erhalten dann die folgenden sechs  Gleichungen:

X’—J[-—X“:O; Jm'6:0,
Y'+Y'+o*My~+eMl=0, —2Z"a-¢0, —w*C,, =0,
Z2'+2"+0* Ml —eMy=0; +Y"a--¢C,, 4 w’C, =0,

aus denen, weil ¢==0 folgt, also die Drehung mit der unverinder-

lichen Winkelgeschwindigkeit w =, vor sich geht, die gesuchten
Komponenten sich zu

2 2
, w,
X’ - Xn o O, Y" . 0 C , Z” — 0
i a xy a

Ozz’

2 0-’” O:r,z
Y’:w(,-(»(f’-——Mn), Z’:coo“‘< - ~MC>

ergeben. Die in diesen Ausdriicken auftretenden Krifte sind aber
nichts anderes, als die Komponenten der Resultierenden der Zentri-
fugalkrifte des Korpers und O, w,* bzw. C,,0,* die Komponenten
des resultierenden Hauptmomentes (vgl. Bd. II, S.160); es wiirde
also die Dyade der beiden Zwangskrifte § und §” der Dyname bzw.
Dyade, die aus der Zusammensetzung der Zentrifugalkrifte hervor-
geht, das Gleichgewicht halten. Nun fanden wir als Ausdruck fiir die

Resultierende der Zentrifugalkrifte R = w,® M V3?4 (2, als den fiir

das resultierende Hauptmoment M, == w,?VC3, -+ C%,; die Formeln
fiir die Komponenten der Zwangskrifte zeigen folglich, daB letztere

einerseits von dem Abstande g== V?—_{:ﬁ des Massenmittelpunktes M
des Kérpers von der Drehachse, andererseits von der Richtung der
Drehachse gegeniiber den Hauptachsen des Trigheitsellipsoides des
Korpers im Punkte O' abhingen, wie die Darlegungen im IL Bande
iilber das Trigheitsellipsoid (S. 53 und 54) lehren. Geht die Dreh-
achse durch den Massenmittelpunkt, ist also g==y={=0, so wird

2
N ’=w—£~ ‘/Cf;y -+ €2, und die beiden Zwangskrifte bilden ein

Kriftepaar vom Moment §'a==aw,?VCZ%, -} Ci,. Dieses kann nur
zu Null werden, wenn ¢,,=~0C,,==0 ist, also wenn die Drehachse
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mit einer Haupttrigheitsachse des Kérpers im Punkte O’ zusammen-
fallt. Wir erkennen sonach, daB3 die beiden Punkte O’ und 0" nur
dann durch Krifte nicht beansprucht werden, wenn die Drehachse
mit einer den Massenmittelpunkt enthaltenden Haupttrégheitsachse
im Punkte O sich deckt. Eine derartige von der Massenverteilung
des Korpers nicht beeinflulte Drehachse heiflt eine freie Achse.
Sie ist dadurch ausgezeichnet, daB sie ihre Lage im Korper nicht
andert, -falls letzterer um sie gedreht wird, auch wenn die Punkte O’
und O” nicht festgehalten werden. Es findet also die Drehung um
sie mit unverdnderter Winkelgeschwindigkeit dauernd statt, weshalb
sie auch permanente oder stationire Drehachse genannt wird.

Wie die vorausgehenden Darlegungen zeigen, werden die beiden
festgehaltenen Punkte O° und O” eines Korpers, der sich um die
Achse 0’0" dreht, lediglich infolge der Massenwirkungen des Korpers
durch die Krifte &’ und 8” beansprucht. Werden O’ und 0” oder
nur einer dieser Punkte im Bezugskorper nicht festgehalten, dann
tritt notwendig eine Bewegung bzw. Lagen- und Richtungsinderung
der Geraden 0'0” ein, wenn nicht die Drehachse urspriinglich eine
freie war. Die Zwangskrifte S und §8” kénnen dabei ganz oder z. T.
die Wirkung &uBerer Krifte aufheben, wie z. B. die der Schwere
des Korpers; letzteres geschieht u. a. bei dem als Kinderspielzeug
benutzten Kreisel, sowie bei dem Fahrrad.

Noch deutlicher treten die Wirkungen dieser Tragheitskréifte
hervor bei einem sich drehenden Korper K, dessen Drehachse in
einem anderen Korper K, festgelagert ist und letzterer sich gegen
den Bezugskorper zu bewegen vermag, wie es z. B. mit der Propeller-
achse in einem Flugzeug der Fall ist. Da K und K, die Punkte O’
und O” gemeinsam haben, so bewirken die Krifte S" und 8" eine
Bewegung von K, gegen den Bezugskérper K,. Das tritt u. a. ein
bei einem Propeller K, dessen Massenmittelpunkt auBBerhalb der Dreh-
achse desselben sich befindet; die hierdurch entstehenden Krifte 8’
und §” bewegen dann den FlugzeugkGrper K, in unerwiinschter
Weise gegen den Erdkérper K.

Ist die urspriingliche Lage der Drehachse hierbei eine freie
Achse des Korpers K, dann treten keine Zwangskrifte §' und §”
und folglich auch keine Lageveriinderungen von K, gegen K, auf.
Will man in diesem Falle aber umgekehrt die Lage von K, gegen
K, dndern, so bewirkt man damit eine Lagenéinderung der Dreh-
achse des Korpers K gegen K, in deren Gefolge die Krifte & und §”
auftreten; letztere setzen der beabsichtigten Lagenéinderung von K,
einen mehr oder minder merklichen Widerstand entgegen. Diese
Tatsache wird hiufig so aufgefaflt, als ob der Kérper das Bestreben
habe, die Lage seiner Drehachse zu erhalten, und spricht in diesem
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Sinne von einem Gesetz der Erhaltung der Drehachse. Letzteres
hat fiir Drehungen starrer Kérper eine #hnliche Bedeutung, wie das
Trigheits- oder Beharrungsgesetz fiir die Schiebungen starrer Korper,
deren Schiebungsgeschwindigkeit nach GroB8e und Richtung erhalten
bleibt, wenn keine Krifte sie beeinflussen. Auf dem Gesetz von
der Erhaltung der Drehachse beruhen die bekannten Wirkungen des
Schiffskreisels, des Kreisels bei der Einschienenbahn und seiner
Benutzung als KompaB, ferner der Richtkreisel der Torpedos; dar-
auf soll weiterhin noch eingegangen werden.

12. Kap. Freie und gebundene Bewegungen starrer Korper
unter dem EinfluB von Kriften.

Wie im 11. Kapitel des I Bandes (S. 105 u. ff.) gezeigt wurde,
besteht die Elementarbewegung des starren Korpers im allgemeinen
in einer Schraubung, die in drei Schiebungen lings der Achsen und
drei Drehungen um letztere eines beliebigen rechtwinkligen Koordinaten-
systems zerlegt werden kann. Wirken auf den Korper Krifte, so
lassen sich diese ohne Anderung ihrer Wirkung (vgl. Bd. IT, Kap. 18)
ersetzen durch eine resultierende Kraft R, deren Wirkungslinie durch
den (willkiirlich gewdhiten) Anfangspunkt des Koordinatensystems
geht und ein resultierendes Hauptmoment A, fir den Koordinaten-
anfang. Zerlegen wir erstere in Komponenten X Y7, letztere in M M, M,
nach den Koordinatenachsen und benutzen, daB fiir das freibewegliche
starre System sowohl der Satz von der Bewegung des Massenmittel-
punktes, als der Flachensatz gilt, so erhalten wir als Differentials
gleichungen fiir die Schiebungen nach (49)

(64a) MW—X, MW ST

und fiir die Drehungen um die drei Achsen nach (57)

=Y, M z,

x? y?

a d d

(64b> %(wax):M E(Jywy)zM ;i_t(szz)zMz’

in diesen bedeuten &#({ die Koordinaten des Massenmistelpunktes M
des Systems, J_ J J, die Trigheitsmomente des letzteren fiir die
Koordinatenachsen und o, o, w, die Winkelgeschwindigkeiten der
Drehungen des Systems um die Achsen. Die vorstehenden sechs
Gleichungen stimmen aber vollig iiberein mit den Gleichungen (37),
wie aus (47) bzw. (56) leicht hervorgeht; sie sind demnach die
Differentialgleichungen der Bewegung freier starrer Korper, und
ihre Integration wiirde die Aufgabe der Ermittlung dieser Be-

wegungen vollig 16sen.
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Die Gleichungen (64) zeigen, daB es zweckmiaBig ist, die Be-
wegung des Korpers zuriickzufiihren auf die Bewegung seines Massen-
mittelpunktes und die Bewegung um den Massenmittelpunkt. Hierzu
eignet sich besonders die Benutzung eines beweglichen Koordinaten-
systems, dessen Anfangspunkt im Massenmittelpunkt M des Korpers
liegt und dessen Achsen sich stets parallel denen des ruhenden be-
wegen. Das bewegliche Koordinatensystem fithrt dann eine Schiebung
aus, wihrend der Korper sich um eine Mittellinie des Korpers gegen
dieses dreht. Die Schwierigkeit der Losung beziiglicher Aufgaben
liegt nun gerade in der Ermittlung der Drehung bzw. der Drehachse
und der zugeordneten Winkelgeschwindigkeit; sie wird bedingt durch
die Verinderlichkeit des Trigheitsmomentes des Korpers mit der
Lage der Drehachse im bewegten Korper. Selbst in dem einfachen
Falle, daf8 der Kérper nur seiner Schwere unterliegt und sich um
Achsen zu drehen gezwungen ist, die durch den Schwerpunkt gehen,
wird die Ermittlung des Bewegungsvorganges, wie die Darlegungen
des folgenden Kapitels zeigen, nichts weniger als einfach. Es soll
daher auf die freien und gebundenen Bewegungen starrer Korper im
allgemeinen nicht weiter eingegangen werden; vielmehr wollen wir
uns auf solche Sonderfille beschrinken, bei denen die Losung der
Aufgabe auf keine gréBeren mathematischen Schwierigkeiten stoBt
und die doch zur Erliuterung des Weges dienen koénnen, der bei
verwandten Aufgaben zum Ziele fiihrt.

Sehr einfach wird die Behandlung dynamischer Aufgaben bei
Kérpern, die reine Schiebungen vollziehen. Denn in diesem Falle
148t sich die Bewegung des ganzen Korpers zuriickfilhren auf die

n
eines Massenpunktes, dessen Masse die Gesamtmasse M — Ek (m,) ist,
1

dessen Lage im Kérper aber ganz beliebig gewshlt werden kann. Das geht
aus den ersten drei Gleichungen (37) hervor, wenn man beachtet, daB
bei der Schiebung eines starren Korpers alle Punkte gleiche und gleich-
. . ez, d*z d*y, d'y

gerichtete Beschleunigungen haben, also TR df A8 —af

d*z, d?z - o Koordi . <obi
7 i ist und hierin xyz die Koordinaten eines beliebigen
Kérperpunktes bezeichnen. Diese Gleichungen werden folglich

d*z d’y d*z
und in diesen sind XYZ die Komponenten der Resultierenden R
aller Krifte, wenn man sie alle in dem gewihlten Punkte angreifend
denkt, was nach dem Satze auf S. 143, II. Bd. ohne weiteres zuldssig
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ist. Ist die Bewegung des Korpers eine gebundene, so treten zu den
duBeren Kriften noch die Zwangskréafte, entsprechend den Dar-
legungen des 5. Kapitels. Diese Zwangskréfte konnen auch Flichen-
krifte sein, wenn die Berilhrung der Korper in Flichen stattfindet.

Beispiele:

1. Ein schwerer Korper K (s. Fig. 54) vollziehe auf geneigter Ebene eine
geradlinige Schiebung. Da die resultierende Schwerkraft L im Schwerpunkt §
angreift, wihlen wir diesen als den Punkt, dessen Bewegung wir ermitteln.
Die Zwangskraft N wird hier die Resultierende aus den Flichenkraften in der
Beriihrungsfliche des Korpers K mit der geneigten Ebene; diese stehen senk-
recht zur Ebene und lassen sich, weil sie parallel sind, durch eine einzige
Kraft N ersetzen, deren Angriffspunkt nach S
gelegt werden kann. Damit ist die Aufgabe zu- .,
riickgefiilhrt auf die im Beispiel 1 auf 8. 48, Z

Fig. 54. Fig. 55.

nimlich der Ermittlung der Bewegung eines schweren Punktes auf geneigter
Geraden, denn der Schwerpunkt S des Korpers, in dem wir uns die Masse M
des Korpers verdichtet denken, beschreibt ja eine derartige Gerade.

9. Auf einem Fahrstuhl (s. Fig. 55), der sich mit der Beschleunigung b
nach abwirts bewegt, stebe ein schwerer Korper K, der den Fahrstuhl in der
horizontalen ebenen Fliche beriihrt; es soll der Normaldruck » in der Stiitz-
fliche unter der Voraussetzung gleichméBiger Druckverteilung gefunden werden.
Der Korper K vollzieht zugleich mit dem Fahrstuhl eine gleichméBig be-
schleunigte Schlebung in lotrechter Richtung nach abwirts und unterliegt
hierbei auBer seiner Schwere L—Mg noch den Flichenkriften dN-=—=vdF
in der Stiitzfliche. Letztere lassen sich genau wie im vorigen Beispiel durch
eine lotrecht nach aufwirts gerichtete resultierende Kraft N— f dN= f vdF

=v f dF = v.F ersetzen, die wir uns im Schwerpunkt S des Korpers an-

greifend denken. Sonach vollzieht S eine geradlinige Bewegung mit der Be-
schleunigung b, die der Differentialgleichung

Mb=L—N=Mg—DFv»
gentigen muB. Aus ihr findet sich der gesuchte Druck zu
Y= % (g—"n).

Dieser ist kleiner als bei der Ruhe oder der gleichformigen Bewegung des
Fahrstuhles und kann sogar Null werden. Ist b >>g, so muB sich der Kd&rper
vom Fahrstuhl abheben. Bei beschleunigter Fahrt nach aufwirts wird dagegen

=@+,

also der Druck grdBer als im Ruhezustande des Fahrstuhles.



106 Dynamik der starren Korper.

8. Weitere Anwendungen zeigen die Schiebungen der Korper K, und K,
im Beispiel 2 (S. 83), der lotrechten Schiebung des Korpers K im Beispiel 1
(S.92), sowie der geradlinigen Schiebung von Kolben, Kolbenstange und Kreuz-
kopf im Beispiel 2 (8. 94) der Kolbendampfmaschine.

Die Bedingungen, unter denen ein Koérper mit einem Freiheits-
grad gréBer als 1 eine Schiebung vollzieht, lassen sich leicht iiber-
sehen. Zuné#chst muB der Korper bei Beginn der Bewegung ent-
weder in Ruhe sein oder eine (gegebene) Elementarschiebung aus-
fithren, Ferner dirfen im Laufe der Bewegung die auf den Korper
wirkenden Krifte keine Drehmomente entwickeln, was nur dann ein-
tritt, wenn sich das Kriftesystem durch eine resultierende Kraft er-
setzen liBt, die durch den Massenmittelpunkt des Korpers geht. So
wiirde z. B. ein geworfener schwerer Kérper im luftleeren Raum eine
krummlinige Schiebung vollziehen, bei der alle Punkte kongruente
gleichliegende Wurfparabeln beschreiben, wenn die Anfangsbewegung
des Korpers in einer Schiebung besteht, denn die #uBeren Krifte
lassen sich hier durch die resultierende Schwerkraft im Massenmittel-
punkte ersetzen.

Was ferner die Drehungen um verinderliche Achsen anlangt,
so zeigt die Differentialgleichung derselben, némlich

d
E?(JDWD)=-MD;

in der J p das Trigheitsmoment des Korpers, wp die Winkelgeschwindig-
keit und Mj; das Moment der duBeren Krifte fiir die Drehachse be-
zeichnet, dal eine erhebliche Vereinfachung eintritt in dem Fall, wo
sich Jp trotz der Lagenénderung der Drebachse im Kérper nicht
éndert.

Beispiele dieser Art von Bewegungen sind die folgenden:

1. Auf einen homogenen schweren Kreiszylinder mit horizontaler Achse
sei ein biegsames Band aufgewickelt und dessen freies Ende E (s. Fig. 56) fest-
gohalten. Bei Beginn der Bewegung befinde sich der Zy-
W linder in Ruhe und das freie (abgewickelte) Ende des
Bandes B E in vertikaler Stellung. UberldBt man nun
den Zylinder seiner Schwere, so wird er sich auf dem
Bande abrollen und dieses lotrecht bleiben, weil nur ver-
tikale Krifte, ndmlich die Schwere L = Mg des Zylinders
s | und die Spannkraft S des Bandes auf den Zylinder wirken.
Vernachlissigt man hierbei die Masse des Bandes, so erfolgt
die Bewegung so, als ob der Zylinder auf einer vertikalen
8 ) Ebene abwérts rolle, d. h, es findet eine momentane Dre-
hung des Zylinders um die horizontale Beriihrungslinie
der Zylinderoberfliche mit der vertikalen Ebene statt. Da
der Zylinder ein starrer Korper ist, so gilt fiir die er-
2 wihnte Drehung der Flichensatz und folglich die Diffe-
Fig. 56. rentialgleichung
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d(Jgw) —ILa
dt ’

in der J, das Trigheitsmoment des Zylinders fiir die Drehachse und a den
Radius des Zylinders bezeichnet. Da nun Jz=—=4J - Ma®=const, so folgt
dw La

—— ="=— == const.
dt Jp

Die Drehung ist folglich eine gleichmiBig belszchleunigte und der Schwerpunkt

w
dt’
schleunigt. Will man auch die Spannkraft S des Bandes ermitteln, so ist es
besser, die Bewegung des Zylinders in eine geradlinige Schiebung und eine
Drehung um die zur Drebachse parallele Mittellinie zu zerlegen. Bezeichnet v,
die Schwerpunktsgeschwindigkeit, so besteht fiir die Schiebung die Differential-
gleichung

bewegt sich mit der Beschleunigung b,—a also ebenfalls gleichméBig be-

dv,
M a5 = L—8
und fiir die Drehung um die horizontale Mittellinie des Zylinders
do
J, —Cﬂ =8-a.

Die Elimination von S aus beiden Gleichungen fiihrt unter Benutzung der Be-
zichung v,— aw sofort zn dem obigen Ausdruck fiir (—1‘—%; andrerseits erhilt
man auch

_Jido I,
T a dt  J;+ Ma®
und die Beschleunigung des Schwerpunktes des Zylinders zu

dv, Mda&
LR Gl

2. Ein homogener schwerer Zylinder bewege sich auf einer unter-dem
Winkel « geneigten Ebene derart, daB er letztere immer in einer horizontal
gerichteten Mantellinie beriihrt (s. Fig.
57); es ist die Bewegung des Zylinders
unter Beriicksichtigung der gleitenden
und rollenden Reibung zu ermitteln,
In dieser Absicht zerlegen wir die Be-
wegung in eine Schiebung mit der Be-
wegung des Schwerpunktes S bzw, mit
seiner Geschwindigkeit v, und eine
Drehung um die horitontale Achse
durch S und fiihren die Zwangskrifte
ein, durch die beide Bewegungen des
Zylinders zu freien werden. Die letz-
teren sind die Stiitzkraft N senkrecht
zur Ebene und die Umfangskraft U in der Ebene, welche die Reibung ersetzt
und entgegen v, gerichtet ist. Fiir die Schiebung besteht die Differential-
gleichung dv

2

M—Jt—=Lsma—U,

S L

Fig. 57.
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weil nur die Komponente L sin o die Bewegung in Richtung der Ebene be-
schleunigt. Die Kraft U aber entspricht der gleitenden Reibung und kann
daher im allgemeinen (s. Bd. II, Kap. 27) gleich uN gesetzt werden. Fiir die
Drehung um die Zylinderachse erhalten wir weiter

do
‘dt
in dieser Gleichung bezeichnet J, das unverinderliche Trigheitsmoment des
Zylinders beziiglich seiner geometrischen Achse und f die Reibungsziffer der
rollenden Bewegung (s. Bd. II, S. 279), denn letzterer setzt sich das Wider-
standsmmoment M,,— N-f hemnmend entgegen. Beriicksichtigen wir nun noch,
daB N = L cos « sich nicht #ndert, so folgt aus der ersten Gleichung, daB die
Beschleunigung des Schwerpunktes

JZ2—TU.r —N.f;

dv, .
ﬂz(sm @~ 1 cos ) g
und aus der zweiten, da die Winkelbeschleunigung der Drehung um die hori-
zontale Schwerachse

do _ Mur—1)

at Js

sich als unverénderlich ergeben. Beide sind sonach gleichm#Big beschleunigte
Bewegungen und lassen sich zu einer Drehung zusammensetzen, deren Achse
im Abstande v,:® vom Schwerpunkt in einer zu v, senkrechten Ebene liegt
und deren Winkelgeschwindigkeit o ist.

Soll eine rollende Bewegung eintreten, so muB, wie sofort ersichtlich, die
Haftreibung U,=y,N an die Stelle von U treten, also, weil u < y,, auch
UL U, sein.

Da nun beim Rollen die Drehung um die Achse in B stattfindet und

dv, dw

sonach v,=7rw ist, so erhalten wir, weil =TIt sein soll, aus beiden

gcos o

Differentialgleichungen die Beziehung

L sin oc—UzMr(U"—Lcosaf)_

Jy ’
aus der ey
J,tan « rf
U= —J’W Lcosa
hervorgeht. Damit Rollen eintritt, mu8 U, > U, folglich
Jstan o+ Mrf
Mo g T, + Mre
oder
2) o
wn oot Mr) = Mrf

Je

sein. Die Drehung vollzieht sich dann um die Berithrungslinie gleichmibig
beschleunigt mit der Winkelbeschleunigung
do _rtan
dt = J,--Mr®

3. Die starre Verbindung eines beliebigen Kérpers mit einem Kreis-
zylinder, der in einem ruhenden Hohlkreiszylinder mit horizontaler Achse
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rollen kann (s. Fig. 58), nennt man ein Rollpendel. Es dient zu einer sehr
einfachen und dabei recht genawen Ermittlung von Trigheitsmomenten der
Korper auf dem Versuchswege.

Um zu einfachen Beziehungen zu
gelangen, wollen wir voraussetzen, daB
in der tiefsten Lage des Zylinders der
Schwerpunkt 8 des ganzen rollenden
Korpers in der lotrechten Ebene durch
die geometrische Achse D des ruhen-
den Hohlzylinders liege. Bezeichnen
wir dann in der beliebigen Lage des
Korpers K (siche die Fig. 58) den Win-
kel B,DB mit y, den Winkel SCB
mit ¢, und die Radien der ' beiden
Kreiszylinderflichen mit R bzw. r, so
besteht die Bedingung des Rollens in .
der Beziehung r-¢ = R-y, weil dann Fig. 58.
arc (B B),) = arc (B B,) ist. Da sich der

Kérper K um die beiden Zylinder flichen gemeinsame Mantellinie in B dreht,
80 besteht nach dem Flichensatz die Differentialgleichung

%(JB'G)):—L{CSiD (p — )+ rsiny},

denn der Ausdruck auf der rechten Seite, in dem e= CS ist, stellt das Mo-
ment der resultierenden Schwerkraft L des Korpers fiir die Drehachse dar.
Das Trigheitsmoment J, des Korpers fiir die Drehachse ist in diesem Falle
aber verinderlich, denn es besteht nach Bd. II, S. 52 dafiir der Ausdruck
Jp=Js+M-BS*=J,+M ("¢ -—2recos ¢); es erweist sich deshalb als
zweckmiBig, das Prinzip der Wucht zu benutzen, wobei wir wie bei dem
Faden- und dem physischen Pendel voraussetzen wollen, dafl die Anfangs-
lage (fiir v =1,) eine Ruhelage, also w,=0 sei. Dann wird W=14J, 0"
= A= Lt,— ¢{]= L[(R—r)(cos y,— cos y) |- & {cos (9 — ) — cos (p — )}]

und hierin ist ¢ = % Y, Qo= —? y, und o = %% = B ;_— r"fl_? » letzteres, weil

DC-dy=—DBC dp sein muB. Die Auflésung vorstehender Gleichung nach w

liefert -
et 54 __R—rdy
=iV =T @
B d ¢
und hieraus findet sich nach Einsetzung der Werte fiir 4 und J, sowie fiir
J,=Mi? und nach entsprechender Umformung

-
t_____R—'r \/ 12} € 412 —2ercosg
rv2g (B —1)(cosyp
Yo

dy.
— 08 ) - € {c0s (7 — ) — c08 (9o — o)} *

Setzt man noch @ = —? - in das Integral ein und fiihrt die Integration
etwa durch Reihenentwicklung aus, so erhilt man mit der Annahme £, —0 ¢ als

Fuanktion von v und folglich auch die Dauer —2T— der einfachen Halbschwingung

als Funktion von y,.
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Fiir die experimentelle Ermittlung von Trigheitsmomenten kommen in
der Hauptsache zwei Sonderfille von Korpern in Betracht. Der eine ist der
zu seiner geometrischen Achse massensymmetrische Rotationskdrper, bei dem

der Schwerpunkt § in diese Achse fillt, also (S=e=0 ist (s. Fig. 58a).
Setzt man aber e=0 in die vorstehende Formel ein, so erhilt man

Yy
(' + ) (B—1)

dy
2gr® ycos p — cos y,
Yo

und dieser Ausdruck stimmt mit dem entsprechenden des Fadenpendels (s. 8. 51)

; 2 2 —
iiberein, wenn die Fadenlinge l:glj:i;)z—(&—r—) gesetzt wird. Dement-

sprechend erhilt man bei Schwingungen mit kleinen Ausschligen 1, als Daner
der einfachen Schwingung mit hinreichender Annéherung

Py [ E=T),
g

aus der 4,2 und damit J,= M4,? folgt, nachdem man 7' auf dem Versuchs-
wege ermittelt hat.

Der andere kann ein beliebig gestalteter Kérper sein, wenn er nur mit
einem starren Kreiszylinder verbunden ist, der die Rollbewegung erméglicht.
In diesem Falle wihlt man zweckmiBig an
Stelle des ruhenden Hoblzylinders eine hori-
zontale Ebene (s. Fig. 58b), also R =00,

Fig. 58b.

weil auch dann die Schwingungen des Korpers mit denen des Fadenpendels in
Ubereinstimmung gebracht werden kémnen. Das ersicht 'man am kiirzesten,
wenn man den Flichensatz fiir die Drehung um die Beriihrungslinie in B an-

wendet; er ergibt sofort
d .
E[(JB“’)=_L”““P

und da Jgz=J,4 M(e*}r* — 2er cosp) sich bei gréBerem ¢ und kleinen
Aunsschlédgen nur wenig éndert, so 1&Bt sich niherungsweise J p als unverinder-

lich ansehen, also vorstehende Differentialgleichung durch die des Fadenpendels

ersetzen, in der die Fadenlinge
I

V=it
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ist. Ermittelt man nun auf dem Versuchswege wieder die Dauer T der ein-
fachen Schwingung, sowie die Entfernung CS—e, so erhilt man aus der

Gleichung
( T )z Jg
=\ 9= e
den Mittelwert fiir Jg=J, -4 M(r® - € — 2re cos ¢,) = J; + M (e —r)?
—+-4 Mresin® %’1 . Wenn man dann gchétzungsweise ¢, = 1 ¢, einfiihrt, erhilt

man hieraus fiir J, einen Wert, der vom wahren Wert unter den gemachten
Voraussetzungen nur wenig abweicht.

Eine weitere Moglichkeit einer vereinfachten Bestimmung fiir J; ergibt
sich, wenn man in der allgemeinen Beziehung ¢ — 2y wihlt, womit die Diffe-
rentialgleichung in

d .
-(ﬁ(JBco)__—L(e—}—r) siny
iibergeht. Diese Feststellung zieht nach sich, da8 B =2r sein muB, falls

Rollen stattfinden soll, und da w=?i—'é’, wieder eine Differentialgleichung von

der Form
dy _ Me+r) .
ae JB g sy,

falls J, sich so wenig é&ndert, da man dafiir einen konstanten Mittelwert
setzen darf.

4. Eine homogene schwere Kugel bewegt sich unter dem Einflusse der
gleitenden und bohrenden Reibung auf rauher horizontaler Ebene; ihre Be-
wegung laBt sich dann wie
folgt ermitteln. Wir fithren z 7
-zuniichst -die Bewegung auf
eine freie zuriick, indem wir
im Beriihrungspunkte B (siehe
Fig. 59) auBer der Zwangs-
kraft N noch die Komponen-

ten W, und W, der gleiten- P
den Reibung W== u-N an- 8w 0
bringen; hierbei hat W die X

entgegengesetzte Richtung der
Geschwindigkeit v, des Punk-
tes B der Kugel. Zerlegen
wir nun die Bewegung der
Kugel in die Schiebung mit
dem Massenmittelpunkte M, .
dessen Koordinaten z,y,z2=a
seien, und die Drehung um Fig. 59.
eine Mittellinie der Kugel,

so erhalten wir nach (642) die drei Differentialgleichungen
d*z dty 4z

aw— Ve Mgp=—W,  Mgp=N—-L=0,

und nach (64b) mit Benutzung des Umstandes, daB J, =J,=J,=§ Ma®=Jy
die weiteren

M
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doy doy
I gt dit
in denen w,, w,, w, die Winkelgeschwindigkeiten der Drehungen um die zu
den Koordinatenachsen parallelen Mittellinien der Kugel bezeichnen und M,

das konstante Moment der bohrenden Reibung ist.
Nun liefert die Elimination von W, aus der zweiten und vierten Gleichung

——W,a, J do,

=—Wya, JM M—d—t—=—-MB,

In

also das Integral

%— Maflig:dit(‘f“ w, —Mav,)=0,

Iy @z — Mavy=Const = C;,
und in gleicher Weise die Elimination von W, aus der ersten und vierten

I 0wy -+ Mav.=0Cy;

darin ist %? =, % = v, gesetzt worden. Beachten wir weiter, daB die Ge-
schwindigkeit v, des Beriihrungspunktes die Komponenten v, — gwy und
vy~}-aw, und dal W die entgegengesetzte Richtung von v p hat, also die
Beziehung m _ d_v_y v, fae, v, A
W, dv, v,—aw, v.—B

. C.a _ Cya .
besteht, in der 4 = W , B —-W zu setzen ist, so folgt durch

v_yié = const = :% .
Sonach hat W= u N = u L nicht nur konstante GroBe, sondern asuch konstante
Richtung und es muB folglich M eine Parabel beschreiben, deren Achsen-
richtung und Lage durch GroBe und Richtung der Anfangsgeschwindigkeit
von M bestimmt wird. Ferner dreht sich die Kugel um eine Mittellinie, die
in bekannter Weise durch Zusammensetzung der Winkelgeschwindigkeiten
@z, wy und o, erhalten wird, und zwar ergibt sich die Richtung der augen-
blicklichen Drehachse aus den Ausdriicken Dr:@, wyiw und oo, in
denen w = yw,® -+ w,® + w,? ist.

Beriicksichtigen wir, daB8 W, und W, sich nicht &ndern, so sind auch

Integration

Vp —

dv, d . .
ar und —Jvt—” unveréinderlich, und daher v, == — ¢, -t +-Vor, ty=—cy vy

Damit aber erhalten wir zufolge der fritheren Integrale
Wy =y, -t + wyz, wy=7yy-t -+ w,y,
wozu noch wegen der Unverinderlichkeit der bohrenden Reibung
W = —y, -t 4wy,

7z Konstanten, Es laBt sich fo'glich die Richtung der
ezugskdrper verinderlichen Drehachse fiir jeden Wert
Bewegung setzt sich jedoch nur so lange fort, als noch

Ist dagegen vy zu Null geworden, also auch t, —aw, und
Yy + aw;, oder, was das gleiche bedingt,

tritt; hierin sind y,, Yy,
in der Kugel und im B
von t berechnen. Die
Gleiten auftritt,

— . G oo Cea
Ju+ Ma¥’ Y Uy + Mo’

YV



Der Kreisel. 113

dann tritt an die Stelle der gleitenden Reibung die Haftreibung und von da
an rollt die Kugel mit den beiden unverinderlichen Winkelgeschwindigkeiten

g G __ ® — G

T Iy +Ma*’ Y I+ Ma®’
falls die rollende Reibung einen verschwindend kleinen EinfluB auf die Be-
wegung hat. Der EinfluB der bohrenden Reibung auf die Richtungsinderung
der Drehachse dauert jedoch so lange an, bis w, zu Null geworden ist. Die

Bewegung kann von dem genannten Augenblick an als eine Drehung um eine
durch den Beriithrungspunkt B gehende Achse aufgefafit werden.

13. Kap. Der Kreisel.

In neuerer Zeit hat der Kreisel eine ganze Reihe wesent-
licher technischer Anwendungen erfahren, weshalb es angezeigt
erscheint, auf seine Theorie wenigstens in den Hauptpunkten ein-
zugehen, obgleich sie etwas weitergehende Anforderungen an mathe-
matische Hilfsmittel stellt, als die bisher behandelten Gebiete der
Dynamik.

Wir gehen hierbei von der Aufgabe aus, die Bewegung eines
starren Korpers zu ermitteln, der in einem seiner Punkte festgehalten
wird, also eine sogenannte
sphirische Bewegung (s.
Bd. I, 8. 111) ausfiihrt. Sie
besteht in einer Drehung
um die Achse, die durch den
festgehaltenen Punkt O (s. Fig.
60) geht. Wir zerlegen diese
in bekannter Weise in drei
Drehungen um die Achsen
XYZ eines beliebigen Ko-
ordinatensystems, dessen An-
fangspunkt in O liegt. Be-
zeichnet w die Winkelge-
schwindigkeit der Drehung
um die beliebige Achse 0D, Fig. 60.
und sind y, y,,7, die Winkel
von 0D mit den drei Koordinatenachsen, dann werden die Winkel-
geschwindigkeiten der Drehungen um letztere (s. Bd. I, S. 98)

W, ==wWCo8Yy,, w,=wcosy,, W, == o8 y,.

Zerlegen wir ferner das resultierende Hauptmoment M, aller auf

den Korper wirkenden #uBeren Krifte in die Komponenten M,_, M,

M, beziiglich der drei Koordinatenachsen, dann liefert der Flichen-
Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. IIT, 8
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satz beziiglich der Drehungen des Korpers um diese Achsen sofort
die Differentialgleichungen

d(J,) _ d(Jyy) _ d(J@,) _

Tar M T My T M

in denen J_, J,,J, die Trigheitsmomente des Kérpers beziiglich der
Koordinatenachsen bezeichnen. Sie haben die allgemeine Form

(67) Woa) _y,,

(66)

falls Jp das Trigheitsmoment des Korpers und My das resultierende
Moment aller Krifte beziiglich der beliebigen Achse O D bezeichnet,
um die sich der Kérper momentan mit der Winkelgeschwindigkeit
dreht, und stimmen véllig mit (57) iiberein. Die darin auftretende
wichtige Grofe Jpw nannten wir das Impulsmoment des Korpers
fiir die Achse O0D; wir wollen sie nach dem Vorgang von Féppl?)
kurz den Drall nennen. Nun liBt sich aber, unter 4, B, C die drei
Haupttrigbeitsmomente des Korpers fiir den festgehaltenen Punkt O
verstanden, zufolge der Formel (41) in Bd. II, S. 53

Jp=A4cos’ (4, D) - B cos? (B, D)+ Ccos? (C, D)

setzen, worin (4,D), (B, D), (C, D) die Winkel der Haupttrigheits-
achsen mit der Drehachse OD bezeichnen. Und wenn wir ferner
noch @ in die drei Komponenten ¢ = cos(4, D), f==w cos(B, D),
y = w cos (C, D) zerlegen, so geht der Drall 4==Jp e iiber in

(68) A= Awcos(4, D)4 Bpcos(B,D) 4 Cy cos (C, D).

Aus dieser Beziehung erkennt man unschwer, daB der Drall die
wesentliche Eigenschaft eines Vektors hat. Tragen wir nimlich 4
in Streckenform auf OD von O aus nach der Seite hin auf, von
der aus gesehen der Drehsinn von @ mit dem des Uhrzeigers iiber-
einstimmt, so zeigt (68), wenn wir die DrallgréBen A, Bf und Cy
in der gleichen Weise behandeln, daB 4 sich als Summe der Pro-
jektionen der letzteren Vektoren auf OD darstellt. Daraus folgt
aber unmittelbar, daB sich die Drallvektoren wie Krifte, Haupt-
momente usf. zusammensetzen und zerlegen lassen. Inshesondere
ergibt sich durch Zusammensetzung von 4o, BB und Cy als resul-
tierender Drallvektor

4,=V(de) + (B +(Cr)?,
}) Die von A. Foppl eingefithrte Definition des Dralls ist gegeniiber der
hier gegebenen eine wesentlich weitere; er versteht unter ,Drall* die geome-
trische Summe der Produkte des Impulses m; vy mit dem Lote r; vom Fix-

punkt O auf v;. Von diesem ist das hier verwendete Impulsmoment nur ein
Sonderfall.” !
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dessen Richtungskosinus sich wie A «: B f:Cy verhalten. Ferner er-
sehen wir aus (68) in der Form

A= [éd—a-cos (4, D) 4 I_Z—é cos (B, D) - %.cos(C, D)] a4,.,
daBl sich " " "
(68a) A=A, cos

ergibt, falls ¥ den Winkel zwischen der Achse O D und dem Vektor
4,, bezeichnet. Es ist sonach 4<4,,, bzw. max(4d)=4, . Wenden
wir die Beziehung (68a) auf die Achsen eines willkiirlichen Koordi-
natensystems an, so finden wir unter Benutzung der Ausdriicke
4,=J,0, 4, =J 0, 4,=J,0, auf

4, =V, 0) +(, 0, + o)

und das Verhéltnis der Richtungskosinus zu J o :J, 0 :J, o,.
Die Differentialgleichung in der Form

dd
@ Mo

ragt aus, daB die Anderung des Dralles mit der Zeit gleich dem
sesultierenden Moment der .dufleren Krifte fir die Drehachse ist.
Um diese Anderung recht einfach ermitteln zu konnen, ist es zweck-
miBig, die Koordinatenachsen mit den Haupttrigheitsachsen in ihrer
momentanen Lage zusammenzulegen und die Winkel zu suchen,
welche die letzteren mit den Koordinatenachsen einschlieBen, nach-
dem der Korper eine unendlich kleine Drehung um die Achse O D
vollzogen bhat. Da wir aber letztere durch die Drehungen um die
drei Koordinatenachsen mit den Winkelgeschwindigkeiten o, 8, y er-
setzen diirfen, so kann der Winkel (4’, X), den die Achse 04 in
der neuen Lage O 4’ mit der X-Achse einschlieBt, in folgender Weise
ermittelt werden. Bei der Drehung des Koérpers um die X-Achse
geht zwar ¢ in o -~ dq iiber, aber die Lage von 04 wiirde hierbei
ungeéndert bleiben. Dagegen ist letzteres nicht der Fall bei den
Drehungen um die Y- und Z-Achse, welche zusammengesetzt eine
Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit w,==Vp*+y* um eine in
der YZ-Ebene liegende Achse ergeben, die den Winkel (4’, X)
=w, dt der Achse 04 mit X zur Folge hat. Ferner ergibt sich
der Winkel (B, X) zufolge der Drehung des Kérpers um die Z-Achsa

(s. Fig.61a, S.116) zu g -+ y dt und endlich Winkel (¢, X) = 721 — B dt

(674a)

(s- Fig. 61b, S.116), so daB nach entsprechender Reihenentwicklung

cos (A’ X) ==cos (w,dt)==1 — } cos® (w,dt) + ...,
8*
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cos(B’X):cos(;—t—}—»ydt)=-——sm(ydt)———-—7dt—{- (ydt) —

cos(C’X):cos(-g-—ﬂdt)——— sin (B df) =pdt— (ﬁdt) +..

oder mit Vernachlissigung der unendlich kleinen GroBen hoherer
als der ersten Ordnung
cos (4, X)=1, cos(B,X)=—ydt, cos(C,X)=_pdt

2 X

Fryae

V.4

4
Fig. 61a.

erhalten wird. Setzen wir letztere in (68) ein, indem wir beachten,
daB an die Stelle der Achse O D hier die X-Achse als Drehachse
tritt, so finden wir als Drall des Koérpers fiir letztere

A = Ad cos (4, X) -+ B f cos (B, X) + Cy cos(C, X)
=A(e+de)—B(B+df)ydi+C(y+dy) By at
=4 (e} de) — (B— C)pdt,
wenn wieder die unendlich kleinen Glieder hoherer Ordnung ver-

nachlissigt werden. Sonach erhalten wir als Zuwachs des Dralles
bei der Elementardrehung des Korpers um die X-Achse

dd=A"—A4, = Adde—(B—C)Bydt

und sonach zufolge (66) als Differentialgleichung der Drehung des
Korpers um die X-Achse

deo
A% —B—O)fy=N

Bei Ableitung dieser Bezichung ist nun stillschweigend angenommen
worden, daB die drei Haupttrigheitsmomente sich bei der Bewegung
des Korpers nicht éndern. Das ist nicht der Fall, wenn der Massen-
mittelpunkt M des Koérpers nicht im festgehaltenen Punkt O liegt
Denn sind £7{ die Koordinaten von M und 4y, Bm, Cyq die Haupt-
trigheitsmomente beziiglich M, so ist z. B. das Trigheitsmoment fiir
die parallele Achse durch den beliebigen Punkt O gleich An-- M &2,
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also verinderlich. Demgemifl gilt vorstehende Differentialgleichung
nur, falls der Massenmittelpunkt M des Kérpers festgehalten wird.
Unter dieser Voraussetzung bestehen sonach fiir die Bewegung des
starren Korpers um den Massenmittelpunkt die folgenden drei Diffe-
rentialgleichungen

ap

do
AM&TZ(BM"_CM)ﬂV“{“'Ma; BM“&?Z(CM'_AM)Q‘}"{’MM

69)
( Cm Z—Z": (Am —Bm) e +M,;

sie heilen nach ihrem Entdecker die Eulerschen Gleichungen. Die
beiden letzten werden in der gleichen Weise abgeleitet, wie die
erste, und zwar durch Ermittlung der Anderung des Dralles bei
Drehung des Kérpers um die Y- bzw. B-Achse und die Z- bzw. C-Achse.

Es ist ferner zu beachten, daB die Gleichungen (69) zunchst
nur fiir die Elementarbewegung des Korpers gegen ein ruhendes
Koordinatensystem Giiltigkeit zu haben scheinen, dessen Achsen
momentan mit den Haupttrigheitsachsen im Massenmittelpunkte zu-
sammenfallen. Bedenkt man jedoch, daB die Anderungen des Dralles,
welche die Gleichungen (69) bestimmen, die ganz gleichen werden
fir jede beliebige Lage des Korpers, so erkennt man, daB diese
Gleichungen ganz allgemein, d. i. fiir jedes beliebige ruhende Ko-
ordinatensystem gelten, dessen Anfangspunkt im Massenmittelpunks
liegt.

Die Integration der Gleichungen (69) bedingt aber, daB die drei
Momente M,, Mg, M, der duBleren Krifte beziiglich der Haupttrig-
heitsachsen als Funktionen der Verdnderlichen &y dargestellt werden
kénnen. Das erfordert die Ermittelung der Abhingigkeit dieser Ver-
dnderlichen von der Lage der Haupttrigheitsachsen des Kérpers zu
einer beliebigen Zeit ¢. Die Benutzung der Winkel genannter Achsen
mit den Koordinatenachsen ist sehr uwmstiindlich; einfacher werden
die Beziehungen durch Verwendung der Winkel, die Euler zu diesem
Zweck einfilhrte. Es seien 4, B, C (s. Fig. 61) die Haupttrigheits-
achsen des Korperg in einer beliebigen Lage goegen das ruhende
Koordinatensystem, und 0S8 bezeichne die Schnittlinie der Ebene
4 O B mit der X 0 Y-Ebene, dann bestimmen die drei Winkel X05==g,
804=y und ZOC=vy eindeutig die Lage des Korpers, wenn sie
von den positiven Seiten dieser Achsen gebildet werden. Mittels
derselben lassen sich nun die Komponenten « 8y der Winkelgeschwin-
digkeit w beziiglich der drei Haupttrigheitsachsen in folgender
Weise ausdriicken. Wir kénnen den Korper in jede Lage bringen

durch Drehungen um die Achse 0 Z mit ¢ — ‘%’ als Winkelgeschwin-
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digkeit, dann um OS§ mit ¢ = % und schliefflich um OC mit

Z=?‘%’ und wemn wir ¢, ¢, g in der Richtung der drei. Haupttrég-

heitsachsen in Komponenten zerlegen, so lifit sich « als Summe
der beziiglichen Komponenten von ¢, v, y darstellen und #hnlich auch
fp und y. Wir erhalten folglich ohne weiteres nachstehende drei
Ausdriicke:

o= cos (Z, A) 4 v cos (S, 4) 4 cos (C, 4),

B= ¢ cos (Z, B) + v cos (8, B)+ i cos (C, B),

y =@ cos (Z, C)4- 9 cos (8, C) g cos (C, C),

in denen die Winkel (S, 4) =72, (S, B) =3 +1, (5, O =73, (C, D)=

(4,0=(B,0) =72£ und (C, C)==0 werden, wie sich unmittelbar aus

der Figur ersehen 1iBt, wihrend eine einfache geometrische Uber-
legung zeigt, daB cos(Z, 4)==sinysiny und cos (Z, B) ==sin y cos y
zu setzen ist. Damit finden wir

= ¢ sinysin x4y cos g
(70) = ¢ sin y cos y—  sin, x

r=¢cosy+i.
und diese Ausdriicke setzen wir in (69) ein. Driicken wir dann noch
die veréinderlichen GréBen in M M, M, durch ¢,y und y aus, so
ergeben sich drei Dlﬁerentlalglelchungen zweiter Ordnung zwischen
@wy und der Zeit t, deren Integration die gestelite Aufgabe 16st.
Letztere bieten im allgemeinen erhebliche mathematische Schwierig-
keiten; deshalb soll das Problem hier nicht weiter verfolgt werden.
Dagegen wollen wir noch auf einige Sonderfille eingehen, die einfachere
Loésungswege zulassen.

Ein derartiger Sonderfall ist der kriftefreie Kreisel, oder, was
auf dasselbe hinauskommt, die Bewegung eines starren  Korpers um
seinen Massenmittelpunkt, wenn auf den Koérper Krifte wirken, die
sich in allen Lagen des Korpers zu einer Resultierenden zusammen-
setzen lassen, deren Wirkungslinie immer durch den Massenmittel-
punkt geht, also deren Zentralmoment Null ist. In diesem Falle ist
M,==Mg==M,—0 und die Eulerschen Gleichungen werden
. d d
(1) 4% —@_0)py, B b0~ tar, ¢Z—(a—B)es.
Multipliziert man diese Gleichungen mit ¢ bzw. § bzw. y, so erhilt
man durch deren Addition
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de ap dy
und wenn man letztere nach ¢ integriert,

Ade*  Bp®
(72) -+

Der Ausdruck links ist aber die Wucht W des Koérpers, wie man
sich leicht iiberzeugt, wenn man beachtet, dal W= 1 Jp w? ist und
man fiir Jp den auf S.114 angegebenen Ausdruck einsetzt. Vor-
stehende Gleichung wiirde sonach unmittelbar aus dem Prinzip der
Wucht, d.i. der Gleichung (41) hervorgehen, da hier die Krifte bei
keiner Drehung um eine Mittellinie des Korpers eine Arbeit ver-

richten; sie konnte folglich, weil die Arbeit 4==0, sofort in der
Form

(72a) W=14}(de® + BB+ Cy*) =W,
geschrieben werden, in der W, die Wucht bei Beginn der Bewegung
bezeichnet.
Die Anderung von o steht hiernach im engsten Zusammenhang

mit der des Trigheitsmomentes, denn es ist

VAV /2,

V¥V
Sie wird anschaulich, wenn man das Zentralellipsoid (s. Bd.IL, S. 54)
zu Hilfe nimmt. Diese Fliche erhielt man dadurch, dai man von M
k
In
(hierin k eine willkiirliche Konstante) auftrug; die Punkte E liegen
dann auf der Zentralellipsoid genannten Fliche. Aus ihr finden wir
mit Hilfe von ¢ umgekehrt fiir jede beliebige Achse das zugehdrige

2
-+ —qéy— = Const.

aus auf der Drehachse 0 Dnach beiden Seiten die Strecke O — @ —

k
Trigheitsmoment Jp=—;. Da nun auch

2
2W,
Jp= _0)20, |
so liefert die Gleichsetzung beider Ausdriicke sofort die Beziehung

(73) w==210,

in der A:‘/ 2_2’& eine Konstante ist. Somit erkennen wir, daB

der Vektor fiir @ durch die Strecke g dargestellt werden kann, wenn
man den MaBstab entsprechend wihlt. Folglich vermittelt das Zentral-
ellipsoid die erwshnte Veranschaulichung des Anderungsgesetzes der
Winkelgeschwindigkeit o bei diesem Bewegungsvorgang.
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Ein weiteres Integral folgt aus dem Prinzip der Erhaltung der
Flachen, bzw. aus der Gleichung (68); es l&8t sich hier unmittelbar
ableiten, indem man die Gleichungen (71) mit 2 A¢ bzw. mit 2 B
bzw. 2 Cy multipliziert, dann addiert und nach der Zeit integriert;
man erhilt dann sofort

(14) A%} B? % 4 0%y = Const.
Dieses selbe Integral erhélt man aus (67), weil Mp =0, also der Drall
A4 = Jp w == Const

hinsichtlich der Zeit ist. und zwar fiir die Verdrehungen um die drei
Koordinatenachsen, da M, =M = M, =0 und somit J, w,, Jy w,,
J, w, Konstanten hinsichtlich der Zeit sind. Da der Drall aber die
Eigenschaft eines Vektors hat, so erhilt man durch Zusammensetzung
der den Haupttrigheitsachsen entsprechenden Vektoren

A=V(4e)+ (BFf +(Cy)
und somit die Beziehung (74).

Endlich bedarf es, um die drei Komponenten «fy der Winkel-
geschwindigkeit o hinsichtlich der Haupttrigheitsachsen zu finden,
noch einer weiteren Integration und zu dieser gelangt man durch
Einfithrung der Veréinderlichen « mittels der Festsetzung

o ﬂ 7 === 'd—t .
Multiplizieren wir zundchst die erste der Gleichungen (71) mit 2¢,
so finden wir
do du

und durch Integration nach der Zeit
Ae? =2 (B — C)u - Const.

Die Konstante hierin soll durch die Bedingung bestimmt werden,
dal bei Beginn der Bewegung, d.i. fir t=1,=0 auch %=u,=0
und ferner « =g, sei, also die Beziehung

A 0)? = Const
erfiillt werde. Dann folgt

A(e® —e?)=2(B—0)u.
In der gleichen Weise finden wir die beiden Beziehungen
B(f—pf)=20—4)u wd O(—yp)—2(4—B)u

und konnen hiernach ¢, § und y als Funktionen von u ausdriicken.
Dann aber erhalten wir die Differentialgleichung
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Gty =V (w+223%) (o1 2 S5 ) (2 25 )

aus der durch Integration zwischen den Grenzen u,=:0 und «

¢ du
Vs B s e 5 2

0

hervorgeht. Damit finden wir % als elliptische Funktion von ¢ und
hiernach unter Verwendung obiger drei Beziehungen auch « fy als
elliptische Funktionen der Zeit. Hat man diese, dann erhilt man
sofort w=Ve®-} %4 4*, und somit auch die Richtungskosinus der
Drehachse beziiglich der Haupttrigheitsachsen des beweglichen Kérpers.
Endlich liefert die Einsetzung der Werte fiir «, §, y in die Ausdriicke (70)
drei Differentialgleichungen fiir die

Eulerschen Winkel und damit alle \

S

zur Bestimmung des Bewegungs-
vorganges erforderlichen GréBen. r 0 ,
Eine sehr anschauliche Vor- % L
i
|

stellung des Bewegungsvorganges
gewinnt man durch die Annahme,

daBl der Koérper durch das Zentral- M
ellipsoid als Oberfliche begrenzt
werde. Es sei

Az®+ By? 022 =k, B
worin k eine beliebige Konstante
bezeichnen soll, die Gleichung dieser
Oberfliche, und & # ¢ seien die Ko-
ordinaten des Punktes P, in dem die augenblickliche Drehachse O D
des Korpers die Fliche schneidet, dann ist bekanntlich die Gleichung
der Ebene E, die das Zentralellipsoid in P beriihrt,

Aéz - By +Cle=Fk;

Fig. 62.

diese Ebene ist konjugiert dem Durchmesser 0D des Ellipsoides.

Fillen wir vom Mittelpunkte O des Ellipsoides das Lot ON == p auf E,
und bezeichnen mit u_ den Stellungswinkel NOX der Ebene, mit a,

den Achsenabschnit 08 (s.Fig. 62), so ist cos u, = ap’ und da a, = :f—é

finden wir cos ,um—_——Ag-%. Ermitteln wir in gleicher Weise cos By
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und cos u, und benutzen, daB cos®u,-}-cos®u, - cos®u, =1, so er-
halten wir

pV(AEP + (B + (CLF=k.

Da nun cos (POX)=¢:p, wenn OP = gesetzt wird, und andrer-
seits auch cos (PO X)=«:w, unter o die Winkelgeschwindigkeit der
Drehung um 0D verstanden, so folgt é:9=wa:w, und in gleicher
Weise 5:90==§:w,und {: 9 =1y: w ; daher geht vorstehende Gleichung
iiber in

kw

pV [P FBHFFOP="3"

Zufolge (73) und (74) muB daher p==const werden, d. h. die Be-
wegung des Korpers ist derart, da8 die Entfernung des Massen-
mittelpunktes M (der mit O zusammenfillt) von der Beriihrungs-
ebene an das Zentralellipsoid im Schnittpunkt P der Drehachse mit
letzterem sich nicht #ndert. Aber auch die Richtung des Lotes
ON —p gegen das ruhende Koordinatensystem XY Z &ndert sich
nicht. Denn aus den Gleichungen (66) folgt, da M, =M = M,=0,
J,o,=Const=c,, J w,=c,, J,o,=c¢,; daher wird der Vektor

v
Am :V (Jac wx)2+(Jy wy)2+(Js a)z)gzvc:—‘_cy‘z_i_c’?__(]onst
und dessen Richtungskosinus ebenfalls konstant. Man ersiebt hieraus,
daB die Lage der Ebene E gegen den ruhenden Bezugskdrper un-
verinderlich ist, also die ,invariable Ebene“ der Bewegung des
Korpers darstellt. Letztere vollzieht sich demnach in der Weise,
daB der Massenmittelpunkt des Korpers in Ruhe bleibt und das
Zentralellipsoid eine ruhende Ebene dauernd beriihrt; der Korper
dreht sich momentan um die Verbindungslinie des Massenmittel-
punktes mit dem Beriihrungspunkte, und das Zentralellipsoid rollt
folglich auf der Ebene. Die Winkelgeschwindigkeit der Drehung ist
proportional dem Fahrstrahl der Ellipsoidfiiche. Die Lage der un-
verinderlichen Ebene ist bestimmt durch die Anfangslagen des Korpers

und der Drehachse, um welche die Drehung beginnt.

Der geometrische Ort der Beriihrungspunkte P auf dem Ellip-
soid ist eine geschlossene Kurve, die Polhodie (nach Poinsot) genannt
wird, wihrend der Ort der Beriihrungspunkte auf der Ebene Her-
polhodie heiBt. Die Verbindungslinien der Punkte beider Kurven
mit dem festgehaltenen Punkte bilden zwei Kegelflichen; die eine
der Polhodie zugeordnete liegt im bewegten Korper fest und rollt
auf dem im Bezugskérper liegenden ruhenden Kegel.

Als Beispiel werde der im luftleeren Raum geworfene schwere Korper
angefiihrt. Denkt man sich den Massenmittelpunkt — der nach dem friiheren
die bekannte Wurfparabel beschreibt — als Anfangspunkt eines rechtwinkligen
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Koordinatensystems, dessen Achsen immer parallel zu sich bewegen, das also
eine Schiebung vollzieht, so besteht die Bewegung des Korpers gegen dieses
Koordinatensystem in einer sphirischen Bewegung der zuletzt behandelten Art.

Die Polhodie 188t sich als riumliche Kurve sehr gut vorstellen,
wenn man beachtet, dal sie als Durchdringungslinie des Zentral-
ellipsoides mit dem Ellipsoid aufgefafSt werden kann, das die Glei-
chung (74) hat. Es ist hierzu nur ndtig, den MaBstab fiir den Vektor a
80 zu wihlen, dal ¢ 2 w, also in (73).].&1 wird. Von der Her-
polhodie 6Bt sich ohne weiteres aussagen, daB sie zwischen zwei
konzentrischen Kreisen verlaufen muB, deren Mittelpunkt im FuB-
punkt N des Lotes vom Ellipsoidmittelpunkt auf die Ebene B liegt,
und deren Radien durch das Maximum und das Minimum der
Strecke O P bestimmt sind.

In den weitaus meisten Fillen der Anwendungen des Kreisels
ist letzterer ein homogener Rotationskérper und fir diesen werden
zwei der Haupttrigheitsmomente, z. B. 4 und B einander gleich,
so dall das Zentralellipsoid in ein Rotationsellipsoid iibergeht. In
diesem Falle wird die Polhodie zu einem Kreise, dessen Ebene auf
der Kreiselachse senkrecht steht, und auch die Herpothodie geht in
einen Kreis iiber, wie man leicht erkennt.

Wir wollen im folgenden noch die Differentialgleichungen fiir den
achsensymmetrischen Kreisel aufstellen und zu dem Ende das Trigheits-
moment fiir die Kreiselachse, d. i. fiir die geometrische Achse des
Umdrehungskérpers mit J, das fiir die dazu senkrechte Achse mit J,
bezeichnen. Setzen wir Om=J, Ap — Bp =J, in (69) ein, so gehen
diese Differentialgleichungen iiber in

de d
690) T2yt M L) ey 4 by,
dy
7%~ m,,

und wenn wir aus ihnen @, § und j mittels (70) entfernen, so er-
halten wir die folgenden Differentialgleichungen fiir die Bewegung
des achsensymmetrischen Kreisels:

[/, (¢ sin y -+ 2 ¢y cos y) — J y 9] sin y [, (% — ¢* sin  cos y)
- J y @ sin y] cos y = M,,
(78) [, (@ sin y—+ 2 @y cos ) — J y 9] cos y —[J, (¢ — ¢* sin  cos y)
-+ Jy @ sin y] sin y = Mg,
dy

I =,

An Stelle der ersten beiden dieser Gleichungen kann man auch die
folgenden setzen:
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Jy (¢ siny 12 ¢y cos p) —Jyp= M, sin y + Mgoos =M,
J, (Y — ¢¥sinycos ) +J y @ siny =M, cos y — Mgsiny=M,,

@)
die man durch Elimination von sin y bzw. cos y erhdlt; in ihnen
bezeichnet M, das resultierende Moment der duBeren Krifte fiir die
sogenannte Knotenlinie, in der die Aquatorialebene des Kreisels
die X Y-Ebene schneidet, und M, das Moment der duBeren Krifte
fir die zu OK und OC senkrechte Achse ON (s. Fig. 62). Die linken
Seiten stellen nun die Momente der Trigkeitskrifte des Kreisels dar,
die auftreten, wenn die Kreiselachse 0C ihre Richtung #ndert. Da-
mit letzteres geschieht, miissen #uBere Krifte auf den Kreisel wirken,-
deren Momente durch die Gleichungen (76) bestimmt werden. Der
Drehsinn, bzw. das Vorzeichen der letzteren, ist dann entgegengesetzt
dem der Momente der Trigheitskrifte. Wenn z. B. M, positiv sein
muBl, wm eine beabsichtigte Richtungsinderung der Kreiselachse zu
erzwingen, so hat die Kreiselwirkung beziiglich der Achse OK ein
negatives Moment, d. h. die Trigheitskrifte wiirden den Kreisel im
entgegengesetzten Sinne um OK drehen.

Wohl die wichtigste unter den Kreiselbewegungen ist die so-
genannte regulire Pridzession des Kreisels. Unter ihr wird die
Bewegung verstanden, bei der die Kreiselachse (s. Fig. 61) einen
Kreiskegel um 0Z als dessen Symmetrieachse und zwar mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit beschreibt, wihrend sich der Krei-
gsel um OC mwit konstanter Winkelgeschwindigkeit y -dréht. In

diesem Falle miilite y ®konstant sein, und ebenso ¢=%=¢0.
Dann gehen die Gleichungen (76), weil 4y==0 und ¢ =0, ferner
@ =0, iiber in

(77) 0=M,, @ y—J, @,cosy)siny=M,.

M; =0 bedeutet, daB dann die &duBeren Kriifte kein Moment be- -
ziiglich der Achse ON haben diirfen. Setzen wir ferner voraus, daB
0<w<xm und y so groB, daB  der Klammerinhalt positiv wird,
dann ist auch M, positiv und daraus schlieBen wir wie vorher auf
eine M, entgegengesetzt drehende Wirkung der Tragheitskrifte, d. h.
durch die Kreiselwirkung wiirde in diesem Falle der Kreisel so be-
wegt, daBl OC sich der Achse OZ nidhert, wenn nicht das Moment
M, dies verhinderte. Mit anderen Worten: Sucht man. die Kreisel-
achse OC um eine beliebige Achse 0Z zu drehen, so weicht der
Kreisel infolge der Wirkung der Triigheitskrifte senkrecht zur Be-
wegungsrichtung derart aus, daB sich die Kreiselachse der Dreh-
achse OZ nihert und zwar so, daBl der Drehsion beider Drehungen
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gleichartig wird. Wenn inshesondere v = % ist, so wird M, =J y ¢y,

und dann ersieht man sofort, daB bei horizontaler Kreiselachse
(s. Fig. 63) die Kreiselwirkung in der Aufrichtung der Achse OC,
bzw. des Korpers K, in dem die Kreiselachse gelagert ist, be-
steht, wenn der Korper K um
die Achse 0Z im gleichen Sinne,
wie der Kreisel um OC, also
dem der Uhrzeigerbewegung ge-
dreht wird. Das den Korper K
aufrichtende Moment der Trig-
heitskrifte des Kreisels ist es,
das diese Wirkung verursacht;
es erweist sich, wie die zweite
der Gleichungen (77) zeigt, um
so grofer, je grofer einerseits
das Trigheitsmoment J des Krei-
sels und andrerseits seine Winkel-
geschwindigkeit y ist. Auf dieser
Wirkung beruhen eine ganze Reihe von Erscheinungen, die uns be-
gsonders an sich schnell um ihre Achse drehenden Rotationskdrpern
entgegentreten. Sie sind teils dynamischer, teils phoronomischer Art.
Eine dynamische Wirkung hat das Moment der Trigheitskraite
z. B. bei den Rédersitzen der Eisenbahnwagen, da es beim schnellen
Fahren in Kurven einen ungiinstigen Einflu auf die beiden Krifte
ausiibt, mit denen die beiden auf gemeinsamer Achse sitzenden
Rider auf die Schienen driicken. Ferner bei den Kollergéingen der
Miihlen, wo es den Druck der Mahlsteine auf die Unterlage bzw.
das Mahlgut vermehrt, wenn die Anordnung die iibliche ist.
Phoronomischer Art dagegen sind die Wirkungen z. B. bei den
Flugzeugen, wenn diese in Kurven fahren, also um Achsen von an-
nihernd senkrechter Richtung zur Propellerachse sich drehen sollen.
Dann bewirkt das Moment der Trigheitskrifte des Propellers und
der mit ihm sich drehenden Maschinenteile ein Aufrichten der Pro-
pellerachse und ‘mit dieser des Flugzeuges unerwiinschter Art, weil
damit das letztere aus seiner Fahrrichtung kommt. Ferner treten
diese Wirkungen bei den Langgeschossen hervor, und zwar in dop-
pelter Weise. Einerseits wird durch die Drehung des Geschosses
um seine geometrische Achse ein so grofier Widerstand gegen die
Richtungsinderung dieser Achse bewirkt, daf der Luftwiderstand
das GeschoB zwingt, die Achse tangential an die Bahn des Massen-
mittelpunktes des Geschosses zu legen. Andrerseits bewirkt aber
die hiermit verbundene Drehung des Geschosses um eine horizontale




126 Dynamik der starren Korper.

Achse (senkrecht zur Ebene der Flugbahn) eine Drehung um eine
Achse, die senkrecht zur Ebene durch die Bahntangente und
der vorerwihnten Achse ist, also eine seitliche Ablenkung des Ge-
schosses.

Von besonderer Wichtigkeit ist die stabilisierende Wirkung
des Kreisels zur Herbeifiihrung stabilen Gleichgewichtes, bzw. zur
Erhaltung der Lage von Korpern, die durch Krifte aus dieser Lage
gedringt werden konnen. Diese Wirkung kann nur bei Kreiseln
eintreten, die sich gegeniiber dem zu stabilisierenden Korper in
kardanischer Aufhingung befinden, also den Freiheitsgrad f=3 hin-
gichtlich aller Drehungen haben. Der Nachweis der genannten Wir-
kung ist im allgemeinen sehr schwierig und umstindlich; er wird

aber recht einfach fiir den Sonderfall ap__-— der hiufig vorkommt,
Es gehen dann die Gleichungen (76) iiber in

Jy9g—Jyyp=M,, Jiy4+Jyp=>»M;
es fillt sonach die Achse ON (s. Fig. 61) mit OS zusammen und
M, wird gleich M,, d. i. dem Moment der &uBeren Krifte, die den
zu stabilisierenden Korper zu drehen suchen, wihrend M,=0 zu
setzen ist, da der zu stabilisierende Korper voraussetzungsgemif
nur durch M, beeinfluBt werden soll. Die beiden Differential-
gleichungen, in denen Jy als konstant anzusehen ist, werden sonach

J1‘p"‘J}"'/.’=M,’ J11/.;+J7¢=O'

Aus der zweiten folgt durch Integration nach der Zeit
J, y=—Jy ¢+ Const,
wobei die Konstante = O gesetzt werden kann, wenn fiir ¢ = @, =0
auch =0 wird; man erhélt sonach
Jyy=—Jrg,
und wenn man den hieraus folgenden Wert fiir vy in die erste
Differentialgleichung einsetzt,
I)?

(78) Lg=M +JTyy=M,— ~5—¢.
1

Nimmt man M, als unverdnderlich an, so 1aBt sich die Diffe-
rentialgleichung sofort integrieren, und zwar ist das allgemeine

Integral
)9 +Acos(}.t)—f—Bsm (v,

in dem zur Abkiirzung {JZ == gegetzt wurde, Setzt man fest, daB
1
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fiir t=1¢,==0 auch ¢ =0 sei, 5o wird B=0, und daher

(79) = { f;, [1 — cos ({,ytﬂ

1

Dieser Ausdruck. fir ¢ zeigt, daB die Kreiselachse um die
Achse OK unter dem Winkel ¢, = M, J, :(J y)* hin und her pendelt
und zwar zwischen den Grenzlagen O und 2¢,. Dabei ist zu be-
achten, daf3 der Wert von ¢, sehr klein ausfillt, wenn wie gewShn-
lich y einen groBen Wert besitzt. Zugleich findet aber eine Be-
wegung der Kreiselachse nach der Achse OZ hin statt, die durch
die Differentialgleichung

. M, J,
J y=— SR it 2t 3 -
R Jyp= Ty [1 cos(lt)]
bestimmt wird; deren Integration ergibt
7T
(80) w:a——-—-—f Jr—(J )?sm(,lt
wenn man benutzt, dal fir {=1¢=0 p=— T ist. Hieraus er-

erkennt man, daB sich v nicht nur periodisch éndert, sondern auch
stetig abnimmt, wie das zweite Glied auf der rechten Seite des Aus-
druckes fiir y zeigt. Das bedeutet aber, dafl die Kreiselachse nicht

genkrecht zu OZ bleibt, also die Voraussetzung w:% nur fiir den

Anfang der Bewegung und auch nur nidherungsweise erfiillt ist. Die
Erfahrung hat gezeigt, da die Aufrichtung der Kreiselachse sich
jedoch fortsetzt, bis sie mit 0Z zusammenfillt und dann die Kreisel-
wirkung erlischt.

Die stabilisierende Wirkung des Kreisels wird, meist in Ver-
bindung mit Einrichtungen zur Dampfung der auftretenden Schwin-
gungen, ebenfalls viel angewendet, so z. B. bei dem Schiffskreisel
und den Wagen der Einschienenbahn, ferner bei dem Richtkreisel
der Torpedos und den Flugzeugstabilisatoren, endlich bei dem
Kreiselkompa8 und dem gyroskopischen Horizont. Auf diese An-
wendungen hier n#her einzugehen, verbietet die dem Umfange
dieses Buches gesetzte Grenze; es sei deshalb auf das ausfiihrliche
Werk von F. Klein und A. Sommerfeld: Uber die Theorie des
Kreisels (Leipzig, Verlag von B. G. Teubner 1910) und die inhalts-
reiche Monographie von H. Lorenz: Technische Anwendungen der
Kreigselbewegung (Erweiterter Sonderabdruck aus der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1919, im Verlage des letzteren) ver-
wiesen,
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14. Kap. Dynamik beweglicher Verbindungen starrer Korper.

Es leuchtet ohne weiteres ein, daB die Aufgabe, die Differential-
gleichungen einer beweglichen Verbindung starrer Korper, die unter
dem EinfluB #uBerer Kriifte steht, aufzustellen, nur dadurch geldst
werden kann, daB wir die Differentialgleichungen der Bewegungen
der einzelnen Kérper, aus denen sich die Verbindung zusammensetzt,
ermitteln. Das ist in #hnlicher Weise mdglich, wie bei dem Gleich-
gewicht von Kriften an beweglichen Verbindungen starrer Korper
(vgl. Bd. IT, 26. Kap.), nimlich durch Einfiihrung innerer Krifte von
solcher GroBe und Richtung, daB jeder Korper unter ihrem EinfluB
und des der auf ihn wirkenden #uBeren Krifte als freier Korper
die Bewegung ausfiihrt, die er als Teil der Verbindung an sich voll-
ziehen wiirde. Ja, das Prinzip von D’Alembert ermoglicht es
sogar, die ganze Aufgabe als eine des Gleichgewichtes von Kriften
aufzufassen und durchzufiihren, also die im 24. Kapitel des IL Bandes
aufgestellten Sitze unmittelbar anzuwenden, weil es sich hier ja um
starre Korper handelt. Die so erhaltenen Differentialgleichungen in
Verbindung mit den Bedingungsgleichungen der Bewegungen der
Verbindung bestimmen sowohl die Koordinaten als Funktionen der
Zeit, als auch die inneren Krifte. Da die einzelnen Korper starr
sind, so gilt fir ihre Bewegung das Prinzip der Bewegung des
Massenmittelpunktes und der Flichensatz; damit lassen sich unter
Umstéinden unmittelbar brauchbare Integralgleichungen gewinnen.
Das Prinzip der Wucht dagegen. liefert nur ein Integral, und zwar
das fiir die gleichzeitige Bewegung der Korper giiltige, da die Arbeit
der inneren Krifte Null sein muB, also die Gesamtenergie aller sich
bewegenden Kérper sich um einen Betrag dndert, der gleich der
Arbeit der duBeren Krifte bei der Bewegung ist. Bei dem Auftreten
von Reibungswiderstinden, die in .der iiblichen Weise, namlich ab-
hiingig von den inneren Kriiften in Rechnung .gestellt werden,
ist es jedoch unumgiinglich, auf die urspriinglichen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung zuriickzugehen und aus ihnen die
inneren Krifte zu eliminieren, wie spiter an Beispielen  erldutert
werden soll.

Die Beriihrung bzw. bewegliche Verbindung der starren Kérper
einer Verbindung kann in Punkten, Linien oder Fléchen -erfolgen;
dementsprechend miissen die inneren Krifte als Punkt-, Linien- oder
Fldchenkrifte eingefiihrt werden, und zwar stets als Normalkrifte,
wie auch im Falle des Gleichgewichtes (vgl. IL. Bd., S. 189 u. ff). Bei
Beriicksichtigung der Reibung sind die entsprechenden Krifte als
duBere zu behandeln.



Dynamik beweglicher Verbindungen starrer Korper. 129

Beispiele:

1. Die Fallmaschine von Atwood besteht in der Hauptsache aus einer
Rolle mit horizontaler Achse, iiber die eine Schnur gelegt ist, an deren Enden
schwere Korper befestigt sind (s. Fig. 64). Letztere filhren aus der Ruhelage
Iotrechte Schiebungen aus, und kinnen daker durch
ihre Massenmittelpunte M, und M, ersetzt werden, in
denen ihre Lasten L, =m, g und L,=m,g angreifen.
Wir betrachten hierbei die Masse der Schnur als so
gering, dafl ibhr EinfluB auf die Bewegung vernach-
lissigt werden kanmn. Wir denken uns nun die Be-
wegungen der ‘Rolle und der Lastkdrper zerlegt in die
Drehung der Rolle und in die beiden Schiebungen
der Lastkérper bzw. der geradlinigen Bewegungen
der Punkte M, und M,, indem wir die Fiden 4, B,
und 4; B, durch deren Spannkrifte S, bzw. S, er-
setzen, die sich an ersteren das Gleichgewicht halten,
und daher in 4, und B, bzw. in 4, und B, entgegen-
gesetzt gleich sein miissen. Dann finden sich als Diffe-
rentialgleichungen der Bewegungen von M, bzw. M,

d?z, d?z,
"™ qp M gm

in denen B, M, =2, bzw. B,M,==2, die Abstinde der Punkte M, bzw. M,
von einer Horizontalen durch die Drehachse D der Rolle bezeichnen. An der
Rolle aber wirken die Spannkrifte der Faden im entgegengesetzten Sinne,
wie an den LastkOrpern; es findet sich sonach als Differentialgleichung der
Drehung der Rolle nach (60)

d
JSF =8 —S)a,

=L1_S1r

Ls"’“Sz:

falls J das Trigheitsmoment der Rolle und w ihre Winkelgeschwindigkeit be-
zeichnet und deren Massenmittelpunkt in der Drehachse liegt. Zu diesen drei
Differentialgleichungen tritt noch die Bedingungsgleichung fiir die Bewegung
der Punkte M; und M,, welche die Unverdnderlichkeit der Léinge des Fadens
ausdriickt und in der Form

2,+ 2, + am = const =1
geschrieben werden kann, sowie die weitere, daB der Faden auf der Rolle
nicht gleitet, also die Umfangsgeschwindigkeit der Rolle gleich der des Fadens
ist, d. i. die Beziehung

_dz
=7t =4

Eliminieren wir aus den drei Differentialgleichungen zundichst S, und §,,
8o erhalten wir

aw

do

J—E?-'———G{Ll —Lz—(ml'z'l —m,ig)}.
und da
. . dw
h=—h=—agy,
so folgt

do___a(m —my) -g = const
dt  J+(m, +m,)a? ’

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik, III. 9
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d. h. die Drehung ist eine gleichm#Big beschleunigte, falls m, >>m,. Ebenso
sind die Schiebungen der Lastkdrper bzw. die Bewegungen der Massenmittel-
punkte M, und M, geradlinige gleichm#Big beschleunigte. Da diese besonderen
Bewegungsformen bereits in der Bewegungslehre (Bd. I) behandelt wurden,
braucht hier nicht niher auf sie eingegangen zu werden.

Von Interesse ist die sog. Zapfenstiitzkraft Z =8, + S,, die die Rollen-
achse halten miiBte, falls sie frei beweglich wire. Es findet sich ndmlich
nach entsprechender Umformung

Z=SI+SB=(L1+L2 <L1+Ls:

) J
TFmtmya
d. h. Z kleiner als die Resultierende der beiden Lastkrifte. Wiirde man
sonach die Rolle am Ende des Balkens einer gleicharmigen Hebelwage an-
bringen, und am anderen Ende die Last L, -+ L,, so miiBte sich letzteres
senken, sobald die Bewegung der Lastkérper beginnt, weil kein Gleichgewicht
besteht.

Die Beriicksichtigung der Zapfenreibung der Rolle ist nicht schwierig.
Das Widerstandsmoment M,, der Zapfenreibung kann in der Form M, =pu, Zr
geschrieben werden’j(s.-Bd. II, S. 271), worin Z die den Zapfen belastende
Kraft, » den Zapfenradius und g, die konstante
Zapfenreibungsziffer bezeichnet. Dieses Moment wire
noch dem der Spannkrifte zuzufiigen, also die Diffe-
rentialgleichung der Rollendrehung jn der Gestalt

d
I =6—8)a—wmr(S,+8)

zu schreiben, wenn man dabei den EinfluB der
Rollenschwere auf die Reibung als sehr klein ver-
nachléssigen darf. Die anderen Gleichungen bleiben
5 ungedndert, ebenso das Ergebnis, dal die Bewegung
,,’q gleichmiBig beschleunigt ist.
ME} 2. Ein Aufzug werde durch ein Seil gehoben,
das sich auf eine Seiltrommel vom Radius a¢ auf-
wickelt (s. Fig. 65). Es soll die Bewegung der

My
1 Y\z Trommel unter der Voraussetzung ermittelt werden,
___,;"_z_‘ A daB die Trommel durch ein konstantes Moment
Mglla M,="Ur gedreht und die Verénderlichkeit der
Fig. 65. Seillast beriicksichtigt wird. Wir zerlegen die Ver-

bindung in die Seiltrommel, das Seilstick BA
und den Lastkdrper und stellen die Differential-
gleichungen fiir sie auf, indem wir in 4 die Seilspannkraft S,, in B die

Kraft Sy anbringen. Bezeichnet z==M;M den Weg des Massenmittelpunktes M

der Last in der Zeit {, I=max(z) den gesamten Weg, v=—j~§—=2 die Ge-

schwindigkeit von Last und Seil zur Zeit {, o die Winkelgeschwindigkeit der
Drehung und J das Trigheitsmoment der Trommel zur Zeit ¢, endlich s die
Masgse der laufenden Einheit des Seiles und M die der Last L=Myg, so
werden die drei Differentialgleichungen nach dem friiheren:

d(Jw) d

dv
= M, — Sy, (l—z)sa—:sz—SA—-gs(l-—z), M =5,—My.

Zu ihnen tritt die Bedingungsgleichung v=aw fiir die Bewegung der Trommel
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und fiir J der der Ausdruck J=J, 4 zea®, denn das aufgewickelte Seilstiick
vermehrt das Triigheitsmoment J, der Trommel um zsa?. Ersetzt man in der
ersten Gleichung J dureh vorstehenden Ausdruck, fithrt die Differentiation nach ¢
aus, und eliminiert S, und Sp aus den drei Gleichungen, so erhélt man unter

Benutzung von v== %—; =—ga-o die Differentialgleichung
d*z

dz\®
[Jo {1e+ M} at] T2 fcae (75) — Mya—ar{e(l—2)+m}g.
Ein Integral dieser Gleichung liefert das Prinzip der Wucht, némlich
W=1 M Lie(l—2®}+ 3Tyt ezad)? =AW,

hierin ist W, =0, falls die Bewegung aus der Ruhelage beginnt, und ferner

2=z
A=f]kﬁ,dtp—Mgz—fs(l——z)gdz=—‘1;—Moz—Mgz—egz (l——%) .
z2=0

Aus dieser Gleichung kann man mittels v=aw® jeden Wert von v bzw. @
als Funktion von z berechnen. So erhélt man z. B. das max () fiir z=1 zu

max (v) =va @M, — 2 Mga — zgla) : VMa®+ J, 4 ¢la*;

ferner liBt sich dann S 4 ‘berechnen, usf.

3. Es soll die Bewegung eines Wagens bestimmt werden, dessen vier
Rider auf horizontalem Gleise rollen und der einer konstanten Zugkraft K
unterliegt, wobei die Masse der Réder, sowie die Widerstinde der Luft, der
Zapfen- und der rollenden Reibung zu beriicksichtigen sind. Zu dem Ende
zerlegen wir die Verbindung in den Wagenkorper, dessen Masse M sei, und
die vier Rider, die vollstindig gleich

geien und die Masse m bzw. das Trig-
heitsmoment J, beziiglich der Rad- 17
achse haben mégen. Fir die Schie- —=—7— y y —1 A
bung des Wagenkéorpers (einschlieSlich /Tz\ /"\ 2
der Rider) besteht dann die Differen-
tialgleichung P l/kk?)j Uw
v
M 4m) 7 =E—4T—W, A U
Fig. 66.

in der v die Geschwindigkeit des Wa-
gens, U die Kraft am Umfange des
Rades, die es zu rollen zwingt, und W den Luftwiderstand bezeichnet. Hierbei
denken wir uns die Bewegung eines jeden Rades in eine Schiebung mit v und
eine Drehung um die Radachse mit der Winkelgeschwindigkeit e zerlegt; zwi-
schen v und o besteht dann die Beziebung v=7rw, in der r den Radius des
Rades bedeutet (s. Fig. 66).

Die Differentialgleichung fiir die Drehung des k-ten Rades um seine
Achse aber wird, falls J, das Trigheitsmoment bezeichnet,

do

Jo g7 =Ur —w:Zne — (Zi+my)f;

hierin ist Z; die Zapfendruckkraft (k=1, 2, 3, 4), ¢ der Zapfenhalbmesser

und u, der Zapfenreibungskoeffizient, endlich f die Reibungsziffer der rollen-

den Bewogung (s. Bd. II, 8. 279). Eliminiert man U aus beiden Differential-
9*
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gleichungen und ersetzt @ durch v:r, so erhilt man unter Beriicksichtigung
des Umstandes, da Z, -+ Z, + Z, -} Z,= Mg, nimlich der Last des Wagen-
korpers ist, als die gesuchte Differentialgleichung der Bewegung des Wagens

L ATA O 4m) ) & (B Wy — o Mg — M- 4m)gf;

in ihr ist der Luftwiderstand W==/f(v) eine Funktion der Geschwindigkeit.
Kann man z. B. W=«-9® setzen, so erhilt vorstehende Differentialgleichung
die Form
g dv® . 4
Sy an Trov=y=Kr—uoMg— (M- 4m)gf,

in der v=czl—1; uhd f=4J,+ (M-4-m)?? zu nchmen ist. Das Integral-der-

selben wird
v=Ce *¥ 11,
worin ,,_—_M , l=%,—‘ und C die Integrationskonstante ist; letztere be-
stimmt sich aus der Bedingung, daB bei Beginn der Bewegung (u=wu,=0)
die Geschwindigkeit v, -sein soll, womit (=v,*— 1 gefunden wird. Wire
K =0, so erhielte man aus der Gleichung fiir v* den Auslauf « des Wagens,
dessen Bewegung mit v, beginnt; man hat in jbr v==0 zu setzen und findet
vo”ozr)

)

4. Mit einer lotrechten Drehachse D (s. Fig. 67) ist eine starre Kurve ¢
in einer Ebene durch die Achse fest verbunden. Auf dieser Kurve bewegt
sich gezwungen ein schwerer Punkt A4,
wihrend der Korper der Drehachse bzw.
Kurve mittels einer Schnurscheibe in Um-
drehung versetzt wird, und zwar durch
einen (masselos gedachten) Faden, der iiber
eine Rolle vom Radius @, und der Dreh-
achse D, gefilhrt und mit einem schweren
Kérper von der Last m,g in 4, belastet
wird. Um die Drehung des Acbsenkdrpers
und die Bewegung von A bestimmen zu
konnen, zerlegen wir die Verbindung durch
Einfiihrung der Spannkrifte §, S, und S,
des Fadens in drei Einzelkorper, und zwar
in den Achsenkodrper, die um die Achse D,.
sich drehende Rolle und den Lastkérper,
der eine lotrechte Schicbung mit der Ge-
schwindigkeit v, ausfithrt und daher als
materieller Punkt behandelt werden kann.
Nach dem Flichensatz erhalten wir zunéichst fir die Drehung des Achsen-
korpers die Differentialgleichung

d (Jw)

—ar =8
in der J=J,-mr* das verinderliche Trigheitsmoment des Achgenkorpers
einschlieBlich derMasse des Punktes 4 und a der Halbmesser der Schnurscheibe
ist. Fir die Drehung der Rolle wird die entsprechende Differentislgleichung

dann u=~1—ln (l-—
t 4
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dw,

J1_dt‘=(sl—s)a1;

falls J, das Trégheitsmoment und o, die Winkelgeschwindigkeit der Rolle be-
zeichnet. Endlich bestimmt die Gleichung

die Bewegung des Lastkorpers. Zwischen den drei Bewegungen bestehen die
Beziehungen v, = a,®, =— aw, falls der Faden als undehnbar angesehen wird.
Deren Benutzung fithrt nach Elimination von S und §,=3§8; aus den drei
Differentialgleichungen auf die eine

T R

deren Integration nach ¢ unmittelbar die Gleichung

(J}, + mr2 - J, (—%)2—}— mza*) o =mygat-+C

liefert; hierin ist =10 zu setzen, falls die Bewegung aus der Ruhelage (w, == 0)
zur Zeit t,=0 beginnt. In dieser Gleichung sind zwei Unbekannte, néamlich
» und o vorhanden; es bedarf daher noch einer weiteren Beziehung, und  zwar
der Beriicksichtigung der gebundenen Bewegung des materiellen Punktes 4
auf der rotierenden Kurve ¢, deren Gleichung durch.die Beziehung z=/F(r)
gegeben sein mag. Der Punkt A unterliegt bei seiner relativen Bewegung auf
¢ auBer seiner Schwere mg noch der Zentrifugalkraft mre?, die senkrecht zur
Drehachse nach auBen gerichtet wirkt. Fiihren wir, um diese Bewegung zu
einer freien zu machen, die Kurvenstiitzkraft N senkrecht zur Kurve ein,
so ergeben sich fiir die freie Bewegung des Punktes 4 sofort die beiden
Gleichungen

ar 2 Nsi a’z
m o mrw?— Nsinz, r

Die Elimination von N hieraus liefert unter Benutzung der Beziehung

=-—mg-+ Ncosz.

tanz = %;— = f’(r) die Differentialgleichung
dzr d?z
ao—ro+ (g +o)ro=o.

die zusammen mit der Kurvengleichung z = f () eine weitere Differentialgleichung
gweiter Ordnung zwischen r, w und ¢ ergibt, wenn in ihr, wie erforderlich

&S (%)

eingesetzt wird. Und sie fithrt auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
und zweiten Grades in » und ¢, wenn man in ibr  mittels obigen Integrales

2
durch w = (mygat | C): (Jo +-mri-J, ((%) + my a“) ersetzt.
1
Die Integration dieser Differentialgleichung wird im allgemeinen sehr ver-

wickelt und fiihrt selbst in dem einfachsten aller Fille, nimlich dem einer zur
Drehachse senkrechten Geraden (2 ==0) zu der Differentialgleichung

&er . (_SC_L)*

aee " \g-}r¥/°

die unmittelbar nicht integriert werden kann.
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Nur unter der Voraussetzung sehr kleiner Schwingungen 148t sich die be-
ziigliche Differentialgleichung integrieren, was fiir die Regulierung mittels Zen-
trifugalregulatoren von Wert ist.

5. Eine Schraubenspindel drehe sich reibungsfrei um ihre Yotrecht stehende
Achse DD (s. Fig. 68). Auf ihr bewege sich ebenfalls reibungsfrei eine Schrau-
benmutter K, und zwar infolge ihrer Schwere L, =m,g. Es sind die Winkel-
geschwindigkeiten o, und w, der Drehungen beider Kérper und die Schiebungs-
geschwindigkeit v, der Schraubenmutter gegen den ruhenden Bezugskdrper zu
ermitteln, falls » der mittlere Halbmesser der Schraubenfliche und « der Stei-
gungswinkel der mittleren Schraubenlinie ist. Diese Aufgabe a8t sich 15sen,
ohne auf die Differentialgleichungen der Bewegungen der einzelnen Korper

4 r(w,—a)z, M q
" A& )
S g o
=" Y !
7 == Fig, 68a. -
= |
T2 1 a
fy L= oy
=14,
=1 ia\d”
=1 !
Z i
0 y/
Fig. 68. Fig. 68b. Fig. 68c.

zuriickgehen zu miissen. Die beiden Korper sind starr und drehen sich um
dieselbe Achse; fiir diese Drehungen gilt der Fléchensatz und gibt sofort die
Differentialgleichung

d
m(le1+J~zme)=MD=O:

in der J, und J, die Triigheitsmomente der Kérper fiir DD sind, und M,
das Moment der duBeren Krifte, das hier gleich Null ist, da nur die Schwer-
kraft wirksam ist. Ferner gilt das Prinzip der Wucht, das auf die Gleichung

2 2 2
@, I wy ", v,

J’l T + 2 + 2 = Ll (Zl - zOl) + Const

fiihrt; in dieser wird die Konstante zu Null, falls die Bewegung aus der Ruhelage
beginnt. Zwischen den Bewegungen besteht aber ein Zusammenhang, der durch
die Beriihrung beider Korper in der Schraubenfliche bedingt wird. Die Winkel-
geschwindigkeit oy, mit der sich K, relativ zur Spindel K, dreht, ist o, — oy;
daher hat jeder Punkt der Mutter auf der mittleren Schraubenlinie die Um-
fangsgeschwindigkeit r (w, — w,), die mit v; zusammengesetzt die Schraubungs-
geschwindigkeit der genannten Punkte ergibt (s. Fig. 68a). Da diese letatere
die Richtung der Tangente an die mittlere Schraubenlinie hat, so erkennt man
sofort die Richtigkeit der Beziehung

v, =7 (w; — o) tan o,
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welche v, bestimmt, wenn w, und w, bekannt sind. Diese findet man aber
aus den beiden Integralen, die der Flichensatz bzw. dasPrinzip der Erhaltung
der Flichen, namlich

J, 0, = — J, w, == Const
und das Prinzip der Wucht liefern. Nehmen wir den Beginn der Bewegung
aus der Ruhelage (w,, = 0, =0) an, so werden beide Konstanten zu Null,
und man erhilt

o, =J, V2m, g (2, — 25): VI, o + I 2 Jo + my 12 (J, 4 J,)? tan® « ;

w2=—‘j“’1’ v =1 (v, — 0y) tan «

2

als Funktionen von z, —%,. Drehungen wie Schiebung sind folglich gleich-
miBig beschleunigt und die Mutter dreht sich im entgegengesetzten Sinne, wie
die Spindel. Eine nochmalige Integration fiihrt fiir 2, auf die Gleichung der
gleichm#Big beschleunigten Bewegung, ndmlich 2z, =z, -+ at- 40612 in der a
und b konstant sind.

Soll die Schrauben- und Zapfenreibung beriicksichtigt werden, so ist es
notwendig, auf die Differentialgleichungen zweiter Ordnung zuriickzugehen, die
gich fiir die einzelnen Xorper ergeben. Zu dem Ende fiihren wir den Druck »
in der Schraubenfliche ein, in der die Beriihrung von Mutter und Spindel
stattfindet, und als innere Krifte die zur Schraubenfliche normalen Druck-
krifte dN=vdF, die im entgegengesetzten Sinne auf Mutter und Spindel
wirken. Das letztere gilt auch von den Reibungskriften dW=u dN, diec in
der Tangentialebene der Schraubenfliche angreifen (s. Fig. 68b und 68c¢). Dann
finden wir fiir die Schiebung und Drehung der Schraubenmutter sofort die
Differentialgleichungen

mlﬂ—f (dN cos oo -}- AW sin o) -+ m g =0

L%%:ffr(dl\fsin o — dW cos o)
und fiir die Spindel

g, dd“;s—.:—fr(dzvsin a— AW cos o) — M, ,

falls M, das Moment der Zapfenreibung bezeichnet, Fithren wir hierin
dW=pudN ein und setzen v, = r(w, — w,) tan o, so erhalten wir nach Elimi-
nation von f dN die beiden Gleichungen

do, sin o — u cos o [ (d w; dwﬁ)}
i dt ‘cosoc—f—,usinoc g+ rtan e at ~ dt
dw,  sine—pucoso |: (d dmg)]
s ac ™ cosoc—{—ysinoc gFrtanaitm =7 M.,

in denen die Reibungsziffer ¢ als konstant vorausgesetzt wird. Sie liefern, wie

leicht ersichtlich, konstante Ausdriicke fiir die beiden Winkelbeschleunigungen dd 7

und dd 7 die Drehungen sind daher gleichmiBig beschleunigt.
6. Ist die Verbindung der Korper zwangldufig beweglich wie bei allen
Maschinen, also ihr Freiheitsgrad ==1, so erhalten wir eine einzige Differential-
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gleichung, an deren Stelle ohne weiteres das Integral treten kann, welches das
Prinzip der Wucht liefert, falls die Reibung nicht berucksxchtlgt zu werden
braucht. Um die Differentialgleichung zu ermitteln, fiilhren wir an den Ver-
bindungsstellen Zwangskrifte ein, durch die wir die Verbindung in ihre Einzel-
kérper auflosen, und stellen fiir diese die Differentialgleichungen in der friiheren
Weise auf; die Elimination der
Zwangskrifte aus letzteren in Ver-
bindung mit den Bedingungsglei-
chungen der Bewegung ergibt
die gesuchte eine Differentialglei-
chung.

Als Beispiel werde das ebene
Kurbelgetriebe (s. Fig. 69) behan-
delt, das aus vier starren Kor-
pern besteht, die paarweise durch
Gelenke mit parallelen Achsen
verbunden sind. Die beweglichen
Korper seien K, K, und K;, auf
die duBere Krifte wirken, deren
Resultierende P, im Punkte A
(k=1, 2, 8), angreifen mége. Die
Zwangskrifte 8, und S, in 4,,
bzw. 8, und §; sind einander entgegengesetzt gleich zu wihlen, also S, =8,
und S, =2_8,, da sie in A4, bzw. 4,, im Gleichgewicht sein miissen. Fiir
die Korper K; und K, geniigt dann je eine Differentialgleichung, da sie sich
um ruhende Achsen drehen; diese werden nach dem Prinzip von D’Alembert

d2
15, (0 — ) — X451y 6 — 210) — i e,

d2
eLT?=Y}%—Xsya + 83y % — Ss2%es 3
in ihnen bedeuten J, bzw. J, die Trigheitsmomente von K, bzw. K;, ¢, und
s die aus der Figar ersichtlichen Winkel, z, y, die Koordinaten von 4,, 2;y,
die von A4, z,, y,, die von 4,,, 2,, Y5, die von 4,;, endlich X, Y,, X, Y,, 8., Si,,
Ssw, Ssy die Komponenten der Krifte P,, P,, S,, S;, wihrend 4,, 4,, =—a
gesetzt werden. Fiir den Korper K, da.gegen, dessen Bewegung eine freie
wird, erhalten wir dugegen drei Gleichungen, ndmlich die folgenden:

d?z
T

dg
s 7:;_2 =¥, (% — 210) — X3 (Y2 — Y10) + 85}, (@ag — Ty) + 85 (yas — o) -

Diese drei Gleichungen driicken das Gleichgewicht der inneren, #uBeren und
Tréagheitskrifte am Korper K, aus, falls seine momentane Bewegung aus einer
Schiebung mit dem Punkte A,, und einer Drehung um ihn zusammengesetzt
wird. Eliminiert man die vier Komponenten 8;.=8],, 8i,=28},, 8f,=258;.,
8%, = Ssy,-aus den fiinf Gleichungen, so érhidlt man die gesuchte Differential-
gleichung, in der simtliche Koordinaten, sowie die Winkel ¢, und 93 _mittels
der Abmessungen und der Bewegungsbedingungen durch @, als einziger ab-
héngiger Veriinderlichen ausgedriickt werden kinnen und deren Integration g,

a2
=X, — 8, — S m Tl =¥, — 8, —Sl;
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als Funktion der Zeit liefern wiirde. Hierbei lieBen sich auch die Gelenk-
reibungen mit in Rechnung stellen.
Hat man letzteres nicht nétig, so ist die Anwendung des Prinzipes der

Wucht erheblich einfacher. Bezeichnen nimlich w;‘:d—(f;—k k=1, 2, 8) die
Winkelgeschwindigkeiten der drei Kérper gegen K,, so ist die Wucht W der
Verbindung zur Zeit ¢
W=1{J, 0+ tJyp w0 4§ Jy0,%;
hierin bezeichnet J,, das Trigheitsmoment von K, fiir den Pol P (s. Fig. 69).
Nun bestehen (vergl. Bd. I, 8. 78) die Bewegungsbedingungen

A A0, =Pdy e, uwnd Ay,dy 0,=Pdy o,
mittels deren sich w, und ®, durch , ersetzen lassen. Das Prinzip der
Wucht
¢ W—W,—4

liefert folglich w, als Funktion des Drehwinkels ¢,, denn bezeichnet M, das
Moment von P, fir 4,,, M;p das von P, fiir P und M; das von P, fiir 4,,,
8o ist

A—fMd(pl f-l’[z_pd‘Pn"‘fMd%

Po1 Pos

und hierin lassen sich ¢, und ¢, mlttels geometrischer Beziehungen am Ge-
lenkviereck durch ¢, ausdriicken. Die Integration der sehr zusammengesetzten
Differentialgleichung fiir ¢, ist im allgemeinen nur durch Reihenentwicklung
mdoglich.

In dem besonderen Falle des Schubkurbelgetricbes, wie es sich z. B. an
der Einzylinder-Dampfmaschine vorfindet (8. Fig. 70), werden die Beziehungen

AP
)&L’wz

i
!
|
!
|
!

b <

23

einfacher, da das Ghed K, eine Schiebung gegen K, ausfiilhrt. Bezeichnet u,
die Strecke A, A,;, ist ferner 4,, Ay =1,, Ay Ao =1, also

Uy = lp* —r,®sin® g, — 1, cos @y,

so wird die Schiebungsgeschwindigkeit von K,

2
du, {7’1 sin g, — r,? 8in @, cos @, } do,

n="ar Vit —r.iamty, | 4t
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und damit die Wucht der bewegten Massen, d. i. der Ausdruck
W=14}J,0° 4 %Jap'“’nﬂ + 4 my 0,2

de,
dt

es besteht die phoronomische Beziehung v==r, o, = Pd4,,-w,, in der

in der Form W=1 & (p,) darstellbar, in welcher o, = zu setzen ist. Denn

P A,y =1, cos @, : sin (¢, — @3)

einzufiihren ist, wie aus dem A PA,; 4,, folgt, wihrend g, mittels der Relation
7, 8in @, =, sin ¢, eliminiert werden kann. Endlich findet man mittels der
im II. Bande (8. 51) entwickelten Beziehung (38) das Trigheitsmoment

J2P=J12+m2'PA1; — 2my P4y, 5in (@, — @)
= 19+msPAmz_2mzlzeﬁc°5%:

worin e = A;;M, die Entfernung des Massenmittelpunktes?M, des Kérpers K,
(der Pleuelstange) vom Zapfenmittel 4,, und J,, das Trigheitsmoment von K,
beziiglich der Achse 4,, bedeutet. Die Funktion & enthilt sonach, da sich g,
durch ¢, ersetzen liBt, auBer Konstanten nur noch die unabhingig Verinder-
liche @,. Beziiglich der Arbeit 4 ist zu beachten, daB, von der Arbeit der
Schwere abgesehen, hier P, durch die (meist konstante) Widerstandskraft an
der Kurbel K, zu ersetzen ist, deren Momen{ beziiglich 4,, — M, sei, wihrend
P; =0 und P,; die Kraft darstellt, mit welcher der Kolben im Zylinder durch
die Dampfspannung beansprucht wird. Wir erhalten daher

P1 U3
A=—JM1d¢1+ Py du,,
¢1=0 tg=0

in welchem Ausdruck sowohl M,, als P,, als u, bekannte Funktionen des Dreh-
winkels @, sind. Aus der Gleichung

W—W,=4
folgt sonach , als Funktion des Drehwinkels ¢, und folglich auch
V= PAg; w5 =1, o, (tan p, — tan ;) cos @, .

Dagegen erfordert die Ermittlung von ¢, als Funktion von ¢ eine weitere In-
tegration und zwar der Differentialgleichung

_do _, AT
at - D(p) '

P1
b (p,)
t= ij Ve twydo
0

fiihrt; dieses kann nur durch Reihenentwicklung oder niherungsweise ermittelt
werden, weshalb nicht weiter darauf eingegangen, sondern auf den graphischen
Weg zur Losung dieser Aufgabe verwiesen werden soll.

@y

die auf das Integral
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15. Kap. Theorie des Stofles.

Unter dem StoB zweier fester Korper versteht man den Vor-
gang, der sich bei dem Zusammentreffen der Korper ‘mit verschie-
denen Geschwindigkeiten vollzieht. Dieser Vorgang ist im allge-
meinen recht verwickelt, denn er wird sowohl durch das elastische,
als das plastische Verhalten der Stoffe, aus denen die Korper be-
stehen, wesentlich beeinfluit. Eine strengere Theorie desselben
miite sich folglich auf die Theorie der Elastizitdit und der plasti-
schen Verdnderungen fester Korper stittzen und daher in der Dy-
namik starrer Korper ausgeschlossen bleiben. Dagegen 148t sich
unter Verzicht auf die Ermittlung der Deformationsvorgéinge an den
sich stoenden Ko&rpern eine einfache Theorie des Stofles aufstellen,
die nur einer Erfahrungskonstanten bedarf und mit einer gewissen
Anndherung wenigstens die Geschwindigkeiten der Kérper nach dem
Stofl zu ermitteln gestattet; diese reicht fiir eine ganze Reihe von
technischen Anwendungen aus.

Bei Aufstellung dieser Theorie machen wir von der Annahme
Gebrauch, daf der Stofvorgang — wie zumeist der Fall — sich in
8o kurzer Zeit abspielt, daBl innerhalb derselben der Einflul &uBerer
Krifte auf die Bewegungen der sich stolenden Korper vernach-
lassigt werden kann. Es ist dann der StoBvorgang von dem elasti-
schen und plastischen Verhalten der Korperstoffe abgesehen wesent-
lich abhingig nur von der Bewegung der Koérper und ihrem Ge-
schwindigkeitszustande unmittelbar vor dem StoB. Diese Ab-
hingigkeit ist die Veranlassung zur Einteilung der StoBvorginge in
vier verschiedene Gruppen, deren mathematische Behandlung aber
auf einen einzigen dieser Vorginge zuriickfiihrt. Diesem wenden
wir uns zuerst zu und benutzen, daf das hierbei im allgemeinen
iiber den StoBvorgang Gesagte sich {iiber alle vier Gruppen er-
streckt.

1. Der gerade zentrische Stof.

Wir setzen voraus, dafl die beiden sich stofenden Korper X,
und K, (s.Fig. 71, 8. 140) unmittelbar vor dem StoB eine Schiebung
in der gleichen Richtung vollziehen und die Schiebungsgeschwindig-
keiten in dem Augenblick des Beginnes der Beriihrung v, bzw. v,
seien, wobei v, >0, Die Oberflichen beider Kérper beriihren sich
in B und es sei nn die gemeinsame Normale beider Flichen in B;
letztere heifit die StoBnormale. F&llt nun die Schiebungsrichtung
in die StoBnormale, sind also die Schiebungsgeschwindigkeiten letz-
terer parallel, so nennt man den StoB einen geraden, in jedem
anderen Falle einen schiefen. Liegen ferner die Massenmittelpunkte
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beider Koérper in der StoBnormalen, so heift der Stof zentrisch,
in jedem anderen Falle exzentrisch. Der gerade zentrische Stof
ist es, auf den sich die anderen StoBvorgénge zuriickfiihren lassen,
wenigstens mit der Annidherung, die fiir die technischen Anwendungen
ausreicht.

Infolge des Stofles findet eine Abplattung beider Korper an der
Beriihrungsstelle statt, die eine Anniherung der beiden Massen-
mittelpunkte zur Folge hat. Infolge der Gestaltsénderung der Kérper
entwickeln sich in der Beriihrungsfliche Spannungen, die in dem
MaBe wachsen, als die Deformationen zunehmen bzw. die Ent-
fernung M; M, abnimmt. Die Spannungen, soweit sie elastischen
Ursprungs sind, . bedingen Flichenkrifte, die auf die beiden Kérper

in gleicher GroBe, aber ent-

gegengesetzter Richtung wir-
ken und die Korper wie-
der auseinanderzutreiben su-
chen. Die Resultierenden
-7 dieser Krifte werden Stol3-
krafte genannt. Wir wollen
gie mit 8, bzw. 8, bezeichnen
und von ihnen voraussetzen,
daB sie beide in die StoB-
normale fallen, was eine
symmetrische Gestaltung der
Oberflichen der Korper zur StoBnormalen in deren Umgebung zur
Voraussetzung hat. Es gehen dann die Wirkungslinien der StoBkrifte
durch die Massenmittelpunkte der Korper. Beriihren gich die
stoBenden Korper von vornherein in einer Fliche, z. B. einer ebenen,
dann setzen wir die Druckverteilung in der StoBfliche derart vor-
aus, daB die Wirkungslinie der resultierenden Druckkraft, d.i. die
StoBkraft, in beiden Korpern durch deren Massenmittelpunkt geht.
Erfahrungsgemi8 beschleunigen die StoBkrifte das System der béiden
stoBenden XKorper nicht; es muB daher 8,==8, sein und zwischen
beiden Kriften Gleichgewicht bestehen. Sonach gilt das Prinzip der
Erhaltung der Bewegung des Massenmittelpunktes fiir die Bewegung
des gemeinsamen Massenmittelpunktes M beider K&rper und folg-
lich nach (46) die Gleichung

(81) my vy~ my vy = (m; - m,) vm,
in der wy die Geschwindigkeit von M bezeichnet. Der Massenmittel-
punkt M bewegt sich also vor, wihrend und nach dem StoB mit
derselben Geschwindigkeit vy in der StoBnormalen.

Der StoBvorgang vollzieht sich nun in der Weise, daB zuna.chst
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die Massenmittelpunkte beider Korper sich nihern, wobei die StoB-
kraft stetig wiichst und schlieBlich eine solche GréSe erreicht, daB
sie die Korper wieder entfernt. Es wird sonach der Abstand M, M,
ein Minimum wund wichst dann zufolge der Wirkung der ela-
stischen Krifte in der Beriihrungsstelle wieder soweit an, daB die
Beriihrung der Koérper aufhort. Bezeichnen ¢, und ¢, die Schiebungs-
geschwindigkeiten der Korper nach dem StoB, d.h. in dem Augen-
blick, wo die Korper sich trennen, dann besteht fiir die Geschwin-
digkeit wm die weitere Bezichung

(m‘1+'m‘z)”M:m1 °1+m2 Cys

diese liefert in Verbindung mit (81) die fiir die StoBvorgéinge grund-
legende Gleichung

(82) My 0y == My Cy ==, Uy~ My 0y .

Zu einer zweiten Gleichung fiir die beiden Geschwindigkeiten ¢, und
¢, gelangen wir durch Beriicksichtigung der elastischen und plasti-
schen Eigenschaften der Stoffe, aus denen die sich stoenden Korper
bestehen. Sie ist im grunde nichts anderes, als die Definition einer
Konstanten %, des sogen. Stofkoeffizienten oder der StoB-
ziffer, die durch Versuche zu ermitteln ist. Wir gelangen zu ihr
durch folgende Uberlegung. Es leuchtet ohne weiteres ein, da8 die
Wirkung des Stofles auf beide Korper nicht von der Grofe ihrer
Geschwindigkeiten v, und », vor dem StoB an sich abhingig ist,
gsondern nur von der relativen Geschwindigkeit vor dem StoB,
nimlich von der Grofle
v, — U =7,,

die wir kurz die Stofigeschwindigkeit nennen wollen. Je elasti-
scher nun die Korper sind, mit um so groferer relativer Geschwin-
digkeit werden sich die Korper nach dem Sto wieder voneinander
entfernen; es wird also die relative Geschwindigkeit beider Korper
nach dem StoB, d.i ¢,—e¢,=c, um so groBer sein. Umgekehrt,
je weniger elastisch sie sind, also je plastischer, um so kleiner mufl
¢, sein. Daher konnen wir als ein MaB fiir die Elastizitit des
Stofes das Verhaltnis

(83)

)

=k

*GIG

benutzen, das StoBziffer genannt wird. Die StoBziffer ist stets
positiv und liegt zwischen den Grenzen O und 1. Der eine Grenz-
fall k=0 bedeutet den vollkommen unelastischen StoB, fiir
den ¢,==0, d. i ¢,=c, ist. In diesem Falle trennen sich die
Korper iiberhaupt nicht wieder, was z B. bei plastischem Thon
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eintritt. Der andere k==1 wird als vollkommen elastischer
StoB bezeichnet; bei ihm ist ¢,=wv,, d.h. die Korper trennen sich
nach dem StoB mit derselben Geschwindigkeit, mit der sie zusammen-
stieBen.

Schreiben wir (83) in der Form

(83a) ¢, — ¢, =k(v,—m,),

so stellt sie die gesuchte zweite Gleichung fiir ¢, und ¢, dar, falls
die StoBziffer k¥ bekannt ist, wobei beachtet werden mag, dal k sich
nicht auf die Einzelkérper bezieht, sondern nur auf ihr Verhalten
gegen einander. Uber die Versuchsergebnisse folgen weiterhin noch
einige Angaben.

Durch die Gleichungen (82) und (83a) sind ¢, und ¢, bestimmt.
Man erhilt, wie leicht ersichtlich

(84) c;, =M kml—]—m2 Y., G ”M+kml+m2 "

worin vm die Geschwindigkeit von M (s. (81)) ist, und ferner als
Abnahme der Geschwindigkeit des stoBenden Korpers, bzw. als Zu-
nahme der des gestofSenen

(85) oy —e=(LHE) v —ry= (1R

Diese Ausdriicke zeigen nicht nur, daB die Geschwindigkeits-
anderungen durch den StoB der StofSgeschwindigkeit v, proportional
sind, sondern auch den EinfluB der Massen der stoBenden Korper,
der unabhingig vom StoSkoeffizienten % ist; denn wir finden

V) — € 10, — Vy ==, My,

d. h. die Geschwindigkeitsinderungen verhalten sich umgekehrt wie
die Massen der Korper. Endlich lassen sie erkennen, daB die Ge-
schwindigkeitsinderungen beide positiv sind, weil der Ausdruck auf
der rechten Seite unter allen Umsténden positiv ist, und daB ¢, und
¢, gleichsinnig mit », und v, sein miissen, wenn letztere beide
gleichen Sinn haben.

Von groBer Bedeutung ist der Verlust an kinetischer Energie
bzw. Wucht infolge des Stofles, den die Korper zusammen er-
leiden. Er betrigt, wie unmittelbar ersichtlich, die Differenz der
Wucht der Kérper vor und nach dem StoB, und erhilt sonach
den Ausdruck

Wy=W,—W,=3m,v,> im0 —(3m, c* +3myc?).

Setzt man fiir ¢, und ¢, die Ausdriicke (84) ein, so geht W, nach
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entsprechender Umformung iiber in

(88) Wy=(1 — ) - 22

L N T
2 (m1+m9) o
Hieraus ersieht man, daB der StoBverlust W, auBer von der StoB-
ziffer # und den Massen der Kérper nur von der relativen Ge-
schwindigkeit », der sich stoBSenden
Kérper abhdngt, nicht aber von v,
und v, selbst.

Sind die Geschwindigkeiten », und

v, entgegengesetzt gerichtet, wie in
Fig. 72, so miissen wir, um die Ge-
schwindigkeiten ¢, und ¢, nicht nur
nach ihrer GrodBe, sondern auch ihrer
Richtung eindeutig bestimmt zu er- Fig. 72.
halten, eine der [beiden Richtungen,
z. B. die von v, als positive einfiihren; dann wird v, negatives Vor-
zeichen erhalten miissen, und das Vorzeichen der Geschwindigkeiten
¢, und ¢,, die in den Gleichungen (82) und (83a) zunichst mit
positivem Vorzeichen eingefithrt werden, wird durch die Formeln

(85a) v, __cl_(l—{—k)m Py -, ¢+, ——(1+k) 1+m2 ‘9,

festgelegt. Je nachdem sich ¢, bzw. ¢, hieraus positiv oder negativ
ergibt, ist ¢, bzw. ¢, gleich- oder entgegengesetztsinnig mit v,. Der
Ausdruck fiir W, wird durch die Vorzeichen nicht beriihrt, wenn
man nur, wie erforderlich, im vorliegenden Falle in (86)

vr = '01 + v‘l
setzt.

Ein sehr hiufig auftretender Sonderfall ist der, dafl der ge-
stoBene Korper K, eine so grofle Masse besitzt, dal m, gegeniiber
m, als unendlich groB, und folglich m, :m,==0 gesetzt werden darf,
wie z. B. bei dem StoB eines Korpers gegen eine feste Wand oder
eines Wasserstrahles gegen die Schaufeln eines gleichformig sich
drehenden Wasserrades. Die Formeln (85) gehen dann iiber in

vy—e=014k)v,, ¢—v,=0,
woraus ¢, =v, folgt, d. h. beide Korper bewegen sich nach dem
StoB mit derselben Geschwindigkeit v, fort, die K, vor dem StoB
hatte; der StoB hat also keinen EinfluB auf eine unendlich grofle
Masse. Ferner wird hier ¢,==9, — kv, und Wy=3%(1 — k%) m v}
wobei v, ==v, — v, zu nehmen ist, falls beide Korper sich in gleicher,
und =v, -}-v,, falls sie sich in entgegengesetzter Richtung bewegen.
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Wenn insbesondere v,==0 ist; also der gestoBSene Korper mit
der unendlich groSen Masse sich in Ruhe befindet, so wird auch
¢g==0 und v,==v,, folglich ¢,—=—Fkv, und Wy =3(1 —k)m,v 2

Beispiel:

Fallt eine Kugel K, aus.der Hohe k, auf cine horizontale ebene Platte K,
frei herab (s. Fig. 78), so erlangt sie, vom Luftwiderstand hierbei abgesehen,

beim Auftreffen die Geschwindigkeit v, = y2gh,. Durch den

\
—_——
)

. Stof erlangt sie zufolge vorstehender Beziehung die Ge-
(" 'ﬁl) schwindigkeit
e o= — ko, —— kg,
; woraus hervorgeht, daf sie sich nach dem StoB wieder nach
2
“ aufwirts bewegt, wobei sie die Steighthe h=;¢ erlangt.

/“\
3z

MiBt man letztere, so liBt sich aus entsprechenden Ver-
suchen % berechnen, denn es wird

k;‘/’?-ot.

Cr Auf diesem Wege wurden, beide K&rper aus gleichem
#, Material vorausgesetzt, fiir k folgende Werte gefunden:

M, fir Stahl und Kork §, Glas 1§, Elfenbein §.

\,

> . Wesentlich andere, und zwar viel grifiere, nahe an 1
/ P 2
. ///K///’ liegende Werte fand Westphall) bei sorgfiltigen Versuchen

2, 2 an zwei bifilar aufgehingten Kugeln von gleichem Durch-
Fig. 73 messer; ‘er erhielt bei Stahl £=0,995, bei Glas 0,983 und
18- {9 bei Elfenbein 0,966. Die Verschiedenheit von k bei Stahl

und die Annaherung bei Glas ist so groB daB sie sich
durch die Verschiedenheit der Gestalt des Korpers K, in beiden Versuchs-
reihen allein nicht erkliren 1aB8t.

Bei dem vollkommen wunelastischen StoB ist t=0 zu
setzen; es wird dann zufolge (84)

woraus folgt, daB beide Korper sich nach dem StoB mit der Ge-
schwindigkeit des gemeinsamen Massenmittelpunktes weiter bewegen.
Ferner erhilt man als Stofverlust aus (86)

m
-W L L TR
472 ('m1 + m ) o
War der gestoene Korper in Ruhe, also v,=0, so wird v,=v,,
und sonach
m, m m

W, = 1772 | J— 2 .
47 2(my+ my) K m, - m, Wes
1) Verhandlungen der Deutschen Physikalischen Gesellschaft 1909, S. 273.
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worin W, —=1m,v?® die gesamte Wueht vor dem StoB bezeichnet.
Da nun die Wucht nach dem Stof sich zu

1 1 1 m

W, =—m ¢c>*+-myel=—(m, +m)vi=—2— W,

n 2 11—1_2 22 2(1+ 2)!‘ m1+m2 v
ergibt, so finden wir bei dem vollkommen unelastischen Stof3
W, W, =m,:m,.

Anwendungen:

Bei dem Einrammen von Pféhlen soll der Pfabl moglichst tief eindringen
dagegen der Pfahlkopf tunlichst wenig zerstort werden. Dieser Forderung:
wird entsprochen, wenn W, moglichst klein, dagegen W, so groB als moglich
ist. Da man nun W, als gegebene Grofe anzusehen hat, und W, : W, so gro8
als moglich sein soll, so muB auch m, : m, moglichst groB genommen werden,
Die Masse des Pfahles ist als gegeben anzusehen; sonach muB m,, d. h. das
Rammbirgewicht, so groB als moglich genommen werden. Dieser SchluB ist
durch eine reiche Erfahrung voll bestitigt worden. Ahnlich verhilt es sich
mit dem Einschlagen von Nigeln.

Bei dem Nieten ist es genau umgekehrt. Hier soll ein Nietkopf gebildet,
d. h. groBe Deformationsarbeit geleistet, dagegen das Niet moglichst wenig
bewegt werden. Es muf also W, mdoglichst gro8 und W, so klein als méglich
sein. Die obige Beziehung fordert sonach kleines m, und groBes m,. Das
erreicht man einerseits durch leichte Nieth&mmer und andrerseits dadurch,
daB man den Nietbolzen mit groBen Massen verbindet, also etwa durch Stiitzen
gegen Tréger oder shnliche MaBnahmen,

Der vollkommen elastische StoB tritt ein, wenn k=1 ist.
Dann folgt aus (84)
ey, — 2, — o
S v!‘ m1+mg vr’ 0 vl‘+ 1+m2 r’
ferner wird W, =0, d. h. es findet kein StoBverlust statt. . Wenn
insbesonndere m, =m,, to erhalten wir ¢, =wv,, c,==v,; die beiden
Korper vertauschen folglich hier ihre Geschwindigkeiten. Ruhte so-
nach K,, so kommt durch den StoB K, zur Ruhe und K, bewegt
sich mit », weiter.

2. Der gerade exzentrische StoB.

Dieser tritt besonders bei sich drehenden Kérpern auf; deshalb
wollen wir von vornherein annehmen, da8 der gestofene Kérper K,
(s. Fig. 74, S. 146) eine Drehung um die ruhende Achse D, auszufiihren
gezwungen sei, wihrend K, eine Schiebung mit v, ausfuhre Wir
setzen ferner voraus, da M, auBerhalb der StoBnormalen (exzentrisch)
liege, wihrend M, auf nn sich befinde. In diesem Falle nennen
wir den Stof} gerade, falls v, parallel n % und die StoBnormale senk-
recht zur Ebene durch die Drehachse und den Massenmittelpunkt M,
steht. Der Punkt 3,, in dem nn die genannte Ebene schneidet,

Griibler, Lehrbuch der technischen Mechanik. III, 10
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moge der StoBpunkt des Korpers K, genannt werden. Unter der
Annahme, dafl sich K, wihrend der Stofidauer nur sehr wenig be-
wegt, konnen wir den StoBvorgang als einen geraden zentrischen
Sto8 auffassen, wenn wir K, durch einen Korper K, ersetzt denken,
dessen Massenmittelpunkt mit 3, zusammenfillt und dessen Masse u,
80 bestimmt wird, daB die Wucht der
Masse u, mit der des urspriinglichen
Korpers K, iibereinstimmt. Letztere
aber ist, falls @, die Winkelgeschwin-
digkeit von K, vor dem Stof, und
J, das Trigheitsmoment von K, fiir
die Achse D, bezeichnet, 1J,w,?;
diese miite also ==1 u, v,? sein, worin
vy =0a,w, und a,=D,2, ist. Wir
habensonach als sogenannte auf den Ab-
stand a, reduzierte Masse u,==J,:a,’
in die Gleichungen (82) und (83a),
bzw. in (84)und (85) einzusetzen, um die Geschwindigkeiten c, und c,,
sowie den StoBverlust in diesem Falle zu erbalten. Fiihren wir dann
noch die Winkelgeschwindigkeit y, von K, nach dem Sto durch
die Beziehung

Fig. 74.

. Co =0y,
ein, so findet sich auch y,.
Beispiel:

Schldgt ein Schwanzhammer K, (s. Fig. 75) mit der Schneide in B auf
den AmboB, so wirde letzterer mit der Masse m, = 0O behaftet angesehen

e

2
s

] il
Ly % 11 1z,

% Mz
¥ a, Ky
/B

/(f
Fig. 75.

werden konnen, und auflerdem v, zu Null, weil er in Ruhe ist. Dann ergebem
die Formeln (85) und (86)

P
@y (1 —w)=—(1+k)ayw, und Wdz(l_kz)ﬁg%iol

worin gy =J,:4,% ist. Aus der ersten Gleichung folgt

»

va=—kw,;
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der Hammer springt sonach zuriick und zwar mit einer entsprechenden: kleineren
Winkelgeschwindigkeit y,, deren GréB8e durch % bedingt wird.

Von Interesse ist hdufig die Frage nach der Lage des StoB-
punktes 3,, bei der die festgehaltenen Punkte (Stiitz- oder Lager-
punkte) der Drehachse keine Beeinflussung durch die StoB8kraft er-
fahren. Wir finden diese Lage aus der Forderung, daf3 die Zwangs-
krifte in den Lagerpunkten Null werden, soweit sie allein von der
StoBkraft herriihren, also aus den Gleichungen (63) des 10. Kapitels,
in denen wir die Komponenten von &’ und 8" Null setzen, und in
Anwendung auf den gestoBenen Korper K, als einzige #uflere Kraft
die StoBkraft S, in der StoBnormalen annehmen. Schalten wir
schlieflich auch den EinfluB der Zentrifugalkrifte von K, dadurch
aus, daB wir in (63) w==w,=0 setzen, also K, als gestoBenen
Korper vor dem StoB in Ruhe befindlich annehmen, so erhalten wir
auBer der ersten Gleichung, die identisch befriedigt ist, die fiinf
Gleichungen

Sy tmylae,=0; myme=0; Jyeg=—=80a; —&0,
8y, + 2, C,,,=0.

In ihnen ist {,=D,M, der Abstand des Massenmittelpunktes von
der Drehachse, C,,, und C,, , die Zentrifugalmomente von K, und
¢, die Winkelbeschleunigung von K, infolge des StoBes, wihrend z,
und z,==a, die Koordinaten des StoBpunktes 2, bezeichnen. Aus
diesen Gleichungen folgt zundchst #7,==0, d. h. M, muB in der
Ebene durch die Drehachse senkrecht zur Stofnormalen liegen, was
hier an ‘sich als notwendig erkannt wurde, ferner O‘My=0, welcher
Forderung geniigt wird, wenn der Korper K, symmetrisch zu einer
Ebene senkrecht zur Drehachse durch die StoBnormale ist. Setzen
wir endlich den aus der dritten Gleichung folgenden Wert fiir ¢, in
die erste und fiinfte Gleichung ein, so finden wir als Koordinaten
des Stofipunktes

— 02xz — - ']2
(87) :cg—_ﬁ;é_—g und z,==a, TR
Durch diesen Punkt muB die StoBnormale gehen, damit die Lager-
punkte durch den StoB nicht beeinflult werden.

0;

.’Z:y=

In dem vorhergehenden-Beispiel wiirden wir bei symmetrischem Hammer
2,=0 und a,=0J,:m,{, erhalten, falls die Drehachse keine StoBwirkung
erfahren soll. Da die Entfernung M, 2; —e, als gegeben angesehen werden
kann, so erhalten wir ¢, ={, -} ¢, und weil Jy=Jua 4 m,y {,2, g0 finden wir
fiir [, die Gleichung
‘ J

G—lita=Vuat g b myly= 22 —¢,,
2 D2
womit sich {, =Juq:m, ¢, ergibt.
10*
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Die angestellten Betrachtungen iiber den geraden exzentrischen
StoB lassen sich leicht auf den Fall erweitern, daB zwei um parallele
Achsen sich drehende Korper sich gerade und exzentrisch stoflen;
es ist dann auch fiir den stoBenden Koérper K, die auf den Ab-
stand @, reduzierte Masse u,==J,:a,® an Stelle von m, in den
Gleichungen (82) und (83a) bzw. in den Formeln (85) und (86) ein-
zufihren und v, ==a, w,, ¢, =a,y, zu setzen.

8. Der schiefe zentrische Stof.

Wir setzen wieder voraus, daB die Massenmittelpunkte M, und
M, beider Kérper in der StoBnormalen nn (s. Fig. 76) liegen, aber
die Schiebungsgeschwindigkeiten v, bzw. v, die Winkel «, bzw. «,
mit letzterer einschlieBen; hierbei sollen sich zuniichst v, und v,
mit nn in einer Ebene befinden. Es leuchtet ohne weiteres ein,
daBl der eigentliche Stofvorgang sich in der Richtung der StoB-
normalen vollzieht, also auch nur von den Geschwindigkeitskompo-
nenten in dieser Richtung abhingt. Zerlegen wir daher sowohl v
und v,, wie ¢, und ¢, in Komponenten v,/ =wv, cos«,, v, =uv,cos e,
¢,/ ==c,cosf;, ¢/ ——cﬁ cos §, in Richt.ung von nn, und v,” =v,sin ¢,
v v, sin uﬂ, ¢,/ =c, sin B, ¢,” =c, sin §, senkrecht zu nn, dann
bestehen fiir die ersteren Kompo-
nenten die Gleichungen (82) und
(83a), und demgemiB auch (84),
(85) und (86), aus denen ¢, ¢,
und W, folgt. Beziiglich der Kom-
ponenten ¢,” und ¢,” ist man jedoch
ganz unsicher, da sie von der Wir-
kung der Reibung zwischen den re-
lativ zueinander gleitend und wilzend sich bewegenden Korpern auf
die Bewegung der letzteren abhingen und diese sich schwer in Rech-
nung stellen 1iBt. Machen wir nun die Annahme (deren Zulissigkeit erst
durch Versuche bewiesen werden miiite), daB die Stoldauer so klein
ist, daB man die Drehung der K6rperum Achsen senkrecht zur Ebene der
Geschwindigkeiten, welche durch die Reibung zweifellos verursacht wird,
gegeniiber den Schiebungen vernachlissigen darf, oder, was auf das-
selbe hinauskommt, dafl man die Schiebungen allein zu beriicksichtigen
braucht, dann lassen sich fiir ¢,” und ¢,” zwei Gleichungen aufstellen,
von denen die eine unmittelbar aus dem Prinzip der Erhaltung
der Bewegung des Massenmittelpunktes folgt. Denn die Reibungs-
krifte wirken auf beide Korper mit der gleichen Stirke R=28-u,
falls § die StoBkraft und x die Reibungsziffer ist, jedoch in entgegen-
gesetzter Richtung; es besteht sonach fiir die projizierte Bewegung
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der Massenmittelpunkte M, und M, auf eine Gerade in Richtung
der ¢,” bzw. ¢,” beziiglich der Geschwindigkeiten vor und nach dem
StoB die Gleichung

(88) my 0"+ my v =m, c,” +m, "

Eine zweite Gleichung, die freilich nur als eine erste Annihe-
rung an die Wirklichkeit zu betrachten und deren Zulassigkeit erst
durch Versuche zu erhiirten ist, erhalten wir durch die Uberlegung,
daB die Reibung eine Verminderung der relativen Geschwindigkeit
der Korper bewirkt, daB also ¢ = ¢,” — ¢,” kleiner als v, =v," — v,"
wird. Sonach konnen wir in erster Anniherung
(89) e/ =1iv/

r

setzen, worin 1 eine positive Zahl kleiner als 1 bezeichnet, die auler
von der Reibungsziffer 4 auch von der Stofziffer £ abhingen wird.
Eine Annahme, die den tatsichlichen Verhiltnissen Rechnung trigt,
wire u. a., dal 1="Fke *~% gesetzt wird; denn es mus i it k zu-
gleich. Null werden, weil bei vollkommen unelastischem Sto8 bzw.
sehr elastischen Korpern ¢,” ==¢,” wird, und andrerseits muf 1 mit
wachsendem % und g abnehmen, also g% negativ sein, was nur
eintritt, wenn a¢uk>1. Die Konstante « endlich muB durch Ver-
suche ermittelt werden und hierbei sich grofer als 1 ergeben. Wie
nun auch dieser Zusammenhang sein mag, jedenfalls finden sich aus (88)

und der Gleichung

(898{) cﬁ” —_— 61,, J— l (vlll - v%”)

die Werte

(90) c,,_C—}.mgvr” c,,__C—{—}.mlvr”
= ——— 2 i e Wt 28

m,~+my * 2 m m,

worin C=m, v,” -}-m,v,” ist. Aber es darf bei Benutzung dieser
Formeln nicht aufler acht gelassen werden, da8 die Drehungen der
Kérper vernachlissigt wurden; es miilten demnach noch Formeln
hinzutreten, die die Winkelgeschwindigkeiten der Kérper nach dem
Btof zu berechnen erméglichen.

Ist der gestoBene Korper K, in Ruhe, also 1;2 ——vg ' =v,=0,
so wird »/=v," und v/ ; folglich erhalten wir aus (84) und (90)

2

(m1+ma)c,:m17’1,—km2”1,=(m1‘kme)vx,’
(my -1 my)c,” —“(m — Amy)v”,

(my +m,) ey = m, v, +km1”1 =m, (1-+k)v,/,
(my +my)e,” =m, (1 4 2)

(91)
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Damit finden wir die Komponenten der relativen Geschwindigkeit ¢,
nach dem Stof zu

I!

(92) ¢/ =0¢,—¢/=2k —2—

"__n__
vl, ¢, =c, °1

it
und damit ¢,= VG,' Pt P=2
m

m1—§-

(k cos «,)® - (Asine,)?,

m’.!

. 14
tan ff, =

1.

=3 tan ¢, .

Erfolgt der schiefe StoB gegen eine feste Wand, ist also my==0c0 zu
setzen, dann wird noch einfacher ¢,’==c¢,” = 0, d. h. der gestoflene
Korper bleibt in Ruhe, wihrend ¢,=—kv,’, ¢,"=—41v sich
findet. Nehmen wir fiir den vollkommen elastischen StoB nicht nur
k=1, sondern auch A=1 an, so wird ¢,/ =—0," und ¢,/ =—9,,
d. h. der Korper K, entfernt sich von der Wand symmetrisch zur
StoBnormalen mit derselben Geschwindigkeit ¢, =9, .

Ist die Voraussetzung, daBi die Geschwindigkeiten v, und v, der-
selben Ebene parallel sind, nicht erfiilll, dann lassen sich gleich-
wohl die Gleichungen (89a) und (88) auBer demen fiir die StoB-
normale giiltigen (82) und (83 a) aufstellen, wenn man die vier Ge-
schwindigkeiten v, v,, ¢;, ¢, in Komponenten in Richtung der Stof-
normalen, ferner zwei zu ihr und zueinander senkrechten Geraden
zerlegt, von denen eine in der durch die Stofnormale und die rela-
tive Geschwindigkeit b, ==p,— b, vor dem StoB bestimmten Ebene
liegt. Da fiir die Wirkung der Stof- und der Reibungskraft auf
die Korper nur die relative Geschwindigkeit der Korper in Frage
kommt, so sind die Komponenten der Geschwindigkeiten senkrecht
zu der letzterwihnten Ebene ohne Einflu, wihrend die Kompo-
nenten in der Ebene senkrecht zur StoBnormalen an die Stelle der
v, 9", ¢,”, ¢,” treten; fiir diese bestehen also die Gleichungen (88)
und (89a).

" Fiir den vollkommen unelastischen Sto wiirde sowohl k=0,
als auch 1=0 gesetzt werden koénnen; daher sind die Verluste

an Wucht infolge des Stoles Wj=(1 —k?) 5 (1:';1:2_‘3 n) »/? und
My

infolge der Reibung Wjf—=— (1 — i _ MMy v,”? einfacher
G =5 Sty ™
m, my Mty e

W,’4= 2, - g)v’“ und W 2( _{_m2)

Der Gesamtverlust an Energie betrwgt folglich beim vollkommen
unelastischen Stoll
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my My m, my

BRI L Bt Ty R

d. h. die der relativen StoSgeschwindigkeit », und der mittleren

Wy =W} Wj

Masse ﬂm:n entsprechende Wucht wird beim StoB verloren.
1 2
Beim vollkommen elastischen und reibungsfreien schiefen zen-
trischen Stof findet dagegen kein Verlust statt, wie man aus (83)
fir k==1 und aus (89) fiir 1==1 unmittelbar schlieBen kann.

4. Der schiefe exzentrische StoB.

Die Einfithrung einer ideellen Masse fithrt auch beim schiefen
exzentrischen StoB zu Formeln, die wenigstens in den Fiallen zu
einer annéhernden Bestimmung der Geschwindigkeiten nach dem
StoB fithren, wo die exzentrisch stoSenden Korper sich um ruhende
Achsen drehen. Wir wollen, wie un-
ter 2, wieder davon ausgehen, dafl ein
in Schiebung begriffener Koérper K,
(s. Fig. 77) gegen den um D), sich
drehenden Korper K, exzentrisch sto8t,
wobei die Stofnormale nn und die
Schiebungsgeschwindigkeit v, die Achse
D, rechtwinklig kreuzen sollen, und v,
mit n# den Winkel ¢, einschlieBt. Legen
wir durch die Drehachse und den
Massenmittelpunkt M, des Korpers K, Fig. 77.
eine Kbene, die nn in 2, schneidet, so
kénnen wir X, als Mittelpunkt einer ideelloen Masse u, auffassen,
die von K, gerade und zentrisch gestoflen wird, wenn M, anch in
nn liegt. Zerlegen wir nun v, in Komponenten »,” in Richtung von
nn und v,” senkrecht dazu, ebenso die Geschwindigkeit v, des
Punktes 2,, die =a, w, ist, falls w, die Winkelgeschwindigkeit der
Drehung vor dem StoB bezeichnet und D, 3, =a, gesetzt wird, und
die senkrecht zu D,Z, steht, in die Komponenten v,” und v,”, so
lassen sich fiir den Stofivorgang die Gleichungen (82) und (83a), fiir
den Reibungsvorgang aber die Gleichungen (88) und (89a) benutzen,
um die entsprechenden Komponenten ¢/, ¢,”, ¢,, ¢,” der Geschwindig-
keiten nach dem Stof zu berechnen, falls nur an Stelle von m, hier
Hy==J,:a,? eingefiihrt, und ¢, =c,’ 4 ¢,” 2 b, y, gesetzt wird, unter
y, die Winkelgeschwindigkeit von K, nach dem StoB und unter b,
der kiirzeste Abstand zwischen ¢, und D, verstanden.

In der gleichen Weise 1af3t sich auch der Fall behandeln, daB
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sich die beiden stoffenden Koérper um parallele Achsen drehen, doch
goll auf ihn, wie auf den vorhergehenden nicht niher eingegangen
werden, da die theoretischen Grundlagen erst einer Nachpriifung
durch Versuche zu unterziehen sind.

16. Kap. Bewegungen sich findernder Massen.

Die Gesetze, die wir fiir die Bewegung starrer Korper auf-
stellten, gelten nur unter der Voraussetzung, daB die Masse des be-
wegten Korpers eine absolute Konstante sei, d. h. daB sie sich
weder zeitlich noch rdumlich &ndere. Es kommen aber Bewegungen
vor, bei denen diese Voraussetzung nicht zutrifft, also fortwihrend
noeue Massen in die Bewegung eintreten, wie z. B. beim Heben von
Ketten und Seilen, die aus der Ruhelage die Bewegung beginnen,
odér wenn ein bewegter Kérper durch Verdunstung an Masse ver-
liert. Die Frage, wie sich dann die Bewegungsgesetze abindern,
wollen wir zundchst fir den einfachen Fall behandeln, daB ein
Korper eine geradlinige Schiebung unter dem Einflusse einer Kraft £
vollzieht, die in der Schiebungsrichtung auf ihn wirkt, und hierbei
die Masse m des Korpers mit der Zeit ¢ sich stetig @ndert. Diese
Anderung erfolge in der Weise, daB in jedem Zeitelement dt zu m
noch ein Element dm trete, das in Richtung der Kérpergeschwindig-
keit v die Geschwindigkeit ¢’ habe. Da im allgemeinen o >>v ist,
so erfolgt ein StoB bei dem Zusammentreffen von dm mit m, mit
dem sich ein Verlust an Wucht verkniipft. Letzterer kann nach der
Formel (86) berechnet werden, wenn darin m, =dm, m,=m und
v, =1t — v gesetzt wird. Nehmen wir hierbei an, daB dm nach dem
Stofl die Geschwindigkeit von m angenommen hat, so ist der Sto8
als vollkommen unelastisch zu behandeln, und dementsprechend
k==0 zu setzen; es wird dann der Verlust an Wucht
1 mdm ,,

v ——v‘)”:—;—(v’—-v)”dm.

(95) Wa= g mfam

Bezeichnet B=muv den Impuls des Kérpers zur Zeit ¢, so wiirde
bei unverdnderlicher Masse zufolge (5) d B=Pd¢ sein. Da aber
nochk zu m die Masse dm mit dem Impuls v’ dm tritt, so ist die
Anderung von B in der Zeit d¢ (nach Routh)

dB=Pdt+vdm,
welche Gleichung in der Form
(96) d(mv)— v dm=Pdt
érsichtlich macht, da die Beschleunigung der Bewegung in diesem
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Falle nicht i—:, sondern
P (Y—v) dm

pe_ Y

m m dt
ist.

Um ferner zu ermitteln, ob im vorliegenden Falle das Prinzip
der Wucht gilt, bzw. in abgeinderter Form, bilden wir die Differenz
bzw. Anderung der Wucht fiir die unendlich kleine Bewegung des
Korpers wahrend der Zeit df. Es ist nidmlich die Wucht zur Zeit ¢:

2
W:-:m%—-—{——é~ dm v'?,
zur Zeit ¢t} dt:
W=W+dW=23%(m-+dm)@v-+dv)?;
sonach wird die Anderung der Wucht
AW=W' —W4-Wy=3(m-+4dm)(®-dv)®— Gme? -} dmv?)
Fiam(y —op,

wenn man beachtet, dal infolge des StoBles zwischen dm und m die
Wucht W, verloren ging. Die Ausfithrung dieses Ausdruckes ergibt

AW=v[d(mv)— v dm],

also mit Benutzung von (96) und weil v=:li—1:,
dW=v.Pdt=Pdu=d4,

worin d 4 die Arbeit der Kraft P auf dem Wege du bezeichnet.

Durch Integration erhilt man hieraus das Prinzip der Wucht in der

erweiterten Form

(97) W—W,=A4,
die auch die Masseninderung beriicksichtigt, denn hierin ist
2 2
Wy=m, ”—;— , wihrend W den Wert ln—;— hat.
Beispiele:

1. Wenn die Masse d m mit derselben Geschwindigkeit v zu m tritt, wie

sie m schon besitzt, also ¥ = v ist, 8o erhilt man aus (96) einfacher
dv
G

e8 bewegt sich dann die verinderliche Masse m nach derselben Differential-
gleichung, wie die unverinderliche. Der Bewegungsvorgang selbst ist aber
selbstredend ein ganz anderer, wenn m irgendeine Funktion der Zeit oder
des Ortes wire, als wenn es unverinderlich ist.



154 Dynamik der- starren Korper.

Wenn jedoch die Kraft P der Masse proportional, also P = m-b ist, dann
fillt auf beiden Seiten der Differentialgleichung der Faktor m fort, und die
Beschleunigung der Bewegung ist ganz die gleiche, wie bei unverinderlicher
Masse. Wenn z. B. ein mit' Sand beladener Wagen, aus dem der Sand aus-
flieBt, auf geneigter Ebene unter dem EinfluB seiner Schwere mg und der Rei-
bungswiderstinde herabfahrt, so hat man P=mgsin & — u m g cos x zu setzen.

Die Beschleunigung dieser Bewegung g—;’ =g (sin o — pcosa)=2> ist folglich

die gleiche, wie bei unverdnderlicher Masse, und da sie sich als konstant er-
weist, so -ist die Bewegung eine gleichmiBig beschleunigte. Das Prinzip der
Wucht ergibt nach einfacher Rechnung als Ausdruck fiir die Axbeit

u

2 2
A:fpdu:’l‘-z"—-'ﬁ;’—"-;-wd,

Yo

falls m =m, —kt und v= Z—? gesetzt wird; darin ist

Wd'——"—‘--é-f”’dﬂb:%(v'—vox)
der StoBverlust.

2. Die Masse m eines in Schiebung begriffenen Korpers nehme propor-
tional der Zeit zu; es sei also m ==m,-}-k-t. Das hinzutretende Element dm
bewege sich senkrecht zur Geschwindigkeit v des Korpers, so da demnach
v ==0 zu setzen ist. Es geht dann (96) iiber in

dimo) _

dt
und hieraus folgt durch Integration
t
mv:movo—}—det.
to
Bewegt sich z. B. ein Wagen auf horizontaler Ebene, auf den in lotrechter
Richtung gleichmiBig (etwa bei einem Regen) Wasser herabstromt, und 18t

sich die durch Zapfenreibung u. a. bedingte Widerstandskraft in der Form
P — — umyg schreiben, so wird der Antrieb

¢ ¢
JPat=—ugf(my+ ke)dt =~ 3 [(mo—+ ko) — my7],
123 %
und folglich
V= {movo-—‘%g—@ mo+kt)t] :(my -4 kt) .
Die Zeit T, nach welcher der Wagen zur Ruhe kommt, ergibt sich hiernach zu

T %kv,
s LN
[ +#m g

wiahrend sie sich fir k=0 zu v,: xg finden wiirde.

In &hnlicher Weise lassen sich die Drehungen von Koérpern mit
verdnderlicher Masse behandeln, wie sie uns z. B. bei Seiltrommeln
beim Abwickeln von Seilen entgegentreten. Bei Aufstellung der
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beziiglichen Differentialgleichung gehen wir in diesem Falle zweck-
mifig von der Gleichung (58) in der Gestalt

d(J o)=Mpdt

aus, in der J das Trigheitsmoment des Korpers und w seine Winkel-
geschwindigkeit, sowie Mp das Moment der auf den Korper wirken-
den duBeren Krifte beziiglich der Drehachse bezeichnet. Wiirde sich
nur das Trigheitsmoment, nicht aber die Masse des Korpers bei der
Drehung &ndern, so bliebe die Differentialgleichung der Bewegung
(57) unveréindert die gleiche, worauf schon auf 8.91 hingewiesen
wurde. Anders ist es dagegen, wenn sich die Masse des Korpers
durch das Hinzutreten oder Wegfliegen von Massenelementen dm
stetig dndert, denn deren Impulsmoment vermehrt oder vermindert
das des Korpers. Dabei kann das hinzutretende Element in tangen-
tialer Richtung noch eine von der Umfangsgeschwindigkeit v an der
betreffenden Stelle endlich verschiedene GroBe v' haben, "wodurch,
ein StoB entsteht, der mit entsprechendem Verlust verbunden ist.
Diesem Vorgang tragen wir nun dadurch Rechnung, daB wir die
Anderung des Impulsmomentes
d(J w)=Mp-dt+frvdm

getzen, wobei r den Abstand der Stelle des Umfanges von der Dreh-
achse bezeichnet, in der sich dm mit dem Korper vereinigt. Der
entsprechende StoBverlust lieBe sich dann wieder nach (95) berechnen.

Das Prinzip der Wucht 148t sich auch hier in der erweiterten
Form (97) als richtig erweisen, denn die Wucht zur Zeit ¢ ist

_Jo* 1 o Jo® 1 '3
== Tgdmt=—g-t3o0,
zur Zeit ¢+ dt dagegen
W =3(J+dJ) (w4 dw);

sonach betriigt die Anderung der Wucht unter Beriicksichtigung

des StoBverlustes Wy
AW=W — W W,
2
—_—%(J—l—dJ)(w—{-—dw)“——i(;————-%w""dJ—{-——;—dm(v'wv)g;
hieraus findet sich
AW=w[d(Jo)—vrdm]=Mpdt-o =Mp-dp=dA

und durch Integration nach ¢
W—W,=

was zu beweisen war,

2 2
Jw'  Jyw,

2 g —4



156 Dynamik der starren Kérper.

Beispiel:

Eine Seiltrommel drehe sickk um eine horizontale Achse, und zwar in-
folge der Schwere des Seiles, das sich von der Trommel abwickelt. Hat das
zur Zeit ¢ herabhingende Seilstiick die Linge # und betrigt dessen Schwere
nrg, bezeichnet ferner S die Spannkraft des Seiles an der Stelle, wo das
Seil die Trommel verliBit, so ist die Differentialgleichung der Bewegung der
Trommel nach (97)

d (Jo)=Srdt —rvdm,

denn das Element dm = udz des sich abwickelnden Seiles verldB8t die Trommel
mit der Seilgeschwindigkeit v, und des Impulsmoment Jo der Trommel ver-

mindert sich demgeméB um rvdm. In dieser Gleichung hat man w=%

und. J =Jy 4 p (L —2) r* zy setzen, falls J; das Trigheitsmoment der Trommel
und L die Gesamtlinge des Seiles bezelohnet Fiir die vertikale Schiebung
des herabhiingenden Seilstiickes besteht weiter zufolge (96) die Gleichung

d(uzv)=(uzg — S)dt - vdm,
weil in jedem Augenblick der Impuls der Masse xz um vdm vergroBert wird.

Die Elimination von S aus beiden Gleichungen fiihrt naeh entsprechenden
Umformungen zu der Beziehung

dv_diz_ pugr e,
dt At JyaLetThE

aus der
z=Ad* Be}
hervorgeht, worin A und B die Tangentialkonstanten sind und i = \/ T—%%
o
ist. Besonders zu beachten hat man, daB die Beschleunigung der Seilbewegung
sich zu

; ,
Se=rgrz: U+ uLr)

herausstellt, also in voller Ubereinstimmung mit der auf S. 93 gegebenen Losung
dieses Problems steht, falls in dieser m =0 gesetzt wird.

Nehmen wir aber nun weiter an, da das freie Seilende nach einer ge-
wissen Zeit auf eine ruhende horizontale Platte in der Tiefe z==F% unter der
Drehachse aufsté8t und dann auf der Platte zur Ruhe kommt, so wird der
Vorgang ein anderer, und zwar eine Bewegung mit verinderlicher Masse, deiin’
dann vermindert sich tatsiichlich die Masse des bewegten Seiles in jedem Mo-
ment um dm und der Impuls um vdm; es geht sonach die zweite Differential-
gleichung, in der z==~h zu setzen ist, iiber in

d (uhv) = (ehg — 8)dt,

weil die Linge des herabhingenden Seiles danernd ==Fh bleibt. Setzen wir in
der ersten Differentialgleichung statt z als Veriinderliche hier die Linge « des
zur Zeit ¢ abgewickelten Seiles ein, also dm=pdu und eliminieren aus ihr und
der zweiten Gleichung wieder S, so erhalten wir unter Beriicksichtigung des

Umstandes, daf v= die Gleichung

du
e’

d(Jw)+ h -—y r(gh — v?¥);
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in ihr ist J=J, -+ u(— u)»® zu setzen, falls ! die Linge des aufgewickelten
Seiles bei Beginn des AufstoBes bezeichnet. Die Ausfithrung der Differentia-
tion nach ¢ fiihrt vorstehende Gleichung unter Beachtung der Beziehung v=rw
iiber in
1 du
—-yrv’—}—; J -+ uhr®) e pr(gh—v%),

aus der das Glied — urv? auf beiden Seiten fortfillt. Damit ergibt sich als
Beschleunigung des Seiles

Pu_dv_ dv____ uhgr

at — dt du  J,-FulFh—uyrs,
also ein wesentlich anderer Ausdruck, als im vorhergehenden Falle. Setzen
wir noch zur Abkiirzung ;‘%—}-l—{—h:L, dann liefert die Integration dieser

Differentialgleichung

V=1, — 2ghn (1 —%)

Infolge des SeilaufstoBes findet ein Verlust an Wucht statt, der sich zufolge (93) zu

Wa =f%v’dm=21,uf[v’—— 2ghln (1-%)] du
[}

=%pvo“u+ ughL {(1 ——%) {ln (1-—%) —1}+11\

berechnet, oder, wenn man den Ausdruck fiir v® benutzt, zu
Wa =%yLvo’ — %p(L —w) v+ uhgu.

Hierin ist iu(L —w)v*=W die Wucht der bewegten Massen zur Zeit

t, Yu Lv,2 =W, die fir t=1{, und xhgu=4 die Arbeit der Seilschwere in

der Zeit t — t,; es besteht sonach das Prinzip der Wucht in der erweiterten Form
W’— Wo + WA E—1 A

auch in diesem Falle.
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