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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Ausgangspunkt, Umrisse und Ziel einer Lehre von den unendlichen
Reihen liegen nicht fest. Auf der einen Seite kann die gesamte héhere
Analysis als ein Anwendungsfeld ihrer Theorie angesehen werden, weil
alle Grenzprozesse — einschlieBlich Differentiation und Integration —
auf die Untersuchung unendlicher Zahlenfolgen oder Reihen zuriick-
gehen; auf der anderen Seite, in einem strengsten, aber darum auch
engsten Sinne, gehoéren in ein Lehrbuch der unendlichen Reihen nur
deren Definition, die Handhabung der damit verbundenen Symbolik
und die Konvergenztheorie.

Unter Beschrinkung auf diese Teile behandeln die ,,Vorlesungen
iiber Zahlen- und Funktionenlehre®, Band I, Abteilung 2, von A. PRINGS-
HEIM unsern Gegenstand. Es konnte nicht die Absicht sein, mit dem vor-
liegenden Buche etwas Ahnliches zu bieten.

Meine Ziele waren andere: Alle Betrachtungen und Untersuchungen
der hoheren Analysis zusammenzufassen, bei denen die unendlichen
Reihen im Vordergrund des Interesses stehen, moglichst voraussetzungs-
frei, von den ersten Anfingen an, aber fortfithrend bis an die aus-
gedehnte Front der gegenwirtigen Forschung, und alles dies moglichst
lebendig und leicht faBlich, doch selbstverstindlich ohne den gering-
sten Verzicht auf Exaktheit, dargestellt, um so dem Studierenden eine
bequeme Einfithrung und einen reichen Einblick in das vielgestaltige
und fesselnde Stoffgebiet zu geben, — das schwebte mir vor.

Aber der Stoff wuchs unter den Hinden und widersetzte sich der
Gestaltung. Um etwas Handlich-Brauchbares zu schaffen, mubBte
darum das Gebiet beschrinkt werden. Dabei setzte unvermeidlich eine
gewisse Willkiir ein, deren Walten nun die Form des Buches und damit
seinen Wert bestimmt. Doch leiteten mich immer die Erfahrungen,
die ich im Unterricht gesammelt — das gesamte Stoffgebiet habe ich
mehrfach in Vorlesungen und Ubungen an den Universititen Berlin
und Konigsberg behandelt —, und die Zwecke, fiir die das Buch be-
stimmit sein soll: Es soll dem Studierenden bei den Vorlesungen eine zu-
verlissige und griindliche Hilfe bieten und gleichzeitig zur Durcharbeitung
des ganzen Stoffes im Selbststudium geeignet sein.

Dies letzte lag mir besonders am Herzen und mag die Form der Dar-
stellung begreiflich machen. Da es, besonders fiir die jiingeren Semester,



VI Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

im allgemeinen leichter ist, eine rein mathematische Deduktion nachzu-
priifen, als das Zwangsldufige des Gedankenzusammenhanges zu er-
kennen, habe ich miich stets bei den begrifflichen Schwierigkeiten linger
aufgehalten und sie durch mannigfache Erlduterungen zu beheben ver-
sucht. Und ist mir dadurch auch viel Raum fiir Sachliches verloren ge-
gangen, so hoffe ich doch, daB es der Lernende mir danken wird.

Fiir unumgénglich habe ich es gehalten, mit einer Einfiihrung in
die Lehre von den reellen Zahlen zu beginnen, damit die ersten Kon-
vergenztatsachen auf einem soliden Boden wachsen. Hieran schlieBt
sich eine schon ziemlich weitfiilhrende Theorie der Zahlenfolgen und
endlich die eigentliche Lehre von den unendlichen Reihen, die dann
gleichsam in zwei Stockwerken aufgebaut- wird, einemi Unterbau, in
dem mit den bescheidensten Mitteln gearbeitet und doch schon der
klassische Teil der ganzen Lehre, etwa bis zu CAUCHYs Analyse algébrique,
dargelegt wird, und einem Oberbau, der dann von ihrer weiteren Ent-
wicklung im 19. Jahrhundert ein Bild zu geben versucht.

Aus den schon genannten Griinden fehlen viele Gegenstiande, denen
ich an und fiir sich gern noch Aufnahme gewihrt hitte. Die halb-
konvergenten Reihen, die EULERsche Summenformel, Eingehenderes
iiber die Gammafunktion, der Problemenkreis der hypergeometrischen
Reihe, die Theorie der Doppelreihen, die neueren Untersuchungen iiber
Potenzreihen und besonders eine griindlichere Ausgestaltung des letzten
Kapitels iiber divergente Reihen, alles dies muBte ich — schweren
Herzens — beiseite lassen. Dagegen habe ich Zahlenfolgen und Reihen
mit komplexen Gliedern unbedingt aufnehmen zu miissen geglaubt.
Da aber ihre Theorie derjenigen im Reellen fast parallel liuft, habe
ich von Anfang an alle hierfiir in Betracht kommenden Definitionen
und Sitze so formuliert und bewiesen, daB sie ungeindert in Giiltigkeit
bleiben. mégen die auftretenden ,,beliebigen Zahlen reell oder kom-
plex sein. Das Zeichen © soll diese Definitionen und Sétze noch be-
sonders kenntlich machen.

Bei der Auswahl der Aufgaben — die iibrigens auf Originalitit
keinerlei Anspruch machen, bei deren Zusamimenstellung vielmehr die
vorhandene Literatur ausgiebig benutzt worden ist — habe ich mich
bemiiht, die praktische Verwendung in den Vordergrund zu stellen
und ein Spiel mit theoretischen Finessen beiseite zu lassen. Darum
findet man z. B. besonders zahlreiche Aufgaben zum VIII. Kapitel und
nur ganz wenige zum IX. Kapitel. Die Losungen der Aufgaben oder
auch nur Anleitungen dazu beizufiigen, verbot leider der Raum.

Die wichtigsten Abhandlungen, zusammenfassenden Darstellungen
und Lehrbiicher iiber unendliche Reihen sind am Schlusse des Buches
vor dem Register aufgefiihrt.

Konigsberg, September 1921.



Vorwort zur dritten Auflage. VII

Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage.

Da die zweite Auflage so iiberraschend schnell notwendig geworden
ist, durfte angenommen werden, daB die erste im groBen und ganzen
den richtigen Weg gegangen war. Es ist daher ihre Gesamtanlage un-
verindert beibehalten, im einzelnen aber Seite fiir Seite im Ausdruck
und in der Beweisfithrung gebessert worden.

Vollstandig neu bearbeitet und wesentlich erweitert wurde das
letzte Kapitel iiber divergente Reihen, das nun schon einigermaBen in
die Theorie selbst hineinfithrt und von der gegenwirtigen Arbeit auf
diesem Gebiete ein Bild gibt.

Koé6nigsberg, Dezember 1923.

Vorwort zur dritten Auflage.

Die dritte Auflage unterscheidet sich von der zweiten hauptsich-
lich dadurch, daB es moglich geworden ist, ein neues Kapitel iiber die
EurErRsche Summenformel und Asymptotische Entwicklungen anzu-
fiigen, das bei den beiden ersten Auflagen nur ungern beiseite gelassen
worden war. Doch konnte dieses wichtige Kapitel inzwischen in dhn-
licher Form in die englische Ubersetzung des Buches aufgenommen
werden, die 1928 bei BLACKIE & SoN LiMiTED, London and Glasgow,
erschienen ist.

Dariiber hinaus sind alle Teile des Buches wiederum sorgfaltig
durchgearbeitet und alle Beweise, bei denen die Fortschritte der Wissen-
schaft oder die Erfahrungen des Unterrichts dies ermdglichten, ver-
bessert oder vereinfacht worden. Dies gilt insbesondere von den Be-
weisen der Sitze 269 und 287.

Bei den Korrekturen haben mir Herr Dr. W. SCHOBE und Herr
cand. math, P. SECURIUs wertvolle Hilfe geleistet, fiir die ihnen auch
hier herzlich gedankt sei.

Tibingen, Mirz 1931.
Konrad Knopp.
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Einleitung.

Das Fundament, auf dem das Gebiude der héheren Analysis ruht,
ist die Lehre von den veellen Zahlen. Unausweichlich hat jede strenge
Behandlung der Grundlagen der Differential- und Integralrechnung
und der anschlieBenden Gebiete, ja selbst schon die strenge Behand-
lung etwa der Wurzel- oder Logarithmenrechnung hier ihren Ausgangs-
punkt zu nehmen. Sie erst schafft das Material, in dem dann Arithmetik
und Analysis fast ausschlieBlich arbeiten, mit dem sie bauen kénnen.

Nicht von jeher war das Gefiihl fiir diese Notwendigkeit vorhanden.
Die groBen Schopfer der Infinitesimalrechnung — LEIBNIZ und
NEWTON! — und die nicht weniger groBen Ausgestalter derselben,
unter denen vor allem EULER? zu nennen ist, waren zu berauscht
von dem gewaltigen Erkenntnisstrom, der aus den neu erschlossenen
Quellen floB, als daB sie sich zu einer Kritik der Grundlagen veranlaBt
filhlten. Der Erfolg der neuen Methode war ihnen eine hinreichende
Gewihr fiir die Tragfestigkeit ihres Fundamentes. Erst als jener Strom
abzuebben begann, wagte sich die kritische Analyse an die Grund-
begriffe: etwa um die Wende des 18. Jahrhunderts, vor allem unter
dem michtigen EinfluB von GaUss® wurden solche Bestrebungen
stirker und stirker. Aber es wihrte noch fast ein Jahrhundert, ehe
hier die wesentlichsten Dinge als vollig geklirt angesehen werden
durften.

Heute gilt die Strenge gerade in bezug auf den zugrunde liegenden
Zahlbegriff als die wichtigste Forderung, die an die Behandlung jed-
weden mathematischen Gegenstandes zu stellen ist, und seit den letzten
Jahrzehnten des vergangenen Jahrhunderts — in den 6oer Jahren
wurde von WEIERSTRASS? in seinen Vorlesungen und im Jahre 1872

1 GotTFRIED WILHELM LEIBNIZ, geb. 1646 in Leipzig, gest. 1716 in Hannover,
Isaac NEwTON, geb. 1643 in Woolsthorpe, gest. 1727 in London. Beide sind
wahrscheinlich unabhédngig voneinander zur Entdeckung der Grundlagen der
Infinitesimalrechnung gelangt.

2 LEONHARD EULER, geb. 1707 in Basel, gest. 1783 in St. Petersburg.

3 KarwL FriepricH Gauss, geb. 1777 in Braunschweig, gest. 1855 in Gottingen.

4 KarL WEIERSTRASS, geb. 1815 in Ostenfelde, gest. 1897 in Berlin. Die von
ihm in seinen Vorlesungen seit 1860 vorgetragene Lehre von den reellen Zahlen
hat erst neuerdings durch einen seiner Schiiler, G. MiTTAG-LEFFLER, eine sorg-
faltige Darstellung gefunden in dessen Abhandlung: Die Zahl, Einleitung zur
Theorie der analytischen Funktionen, The T6hoku Mathematical Journal Bd. 17,
S. 157—209. 1920.

Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. I



2 Einleitung.

von CANTOR! und von DEDEKIND? sozusagen das letzte Wort in der
Sache gesprochen — kann keine Vorlesung, kein Werk, das die grund-
legenden Kapitel der héheren Analysis behandelt, Anspruch auf Giiltig-
keit machen, wenn es nicht von dem gereinigten Begriff der reellen
Zahl seinen Ausgangspunkt nimmt.

Seit jenen Jahren ist darum die Lehre von den reellen Zahlen
so oft und in so mannigfacher Art dargestellt worden, daB es iiber-
fliissig erscheinen konnte, eine erneute und in alle Einzelheiten gehende
Darlegung derselben® zu geben; denn mit dem vorliegenden Buche
(wenigstens seinen spidteren Kapiteln) mochten wir uns nur an solche
wenden, die mit den Anfangsgriinden der Differential- und Integral-
rechnung schon vertraut sind. Indessen diirfen wir uns doch nicht
bloB mit einem solchen Hinweis auf anderweitige Darstellungen be-
gniigen. Denn eine Theorie der unendlichen Reihen wiirde, wie aus
den spateren Entwicklungen hinlinglich klar werden wird, durch-
aus in der Luft schweben, wollte man ihr nicht in dem System der
reellen Zahlen das feste Fundament geben, auf das sie sich allein
griinden kann. Darum und um beziiglich der Voraussetzungen, auf
denen wir aufbauen wollen, nicht die geringste Unklarheit zu lassen,
wollen wir im folgenden diejenigen Begriffe und Tatsachen aus der
Lehre von den reellen Zahlen durchsprechen, deren wir weiterhin be-
notigen. Aber es soll sich dabei keineswegs um einen nur auf knapperem
Raum zusammengedringten, sonst liickenlosen Aufbau jener Lehre
handeln, sondern lediglich um eine mdglichst deutliche Hervorhebung
der Hauptgedanken, der wesentlichsten Fragestellungen und ihrer Ant-
worten. In bezug auf diese freilich wollen wir durchaus liickenlos und
ausfiihrlich sein und uns nur bei allen weniger prinzipiell wichtigen
Einzelheiten, wie auch bei den nicht mehr im Rahmen dieses Buches
liegenden Fragen nach Vollstindigkeit und Einzigkeit des Systems
der reellen Zahlen, mit kiirzeren Andeutungen begniigen.

1 GeorG CANTOR, geb. 1845 in St. Petersburg, gest. 1918 in Halle. — Vgl.
Mathem. Ann. Bd. 5, S. 123. 1872.

2 RicHARD DEDEKIND, geb. 1831 in Braunschweig, gest. ebenda 1916. —
Vgl. dessen Schrift: Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig 1872.

3 Eine leicht faBliche und alle Hauptsachen bringende Darstellung findet
sichin H. v. MANGoLDT: Einfithrung in die héhere Mathematik, Bd. 1, 5.u.6. Aufl.
(hrsg. v. K. KnoPP). Leipzig 1931. — Scharf und knapp ist die Darstellung in
G. KowaLEwskr: Grundziige der Differential- und Integralrechnung, 5. u. 6. Aufl.
Leipzig 1929. — Ein strenger und bis in die letzten Einzelheiten ausfiihrlicher
Aufbau des Systems der reellen Zahlen findet sich in A. LoEwy: Lehrbuch der
Algebra, I.Teil. Leipzig 1915 in A.PRINGSHEIM: Vorlesungen iiber Zahlen-
und Funktionenlehre, Bd. 1, I. Abt., 2. Aufl., Leipzig 1923 (vgl. auch die Be-
sprechung des letzteren Werkes durch H. HAnN: Gott. gel. Anzeigen 1919, S. 321/47)
und in dem ausschlieSlich diesem Zweck dienenden Buche von E. LANDAU: Grund-
lagen der Analysis (Das Rechnen mit ganzen, rationalen, irrationalen, komplexen
Zahlen). Leipzig 1930.



Erster Teil.

Reelle Zahlen und Zahlenfolgen.

I. Kapitel
Grundsatzliches aus der L.ehre von den reellen Zahlen.

§ 1. Das System der rationalen Zahlen und seine Liicken.

Was heifit es, wenn wir sagen, daB3 wir eine bestimmte Zahl , kennen*
oder daB sie uns ,,gegeben‘ ist oder daB3 wir sie ,,berechnen‘ konnen?

Was heillt es, wenn jemand sagt, er kenne ]/Z oder die Zahl , oder
er konme V5 berechmen? Solche und zhnliche Fragen sind leichter

gestellt als beantwortet. Sage ich, es sei J2 = 1,414, so ist das offen-
bar falsch, denn 1,414°1,414 ist nicht = 2, wie man durch Ausrechnen
sofort bestdtigt. Sage ich vorsichtiger, es sei ﬁ=1,4142 135 usw.,
so ist auch das keine stichhaltige Antwort und zunichst véllig sinnlos;
denn es handelt sich doch zum mindesten darum, wie es weiter geht.
Und das ist nicht ohne weiteres gesagt. Auch wird dieser Ubelstand
nicht beseitigt, wenn man noch mehr Ziffern des angefangenen Dezimal-
bruchs angibt, mogen es auch einige hundert sein. In diesem Sinne
mag man wohl sagen, daB noch niemand den Wert von ]/E ganz vor
Augen, sozusagen vollstindig in Hédnden gehabt hat, — wihrend uns
etwa die Aussage, daB Vg =3, oder daB 35:7 =35 ist, eine restlos
vollstindige und befriedigende diinkt. Nicht besser steht es ersichtlich
mit der Zahl m oder irgendeinem Logarithmus, einem sin oder einem

cos aus den Tafeln. Trotzdem haben wir das sichere Gefiihl: }2 oder
s oder log 5 kaben einen ganz bestimmten Wert, und wir kennen ihn auch
schon. Nur iiber die exakte Bedeutung solcher Aussagen fehlt uns
die klare Vorstellung. Wir wollen versuchen, sie uns zu verschaffen.
Nachdem wir eben iiber die Berechtigung einer Aussage wie: ,,Ich
kenne Y2‘ oder shnlichen zweifelhaft geworden sind, miissen wir
folgerichtigerweise auch die Berechtigung einer Aussage wie: ,,Ich kenne
die Zahl —?“, oder: ,,Mir wird (zum Zweck irgendeiner Rechnung)

die Zahl 2 gegeben* nachpriifen. Ja, auch der Sinn einer Aussage wie:
I*
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,Ich kemme die Zahl 97° oder: ,,Zu irgendeiner Berechnung wird mir
a =2 und b =75 gegeben'’, wire nachzupriifen; es wire also auch
die Frage nach dem Sinn oder dem Begriff der natiirlichen Zahlen
1, 2, 3,... zu stellen.

Bei dieser letzten Frage fiilhlt man aber schon deutlich, da§ sie
iiber das Gebiet der Mathematik hinauslangt, da8 sie in eine andere
Gedankenordnung gehort als die, die wir hier entwickeln wollen. Dem
ist in der Tat so.

Keine Wissenschaft ruht ausschlieBlich in sich selbst. Die Trag-
fahigkeit ihrer letzten Grundlagen entlehnt eine jede aus anderen
Schichten, die iiber ihr oder unter ihr liegen, der Erfahrung, der
Erkenntnistheorie, der Logik, der Metaphysik oder andern. Irgend-
etwas mubB jede Wissenschaft schlechthin als gegeben hinnehmen, um
dann von da aus weiterzubauen. Und eine Kritik der Grundlagen
und ein daran ansetzender strenger Aufbau einer Wissenschaft hat
lediglich die Vorfrage zu erledigen, was in diesem Sinne als ,,gegeben
angenommen werden soll, oder besser: welches Mindestmal an Voraus-
setzungen unbedingt gemacht werden muf}, um aus ihnen alles iibrige
zu entwickeln.

Fiir unseren Fall, den Aufbau des Systems der reellen Zahlen,
sind diese Untersuchungen langwierig und miihsam; ja, es muB ein-
gestanden werden, daB sie in restlos befriedigender Weise tiberhaupt
noch nicht zu Ende gefithrt worden sind. Es wiirde daher den Rahmen
des vorliegenden Buches bei weitem tiiberschreiten, wenn hier alles
Notige nach dem heutigen Stande der Wissenschaft ausgefiihrt werden
sollte. Wir wollen uns daher nicht zwingen, alles auf einem Minimum
von Voraussetzungen aufzubauen, sondern wollen sofort einen Kreis
von Tatsachen als bekannt (oder ,,gegeben®, ,gesichert®, ...) hin-
nehmen, dessen Herleitung aus einem geringeren MaBl von Voraus-
setzungen jedem geldufig ist. Ich meine das System der rationalen
Zahlen, also der ganzen und gebrochenen, positiven und negativen
Zahlen einschlieflich der Null. Jedem ist auch in der Hauptsache
geldufig, wie dies System aufzubauen ist, falls man — als geringeres
MaB von Voraussetzungen — nur die geordnete Folge der natiirlichen
Zahlen 1, 2, 3, . . . und deren Verkniipfungen durch Addition und Multi-
plikation als ,,gegeben* ansieht. Denn jeder weil — wir deuten dies
nur fliichtig an —, wie aus' dem Bediirfnis, die Multiplikation um-
zukehren, die gebrochenen Zahlen entstehen und aus dem Bediirfnis,
die Addition umzukehren, die negativen Zahlen und die Nulll.

1 Eine ausfithrliche Darstellung eines solchen Aufbaus findet sich auBer in
den in der Einleitung (S.2) genannten Werken von LoEwy, PRINGSHEIM und
LANDAU noch bei O. HOLDER: Die Arithmetik in strenger Begriindung, 2. Aufl.,
Berlin 1929, und O. Storz u. J. A. GMEINER: Theoretische Arithmetik, 3. Aufl.,
Leipzig 1911.
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Die Gesamtheit der solchergestalt geschaffenen Zahlen wird als
das System der vationalen Zahlen bezeichnet. Eine jede derselben kann
mit Hilfe héchstens zweler natiirlicher Zahlen, eines Bruchstriches
und evtl. eines Minuszeichens vollstindig oder ziffernmiBig ,,gegeben
oder , hingeschrieben’, ,zur Kennitnis gebracht’ werden. Wir bezeichnen

sie zur Abkiirzung mit kleinen lateinischen Buchstaben: a4, b, .. .,
%, 9, ... Die wesentlichsten Eigenschaften dieses Systems sind nun
diese:

1. Die rationalen Zahlen bilden eine geordnete Menge, d. h. zwischen
irgend zweien von ihnen, etwa a und b, besteht stets eine und nur
eine der drei Beziehungen?

a<b, a=»=b, a>b;

und diese Anordnung der rationalen Zahlen gehorcht einer Anzahl

von ganz einfachen Gesetzen, den sogenannten Anordnungssitzen.
Von diesen Sitzen, die wir im tibrigen als bekannt ansehen wollen,

sind die folgenden Grundgesetze der Anordnung allein wesentlich:

1. Es ist stets? a = a.

2. Aus a =10 folgt b =a.

3. Aus a =15, b =c folgt a =c.

4. Aus® a < b, b <c oder aus a < b, b < ¢ folgt a <c.

2. Je zwei der rationalen Zahlen konnen auf vier verschiedene,
als die vier Spezies Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
bezeichnete Arten miteinander verkniipft werden. Diese Rechen-
operationen sind stets und mit eindeutigem Ergebnis ausfijhrbar, mit
alleiniger Ausnahme der Division durch o, welche nicht definiert ist
und als schlechtweg unausfithrbare oder sinnlose Operation anzusehen
ist. Sie gehorchen aufBlerdem einer Anzahl einfacher Rechengesetze,
den sog. Grundgesetzen der Avithmetik und den daraus hergeleiteten
weiteren Regeln.

Auch diese sehen wir als bekannt an und stellen hier nur ganz
kurz diejenigen Grundgesetze der Arithmetik zusammen, aus denen
mit Sicherheit alle iibrigen rein formal (d. h. nach den Gesetzen der
reinen Logik) hergeleitet werden kénnen.

! In der Beziehung a > b ist nur eine andere Schreibweise fiir die Be-
ziehung b < a zu sehen. Man kiame also prinzipiell mit dem einen Zeichen
,, < aus.

2 Uber dieses trivial anmutende ,,Gesetz* vgl. FuBnote 3 auf S.9 und die
Bemerkung 1 S. 29.

3 Die Negationen der drei Anordnungsbeziehungen a <b, a=5b, a>b
werden der Reihe nach durch a > b (,,gréBer oder gleich”, ,,mindestens gleich®,
,nicht kleiner als'), a = b (,,ungleich®), a < b bezeichnet. Jede schlie8t also
genau eine der drei Anordnungsbeziehungen aus und 148t es unentschieden, welche
der beiden andern giiltig ist.
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I. Addition. 1. Zu je zwei Zahlen @ und b gibt es stefs eine dritte
Zahl ¢, die die Summe von a und b genannt und mit a 4 b bezeichnet
wird.

2. Aus @ =a’, b =0’ folgt stets a + b =a’ 4 ¥'.

3. Esist stets @ 4+ & = b + a. (Kommutationsgesetz.)

4. Es ist stets (@ + ) + ¢ = a + (b + ¢). (Assoziationsgesetz.)

5. Aus a < b folgt stets @ 4+ ¢ << b + ¢. (Monotoniegesetz.)

II. Subtraktion. Zu je zwei Zahlen a und b gibt es stefs eine dritte
Zahl ¢, fiir die a + ¢ = b ist.

III. Multiplikation. I. Zu je zwei Zahlen a und b gibt es steis
eine dritte Zahl ¢, die das Produkt von a und b genannt und mit ab
bezeichnet wird.

2. Ausa =a’, b =10 folgt stets ab =a’'bd’".

3. Es ist stets ab = ba. (Kommutationsgesetz.)

4. Es ist stets (ab)c = a(bc). (Assoziationsgesetz.)

5. Es ist stets (@ + b)c = ac + bc. (Distributionsgesetz.)

6. Aus a < b folgt, falls ¢ positivt ist, stets ac<bc. (Monotonie-
gesetz.)

IV. Division. Zu je zwei Zahlen @ und b, deren erste nicht gleich o
ist, gibt es stets eine dritte Zahl ¢, fiir die ac = b ist.

Aus diesen wenigen Grundgesetzen ergeben sich, wie betont, alle
bekannten Rechenregeln, und es vollziehen sich weiterhin alle mathe-
matischen Schliisse ausschlieBlich nach den Gesetzen der reinen Logik.
Unter diesen nimmt eines wegen seines von Haus aus mathema-
tischen Charakters eine besondere Stellung ein, ndmlich das

V. Induktionsgesetz, das den Grundgesetzen der Arithmetik zu-
gerechnet und folgendermaBen formuliert zu werden pflegt:

Wenn eine Menge M von natiirlichen Zahlen die Zahl 1 enthilt, und
wenn aus der Annahme, daB eine bestimmte natiirliche Zahl » und
alle etwaigen kleineren zu ihr gehoren, immer gefolgert werden kann,
daB auch (# + 1) zu ihr gehort, so enthilt M alle natiirlichen Zahlen.

Dieses Induktionsgesetz (auch Schluf von n auf n 4 1 genannt)
folgt seinerseits ganz leicht aus dem folgenden Satze, der sich noch
unmittelbarer aufdringt und den man darum gewdohnlich als das
Grundgesetz der natiirlichen Zahlen bezeichnet:

Grundgesetz der natiirlichen Zahlen. In jeder nicht leeren
Menge 9 von natiirlichen Zahlen gibt es stets eine kleinste.

Betrachtet man ndmlich unter den Voraussetzungen des Induktions-
gesetzes die Menge % der natiirlichen Zahlen, die nicht zu M gehoren,

1 Wenn eine Zahl @ > o ist, so nennt man sie positiv, ist a < o, so heiBt sie
negativ.



2. § 1. Das System der rationalen Zahlen und seine Liicken, 7

so muBB N leer sein, d. h. M muB alle natiirlichen Zahlen enthalten.
Denn andernfalls enthielte :* nach dem Grundgesetz der natiirlichen
Zahlen ein kleinstes Element. Dieses wire > 1, da ja 1 nach Voraus-
setzung zu M gehort. Es konnte also mit # 4+ 1 bezeichnet werden.
Dann wiirde #, aber nicht (# 4- 1) zu IR gehoren, was der Voraus-
setzung des Induktionsgesetzes widerspricht?.

Fiir die Anwendungen ist es meist vorteilhafter, nicht nur wvon
natiirlichen, sondern von beliebigen ganzen Zahlen zu sprechen. Die
Gesetze erhalten dann die folgenden, mit den vorangehenden offen-
bar gleichwertigen Formen: ‘

Induktionsgesetz. Wenn irgendeine Aussage von einer ganzen
Zahl n abhingt (z. B. ,,Fir » = 10 ist stets 2® > %3 oder dhnliches),
und wenn

a) diese Aussage fiir # = $ richtig ist und

b) wenn, unter % irgendeine ganze Zahl = p verstanden, aus der

Richtigkeit der Aussage fiir # =$, =p + 1, ..., =k auch ihre
Richtigkeit fiir # = & + 1 gefolgert werden kann,
so ist jene Aussage fiir jede ganze Zahl # =  richtig.

Grundgesetz der ganzen Zahlen. In jeder nicht leeren Menge
von ganzen Zahlen, die sdmtlich = p sind, gibt es stets ein kleinstes
Element?2.

Endlich nennen wir noch einen Satz, der im Bereich der ratio-
nalen Zahlen sofort beweisbar ist, der aber bald nachher einen prin-
zipiellen Charakter gewinnen wird, nimlich den

VI. Satz des Eudoxus. Sind @ und b irgend zwei positive rationale
Zahlen, so gibt es stets eine natiirliche Zahl #, so daB3 #nb > a ist3,

Diese vier Verkniipfungen zweier rationaler Zahlen fithren im
Ergebnis stets wieder zu einer rationalen Zahl. Und in diesem Sinne
bildet das System der rationalen Zahlen eine geschlossene Gesamiheit,
den sog. natirlicher. Rationalititsbereich oder natiirlichen Zahlkirper. Eine
solche Geschlossenheit in bezug auf die vier Spezies besitzt offenbar
die Gesamtheit aller nattirlichen oder die aller ganzen (positiven und
negativen) Zahlen noch nicht. Diese sind sozusagen zu spirlich gesit, um
allen Anforderungen zu gentigen, die die vier Spezies an sie stellen kénnen.

1 Genau ebenso 1aBt sich die folgende etwas schwichere Form des Induk-
tionsgesetzes aus dem Grundgesetz der natiirlichen Zahlen beweisen: Wenn eine
Menge M von natiirlichen Zahlen die Zahl 1 enthélt und wenn aus der Annahme
der Zugehorigkeit einer Zahl #» zu ihr die Zugehorigkeit von (# 4- 1) gefolgert
werden kann, so enthilt IR alle natiirlichen Zahlen.

2 Um die neuen Formen auf die vorigen zuriickzufithren, braucht man nur
die natiirlichen Zahlen m zu betrachten, die die Eigenschaft haben, daB fiir
n = (p — 1) 4+ m die in Rede stehende Aussage richtig ist, bzw.daB (p — 1) + m
der betrachteten nicht leeren Menge angehoért.

3 Dieser Satz wird meist (doch mit Unrecht) nach ARCHIMEDES benannt;
er findet sich schon bei EukLip: Elemente V, Def. 4.



8 I. Kapitel. Grundsitzliches aus der Lehre von den reellen Zahlen.

Diesen natirlichen Rationalititsbereich und die in shm geltenden Gesetze
— und nur diese — sehen wir also als gegeben, bekannt, gesichert an.

Nur das Rechnen mit Ungleichungen und absoluten Betrdgen pflegt manchen
etwas weniger gelaufig zu sein. Wir stellen darum die wichtigsten Regeln kurz
und ohne Beweis zusammen:

I. Ungleichungen. Hier folgt alles aus den Anordnungs- und den Monotonie-
gesetzen. Es gilt speziell:

1. Die Monotoniesidtze sind umkehrbar, d. h. aus a + ¢ < b 4 ¢ folgt stets,
daB a < b ist; und dies folgt auch aus ac < be, falls ¢ positiv ist.

2. Aus a <b, ¢ <d folgt stets a4+ ¢ <b 4+ d.

3. Aus a < b, ¢ < d folgt, falls b und ¢ positiv sind, daB ac < bd ist.

4. Aus a < b folgt stets —b < —a, und falls a positiv ist, auch —ZI)—— < 5—-
Und diese Sitze sowie die Anordnungs- und Monotoniegesetze gelten (mit sinn-
gemafBen Einschrankungen) auch mit den Zeichen ,,<, >, = und = an Stelle
von ,,<‘‘, wofern die Voraussetzungen des Positivseins von ¢, b bzw. a in 1, 3
und 4 unverindert beibehalten’ werden.

II. Absolute Betrige. Definition: Unter |a|, dem absoluten Betrag von a,
versteht man die positive unter den Zahlen +a und —a, falls a =+ o ist, und
die Zahl o, falls 2 = o ist. (Es ist also |o| = o und fiir @ ¥ o stets |a| > 0.)

Es gelten u. a. die Sitze:

I ja|=]|—a]. 2. |ab|=]a|-|b].
1| 1 | b |o|
3.|—/=-—— und |—|=-——, falls azo.
a| |af | a |a]

4 la+0b|<|a|+|b]; |a+b|=|a|—]|b| und sogar [a—}—b[g“a]—lb]'.

5. Die beiden Beziehungen |a| <# und — 7 < a < 4+ sind voéllig gleich-
bedeutend, ebenso die Beziehungen |# —a| <7 und ¢ —r < x <a -+ r.

6. Es bedeutet |a — b| den Abstand der Punkte a und b bei der sogleich
beschriebenen Veranschaulichung der Zahlen auf der Zahlengeraden.

Desgleichen sehen wir es als bekannt an, daB und wie man sich
die GroBenbeziehungen der rationalen Zahlen durch die Lage von
Punkten auf einer Geraden, der Zahlengeraden, veranschaulichen kann:
Man markiert auf ihr ganz beliebig zwei verschiedene Punkte O und £
als Nullpunkt (o ) und Einheitspunkt (4 1) und ordnet nun allgemein

der Zahl a = (q > 0, p Z o, ganzzahlig) denjenigen Punkt P zu,

den man erhalt wenn man den (elementar-geometrisch sofort zu kon-
struierenden) ¢*" Teil der Strecke OF von O aus | | -mal hintereinander
abtrdgt, und zwar in der Richtung OE, falls $ > o ist, in der entgegen-
gesetzten Richtung, falls p negativ ist. Den gewonnenen Punkt? nennen
wir kurz den Punkt a, und die Gesamtheit der auf diese Weise den
rationalen Zahlen entsprechenden Punkte wollen wir kurz die rationalen

1 Die Lage dieses Punktes ist von der besonderen Darstellung der Zahl a
’

unabhingig, d. h. wenn auch a = % ist und hierbei ebenfalls ¢’ > o und p’ Z o

ist und beide ganzzahlig sind, so liefert die mit ¢’ und p’ an Stelle von g bzw. p
durchgefiithrte Konstruktion denselben Punkt P.
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Punkte der Zahlengeraden nennen. — Diese Gerade denkt man sich
gewohnlich von links nach rechts gezogen und E rechts von O gewihlt.
Dann bedeuten die Worte positiv und negativ offenbar soviel wie rechts
von O bzw. links von O; und allgemein bedeutet a < b, daB « links von
b oder also b rechts von @ gelegen ist. Mit Hilfe dieser Ausdrucksweise
konnen wir den abstrakten Beziehungen zwischen den Zahlen oft eine
durch die Anschauung leichter zu erfassende Form geben.

Das ist nun in kurzen Strichen das Fundament, das wir als ge-
sichert annehmen wollen. Durch die Beschreibung desselben wollen
wir nun auch den Zahlbegriff selbst als charakterisiert ansehen, d. h.
wir wollen ein System von begrifflich wohl unterschiedenen Dingen
(Elementen, Zeichen) als ein Zahlensystem, seine Elemente als Zahlen
ansprechen, wenn man — zunichst ganz kurz gesagt — mit ihnen
im wesentlichen ebenso operieren kann wie mit den rationalen Zahlen.

Diese noch etwas ungenaue Aussage wollen wir so prizisieren:

Es liege ein Systemn S von wohlbestimmten Dingen vor, die wir
mit «, f,... bezeichnen. Dann wollen wir S als ein Zahlensystem, seine
Elemente «, f, ... als Zahlen ansprechen, wenn die Zeichen «, 8, ...
zunichst einmal irgendwie ausschlieBlich mit Hilfe der rationalen —
also letzten Endes der natiirlichen — Zahlen hergestellt sind® und
wenn das System iiberdies den folgenden vier Bedingungen geniigt:

1. Zwischen je zwei Elementen o und f aus S besteht stets eine
und nur eine der drei Beziehungen?

a<p, a=_4f, a>f

(man sagt kurz: S ¢st geordnet); und diese Anordnung der Elemente
von S gehorcht denselben Grundgesetzen 1 wie die gleichbenannten
Beziehungen im System der rationalen Zahlen3.

1 Beispiele werden wir in § 3 und § 5 kennen lernen; im Augenblick denke
man an Dezimalbriiche oder ahnliche aus rationalen Zahlen aufgebaute Zeichen.
— Im iibrigen vgl. hierzu die FuBnote 1 auf S. 12.

2 Vgl. hierzu die FuBnoten I und 3 auf S. 5.

3 Uber den sozusagen praktischen Inhalt dieser Beziehungen ist dabei nichts
gesagt; o < B kann das iibliche , kleiner’‘ bedeuten, es kann aber auch ,,friither*,
,links von‘’, , hoher*, ,tiefer’, ,spater’”, ja schlieBlich jedwede Anordnungs-
beziehung (also etwa auch ,,groBer’’) bedeuten. Diese Bedeutung mu8 nur eindeutig
festgelegt sein. Ebenso braucht die ,,Gleichheit nicht schlechtweg Idenditat zu

bedeuten. So werden doch z. B. innerhalb des Systems aller Zeichen der Form %,
6 —9
8 12
im allgemeinen ,,gleich* genannt, d.h. zu bestimmten Zwecken (des Rechnens,
Messens usw.) definiert man in dem genannten System die Gleichheit so, daB
6 — — .

3 === -2 zu setzen ist, obwohl i, —, -3 zunachst verschiedene Dinge
4 8 — 12 4 8 —12

jenes Systems sind (vgl. auch 14, 1).

bei denen p und g ganze Zahlen sind und ¢ 5 o ist, die Zeichen % ,
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2. Es sind vier verschiedene, als Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und Division bezeichnete Verkniipfungen je zweier Elemente «
und B aus S erklart?; diese sind — mit einer einzigen, sogleich zu nennen-
den Ausnahme (s.3) — stets und mit eindeutigem Ergebnis ausfiihr-
bar und gehorchen dabei denselben Grundgesetzen 2, I—IV wie die
gleichbezeichneten Verkniipfungen im System der rationalen Zahlen.
(Die ,,Null“ des Systems, deren Kenntnis zur Unterscheidung der
Elemente in positive und negative erforderlich ist, ist dabei so, wie
in der nachstehenden FuBnote 3 niher ausgefiihrt, erklirt zu denken.)

3. Jeder rationalen Zahl 1aBt sich ein Element aus S (und alle
ihm gleichen) so zuordnen, daB, wenn auf diese Weise etwa den ratio-
nalen Zahlen @ und & die Elemente « und 8 aus S entsprechen, nun

a) zwischen « und B dieselbe der drei Beziehungen 1. besteht
wie zwischen a und &; und daB3

b) das Ergebnis der Verkniipfungen « + f, a« — 8, a8, «:f auch
stets dem Ergebnis der Verkniipfungen @ + b, a —b, a*b, a:b zu-
geordnet ist. [Hierfiir sagt man wohl auch kiirzer: S enthilt ein Teil-
system S’ — niamlich die Gesamtheit aller Elemente aus S, die einer
rationalen Zahl zugeordnet sind —, welches dem System der rationalen
Zahlen éd@hnlich und isemorph ist2.] Ein hierbei der rationalen Zahl o
entsprechendes Element aus S (und alle ihm gleichen) kann man dann
kurz als die ,,Null‘‘ aus S bezeichnen. Die unter 2. genannte Ausnahme
bezieht sich dann auf die Division durch die Null3.

1 Auch beziiglich des praktischen Inhalts dieser 4 Verkniipfungsarten -gilt
eine analoge Bemerkung wie soeben bei den Zeichen = und <. — Man wird
noch bemerkt haben, daB die Subtraktion schon vollstindig mit Hilfe der Addi-
tion, die Division schon vollstandig mit Hilfe der Multiplikation erklart werden
kann. Es sind also letzten Endes nur zwei Verkniipfungen, die schlechtweg als
bekannt angesehen werden miissen.

2 Man nennt zwei geordnete Systeme é&hnlich, wenn sich ihre Elemente
einander so zuordnen lassen, daB zwischen zwei Elementen des einen Systems
dieselbe der drei Beziehungen 4, 1 .besteht wie zwischen den ihnen entsprechenden
Elementen des andern. Und man nennt zwei Systeme in bezug auf die mit ihren
Elementen moglichen vier Verkniipfungen isomorph, wenn das Resultat der
Verkniipfung zweier Elemente des einen Systems wiederum dem Resultat der
gleichnamigen Verkniipfung der entsprechenden Elemente des andern Systems
zugeordnet ist.

3 Die 3. der Forderungen, durch die wir den Zahlbegriff hier charakteri-
sieren, ist iibrigens schon eine Folge der 1. und 2. Diese Bemerkung ist fiir
unsere Zwecke nicht wesentlich; da sie aber vom methodischen Standpunkt
aus bedeutungsvoll ist, deuten wir den Beweis kurz an: Nach 4, 2 gibt es ein
Element {, fiir das « 4 { = o ist. Aus den Grundgesetzen 2, I folgt dann ganz
leicht, daB dasselbe Element ¢ fir jedes oo aus S die Gleichung o 4 { = « erfiillt.
Dieses Element { (und alle ihm gleichen) nennt man das in bézug auf die Addition
neutrale Element oder kurz die ,,Null” aus S. Ist dann « von dieser ,,Null*“ ver-
schieden, so gibt es weiter ein Element ¢, fiir das ae = a ist; und es zeigt sich
wieder, daB dieses selbe Element ¢ dieser Gleichung fiir jedes o aus S geniigt. Man
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4. Sind « und B zwei beliebige Elemente aus S, die zur ,Null“
des Systems beide in der Beziehung ,,>* stehen, so soll es stets eine
natiirliche Zahl » geben, so daB #f > « ist. Hierbei bedeutet #8 die
Summe § 4 § 4 - - + B, die #-mal den Summanden g hat. (Postulat
des Eudoxus; vgl. 2, VL.) '

An diese abstrakte Charakterisierung des Zahlbegriffs kniipfen wir
noch die folgende Bemerkung!: Enthilt das System S auBer den
auf Grund der Zuordnung 3 den rationalen Zahlen entsprechenden
Elementen keine weiteren, also davon verschiedenen, so ist unser System
S iiberhaupt nicht wesentlich von dem System der rationalen Zahlen
verschieden; sondern es unterscheidet sich von ihm letzten Endes
nur durch die (rein #uBerliche) Bezeichnung der Elemente oder durch
die (rein praktische) Bedeutung, die wir diesen Zeichen geben, — also
im Grunde nicht viel wesentlicher, als wenn wir die Zahlen einmal
mit arabischen, ein andermal mit rémischen oder chinesischen Zeichen
schreiben, und als wenn sie einmal Temperaturen, ein andermal Ge-

nennt & (und alle ihm gleichen Elemente) das in bezug auf die Multiplikation
neutrale Element oder kurz die ,,Eins‘‘ aus S. Die durch wiederholte Additionen
und Subtraktionen dieser ,,Eins*’ erzeugten Elemente aus S (und alle ihnen glei-
chen) wird man dann als die ,,ganzen Zahlen* aus S bezeichnen. Die aus diesen
,,ganzen Zahlen durch beliebige Divisionen entstehenden weiteren Elemente
(und alle ihnen gleichen) bilden dann das in Rede stehende Teilsystem S’
von S; denn daB es zum System der rationalen Zahlen dhnlich und isomorph
ist, folgt nun ganz leicht aus 4, 1 und 4, 2. — Tatsachlich ist also unser Zahl-
begriff schon durch die Forderungen 4, 1, 2 und 4 festgelegt.

1 Wir haben den Zahlbegriff durch eine Anzahl ihn charakterisierender Eigen-
schaften festgelegt. Eine kritische Grundlegung der Arithmetik, von der in dem
Rahmen dieses Buches nicht die Rede sein kann, miite nun genau untersuchen,
inwieweit diese Eigenschaften voneinander unabhingig sind, ob also eine von
ihnen als beweisbare Tatsache aus den anderen gefolgert werden kann oder nicht.
Ferner miiBte gezeigt werden, daB keines jener Grundgesetze mit einem der
andern in Widerspruch steht, — und noch manches anderé. Diese Untersuchungen
sind mithsam und kénnen auch heute noch nicht als abgeschlossen angesehen
werden.

In der S.2, FuBnote 3, genannten Darstellung von E.LANDAU wird mit
lickenloser Strenge gezeigt, daB sich die von uns zusammengestellten Grund-
gesetze der Arithmetik simtlich aus den folgenden 5 Axiomen fiir die natdrlichen
Zahlen folgern lassen:

1. Axiom: 1 ist eine natiirliche Zahl.

2. Axiom: Zu jeder natiirlichen Zahl % gibt es genau eine weitere, die der
Nachfolger von » heiBt. (Sie mége mit »’ bezeichnet werden.)

3. Axiom: Es ist stets »’ & 1.

4. Axiom: Aus m’ = »n’ folgt m = n.

5. Axiom: Das Induktionsgesetz V ist (in der ersten Fassung) giiltig.

Diese 5, zuerst von G. PEaNO so formulierten Axiome setzen voraus, daB die
natiirlichen Zahlen in ihrer Gesamtheit als gegeben angesehen werden, daB zwischen
ihnen eine Gleichheit (und also auch eine Ungleichheit) definiert ist und daB
diese Gleichheit den (der reinen Logik angehorigen) Relationen 1, 1, 2 und 3
geniigt.
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schwindigkeiten oder elektrische Ladungen bedeuten. Wenn wir also
von der duBerlichen Bezeichnung und der praktischen Bedeutung ab-
sehen, kénnten wir geradezu sagen, das System S sei mit den rationalen
Zahlen identisch, und konnen in diesem Sinne geradezuae = «, b = 8, ...
setzen.

Enthilt aber das System S auBler den obengenannten noch andere
Elemente, so werden wir sagen, S wmfasse das System der rationalen
Zahlen, es sei eine Erweiterung desselben. Ob es iiberhaupt solche
umfassenderen Systeme gibt, steht natiirlich im Augenblick noch ganz
offen; doch werden wir im System der reellen Zahlen nun sehr bald
ein solches kennen lernen?.

Nachdem wir uns so iiber das MaB von Voraussetzungen geeinigt
haben, iiber das nicht mehr gestritten werden soll, werfen wir noch
einmal die Frage auf: Was heifit es, wenn wir sagen, wir kennten die
Zahl V2 oder die Zahl m oder dhnliches?

Es muBl zunichst als durchaus paradox bezeichnet werden, daB
es eine Zahl, deren Quadrat = 2 ist, in dem bisherigen System noch
nicht gibt?, oder geometrisch gesprochen, daf§ der Punkt 4 der Zahlen-

1 Die Art, wie wir den Zahlbegriff unter 4 festgelegt haben, ist natiirlich
nicht die einzig mogliche. Vielfach werden auch Dinge, die der einen oder andern
der dort aufgefiihrten Forderungen nicht geniigen, doch noch als Zahlen be-
zeichnet. So kann man z. B. auf das konstruktive Hervorwachsen der in Rede
stehenden Dinge aus den rationalen Zahlen verzichten und irgendwelche Dinge
(z. B. Strecken oder Punkte od. dhnl.) schon als Zahlen ansprechen, falls sie
den Bedingungen 4, 1—4 geniigen, also kurz gesagt dem soeben von uns ge-
schaffenen System &hnlich und isomorph sind. Dieser vom mathematischen
Standpunkt aus durchaus berechtigten Auffassung des Zahlbegriffs, nach der
also allgemein isomorphe Systeme im abstrakten Sinne als identisch gelten,
wird man aber erkenntnistheoretische Bedenken entgegenstellen konnen. —
Eine andere Modifikation des Zahlbegriffs werden wir gelegentlich der Behandlung
der komplexen Zahlen kennen lernen.

2 Beweis: Eine natirliche Zahl gibt es jedenfalls nicht, deren Quadrat = 2
ist, da 12 = 1 ist und die Quadrate aller iibrigen natiirlichen Zahlen > 4 sind.

Es kame also fiir V; nur eine (positive) gebrochene Zahl~£ in Betracht, bei der
also ¢ = 2 und zu p teilerfremd (der Bruch also in gekiirzter Form) gedacht

werden kann. LaBt sich aber ﬁ nicht weiter kiirzen, so ist dasselbe mit dem

2 .
Bruch (%) = %—Z der Fall, der also nicht gleich der ganzen Zahl 2 sein kann.

2
Oder etwas anders gefat: Aus (-g—) = 2 folgte p% = 2 ¢%, wonach p eine gerade

Zahl, etwa = 27, wire. Aus p2 = 472 = 2 g2 folgte aber ¢% = 272, wonach auch
q eine gerade Zahl sein miiBte, — im Gegensatz zu der Annahme, daB p und ¢

2
zueinander teilerfremd sein sollten. Es ist also niemals (%) = 2. Diese Tatsache

soll schon PYTHAGORAS bekannt gewesen sein (vgl. M. CANTOR: Geschichte der
Mathematik Bd. 1, 2. Aufl, S. 142 u. 169. 1804).
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geraden, dessen Entfernung von O gleich der Diagonale des Quadrates
mit der Seite OF ist, mit keinem der oben eingefiihrten rationalen
Punkte zusammenfillt. Denn einerseits liegen die rationalen Zahlen dickt,
d.h. zwischen #rgend zwei verschiedenen von ihnen lassen sich noch
beliebig viele weitere angeben (denn ist 4 < b, so liegen die # ratio-
b—a
w4+ I
offenbar alle zwischen 4 und & und sind voneinander und von & und b
verschieden). Andrerseits aber liegen sie sozusagen noch nicht dicht
genug, um alle denkbaren Punkte zu bezeichnen. Vielmehr, wie sich
die Gesamtheit aller ganzen Zahlen als zu spirlich erwiesen hat, um
allen durch die vier Spezies an sie gestellten Forderungen zu geniigen,
so erweist sich jetzt wieder die Gesamtheit aller rationalen Zahlen
als zu liickenhaft?!, um den weitergehenden Forderungen, die die Wurzel-
rechnung an sie stellt, zu geniigen. Trotzdem hat man das Gefiihl,

daB auch diesem Punkte 4 oder also dem Zeichen ¥ 2 ein ganz bestimm-
ter Zahlenwert zukommt. Welche greifbaren Tatsachen liegen diesem
Gefiihl zugrunde ?

Es ist zunichst offenbar dies: Man wei zwar genau, daB fiir }/}
die Angaben 1,4 oder 1,41 oder 1,414 usw. falsch sind, daB diese (ratio-
nalen) Zahlen zum Quadrat erhoben vielmehr < 2 bleiben, also zu
klein sind. Man wei} aber gleichzeitig, daBl die Angaben 1,5 oder 1,42
oder 1,415 usw. in demselben Sinne zu groB sind, daB also der zu er-
fassende Wert zwischen den entsprechenden zu kleinen und zu groBen
Angaben liegen miiite. Und was uns trotz dieser ,,Falschheit der An-

nalen Zahlen, die die Formel a -+ » fir v=1,2,..., n liefert,

gaben die Uberzeugung gibt, hiermit den Wert Vz irgendwie doch
erfaBt zu haben, kann nur dies sein: Wir besitzen ein Verfahren, um die
obigen Angaben so weit fortzusetzen, wie wir wollen; wir kénnen also
Paare von Dezimalbriichen mit je 1, 2, 3, ... Stellen angeben, die sich
jeweils nur um eine Einheit in der letzten Stelle, also bei # Stellen
um (1—10-)”, unterscheiden, und von denen der eine Bruch zu klein, der
andere zu groB ist. Da dieser Unterschied, wenn wir nur die Anzahl »
der Stellen groB genug machen, so kletn gemacht werden kann,
wie wir wollen, da das Verfahren also den zu erfassenden Wert zwischen
zwei Zahlen einzuklemmen lehrt, die so eng beieinander liegen, wie

wir wollen, so sagen wir mit einer zundchst etwas kiihnen Metapher:

1 Gerade dies ist das Paradoxe und der unmittelbaren Anschauung schwer
Zugangliche, da8 auf der Zahlengeraden schon eine (im eben definierten Sinne)
dichte Menge von Punkten markiert ist und daB dies doch nicht alle Punkte der
Geraden sind. — Vergleichsweise kann man dies so beschreiben: Die ganzen
Zahlen bilden eine erste grobe Einteilung in Facher; die rationalen Zahlen fiillen
diese Facher wie mit feinem Sande aus, der aber fiir -den schirferen Blick not-
wendig noch Liicken lassen muB. Diese nun auszufiillen, wird unsere nachste
Aufgabe sein.
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durch dies Verfahren sei uns ]/2 selber ,,gegeben®, auf Grund dieses
Verfahrens ,,kennten‘ wir ]/; selbst, usw.

Genau so liegen die Dinge bei jedem andern Wert, der nicht durch
eine rationale Zahl selbst bezeichnet werden kann, also z. B. bei =,
log 2, sin 10° usw. Wenn wir sagen, wir kennten diese Zahlen, so liegt
dem jedesmal nichts anderes zugrunde als dies: Wir kennen ein (in
den meisten Fillen sehr beschwerliches) Verfahren, um in #hnlicher

Weise, wie eben bei Y2 genauer gezeigt, den zu erfassenden Wert
zwischen immer dichter, ja beliebig dicht sich zusammenschlieBende
(rationale) Zahlen einzuspannen.

Um diese Dinge etwas allgemeiner und schirfer zu erfassen, schalten
wir eine vorldufige, aber doch fiir alles Folgende durchaus grundlegende
Betrachtung iiber Folgen rationaler Zahlen ein.

§ 2. Rationale Zahlenfolgen?.

Bei der vorhin angedeuteten Berechnung von ]/2 bildeten wir
nacheinander wohlbestimmte rationale Zahlen. Von der speziellen
Dezimalbruchform wollen wir uns hierbei freimachen und beginnen
mit folgender

Definition. Ldft sich auf Grund irgendeines gesetzmdifigen Bil-
dungsverfahrens der Reihe nach eine 1., eine 2., eine 3., ... (rationale)
Zahl bilden und entspricht somit jeder natiirlichen Zahl n eine und nur
eine wohlbestimmie (vatiomale) Zahl x,, so sagt man, daf diese Zahlen

X1y Xay Xgy oo ey Xy oo

(m dieser den wmatiirlichen Zahlen entsprechenden Anordnung) eine
Zahlenfolge bilden. Wir bezeichnen sie kurz wmit (x,) oder mit

(%1, %g, .. .).

Beispiele.
1 . 1 1 I 1
1. ¥, = —, also die Folge (—) oder 1, —, —, ..., —, ...
n n 2 3 n
2. x, = 2", also die Folge 2, 4, 8, 16, ...
3. ¥, = a*, also die Folge a, a2, 48, ..., bei der a eine gegebene Zahl

sein soll.
1
4 Fn= [1 — (—1)"], also die Folge 1, 0, 1, 0, 1, 0,...

5. #, = dem nach » Ziffern abgebrochenen Dezimalbruch fiir }’—2 .

) (=1t . 1 1 1
6. x, = ————, also die Folge 1, -5 _]_?, _ ..

7. Es soll x, =1, %, =1, %3 = %, + %, = 2, und allgemein soll fiir » = 3
stets #, = ¥y _1 + %,_q sein. Man erhalt so die Folge 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...,
die gewdhnlich als die Zahlenfolge von FiBoNaccI bezeichnet wird.

1 Auch in diesem Paragraphen bedeuten alle vorkommenden Buchstaben-
groBen noch stets rationale Zahlen.
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8 1 I 1 1 1
I, 2=, =2, ——, T T3, T Ty e
2 2 2 3 3 3 3
9-2,11 iy—s‘: -»n+1’
2 3 4 n
0.0, —, 2, 3 &4 r—t
2 3 4 5 n
11. %, = der n*® Primzahl?, also die Folge 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ...
. 3 II 25 137 . . 1 1
12. Die Folge 1, 2 6 12 60,...,belderallgemem xn—<1+ 2 -,-...+7)
sein soll.
Bemerkungen.

1. Das Bildungsgesetz kann ganz beliebig sein. Es braucht insbesondere
nicht in einer expliziten Formel zu bestehen, die es gestattet, bei gegebenem
n das zugeordnete x, direkt zu berechnen. Bei Beispiel 8, 5, 7 u. 11 ist dies offen-
bar nicht ohne weiteres moglich. Und bei einer zahlenmiaBig vorgelegten Folge
braucht weder das Bildungsgesetz (vgl. 6, 5 u. ®2) noch sonst irgendeine Regel-
maBigkeit unter den aufeinanderfolgenden Zahlen in die Augen zu fallen (vgl.
6, 11).

2. Manchmal ist es vorteilhaft, die Folge mit einem ,,0%**‘ Gliede %y, oder
gar einem (—1)¥® oder (—2)t*® Gliede #_,, x_, beginnen zu lassen. Manchmal
ist es vorteilhafter, die Numerierung erst bei 2 oder 3 beginnen zu lassen.

Wesentlich ist allein, daB es eine ganze Zahl m2 o gibt, so daB x,, fiir jedes n = m
definiert ist. Das Glied #,, hei8t dann das Anfangsglied der Folge. Wir wollen
aber trotzdem als #%® Glied stets dasjenige bezeichnen, welches den Index n
tragt. Bei 6, 2, 3 u. 4 kann man z. B. ohne weiteres ein o' Glied oder auch ein
(— 1)t oder (— 2)** voranstellen. In solchem Falle ist also das ,,erste’ Glied
nicht das Anfangsglied der Folge. Die Bezeichnung ist dann (xy, %, ...) bzw.
(*m» ¥m+1, --.), und nur wenn iber den Anfang der Numerierung kein Zweifel
besteht oder wenn er ganz belanglos ist, schreiben wir kurz (#,) zur Bezeichnung
der Folge.

3. Eine Zahlenfolge wird oft besonders als unendliche bezeichnet. Dies Bei-
wort soll dann nur betonen, daB auf jedes Glied noch weitere folgen. Man sagt
dann auch, daB es sich um unendlich viele Glieder handle. Allgemein spricht man
von endlich vielen oder wumendlich vielen Dingen, je nachdem diese Dinge eine
durch eine bestimmte natiirliche Zahl angebbare Anzahl haben oder nicht. Auch
weiterhin wird — wie wir gleich jetzt betonen wollen — das Wort ,,unendlich’
immer nur eine symbolische Bedeutung haben, durch die ein wohlbestimmter
(meist sehr einfacher) Sachverhalt abkiirzend bezeichnet wird.

4. Haben alle Glieder einer Folge ein und denselben Wert ¢, so sagt man,
die Folge sei identisch gleich ¢, und schreibt wohl x, = ¢. Allgemein schreiben
wir (x,) = («}), wenn die beiden Folgen (»,) und (r4) Glied fiir Glied iiberein-
stimmen, wenn also fiir jeden in Betracht kommenden Index %, = #}, ist.

5. Oft ist es zur Veranschaulichung einer Zahlenfolge bequem, sich ihre
Glieder als Punkte auf der Zahlengeraden zu markieren oder markiert zu denken.
Wir haben dann eine Pumnkifolge vor uns. Doch ist hierbei zu beachten, daB in
einer Zahlenfolge ein und dieselbe Zahl mehrmals, ja ,,unendlich oft” auftreten

1 Schon EUKLID bewies, daB es unendlich viele Primzahlen gibt. Denn sind
P1.Ps, ..., P, irgendwelche Primzahlen, so ist die Zahl m = (pyf1g...P,) + 1
entweder selbst eine von p,,p,, ..., P, verschiedene Primzahl oder ein Produkt
von solchen. Keine Anzahl von Primzahlen enthalt also alle Primzahlen.

1.
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kann (vgl. 6, 4). Dann ist der entsprechende Punkt mehrmals, evtl. unendlich
oft zu zéhlen, d.h. als Glied der Punktfolge zu betrachten.

6. Eine andere Art der Veranschaulichung besteht darin, da8 man in einem
rechtwinkligen Achsenkreuz die Punkte mit den Koordinaten (n, #,) fiir alle in
Betracht kommenden # markiert und der Reihe nach durch geradlinige Strecken
verbindet. Der entstehende gebrochene Streckenzug gibt dann ein Bild der Zahlen-
folge.

Die Untersuchung der hiermit eingefilhrten Zahlenfolgen nach
den mannigfachsten Gesichtspunkten wird nun den Hauptgegenstand
aller folgenden Kapitel bilden. Insbesondere wird es sich dabei um
Feststellungen oder Aussagen handeln, die fiir alle Glieder der Folge
gelten oder wenigstens fiir alle Glieder, die hinter einem bestimmiten
stehen'. Im Hinblick auf diese letztere Einschrinkung sagt man wohl,
daB es bei der betreffenden Feststellung ,,auf endlich viele Glieder
nicht ankomme* oder daf sie sich nur auf das snfinitire Verhalten der
Folge beziehe. Als erste Beispiele solcher Feststellungen fithren wir
folgende Definitionen ein:

Definitionen. I. Eine Folge soll beschrinkt? heiflen, wenn es
etne positive Zahl K gibt, so dap fiir alle Glieder die Ungleichung

v, | <K oder —K<Lx,<K
gilt. K heifft dann eine Schranke fiir die Betrige der Glieder der Folge.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Ob in der Definition 8 ,,< K‘ oder ,,<< K‘‘ steht, ist ziemlich gleichgiiltig.
Denn ist stets (d. h. fiir alle in Betracht kommenden Indizes #) | #,| < K, so gibt
es auch eine Konstante K’, so daB stets Ix,,| < K’ ist; denn offenbar kann
jedes K’ > K dafiir gewahlt werden. Ist umgekehrt stets | #,| < K, so ist
erst recht | x,| < K. Kommt es aber auf die genaue GréBe der Schranke an, so
kann der Unterschied natiirlich trotzdem sehr wesentlich werden.

2. Ist K eine Schranke von (x,), so ist auch jede grifere Zahl K’ eine
Schranke von (x,).

3. Die Folgen 6, 1, 4, 5, 6, 9, 10 sind offenbar beschrankt; 6, 3 ist es auch,
falls | a| < 1 ist. Die Folgen 6, 2, 7, 8, 11 sind es sicher nicht. Ob die Folge 6, 12
und ob 6, 3 fiir ein jedes | @ | > 1 beschrankt ist oder nicht, ist nicht ohne weiteres
zu sehen.

4. Weil man nur, daB es eine Konstante K, gibt, fiir die stets #, < K, bleibt,
so soll die Folge nach rechts (oder: nach oben) beschrinkt, K, selbst eine obere
(oder: rechte) Schranke der Folge heiBen. Gibt es eine Konstante K,, fiir die
stets x, = K, bleibt, so soll (x,) nach links beschrinkt, K, eine untere (oder: linke)
Schranke der Folge heien. Hierbei brauchen K, und K, nicht positiv zu sein.

5. Ist eine Folge nach rechts beschriankt, so braucht es doch unter ihren
Zahlen keine gré8te zu geben. So ist z. B. 6, 10 nach rechts beschriankt, und
doch wird jede Zahl dieser Folge von feder folgenden iibertroffen, so daB keine

1 Z.B.: Alle Glieder der Folge 6, 9 sind > 1. Oder: Alle Glieder der Folge 6, 2,
die hinter dem 6%® stehen, sind > 100 (kiirzer: fiir n> 6 ist », > 100).

2 Diese Bezeichnung scheint von C. Jorpan: Cours d’analyse Bd. 1, S. 22,
Paris 1893, eingefithrt worden zu sein.
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die groBte sein kann'. Entsprechend braucht eine nach links beschrinkte Folge
kein kleinstes Glied zu enthalten; vgl. 8, 1 und 9. — Mit dieser zun#chst paradox
anmutenden Tatsache mache sich der Anfinger wohl vertraut! — Unter endlich
vielen Werten gibt es natiirlich stets sowohl einen gré6Bten als einen kleinsten,
d. h. einen solchen, der von keinem der iibrigen Werte iibertroffen, und einen
solchen, der von keinem unterschritten wird. (Es diirfen aber mehrere dem gréBten
oder dem kleinsten Werte gleich sein.)

6. Die Eigenschaft der Beschrinktheit (nicht aber der Zahlenwert einer
der Schranken) einer Folge (#,) ist eine infinitdre Eigenschaft derselben; sie

kann durch eine Abanderung eines einzelnen Gliedes der Folge nicht zerstdrt
werden.

II. Eine Folge soll monoton wachsend oder zunehmend heifien,
wenn stets

xn é xn+1

ist; dagegen monoton fallend oder abnehmend, wenn stets

Xn g Xn+1

ist. Beide Arten werden auch kurz als monotone Folgen bezeichnet.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Eine Folge braucht natiirlich weder monoton wachsend noch monoton
fallend zu sein; vgl. 8, 4, 6, 8. Doch sind monotone Folgen sehr hiufig und im
allgemeinen bequemer zu iiberschauen als die nicht monotonen. Darum ist es
zweckmiBig, sie durch eine besondere Benennung auszuzeichnen.

2. Statt wachsend miiBte man genauer ,,nicht fallend, statt fallend ge-
nauer ,,nicht wachsend“ sagen; doch ist das meist nicht iiblich. Soll in beson-
deren Fillen das Gleichheitszeichen ausgeschlossen werden, soll also stets
%, < %,,, bzw. x, > x, _ sein, so nennt man die Folge im engeren Sinne monoton
wachsend bzw. fallend.

3. Die Folgen 6, 2, 5, 7, 10, 11, 12 und 6, 1, 9 sind monoton; die erstgenann-
ten steigend, die andern fallend. 8, 3 fallt monoton, falls 0 < a < 1 ist, steigt
dagegen monoton fiir ¢ = 1 (und a4 = o), fiir 4 < o ist sie nicht monoton.

4. Die Bezeichnung ,,monoton‘‘ rithrt von C. NEumann her (Uber die nach
Kreis-, Kugel- und Zylinderfunktionen fortschreitenden Entwicklungen, S. 26/27.
Leipzig 1881).

Wir kommen nun zu einer Definition, der die groBte Aufmerk-

samkeit zu schenken ist und bei der man nicht miide werden darf,
sich ihren Inhalt bis in die letzten Konsequenzen klarzumachen.

III. Eine Folge soll als Nullfolge bezsichnet werden, wenn sie
folgende Eigenschaft besitzt: Wenn eine beliebige positive (rationale)
Zahl ¢ gegeben wird, so soll die Ungleichung

lxn!<8

1 Der Anfinger lasse sich nicht durch oft gehérte Redewendungen wie diese
beirren: ,,Fiir unendlich groBes # sei #, = I, und es sei also 1 die gro8te Zahl der
Folge.” So etwas ist barer Unsinn (vgl. hierzu auch 7, 3). Denn die Glieder der
Folge sind die Zahlen o, %, #, £, ..., und von diesen ist keine = 1, sondern
eine jede <1. Und ein ,,unendlich groBes »‘‘ gibt es nicht.

Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. 2

9.

10.
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durch alle Glieder, von hichstens endlich vielen® Ausnahmen ab-
gesehen, erfiillt werden. Oder anders ausgedriickt: Wenn eine beliebige
positive Grifle € gewdhlt wird, so soll sich stets eine Zahl ny so an-
geben lassen, daf
fiir alle n>mny stets |x,] <e
ist.
Bemerkungen und Beispiele.

1. Sind diese Bedingungen bei einer vorgelegten Folge fiir ein bestimmies &
erfiillbar, so sind sie umso eher fiir jedes groBere ¢ erfiillbar (vgl. 8, 1), aber nicht
notwendig fiir jedes kleinere. (Bei 6, 10 z. B. sind die Bedingungen fiir ¢ = 1 und
also jedes groBere ¢ erfiillt, wenn man #, =0 nimmt; fiir ¢ =4 dagegen sind sie nicht
erfiillbar.) Bei einer Nullfolge sollen aber die Bedingungen fiir jede positive Zahl ¢,
insbesondere also auch fiir jede sehr kleine positive Zahl ¢ erfiillbar sein. Daher
formuliert man die Definition etwas nachdriicklicher gewohnlich so: (#,) ist eine
Nullfolge, wenn jedem noch so kleinen £ > o eine Zahl n, entspricht, da8 nun

fiir alle # > n, stets |x,|<e

ist. — Bei diesen Betrachtungen braucht n, keine ganze Zahl zu sein.
2. Die Folge 6, 1 ist offenbar eine Nullfolge; denn fiir

n>— ist stets | #a ] <e,
€

I
wie auch & > o gegeben wird. Es geniigt also, ny = it nehmen.

3. Die Stelle, von der an die Betrige der Glieder einer vorgelegten Nullfolge
bei gegebenem ¢ stets < ¢ bleiben, wird natiirlich im allgemeinen von der GroSe
der Zahl ¢ abhangen und im groBen und ganzen um so weiter rechts liegen (d. h.
ny wird um so groBer sein miissen) je kleiner das ¢ gegeben wird (vgl. 2). Um diese
Abhangigkeit der Zahl ny von & zu betonen, sagt man oft deutlicher: ,,Dem ge-
gebenen ¢ solle eine Zahl #y = ny(g) so entsprechen, daB ...“.

4. Die positive Zahl, unterhalb deren die Betrige | x,| von einer Stelle
an liegen sollen, braucht nicht gerade mit & bezeichnet zu werden. Jede irgend-

wie bezeichnete positive Zahl darf dafiir verwendet werden. Im folgenden werden,

e & ¢
wenn ¢, «, K, ... irgendwelche positive Zahlen sind, dafiir sehr oft P —3—, Ve

€2, a ¢, & usw. genommen werden. .

5. Die Vorzeichen der x, spielen hierbei keine Rolle, da | —x, | =| #,]| ist.
Demnach ist auch 6, 6 eine Nullfolge.

6. Bei einer Nullfolge braucht kein Glied gleick o zu sein. Alle Glieder aber,
deren Index sehr grof ist, werden sehr klein sein miissen. Denn wihle ich etwa

1
, so muB ja doch fiir alle #, die eine gewisse Zahl #, iibersteigen,

£=———
1000000
I
| #4| < ———— sein. Ebenso fiir ¢ = 107*° und jedes andere &.
1000000

7. Auch die unier 8, 3 genannte Folge (a®) ist, falls | a| < 1 ist, eine Nuilfolge.
Beweis. Ist a =0, so ist die Behauptung trivial, da dann fiir jedes ¢ > o

1
stets | x,| < & ist. Ist nun o < |a| < 1, so ist (nach 38, I, 4) WT > 1. Setzen
wir also

2] =1I+4p, soist p>o.

1 Vgl 1, 3.
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Dann ist aber fiir jedes n > 2
(a) (1+2)">1+np.
Denn fiir = 2 ist (1 + p)2 =1 + 2p 4 p2 > 1 + 29, die Beziehung also sicher
richtig. Ist schon fiir n =% > 2 festgestellt, daB
(T+p)F>1+kp
ist, so folgt nach 2, III, 6, daB

(T+ P>+ R+ P =14+ F+Dp+EPE>14+(+1)p
ist, daB also unsere Beziehung auch fiir » = % -+ 1 richtig ist. Nach 2, V ist sie
also fiir jedes » > 2 richtig?.
Danach ist nun
_ I 1 I
TG T Swp

also, wie auch &£ > o gegeben sein mag,

[#n|=]ar|=]a]|"

|#. | =]a"| <& f{ir alle n>51;.
. Iy,
8. Nach 7. sind auBer der unter 2. genannten Folge (—n—) insbesondere auch

die Fol <I <I ”) (4" Naullfol,
ie Folgen 2—ﬂ>, 37), KIO" , (T{))usw. ullfolgen.

N

9. Ahnlich wie in 8, 1 gilt hier die Bemerkung, daB es bei der Definition 10
ziemlich gleichgiiltig ist, ob dort ,,< & oder ,,< & steht. Denn ist fiir % > 7y
stets | x,| < &, so ist um so mehr | x,| < e. Ist umgekehrt fir jedes &£ > o zu-
nichst 7y nur so bestimmbar, daB fir # > n, stets | %, | < € ist, so wihle man
eine positive Zahl & < &; ihr muB dann eine Zahl #, so entsprechen, daB fiir
n > n,y stets | x,| < & ist. Dann ist aber

fir alle # > n; stets |#,|<e;

die Bedingungen sind also auch in der alten Form erfiillbar. — Ganz #ahnlich
erkennt man, daB es ziemlich gleichgiiltig ist, ob in der Definition 10 ,,> ng'
oder ,,= ny‘ steht. — In jedem Einzelfall dagegen mufB3 dieser Unterschied natiir-
lich wieder beachtet werden.

10. Obgleich in einer Zahlenfolge jedes Glied vdllig fiir sich. dasteht, einen
festbestimmten Wert hat und keinerlei Beziehung zu den vorangehenden
oder nachfolgenden Gliedern zu haben braucht, so pflegt man doch irgendwelche
beim Durchgehen der Folge (von links nach rechts) beobachteten Eigentiim-
lichkeiten ,,den Gliedern x,“ oder ,,dem allgemeinen Gliede der Folge* zuzu-
sprechen. So sagt man etwa bei 6, 1: die Glieder werden kleiner; bei 6, 2: die
Glieder werden groBer; bei 8, 4 oder 6, 6: die Glieder schwanken auf und ab

usw. usw. — In diesem Sinne wollen wir das eigentiimliche Verhalten der Glieder
einer Nullfolge dadurch umschreiben, daB wir sagen: Die Glicder werden beliebig
klein, oder: sie werden unendlich klein?, — womit nicht mehr und nicht weniger

1 Der Beweis lehrt sogar, daB (a) fiir » = 2 richtig ist, wofern nur 1 4 p > o,
also p > —1, aber F oist. Fiir p = o oder fiir » = 1 geht (a) in eine Gleichung
iiber. — Die Beziehung (a) nennt man die Bernoullische Ungleichung. (Jax. BER-
NouLLL: Propositiones arithmeticae de seriebus, 1689, Satz 4.) -

% Diese Ausdrucksweise rithrt von A.L.CaucHY her (Analyse algébrique, S. 4
und 26).

2%
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gesagt werden soll, als was die Definition 10 enthalt, namlich da8 bei jedem noch
so Rleinen € >o die Betrige der Glieder doch schlieflich (d. h. fiir alle Indizes #,
die eine passende Zahl n, tibersteigen, oder kiirzer: von einer Stelle an) kleiner
als ¢ sind 1.

11. Eine Nullfolge ist eo ipso beschrdnkt. Denn wahlen wir € = 1, so muB
es eine Zahl #, geben, so daB fiir # > », stets | x,| < 1 ist. Unter den endlich
vielen Betragen | #y|, | #3|, ..., | %, | gibt es aber (vgl. 8, 5) einen gréBten,
der = M sei. Dann ist fir K = M + 1 ersichtlich stets | x,| < K.

12. Wir betonen noch ausdriicklich, daB es zum Nachweis, daB eine vor-
gelegte Folge eine Nullfolge ist, unbedingt erforderlich ist, daB bei vorgeschrie-
benem ¢ > o die Existenz des zugehoérigen n, wirklich nachgewiesen wird (etwa
durch explizite Angabe, wie meist in den nachfolgenden Beispielen). Ebenso: wenn
von einer Folge (¥,) vorausgesetzt wird, daB sie eine Nullfolge ist, so wird eben
damit vorausgesetzt, daB zu jedem & das zugehdrige n, wirklich als vorkanden
angesehen werden darf. Im Gegensatz hierzu mache man sich genau klar, was es
heiBt, daB eine Folge (x,) keine Nullfolge ist. Es heit dies: Nicht bei jeder Wahl
der positiven Zahl ¢ ist von einer passenden Stelle ab immer | x,, | < &; —sondern
also: Es gibt eine speztelle positive Zahl g, derart, daB von keiner Stelle an siets
| #a| < & ist; es ist vielmehr hinter jeder Stelle immer wieder einmal (und also fiir
unendlich viele Indizes) | #,| = &,.

13. Endlich deuten wir noch an, wie man sich den Charakter einer Folge
als Nullfolge geometrisch anschaulich machen kann:

Bei der Veranschaulichung 7, 5 haben wir es mit einer Nullfolge zu tun, wenn
die Glieder der Folge von einer Stelle ab (fir » > ny) alle dem Infervall?
— &... + ¢ angehoren. Nennen wir ein solches Intervall kurz eine e-Umgebung
des Nullpunktes, so konnen wir sagen: (#,) ist eine Nullfolge, wenn in jeder (noch
so kleinen) e-Umgebung des Nullpunktes doch alle Glieder der Folge, von hochstens
endlich vielen Ausnahmen abgesehen, gelegen sind.

Bei der Veranschaulichung 7, 6 ziehen wir durch die beiden Punkte (o, 4 ¢)
Parallelen zur Abszissenachse und konnen sagen: (#,) ist eine Nullfolge, wenn
in jedem solchen (noch so schmalen) e-Streifen um die Abszissenachse doch das
ganze Bild der Folge (x,) — von einem endlichen Anfangsstiick abgesehen —
gelegen ist.

14. Der Begriff der Nullfolge, die ,,beliebig klein gegebene positive GroBe &,
die uns von nun an ein nicht mehr zu entbehrendes Hilfsmittel sein wird, und
die darum einen Grundpfeiler fiir den Aufbau der gesamten Analysis bildet,
scheint zuerst 1655 von J. WarLLis (s. Opera I, S. 382/3) benutzt worden zu sein.
Der Sache nach findet sie sich aber schon bei EukrLip: Elemente V.

Nun sind wir schon eher in der Lage, den Sachverhalt zu erfassen,
der der oben erérterten Bedeutung von }z oder s oder log 5 zugrunde

1 Von einem monotonen Verhalten braucht dabei natiirlich keine Rede zu
sein (vgl. 8, 6). In jedem Falle kénnen auch schon einige |x,| < & sein, deren
Index < n, ist.

2 Als Intervall bezeichnen wir ein Stiick der Zahlengeraden, das zwischen
zwei bestimmten ibrer Punkte liegt. Je nachdem man diese Punkte selbst noch
zum Intervall hinzurechnet oder nicht, nennt man es abgeschlossen oder offen.
Wenn nichts Besonderes gesagt ist, sollen im folgenden die Intervalle stets ab-
geschlossen gedacht werden. (Bei 10, 13 ist das nach 10, 9 gleichgiiltig.) Ist a
der linke, b ‘der rechte Endpunkt eines Intervalles, so nennen wir dieses kurg
das Intervall a...b.
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liegt. Indem wir — wir bleiben bei dem Beispiel ]/; — einerseits die
Zahlen

%, =1,4; Xy = 1,41; Xy = 1,414; %y = 1,4142; ...
und andrerseits die Zahlen

Y1 =15, Yo = L1,42; Y3 = L415; Yo = 1,4143; . ..
bilden, stellen wir offenbar zwei (rationale) Zahlenfolgen (x,) und (y,)
nach einem ganz bestimmten (wenn auch sehr mithsamen) Verfahren
auf. Und zwar sind beide monofon, die Folge (x,) wachsend, die
Folge (y,) fallend. Uberdies ist stets %, < y,, aber der Unterschied
beider, also die Zahlen

Yo — Xp = dn
1
107"

bilden nach 10, 8 eine Nullfolge, da ja 4, = ist. Diese Tatsachen

sind es offenbar, die uns das Gefiihl geben, daB wir 1/2 ,,kennen*,
daB wir es ,,berechnen‘“ konnen usw., obgleich — wie wir oben sagten —
noch niemand den Wert } 2 sozusagen vollstindig vor Augen ge-
habt hat. — Deuten wir diese Dinge noch etwas anschaulicher auf
der Zahlengeraden, so haben wir offenbar dies (vgl. Fig. 1, S. 26):
Die Punkte x; und y, begrenzen ein Intervall J; von der Linge d,;
die Punkte x, und vy, ebenso ein Intervall J, von der Linge d,. Dieses
zweite Intervall liegt aber wegen

BEX V=N

ganz in dem ersten. Ebenso begrenzen die Punkte x5 und y; ein Inter-
vall ], von der Linge dg, das ganz in [, liegt; und allgemein begrenzen
die Punkte x, und y, ein Intervall J, von der Linge 4,, das ganz
in J,_; liegt. Und die Lingen dieser Intervalle bilden eine Nullfolge,
es schniiren sich die Intervalle — wie man vermutet — um eine ganz
bestimmte Zahl zusammen, schrumpfen auf einen ganz bestimmten
Punkt ein.

Wir haben nur noch zu priifen, inwieweit diese Vermutung das
Richtige trifft. — Dazu geben wir allgemeiner die folgende

Definition. Liegt eine monoton steigende Folge (x,) und eine mono-
ton fallende Folge (v,) vor, deven Glieder fiir jedes n die Bedingung

Yn = Yn
erfilllen, und bilden die Differenzen
Gy =Yp— %n
eine Nullfolge, so wollen wir kurz sagen, es sei uns eine Intervall-
schachtelung gegeben. Das nte Intervall [, erstreckt sich von x, bis y,,

und d, ist sesne Linge. Die Schachtelung selbst soll dann kurz durch ([J,)
oder durch (%, | v,) bezeichnet werden.

11.
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Unsere oben ausgesprochene Vermutung findet nun ihre erste
Bestitigung in dem folgenden

Satz. Es gibt hichstens eine (rationale) Zahl s, die allen Inter-
vallen einer Intervallschachtelung angehort, die also fir jedes n die Un-
gleichung

Xp S S Y
erfilltt.

Beweis: Gibe es neben s noch die davon verschiedene Zahl s’, die
auch fiir alle » die Ungleichung

n ==Y,
erfiillte, so wire fiir alle #» neben
X n é N é yﬂ

noch (s. 8,1, 4)
'—yné_s’< — ¥,

so daBl nach 8,1, 2 und 8, II, 5 stets
—d, <s—¢<d, oder |s—¢|<d,

wire. Wiahlen wir also ¢ = | s — 5" |, so ware #ndemals, also auch von
keiner Stelle ny ab, d, <&, — was der Voraussetzung, (d,) sei eine
Nullfolge, widerspricht. Die Annahme, daB zwei verschiedene Punkte
allen Intervallen angehdren, ist also unzulissig, — w. z. b. w.2.

Bemerkungen und Beispiele.

. n—1 n+1 n—1I n+71 2
1. Es sei x, = = ; also = Ay = —.
" n :yn n ’ Jﬂ n n 3 n n

Man iiberzeugt sich sofort, daB hier wirklich eine Intervallschachtelung vor-
2
liegt, da ja stets x, < %y < ¥,y < ¥, und da fir » > - auch stets d, < ¢

bleibt, wie auch & > o gewahlt wird.

—1 n4 1
<1< : ist.

n
Die Zahl s = 1 gehoért hier allen J, an, da stets

Neben 1 kann also keine zweite (rationale) Zahl allen Intervallen angehoren.

2. (J,) sei folgendermaBen definiert3: [, sei die Strecke o...1, J; davon die
linke Halfte, [, die rechte Halfte von [J,, J; wieder die linke Halfte von J, usw.
Diese Intervalle sind offenbar ineinander geschachtelt, und da J, die Lange

I
a, = e hat und da diese Zahlen eine Nullfolge bilden, so liegt eine Intervall-

! Fir spiter merken wir hier gleich an, daB dieser Satz und sein Beweis auch
fiir den Fall unverandert giiltig bleibt, wenn die auftretenden Zahlen beliebige
reelle Zahlen sind.

2 Anschaulich gesprochen sagt der Beweis: Wenn s und s’ allen Intervallen
angehdren, so ist die Linge aller Intervalle mindestens gleich dem Abstande
|s—s’| von s und s’ (s. 8, II, 6); diese Langen konnen also keine Nullfolge
bilden.

3 Wir lassen den Index hier von o an laufen (vgl. 7, 2).
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schachtelung vor. Nach leichter Uberlegung findet man, daB die Folge der x,
aus den Zahlen

1 1 1 5 I I I 21

0, —_— —_— _——= —_— —_— —_—

4 4 16 16’ 4 ' 16 64 64
besteht, deren jede zweimal hintereinander genommen werden muf3, und daB die
Folge der y, mit 1 beginnt und dann aus den je zweimal hintereinander zu neh-
menden Zahlen

. 11 . I 13 . I I I 11
2 2’ 2 8 8’ 2 8 32 32’
besteht. Da nun
1 I I 1 1 I 1
Ttmtgt o ta=s (%)<~
4 16 64 4+ 3\ 4 3
und
I I 1 I 2 I
T — — — —— — e — — — |1 — i
2 8 2. 4%1 3( +4">>3

ist?, so ist fiir jedes » stets », < } < ¥, und also s = } die einzige Zahl, die allen
diesen Intervallen angehort. Durch (J,) wird hier also die Zahl } ,erfaBt oder
,.bestimmt*, (J,) schrumpft auf die Zahl { zusammen.

3. Wenn eine Intervallschachtelung (/J,) vorliegt und eine Zahl s bekannt
geworden ist, die allen [, angehort, so ist diese Zahl s durch (J,) nach unserem
Satze vollig eindentig bestimmt. Wir sagen daher schirfer: die Schachtelung (/],)
definiere odev erfasse die Zahl s, oder s sei der durch die Schachtelung gegebene
Wert; oder auch: s sei der innerste Punkt aller Intervalle.

4. Ist s irgendeine gegebene rationale Zahl, und setzt man fir n =1, 2,...

I 1
Kp =8 — ” und y, =s —!—-77 , soist (#,| ¥,) ersichtlich eine Intervallschachtelung,

durch die die Zahl s selbst erfaBt wird. Aber auch wenn stets x, = s und y, = s
gesetzt wird, ist (¥, | ¥,) eine Schachtelung, durch die die Zahl s erfaBt wird. —
Man kann hiernach also in der mannigfachsten Art eine Intervallschachtelung
bilden, die eine gegebene Zahl definiert. —

Unser Satz erledigt nun aber sozusagen nur die eine Hélfte unserer
oben ausgesprochenen Vermutung: Wenn iiberhaupt eine rationale
Zahl s allen Intervallen einer Schachtelung angehért, so gibt es neben
ihr keine zweite, sie ist vielmehr durch die Schachtelung eindentig erfalt.

Die andere Hilfte der Vermutung aber, daB es nimlich auch immer
eine (rationale) Zahl s gebe, die allen Intervallen einer Schachtelung
angehort, diese Vermutung ist 477ig — und gerade dies wird uns der
AnlaB zur Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen werden.

! Fiir ivgend zwei Zahlen @ und b und jede natiirliche Zahl k gilt bekanntlich
die Formel

ak_bk= (a—b) (ak—l +ak-2b+---+abk—2 +bk_1),
woraus speziell die fir a« # 1 giiltigen Formeln
1 — a¥ I—ak

1—}—a—|—~--—}—a"-1=~—u— und a+4a2+ .-+ ak =

I—a I—a

.

folgen.
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Das zeigt folgendes Beispiel: Ist wie oben S. 21 % = 1,4; #p = 1,41;...;
¥, = 1,5; ¥3 = 1,42; . . ., so gibt es keine rationale Zahl s, fiir diestets v, <s <y,
wire. Setzen wir namlich

#p=x; und y, =y7,
so bilden auch die Intervalle J, = #4 ...y, eine Schachtelung!. Nun war aber
stets #, = #3 < 2 und ¥}, = ¥3 > 2 (denn so waren ja die Dezimalbriiche », und y,,
gewahlt), also %, < 2 < y,. Ebenso folgte aus », < s <y, durch (nach 38,1L 3
erlaubtes) Quadrieren, daB stets »;, < s? < ¥, sein miite. Nach unserm Satz 12
miiBte also s2 = 2 sein, was aber nach dem Beweis S. 12, FuBnote 2, unméglich ist.
Es gibt also hier sicher keine (rationale) Zahl, die allen Intervallen angehért.

Was in solchem Falle nun zu tun ist, wollen wir im folgenden Para-
graphen untersuchen.

§ 3. Die irrationalen Zahlen.

Mit der Tatsache, daB es keine rationale Zahl gibt, deren Qua-
drat = 2 ist, daB also zur Losung der Aufgabe x% =2 das System
der rationalen Zahlen zu liickenhaft, zu unvollkommen ist, miissen wir
uns abfinden. Aber nicht nur in diesem einen Falle, sondern zur
Losung vieler tausend anderer Aufgaben erweisen sich die rationalen
Zahlen als ein unzureichendes Material. Fast alle die Werte, die wir

p —
durch }/n, durch log #, sin «, tga usw. zu bezeichnen pflegen, sind
im System der rationalen Zahlen nicht vorhanden und kénnen daher
ebensowenig glatt hingeschrieben, ebensowenig unmittelbar ,erfafft*

oder ,ziffernmiBig gegeben werden wie J2. Das Material ist zu
grob fiir diese feineren Zwecke.

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen geben uns nun einen
Fingerzeig, wie wir uns ein geeigneteres Material schaffen koénnen:
Auf der einen Seite sahen wir niamlich, daB hinter dem Gefiihl, wir

kennten ]/E, im wesentlichen nur die Kenntnis eines Verfahrens lag,
eine ganz bestimmte Intervallschachtelung anzugeben, fiir deren Kon-
struktion natiirlich die Losung der Aufgabe x2 = 2 die Veranlassung
gab? Auf der andern Seite sahen wir, daB, wenn eine Intervallschach-

1 Denn aus %, < ¥y < Yuyy < ¥, folgt — da alles positiv ist — nach
8, I, 3 durch Quadrieren, daB auch x; < %7, < Y54y < ¥y ist; und weiter ist
VYo — %n = (Yn + %) (¥, — #,), also, da die », und y,, fiir alle » stets < 2 sind:
4

10"

1 €
v — < , also < g, sobald Tor < y ist, was nach 10, 8 von einem ge-
wissen %y ab sicher der Fall ist.

2 Der Kern dieses Verfahrens ist doch dieser: Man stellt fest, daB 1% < 2,

22 > 2 ist und setzt demgemiB. x,= 1, ¥, = 2. Man teilt nun das Intervall
k
Jo= %y-..9, in 10 gleiche Teile und priift fiir die neuen Teilpunkte 1 + o’

(k =1,2,...,9), ob ihr Quadrat < 2 oder > 2 ist. Man findet, daB k¥ =1, 2, 3, 4
ein zu kleines, £ = 5, 6, . . ., 9 ein zu groBes Quadrat liefern, und setzt demgemaB
#, = 1,4 und y;, = 1,5. Das Intervall J; = #; ... ¥, teilt man wieder in 10 gleiche
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telung (/,) tiberhaupt eine angebbare (d. h. also immer noch: rationale)
Zahl s enthilt, diese Zahl s vollig eindeutig durch die Schachtelung
bestimmt ist, so eindeutig, daB es eigentlich ganz gleichgiiltig ist,
ob ich die Zahl s direkt gebe (hinschreibe, nenne), oder ob ich statt
ihrer die Schachtelung (/,) angebe — mit dem stillschweigenden Zu-
satz, daB ich mit der letzteren eben die dadurch eindeutig eingespannte
oder definierte Zahl s meine. In diesem Sinne leisten beide Angaben
(beide Zeichen) ganz dasselbe, beide kénnen gewissermaflen als gleich
angesehen werden?, so da wir also geradezu

(Ja) =s oder (xn|yn)=s

schreiben kénnen. Und demgemiB werden wir nicht nur sagen: ,,Die
Schachtelung (J,) bestimmt die Zahl s*, sondern: ,,(f,) ist nur ein
andeyes Zeichen fiir die Zahl s*, oder schlieBlich: ,,(f,) ist die Zahl s,
— genau wie wir in dem Dezimalbruch 0,333 . . . nur ein anderes Zeichen
fiir die Zahl § oder eben die Zahl § selbst zu sehen gewéhnt sind.

Es ist nun auBerordentlich naheliegend, auch bei denjenigen
Intervallschachtelungen, die keine rationale Zahl s enthalten, versuchs-
weise cine Ghmliche Ausdrucksweise einzufithren. Bedeuten also z. B.
%, und y,, die vorhin im Anschlu} an die Aufgabe % = 2 konstruierten
Zahlen, so kénnte man sich — da es doch im System der rationalen
Zahlen keine einzige Zahl gibt, deren Quadrat =2 ist — nun ent-
schlieBen zu sagen, diese Schachtelung (,,|y,) bestimme den ,,wahren®,
nur eben mit Hilfe der rationalen Zahlen nicht bezeichenbaren ,,Wert

von }2%, sie spanne unzweideutig diese Zahl ein, also schlieBlich:
,,sie sei ein neu geschaffenes Zeichen fiir diese Zahl* oder kurz: ,sie
sei diese Zahl selbst”. Und entsprechend in jedem andern Falle. Ist
(Jn) = (%4|y,) irgendeine Schachtelung, und gibt es keine rationale
Zahl s, die allen ihren Intervallen angehért, so kénnte man sich doch
entschlieBen zu sagen, diese Schachtelung erfasse einen ganz be-
stimmten — nur eben mit Hilfe der rationalen Zahlen nicht unmittel-

Teile, stellt die entsprechende Priifung fiir die 9 neuen Teilpunkte an usw. Das
bekannte Verfahren, ]/_2 auszuziehen, soll lediglich die jedesmalige Priifung zu
einer moglichst mechanischen machen. — Ebenso fithrt z. B. die Aufgabe 10° = 2
(also die Bestimmung des Briggschen log 2) auf folgende Schachtelung: Da 10° < 2,
10! > 2, so setzt man hier x, = 0, ¥, =1 und teilt Jy = #,...y, in 10 gleiche

. o k .
Teile. Fiir die Teilpunkte o priift man nun, ob 10* < 210 oder > 20 ist. Auf

Grund dieser Priifung wird man #», = 0,3, ¥, = 0,4 setzen. Das Intervall
J1=#,...y, teilt man erneut in 10 gleiche Teile, stellt die entsprechende
k
Priifung fiir die Teilpunkte 13—0 + Too 2 wird auf Grund derselben x, = 0,30
und 9, = 0,31 setzen usw. — Dieses naheliegende Verfahren ist fiir die praktische
Berechnung natiirlich viel zu miihsam.
1 Die Berechtigung hierzu wird durch die Satze 14 bis 19 gegeben.
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bar bezeichenbaren — Weri, sie definiere eine zwar ganz bestimmte,
aber im System der rationalen Zahlen leider nicht vorhandene Zakl,
sie sei ein neu geschaffenes Zeichen fiir diese Zahl, oder kurz: sie ses
diese Zahl selbst, — die dann im Gegensatz zu den rationalen eine
trrationale Zahl genannt werden miiBte.

Da erhebt sich nun allerdings die Frage: Geht denn das ohne wei-
teres an? Darf man das tun? Darf man diese neuartigen Symbole, also
die Intervallschachtelungen (x,|y,), ohne weiteres als Zahlen be-
zeichnen ? Die folgenden Betrachtungen sollen zeigen, dal dem keinerlei
Bedenken entgegenstehen.

Zunichst 148t uns die Veranschaulichung dieser Dinge auf der
Zahlengeraden (s. Fig. 1) unsern Entschlul als durchaus berechtigt er-

6
Xal 1"1' X21 le J3 IJ'EI-Vf Yo
| [y —— !
s ;|
J— !
Yo
Fig. 1.

scheinen. Wenn wir durch irgendeine Konstruktion auf der Zahlen-
geraden einen Punkt P markiert haben (z. B. indem wir von O nach
rechts die Diagonale des Quadrates mit der Seite OE abtragen), so
kann man auf mannigfache Art eine Intervallschachtelung angeben,

die den Punkt P erfaBt; z. B. so: Man denke sich zunichst die simt-

lichen ganzen Zahlen %o markiert. Unter ihnen wird es genau eine

geben, sie heiBe p, so daB P auf der Strecke von p einschiieflich bis
(p + 1) ausschlieplich liegt. Wir setzen demgemiB xy = p, yo=p + 1
und teilen das Intervall J, = %, ...y, in 10 gleiche Teile!. Die Teil-

. k . .
punkte sind p + o (mit 2 =0, 1, 2, ..., 10), und unter ihnen mufl

. . k .
es wieder genau einen geben, etwa p -4 Fi’ so daB P zwischen
ke . . o1 k
%, = p + 5, einschlieBlich und y; =p + ‘I .
ist. Das Intervall J; = «; . . . y, teilen wir erneut in 10 gleiche Teile usw.
Denken wir uns dieses Verfahren ohne Ende fortgesetzt, so erhalten
wir eine ganz bestimmte Schachtelung (/,), deren sdmtliche Inter-
valle J,, den Punkt P enthalten. Aufer P kann auch kein zweiter Punkt P’

ausschlieBlich gelegen

1 Statt 10 kann man natiirlich auch irgendeine andere natiirliche Zahl = 2
nehmen. Genaueres dariiber s. § 5.
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wn allen Intervallen [, gelegen sein. Denn dann miilten ja alle Inter-
valle die ganze Strecke PP’ enthalten; das ist aber unmdéglich, da die

Lingen der Intervalle < J, hat die Linge I—:);) eine Nullfolge bilden.

Zu jedem willkiirlich auf der Zahlengeraden gegebenen Punkt P
(mag es ein rationaler Punkt sein oder nicht) gibt es also — offenbar
sogar viele verschiedene — Intervallschachtelungen, die diesen Punkt
und keinen andern enthalten. Und hier — d.h. bei der geometri-
schen Veranschaulichung auf der Zahlengeraden — erscheint uns auch
das Umgekehrte durchaus plausibel: Wenn wir srgendeine Schachte-
lung haben, so scheint es immer einen (und also nach dem eben ge-
gebenen Beweise auch nur diesen einen) Punkt zu geben, der allen
Intervallen derselben angehort, der also durch sie bestimmt wird. Wir
glauben dies jedenfalls aus unserer Vorstellung von der Liickenlosigkest
der Geraden unmittelbar erschlieBen zu Kbnnen!.

Hier bei der geometrischen Veranschaulichung hitten wir also
vollige Gegenseitigkeit: Jeder Punkt 1iBt sich durch eine passende
Intervallschachtelung erfassen, und jede Schachtelung erfaBt immer
genau einen Punkt. Das gibt uns Vertrauen in die ZweckmiBigkeit
unseres Entschlusses, die Intervallschachtelungen als Zakhlen aufzufassen,
den wir nun in der folgenden Definition prizisieren:

Definition. Wir wollen von {jeder Intervallschachtelung (J,) oder
(%0 |Va) Sagen, sie definiere, oder kurz: sie sei eine wohlbestimmte Zahl.
Zur Bezeichnwung derselben gebrauchen wir das Zeichen der Intervall-
schachtelung selbst, und nur zur Abkirzung ersetzen wiv es durch einen
kleinen griechischen Buchstaben und schretben in diesem Sinne elwa®

(Ju) oder (x.|yn)=o0.

Dies erscheint nun trotz allem als ein sehr eigenmichtiger und
willkiirlicher Schritt, und wir miissen nachdriicklichst die oben auf-
geworfene Frage wiederholen: Geht das ohne weiteres an? Diirfen wir
denn ohne weiteres die eben definierten rein begrifflichen Dinge —
nidmlich die Intervallschachtelungen (bzw. das durch eine solche er-
faBte oder eingespannte, noch durchaus fragwiirdige Etwas) — als
Zahlen ansprechen? Sind es denn Zahlen in demselben Sinne wie die
rationalen Zahlen — oder priziser: in dem Sinne, wie wir den Zahl-
begriff durch die Bedingungen 4 festgelegt haben?

1 Der Satz, der diese Tatsache der , Liickenlosigkeit der Geraden‘‘ ausdriick-
lich postuliert — denn nach einem Beweis darf man hier nicht fragen, da es sich
ja lediglich um eine Beschreibung der Form unsever Anschauung von der geraden
Linie handelt — heiBt das CANTOR-DEDEKINDsche Axiom.

2 D.h. ¢ ist eine abkiirzende Bezeichnung fiir die Intervallschachtelung
(Ja) oder (%] 9.

13.
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Die Antwort kann einzig darin bestehen, daB wir entscheiden,
ob die Gesamtheit aller nur denkbaren Intervallschachtelungen bzw.
der dafiir eingefithrten Symbole (],) oder (x,|y,) oder o ein System
von Dingen bildet, das den genannten Bedingungen 4 geniigt?, dessen
Elemente also — so konnen wir diese Bedingungen kurz rekapitu-
lieren — aus den rationalen Zahlen abgeleitet sind und 1. sich ordnen,
2. sich nach vier Spezies verkniipfen lassen, hierbei den Grund-
gesetzen 1und 2, I—IV gehorchen, deren System 3. ein zu den rationalen
Zahlen dhnliches und isomorphes Teilsystem enthilt und 4. das Postulat
des Eudoxus erfiillt. '

Erst wenn diese Entscheidung im giinstigen Sinne ausgefallen ist,
wire alles in Ordnung; denn dann hitten unsere neuen Zeichen ihren
Zahlencharakter bewiesen; es wire fesfgestellt: es sind Zahlen,
deren Gesamtheit wir dann,als das System der reellen Zahlen bezeich-
nen werden.

Die genannte Entscheidung bietet nun nicht die geringsten Schwierig-
Keiten, und wir konnen uns daher bei der Ausfihrung der Einzel-
heiten kurz fassen:

Die Intervallschachtelungen — also unsere neuen Zeichen (%,|y,)—
sind jedenfalls nur mit Hilfe der rationalen Zahlzeichen aufgebaut,
und es bedarf also nur der Erledigung der Punkte 4, 1—4. Hierbei
werden wir folgendermaBen zu Werke gehen: Gewisse unter den
Schachtelungen definieren eine rationale Zahl? also etwas, dessen
Bedeutung und dessen Verkniipfungsarten schon festgelegt sind. Man
nehme nun zwei solche rationalwertige Schachtelungen, etwa (%, |y,) =s
und (x}|y;) =s’. Dann konnen wir an den rationalen Zahlzeichen s
und s’ sofort feststellen, ob s <<, = oder > s’ ist, und kénnen sie
auch mit Hilfe der vier Spezies miteinander verkniipfen. Man hat
nun lediglich zu versuchen, dasselbe direkt an den Schachtelungen fiir
s und s’ selbst zu erkennen bzw. vorzunehmen, und endlich das Er-
gebnis auf die Gesamtheit aller Schachtelungen zu iibertragen. Ein bei
den rationalwertigen Schachtelungen beweisbarer Satz (A) wird uns also
jedesmal Veranlassung zu einer entsprechenden Definition (B) sein.
Wir stellen diese Paare je eines Satzes (A) und einer Definition (B)
zunidchst kurz zusammen3:

Gleichheit: A. Satz. Sind (%, |y,) =s und (x,|y,) =s' zwes
rationalwertige Intervallschachtelungen, so ist dann und nur dann s = s’,
wenn neben

Xy Y, und X Z Yo

1 Man lese daraufhin diese Bedingungen nun noch einmal durch!

2 Wir wollen solche Schachtelungen kurz als rationalwertig bezeichnen.

3 Man deute sich jedesmal den Inhalt von Satz und Definition auf der Zahlen-
geraden.
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auch stets

X, K Yn wnd stets %, <9,
stl
Auf diesen Satz griinden wir nun die

B. Definition. Zwei beliebige Intervallschachtelungen o = (x,|Y,)

und o' = (x| y,) sollen dann und nur dann einander gleich heifen,
wenn

stets x, < vn und stels xp, <9,
1st.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Die Zahlen x, und #} einerseits und die Zahlen y, und y; andererseits
brauchen natiirlich gar nichts miteinander zu tun zu haben. Es ist das nicht ver-
wunderlicher, als daB 4uBerlich so ganz verschiedene rationale Zahlen wie §, £}
und 0,375 als ,,gleich*’ angesprochen werden. Die Gleichheit ist eben etwas, was
nicht a priori feststeht, sondern was definitionsweise festgelegt werden muB, und
was mit einer — rein duBerlich aufgefaliten — starken Verschiedenheit durchaus
vertraglich ist.

—I{n41 .

> und die Schachtelung 12, 2 sind nach
3n | 3n
unserer jetzigen Definition einander gleich.

3. Nach 14 ist z. B. (S — %' s+ %) = s = (s|s), wenn das letztere Zeichen
eine Schachtelung bedeutet, bei der alle linken und alle rechten Intervallenden = s

—}—L):(olo):o.

n

n
2. Die Schachtelung (

I
sind. Speziell ist (—— o

1 Auf die sehr einfachen Beweise der Sitze 14 bis 19 wollen wir aus den all-
gemeinen, S.2 dargelegten Griinden nicht eingehen. Sie werden dem Leser,
sobald er die Gegenstdnde des II. Kapitels beherrscht, nicht die geringsten Schwie-
rigkeiten machen, wahrend sie jetzt befremdlich wirken wiirden; sie sollen uns
iiberdies in dem dortigen Kapitel als Ubungsaufgaben dienen. Nur als Stichprobe
und Anleitung fiir die spateren Aufgaben wollen wir hier den Satz 14 beweisen:

a) Wenn s = s’ ist, so ist neben r, <s < ¥, auch stets #, < s < y;,, woraus
sofort folgt, daB auch stets x, < ¥, und stets #, < ¥, sein muB.

b) Wenn umgekehrt stets », < y; ist, so muB auch s < s’ sein. Denn wire
s>s’, also s — s’ > o, so kénnte man, da (y, — #,) eine Nullfolge ist, einen
Index p so wahlen, daB

Yp— %, <s—s oder x,—5>y,—s

ist. Da aber sicher s <y, ist, so miBte auch x, — s’ > o sein. Daher koénnte
man weiter einen Index » so wihlen, da

yr— e <x,— 5

ist. Wegen #}. < s’ miiBte hiernach auch 3, < x, sein. Wihlt man nun eine na-
tiirliche Zahl m, von der sowohl p als # iibertroffen werden, so wire mit Riick-
sicht auf das Steigen und Fallen unserer Zahlenfolgen erst recht Vin < Xy
entgegen der Voraussetzung, daB stefs x, < y; sein sollte. Es muBl also wirklich
s £ s’ sein.

Vertauscht man bei dem ganzen Beweise die gestrichenen und die ungestriche-
nen GréBen, so ergibt sich ebenso: Wenn stefs #;, < ¥, ist, so muB s’ <'s sein.
— Ist also stets sowohl »,, < ¥4 also auch 7y, < y,, so muBs = s’sein, —w. z. b. w.
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4. Es muB nun noch festgestellt werden — was aber so einfach ist, daB wir
nicht weiter darauf eingehen —, daB (vgl. die FuBnote der vorigen Seite) auf Grund
dieser Definition a) stets ¢ =¢ ist!, b) aus ¢ = ¢’ stets ¢’ = 0 und c) aus ¢ =0¢’,
o’ = ¢’ stets o = o’ folgt.

Ungleichheit: A. Satz. Sind (x,|y,) =s und (x,|y.) =5 zwes
rationalwertige Intervallschachielungen, so ist dann und nur dann
s <s', wenn

zwar stets %, <Yy, aber nicht stets x, <9,

sondern fitr mindestens eine natiirliche Zahl m also y,, < x,, ist.

B. Definition. Sind o = (x,]y,) und ¢’ = (v, |y)) zwei belicbige
Intervallschachtelungen, so soll dann und nur dann o << o' heiflen, wenn

zwar stets %, < Yn, aber nicht stets x, <,,

sondern fitr mindestens eine natiirliche Zahl m also y,, < x,, ist.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Nach Def. 14 und 15 ist nun ersichtlich die Gesamtheit aller nur denk-
baren Intervallschachtelungen geordnet. Denn zwischen irgend zweien von ihnen,
etwa ¢ und ¢’, besteht entweder Gleichheit, oder es ist mindestens einmal ¥, < x;,
— und dann ist ¢ <¢’, oder mindestens einmal y;. < ¥, — und dann ist ¢’ <o
zu nennen. Die beiden letzten Fille konnen auch nicht zugleich eintreten, da
dann, wenn » groBer als » und p ist, um so mehr y;, < #, sein miiBte, was doch
keinesfalls moglich ist. Es besteht also zwischen ¢ und ¢’ tatsiachlich immer eine
und nur eine der drei Beziehungen

c<d, o=0, d<o;
die Gesamtheit unserer neuen Zeichen ist also durch 14 und 15 geordnet.

2. Auch hier miiBte nun in allen Einzelheiten festgestellt werden, daB die
reinen Anordnungssitze 1 bei der eingefiihrten Definition der Gleichheit und Un-
gleichheit giiltig bleiben. Das bietet nach dem Muster des Beweises in der FuB-
note zu Satz 14 so wenig prinzipielle Schwierigkeiten, daB wir darauf nicht weiter
eingehen: Die Anordnungssdtze bleiben tatsdchlich alle giltig.

3. Auf Grund von 14 und 15 ist nun auch fir jedes »

Va0 X Yn.

Was heiit dies? Es bedeutet, daB jede der rationalen Zahlen x, gemiB 14 und 15
nicht gréBer als die Intervallschachtelung ¢ = (#,] y,) ist. Oder: Greift man
eine spezielle der Zahlen x,, etwa %,, heraus und bezeichnet sie kurz mit x, so
kann (s. 14, Bem. 3)

(*y, =) x=<ﬂr——:7

x4+ %) oder = (¥|%)

gesetzt werden, und unsere Behauptung lautet dann:

(#]%) < (#n]¥a) -

1 Hier erkennt man nun, daB dieses ,,Gesetz'* keineswegs trivial ist: Es mu8
eben erst gezeigt werden, daB auf Grund der Definition der Gleichheit tatsidchlich
jede Intervallschachtelung sich selber ,.,gleich“ ist, d.h. daB die Bedingungen
jener Definition erfiillt sind, wenn fiir die zu vergleichenden Intervallschachte-
lungen beidemal dieselbe Schachtelung genommen wird.
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Waire das aber nicht der Fall, so wire fiir mindestens einen Index 7
y,<x, d.h y,<x,,
was dann fiir ein m oberhalb » und p um so mehr
Ym < Z%m

zur Folge hitte. Das ist aber sicher nicht der Fall. Ebenso findet man, daB stets
o < y, ist. Hiernach ist also o fir jedes n als zwischen x, und vy, oder also als im
Intervall J, gelegen anzusehen. Und daB es neben o keine davon verschiedene
Zahl ¢’ geben kann, die die gleiche Eigenschaft besaBe, 148t sich nun auch leicht
zeigen. Gabe es namlich eine Schachtelung ¢’ = (#},| y7), so daB fiir jeden be-
stimmten Index p gleichfalls ¥, < 0’ < y, wire, so besagte die linke Halfte hier-
von genauer (vgl. 3), daB (x,| x,)< (#3 | ¥7) und nach 14 und 15 also x, < ¥},
fiir jedes # erfiillt ist. Da dies insbesondere fiir # = p richtig sein muB, so ist fiir
jedes p also x, < y,, was nach 14 und 15 bedeutet, daBl ¢ <o’ sein muB. Ebenso
bedeutet die rechte Hilfte, daBl ¢’ < o sein mufl. Es ist also notwendig ¢’ =0,
w.z.b.w.

4. Nach 15 ist dann und nur dann ¢ > o, also positiv zu nennen, wenn
(*a| ¥u) > (0] 0), wenn also fiir einen passenden Index p einmal x, > o ist.
Dann ist aber, da die x, ansteigen, erst recht fiir alle » > p stets x, > o. Wir
kénnen also sagen: ¢ = (x,| ¥,) ist dann und nur dann positiv, wenn von einem
gewissen Index an alle Intervallenden positiv sind. — Genau Entsprechendes gilt
natiirlich fiir ¢ < o.

5. Ist hiernach ¢ > o und fiir alle » = p stets x, > 0, so bilde man nun
eine neue Intervallschachtelung (#;, | y7) =¢’, indem man #] = x§ == -++ =x;_,
samtlich = x, setzt, sonst aber alle ' und y’ den entsprechenden GréBen x» und y
gleich macht. Nach 14 ist offenbar ¢ =¢’, und wir konnen sagen: Ist ¢ positiv,
so gibt es stets ,,gleiche’* Intervallschachtelungen, bei denen alle Intervallenden
positiv sind. Genau Entsprechendes gilt fiir o < o.

In bezug auf die Ordnungsfihigkeit hitten also unsere Intervall-

schachtelungen durchaus ihren Zahlencharakter bewdhrt. Nicht schwerer
ist dies beziiglich der Verkniipfungsmoglichkeiten festzustellen.

Addition: A. Satzl. Sind (v,|y,) und (x,|y,) zwei beliebige Inter-
vallschachtelungen, so ist auch (%, + %, | ¥, + ¥,) eine solche; und sind
die ersten beiden rationalwertig und = s baw. = s', so ist es auch die dritte,
und diese bestimmi die Zahl s + s’.

B. Definition. Sind (v,|y.) =0 und (x,|y,) =¢' zwei beliebige
Intervallschachtelungen, und bezeichnet man die daraus abgeleitete Schachte-
lung (%, + %, | ¥ + y2) mit 6", so sagt man, es sei

od'=0c+ 7,
und nennt ¢'’ die Summe von o und o’.

Subtraktion: A. Satz. Mit (x,|y,) st auch (—y,| —%,) eine
Inteyvallschachtelung; und 1ist die erste rationalwertig und =s, so ist
es auch die zweite, und diese bestimmit die Zahl —s.

1 Beziiglich des Beweises vgl. die FuBnote auf S. 29.

16.

17.
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B. Definition. Ist 0 = (x,|y,) eine beliebige Intervallschachtelung,
so sagt man von der Schachtelung (— vy, | —x,) = o, es sei

Jd=—o,

und mnennt ¢' zu o entgegengesetzt. — Unter der Differenz zweier
Intervallschachtelungen versteht man dann die Summe der ersten und
der zur zweiten entgegengesetzten.

Multiplikatiton: A. Satz. Sind (x,|y,) und (x|y,) zwei belicbige
positive Intervallschachtelungen und ersetzt man sie ndtigenfalls (nach
15, 5) durch zwei ihmen gleiche, bei demen simitliche Intervallenden
positiv (oder wemigstens micht megativ) sind, so ist auch (%, %, |y,y5)
eine solche, und sind die beiden ersten rationalwertig umd = s bzw. s,
so ist es auch die dritte, und diese bestimmi die Zahl ss’.

B. Definition. Sind (x,|y,) =0c und (x,|y,) =o' zwei beliebige
positive Intervallschachtelungen, bei demen sdmiliche Intervallenden
positiv sind — was nach 15, 5 keine Einschrinkung bedeutet — und
bezeichnet man die daraus abgelestete Schachtelung (x,x,, | y,y,) mit ¢’
S0 sagt man, es sei

o'=0-0,
und nennt o'’ das Produkt von ¢ und o'.

Die geringen Modifikationen, die an dieser Definition vorzunehmen
sind, falls o oder ¢’ oder beide negativ oder o sind, iiberlassen wir dem
Leser und betrachten von jetzt ab das Produkt irgend zweier Intervall-
schachtelungen als definiert.

Division: A. Satz. Ist (x,|vy,.) eine positive Intervallschachtelung
mit lauter ﬁositibm Intervallenden (vgl. 15, 5), so ist auch <yi

I) .
-] emme
n|¥n

solche,; und ist die erste rationalwertig und = s, so ist es auch die zweile,

und diese bestimmit den Wert %

B. Definition. Ist(x, | y,) = o eine beliebige positive Intervallschach-
telung mit lauter positiven Intervallenden (vgl. 15, 5), so sagt man von

der Schachielung <

1 1) , .
—|—}=0, €S sét
Yo |%n ’

wnd nennt o' zu o reziprok. — Unter dem Quotienten einer ersten durch
eine zweite, positive Intervallschachtelung versieht man dann das Produkt
der ersten mit der reziproken zur zweilen.

Die geringen Modifikationen, die an dieser Definition vorzunehmen
sind, falls ¢ bzw. die in den Nenner tretende Intervallschachtelung
negativ ist, kénnen wir wieder dem Leser iiberlassen und betrachten
von jetzt ab den Quotienten irgend zweier Schachtelungen, deren
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zweite von o verschieden ist, als definiert. — Ist (%, |y, =0 =o,
so kann man durch eine analoge Betrachtung nicht zu einer ,rezi-
proken® Schachtelung gelangen: Die Division durch o bleibt auch hier
unmoglich.

Das Ergebnis der bisherigen Betrachtungen ist nun dieses:

Durch die Definitionen 14 bis 19 ist das System aller Intervall-
schachtelungen im Sinne von 4, 1 geordnet, und im Sinne von 4,2
konnen seine Elemente nach den vier Spezies verkniipft werden. Auf
Grund der jedesmal vorangestellten Sdéze 14 bis 19 besitzt dies System
auBerdem in der Gesamtheit aller rationalwertigen Intervallschachte-
lungen ein Teilsystem, das im Sinne von 4, 3 zum System der rationalen
Zahlen ahnlich und isomorph ist. Wir haben nur noch zu zeigen, da3
es auch das Postulat des Eudoxus erfiillt. Sind aber (x,|y,) =0
und (x| v,) =o' irgend zwei positive Intervallschachtelungen mit
lauter positiven Intervallenden (vgl. 15, 5), so seien x,, und y,, zwei
bestimmte dieser Enden. Dann besagt der Satz des Eudoxus, daB es
eine natiirliche Zahl p gibt, fir die px,, > ,, ist. Dann ist aber die
nach 16 zu bildende Schachtelung po gemil 15 wirklich > ¢'.

Es wire nun lediglich in allen Einzelheiten noch festzustellen (vgl.
14, 4 und 15, 2), daB3 die durch 16 bis 19 definierten vier Spezies zwischen
den Intervallschachtelungen den Grundgesetzen 2 gehorchen. Diese
Feststellung macht wieder nicht die geringsten Schwierigkeiten, und
wir wollen uns daher der Miihe der Ausfithrung entheben. Die Grund-
gesetze der Avithmetik und damit der ganze im System der rationalen
Zahlen giiltige Rechenapparat blesben tatsichlich in Gilltigkedt.

Damit aber haben sich die Intervallschachtelungen nun in jeder
Beziehung im Sinne von 4 als Zahlen bewdhrt: Das System aller Inter-

vallschachtelungen ist ein Zahlensystem, die Schachtelungen selbst
sind Zahlen?.

1 Beziiglich der Addition z. B. wiare zu zeigen:

a) Die Addition ist stets ausfiihrbar. (Das folgt unmittelbar aus der De-
finition.)

b) Die Addition ist eindeutig; d. h. aus ¢ =0’, T =7’ (im Sinne von 14) folgt
6 + 1 =0 4+ 7', — wenn die Summen nach 16 gebildet werden und die Priifung
der Gleichheit wieder nach 14 geschieht. In entsprechendem Sinne wire weiter
zu zeigen:

c) Es ist stets 0 + 7 =71 +0.

d) Es ist stets (o +0) +Tt=0+ (0 + 7).

e) Aus o <o’ folgt stets ¢ +7 <0’ 4+ v. — Und ahnlich bei den drei an-
deren Verkniipfungen.

2 Ob man, wie wir es tun, die Intervallschachtelungen o = (¥, | ¥.) = (J»)
selbst als Zahlen anspricht, oder ob man sich ein hypothetisches Ding eingefiihrt
denkt, das allen Intervallen J, angehort (vgl. 15, 3), und das erst im eigentlichen
Sinne die durch die Schachtelung erfaBte Zahl und somit das allen ,,gleichen*
Schachtelungen Gemeinsame sei, ist schlieBlich belanglos und reine Geschmacks-
sache. — Die Gleichung ¢ = (x, | y,) diirfen wir (vgl. S.27, FuBn.2) von nun

Knopp, Unendliche Reihen, 3. Aufl. 3
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Dieses System bezeichnen wir fortan als das System der reellen
Zahlen. Es ist im Sinne der Ausfithrungen von S. 12 eine Erweiterung
des Systems der rationalen Zahlen, weil es ja auBer den rational-
wertigen Intervallschachtelungen auch noch andere enthilt.

Dies System der reellen Zahlen entspricht iiberdies in umkehrbar
eindeutiger Weise den simtlichen Punkten der Zahlengeraden.
Denn auf Grund der Ausfithrungen von S. 25/26 kénnen wir unmittelbar
sagen: Jeder Schachtelung ¢ entspricht ein und nur ein Punkt, —
nimlich der eine auf Grund des CANTOR-DEDEKINDschen Axioms alle-
mal als vorhanden betrachtete, allen Intervallen J, gemeinsame Punkt.
Und zwei Schachtelungen ¢ und ¢’ entspricht dann und nur dann der-
selbe Punkt, wenn sie im Sinne von 14 einander gleich sind. Jeder reellen
Zahl o (d. h. also: allen untereinander gleichen Intervallschachtelungen)
entspricht genaw ein Punkt und jedem Punkt genau eine Zahl. Den auf diese
Weise einer bestimmten Zahl entsprechenden Punkt nennt man deren
Bild, und man kann nun sagen: Das System der reellen Zahlen 1ift sich
umkehrbar eindeulig auf die Punkte einer Geraden abbilden.

§ 4. Vollstindigkeit und Einzigkeit des Systems der
reellen Zahlen.

Noch zwei letzte Bedenken sind zu zerstreuen!: Wir gingen in
§3 von der Tatsache aus, daB das System der rationalen Zahlen zu
liickenhaft war, um allen Anforderungen zu geniigen, die bei den elemen-
taren Rechenoperationen an dasselbe gestellt werden kénnen. Unser
neu geschaffenes Zahlensystem, das wir fiir das folgende kurz das
System Z nennen wollen, ist in dieser Beziehung gewif3 leistungsfihiger,
denn es enthilt ja z. B. eine Zahl o, fiir die ¢% = 2 ist2 Es bleibt aber
doch die Moglichkeit, daB das neue System Z noch in dhnlicher Weise
Liicken aufweist wie jenes oder in anderer Weise noch einer Erwei-
terung fihig ist.

Wir werfen demgemiB die Frage auf: Ist ein System Z denkbar,
das im Sinne von 4 als ein Zahlensystem anzusehen ist, welches simt-
liche Zeichen des Systems Z, aber aufler diesen noch weitere, von fenen
verschiedene Elemente enthilt?®

an jedenfalls nach Belieben lesen: entweder ,,0 ist eine abkiirzende Bezeichnung
fiir die Schachtelung (#, | ,)*, oder ,,0 ist die durch die Schachtelung (%, | ¥,)
definierte Zahl“.

1 Vgl. hierzu die SchluBworte der Einleitung (S. 2).

2 Denn ist ¢ = (#,| y,) die Schachtelung, die wir S. 21 im AnschluB an die
Aufgabe #% = 2 gebildet haben, so ist nach 18 o2 = (22| y3). Wegen 22 <2
und 92 > 2 ist dann aber 02 = 2, w.z.b.w.

% Z miiBte dann also in shnlichem Sinne eine Erweiterung von Z sein, wie
Z selbst eine Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen ist.
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Es ist leicht zu sehen, daB dies nicht méglich ist, daB vielmehr
der folgende Satz gilt:

Vollstindigkeitssatz. Das System Z aller reellen Zahlen ist keiner
mit den Bedingungen & vertriglichen Evweiterung mehr fihig.

Beweis: Es sei Z ein System, das den Bedingungen 4 gentigt und
das simtliche Elemente aus Z enthilt. Ist dann « ein beliebiges Element
aus Z, so lehrt 4, 4, indem man dort fiir 8 die in Z und also auch in
Z enthaltene Zahl 1 wihlt, daB es eine natiirliche Zahl p > a, und
ebenso, daB es eine andre natiirliche Zahl p’ > — « gibt. Dann ist?
—p'<a<p. Geht man die (endlich vielen) ganzen Zahlen von
— p' bis p durch, so muB es unter ihnen eine letzte geben, welche < « ist.
Nennt man diese g, so ist

gsa<g+1I.

Wendet man auf dieses Intervall, wie schon mehrfach, die 10-
Teilungsmethode an, so erhdlt man eine ganz bestimmte Intervall-
schachtelung (%, | ¥,). Und daB nun die hierdurch erfaBte reelle Zahl o’
nicht Z « sein kann, lehrt ein Beweis, der dem in 15, 3 gegebenen wirt-

lich nachgebildet werden kann. Jedes Element von Z ist also einer

reellen Zahl gleich, so daB Z keine von den reellen Zahlen verschie-
denen Elemente enthalten kann.

Und ein letztes Bedenken wire dieses: Wir sind zwar auf eine
verhiltnism#4Big naheliegende, aber immerhin willkiirliche Art zur
Bildung des Systems Z gelangt. Selbstverstindlich wird man auch
andere Wege einschlagen kénnen, um die Liickenhaftigkeit des Systems
der rationalen Zahlen zu tiberwinden. (Schon im nichsten Paragraphen
werden wir andere, gleichfalls sehr gangbare Wege dieser Art kennen
lernen.) Und es wire nun denkbar, daBl man auf einem andern Wege
auch zu andern Zahlen gelangte, — d.h. zu Zahlensystemen, die sich
in mehr oder minder wesentlicher Weise von dem von uns geschaffenen
unterscheiden. — Die hiermit angedeutete Sachlage wire so zu pri-
zisieren:

Auf irgendeinem Wege sei man, vom System der rationalen Zahlen
ausgehend, zur Konstruktion eines Systems § von Elementen ge-
langt, welches wieder, wie unser System Z, den Bedingungen 4 geniigt
(also als ein Zahlensystem anzusprechen ist), welches aber im Gegensatz
zum System der rationalen Zahlen noch der folgenden weiteren For-
derung geniigt, die man (wegen des eben bewiesenen Satzes) gewthn-
lich als das Vollstindigkeitspostulat zu bezeichnen pflegt: Auf
Grund von 4, 3 enthilt 8 Elemente, die den rationalen Zahlen ent-

1 An dieser Stelle gewinnt das Postulat des Eudoxus seine prinzipielle Be-
deutung.

3*

20.
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sprechen. Ist dann (x,]y,) irgendeine Intervallschachtelung und
sind t, und Y, Elemente aus 3, die nach 4, 3 den rationalen Zahlen
%, und vy, zugeordnet sind, so lautet die Forderung, daf 3 immer
mindestens ein Element 3 enthalten soll, das fiir jedes n den Bedingungen
Tn =8 =), genilgl.

Dann lautet das aufgeworfene Problem genauer: Kann sich ein
solches System J in irgendwelchen wesentlichen Eigenschaften vom
System Z der reellen Zahlen unterscheiden, oder miissen sie vielmehr
in dem ganz prizisen Sinn als wesentlich identisch angesehen werden
(vel. S.10/11), daB sie dhnlich und isomorph aufeinander bezogen
werden konnen?

Der folgende Satz, der dies Problem in dem zu erwartenden Sinne
lost, bedeutet dann den AbschluB des Aufbaues des Systems der reellen
Zahlen.

Einzigkeitssatz. Jedes derartige System 3B muf auf das von uns
geschaffene System Z der veellen Zahlen dhmlich und tsomorph bezogen
werden kinnen. Es gibt also im wesentlichen nur ein solches System.

Beweis. Nach 4, 3 enthilt 8 ein Teilsystem 3’, dessen Elemente
sich den in Z enthaltenen rationalen Zahlen &hnlich und isomorph
zuordnen lassen, und die wir darum kurz die rationalen Elemente
aus B nennen kénnen. Ist dann o = (x,| y,) irgendeine reelle Zahl,
so enthilt § gemiB unserer neuen Forderung ein Element 3, das fiir
jedes # den Bedingungen ¢, < 3 <1, geniigt, wenn g,, und y,, die den
rationalen Zahlen x, und v, entsprechenden Elemente aus 8 sind.

Durch diese Bedingung ist aber das Element 3 eindeutsg bestimmt.
Denn gibe es neben 8 noch ein anderes Element 3’, das gleichfalls
fiir alle # die Bedingungen p, = 3’ =<y, erfiillte, so folgte wortlich
wie beim Beweise von 12, daf fiir alle »

bn—tngig—f’,!’

d.h. = dem nicht-negativen unter den beiden Elementen 8 — 8’ und
8’ — 8 sein miifite. Ist nun » eine beliebige positive rationale Zahl,
t das ihr entsprechende Element in § (also in 8’), so mu3 wegen der
Ahnlichkeit und der Isomorphie von 8’ mit dem System der rationalen
Zahlen neben y, —x, <7 auch §, —g,<<t fiir einen passenden
Index p erfiillt sein. Fir jedes t, das einem positiven rationalen 7 ent-
spricht, wire also '
|8 —8|<rx.

Bedeutet also t, ein spezielles ¢ dieser Art und Bedeutet t,, (n=1,2,...),
dasjenige nach 4, 2 sicher in 8’ vorhandene Element, das #n-mal als
Summand gesetzt die Summe r, ergibt, so sieht man, indem man
die obige Ungleichung fiir r = r,, hinschreibt und #-mal zu sich selbst
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addiert, daB fiir jedes n =1, 2, ... auch
e | 3 — 3, I é uL

sein miilte. Da § aber das Postulat 4, 4 erfiillt, so muB hiernach
g = g’ sein.

Ordnen wir nun dies eindeutig bestimmte Element 8 und die reelle
Zahl ¢ einander zu, so wird deutlich, daB § ein Teilsystem 3* enthilt,
dessen Elemente sich denen des Systems Z aller reellen Zahlen #hn-
lich und isomorph zuordnen lassen. Daf ein solches System Z* aber
keiner mit den Bedingungen 4 vertriglichen Erweiterung mehr fihig
ist, sondern also Z* mit 8 selbst identisch sein muB, war der Inhalt
des vorhin bewiesenen Vollstindigkeitssatzes. Damit ist gezeigt, daB
8 und Z sich dhnlich und isomorph aufeinander beziehen lassen und
also als wesentlich identisch anzusehen sind: Das von uns geschaffene
System Z aller reellen Zahlen ist vm wesentlichen das einzig mogliche,
das den Bedingungen 4 und dem Vollstindigkeitspostulat gendigt.

Fassen wir nach diesen etwas abstrakten Betrachtungen das Haupt-
ergebnis unserer ganzen Untersuchung noch einmal zusammen, so
konnen wir sagen:

Neben den uns vertrauten rationalen Zahlen gibt es noch andere,
die sogenannten irrationalen Zahlen. Eine jede von ihnen laBt sich
(und zwar auf viele Arten) durch eine geeignete Intervallschachtelung
erfassen (bestimmen, geben, ...). Diese irrationalen Zahlen reihen
sich widerspruchslos dem System der rationalen Zahlen ein, und zwar
derart, daBl von dem System Z aller rationalen und irrationalen Zahlen
zusammen die unter 4 formulierten Bedingungen erfiillt sind, da8
man — kurz gesagt — mit ihnen allen formal genaw so, in der Wir-
kung aber erfolgreicher rechnen kann wie mit den rationalen Zahlen
allein. Dieses umfassendere System ist {iberdies keiner mit den Be-
dingungen 4 vertriglichen Erweiterung mehr fihig und wesentlich
das einzige System von Zeichen, das diesen Bedingungen 4 und zu-
gleich dem Vollstandigkeitspostulat geniigt.

Wir nennen es das System der reellen Zahlen.

Seine Elemente, die reellen Zahlen, sind es, mit denen wir weiter-
hin und zunichst ausschlieBlich arbeiten. Eine spezielle reelle Zahl
gilt uns dann und nur dann als gegeben (bekannt, bestimmt, definiert,
berechenbar, . ..), wenn sie entweder eine rationale Zahl ist und also
mit Hilfe der natiirlichen Zahlen, nétigenfalls unter Hinzuziehung eines
Bruchstrichs und eines Minuszeichens vollstindig hingeschrieben werden
kann, oder wenn uns — und dies gilt in jedem Falle — eine sie defi-
nierende Intervallschachtelung gegeben? ist.

1 Also durch die eben beschriebene vollsidndige Angabe ihrer (rationalen)
Intervallenden.
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Sehr bald werden wir indessen sehen, daB es auBer den Intervall-
schachtelungen noch viele andere Wege und Arten gibt, durch die eine
reelle Zahl definiert werden kann. In dem MaBe, wie wir solche Wege
kennen lernen werden, werden wir die eben genannten Bedingungen,
unter denen uns eine Zahl als gegeben gilt, dann auch erweitern.

§ 5. Die Systembriiche und der DEDEKINDsche Schnitt.

Einige von den Intervallschachtelungen abweichende, fiir Theorie
und: Praxis besonders wichtige Arten, reelle Zahlen zu definieren, wollen
wir sogleich angeben.

Zunachst braucht die Schachtelung nicht immer in der von uns
betrachteten Form (x,, | ¥,) gegeben zu sein. Oft 148t sie sich bequemer
schreiben. So sahen wir schon, daB ein Dezimalbruch, z. B. 1,41421...,
sofort als Intervallschachtelung aufgefaBBt werden kann, indem man

% =1,4; %y =T1,41; %3=T1,4T4; ...,

also allgemein x, gleich dem nach # Stellen abgebrochenen Dezimal-
bruch setzt und nun y, aus x, durch Erhchung der letzten Ziffer um

eine Einheit herleitet: vy, = %, + o -

In den Dezimalbriichen haben wir also lediglich eine besonders
bequeme und {bersichtliche Angabe von Intervallschachtelungen zu
sehen?.

Es ist klar, daB die Rolle, die die Grundzahl 10 hierbei spielt, keine
wesentliche ist. Ist g irgendeine natiirliche Zahl = 2, so kénnen wir
ganz ebenso systematische Briiche (oder kiirzer: Systembriiche) mit der
Grundzahl g einfithren: Eine gegebene reelle Zahl ¢ bestimmt zunichst

eindeutig eine ganze Zahl (% o) durch die Bedingung

p=o<p+1.

Das Intervall J, von p bis p + 1 werde nun in g gleiche Teile
geteilt. Zu jedem dieser Teile rechnen wir hierbei — und ebenso
bei den folgenden Schritten — den linken, nicht aber den rechten
Endpunkt. Dann gehort ¢ einem und nur einem dieser Teile an,
d. h. es gibt unter den Zahlen o, 1, 2, ..., g — I eine und nur eine
— wir wollen sie kurz eine ,,Ziffer* nennen und mit z, bezeichnen —,
so daf3

pH2<o<pt s

ist. Das hierdurch bestimmte Intervall J, teilen wir nun erneut in g

1 Ihr Nachteil liegt darin, daB man nur selten die GesetzmiBigkeit in der
Aufeinanderfolge der Ziffern — also das Bildungsgesetz der x, und y,, — durch-
schauen kann.
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gleiche Teile, und ¢ wird wieder einem und nur einem derselben an-
gehoren, d. h. es wird wieder eine bestimmte ,,Ziffer* z, geben, so daB

241

2

P+l pSo<p+ T+

ist. Das hierdurch bestimmte Intervall J, teilen wir erneut in g gleiche
Teile usw. Die hierdurch bestimmte Intervallschachtelung (J,) = (%, ¥,,),
fiir die

z 2 Zp— 2,
Xy=p+ >+ 5+ + 2+

g ¢ g g

21 29 Zpn-1 z +I (%=1,2,3’,__)’
yn—~ﬁ+?+’g€+“‘+§n‘: P

ist!, definiert offenbar die Zahl ¢, so daB ¢ = (%, [ ¥.) ist. Nach Analogie
der Dezimalbriiche werden wir nun aber

C=pP+0, Z...

schreiben diirfen, — wobei dann allerdings die Grundzahl g dieses
Systembruches aus dem Zusammenhange heraus bekannt sein muB.
Es gilt also der

1

Satz 1. Jede reelle Zahl lift sich auf eine und wesentlich nur etne?
Art durch einen Systembyruch mit der Grundzahl g darstellen.

Wir erwdahnen noch den weiteren sich auf diese Darstellung be-
ziehenden Satz, der im folgenden indessen keine Verwendung findet:

Satz 2. Dey Systembruch fitr eine veelle Zahl o fillt — welches auch
die gewdhlte Grundzahl g = 2 setn mag — dann wnd nur dann periodisch
aus, wenn ¢ rattonal 1st3.

! DaB eine Intervallschachtelung vorliegt, ist ja unmittelbar klar, da stets

I
I SX< Yy < VYpoq ist und y, — x, = po nach 10, 7 eine Nullfolge bildet,
2 Die geringe Anderung, die in unserm Verfahren eintritt, wenn wir den Inter-
vallen jedesmal den rechten und #ick¢ den linken Endpunkt zurechnen, wird sich
der Leser wohl allein zurechtlegen kénnen. Der Systembruch ist dann und nur dann
ein anderer, wenn die gegebene Zahl ¢ eine rationale ist, die mit einer Potenz

von g als Nenner geschrieben werden kann, oder also, wenn der Punkt ¢ einmal

Endpunkt eines unserer Intervalle ist. — In der Tat sind die beiden Intervall-
schachtelungen
P40, 2. . % 42 —1)(g—1)(g—1)... und p+4 o0, 2 2...%_32,00 ...,

bei denen die Ziffer 7z, = 1 gedacht wird, gemaB 14 einander gleich. Sonst sind
zwei nicht identische Systembriiche auch gemafB 14 nicht gleich. — Daf§ hiervon
abgesehen die Darstellung jeder reellen Zahl ¢ durch einen Systembruch mit der
Grundzahl g eine voéllig eindeutige ist, wird sich der Leser leicht selbst beweisen
konnen.

3 Wir sehen hier die ,,abbrechenden’ Systembriiche der Einfachheit halber
als periodisch mit der Periode o an. — DaB jede rationale Zahl durch einen peri-
odischen Dezimalbruch dargestellt werden kann, hat schon J. Wattris: De algebra

22.
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Besonders vorteilhaft ist oft die Wahl g = 2; man nennt dann
das Verfahren zur Erfassung der Zahl ¢ kurz die Halbierungsmethode,
den resultierenden Systembruch, dessen Ziffern dann nur o und 1 sein
konnen, einen dyadischen Bruch. Diese Methode besteht also, etwas
allgemeiner angesehen, darin, daB man von einem bestimmten Intervall
J o ausgeht, von seinen beiden Hilften nach irgendeiner Regel oder unter
irgendeinem Gesichtspunkt eine bestimmte auswihlt und mit J; be-
zeichnet, — daB man sodann wieder eine bestimmte der beiden Hilften
von J, mit J, bezeichnet usw. Man erfaBt dann stets eine wohl-
bestimmte reelle Zahl, die durch die Art der jedesmaligen Auswahl
zwischen den beiden Hilften voéllig eindeutig definiert istl.

In den Systembriichen sehen wir hiernach, wie in den Dezimal-
briichen, lediglich eine besonders bequeme und iibersichtliche Form
der Angabe einer Intervallschachtelung. Sie sollen demgemifi zur
Definition reeller Zahlen fortan ebenso zugelassen werden wie jene.

Ein wenig tiefer liegt der Unterschied zu den Intervallschachte-
lungen bei der folgenden Methode, eine reelle Zahl zu erfassen.

Auf irgendeine Weise seien uns zwei Klassen A und B von Zahlen
gegeben?, doch so, daB folgenden drei Bedingungen geniigt ist:

1. Jede der beiden Klassen enthilt mindestens eine Zahl.

2. Jede Zahl der Klasse A ist < jeder Zahl der Klasse B.

3. Wenn eine beliebige positive (kleine) Zahl ¢ vorgeschrieben
wird, so soll sich aus 4 und B je eine Zahl — etwa a’ aus 4 und b’ aus
B — so auswihlen lassen, dal3

V—d<e
ist3. — Dann gilt der

Satz 8. Es gibt stets eine und nur eine reelle Zahl o derart, daf
fitr jede Zahl a aus A und fitr jede Zahi b aus B die Bezichung

a<Lo<b
gilt.

tractatus, S. 364, 1693 bewiesen. DaB umgekehrt jede irrationale Zahl stets
und nur auf eine Weise durch einen nicht-periodischen Dezimalbruch dargestellt
werden kann, hat erst O. Storz (Allgemeine Arithmetik I, S. 119, 1885) all-
gemein bewiesen.

1 Ein Beispiel war schon unter 12, 2 gegeben worden.

2 Z.B.: A enthilt alle rationalen Zahlen, deren dritte Potenz < 5, B alle
rationalen Zahlen, deren dritte Potenz > 5 ist.

3 Man sagt kurz: Die Zahlen der beiden Klassen kommen einander beliebig
nahe. Bei dem Beispiel der vorangehenden FuBnote sieht man sofort, daB die
Bedingungen 1 und 2 erfiillt sind; daB auch 3 erfiillt ist, erkennt man, wenn
man sich (etwa nach der 10-Teilungsmethode) zwei nur in der letzten Ziffer um
eine Einheit unterschiedene #u-stellige Dezimalbriiche x, und y, herstellt, fiir die

1
%p <5, ¥n > 5 ist und bei denen » so gewahlt wird, daB —— <e ist.
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Beweis. DaB es nicht zwei verschiedene solche Zahlen, etwa ¢
und ¢’, geben kann, ist wieder sofort klar. Denn setzt man I oc—o [ =g,
so wire ¢ positiv, aber entgegen der Bedingung 3 fiir jedes Paar von
Elementen 4 und b aus 4 und B stets b —a = «.

Es gibt also héchstens esme solche Zahl ¢. Man findet sie so: Nach
Voraussetzung gibt es in A wenigstens eine Zahl 4, und in B wenigstens
emne Zahl by. Ist hier a; = b,, so ist ihr gemeinsamer Wert ersichtlich
die gesuchte Zahl ¢. Ist aber a; = by, also (nach 2) a, < b,, so wihlen
wir zwei rationale Zahlen %, < a; und y, = b, und wenden auf das
durch sie bestimmte Intervall J, die Halbierungsmethode an: Wir
bezeichnen die linke oder die rechte Hélfte mit [,, je nachdem in der
linken Hilfte (einschiieflich der Endpunkie) noch ein Punkt der Klasse B
liegt oder nicht. Nach derselben Regel bezeichnen wir wieder eine be-
stimmte Hilfte von J, mit J, usw.

Die Intervalle J;, J,, .. ., J4, . . . bilden, weil nach der Halbierungs-
methode gewonnen, eine Schachtelung

Sie haben iiberdies gemidB ihrer Bildungsweise die Eigenschaft, daB
weder links vom linken Endpunkt eine Zahl aus B noch rechts vom
rechten Endpunkt eine Zahl aus A4 liegen kann.

Daraus folgt aber sofort, daB die erfaBte Zahl ¢ die verlangte
Eigenschaft hat. Wire namlich eine spezielle Zahl g aus A entgegen
der Behauptung >0, also 2 — o >0, so wihle man aus der Folge
der Intervalle J, ein spezielles aus, etwa J, =x, ... y,, dessen Linge
< g —o ist. Wegen x,< ¢ < y, wire dann

Yyp— 0 y,—2%,<a—o, dh y,<a,
wahrend doch rechts vom rechten Endpunkt y, von [, tatsichlich

kein Punkt aus A mehr liegt. Wire andrerseits einmal b<o, so

folgte analog fiir einen geeigneten Index ¢, daB b< x, sein miiBte,
wihrend doch links vom linken Endpunkt eines Intervalles tatséchlich
kein Punkt aus B mehr liegt. Es mup also stetsa = ¢ < b sein, w. z. b.w.

Nur ein besonderer Fall hiervon ist der folgende Satz, der eine
Erweiterung und Erginzung des Satzes 12 auf den Fall bildet, da3
die dort auftretenden Zahlen beliebig reell sind. Bei seiner Formu-
lierung nehmen wir die sehr naheliegenden Definitionen 28—25 des
folgenden Paragraphen vorweg:

Satz 4. Ist (x,) eine monoton wachsende, (y,) eine monoton fallende
Folge belicbiger veeller Zahlen, ist fitr jedes n diberdies %, < v, und bilden
die Differenzen vy, — %, =d,, eine Nullfolge, so gibt es stets eine und
nur eine reelle Zahl o, so daf filr alle n stets

i S0 Yy
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1st. — Wair sagen dann wieder (vgl. Definition 11): Die vorgelegten Folgen
definieren eine Intervallschachtelung (%,|y,), und o sei die durch
sie (evndeutig) definierte Zahl.

Beweis. Bildet man aus allen linken Intervallenden x, eine
Klasse A, aus allen rechten Enden ¥, eine Klasse B von reellen
Zahlen, so geniigen diese offenbar den Bedingungen 1 bis 3 zu Satz 3,
der nun sofort die Richtigkeit unserer jetzigen Behauptung ergibt.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Statt der Forderung 3 ist es oft bequemer zu fordern, daB z.B. jede
vationale Zahl entweder zu A oder zu B gehort (wie dies im Beispiel der letzten
FuBnote der Fall war). Dann ist namlich, da die rationalen Zahlen dicht liegen,
die Forderung 3 von selbst erfiillt. Um dies einzusehen, braucht man sich namlich
nur die ganze Zahlengerade in gleiche Teile von einer Linge < &/2 geteilt zu
denken. Man betrachte nun irgendeinen dieser Teile, der ein Element aus 4,
und einen rechts davon gelegenen dieser Teile, der ein Element aus B enthalt,
sowie die endlich vielen dieser Teile, die etwa zwischen beiden liegen. Unter diesen
Teilen muB es einen ersten geben, der ein Element b aus B enthilt. Dann liegt
in diesem oder in dem vorangehenden Teile auch ein Element a aus 4, und es ist
b—a<es.

2. Oft ist es noch bequemer, alle reellen Zahlen auf die Klassen 4 und B zu
verteilen. Dann ist die Forderung 3 natiirlich erst recht von selbst erfiillt.

3. Sind die Klassen 4 und B gemiB einer der eben besprochenen Arten ge-
geben, so sagt man, es sei ein DEDEKINDscher Schnitt im Bereich der rationalen
bzw. reellen Zahlen gegeben; und auch die etwas allgemeinere Angabe von zwei
Klassen, wie sie unserm Satze zugrunde liegt, wollen wir kurz einen Schnitt
nennen und mit (4 | B) bezeichnen. — Unser Satz kann dann kurz dahin aus-
gesprochen werden: Ein Schuitt (A | B) definiert stets eine wohlbestimmte veelle
Zahl 0. Und sein Beweis besteht einfach darin, daB aus der Angabe des Schnittes
die Angabe einer bestimmten Intervallschachtelung hergeleitet wird, die eine
Zahl ¢ mit den verlangten Eigenschaften liefert.

4. Da hiernach jeder Schnitt sofort eine bestimmte Intervallschachtelung
liefert, wollen wir fortan auch die Schnitte zur Erfassung (Bestimmung, Defi-

nition, . ..) von reellen Zahlen zulassen; und wir schreiben, wenn der Schnitt
(A | B) die Zahl ¢ definiert, nun auch kurz
(4|B)=o0.

5. Das Umgekehrte ist natiirlich auch der Fall und noch einfacher zu sehen:
Ist die Schachtelung (v, | y,) = ¢ vorgelegt, und bildet man aus allen linken
Intervallenden x, eine Klasse 4, aus allen rechten Enden eine Klasse B, so liefern
diese Klassen ersichtlich einen Schnitt, durch den gleichfalls die Zahl ¢ definiert
wird. Eine Schachtelung kann hiernach als ein spezieller Schnitt aufgefaBt werden.

6. Nach der letzten Bemerkung ist die Methode der Schnitte (zur Erfassung
reeller Zahlen) an Allgemeinheit der der Schachtelungen iiberlegen. Sie ist auch
anschaulich ebenso bequem zuginglich wie diese. Denn nehmen wir etwa den
Schnitt (4 | B) in der etwas spezielleren, unter 2 besprochenen Form als Schnitt
im Bereich der reellen Zahlen, so besagt unser Satz: Wenn man alle Punkte der
Zahlengeraden in zwei Klassen 4 und B verteilt, z. B. die einen schwarz, die
andern weiB gefarbt denkt, und wenn dabei 1. von jeder Art wenigstens ein Punkt
da ist, wenn 2. jeder schwarze Punkt links von jedem weiBen Punkt liegt und
3. auch wirklich jeder Punkt entweder schwarz oder weiBl gefarbt ist, so miissen
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die beiden Klassen an einer ganz bestimmten Stelle zusammenstoen, und links
von dieser Stelle ist alles schwarz, rechts davon alles wei3.

7. Man hiite sich aber, die eben gegebene Veranschaulichung fiir einen Beweis
zu halten. Hitten wir uns nicht vorher mit Hilfe der Intervallschachtelungen
die reellen Zahlen geschaffen, so ware unser Satz iberhaupt gar nicht zu beweisen,
— ebensowenig wie wir beweisen konnten, daf jede Schachtelung eine Zahl defi-
niert. Wir entschlossen uns nur — und der Erfolg gab uns vollauf recht — jede
Schachtelung als Zahl anzusprechen. Genau so kann man sich — und das ist
tatsichlich der Ausgangspunkt R. DEDEKINDs! beim Aufbau des Systems der
reellen Zahlen — entschlieBen, jeden Schnitt im Bereich der rationalen Zahlen
als ,,veelle Zahl' anzusprechen; und man hitte dann nur, ganz entsprechend
unsern Untersuchungen in § 3, auch hier zu priifen, ob das erlaubt ist, ob ,.es
denn angeht’; d.h. man hitte festzustellen, ob die Gesamtheit aller solchen
Schnitte (4 | B) im Sinne der Bedingungen 4 ein Zahlensystem bildet, — was nicht
schwieriger ist als unsere analogen Feststellungen in § 3.

Von nun ab bilden die reellen Zahlen unser zunichst ausschlieB-
liches Arbeitsmaterial. Dabei werden wir den Zusatz ,reell nach
Belieben auch weglassen diirfen: Unter ,,Zakl* verstehen wir bis auf
weiteres stets eine reelle Zahl.

Aufgaben zum I. Kapitel.

1. Aus den Grundgesetzen 1 und 2 sollen die wichtigsten weiteren Rechen-
regeln hergeleitet werden, z. B. a) das Produkt zweier negativer Zahlen ist positiv;
b) aus a + ¢ < b + ¢ folgt stets a < b; c) fiir jedes a ist a-0 = o usw.

2. Wann gilt in 3, II, 4 ein Gleichheitszeichen?

3. Man stelle die folgenden Zahlen als dyadische (triadische) Briiche dar:

I 3 1 1 10

2 » 'g' ’ E‘ » 7 ’ —]E—’; ’
fir ]/;, V}, 7t und ¢ gebe man die Anfangsziffern der dyadischen (triadischen)
Darstellung.
n ___ n

4, Fiir die Folge 6, 7 ist x, = Oﬁ , wenn o und f§ die Wurzeln der qua-
dratischen Gleichung #2 = » 4+ 1 bedeuten. (Anleitung: Die Folgen («") und (87)
haben dasselbe Bildungsgesetz wie die Folge 6, 7.)

5. Man bilde die Folge (»,), deren Glieder fiir # > 1 durch die Formel

Fpr=0a%, +bx, ,

geliefert werden, in welcher ¢ und b gegebene positive Zahlen und die Anfangs-
glieder xy, ¥, =0, I; =1,0; =1, a; =1, B oder beliebig sind (« und § sollen
hierbei die positive und die negative Wurzel der Gleichung x% = ax + b bedeuten).
Man gebe fiir jeden der Fille eine explizite Formel fiir »,.

6. Ist J,, J1. Ja. ... eine Folge ineinander geschachtelter Intervalle, iiber
deren Langen sonst nichts bekannt ist, so gibt es mindestens einen Punkt, der
allen [, angehort.

7. Eine reelle Zahl ¢ ist irrational, wenn man eine wachsende Folge ganzer
Zahlen (g,,) so finden kann, daB ¢, 0 niemals eine ganze Zahl ist, daB aber (7,0 — p4)
eine Nullfolge wird, wenn p,, die zundchst bei ¢,0 gelegene ganze Zahl bedeutet.

1 Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872.
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8. Man zeige, daB in (#,| y,) Intervallschachtelungen vorliegen, wenn

_ 424 (n—1)? y B o SR

n3 " n8

a) x, r=1,2,...);

b) o< #; <y, und fir #>1 stets 2,,,=V%p Y, Vur1=3%Fn+Va);

c) o< %< »  » s v Fp1=%Fn+va), :Vn+1=Ym?
d) o<z, <y .~ . v Y1 =3Fn+a), ”n+1=]/m;‘
e) o< <Y1 » . ,, » x,m:Vrym Va1 =% (Fpp1t+ ¥0):
f) o< <y » » yn+1='/Tyn: T =5 Fpt Vns1):
g) o< <¥1 » ” v Yan=%F+a), *n+1=M
Y1

gesetzt wird, und bestimme in den Fallen a) und g) die dadurch definierte Zahl.
(Vgl. hierzu Aufgabe 91 und 92.)

II. Kapitel.
Reelle Zahlenfolgen.

§ 6. Beliebige reelle Zahlenfolgen und Nullfolgen.

Wir greifen nun noch einmal auf unsere Betrachtungen in §2
zuriick, verallgemeinern sie aber dadurch, daB alle jetzt auftretenden
Zahlen beliebige reelle Zahlen sein diirfen. Da sich mit diesen formal
genau so operieren 1iBt wie mit den rationalen Zahlen, so werden
bei dieser Verallgemeinerung die Definitionen und Sitze des §2 im
wesentlichen ungedndert bleiben. Wir kénnen uns daher kurz fassen.

© Definition'. Ewntspricht jeder natiirlichen Zahi n =1, 2, 3, ...
etne wohlbestimmie Zahl x,, so bilden diese Zahlen

Kys Xy Kgy vvvs Xpy oo
ewne Zahlenfolge.

Die Beispiele 6, 1—12 sind natiirlich auch hier zulissig. Ebenso behalten
die Bemerkungen 7, 1—6 volle Giiltigkeit. Wir geben noch ein paar Beispiele,
bei denen es nicht ohne weiteres zu sehen ist, ob die auftretenden Zahlen rational
sind oder nicht.

Beispiele.

1. Es sei a = o,3010. . ., d. h. gleich dem Dezimalbruch, dessen erste Ziffern
auf Grund der Aufgabe 10¥ = 2 in der FuBnote von S.24 bestimmt wurden,
und nun

¥,=a" fir n=1, 2, 3, .
I

at+n’

2, Bei derselben Bedeutung von g sei #, =

1 Uber die Bedeutung des Zeichens © vgl. das Vorwort, sowie spiter den
Anfang des § 52.
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3. Man wende auf das Intervall J, = o...1 die Halbierungsmethode an und
nehme das erstemal die linke Hilfte, die beiden folgenden Male die rechte Halfte,
bei den nichsten 3 Schritten wieder die linke, dann 4mal die rechte Halfte usw.
Die definierte Zahl! heile b (welchen Wert hat sie ungefihr ?), und es werde nun
%, der Reihe nach

I I

= - L LI e _pe, L 1 3
=+b, =b o, g FE B gy, — e, 0%

gesetzt.

4. Bei derselben Bedeutung von b werde x, der Reihe nach

=1—b, 14+b, 1—0b% 14+0b% 1 —0% 1403, ...
gesetzt.

5. Bei derselben Bedeutung von a und b sei #, der Mittelpunkt der Strecke
zwischen beiden, also #; = } (a 4 b); #, sei der Mittelpunkt zwischen %, und b;
%3 der zwischen #, und a; x, der zwischen x; und b; — es sei also allgemein x,,,
der Mittelpunkt zwischen x, und a oder zwischen x, und b, je nachdem % gerade
oder ungerade ist.

Definitionen. © 1. Eine Zahlenfolge (x,) heift beschriankt, falls es
eine Konstante K gibt, so daf fiar alle n die Ungleichung

% < K
erfiillt ist.

2. Ewe Zahlenfolge (x,) heifft monoton wachsend, wenn stets
Xp = Xpyq 15E; monoton fallend, wenn stets x, = x,,, ist.

Alle bei 8 und 9 gemachten Bemerkungen behalten ihre volle Giiltigkeit.

Beispiele.
1. Die Folgen 28, 1, 2, 4 und 5 sind ersichtlich beschrinkt. Die 3. ist
es nicht, und zwar weder nach rechts noch nach links; denn es ist sicher
1 1 . 1
o<b< —Z—und alsob—"; > 2™ > m und somit — im < —m. Man kann also stets

Glieder der Folge angeben, die > K oder << — K sind, wie groB auch die Kon-
stante K gewahlt wird. — Bei 5 folgt die Bescliranktheit daraus, daB alle Glieder
zwischen @ und b liegen.
2. Die Folgen 23, 1 ugd 2 sind monoton fallend ; die andern sind nicht monoton.
Auch die Definition 10 der Nullfolge und die daran gekniipften
Bemerkungen — man lese sie nochmals sorgfiltig durch! — bleiben
ungeindert.

ODefinition. Eine Folge (x,) soll als Nullfolge bezeichnet werden,
wenn nach Wahl einer beliebigen positiven Zahl ¢ sich stets eine Zahl
Ny = Mg (&) So angeben 1ift, daf fir alle n > ny die Ungleichung

|2, | <e
erfillt ist2. i

1 Als dyadischer Bruch geschrieben ist b = o,01100011110. ..
2 Da unterhalb jeder positiven reellen Zahl & noch eine positive rationale
Zahl ¢ angegeben werden kann (denn wahlt man nach dem Grundgesetz 2, VI
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Beispiele.
1. Die Folge 28, 1 ist eine Nullfolge, denn der Beweis 10, 7 gilt fiir beliebige
reelle q, fiir die | a|< 1 ist.

1 1
2. Auch 23, 2 ist eine Nullfolge, da | %, | < o also < ¢ ist, sobald # > e

Uber die Nullfolgen — sie werden weiterhin eine vorherrschende
Rolle spielen — beweisen wir noch eine Anzahl ganz einfacher, aber
im folgenden unausgesetzt angewandter Sitze. Ganz naheliegend sind
zunichst die folgenden beiden:

©Satz 1. Ist (x,) eine Nullfolge, und geniigen die Glieder der
Folge (x,) fiir alle n von einer Stelle an der Bedingung | x,, | < | x,, | oder
allgemeiner der Bedingung

|x;bi§K‘]xn’:

wn der K eine beliebige (feste) positive Zahl bedeutet, so ist auch (x,) eine
Nullfolge.

Beweis. Ist die Bedingung | %, | < K- | x,,| fiir # > m erfiillt, und
wird ¢ > 0 gegeben, so 1aBt sich nach Voraussetzung #, > m so an-
geben, daB fiir alle # > n, stets | x, | < f:f bleibt. Da fiir dieselben #

dann auch | ;| < ¢ ist, so ist (x]) eine Nullfolge.

Nur ein besonderer Fall dieses Satzes ist der folgende
OSatz 2. Ist (x,) etne Nullfolge und (a,) irgendeine beschrinkte
Zahlenfolge, so bilden auch die Zahlen
x’;l = a'ﬂ xn
eine Nullfolge. — Wegen dieses Satzes sagt man kurz: Eine Nullfolge
,,darf* mit beschrinkten Faktoren multipliziert werden.

Beispiele.
. . %q EA .
1. Mit (»,) ist auch 107,, =2, 104, —, 10 %5 ... eine Nullfolge.
10 10

2. Mit (x,) ist auch (|»,|) eine Nullfolge.
3. Eine Folge, deren simtliche Glieder denselben Wert, etwa den Wert ¢
haben, ist gewiB beschrinkt. Mit (#,) ist daher auch (c#,) eine Nullfolge. Speziell

sind also (%) , (cam), (fir |a| < 1), usw. Nullfolgen.
Etwas tiefer liegen schon die folgenden Sitze:

©Satz 1. Ist (x,) eine Nullfolge, so ist auch jede Teilfolge (x) der-
selben eine Nullfolgel.

I I
eine natiirliche Zahl » >—€, so leistet & = - das Verlangte), so ist im Falle

rationaler Zahlenfolgen diese Definition mit der in 10 gegebenen gleichbedeutend,
obwohl bei dieser nur rationale ¢ zugelassen werden konnten.
! Bilden k; < ky < k3<-'*< k,<--- irgendeine Folge natiirlicher Zahlen,

so sagt man, daB die Zahlen , ( )
xn = n=1,2,3,...

eine Teilfolge der gegebenen Folge bilden.
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Beweis. Ist fiir n > n,stets | x,,| <&, soist fiir diese # von selbst auch
|2 | =[] <e,
da ja mit » sicher auch %, > n, ist.

OSatz 2. Eine beliebige Folge (x,) werde in zwei Teilfolgen ()
und (x) zerlegt, derart, daf also jedes Glied von (x.,) einer und nur einer
dieser beiden Teilfolgen angehort. Sind dann (x)) und (xi) beides Null-
folgen, so ist auch (x,) selbst eine solche.

Beweis. Wihlt man eine Zahl ¢ > 0, so gibt es nach Voraus-
setzung eine Zahl #’, so daB fiir n > n’ stets |, | <e ist und ebenso
eine Zahl n”’, so daB fiir n > n'’ stets | %), | < ¢ ausfillt, Die Glieder x,,
deren Index < #’ ist, und die Glieder #,, deren Index < #'’ ist, haben
innerhalb der urspriinglichen Folge (x,) wohlbestimmte Nummern.
Ist u, die gréBte derselben, so ist fiir # > n, offenbar stets | %, | <é,
w.z. b. w.

OSatz 8. Ist (x,) esne Nullfolge und (x.) eine beliebige Umordnung*

n

derselben, so ist auch (x,) eime Nullfolge.

Beweis. Fir n > n, sei stets |x,|<e Unter den Nummern,
die die endlich vielen Glieder x,, %,, . .., #,, in der Folge (x;) tragen,
sei n' die groBte. Dann ist ersichtlich fiir n > n’ stets | %, | < &; also

ist auch (x]) eine Nullfolge.

OSatz 4. Ist (x,) eine Nullfolge und enisteht die Folge (x)) aus ihr
durch irgendwelche endlich viele Anderungen® so ist auch (x,) eine
Nullfolge.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB fiir ein passen-

des ganzzahliges ;b%o von einer Stelle ab %, = %, , sein muB. Denn
sind die %, fir # = #, ungeindert geblieben und hat %, in der Folge

(x;) die Nummer #’ bekommen, so ist in der Tat fiir » > %’ stets
/
Xn = Xntp>
wenn p = n, — n’ gesetzt wird3.

1 Ist &y, ky,. . .., Ry, . ..eine Folge natiirlicher Zahlen von der Beschaffenheit,
daB jede natiirliche Zahl in ihr ein- und nur einmal vorkommt, so sagt man, daB
die Folge der Zahlen

¥ = ¥,
eine Umordnung der gegebenen Folge sei.

2 Wir wollen diesen Begriff so prizisieren: Wenn man eine beliebige Folge
dadurch verandert, daB man endlich viele Glieder weglaBt oder einfiigt oder
abindert (oder alles zusammen) und die so verinderte Folge (unter Beibehaltung
der Reihenfolge der nicht abgeinderten Glieder) neu numeriert als Folge (#,), so
wollen wir sagen, (%) sei durch endlich viele Anderungen aus (x,) hervorgegangen.

3 Gerade wegen dieses Satzes sagt man wohl, die Eigenschaft einer Folge,
Nullfolge zu sein, beziehe sich nur auf das infinitdre Verhalten ihrer Glieder (vgl.
S. 16).
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Satz 5. Sind (x;) und (x,) zwei Nullfolgen, und steht die Folge (x.,)

2u thnen in der Bezichung, dafl von einer Stelle m an stets
Ko = Xp S %y, (n >m),
ist, so ist auch (x,) eine Nullfolge.

Beweis. Nach Wahl von ¢ > o kann #n, > m so gewihlt werden,
daB fiir n > n, stets —e < #, und %, < +e¢ bleibt. Fiir diese # ist
dann von selbst —e<#%,<+¢, d.h. |x,|<e, w.z.b.w.

Das Rechnen mit den Nullfolgen endlich wird durch die beiden
folgenden Sitze begriindet:

OSatz 1. Sind (x,) und (x)) zwei Nullfolgen, so ist auch

(yn) = (%, + 23),
d. h. die Folge, deren Glieder die Zahlen y, = x, + x, sind, eine Null-
folge. — Kiirzer: Zwei Nullfolgen ,diirfen'* gliedweis addiert werden.

Beweis. Wird & > o beliebig gewihlt, so gibt es nach Voraus-
setzung (vgl. 10, 4 u. 12) je eine Zahl #, und #,, so daB

fir »#>mn; stets |x,,[<; und fir #>mn, stets ]x;,|<7'S

ist. Ist dann #, eine Zahl, die = #, und = n, ist, so ist fiir n > #,
’ € €
Iy"l:‘x"+x‘n'§|xn¥+'3’;|<7+7=8.

(yn) ist also eine Nullfolge®.
Da mit (x,) nach 26, 3 (oder 10,5) auch (—x)) eine Nullfolge

n
ist, so ist nach dem eben Bewiesenen auch (y}) = (¥, — #.) eine
solche, d. h. es gilt der

©Satz 2. Mit (x,) und (x,) ist auch (y,) = (x, — x.) eine Null-

n
folge. Oder kiirzer: Nullfolgen ,ditrfen‘‘ gliedweis subtyahiert werden.

Bemerkungen.
1. Da man zwe: Nullfolgen gliedweis addieren darf, so darf man es auch mit
dreien oder mit irgendeiner bestimmten Anzahl von Nullfolgen tun. Denn ist dies
schon fiir (p — 1) Nullfolgen (#}), (#%), ..., (# ") bewiesen, ist also schon

(o 2 oo P 0)
als Nullfolge erkannt, so liefert Satz 1 dasselbe fiir die Folge (,), fiir die
Xp = (x;L +ee+ xg‘p—l)) + x;lp)

ist. Der Satz gilt also fiir jede feste Anzahl von Nullfolgen.

2. DaB zwei Nullfolgen auch gliedweis miteinander muitipliziert werden ,,diir-
fen“, ist nach 26, 1 ohne weiteres klar, da ja die Nullfolgen nach 10, 11 von selbst
beschrankt sind.

3. Eine gliedweise Division dagegen fiihrt im allgemeinen nicht wieder auf
Nullfolgen, was z. B. schon daraus zu ersehen ist, daB fiir ein #, & o ja stets
n_ 1 ist. Nimmt man gar x, = i, ¥, = % , so liefern die Quotienten %,"—

n " n

nicht einmal eine beschrinkte Folge!

1 Bei der letzten Abschatzung wurde 8, II, 4 benutzt.
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4. Auch bei andern Folgen (v,) kann man zunichst nur wenig iiber die

1

Folge (x_) der reziproken Werte aussagen. Naheliegend und oft niitzlich ist der
n

folgende

OSatz 8. Hat die Folge (| x,|) der absoluten Betrige der Glieder von (x,) eine
noch positive unteve Schranke, existiert also eine Zahl y > o, so daf stets

l#n|Zy >0
I
bleibt, so ist die Folge <x_) der veziproken Werte beschvinht.
1
In der Tat folgt aus | #,| = ¥ > o sofort, daB mit K = 7 stets

I

¥n

<K

bleibt.

Um weiterhin in der Anwendung unserer Begriffe' sowie in der
Bildung und Durchfithrung von Beispielen weniger beengt zu sein,
schalten wir einen Abschnitt iiber Potenzen, Wurzeln, Logarithmen
und Kreisfunktionen ein.

§ 7. Potenz, Wurzel und Logarithmus. Spezielle Nullfolgen.

Wie es bei der Besprechung des Systems der reellen Zahlen nicht
unsere Absicht war, alle Einzelheiten erschépfend auszufiihren, son-
dern nur die Grundgedanken klarzustellen und im iibrigen den von
jedem ja durchaus beherrschten Rechenapparat als bekannt hin-
zunehmen, so wollen wir uns auch jetzt bei der Besprechung von
Potenz, Wurzel und Logarithmus nur auf eine scharfe Klarstellung
der Definitionen beschrianken, im iibrigen aber die Einzelheiten ihres
Gebrauchs als bekannt ansehen.

I. Potenzen mit ganzzahligen Exponenten.

Ist x eine beliebige Zahl, so ist das Zeichen x* fiir ganze positive
Exponenten % = 2 bekanntlich definiert als das Produkt von % Fak-
toren, die simtlich = x sind. Es handelt sich hierbei also nur um eine
andere Schreibweise fiir etwas schon Bekanntes. Unter x! versteht
man die Zahl x selbst, und ist x &= 0, so ist dariiber hinaus noch die
Festsetzung zweckmiBig, es soll

#0 die Zahl 1,  x—* den Wert ;‘; (k=1,2,3,...)

bedeuten, so da8 dann x? fiir jedes ganzzahlige %o definiert ist. —

Bei diesen Potenzen mit ganzzahligen Exponenten betonen wir nur
die folgenden Tatsachen:
Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl, 4
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1. Fir beliebige ganzzahlige Exponenten $ und ¢ (% 0) gelten
die drei Grundregeln

AP0 = xPHC;  xP.yP = (xy)P; (xP)? = xPQ,

aus denen sich alle iibrigen Regeln herleiten lassen, die das Rechnen
mit Potenzen beherrschen?.

2. Da es sich bei einer Potenz mit ganzzahligen Exponenten nur
um eine wiederholte Multiplikation bzw. Division handelt, hat ihre
Berechnung natiirlich nach 18 und 19 zu geschehen. Wenn also x
positiv ist und etwa durch die Schachtelung (x,, | y,) erfaBt wird, deren
Intervallenden simtlich = o sind (vgl. 15, 5 u. 6), so gilt neben

x = (%,]y,) sofort auch x* = (x%|y%)

fiir jeden ganzzahligen positiven Exponenten; und #dhnlich — bei sinn-
gemiBen Abdnderungen — fiir x < 0 oder 2 < o.
3. Fir positive x hat man aulerdem

xk+1%xk, je nachdem x%l

ist, — wie dies sofort aus x% 1 durch Multiplikation (s. 8, I, 3) mit x*
folgt. — Und ebenso einfach findet man:
Sind #,, x, und der ganzzahlige Exponent % positiv, so ist

x’f%x’g je nachdem x, %xz.

4. Fiir ganzzahlige positive Exponenten # und beliebige 4 und b
gilt die Formel
(a+b)n=an+(’l’)an—1b+(:)an—2bz+. .

(Do (Do

n
in der (:) fiir 1 < £ < »n die Bedeutung

(n\ _nn—1)(n—2)...(n —k+ 1)
(k)—x -2 - 3 ... k

hat und (Z) = I gesetzt werden kann. (Binomischer Lehrsatz.)

II. Wurzeln.

Ist jetzt a eine beliebige positive reelle und % eine positive ganze
Zahl, so soll unter L
Vo

1 Hierbei ist fiir die Basis » bzw. y der Wert o nur zulassig, falls der zugehorige
Exponent positiv ist.
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eine Zahl verstanden werden, deren k¢ Potenz = a ist. Was uns hier

interessiert, ist hauptsichlich die Existenzfrage: Gibt es eine solche

Zahl, und inwieweit ist sie durch das gestellte Problem bestimmt ?
Dariiber gilt der

Satz. Es gibt stets eine und nur eine positive Zahl &, die die
Gleichung

£ =a (@ > o)

13
erfiillt. Man schreibt § = 1/6 und nennt & die kte Wurzel aus a.

Beweis. Eine solche Zahl kann unmittelbar durch eine Intervall-
schachtelung bestimmt und damit also auch ihre Existenz nachgewiesen
werden: Wir benutzen die 1o-Teilungsmethode: Da of = o0 < a, da-
gegen, falls p eine natiirliche Zahl > a bedeutet, p* = p > a ist, so
gibt es eine und nur eine ganze Zahl g = o, fiir die

gr=a<(g+1

istl. Das durch g und g + 1 bestimmte Intervall J, teilen wir in 10
gleiche Teile und gelangen in der nun schon oft durchgefithrten Art
zu einer bestimmten der Ziffern o, 1, 2, . . ., 9, die etwa z, heilen moge,

und fir die
(g—}——%) <a<<g+ 4 +1 )

ist, usw. usw. Wir gelangen also zu einer Intervallschachtelung
(Ju) = (#x | ¥u), deren Intervallenden wohlbestimmte Werte der Form

Xn _g+ +102 ‘+ oﬂ 1+ oﬂ’ '(”=I’2’3"")’
und
=g + + 102 + + '(:n 1l IO"

haben. Ist & = (xnl y,) die dadurch bestimmte Zahl, so folgt, da hier
alle Intervallenden = o sind, nach 29, 2 sofort, daB

& = (]
ist. Da aber nach Konstruktion stets x% < a < y¥ ist, so muB nach
§5, Satz 4
£=a

sein. — DaB diese Zahl & tiberdies die einzige positive Losung des
Problems ist, folgt unmittelbar aus 29, 3, da hiernach fiir ein positives
& == & auch & 4+ &% d.h. <+ a ist.

Ist % eine gerade Zahl, so ist auch —& eine Losung des Problems.
Doch werden wir diese im folgenden niemals heranziehen, sondern

1 g ist die letzte der Zahlen o, 1, 2, ..., p, deren k% Potenz < a ist.
4*

30.
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unter der k' Wurzel aus einer positiven Zahl a nur die durch 30 vollig
eindeutsg bestimmie positive Zahl & verstehenl. — Fiir 4 = o0 setzt man?

k—
auch Va =o0.
Auf die bekannten Regeln iiber das Rechnen mit Wurzelzeichen
gehen wir nicht weiter ein, setzen sie vielmehr als jedem geldufig
voraus und beweisen nur noch die folgenden einfachen Sitze:

Aus 29, 3 folgt sofort der

Bk
Satz 1. Ist a >0 und a, >0, so ist }/aé]/a_, je nachdem aéal
ist. — Ferner gilt der

Satz 2. Ist a >0, so ist (7]7a—) etne monotone Zahlenfolge; und zwar
ist
a>}/;> f/;>--->1, wenn a > 1,
dagegen
a<Va<fa<---<1, wemn a<r1
ist. (Fir a = 1 ist die Folge natiirlich = 1.)

Beweis. Aus a > 1 folgt nach 29, 3: a"*! > g” > 1, und also
nach dem vorigen Satze, indem man die #(n 4 1)* Wurzel zieht:

%>n+]l/a—> I.

Da sich fiir @ <1 samtliche Ungleichheitszeichen umkehren, so ist
schon alles bewiesen. — Hieraus folgt endlich der

Satz 8. Ist a > o, so bilden die Zahlen
vo =V —1
eine (nach dem vorigen Satze monotone) Nullfolge.

Beweis. Fiir a = 1 ist die Behauptung trivial, da dann %, = o
ist. Ist aber 4 > 1 und also auch %> 1, d.h. «x, =1i/;—1 >0,

so schlieBen wir folgendermafBen: Aus % =1+ %, folgt nach der
Bernoullischen Ungleichung (s. 10, 7), daB

a=(1+x,)">1+4 nx, > nx,

ist. Folglich ist #, = |z, | <%, also (x,) nach 26, 1 oder 2 eine Null-

folge.

1 Hiernach ist also z. B. |2 nicht stets = x, wohl aber stets = |#].

k —
2 Fiir negative @ wollen wir ]/a gar nicht definieren; doch kann man, falls

k k
k ungerade ist, ]/; = — Y| a| setzen.
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Ist schlieBlich o< a < 1, so ist —i— > I und somit nach dem eben

erhaltenen Ergebnis
n—
(12 ~3)
a

eine Nullfolge. Multipliziert man diese gliedweise mit den Faktoren

ﬁ/;, die wegen a < 71/;< I jetzt sicher eine beschrinkte Folge bilden,
so ergibt sich nach 26, 1 sofort, da

(I — 71/;) und also auch (x,)

eine Nullfolge ist, w. z. b. w.

III. Potenzen mit rationalen Exponenten.

Wir sehen wieder im wesentlichen als bekannt an, wie von den

Wurzeln mit ganzzahligen Exponenten zu den Potenzen mit beliebigen
»

rationalen Exponenten iibergegangen wird: Unter a® mit ganzzahligem
b %o und ganzzahligem g > 0 versteht man bei positivem a die durch

ot = (fa)

eindentig definierte, wieder positive Zahl. Falls p >0, darf auch
»

noch @ = o sein; man hat dann unter 4 den Wert o zu verstehen.

Bei diesen Festsetzungen gelten unverdndert die drei Grund-
regeln 29, 1, also die Formeln

ar-a’ = ar+r’; ardr = (a b)r; (ar)r' — ar?’

fiir beliebige rationale Exponenten, so daB das Rechnen mit diesen
Potenzen formal dasselbe ist wie bei ganzzahligen Exponenten. Diese
Formeln enthalten dann auch gleichzeitig alle Regeln fiir das Rechnen
mit Wurzeln, da ja jede Wurzel nun als Potenz mit rationalem Ex-
ponenten geschrieben werden kann. — Von den weniger bekannten
Folgerungen beweisen wir noch, weil fiir das Folgende besonders wichtig,
die Sitze:

Satz 1. Ist a > 1, so ist dann und nur dann gleichzeitig a >1,
wenn v > 0 ist. Ebenso ist bei positivem a << I dann und nur dann
gleichzeitig a’ < 1, wenn r > 0 ist.

Beweis. Nach 31,2 sind 2 und %/; entweder beide groBer oder

beide kleiner als 1; nach 29 gilt fiir ¢ und (%)p= a" dann und nur
dann dasselbe, wenn p > o ist.

32.
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Satz 1a. Ist die rationale Zahl v > 0 und sind beide Basen positiv,

so st a’%a’l, je nachdem a%al ist.

Der Beweis ergibt sich sofort nach 81, 1 und 29, 3.

Satz 2. Ist a > o und die vationale Zahl v zwischen den rationalen
Zahlen v' und v’ gelegen, so liegt auch a* stets zwischen a* und a”" und
umgekehrt, mag a kleiner, gleich oder grofer als I und v’ kleiner, gleich
oder grifer als v'' sein.

!

Beweis. Ist zunidchst ¢ > 1 und »' < #", so ist

, e a’
at=a " =
ar’’-r *

Nach Satz 1 ergibt sich hieraus schon die Richtigkeit unserer Be-
hauptung fiir diesen Fall, Fiir die andern mdéglichen Fille aber ist der
Beweis genau ebenso leicht. — Aus diesem Beweise folgt sogar genauer der

Satz 2a. Ist a > 1, so entspricht dem gvoBeren (rationalen) Expo-
nenten auch der grifBere Wert der Potenz. Ist dagegen a < 1 (jedoch
positiv), so liefert der grofeve Exponent die kleinere Potenz. — Ganz
speziell also: Ist die (positive) Basis a == I, so liefern verschiedene
Exponenten auch verschiedenePotenzen. — Hieraus folgt nun weiter der

Satz 8. Ist (r,) eime beliebige (rationale) Nullfolge, so bilden auch
die Zahlen
X, =am—1, (@ >o0),

eine Nullfolge. Ist (r,) monoton, so ist es auch (x,).
Beweis. Nach 31,3 sind (Ja — 1) und (V % —_ I) Nullfolgen.
Ist also ¢ > o gegeben, so kann man #; und #, so wihlen, da3
fir » > n; stets W;—II <e&
E
——1I
a

ist. Ist dann m eine ganze Zahl, die sowohl #, als #, iibertrifft, so liegen

< &

und {iir » > #n, stets

I I
die Zahlen <aW — I> und (a m_ I) beide zwischen — ¢ und -+ ¢, oder

also
I I

a” und @ ™ beide zwischen 1 —¢ und 14 €.

Nach Satz 2 liegt dann auch 4" zwischen denselben Grenzen, wenn 7
. 1 LI

zwischen — und + .- liegt. Nach Voraussetzung kann man aber
1 Das Wort ,,zwischen‘* kann nach Belieben stets mit oder stets ohne Ein-

schluf der beiderseitigen Gleichheit verstanden werden, — auBer wenn a4 = 1
uhd also auch alle Potenzen a* = 1 sind.
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o so wihlen, daB fiir alle » > #n,

I 1 1
stets %r"}<—y; oder — — <7, <+

ist; fiir # > n, ist dann also a™ zwischen I — ¢ und 1 4 ¢ gelegen.
Fiir diese # ist also
| — 1| <e¢;
(a™ — 1) somit eine Nullfolge. — Dal dieselbe monoton ist, falls (z,)
es ist, ergibt sich unmittelbar aus Satz 2a.
Diese Sitze bilden nun die Grundlage fiir die Definition der

IV. Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten.
Hier gilt zunichst der

Satz. Ist (x,|y,) eine beliebige Intervallschachtelung (mit ratio-
nalen Intervallenden) und a positiv, so ist

fir a>1 auch o= (a*|a’
wnd fir a <1 auwch o= (| a*)

eine Intervallschachtelung. Und ist (x,|y,) rationalwertig wnd =7,
so ist ¢ = a'.

Beweis. DaB} in beiden Fillen die linken Folgen monoton steigen,
die rechten monoton fallen, folgt unmittelbar aus 82, 2a. Nach dem-
selben Satze ist auch stets a* < o (fir a = 1) bzw. a¥» < a™
(fir @ < 1). DaB endlich in beiden Fillen die Lingen der Intervalle
eine Nullfolge bilden, folgt mit Hilfe von 26 sofort aus

ia‘yn_ axn! — ‘ayn—xn_ 1|-a”";
denn der erste Faktor ist hier nach 82, 3 eine Nullfolge, da ja (v, — x,)

nach Voraussetzung eine Nullfolge mit rationalen Gliedern ist. Der
zweite Faktor aber ist beschrinkt, weil stets

o< an < an bzw. <L an

ist, je nachdem @ = 1 oder = 1 ist.

Da endlich, wenn (%, | ¥,) = ist, » fiir jedes » zwischen x, und
v, liegt, so liegt nach 82, 2 auch a” stets zwischen a** und a**, so daB
nach §35, Satz 4 notwendig ¢ = a” sein mub.

Auf Grund dieses Satzes entschlieBen wir uns zu der folgenden

Definition. Ist a >0 und o = (v, | v,) eme beliebige reelle Zahl,

so soll = (a*|a) fir a>1

a®=g¢, d h.
= (@nla=) fir a<1

gesetzt werden?,

! Dieses Paar 88 aus Satz und Definition ist methodisch ein Paar von
genau gleicher Art wie die unter 14—19 zusammengestellten: Was im Falle
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Diese Definition wird man natiirlich nur dann als eine zweck-
mifige bezeichnen koénnen, wenn sich der dadurch festgelegte Be-
griff der allgemeinen Potenz wesentlich denselben Gesetzen unter-
ordnet, denen die bisherige Potenz mit rationalem Exponenten ge-
horchte. DaB dies tatsichlich im weitesten MaBe der Fall ist, wird
durch die folgenden Feststellungen erwiesen.

1. Fiir rationale Exponenten liefert die neue Definition dasselbe
wie die bisherige.

2. Ist g =¢’, so ist? a® = a?’.

3. Fiir zwei beliebige reelle Zahlen ¢ und p’ gelten bei positivem
a und b die drei Grundregeln

a®-af = atY 2 = @b (a9 = a??

?

so daB mit den jetzigen allgemeinen Potenzen formal genau so ge-
rechnet werden kann wie mit den bisherigen speziellen.

Auf die tiberaus einfachen Beweise dieser Tatsachen wollen wir
nun, wie S.49 betont, nicht weiter eingehen2; desgleichen wollen
wir uns bei der nun ohne weiteres moglichen Ubertragung der Sitze
32, 1—3 auf allgemeine Potenzen mit der neuen Formulierung und
ein paar Stichworten fiir den Beweis begniigen. Es gelten also die
gegeniiber 32, 1—3 verallgemeinerten Sitze:

Satz 1. Ist a > 1, so ist dann und nur dann gleichzeitig a® > 1,
wenn @ > 0 ist. Ebenso ist bei (positivem) a < I dann und nur dann
gleichzeitig a® << 1, wenn ¢ > O 1st.

Denn nach 82, 1 ist z. B. bei 4 > 1 dann und nur dann 4** > 1,
wenn x, > o ist.

rationaler Exponenten bew'eisbar ist, wird im Falle beliebiger Exponenten
zum Range einer Definition erhoben, — deren ZweckmiBigkeit dann gepriift
werden muB.

1 Diese formal sehr trivial erscheinende Aussage lautet etwas ausfiihrlicher:
Sind (%, | ¥,) =@ und ()| ¥4) = ¢’ zwei Intervallschachtelungen, die gemaB 14
als gleich anzusehen sind, so sind auch diejenigen Schachtelungen einander gleich
(wieder gemaB 14), durch die nach Definition 83 die Potenzen a® und a? geliefert
werden.

2 Als Stichprobe skizzieren wir den Beweis der ersten der drei Grundregeln:
Ist o = (x,| ¥,) und o’ = (x4 | %), so ist nach 16 g + ¢’ = (¥, + 2, | ¥, + ¥2)
und also — wir denken uns a > 1 —:

a® = (axn l ayn) ) ae’ = (ax;z

Da nun alle Intervallenden (als Potenzen mit rationalen Exponenten) positiv
sind, so ist nach 18

aﬂ;b) , a?‘f‘@’ — (a”n + % l a¥nt ll;z) .

aQ,aQ' i (axn . ax',n a¥n . a?l;:) .
Weil aber fiir rationale Exponenten die erste der 3 Grundregeln schon als giiltig

erwiesen ist, so ist diese letzte Schachtelung derjenigen fiir a +¢ nicht nur ge-
maB 14 gleich, sondern sogar Glied fiir Glied mit ihr iibereinstimmend.
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Satz 1a. Ist die reelle Zahl 9 > 0 und sind beide Basen positiv,
so 1st aeé—a‘{, je nachdem a%al ist.

Beweis nach 32, 1a und 15.

Satz 2. Ist a > 0 und ¢ zwischen o' und o'’ gelegen, so liegt auch

a® stets zwischen a® und a®”. — Der Beweis ist genau derselbe wie
unter 32, 2. Er liefert genauer den

Satz 2a. Ist a > 1, so entspricht dem groferen Exponenten auch
der groBere Wert der Potenz; ist a << I (jedoch positiv), so liefert der
grofere Exponent die kleinere Potenz. Speziell: Ist a + 1, so liefern
verschiedene Exponenten auch verschiedene Potenzen. — Und aus diesem
Satz folgt wieder genau wie unter 82, 3 der abschlieBende

Satz 8. Ist (g,) eine beliebige Nullfolge, so bilden auch die Zahlen

X, =a"—1, (@ > o),
ewne Nullfolge. Ist (o0,) monoton, so ist es auch (x,).
Als eine spezielle Anwendung erwihnen wir noch den

Satz 4. Ist (x,) etne Nullfolge mit lauter positiven Gliedern, so ist
filr jedes positive o auch
Xy = X2

Glied einer Nullfolge. — Z. B. ist (;:—) fiir jedes @ > o eine Nullfolge.

Beweis. Ist & > o beliebig gegeben, so ist auch &* eine positive
Zahl. Nach Voraussetzung kann man also #, so bestimmen (vgl. 10, 5),
daB fiir # > n, stets

I
| %, | = %, < &

ist. Dann ist aber fiir » > n, nach 85, 1a
% =] <e,

womit schon alles bewiesen ist.
Durch diese Entwicklungen ist das Rechnen mit den allgemeinen
Potenzen festgelegt.

V. Logarithmen.

Die Grundlage fiir die Definition der Logarithmen bildet der
Satz. Sind a > o und b > 1 reelle, sonst ganz beliebige Zahlen, so 88.
gibt es stets eine und nur eine reelle Zahl &, fir die

b =a
1st.
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Beweis. DaB es hdchstens eine solche Zahl geben kann, folgt schon
aus 85, 2a, weil die Basis & mit verschiedenen Exponenten potenziert
nicht denselben Wert a ergeben kann. Und daf es eine solche Zahl
gibt, beweisen wir wieder konstruktiv durch Angabe einer sie be-

stimmenden Intervallschachtelung — etwa durch 10-Teilung: Da
I

b > 1 ist, so ist (b") = 77 nach 10, 7 eine Nullfolge, und es gibt also,

weil 2 und —Z— positiv sind, je eine natiirliche Zahl 4 und ¢, fiir die
b"?<a und b7'< 71‘- oder "> a

ist. Geht man nun die ganzen Zahlen von —¢ bis + ¢ durch, indem
man sie sich in den Exponenten von b gesetzt denkt, so mufl es unter
ihnen eine, und kann es nur eine geben — sie heiBe g —, fiir die

b9 <a, aber b9l >gq

ist. Das hierdurch bestimmte Intervall Jy=g... (g + 1) teilen wir
in 10 gleiche Teile und gelangen ganz entsprechend wie S. 51 zu einer
,Ziffer z,, fiir die

2 z2i+1
bg+‘°§ a, aber bg+ 0 g
ist, — und gelangen durch Wiederholung des Teilungsverfahrens zu

einer ganz bestimmten Intervallschachtelung

Bp= gttt g S

£ ( ! ) it 107-1 107’
= Kp|Yn) mil
yn=g+ B a2
fiir die stets
bxn é a < by»
ist, fiir die also gem4B 33
b =a

ist. — Dieser Satz gibt uns die Berechtigung zu folgender

Definition. Sind a > 0 und b > 1 beliebig gegeben, so heift die

durch
F=a
eindeutig bestimmie reelle Zahl & der zur Basis b genommene Log-
arithmus von a; wn Zeichen
§="Yloga.

(g nennt man wohl auch die Kennziffer, die Gesamtheit der Ziffern
2 2325, .. die Mantisse des Logarithmus.)

Von einem Logarithmensystem spricht man, wenn man die
Basis b ein fiir allemal festgelegt denkt und sich nun die Logarith-
men aller moglichen positiven Zahlen a4 zu dieser Basis b genommen
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denkt. Man 148t dann das b bei blog, weil tiberfliissig, gewohnlich
fort. Sehr bald wird sich als Basis fiir alle theoretischen Betrach-
tungen ganz naturgemif eine bestimmte, gewShnlich mit ¢ bezeich-
nete reelle Zahl empfehlen; das auf dieser Basis aufgebaute Log-
arithmensystem wird dann das natirliche genannt. Fiir praktische
Zwecke dagegen ist bekanntlich die Basis 10 am bequemsten; die
auf ihr aufgebauten Logarithmen werden die BriGGsschen oder ge-
meinen Logarithmen genannt. Es sind die Logarithmen, die in den
gewohnlichen Tafeln zu finden sind®.

Die Regeln fiir das Rechnen mit Logarithmen setzen wir, wie bei
den Potenzen, wieder als bekannt voraus und begniigen uns mit der
bloBen Angabe der wichtigsten. Ist die Basis & > 1 beliebig, aber
im folgenden festliegend gedacht, und bedeuten a, a’, a”, ... irgend-
welche positiven Zahlen, so ist

1. log(a'a") =loga’ + loga”.
2. log1 = o0; log% = —loga; logh=1.
3. logae =gloga (p beliebig, reell).

4. loga%loga’, je nachdem a;a’ ist; speziell:

5. loga%o, je nachdem a%l.
6. Sind b und b, zwei verschiedene Basen (> 1), und sind & und &,
die Logarithmen derselben Zahl a zu diesen beiden Basen, also

& ="lloga, & ="hloga,
so ist
E=£ -blogh,,

— wie dies sofort aus (@ =) b = bf‘ folgt, wenn man beiderseits die
Logarithmen zur Basis b nimmt und 87, 2 und 3 beachtet.

7. <10$>’ (n=2,3,4,...), ist eine Nullfolge. In der Tat ist

*_ ¢, sobald log n > j:— oder also n>b°® ist.

log n

VI. Die Kreisfunktionen.

Eine ebenso strenge, d. h. die geometrische Anschauung als Beweis-
grund prinzipiell vermeidende und lediglich auf den Begriff der reellen
Zahl gegriindete Einfilhrung der sogenannten Kreisfunktionen, also

1 Selbstverstandlich kann man auch auf einer positiven Basis b, die kleiner
ist als 1, ein Logarithmensystem aufbauen. Doch ist das wenig iiblich. Ubrigens
entsprechen die ersten von NAPIER 1614 berechneten Logarithmen einer Basis
b < 1, was besonders fiir die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen

37.
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des sin eines gegebenen Winkels?, seines cos, tg, ctg usw. ist an dieser
Stelle noch nicht méglich. Wir werden spiter (§ 24) darauf zuriick-
kommen. Trotzdem aber wollen wir diese Kreisfunktionen zur Be-
reicherung der Anwendungen und zur Belebung der Beispiele (aber
selbstverstindlich niemals zu Beweisen allgemeiner Sitze) unbedenklich
heranziehen, soweit ihre Kenntnis aus den Elementen als bekannt
angesehen werden kann.

So stellt man z. B. sofort die beiden einfachen Tatsachen fest:
1. Sind oy, ®,,..., &, ... irgendwelche Winkel (d.h. also: irgendwelche

Zahlen), so sind
(sine,) und  (cosay)

beschrinkte Zahlenfolgen; und

(sin oy und (cos a,,)
n n

sind (nach 28) Nullfolgen, denn ihre Glieder entstehen aus denen der Nullfolge

2. die Folgen

1
(7> durch Multiplikation mit beschrankten Faktoren.

VII. Spezielle Nullfolgen.

Als weitere Anwendung der nun festgelegten Begriffe wollen wir
noch eine Anzahl spezieller Zahlenfolgen untersuchen:

1. Ist |a| <1, so ist neben (@) sogar (na®™) eine Nullfolge.

Beweis. Ahnlich wie unter 10, 7 schlieBen wir so2: Fiir a =0
ist die Behauptung trivial; fiir o <|a| <1 kann

I
1+ (Det++())er

kleine Vorteile bietet. Aber weder NAPIER noch BRigGs haben iiberhaupt eine
,,Basis’* benutzt: Die Auffassung des Logarithmus als Umkehrung der Potenz
hat sich erst im Laufe des 18. Jahrhunderts durchgesetzt.

1 Die Winkel werden wir im allgemeinen nach dem sog. Bogenmafl messen.
Denkt man sich in einem Kreise vom Radius 1 den Radius von einer bestimmten
Anfangslage aus gedreht, so mit man den Drehungswinkel durch die MaBzahl
des Weges, den dabei der Endpunkt des beweglichen Radius zuriickgelegt hat, —
und zwar positiv, wenn die Drehung im Gegensinne des Uhrzeigers geschieht,
andernfalls negativ. — Ein Winkel ist also hiernach eine reine Zahl; ein ge-
streckter Winkel hat die MaBzahl 4 x oder — 7, ein rechter Winkel die Mafzahl

la|= also lar| =

1
1+’

] 7
+ Y oder — - Jedem bestimmt orientierten Winkel kommen unendlich viele

MafBzahlen zu, die sich voneinander aber nur um ganzzahlige Vielfache von 2,
also um volle Drehungen, unterscheiden. Die MaBzahl 1 kommt dem Winkel
zu, dessen Bogen gleich dem Radius ist, der also im GradmaB8 etwa = 57° 17" 44”,8
ist.

2 Nur daB a und p jetzt nicht rational zu sein brauchen.
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mit p > o gesetzt werden. Da hier im Nenner alle Summanden positiv
sind, ist fir > 1

| I I-2
;a"|< <n> X also |na”l<m,
4
2
und es wird also
|mar| < e sein, sobald 2
(n— 1) @2

ist, d. h. fiir alle
2
n>1+4 ;?.

Das somit bewiesene Resultat ist sehr bemerkenswert. Es besagt

doch, daB fiir groBe # der Bruch (I—_:—e); sehr klein, also sein Nenner
sehr vielmal groBer ist als der Zihler. Dieser Nenner ist aber fiir
¢ = 0 konstant = 1, und wenn g eine sehr kleine positive Zahl ist,
so wichst er sehr langsam mit #. Unser Ergebnis aber zeigt, daB, wenn

nur # hinreichend groB genommen wird, der Nenner doch vielmal

groBer ist als der Zahler. Die Stelle #,, von der an | na"| = (_I_—:—Q)"
unterhalb eines gegebenen ¢ liegt — es hatte sich #y =1 —{—;_—2;

ergeben —, liegt ja in der Tat sehr weit rechts, nicht nur wenn ¢, son-
dern auch wenn g = ]Tt] — 1 sehr klein (d. h. |«| sehr nahe an 1 ge-

legen) ist. Wesentlich ist und bleibt nur: Wie auch |2| < 1 und ¢ > o
gegeben sein mogen, stets ist von einer leicht angebbaren Stelle an
sicher |na"| <e.

Aus diesem Ergebnis kann man viele andere, z. B. die noch para-
doxere Tatsache herleiten:

2. Ist |a|< 1 und o beliebig reell, so ist auch (n* a@™) eine Nullfolge.

Beweis. Ist a« =< o0, so ist dies nach 10,7 wegen 26, 2 selbst-

verstiandlich; ist « > o, so setze man |a|; = a,, so daB nach 35, 1a
auch die positive Zahl @, < 1 ist. Nach dem vorigen Ergebnis ist dann
(n aT) eine Nullfolge. Nach 385, 4 ist also auch

[n a:&]a, d. h. n~ l a I” oder % no gn ! ,

| = setzt, kann man auch

I n
1 i - L

Indem man wie oben |a | =1¥e’ |na TTor
sagen: (I 4 @)™ wird — bei positivem @ — stdrker grof oder auch stdarker un-
endlich grof als n selbst, — womit wieder (vgl. 7, 3) nicht mehr und nicht
weniger gesagt sein soll, als daB unsere Folge eben eine Nullfolge ist. — Fiir
spater sei noch bemerkt, daB die in 1 und 2 bewiesenen Ergebnisse auch fiir kom-
plexe a gelten, wenn nur |a| < 1 ist.
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also schlieflich (nach 10,5) auch #*a” selbst Glied einer Null-
folge?.
3. Ist ¢ >0, so st (lozan

die Logarithmen auch genommen sein mogen.

) eine Nullfolge?, zu welcher Basis b > 1

Beweis. Wegen b > 1, ¢ > o ist (nach 35, ra) auch 4° > 1. Also
ist ((—bj’l)ﬁ) nach 1 eine Nullfolge. Bei gegebenem ¢ > o ist daher von
einer Stelle an — etwa fiir alle # > m — stets

” ' &
'(Z—a)—” <& = 5
Nun ist aber jedenfalls
logn g+t _ 4o, 81+ 1
(bv)" (bq)v+1 ’

wenn g die Kennziffer von log # bedeutet (so daB g =< log # << g + 1 ist).
Wird also # > b™ genommen, so ist log #» und also erst recht g + 1> m,
und folglich der letzte Wert gemidB der Wahl von m

€ log n
(-

<b.s=¢, dh esist —<e fir n>n=0"

4. Sind o und B beliebige positive Zahlen, so ist
log®n
(rn” )

eine Nullfolge —, mag « noch so groff und 8 noch so klein sein?.

Beweis. Nach 3 ist <ligf—t> wegen % > o eine Nullfolge; nach

nBia

35, 4 also auch die vorgelegte Folge.

5. (Xp) = (’i/% - I) ist eine Nullfolge. (Auch dieses Resultat ist sehr
merkwiirdig. Denn fiir groBes # ist auch der Radikand eine groBe
Zahl; dafiir allerdings auch der Wurzelexponent. Und es ist von vorn-
herein nicht zu sehen, wer von beiden — Radikand oder Exponent —
sozusagen der stirkere ist.)

Beweis. Es ist fiir # > 1 jedenfalls W> 1, also %, = 7; —1
sicher > 0. Daher sind in

n=(1+xn)“=1+(?)xn+-o-—|—<:>x:

1 In entsprechender Umschreibung wie vorhin sagt man hier: ,,(1 4 )" wird
starkey unendlich grof als jede noch so groBe (feste) Potenz von # selbst*:.

2 In Worten etwa wieder: ,,log# wird schwdcher grof als jede noch so kleine
(aber feste und positive) Potenz von » selbst.*

3 ,,Jedé noch so groBe (feste) Potenz von log#n wird schwdcher grof als jede
noch so kleine (feste) Potenz von » selbst.”
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alle Summanden positiv. Folglich ist speziell

n n (i — 1)
o> (=250

1-2
oder?
x2< d < 2 :—4——
n n— 1= n n’
n___
2
Hieraus folgt
2
|xnl <_x’
ne

so daB (%,) = ﬁ/;t — I) nach 26,3 und 35, 4 in der Tat eine Null-
folge ist.

6. Ist (x,) eine Nullfolge, deren Glieder similich > —1 sind, so
bilden fiir jedes (feste) ganzzahlige k auch die Zahien

ap=)1 4 o0 —1
ewne Nullfolge®.

Beweis. Nach der S. 23, FubBn. 1, erwdhnten Formel folgt, wenn
darin a = Ii/I + %, und b = 1 gesetzt wird, daf33
, Xy -
Xy =ak._1+ak—2+...+1
ist. Da im Nenner alles positiv und der letzte Summand = 1 ist, ist also
EAESE
woraus nach 26 sofort die Behauptung folgt.

als

7. Ist (x,) etne Nullfolge von derselben Art wie in 6, so bilden auch
die Zahien
Yn = log (1 + a,)
eine Nullfolge.

Beweis. Ist b > 1 die Basis der Logarithmen und ¢ >o0 ge-
geben, so setzen wir

O =1+¢, I—b =g,
und die kleinere der beiden (eo ipso positiven) Zahlen ¢, und &, gleich &’.

n
1 DaBl man, sobald # > 1, fiir » — 1 den héchstens so groBen Wert # — rY

schreibt, ist ein oft niitzlicher Kunstgriff, um die Rechnung zu vereinfachen.

2 Durch die Voraussetzung, daB alle #, > — 1 sind, soll nur bewirkt werden,
daB die Zahlen x, fiir alle » definiert sind. Von einer gewissen Stelle an ist dies
eo ipso der Fall, da (#,) eine Nullfolge sein soll und also von einer Stelle an sicher
| #,| < 1, mithin x, > —1 sein muB.

3 Wir denken uns k > 2, da fiir # = 1 die Behauptung trivial ist.



39.

64 II. Kapitel. Reelle Zahlenfolgen.

Nun wihlen wir n, so groB, daB fiir » > n, stets | x, | < ¢’ ist. Dann
ist fiir diese # erst recht

—&<x,<ég, dh b i1+ x,<bte,
also {nach 85, z oder 37, 4)
|yal = |log(x +%,)| <e,
womit alles bewiesen ist.

8. Ist (x,) nochmals eine Nullfolge wie in 6, so bilden auch die
Zahlen
Fn= (14 axp)e—1
eine Nullfolge, wenn o eine beliebige reelle Zahl bedeutet.
Beweis. Nach 7 und 26, 3 bilden die Zahlen

on =g-log (1 +2,)
eine Nullfolge. Nach 85, 3 und 37, 3 gilt dann dasselbe von den Zahlen

Wr—1=(14x%,)0—1=2,, w.z.b.w.

§ 8. Konvergente Zahlenfolgen.

Definitionen.

Bei der Betrachtung des Verhaltens einer vorgelegten Zahlen-
folge haben wir bisher in der Hauptsache darauf geachtet, ob sie eine
Nullfolge ist oder nicht. Indem wir diesen Gesichtspunkt in nahe-
liegender Weise ein wenig erweitern, gelangen wir zu dem wichtigsten
Begriff, mit dem wir uns tiberhaupt zu beschiftigen haben, nimlich
dem der Konvergenz einer Zahlenjfolge.

Die Eigenschaft einer Zahlenfolge (x,), Nullfolge zu sein, haben
wir (vgl. 10, 10) schon dahin beschrieben, daB wir sagten: Ihre Glieder
werden Klein, werden beliebig klein mit wachsendem #. Wir konnten
auch sagen: Ihre Glieder nihern sich mit wachsendem » dem Werte o
— allerdings ohne ihn im allgemeinen jemals zu erreichen; aber sie
nihern sich diesem Werte in dem Sinn beliebig, als die Betrige der
Glieder (also doch ihre Abstinde von o) unter jede noch so kleine Zahl
€ (> o) herabsinken. Ersetzen wir bei dieser Auffassung den Wert o
durch irgendeine andere reelle Zahl &, so wiirde es sich um eine Zahlen-
folge (x,) handeln, bei der die Abstinde der Glieder von der bestimmten
Zahl &, also nach 8, II, 6. die Werte |, — £|, mit wachsendem #»
unter jede (noch so kleine) Zahl ¢ > o herabsinken. Wir prizisieren
diesen Sachverhalt zu folgender

ODefinition. Ist (x,) eine vorgelegte Zahlenfolge und steht sie zu
einer bestimmien Zahl & in der Beziehung, daf

(xn - E)



39. § 8. Konvergente Zahlenfolgen, 65

eine Nullfolge bildet, so sagt man, die Folge (x,) konvergiert oder sie
ist konvergent. Die Zahl & nennt man dann den Grenzwert oder den
Limes dieser Folge und sagt auch, sie komvergiere gegen &, thre
Glieder ndhern sich dem (Grenz-) Werte &, sie streben gegen £, haben
den Limes & Man driickt diese Tatsache durch die Symbole
X —>§ oder lima, =§
aus und schreibt auch, wm deutlicher zu machen, daf die Anniherung
an & dadurch vor sich geht, daf der Index n vmmer grofer und grofer
genommen wird, vielfach?®
Xn—>§ fir m—>o00 oder limo,=§.
n—>oo

Indem wir die Definition der Nullfolge in die neue Definition mit
hineinnehmen, kénnen wir auch sagen:

Es strebt x,, — & filr n — 00 (oder es ist lim x,, = &), wenn nach Wahl

n—>oo
von ¢ > O sich stets eine Zahl ny = ny (¢) so angeben lift, dap fiir alle
n > ny tmmer
|, — & <e
ausfalls.
Bemerkungen und Beispiele.

I. Statt zu sagen ,,(v,) ist eine Nullfolge, kénnen wir jetzt kiirzer ,,», — o
schreiben. Die Nullfolgen sind konvergente Zahlenfolgen mit dem speziellen
Grenzwerte o.

2. SinngemiaB gelten daher alle unter 10 gemachten Bemerkungen auch jetzt,
da es sich ja nur um eine naheliegende Verallgemeinerung des Begriffs der Null-
folge handelt.

3. Nach 31, 3 und 88, 5 strebt fiir 2 > o

n n
]/a -1 und ]/n —1I.

4. Ist (x,| ¥4} =0, so strebt x, - o und auch y, ->o. Denn es ist
|#4 —0| und auch |y, —o0| < |9 — #ul,
so daB beide nach 26, 2 zugleich mit (y, — #,) Nullfolgeh bilden.
—1)n 6
(=1 , also fiir die Folge 2, —I—, -i, ~3—, — i, .
n 2’ 3’ 4 5 6

I
strebt x, >1, denn |%, — I|= - bildet eine Nullfolge.

5. Fur ¥, =1—

6. Geometrisch éesprochen bedeutet %, — &, daB alle Glieder mit hinreichend
hohem Index in der Nihe des festen Punktes & gelegen sind. Oder schirfer (vgl.
10, 13), daB in jeder e-Umgebung von & aile Glieder mit héchstens endlich vielen
Ausnakmen gelegen sind®. — Bei der Veranschaulichung 7, 6 ziehen wir durch

1 QOder, was nach 10, 5 auf genau dasselbe hinauslauft: (§ — #,) oder | #, — &|.

2 Sprich: ,,x, (strebt) gegen & fiir » gegen 00 bzw., Limesx, fiir » gegen 0o
ist gleich &“. — Im Hinblick auf die Definitionen 40, 2 und 3 ware es korrekter,
hier ,,# = -+ 00 zu schreiben; doch 148t man das 4 -Zeichen zur Vereinfachung
meist fort.

3 Vielfach sagt man dafiir auch kiirzer: In jeder e-Umgebung von & sollen
,fast alle’ Glieder der Folge gelegen sein. Doch hat die Aussage ,fast alle’ auch
noch andere Bedeutungen, z. B. in der Lehre von den Punktmengen.

Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. 5
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die beiden Punkte (o, & 4 ¢) Parallelen zur Abszissenachse und konnen sagen:
Es strebt x, — &, falls das ganze Bild der Folge (x,), von einem endlichen An-
fangsstiick abgesehen, in jedem solchen (noch so schmalen) &-Streifen gelegen ist.

7. Auf das entschiedenste zu verwerfen ist eine oft gehoérte laxe Ausdrucks-
weise, die fir x, — £ sagt ,fir n = 00 sei x, =&"“. Denn eine natiirliche Zahl
n = 00 gibt es nicht, und x, braucht niemals = & zu sein. Es handelt sich durch-
aus nur um einen durch alles Vorangehende nun wohl hinreichend geklirten
AnnéherungsprozeB, von dem es gar keinen Zweck hat, sich ihn in irgendeiner
Form vollendet zu denken. (In &alteren Lehrbiichern und Abhandlungen findet
man jedoch hiufig die symbolische Schreibweise ,limzx, = §, gegen die sich,

n=00
weil sie ja nur symbolisch gemeint ist, nichts sagen 1a8t, — auBer eben, daB sie
ungeschickt ist, und daB die Schreibweise ,,n = 00" notwendig Verwirrung iiber
den Begriff des Unendlichen in der Mathematik stiften mu8.)

8. Strebt x, — &, so bezeichnet man die einzelnen Glieder der Folge (x,)
auch wohl als Ndherungswerte von & und die Differenz & — x, als den Fehler, der
dem N#herungswerte v, anhaftet.

9. Die Bezeichnung ,,konvergent’’ scheint zuerst von J. GREGORY (Vera circuli_
et hyperbolae quadratura, Padua 1667), die Bezeichnung ,,divergent’ (40) von
Jon. BErNouLL! (Brief an LEIBNIZ vom 7. 4. 1713) gebraucht zu sein.

An die Definition. der Konvergenz schlieBen wir sogleich diejenige
der Divergenz:

ODefinition 1. Jede Zahlenfolge, die nicht im Sinne der vorstehenden
Definition konvergiert, heifit divergent.

Hiernach sind z. B. die Folgen 6, 2, 4, 7, 8, 11 sicher divergent.

Unter den divergenten Folgen zeichnet sich eine Art durch be-
sondere Einfachheit und Durchsichtigkeit des Verhaltens aus, z. B.
die Folgen (#2), (#), (¢") mit @ > 1, (log #), u.a. Das ihnen Gemein-
same ist ersichtlich, daB die Glieder mit wachsendem # jede noch
so hohe Schranke iibersteigen. Man sagt darum wohl auch, sie streben
gegen + o0, sie (bzw. ihre Glieder) werden unendlich groB. Wir prizi-
sieren den Sachverhalt in folgender

Definition 2. Hat die Folge (x,) die Eigenschaft, dafi nach Wahi
etner beliebigen (grofen) positiven Zahl G sich immer noch eine Zahl n,
so angeben 1ift, dap fiir alle n > ng stets

%, >G
ist1, so wollen wir sagen, (x,) divergiert gegen + 00, strebt gegen 00
oder ist bestimmi divergent? mit dem Grenzwert +00; und wir
schreiben dann
x,—>+oo (fir n—>00) oder limx,=-+oo0 baw. limx,=400.
n-—>co

1 Man beachte, da8 hier nicht von den Befrdigen |x,|, sondern von den
Zahlen x, selbst gefordert wird, da8 sie >G sein sollen.

2 Manchmal sagt man sogar — in scheinbarer Verdrehung der Tatsachen —,
die Folge konvergiere gegen +0¢. Es hat dies seinen Grund darin, daf das
in Definition 2 beschriebene Verhalten in vieler Beziehung dem der Konvergenz
(39) sehr nahe steht. Wir schlieBen uns indessen dieser Ausdrucksweise nicht
an, obwohl ein MiBverstindnis niemals zu befiirchten wire. — Analog bei — oo,
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Es bedeutet nur eine Vertauschung von rechts und links, wenn
wir weiter definieren:

Definition 3. Hat die Folge (x,) die Eigenschaft, daB nach Waht
einer belicbigen (absolut grofen) negativen Zahl —G sich immer noch
eine Zahl ny so angeben 1ift, daf fir alle n > ny stets

X, < —G

ist, so wollen wir sagen, (x,) divergiert gegen — oo, strebt gegen
—00 oder st bestimmit divergent® mit dem Grenzwert — o0, und
wir schreiben

Xp—>—00 (flir n—>00) oder limx,=—o00 baw. limx,=—oc0.

n—>co
Bemerkungen und Beispiele.

1. Die Folgen (n), (n%), (n°%) fiir « > o, (log#), (log® ) fiir & > o streben gegen
+- 00, diejenigen, deren Glieder entgegengesetzte Werte haben, streben gegen —oc.

2. Allgemein: Strebt x, > 400, so strebt #, = — %, > —00 und um-
gekehrt. — Darum geniigt es weiterhin im wesentlichen, von den beiden Formen
der Divergenz —> + 00 und - —00 nur die eine, etwa die Divergenz — 4 oo
zu betrachten.

3. In geometrischer Sprache bedeutet x, — - 00 natiirlich, daB, wie man
auch (sehr weit rechts) einen Punkt 4G wihlen moge, doch alle Punkte x,, von
hochstens endlich vielen Ausnahmen abgesehen, noch rechts von ihm gelegen
sind. — Bei der Veranschaulichung 7, 6 besagt es: Wie hoch oberhalb der Abszis-
senachse man auch eine Parallele zu ihr ziehen mag, es liegt doch das ganze
Bild der Folge (v,) — von einem endlichen Anfangsstiick abgesehen — noch
oberhalb derselben.

4. Das Streben gegen =+ 00 oder gegen — 00 braucht kein monotones zu sein;

so ist z. B. auch die Folge 1, 21, 2, 22, 3, 283, 4, 24,..., &, 2% ... gegen 4 oc
divergent.
5. Die Folge 1, —2, +3, —4,..., (—1)"n,... ist weder nach -+ 00 noch

nach — oo divergent. Dies veranlaB8t uns noch zu der

Definition 4. Von einer Folge (x,), die entweder im Sinne der Defini-
tion 39 konvergiert oder im Sinne der Definitionen 40, 2 und 3 bestimmt
divergiert, wollen wir sagen, daf sie sich (fiir n —o0) bestimmt verhdlt.
Alle dibrigen Folgen, die also weder konvergieren mnoch bestimmt diver-
gieren, sollen unbestimmt divergent oder kurz unbestimmt heifien?.

1 Siehe FuBnote 2 S. 66.

% Es handelt sich also um drei typische Verhaltungsweisen einer Zahlenfolge,
nidmlich: a) Konvergenz gegen eine Zahl &, gem4B 89; b) Divergenz gegen 00
oder — 00, gemiB 40, 2 u. 3; c) keins von beiden. — Da das Verhalten b) manche
Analogien mit a) und manche mit ¢) aufweist, schwankt hier der Sprachgebrauch.
Man rechnet b) zwar allgemein zur Divergenz (die Ausdrucksweise, die in der
vorigen Fufinote erwihnt wurde, 148t sich nicht konsequent durchhalten), spricht
aber andrerseits doch von den ,,Grenzwerten‘ -+ 00 oder — 0. — Wir sprechen
also in den Fallen a) und b) von einem bestimmten, im Falle c) von einem
unbestimmten Verhalten; im Falle a), und nur in diesem, von Konvergenz,
in den Fillen b) und c¢) von Divergenz. — Stdtt ,,bestimmt und unbestimmt
divergent' sagt man auch ,eigentlich und uneigentlich divergent*. Da aber,

5*
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Beispiele und Bemerkungen.

1. Die Folgen ([—1]7), ([—2]"), (a®) fir a < —1, ebenso die Folgen o, 1,
0,203 0, 4,...und 0o, —1, 0, —2, 0, —3, ..., ferner die Folgen 6, 4, 8 sind
ersichtlich unbestimmt divergent.

2. Dagegen weist die Folge (| a®|) fiir beliebiges reelles @, und weisen die
Folgen (3" 4 (—2)"), (v + (—1)*logn), (n? + (—1)"#) trotz aller Unregel-
maBigkeiten im einzelnen doch ein bestimmies Verhalten auf.

3. Die geometrische Deutung des unbestimmten Verhaltens ergibt sich un-
mittelbar daraus, da weder Konvergenz (s. 39, 6} noch bestimmte Divergenz
(s. 40, 3, Bem. 3) stattfinden soll.

4. Aus %, > +00 und aus », > —oo folgt, falls alle Glieder F o sind?,

I
— | <e. — Dagegen

1
stets — —>0; denn aus |z, | > G = % folgt ja sofort

n n

1
braucht aus #, -0 sich kein bestimmtes Verhalten fiir (-—) zu ergeben.
%

(=9 .
n

1
strebt x, — 0, aber (—) ist unbestimmt divergent. —
n

Dagegen gilt ersichtlich der leicht zu beweisende

Beispiel: Fir , =

Satz. Ist (x,) eime Nulifolge, deren Glieder eimerler Vorzeichem haben,

1
so st die Folge <x—) bestimmt divergent, und zway gegen -+ 0O oder gegen — OO,
n

je nachdem alle x, positiv oder alle negativ sind.

Zur bequemeren Verstindigung in hiufig vorkommenden Fillen
fithren wir endlich noch die folgende Ausdrucksweise ein:

ODefinition 5. Stehen zwei Zahlenfolgen (x,) und (y,), die nicht
2u konvergieren brauchen, zueinander in der Beziehung, daf der-Quotient

Fn
Yn

filr n — 400 einem bestimmien, endlichen und von o verschie-
denen Grenzwert zustrebt?, so wollen wir sagen, beide Folgen sind
asympftotisch proportional und schreiben dafiir kurz

Xn ™~ Yn-

Ist dieser Grenzwert speziell gleich 1, so nennen wir die Folgen asympto-
tisch gleich und schreiben prignanter

Xn=Yn-

wie betont, die bestimmte Divergenz noch viele Analogien mit der Konvergenz
aufweist und bei ihr noch von einem Grenzwert gesprochen wird, erscheint es
nicht ratsam, diesen Fall gerade als den der eigentlichen Divergenz zu bezeichnen.
1 Von einer Stelle an ist dies von selbst der Fall.
2 Die #, und y, miissen dann von selbst von einer Stelle ab + o sein. Fiir
alle n soll dies durch die obige Definition nicht gefordert sein.
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So ist z. B.
yn?2+ 12n, log(5n°+ 23)~logn, Jn41-— '/ZNVL_,
n

1424+ n~n2, 124224 ... Fn2ozind.
Diese Bezeichnungen rithren im Prinzip von P. pu Bois-REYMOND her
(Annali di matematica pura ed appl. (2) IV, S. 338, 1870/71).

An diese Definitionen schlieBen wir nun sogleich eine Anzahl ein-
facher, aber durchaus grundlegender

Sitze iiber konvergente Zahlenfolgen.

OSatz1. Eine konvergente Zahlenfolge bestimmi thren Gremzwert
vollig eindeutigh.

Beweis. Hat man x, - £ und zugleich x, — &', so sind (%, — &)
und (%, — &) Nullfolgen. Nach 28, 2 ist dann auch

(g — &) — (%, — &) = (& —§)
eine Nullfolge, d. h. es ist & = &', w. z. b. w.2

OSatz 2. Eine konvergente Zahlenfolge (x,) ist stets beschrinkt. Und
ist stets | x,| = K, so gilt fir den Grenzwert &, da | &| < K dst3.

Beweis. Strebt x, — & so liBt sich nach Wahl von ¢ > o die
ganze Zahl m so angeben, daB fiir » > m stets

E—e<x, <t+e

1 Durch eine konvergente Zahlenfolge ist also ihr Grenzwert ebenso eindeutig
definiert (erfaBt, bestimmt, gegeben, ...), wie durch eine Intervallschachtelung
oder einen DEDEKINDschen Schnitt die dort eingespannte Zahl. Daher koénnen
wir von nun an eine reelle Zahl auch als gegeben ansehen, wenn wir eine gegen sie
konvergievende Zahlenfolge kennen. Und sagten wir frither kurz, eine Intervall-
schachtelung (¥, | y,) oder ein DEDEKINDscher Schnitt (4 | B) oder ein System-
bruch sei eine reelle Zahl, so kénnen wir jetzt mit demselben Recht sagen, eine
gegen & konvergierende Zahlenfolge (x,) set die reelle Zahl &, in Zeichen: (r,) = §.
Naheres iiber diese von G. CANTOR zu seinem Aufbau der Lehre von den reellen
Zahlen benutzte Auffassung s. S. 8o und 96.

2 Der hier zuletzt benutzte, im ersten Augenblick vielleicht verbliiffende
SchluB ist einfach der: Wenn man von einem bestimmten Zahlenwert a weiB,
daB fiir jedes & > o stets |a|< ¢ ist, so muB notwendig o = o sein. Denn o ist
die einzige Zahl, deren Betrag kleiner ist als jede positive Zahl ¢. (Es ist namlich
wirklich |o| < & fiir jedes ¢ > 0. Ist aber a & o0, also |a| > o, so ist || gewiB
nicht kleiner als die positive Zahl ¢ = }|«|.) — Ebenso: Weil man von einem
bestimmten Zahlenwert o, daB fiir jedes ¢ > o stets a« < K + ¢ ist, so muf} sogar
die Ungleichung o < K erfiillt sein. Das hier in Rede stehende SchluBverfahren
WIst fir jedes € > o stets |a| < &, so ist notwendig w = o’ ist genau das schon
von den griechischen Mathematikern (vgl. Eukrip: Elemente X) stindig benutzte
und spater als Exhaustionsmethode bezeichnete Verfahren.

3 Hier ist auf das Gleichheitszeichen in ,,| £| < K** auch dann nicht zu ver-
zichten, wenn fiir alle » stets |x,] < K ist.

44.
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ist. Bedeutet also K; eine Zahl, die die endlich vielen Werte
[ %], | %2, - - -, | %m| und |&] ¢ iibertrifft, so ist ersichtlich stets

|%,| < K;,

die Folge also beschrinkt. Ist dann K irgendeine Schranke der |x,|
und wire |£] > K, so wire |£| — K > o0.und also von einer Stelle an

[&] —[%a] = % — &| <[] = K,

also | x,| > K, entgegen der Bedeutung von K.

OSatz 2a. Aus x, — & folgt | %,| = | &|.

Beweis. Es ist (s. 3, II, 4)

IEA R I EEAE I

also (| x,| — | &|) nach 26, 2 zugleich mit (x, — &) eine Nullfolge.

OSatz 8. Hat die konvergente Zahlenfolge (x,) lauter von o verschie-
dene Glieder und ist auch ihr Grenzwert & == o, so ist die Folge (%) be-

schrdnkt, oder: so gibt es eine Zahl y > o, so daf stets |x,,| =y > o0 ist;
die Zahlen | %,| besitzen also eine moch positive uniere Schranke.

Beweis. Nach Voraussetzung ist §[£| =& > o, und es gibt also
eine ganze Zahl m, so daB fir » > m stets |x, — &| <& und also
| %4| > §|&| istl. Bezeichnet man die kleinste der endlich vielen
positiven Zahlen | x|, | %3], ..., | %»| und §|[&| mit p, so ist auch

noch y > o und stets |#,|=>7, ;I— §K=%, w.z. bw.

Wendet man, wenn eine gegen £ konvergierende Zahlenfolge (x,)
vorliegt, auf die Nullfolge (x, — &) die Sitze 27, 1 bis 5 an, so hat
man unmittelbar die Sitze:

OSatz 4. Ist (x;) eine Teilfolge von (x,), so folgt
aus x,—>& stels x> &.

©Satz 5. Lafpt sich eine Folge (x,) so in zwei Teilfolgen? zerlegen,
dap jede derselben gegen & konvergiert, so ist das auch mit (x,) selbst
der Fall.

OSatz 8. Ist (x;) eine beliebige Umordnung von (%,), so folgt
aus x,—>&  stets  x,—~>&.

OSatz 7. Strebt x, — & und entsteht (x.) aus (x,) durch endlich viele
Anderungen, so strebt auch x, —&.

1 Fir # > m sind also von selbst alle #, % o.
2 Oder drei oder irgendeine bestimmte Anzahl.
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Satz 8. Strebt x,, — & und ebenso x,,— &, und steht die Folge (x,)
zu den Folgen (x,) und (x,) in der Beziehung, dafi von einer Stelle m
an stets

IA

1"
Xy = %y

IA

’
x‘n n

ist, so strebt auch x, — &.
Das Rechnen endlich mit den konvergenten Zahlenfolgen wird
durch die folgenden vier Sitze begriindet:

OSatz 9. Aus x,—>& und y,—>mn folgt stets (x, + y.) >& -+,
und das Enisprechende gilt fir die gliedweise Addition irgendeiner festen
Anzahl — etwa p — konvergenter Zahlenfolgen.

Beweis. Mit (x, — &) und (y, — %) ist nach 28, 1 auch

eine Nullfolge. — Ebenso folgt nach 28, 2 der

OSatz 9a. Awus x,—> & und y, —n folgt stets (x, — y,) >& — .

OSatz 10. Aus x,—> & und y, — n folgt stets x,y, — &n, und das
Entsprechende gilt fir die gliedweise Multiplikation irgendeiner festen
Anzahl — etwa p — konvergenter Zahlenfolgen.

Speziell: Aus x, — & folgt steis cx, — c&, welche Zahl auch ¢ be-
deuten moge.

Beweis. Es ist
Xy Yn—EN= (% —E) Y+ (ya —n) &;

und da hier rechterhand zwei Nullfolgen gliedweise mit beschridnkten
Faktoren multipliziert und dann addiert sind, so ist der Ausdruck
selbst Glied einer Nullfolge, w. z. b. w.

©Satz 11. Aus x,—~> & und vy, —>n folgt, falls alle x, + o sind
und auch & == o 1st, stets

Yn n
—_— .
L2

Beweis. Es ist

Yo N _VnE— % _ (n—mE— F—E
Xn E xn'é xn'& :

Hier steht im Zihler aus denselben Griinden wie soeben eine Null-
1
E *Xn
der ganze Ausdruck wieder Glied einer Nullfolge. — Nur ein Spezial-

fall hiervon ist der

folge, und die Faktoren sind nach Satz 3 beschrinkt. Also ist
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OSatz 11a. Aus x, — & folgt, falls alle x,, und auch & von o verschieden
sind, daf stets

I
—_— ,9_
strebt .
Diese ‘grundlegenden Sitze 8—r11 fithren nach wiederholter An-

wendung zu dem folgenden umfassenderen

OSatz 12. Es set R =R (x, @, x®, ..., x9) ein Ausdruck, der
durch endlich viele Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen wund
Divisionen aus den Buchstaben x9, x?, ..., x® unter Hinzunahme be-
licbiger Zahlenkoeffizienten gebildet ist®, und es seten

(), @), ., (D)

p gegebene Zahlenfolgen, die der Reihe nach gegen £V, 2, . . £ kon-
vergieren. Dann strebt die Folge der Zahlen

R,=R (P, 22, ..., a?) > R(EV, &2, ..., &9,

falls weder bei der Berechnwung der Glieder R, mnoch der des Wertes
R(EW, &9 . £9) die Division durch o verlangt wird.

Auf Grund dieser Sitze beherrschen wir die formale Handhabung
konvergenter Zahlenfolgen. Wir geben noch einige weitere

Beispiele.
1. Aus x, — & folgt bei a > o stets
a®n > a.
Denn

a* — gf = (@™~ ¢ — 1)
ist nach 85, 3 eine Nullfolge.
2. Aus z, — & folgt, falls alle », und auch & > o sind, daB auch
logx,, —>log§
strebt.

Beweis. Es ist

log x, — logé:log%’i =log (I + x“;é-),

Xy —

§

was nach 88, 7 eine Nullfolge ist, da mit », > o auch ¢ > —1 ist.

1 Bei den Satzen 3, 11 und 11a ist an den Voraussetzungen nur wesentlich,
daB der in den Nenner tretende Grenzwert % o ist, denn dann sind von einer
Stelle m ab die im Nenner stehenden Glieder von selbst % 0, und man
brauchte nur ,.endlich viele Anderungen‘* vorzunehmen oder die neue Folge erst
fiir n > m zu betrachten (vgl. 7, 2), damit dies stets der Fall ist.

2 Kiirzer: eine rationale Funktion der p Variablen ™, x®,. .., 2® mit
beliebigen Zahlenkoeffizienten.
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3. Unter denselben Voraussetzungen wie bei 2. strebt auch
ag 8¢
bei beliebigem reellem g.

Beweis. Es ist

xﬁ—§9=§9(§%—1)=59[<1+ xné— ’é)@_ 1],

Xy —
was nach 88, 8 eine Nullfolge ist, da — E ¢ > —1 ist und fiir » — 00 gegen o

strebtl. (Hierzu bildet noch 85, 4 eine gewisse Erganzung.)

Der CAUCHYsche Grenzwertsatz und seine Verallgemeinerungen.

Wesentlich tiefer und weiterhin von groBer Bedeutung ist eine
Gruppe von Grenzwertsitzen?, die in ihrer einfachsten Form von
Caucuy?® herrithren und in neuerer Zeit nach verschiedenen Rich-
tungen hin erweitert wurden. Es gilt zunichst der einfache

OSatz 1. Ist (%, %, ...) etne Nullfolge, so bilden auch die arith- 48.
metischen Mittel

’ Ko+ X140+ Xp
x,,=4’-n‘——¥1——, (n=o0,1,2,...),
eine Nullfolge.
Beweis. Wird ¢ > o gegeben, so kann man m so wihlen, daB

fir n > m stets |x,| < -28— ausfillt. Dann ist fiir diese »

, |#o+ %14+ 2w | g n—m
lxn1§ n4+1 +7 w41’

Und da nun im Zihler des ersten Bruches rechterhand eine feste Zahl
steht, so kann man weiter #, > m so bestimmen, daB fir # > #n,

dieser Bruch <% bleibt. Dann ist fiir » > n, aber stets |x,|<¢

— und unser Satz schon bewiesen. — Ein wenig allgemeiner, aber
doch eine unmittelbare Folgerung ist der

1 Die Bedeutung der Beispiele 1 bis 3 ist — in die Sprache der Funktionen-
lehre iibertragen — die, daB die Funktion a* an jeder Stelle, die Funktionen
logx und #% an jeder positiven Stelle stetig sind.

2 Das Studium dieser Siatze kann verschoben werden, bis in den spateren
Kapiteln von ihnen Gebrauch gemacht wird. (Zuerst im IV. Kapitel.)

3 AvcusTIN Louls CAUcHY, geb. 1789 in Paris, gest. 1857 in Sceaux. In
seinem Werke Analyse algébrique, Paris 1821 (deutsche Ubersetzung: Berlin, Julius
Springer, 1885), werden zum ersten Male in voller Strenge die Grundlagen
der hoheren Analysis, unter ihnen die Lehre von den unendlichen Reihen ent-
wickelt. Wir werden es im folgenden oft zu nennen haben; der obige Satz 2 findet
sich daselbst S. 59.
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OSatz 2. Strebt x, — &, so streben auch die arithmetischen Mittel

r x0+x1+"'+xn
xﬂ——‘~—‘7+1———>§

Beweis. Mit (x, — &) ist nach Satz 1 auch

F—H+ F—+ -+ Fa— 9

n-41 =% —¢

eine Nullfolge, w. z. b. w.
Aus diesem Satz laBt sich nun ganz leicht das Entsprechende fiir
die geometrischen Mittel folgern.

Satz 8. Die Folge (yy, ¥a, ...) strebe —u, und es seien alle thre
Glieder vy, sowie ihr Grenzwert v positiv. Dann strebt auch die Folge
der geometrischen Mittel

Yo =Vy19a- - ya .
Beweis. Aus y, — g folgt, weil alles positiv ist, nach 42, 2, da8
%p = logy, > & =logn
strebt. Nach Satz 2 folgt hieraus, daB auch

, x Kot oot 2, K /
ry = I o Yy, = logy, > og

strebt. Nach 42, 1 liefert dies sofort die Richtigkeit unserer Be-
hauptung.

Beispiele.
I 1
Aty :
1. —————— o0, weil — — o0 strebt.
n n
——————
n 2 n . n
2. ﬂ: .23 —1, weil —— 1 strebt.
1 2 n-—1 n—1

— . 8 n ’
I+]/2+€+'”+ﬁ—>1, weil W—)I strebt.

n .
4. Wegen (1 —{-ni) —¢ (s. 46a im nichsten §) strebt nach Satz 3 auch
" 1 2 3 n "
L R e R et =
n!

1n 1

= Ynl - =

n }/[_) e’

. . . . . n n
eine Beziehung, die man sich auch in der Form ,, }nl s merken mag.

oder also
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Wesentlich weitergehend und doch ebenso leicht beweisbar ist
die folgende Verallgemeinerung der CaucHYschen Sitze I und 2, die
von O. TOEPLITZ herriihrt!:

OSatz 4. Es sei (xg, %y, . . .) wieder esne Nullfolge, und die Koeffi-
zienten a,, des Schemas

%o
Mo %3
(A) Ayo G931 @ap
“no anl “nz Apn

mogen den beiden Bedingungen gendigen:
(@) In jeder Spalte stehen Nullfolgen, d. h. bei festem p = o strebt

a,,—>0 fir n—>o0,

(b) Es gibt eine Konstante K, so daB die Summe der Betrige der

Glieder einer jeden Zeile, also fiir jedes n die Summe
|@nol + 1851 | +- -+ e, | <K
blesbt. — Dann ist auch die Folge der Zahlen
Xy = Guo¥+ Gny %y + Ay ¥y + - ¢ -+ Ay %,

etne Nullfolge.

Beweis. Ist ¢ > o gegeben, so bestimme man m so, daB fir n > m

stets |x,| < -2—8]? bleibt. Dann ist fiir diese #

5] <lanato + - - + umtin| + =
Nach Voraussetzung (a) kann man nun (da m jetzt fest ist) ny > m
so wihlen, daB ‘fiir # > n, stets |d,e% + -+ Cpm¥m| < —:— bleibt.

Da fiir diese #» dann | x| < ¢ ist, so ist unser Satz schon bewiesen.
Fiir die Anwendungen handlich ist hierzu der folgende

OZusatz. Ersetzt man die Koeffizienten a,, durch andere Zahlen

’

Auy = By Oy, die aus den a,, durch Hinzufilgung von Faktoren o,

1 Der CaucHysche Satz 1 ist verschiedentlich verallgemeinert worden, so
insbesondere von J. L. W. V. JENSEN: Om en Sitning af Cauchy. Tidskrift for
Mathematik (5) Bd.2, S.81—84 und O. Storz: Uber eine Verallgemeinerung
eines Satzes von Cauchy, Mathem. Ann. Bd. 33, S.237. 1889. Die obige von
O. Toerritz: Uber lineare Mittelbildungen, Prace matematyczno-fizyczne Bd. 22,
S. 113—119. 1911 herriihrende Fassung ist darum eine in gewissem Sinne &duBerste
Verallgemeinerung, weil er (a.a.O.) zeigt, daB die in Satz 5 als hinreichend
erkannten Bedingungen auch dazw notwendig sind, daB aus x, — & stets x, - §
folgt. (Vgl. 221.) '
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entstehen, die samilich absolut gemommen wunterhalb einer festen Kon-
stanten o bletben, so bilden auch die Zahlen

Ky = Apo¥g + Gpy %+ -+ App %,
eine Nullfolge.

Beweis. Auch die a,, erfiillen die Bedingungen (a) und (b) des
Satzes 4, denn bei festem p strebt nach 26, 1 a:w — 0, und es bleiben
die Summen

(ol +|an |+ -+ |ap,| <K =0a-K.

Aus Satz 4 folgt nun weiter der

OSatz 5. Strebt x, — & und erfillen die a,, aufer den Bedingungen
(@) und (b) des Satzes 4 noch die weitere, daf

(© Ao+ Gpy+ - -+ O, =4,—>1

strebtl, so konvergiert auch die Folge der Zahlen
x;l =auo% + 1%+ -+ annxn_’s'

Beweis. Es ist jetzt |

X, =4,-¢ +an0(x0_§) + an],(xl_g) +ee +ann(xn'—'£)x
woraus sich nun infolge der neuen Bedingung (c) und nach Satz 4
sofort die neue Behauptung ergibt.

Ehe wir zu diesen wichtigen Sitzen Anwendungen und Beispiele

geben, beweisen wir noch die folgende in eine neue Richtung weisende
Verallgemeinerung:

OSatz 6. Erfillen die Koeffizienten a,, des Schemas (A) aufer den
in Satz 4 und 5 genannten Bedingungen (a), (b) und (c) noch die weitere,
daf

(d) auch die Zahlen jeder ,Schriglinie’ in (A) eine Nullfolge bilden,
dap also bei festem P filr n— + 00 auch a,,_,—> o strebt, so folgt aus
Xy —> & und y, —n, daf die Zahlen

.
2, = o XgVp + An1 ¥ Vo1 F 0 0 0+ Ca X Vo> SN
streben?.

Beweis. Wegen
Xy Y-y = (xv - 5) Ya—r + E'yn—v
ist
n n
Zp = Z‘Oanvyn—v (xv - E) + E' Zoanvyn—w

Hier strebt der erste Summand nach Satz 4 und dessen Zusatz gegen o,

! Bei den Anwendungen wird meist 4, = 1 sein.

2 Fir positive a,, findet sich dieser Satz in der Note des Verfassers ,,Uber
Summen der Form ayb, + a;b, _; +- -+ a,by’ (Rend. del circolo mat. di Pa-
lermo, Bd. 32, S.95—110. 1911).
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weil (x, — &) eine Nullfolge ist und die Faktoren y,_, beschrinkt
bleiben. Und schreibt man den zweiten Summanden in der Form

n n
S'Zann—-vyv = 5'2427%,
r=0 v=0

so erkennt man nach Satz 5, daB derselbe und somit auch z,— &y
strebt; denn wegen (d) erfiillen die Zahlen 4, = 4,,_, genau die
dortige Voraussetzung (a).

Bemerkungen, Anwendungen, Beispiele.
1. Satz 1 ist ein Spezialfall von Satz 4; man hat in letzterem nur

1

a = a =ese=a P—
n0 nl 'n—}—I,

nn = (n=o0,1,2,...),

zu setzen. Satz 2 ist derselbe Spezialfall von Satz 5. Die Bedingungen (a), (b), (c)
sind erfiillt.

2. Sind ay, o, . .. irgendwelche positive Zahlen, fiir die die Summen
g+ 03+ + oy =0, >+ 00
streben, so folgt aus », — &, daB auch

2 _“0x0+“1x1+"'+“nxn ¢
" ooyt Aty

strebt!. In der Tat hat man nur in Satz 5

0 % h n=0,1,2,...,

"o, v=o0,1,...,7,

zu setzen, um die Richtigkeit dieser Behauptung zu erkennen. Die Bedingungen
{a), (b), (c) sind erfiillt. — Fiir «,, = 1 erhilt man wieder Satz 2.

2a. Der Satz der vorigen Nummer bleibt auch noch fiir £ = 4-00oder& = — 00

bestehen. Dasselbe gilt auch noch fiir den allgemeinen Satz 5, falls dort alle uy Z O
sind. Denn strebt », - 4-00 und wird, dhnlich wie beim Beweise von Satz 4,
nach Wahl von G > o ein m so gewahlt, daB fiir » > m stets », > G + 1 ist,
so ist fiir diese # ‘

Z;‘> G+ 1) (anm+1+”'+ann) —anolxo| e anmlxml'

‘Wegen der Bedingungen (a) und (c) bei Satz 4 und 5 148t sich daher ein #, so
wihlen, daB fiir n > #n, stets x, > G bleibt. Es strebt also auch x} — +400.

3. Statt die «, positiv und ¢, - 4 00 vorauszusetzen, geniigt es [nach (b)]
zu verlangen, daB nur |og| 4+ | oy | 4+ -+ | 2| > 400 strebt, daB aber eine
Konstante K existiert, so da3 fiir alle »

[og |+ o]+t |oa] SKE-Jag+ o4+ o]
bleibt2. (Fiir positive a, leistet K = 1 das hier Verlangte.)

1 Stoirz, O.: a. a. O. — Natiirlich geniigt es auch, wenn die «, von einer Stelle
an = o sind, wofern nur ¢, - -4 00 strebt. Man darf dann die x) erst von der
Stelle an betrachten, von der an ¢, > o ist.

2 JENSEN: a.a.O. — Ist a, das erste von o verschiedene «, so sind die x,
erst fiir » > m definiert.
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4. Setzt man in 2. oder 3. zur Abkiirzung a,x, = ¥,, so ergibt sich: Es strebt

Yot Y1+ -+ 7a - &, falls auch Vn &
a0+a1+---+a,, On
strebt und falls die «, die in 2. oder 3. genannten Bedingungen erfiillen.

5. Setzt man noch yo+9;, +- -+ ¥, =Y, und ag + oy +-*++ a, = 4,, so
erhilt das letzte Ergebnis die Form: Es strebt

Y, Y,—Y
Zf—mf, falls auch 4 —

strebt und falls die Zahlen a0, = 4, — 4,_;, (n =1, 0y = 4,), die in 2. oder 3.
genannten Bedingungen erfiillen.

n n-—1 — S

n n-1

6. So ist z. B. nach 5:

liml+2_:2.”+n=limn2—-(1:t—1)2=1im2nn—1=%
und allgemein -
» cee ? ?
limlp-l_znj_ﬂ +e =limny+1_(1;__1)y+1
=lim o __1
e (i R A

wenn p eine natiirliche Zahl bedeutet.
7. Ahnlich findet man, wenn man die erst unter 48a bewiesene Beschrankt-

I\%+1
heit der Folge der Zahlen (I =+ 7) vorwegnimmt, da

logr+log2+-.-+logn  logn!
nlogn " log n®

8. Auch die Zahlen
_1<n> n=0,1,2,,..,
Gor =2\ Y=0,1,...,%

geniigen den Bedingungen (a), (b) und (c) der Sitze 4 und 5; denn bei festem
p strebt a,, — o, weil es

— 1 strebt, d.h. daB logxn!=¢log =" ist.

?
=2i”<Z) und also <§;
ist (s. 38, 2), und es ist
Ia"01+"'+laﬂﬂ]=an0+"'+ann=1

fiir jedes . Also folgt aus x, — & stets, daB auch

ot (D (Drer (2

zﬂ

£

)

strebt.

9. Dieselben Spezialisierungen, die in 1, 2, 3 und 8 fiir den Satz 5 gegeben
wurden, lassen sich natiirlich auch fiir Satz 6 durchfithren. Es seien nur die beiden
folgenden Sitze erwahnt:

a) Aus ¥, — & und y, — n folgt immer, daB

EYn+ XYy T %Y o+ + 2,9, &
n-4+1 n

strebt.
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b) Sind (x,) und (y,) zwei Nullfolgen, deren zweite noch der Bedingung geniigt,
daB fiir alle »

[vol+ 1yl +- -+ yal

unter einer festen Schranke K bleibt, so bilden auch die Zahlen

2, =XV T %Yt 2,9,
eine Nullfolge. (Zum Beweis hat man in'Satz 4 nur a,, = ¥, _, zu setzen.)

10. Man wird bemerkt haben, daB es nicht wesentlich ist, da8 die Zeilen des
Schemas (A) in Satz 4 gerade hinter dem =te? Gliede abbrachen. Es diirfen viel-
mehr die Zeilen irgendeine Anzahl von Gliedern haben. Ja, wenn wir erst die Grund-
ziige der Theorie der unendlichen Reihen besitzen werden, werden wir sehen,
daB diese Zeilen sogar unendlich viele Elemente (anq, @ny, ..., @uy,...) ent-
halten diirfen, sofern nur die sonst an das Schema gestellten Bedingungen erfiillt
sind. Der hiermit angedeutete Satz wird unter 221 formuliert und bewiesen.

§ 9. Die beiden Hauptkriterien.

Wir sind nun hinlinglich vorbereitet, um die eigentlichen Kon-
vergenzprobleme in Angriff zu nehmen. Zwei Gesichtspunkte sind es
hauptsichlich, unter denen wir im folgenden die vorgelegten Zahlen-
folgen untersuchen werden. Es ist vor allem das

Problem A. Ist eine vorgelegte Zahlenfolge (x,) konvergent, bestimmi
oder wunbestimmt divergent? (Kiirzer: Welches Konvergenzverhalien
weist die Zahlenfolge auf?) — Und wenn sich nun eine Zahlenfolge
als konvergent erwiesen hat, also die Existenz eines Grenzwertes
gesichert ist, dann handelt es sich weiter um das

Problem B. Gegen welchen Grenzwert & strebt die als konvergent
erkannte Zahlenfolge (x,)?

Ein paar Beispiele werden die Bedeutung dieser Probleme deut-
licher machen: Sind z. B. die Folgen

b0z =), ). (F+3)). (E+5)).

1 1
(1+z§+3=j+_;-+nn) (I+7+"'+7>
\ s\ -

nn ~ logn

vorgelegt, so erkennt man bei einiger Vertiefung in den Bau dieser
Folgen, daB hier stets zwei (oder mehr) Krifte sozusagen gegenein-
ander wirken und dadurch die Veranderlichkeit der Glieder hervor-
rufen, Die eine Kraft will sie vergréB8ern, die andere verkleinern, und
es ist nicht ohne weiteres zu sehen, welche den Ausschlag gibt, oder
in welchem MaBe dies der Fall ist. Jedes Mittel, das uns instandsetzt,
iiber das Konvergenzverhalten vorgelegter Zahlenfolgen zu entscheiden,
nennen wir ein Konvergenz- bzw. Divergenzkriterium, sie dienen also
zur Loésung des Problems A.
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Das Problem B ist im allgemeinen viel schwieriger. Ja, man
konnte fast sagen, daB es unlosbar — oder aber trivial ist. Letzteres,
weil ja durch eine konvergente Zahlenfolge (x,) nach Satz 44, 1 der
Grenzwert £ véllig eindeutig erfaBt ist und also durch die Folge selbst
als ,,gegeben“ angesehen werden kann (vgl. die FuBnote zu 44, 1).
Wegen der uniibersehbaren Vielgestaltigkeit der Zahlenfolgen ist
diese Auslegung aber wenig befriedigend. Wir werden den Grenzwert &
vielmehr erst dann als ,bekannt* ansehen wollen, wenn wir einen
DeDEKINDschen Schnitt oder noch besser eine Intervallschachtelung,
z. B. einen Systembruch, speziell einen Dezimalbruch vor uns haben.
Besonders diese letzteren sind und bleiben uns die vertrautesten Dar-
stellungsformen reeller Zahlen. Fassen wir das Problem so auf, so
kénnen wir es als die Frage nach der numerischen Berechnung des Grenz-
werles ansehenl.

Diese praktisch hoch bedeutungsvolle Frage ist theoretisch meist
ziemlich gleichgiiltig, denn vom theoretischen Standpunkt aus sind
alle Darstellungsformen einer reellen Zahl (Schachtelung, Schnitt,
Zahlenfolge, . ..) vollig gleichberechtigt. Beachtet man noch, daB die
Darstellung einer reellen Zahl durch eine Zahlenfolge als die allgemeinste
Darstellungsart angesehen werden kann, so kann nun das Problem B
prézisiert werden zu dem

Problem B’. Es sind zwei konvergente Zahlenfolgen (x,) und
(x7) vorgelegt. Wie 148t sich feststellen, ob beide denselben Grenzwert
definieren, oder ob beide Grenzwerte in einer einfachen Beziehung
zueinander stehen?

Ein paar Beispiele sollen auch diese Fragestellung noch erlautern:

1. Es sei
n

x,,:(r-[—%)" und x,’,:(l-i—%).

Beide Folgen werden sich (s. u. 468 u. 111) ziemlich leicht als konvergent zu er-
kennen geben. Aber etwas tiefer liegt die Tatsache, daB, wenn & der Grenzwert
der ersten Folge ist, der der andern = &% ist.

2. Es sei die Folge

307 1w o4
T’ 2’ 5’ 12’ 29’

vorgelegt, bei der der Zahler jedes neuen Bruches dadurch gebildet wird, daB
men zum verdoppelten Zahler des vorangehenden Bruches den Zahler des zweit-
vorangehenden Bruches addiert (z. B. 41 = 217 4 7), — und ebenso fiir die
Nenner. — Die Konvergenzfrage wird wieder keine Schwierigkeiten machen,
auch die numerische Berechnung nicht; wie aber erkennt man, daB der Grenz-

wert = ]/; ist?

! Numerische Berechnung einer reellen Zahl = Darstellung derselben durch
einen Dezimalbruch. Naheres dariiber im VIII. Kapitel.
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3. Es sei

2n—1

— n=1
x"=(1_%+~;__%+...+LL>, r=1,2,...,

und #, sei der Umfang eines reguliaren #n-Ecks, das einem Kreise mit dem Radius 1
einbeschrieben ist. Auch hier werden sich leicht beide Folgen als konvergent
erkennen lassen. Sind nun & und & die Grenzwerte, — wie erkennt man, daB

hier & = 8-& ist?

Diese Beispiele machen es hinreichend wahrscheinlich, daB das
Problem B bzw. B’ erheblich schwerer anzugreifen ist als das Pro-
blem A. Wir beschéftigen uns daher vorldufig ausschlieSlich mit diesem
und wollen zunichst zwei Kriterien kennen lernen, aus denen sich dann
alle andern werden herleiten lassen. ‘

I. Hauptkriterium (fiir monotone Foigen).

Eine monotone und beschrinkte Zahlenfolge ist stets kon-
vergent; eime monotone und nicht beschrvinkte Zahlenfolge ist
stets bestimmt divergent. (Oder also: Eine monotone Folge
verhilt sich stets bestimmt, und zwar ist sie dann und nur dann
konvergent, wenn sie beschrankt, dann und nur dann divergent, wenn
sie nicht beschriankt ist. Und im letzteren Falle wird die Divergenz

gegen + o0 oder —oo stattfinden, je nachdem die monotone Folge
steigt oder fillt.)

Beweis. a) Es sei die Folge (x,) monoton wachsend und nicht
beschrinkt. Da sie dann wegen x, = #, sicher nach links beschrinkt
ist, so kann sie nicht nach rechts beschrinkt sein, und es gibt also
nach Wahl einer beliebigen (groBen) positiven Zahl G immer noch
einen Index #,, fiir den

Xp, > G

ausfillt. Dann ist aber wegen des monotonen Wachsens der x,, fiir alle
% > #gum so mehr x, >G, so daB nach Def. 40, 2 tatsdchlich x, — 4 oo
strebt. Durch Vertauschung von rechts und links erkennt man ganz
ebenso, dafl eine monoton fallende und nicht beschrinkte Folge gegen
— oo divergieren muB. Damit ist schon der zweite Teil des Satzes
bewiesen.

b) Es sei jetzt (x,) monoton wachsend, aber beschrdnkt. Dann
gibt es eine Zahl K, so daB stets [xn| < K, also auch. stets

Hn=x,=K

bleibt. In dem Intervall J; = #, . . . K liegen also alle Glieder von (x,).

Auf dieses Intervall wenden wir nun die Halbierungsmethode an: Mit

J» bezeichnen wir die rechie oder die linke Hailfte von J,, je nach-

dem in der vechten Hilfte noch Punkie von (x,) liegen oder nicht. Bei

J» wihlen wir nach derselben Regel eine Hilfte aus, nennen sie J; usw.
Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. 6
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Die Intervalle der so entstehenden Schachtelung haben dann die
Eigenschaft!, da rechts von ihnen kein Punkt der Folge mehr liegt,
in ihnen aber mindestens noch einer gelegen ist. Oder: die (monoton
nach rechts vorriickenden) Punkte der Folge dringen zwar noch in
jedes Intervall Ainein, aber nicht mehr aus ihm heraus; in einem jeden
der Intervalle liegen also von einem passenden Index an alle Punkte
der Folge. Wir kénnen also, indem wir uns die Zahlen #,, #,, ...
geeignet gewihlt denken, sagen:

In J liegen alle x, mit n > ny, aber vechis von [ liegt Rein x,
mehy.

Ist nun & die durch diese Schachtelung (f,) bestimmte Zahl, so
1aBt sich sofort zeigen, daB x, — & strebt. Ist ndmlich ¢ > o gegeben,
so bestimme man den Index p so, daB die Linge von [, kleiner als
¢ ist. Fir » > #n, liegen dann neben & auch alle #, in J,, so daB fiir
diese #

[x, —&|<e

sein muB; (x, — &) ist also eine Nullfolge, es strebt x, - &, w. z. b. w.
Vertauscht man in diesem Beweise sinngemidB rechts und links,
so ergibt sich, daB auch eine monoton fallende und beschriankte Folge
stets konvergent sein muB. Damit ist dann der Satz in allen Teilen
bewiesen.
Bemerkungen und Beispiele.

1. Wir erinnern zunichst daran, daB (vgl. 41, 2) trotz |x,|< K fir den
Grenzwert & die Gleichung |&| = K gelten kann.

2. Es sei
1 1
Xn = +

nt+1 n-t2

N

1
+...+;.n., n=1,2,...).

Diese Folge (x,) ist wegen

I I I I

1
x"*'lhx":zn-{-l—f_zn—}—z_n-{-1=2n+1_2n+2>0

< 1 auch beschriankt. Sie ist also

monoton wachsend und wegen x, < #%- pr—

konvergent. Von ihrem Grenzwert & weil man zunichst nur, daB fiir jedes »

v, <EZI

ist, was fiir » = 3 z. B. %(7—, < & <1 ergibt. Ob er einen rationalen Wert hat, oder

ob £ zu einer in irgendeinem andern Zusammenhang auftretenden Zahl in naher
Beziehung steht — kurz: eine Antwort auf das Problem B —, ist hier nicht ohne
weiteres zu sehen. Spater werden wir sehen, da88 & gleich dem natiirlichen Log-
arithmus von 2 ist, d.h. demjenigen Logarithmus von 2, der die gleich hernach
in 46a eingefiihrte Zahl ¢ zur Basis hat.

1 Man veranschauliche sich den Sachverhalt auf der Zahlengeradenl!
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. 1 1 1 .
3. Es sei x, = (1 + - + 3 B 7) so daB die Folge (v,) monoton
wachsend ist (vgl. 6, 12). Ist sie beschrankt oder nicht? — Ist G > o beliebig ge-

geben, so wiahle man m > 2 G; dann ist fir n > 2™

(2l ) e

I s I\
pre S
m

1 1 1 1 1
— R —— [ m-1,
>2+24+48+8I6+ +2 - 2>G.

Die Folge ist also nicht beschvinkt und divergiert daher — - 00,

4. Ist 0 = (v,| ¥,) eine beliebige Intervallschachtelung, so bilden die linken
und die rechten Intervallenden je eine monotone, beschrinkte und also kon-
vergente Zahlenfolge. Es ist dann

limx, =limy, = (%, |y,) = 0.
Als ein besonders wichtiges Beispiel behandeln wir noch die beiden
Folgen mit den Gliedern

xn:<1—}—%>” und yn=(1+%>"+1, (n=1,2,3,...).

Es ist nicht ohne weiteres zu sehen (vgl. die allgemeine Bemerkung
S. 79), wie sich die Folgen bei zunehmendem # verhalten.
Wir wollen zunichst zeigen, daB die zweite Folge monoton fillt,
daB also fiir n = 2
I n n+1
Ypo1 > Y, oder <I + ) > (I + —Z—)

n—1

ist. Diese Ungleichung ist nidmlich gleichbedeutend! mit

+—=\"
I
n;l 1+l
I+ —
n
oder mit
n2 \n 1 . 1 n 1
(772—71) >I+7, d. h. mit <I+7lt—l> >I+7L’.

Die Richtigkeit dieser Ungleichung ist aber evident, da nach der
BerNouLrLischen Ungleichung 10,7 fir « > —1, o 0 und #» >1
stets

T4+a)">14+na,
also speziell

@+

ist. Da tiberdies stets y,, > 1 ist, so ist die Folge (y,) monoton fallend
und beschriankt, also komvergemt. Thr Grenzwert wird weiterhin oft
auftreten; er wird seit EULER mit dem besonderen Buchstaben e

I

n n n I
>>1+n2 >I4 =14

n? — 1 — 1

1 D. h. jede der Ungleichungen folgt aus jeder der iibrigen.
6*

48a.
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bezeichnet . Uber seinen Zahlenwert folgt zunéchst nur,da8 1 < e < y,,
ist, was fir » =5 z. B.
68
1Ze< r <3
liefert.

Die erste unserer beiden Folgen dagegen ist monoton steigend. In
der Tat bedeutet x,_, < %,,, daB?

der also daB (I+nix)n_1<(1+%)”’
oder also a
R
<I+n—1) < ' 1 ’
n — 1

d.h. daB

I n2 — 1\n I\n
— o < (") =)

sein soll. Nun ist aber, wieder nach 10, 7, fiir # > I tatsichlich stets

I

I\n n _ I
<I—;§) >I—;Z;_I—7'
Die Folge (x,) ist also monoton wachsend.

Da aber unter allen Umstinden

I

I\n n+1l

(I+7)<<I+7> , d: h. Xp < Yp
ist, so ist auch stets x, < y;, d. h. (x,) ist auch beschrankt, und also
konvergent. Da endlich die Zahlen

I\n / I I

yn_xn:<1+";;> '(I_{_?——I):?'xn
positiv sind und (nach 26, 1) eine Nullfolge bilden, so ergibt sich noch,
daB (x,) denselben Grenzwert wie (y,) hat. Es ist also

limx, =limy, =e.

Und fiir diese Zahl ¢ haben wir iiberdies nach allem Bewiesenen in

e= @alyn) = ((x+2)"| (142"

eine sie erfassende Intervallschachtelung. (Sie liefert z. B. fiir # = 3

die Ungleichung :—; <e< 385—19 ; doch werden wir spiter (§ 23) andere
gegen ¢ konvergierende Zahlenfolgen kennen lernen, die fiir die nume-
rische Berechnung geeigneter sind.)

1 EuLER benutzt diesen Buchstaben zur Bezeichnung des obigen Grenzwertes
zuerst in einem Briefe an GoLpBAcH (25. Nov. 1731) und im Jahre 1736 in seinem
Werk: Mechanica sive motus scientia analytice exposita, II, S. 251.

2 Vgl. die FuBnote der vorigen Seite.
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Diese Zahl ¢ ist es, die (vgl. S. 59) die Basis der natirlichen Log-
arithmen bildet. Wir wollen darum gleich hier vereinbaren, daB, wenn
das Gegenteil nicht ausdriicklich gesagt ist, das Zeichen log hinfort
stets diesen natiirlichen Logarithmus zur Basis ¢ bedeuten soll.

Die Fruchtbarkeit des 1. Hauptkriteriums liegt vor allem darin
begriindet, daB es aus sehr wenigen und meist sehr leicht zu verifi-
zierenden Voraussetzungen — nimlich allein aus der Monotonie und
Beschrinktheit — die Konvergenz einer Zahlenfolge zu erschlieBen
gestattet. Andrerseits aber bezieht es sich doch nur auf eine spezielle
(wenn auch besonders hiufige und wichtige) Art von Folgen und er-
scheint darum theoretisch unzulidnglich. Wir werden deshalb nach einem
Kriterium fragen, welches ganz allgemein tiber das Konvergenzverhalten
einer Zahlenfolge zu entscheiden gestattet. Das leistet das folgende

©II. Hauptkriterium (1. Form).

Eine beliebige Zahlenfolge (x,) ist dann und nur dann Ronver-
gent, wenn sich nach Wahl von ¢ > o stets eine Zahl ny = ny(e) so an-
geben 1aft, dapP fir trgend zwes Indizes n und w', die beide oberhalb ng
liegen, tmmer

|20 — 2w | < &

ausfillt, — Wir geben zunichst einige

Erlauterungen und Beispiele.

1. Die Bemerkungen 10, 1, 3, 4 und 9 gelten sinngemi8 auch hier, und es
empfiehlt sich, sie daraufhin noch einmal durchzulesen.
2. Anschaulich gesprochen besagt das Kriterium: Alle x, mit hinreichend
hohen Indizes sollen sehr dicht beieinander liegen.
3. Es sei xy=o0, #; = 1 und nun jedes folgende Glied das arithmetische Mittel
zwischen den beiden vorausgehenden, also fiir n > 2
x n-1 + ¥ n-2

Hy= R
2

so daB x, =%, ¥3=4%, v, = §, ... wird. Bei dieser ersichtlich nicht monotonen
Folge ist einerseits klar, daB der Abstand zweier aufeinander folgender Glieder
eine Nullfolge bildet; denn man bestitigt ganz leicht durch Induktion, daB
(=1)"
2‘"
aufeinanderfolgenden Gliedern auch alle spiteren Glieder. Wahlt man also,

Kpor — ¥p = ist! und also — o strebt. Andrerseits liegen zwischen diesen
. 1 . .
nachdem nur ¢ > o vorgeschrieben wurde, p so groB, daf pria ist, so ist
E Hp = ¥ I <&,

wenn nur # und n’ > p sind. Nach dem 2. Hauptkritierium wire die Folge (x,)
also konvergent. Auch ihr Grenzwert & ist hier zufillig ziemlich leicht anzugeben.

1 Fiir # = o und 1 ist dies richtig. Unter der Annahme, daB dies schon fiir
alle n < k erwiesen ist, folgt dann aus #;, — ¥, =

Richtigkeit fir » =k 4 1

X — X Xp— Xp_ .
k+1 k+k okldle

47.
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Nach einiger Uberlegung vermutet man nimlich, daB & = § ist. In der Tat beweist

sich die Formel
2 2 (—1)tt
Xy — —=—r——
3 3 2"

sofort durch Induktion, und diese zeigt, daB (x, — %) wirklich eine Nullfolge ist.

Ehe wir uns nun weiter in die Bedeutung des 2. Hauptkriteriums
vertiefen, geben wir seinen

Beweis. a) DaB die Bedingung des Satzes — wir wollen sie
kurz seine e-Bedingung nennen — motwendig ist, daB sie also, wenn
(%) konvergent ist, stets erfiillt werden kann, erkennt man so: Strebt
%, —> &, so ist (x, — &) eine Nullfolge; bei gegebenem ¢ >0 kann man

also 7, so wihlen, daB fiir # > n, stets |x, — & !<—z— ist. Ist dann

N &
neben # auch #’ > #,, so ist auch |x,,, — &< >y und also

| tp—tw] = (50— 8) — (w— &) | S |50~ §| + | 2w — €| < T+ =5

womit dieser Teil des Satzes schon bewiesen ist.

b) DaB die e-Bedingung auch hinreichend ist, ist nicht ganz so
leicht zu erkennen. Wir beweisen es wieder konstruktiv, indem wir
aus der Zahlenfolge (x,) eine Intervallschachtelung (/,) herleiten und
dann zeigen, daB die dadurch bestimmte Zahl der Grenzwert der
Zahlenfolge ist. Das geschieht so:

Nach Wahl eines jeden &> o soll immer |%, — %, |<é sein,
wenn nur die Indizes #» und #’ beide einen hinreichend hohen Wert #, (¢)
iibersteigen. Denkt man sich den einen von ihnen festgehalten und
mit p bezeichnet, so kann man auch sagen: Nach Wahl von ¢ > o
l1aBt sich immer noch ein Index p (und zwar so weit rechts liegend,
wie wir wollen) so angeben, daB fiir alle #» > p stets

|2, —x,| <e
ist. Wihlen wir nun der Reihe nach ¢ = —:— , —:—, ey %, ... so haben
wir:
1. Es gibt einen Index $;, so daB
fir alle #>p, stets |x,— %, |< % ist.
2. Es gibt einen Index p,, den wir > $; annehmen diirfen, so daB
fir alle #>p, stets |x,— %, |< ;Ig ist,

usw. Ein &%r Schritt dieser Art liefert:
k. Es gibt einen Index p;, den wir > p,_, annehmen diirfen, so da3

fir. alle %> p, stets |x, —x,| < ;I; ist.
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DemgemiB bilden wir die Intervalle J:
1. Das Intervall (v, —3)... (%, + 3) heiBe J;; es enthilt alle x,
mit % > p;, also speziell den Punkt x, . Es enthilt daher ganz oder
teilweis das Intervall (x,, — 1) ... (%,, + 1), in welchem alle x, mit # >p,
liegen. Da diese Punkte auch in J, liegen, so liegen sie in dem beiden
Intervallen gemesnsamen Stiick. Dieses gemeinsame Stiick bezeich-
nen wir

2. mit J, und kénnen sagen: J, liegt in J, und enthilt alle Punkte x,
mit # > p,. Ersetzt man in dieser Herleitung sinngemiB $, und p,
durch $;_; und $; und bezeichnet also

k. mit J, das Stiick des Intervalles (xpk— %) .. .(x,,k+ %), das

in J,_, liegt, so konnen wir sagen: J; liegt in J,_,; und enthilt alle
Punkte x, mit » > p,.
Dann ist aber (f,) eine Intervallschachtelung; denn jedes Inter-

vall liegt im vorangehenden, und die Linge von [ ist < —22—,‘ .

Ist nun & die hierdurch bestimmte Zahl, so behaupten wir end-
lich, daB
%, —>&
strebt. In der Tat, ist jetzt ein beliebiges ¢ > o gegeben, so wihlen .

wir einen Index 7 so groB, daf % < ¢ ist. Dann ist aber

fir #>p, stets |x,—¢&|<e,

da ja neben £ selbst auch alle %, mit # > $, in J, liegen und da dessen
Linge < ¢ ist. Damit ist alles bewiesenl.

Weitere Beispiele und Bemerkungen.

1. Die Folge 45, 3 wird nun leicht als konvergent erkannt. Denn es ist hier, 48,
wenn #' > n ist,

Fn — Ky = :i:<

I 1 (—x)v-n
2n+1—2n+3+'”+ 2n’+1>'

FaBt man innerhalb der Klammer je zwei aufeinander folgende Summanden zu-
sammen, so erkennt man (vgl. spater 81e, 3), daB ihr Wert positiv ist, da8 also

I I —1)V-n
IS S )
2n 41 2n+ 3 2n 41
LaBt man jetzt das erste Glied fiir sich stehen und faBt dann erst je zwei auf-
einander folgende Summanden zusammen, so erkennt man weiter, daB

lx"'“xnl=

I
I =< oy

! Fir dieses grundlegende 2. Hauptkriterium werden wir noch andere Be-
weise kennen lernen. Der vorstehende Beweis geht unmittelbar auf die Erfassung
des Grenzwertes mit Hilfe einer Intervallschachtelung aus. — Eine Kritik fritherer
Beweise des Kriteriums findet man bei A. PriNngsHEIM (Sitzungsber. d. Akad.
Miinchen, Bd. 27, S. 303. 1897).
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I
ist. Es ist also | #,» — #,| < ¢, sobald » und »’ beide > P sind. Die Folge ist
also konvergent.

1 1
2. Ist x, = <I + 5 + 4 —n—) , so sahen wir schon 46, 3, daB (¥,) nicht kon-
vergent ist. Mit Hilfe des 2. Hauptkriteriums folgt dies daraus, daB die e-Bedin-
gung fiir ein ¢ < } nicht mehr erfiillbar ist. Denn wie man auch #, wahlen mag,
fir n > ny und »’ = 2% (also auch > ny) ist

. B T S
—_— cee —_— Mo — = —
2n 2% 2’

1
X — X, = —
" "Tad1r nt2

also nicht < ¢. Die Folge ist daher divergent, und zwar bestimm¢ divergent, da sie
offenbar monoton wichst.

3. Das vorige Beispiel lehrt zugleich, daB das Gegenteil der Erfiillbarkeit der
&-Bedingung dies ist (vgl. auch 10, 12): Nicht bei jeder Wahl von & > o 148t sich
#g S0 angeben, daB nun die e-Bedingung erfiillt wire; sondern es gibt (mindestens)
eine spezielle Zahl gy > o derart, daB oberkalb feder nock so grofen Zahl ny zwei
natiirliche Zahlen #» und #»’ sich finden lassen, fiir die

| #n — 2, | = €g >0
ist.

4. Das 2. Hauptkriterium wird im Anschluf an P. pu Bois-REyMonND (All-
gemeine Funktionentheorie, Tiibingen 1882) jetzt meist als allgemeinstes Kon-
vergenzprinzip bezeichnet. Es stammt der Sache nach von B. Borzano (1817, vgl.
O. StorLz: Mathem. Ann. Bd. 18, S. 259. 1881), ist aber erst von A. L. CAUCHY als
formuliertes Prinzip an die Spitze gestellt worden (Analyse algébrique, S. 125).

Unserm Hauptkriterium kann man noch etwas andere Formen
geben, die manchmal fiir die Anwendungen bequemer sind. Wir denken
uns dazu die Bezeichnung der Zahlen # und #»’ so gewéhlt, daB »" > »
ist und also #’ =# 4 k gesetzt werden kann, wobei %2 wieder eine
natiirliche Zahl bedeutet. Dann lautet das

OII. Hauptkriterium (Form 1a).

Drie Folge (x,) ist dann und nur dann kownvergemt, wenn sich nach
Wahl von ¢ > o immer eine Zahl ny = ny (¢) so angeben lift, daf nun
fir jedes n > ny und jedes k = 1 stets

| Xngre — 2| <&
ausfalls.

Aus dieser Fassung des Kriteriums konnen wir noch weitere Schliisse
ziehen. Denkt man sich nidmlich ganz willkiirliche natiirliche Zahlen
Ry, By, ..., Ry, ... ausgewihlt, so muB nach dem Vorigen fiir # > n,
doch stets

[%nt2, — %0 | <

sein. Dies bedeutet aber, daB die Folge der Differenzen

dn = (xn+k" - xn)
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eine Nullfolge bildet. — Um uns hier bequemer ausdriicken zu konnen,
wollen wir die Folge (4,) kurz eine Differenzenfolge von (x,) nennen.
In ihr ist also 4, die Differenz von x, gegen irgendein bestimmies spiteres
Glied. Dann kénnen wir unser Kriterium auch so formulieren:

OII. Hauptkriterium (2. Form).

Die Folge (x,) ist dann und nur dann konvergent, wenn jede threr
Differenzenfolgen eine Nullfolge ist.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung haben wir eben
schon gezeigt; es muB noch bewiesen werden, daB sie hinreicht. Wir
setzen demgemdil voraus, daB jede Differenzenfolge gegen Null strebt,
und haben zu zeigen, daB (x,) konvergiert. Wire aber (x,) divergent,
so gibe es nach 48, 3 eine spezielle Zahl ¢y > o derart, daB8 oberhalb
jeder noch so groBen Zahl #y immer noch zwei Zahlen n und #’' =# + k
ligen, fiir die die Differenz

[xn+k_xnt2£0

ausfiele. Da dies unendlich oft der Fall sein miiBite, so gibe es also —
entgegen der Voraussetzung — doch Differenzenfolgen, die nicht
gegen o strebten?!; (x,) mupf also doch kowvergieren, w.z.b. w.

Bemerkung. Ist (x,) konvergent, und wihlt man eine spezielle Differenzen-
folge (d,), so strebt also sicher d, - 0. Dagegen sei ausdriicklich betont, daB aus
d, — o allein noch nicht die Konvergenz von (x,) zu folgen braucht. Vielmehr
ist es dazu erst hinreichend, daB sich jede beliebige Differenzenfolge (nicht nur
eine spezielle) als Nullfolge erweist.

Ist z. B. die Folge (1, o, 1, 0, 1, ...) vorgelegt, so ist jede Differenzenfolge der-
selben eine Nullfolge, bei der alle %, (von einer Stelle ab) gerade Zahlen sind.
Trotzdem ist die vorgelegte Folge nicht konvergent. Ebenso ist bei der gleich-

1
falls divergenten Folge (x,) mit », =1 + - + -+ TZ— jede Differenzenfolge,
bei der die benutzten %, beschrdnkt sind, eine Nullfolge.

Indem wir die zuletzt erhaltene Fassung des Kriteriums noch
ein wenig erweitern, konnen wir es endlich so formulieren:

OII. Hauptkriterium (8. Form).
Ist »;, ¥, ..., ¥, ... trgendeine Folge natiirlicher Zahlen?, die
gegen + oo divergiert, und sind %;, kg, ..., R, ... trgendwelche

(also keinerlei Beschrinkungen unterworfene) natiirliche Zahlen, und

1 Denn bezeichnet man die unendlich vielen Werte von #, fiir die jene Un-
gleichung (bei jedesmal passender Wahl von k) méglich sein soll, mit #,, n,, ng, . ..,
so gibe es eine Differenzenfolge, deren n,tes, n,tes, ngtes, ... Glied absolut ge-
nommen =g, > 0 wire. Diese konnte dann keine Nullfolge sein.

2 Gleich oder ungleich, monoton oder nicht.

50.
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nennt man nun wieder die Folge der Differenzen
d'n = xvn+ kn ™ xvn

kurz eine Differenzenfolge von (x,), so ist es fiir die Konvergenz von (x,,)
wieder notwendig und hinreichend, daB (4,) jedesmal eine Nullfolge ist.

Beweis. Dal diese Bedingung hinreichend ist, ist nach der vorigen
Form des Kriteriums selbstverstindlich, da (4,) nun auch immer eine
Nullfolge sein muB}, wenn v, = »n gewihlt wird. Und daB sie notwendig
ist, ist auch sofort einzusehen. Denn ist ¢ > o gewihlt, so gibt es
im Falle der Konvergenz von (x,) jedenfalls (s. Form 1a) eine Zahl m,
so daf fiir jedes # > m und jedes k = 1 stets

| Hpir— % | <&
ist. Da nun », — + 0o divergiert, muB es eine Zahl #, geben, so daB
fir #n>mn, stets v,>m
ausfallt. Dann ist aber nach dem Vorigen fiir # > n;, stets
| Zonttw — % | = |d | < &,

d. h. (d,) ist eine Nullfolge, w. z. b. w.

§ 10. Haufungswerte und Hiufungsgrenzen.

Der Begriff der Konvergenz einer Zahlenfolge, wie wir ihn in den
beiden vorangehenden Paragraphen festgelegt haben, gestattet noch
eine zweite, etwas allgemeinere Behandlungsart, bei der wir gleich-
zeitig einige weitere fiir alles Folgende hochst wichtige Begriffe kennen
lernen werden.

Schon in 39, 6 veranschaulichten wir uns die Tatsache, daB eine
gegen & konvergierende Zahlenfolge (x,) vorliegt, dadurch, daB wir
sagten, in jeder (noch so kleinen) e-Umgebung von & miiBten alle
Glieder der Folge — von héchstens endlich vielen Ausnahmen ab-
gesehen — gelegen sein. Es liegen also in jeder noch so kleinen Um-
gebung von £ jedenfalls unendlich viele Glieder der Folge. Man nennt
darum & einen Héufungswert der vorgelegten Folge. Solche Punkte
kénnen, wie wir gleich sehen werden, auch bei divergenten Zahlen-
folgen vorhanden sein, und wir definieren darum ganz allgemein:

ODefinition. Eine Zahl ¢ soll Hiufungswert, Hiufungspunkt
oder Hiufungsstelle einer vorgelegten Zahlenfolge (x,) heifen, wenn
wn jeder noch so kleinen Umgebung von & unendlich viele Glieder der
Zahlenfolge gelegen sind; oder also, wenn es nach Wahl einer beliebigen
Zahl & > o immer noch unendlich viele Indizes » gibt, fiir die
‘ |2, — &l <e
1st.
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Bemerkungen und Beispiele.

1. Der Unterschied gegeniiber der Definition 39 des Grenzwertes liegt, wie
schon angedeutet, darin, daB | #, — &| < ¢ nicht fiir alle » von einer Stelle an,
sondern nur fiir ivgendwelche unendlich viele » erfiillt zu sein braucht, also ins-
besondere jenseits |jeder Stelle #, noch immer fiir mindestens ein #. Andrerseits
ist gemaB 89 der Grenzwert £ einer konvergenten Folge (x,) stets ein Haufungs-
wert derselben.

2. Die Folge 6, 1 hat die Haufungsstelle o; 6, 4 hat die Hiufungspunkte o
und 1. (Jede Zahl, die unendlich oft in einer Folge (#,) auftritt, ist eo ipso ein
Haufungswert derselben.) 6, 2, 7 und 11 haben keinen Haufungswert; 6, 9 und
10 haben den Haufungswert 1.

3. Wir bilden jetzt ein Beispiel von mehr als illustrativer Bedeutung: Ist
p eine natiirliche Zahl =2, so gibt es ersichtlich nur endlich viele positive
Briiche, fiir die die Summe aus Zahler und Nenner =g ist, namlich die Briiche
p—1 p—2

T
die sich kiirzen lassen, und reihen nun die so fiir p = 2, 3, 4, ... zu bildenden
Briiche aneinander. Dadurch erhilt man eine mit

I . . e .
T Von diesen denken wir uns alle diejenigen gestrichen,

(a) I, 2, —, 3, —, 4, —, —, —, ...

beginnende Zahlenfolge, die alle positiven rationalen Zahlen enthalt. Fiigen wir
hinter einem jeden dieser Briiche den entgegengesetzten Wert ein und stellen
die o voran, so treten in der entstehenden Zahlenfolge

b o, 1, —1I1, 2, —2, —, ——, 3, —3, —, ——, 4, —4,
(b) 1 2 2 > 3 303 3 4 4
3 3 2 2z 1
> > 3 T T

ersichtlich alle rationalen Zahlen und eine jede genau einmal auf.

Fiir diese merkwiirdige Zahlenfolge ist nun jede reelle Zahl ein Haufungswert,
denn in jeder Umgebung jeder reellen Zahl liegen unendlich viele rationale Zahlen
(vgl. S. 13).

4. Das hier benutzte Anordnungsprinzip werden wir haufiger gebrauchen.
Wir formulieren es darum etwas allgemeiner: Fiir 2 =o0, 1, 2,... sei je eine
Zahlenfolge

2P, 2P, P,

vorgelegt. Dann kann man auf mannigfache Weisen eine Zahlenfolge (x,) bilden,
die jedes Glied einer jeden dieser Folgen und ein jedes genau einmal enthdlt.

Der Beweis besteht einfach darin, daB man eine Zahlenfolge (»,) angibt, die
das Verlangte leistet. Dazu schreiben wir die gegebenen Folgen zeilenweise unter-
einander:

(© (0 (0
x#0, %9, 20, ..., 0,
P, 20, AP, L, 2D,
#®, P, g, L, b,

e e e s .

Dann stehen in derjenigen ,,Schriglinie’ dieses Schemas, die das Element x{"
mit dem Element #{” verbindet, alle Elemente #{, fiir die & + »n = p ist, und

53,



92 II. Kapitel. Reelle Zahlenfolgen.

nur diese. Ihre Anzahl ist = p 4 1. Diese Glieder reihen wir fiir p = o, 1, 2, ...
aneinander, jede Schriglinie etwa von unten nach oben durchlaufend. So ent-
steht die Folge

xaﬂ) , xal) s xtlo) R xa?) R x;l) R x;m , xas) ) x;Z) e,

die ersichtlich das Verlangte leistet. (Anordnung nach Schriglinien.)
Eine andere oft benutzte Anordnung ist die ,,nach Quadraten‘. Hierbei

schreibt man erst die Elemente x{, 4%, ..., 4§ der pt Zeile, dann die im
obigen Schema senkrecht iiber #§" stehenden Elemente »J~", ..., x{” auf. Reiht
man nun diese Gruppen von je 2 p 4 1 Gliedern fiir p = o, 1, 2, ... aneinander,

so entsteht die mit
20, 2P, 2D, 20, 2D, 2P, 2P, 2P, 0, 2P,
beginnende Anordnung nach Quadraten.
Bestehen einige oder alle Zeilen des obigen Schemas nur aus je endlich vielen
Gliedern, oder besteht das Schema nur aus endlich vielen Zeilen, so erfahren
die beschriebenen Anordnungsarten eine leichte, sofort zu iibersehende Modi-

fikation.
5. Ein zu 3 &hnliches Beispiel ist dieses: Fiir jedes p = 2 gibt es nur genau

1 1
p — 1 Zahlen der Form — + ool fiir die die Summe der natiirlichen Zahlen # und

k
m gleich p ist. Denken wir uns diese fiir p = 2, 3, 4, . . . aneinandergereiht, so ent-
steht die Folge
2, 2,02, 04, 4 5 335,
2 2 3 3 4 6 6

1 I
Man findet, daB diese die Haufungswerte o, 1, PX s T ... und keine an-

dern besitzt.

6. Wie der Grenzwert einer konvergenten Zahlenfolge, so brauchen auch die
Hiaufungswerte einer beliebigen Folge nicht selbst in der Folge aufzutreten. So
gehoren in 3 die irrationalen Zahlen und in 5 die o gewiB nicht zu der betreffen-
den Folge. Dagegen ist in beiden Fillen z. B. 4 sowohl Haufungswert als auch
Glied der Folge.

Grundlegend fiir unsere Zwecke ist nun der schon von B. BoLzano!
ausgesprochene, in seiner Bedeutung erst von K. WEIERSTRASS? voll
erkannte

OSatz. Jede beschrinkte Zahlenfolge besitzt mindestens einen Hiu-
fungswert.

Beweis. Wir erfassen die fragliche Zahl wieder durch eine passende
Intervallschachtelung. Nach Voraussetzung gibt es ein Intervall J,, in
dem alle Glieder der gegebenen Folge (x,) gelegen sind. Auf dieses
wenden wir die Halbierungsmethode an und nennen seine linke oder
seine rechte Halfte J,, je nachdem schon in seiner linken Hilfte unend-
lich viele Glieder der Folge liegen oder nichi. Nach derselben Regel be-

! Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, daB zwischen je zwey Werthen,
die ein entgegengesetztes Resultat gewihren, wenigstens eine reelle Wurzel der
Gleichung liege, Prag 1817.

2 In dessen Vorlesungen.
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zeichnen wir dann eine bestimmte Hélfte von J, mit J, usw. Die Inter-
valle der so entstehenden Schachtelung (/,) haben dann alle die Eigen-
schaft, daB-¢» ihnen unendlich viele Glieder der Folge liegen, wih-
rend links von ihrem linken Endpunkt jedesmal nur endlich viele
Punkte derselben liegen konnen. Der erfaBite Punkt & ist offenbar
Hiufungswert; denn ist ¢ > o beliebig gegeben, so wihle man aus
der Folge der Intervalle J, eines aus, etwa J,, dessen Linge <e ist.
Die unendlich vielen Glieder der Folge (x,), die dem Intervall J, an-
gehoren, liegen dann von selbst auch in der &-Umgebung von &, — womit
schon alles bewiesen ist.

Die Ahnlichkeiten in der Definition von Hiufungswert und Grenz-
wert begriinden natiirlich trotz des in 53, 1 betonten Unterschiedes
beider (,,Jeder Grenzwert ist zugleich Haufungswert, aber nicht not-
wendig umgekehrt‘) auch eine gewisse Verwandtschaft beider. Diese
findet ihre Klirung in dem folgenden

OSatz. Jeder Hiufungswert einer Folge (x,) kann als Grenzwert
einer passenden Teilfolge derselben angesehen werden.

Beweis. Da bei jedem ¢ > o fiir unendlich viele Indizes |, — &|<e
ist, so ist fiir ein passendes #» = k; insbesondere ]xkl—§l<1 ; fur
ein passendes # =k, >k, ist ebenso |x, — &| <3, und allgemein
ist fiir ein passendes #w =k, > &,_,

kav—§‘<%’ v=2,3,...).

Fiir die hierdurch herausgehobene Teilfolge (,) = (x;,) strebt dann
x, — &, weil (%, — &) nach 26, 2 eine Nullfolge bildet.

Der Beweis des BOLZANO-WEIERSTRASSschen Satzes gibt noch zu
einer weiteren sehr wichtigen Bemerkung AnlaB: Die Intervalle j,
der dort konstruierten Schachtelung hatten nicht nur die Eigenschaft,
daB in thnen stets umendlich viele Glieder der Folge (x,) lagen, son-
dern, wie betont, noch die weitere, daB links vom linken Endpunkt
eines bestimmten der Intervalle tmmer nur endlich viele Glieder der
Folge lagen. Hieraus folgt aber sofort, daB links von dem erfafiten
Hiufungswert & kein weiterer Haufungswert gelegen sein kann. W&hlt
man namlich irgendeine reelle Zahl &' < &, so ist e =3 (§ — &) > 0;
und wenn wir nun ein Intervall ], auswihlen, dessen Lange < ist,
so liegt die ganze e-Umgebung des Punktes &’ links vom linken End-
punkt des Intervalles J, und kann also nur endlich viele Glieder der
Folge enthalten. Kein links von & gelegener Punkt & kann also noch
ein Hiufungspunkt der Folge (x,) sein, und wir haben den

Satz. Jede beschrinkie Zahlenfolge besitzt einen wohlbestimmien
kleinsten (d. h. am weitesten links gelegenen) Hiufungswert.

55.
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Vertauscht man in diesen Betrachtungen sinngemi8 rechts und
links, so erhdlt man ganz entsprechend?! den

Satz. Jede beschrinkte Zahlenfolge besitzt eimem wohlbestimmien
groften (d. h. am weitesten rechts gelegenen) Hiufungswert?.

Diese beiden speziellen Haufungswerte wollen wir durch eine beson-
dere Benennung auszeichnen:

Definition. Der kleinste Hiufungswert einer (beschrinkien) Zahlen-
folge soll deren untere Héiufungsgrenze, ihr unterer Limes oder ihy
Limes inferior genannt werden. Bezeichnet man thn mit %, so schreibt
man

limx, =% oder liminfx, =%

n—>oo n—»oo
(evtl. unter Fortlassung des Zusatzes ,mn—>o0"). Ist w der grépie
Haufungswert der Folge, so schreibt man

limx, =u oder limsupx, =u

n—>coo n—>o
und nennt u die obere Hidufungsgrenze, den oberen Limes oder den
Limes superior der Folge (x,). Es ist notwendig stets x < u.

Da in jeder ¢&-Umgebung des Punktes x» unendlich viele Glieder
der Folge (x,) liegen, da andererseits links vom linken Endpunkt einer
solchen Umgebung nur endlich viele Glieder der Folge liegen diirfen,
so ist % (bzw. u) auch durch folgende Bedingungen charakterisiert:

Satz. Die Zahl » (bzw. u) ist dann und nur dann untere (bzw. obere)
Héufungsgrenze der Folge (x,), wenn nach Wahl eines beliebigen ¢ > o
doch noch fitr unendlich viele n die Ungleichung

X, <m-t+e (bzw. >p—e),
dagegen filr hochstens endlich viele n die Ungleichung

X, <n—e (bzw. > u+ ¢
erfiillt ist3.
Ehe wir hierzu noch einige Beispiele und Erliuterungen geben,
erginzen wir unsere Festsetzungen noch fiir den Fall nicht beschrinkter
Zahlenfolgen:

Definitionen. 1. Ist eine Folge nach links nicht beschrinkt, so wollen
wir sagen, es sei —oo ein Hiufungswert derselben; und ist sie nach

1 Oder durch Spiegelung am Nullpunkt.

2 Diese Sitze sind wieder nur in dem Falle nicht selbstverstiandlich, daB die
Folge (x,) unendlich viele Haufungswerte hat, wie z. B. die Folge 53, 5. Denn
unter endlich vielen Werten miiite ja eo ipso ein kleinster und ein groBter vor-
handen sein.

3 Oder: Es gibt eine Stelle ny, von der ab nie mehr v, <x — ¢ (> p + ¢€) ist;
dagegen ist jenseits jeder Stelle n, immer wieder einmal %, <% 4 & (> u — ¢€).
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vechts micht beschrinkt, so wollen wir 4 00 einen Hdiufungswert derselben

nennen. In diesen Fillen sind also, wie groB auch die Zahl G > o gewihlt

wird, immer noch unendlich viele Glieder der Folge unterhalb — G bzw.
oberhalb + G gelegen?.

2. Ist also die Folge (x,) nach links nicht beschrinkt, so ist — o0
eo 1pso thr am weitesten links gelegener Hiufungswers, so daBl wir

» =limx, = —o0

n—>oo

setzen miissen. Ebenso miissen wir

i =Ilimx, = 4 00
n-—>co
setzen, falls die Folge nach rechts nicht beschrinkt ist. Es ist dann,
wie auch G >0 gewihlt wird, stets fiir unendlich viele Indizes x, < —G
bzw. %, > +G.

3. Wenn endlich die Folge zwar nach links, aber wnicht nach rechts
beschrinkt ist und (auBer -+ o0) sonst kesmen Haufungspunkt hat, so
ist 4+ oo nicht nur ihr grifter, sondern zugleich auch ihr Aleinster
Hiufungswert, und wir werden daher auch ithren wunteren Limes
= 4+ 00 setzen:

# =limx, = 400;

n—
und entsprechend wird man den oberen Limes = — 00, also
p=limx, = —o0
n—oo

setzen miissen, wenn die Folge zwar nach rechts, aber nicht nach links
beschrinkt ist und (auBer — o©) sonst kesmen Héufungswert hat. Der
erste (bzw. zweite) Fall liegt dann und nur dann vor, wenn nach Wahl
einer beliebigen Zahl G > o fiir unendlich viele n die Ungleichung

%, > G (bzw. x, < —G),
dagegen fiir hichstens endlich viele n die Ungleichung

%, < G (bzw. x, > —G)
erfiillt ist.

Beispiele und Erliauterungen.

1. Auf Grund aller getroffenen Festsetzungen definiert nun jede Zahlenfolge
von sich aus und in vollig eindeutiger Weise zwei wohlbestimmte Werte x» und g,
die nun allerdings auch die Bedeutung - 00 oder — 00 haben konnen und die

1 Es spielt hier also — und ebenso bei den folgenden Festsetzungen — der
rechts von -4 G gelegene Teil der Zablengeraden die Rolle der e-Umgebung von
+ 00, der links von — G gelegene Teil die der e-Umgebung von — oo.
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in der GréBenbeziehung x < u zueinander stehen!. Und die nachfolgenden Bei-
spiele lehren, daB » und u alle mit dieser Ungleichung » < u vertraglichen end-
lichen oder unendlichen Werte auch tatsichlich haben kénnen.

Denn, fiir die Folge ist
(1, %3, %5, .. ) = | p=

1. m)=1, 2, 3, 4, ... 400 | 00
2. (a_}_n(_‘)")sa—}—l, a2, a+—;—,a+4,... a + 00
3.a,b,a,b,a,b, ... (a<b) a b

<a+(—1)"> +I 1 +1 “
. e )l=a—1,a}+-, a—, a}—, ... a
4 n ¢ 2 3 4
5. (—1)rem)y=—1, 42, —3, +4, ... —o0 | 400
6. (a—n(_l)")zuﬂl, a—z, a~§, a—4, ... — 00 a
7. (—w)y=—1, —2, —3, ... —00 | —00

2. Man beachte besonders, daB es mit dem Satze 59 nicht in Widerspruch
steht, wenn links von » oder rechts von p unendlich viele Glieder der Folge liegen.

nt1
So ist z. B. fiir die Folge ((— " j; -), also fiir die Folge — 2, —l——z—. — %.
6
+ %. 5 ersichtlich® = —1, y = 41, und es liegen sowohl links von %

als auch rechts von y unendlich viele Glieder der Folge (und zwischen x und y liegt
kein Glied derselben!). Es brauchen also keineswegs auBerhalb des Intervalles
2 .. .u nur endlich viele Glieder der Folge zu liegen. Satz 59 besagt ja auch nur,
daB links von % — & bzw. rechts von u - ¢ (bei positivem €) nur endlich viele
Glieder der Folge liegen konnen.

3. ,,Endlich viele Anderungen‘ haben auf die Haiufungswerte einer Folge,
speziell auf deren beide Haufungsgrenzen » und y keinen EinfluB. Diese bezeichnen
also eine infinitdre Eigenschaft der Folge.

4. Da durch die Folge (x,) auch jede der beiden Zahlen » und p vollig ein-
deutig bestimmt ist, und da ihr Wert ja auch im AnschluB an unsere Definition
durch eine wohlbestimmte Intervallschachtelung erfat wurde, so haben wir
hierin wieder ein neues legitimes Mittel, um reelle Zahlen zu definieren, zu be-
stimmen, zu geben: eine reelle Zahl ist hinfort auch als ,,gegeben’’ anzusehen, wenn
ste die unteve oder obeve Hdufungsgrenze einey gegebemen Zahlenfolge ist. Dieses
Mittel zur Bestimmung reeller Zahlen ist ersichtlich noch allgemeiner als das
bei 41, 1 angegebene, weil jetzt die benutzte Zahlenfolge gar nicht konvergent
zu sein braucht und iiberhaupt keiner Beschrinkung mehr unterliegt2.

1 Von jeder reellen Zahl sagt man, sie sei < +00 und > —o00, und be-
zeichnet sie darum gelegentlich ausdriicklich als eine ,,endliche’“. Entsprechend
ist — 00 < 400 zu setzen.

2 Wahrend uns also zunichst die Intervallschachtelung (mit rationalen Inter-
vallenden) als das einzige Mittel zur Erfassung reeller Zahlen gelten sollte, haben
wir jetzt eine ganze Anzahl anderer Mittel daraus hergeleitet, die nun auch als
legitime Mittel zugelassen sind: Die Systembriiche, der DEDEKINDsche Schnitt,
Intervallschachtelungen mit beliebigen reellen Intervallenden, konvergente Zahlen-
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Wie man im Anschlufl an 585 erkennt, gilt noch der folgende

Satz. Die obere Hiufungsgrenze u der Folge (x,), u =Hx,,, 1st,
falls u < =00 ist, auch durch folgende beide Bedingungen charakterisiert:

a) Der Grenzwert &' jeder aus (x,) herausgehobenen konvergenten
Teilfolge (x,) ist stets < u; aber es gibt
b) mindestens eine solche Teilfolge, deren Gremzwert gleich u ist;

— und entsprechend fiir die untere Hiufungsgrenze.

Ein mit den Hiufungsgrenzen verwandter, aber doch scharf von
ihnen zu trennender Begriff ist der der oberen und unieren Grenze
einer Zahlenfolge (x,), der sich durch folgende Bemerkung ergibt:

Liegt rechts von y = lim x,, kein Glied der Folge, ist also stets %, < u,
so ist u eine obere Schranke (8, 4) der Folge, — aber eine solche, die
nun nicht mehr durch eine kleinere ersetzt werden kann. Es ist dann p
also die kleinste obere Schranke. Eine solche gibt es aber auch, wenn ein
Glied der Folge > u ist. Denn ist etwa x, > u, so gibt es nach 59
sicher nur endlich viele Glieder in der Folge, die = «x, sind, und unter
diesen notwendig (8, 5) ein gréBtes, etwa x,. Dann ist stets x, < #,,
d.h. x, ist eine obere Schranke der Folge, — aber wieder eine solche,
die durch keine kleinere ersetzt werden kann. Jede nach rechts beschrinkte
Zahlenfolge besitzt also eine wohlbestimmie kleinste obere Schranke. Da
ebenso jede nach links beschrinkte Zahlenfolge eine wohlbestimmte
gr6Bte untere Schranke haben muB, so sind wir zu folgender Erklarung
berechtigt:

Definition. Als obere Grenze einer nach rechts beschrinkten Zah-
lenfolge bezeichnet man die nach den Vorbemerkungen stets vorhandene
kleinste threr oberen Schranken, ebenso als untere Grenze ciner nach
links beschrinkten Zahlenfolge die gvd Bte unter thren unteren Schranken.
Von einer nach rechts nicht beschrinkten Zahlenfolge sagt man, ihre obere
Grenze sei 00, von einer mach links nicht beschrinkten Folge entspre-
chend, thre untere Grenze ser — O,

Die Begriffe der unteren und oberen Haufungsgrenze rithren von A. L. Caucny
(Analyse algébrique, S.132. Paris 1821) her, sind aber erst durch P. pu Bors-
RevyMmoND (Allgemeine Funktionentheorie, Tiibingen 1882) allgemein bekannt
geworden. Die Benennung und Bezeichnung schwankt bis auf den heutigen Tag.
Die besonders bequeme, im Text benutzte Bezeichnung durch lim und lim ist

von A. PriNGsHEIM (Sitzungsber. d. Akad. zu Miinchen Bd. 28, S. 62. 1898) ein-
gefiihrt worden, von dem auch die Benennungen als unterer und oberer Limes
herrithren. Die im Texte benutzte ausfiihrlichere Bezeichnung Hdufungsgrenze
soll nur den Unterschied zu der soeben definierten unteren und oberen Grenze
starker betonen.

folgen, obere und untere Haufungsgrenze einer Folge. In allen diesen Fallen aber
hatten wir gesehen, wie man sofort auch eine Intervallschachtelung (mit rationalen
Intervallenden) angeben kann, welche die betreffende Zahl erfaBt.

Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. 7
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Ausdriicklich sei noch hervorgehoben, da8 die obere (und ebenso die untere)
Grenze nicht durch das infinit re Verhalten der Zahlenfolge bestimmt zu sein

braucht. Denn die obere Grenze der Folge (%) ist gleich 1 und wird offenbar schon
geandert, wenn das erste Glied der Folge abgeindert wird.

Die bisherigen Untersuchungen dieses Paragraphen waren véllig
unabhingig von den Konvergenzbetrachtungen der §§ 8 und g gehalten
und geben uns eben dadurch ein neues Mittel an die Hand, das Kon-
vergenzproblem A aus § 9 anzugreifen. Es 148t sich zeigen, daB die
Kenntnis der beiden Haufungsgrenzen » und u einer Zahlenfolge —
also die Kenntnis zweier Zahlen, deren Existenz von vornherein fest-
steht! — vollstindig ausreicht, um iiber die Konvergenz oder Diver-
genz dieser Zahlenfolge zu entscheiden. Es gelten ndmlich die Sitze:

Satz 1. Die Zahlenfolge (x,) ist dann und nur dann konvergent, wenn
thre Hiufungsgrenzen % und p einander gleich und endlich sind.
Ist A der gemeinsame (und also von -+ oo und — oo verschiedene) Wert
von % und p, so strebt x,— A.

Beweis. a) Es seien » und u einander g'eich, etwa beide =A. Dann
ist nach 59 bei gegebenem ¢ fiir hochstens endlich viele # die Unglei-
chung

¥, <x—e=A—¢
und ebenso fiir hochstens endlich viele # die Ungleichung
¥, =>u+e=21+e
erfiillt. Von einer Stelle #, ab ist also sfefs
A—e<x,<A+e oder |x,—A|<e,
d. h. die Folge ist konvergent und 4 ihr Grenzwert.

b) Ist umgekehrt lim %, =4, so ist nach Wahl von ¢ > o fiir alle
n > nyle) stets A —e < x, <A +e¢. Es ist also fiir unendlich viele »
die Ungleichung

%, <A +e bzw. >A—c¢g,
dagegen nur fiir héchstens endlich viele # die Ungleichung

X, <A—e bzw. >A-+4¢
erfiillt. Das eine besagt, daB » = A, das andere, daB y = 1 ist. Damit
ist alles bewiesen.

Satz 2. Die Zahlenfolge (x,) ist dann und nur dann bestimmt diver-
gent, wenn thre Hiufungsgrenzen zwar einander gleich sind, thr gemein-
samer Wert aber gleich + 00 oder — o0 istt. Im ersten Falle divergiert
ste gegen -+ OO, im zweiten gegem — OO.
mn die Symbole 400 und —oo, die ja gewil keine Zahlen sind,

gelegentlich doch als ,,Werte'* anspricht, darf nur als eine (nicht wichtig zu neh-
mende) sprachliche Freiheit angesehen werden.
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Beweis. a) Ist x =pu = 400 (bzw. = —00), so heiBt dies nach
60, 2 und 3, daB nach Wahl von G > o von einer Stelle ab stets

%, > +G (bzw. < —G)
ist; es ist dann also lim %, = 400 (bzw. = —00).

b) Ist umgekehrt lim x, = 400, so ist nach Wahl von G > o
fiir alle # von einer Stelle ab stets x, > 4 G; es ist also

fiir hochstens endlich viele # die Ungleichung x, < 4G
erfiillt, wihrend

fiir unendlich viele #» die Ungleichung x, > +G
gilt. Das besagt aber nach 60, daBl » = + 00 und also von selbst
auch y =400 ist. Es ist also » =p = +400. Und ganz ent-
sprechend schlieBt man aus lim x,, = —00, dall % =y = — o0 ist.

Aus diesen beiden Sitzen folgt nun weiter sofort der

Satz 3. Die Zahlenfolge (x,) ist dann und nuwr dann unbestimmi
divergent, wenn shre Hiufungsgrenzen vonetnander verschieden sind.

Der Inhalt dieser drei Sitze liefert uns das folgende

III. Hauptkriterium fiir das Konvergenzverhalten von Zahlen-
folgen:

Die Folge (x,) verhilt sich bestimmt oder unbestimmt, je nach-
dem thre Hiufungsgrenzen einander gleich oder voneinander verschie-
den sind. Im Falle bestimmten Verhaltens ist sie konvergent oder di-
vergent, je nachdem der gemeinsame Wert der Hiufungsgrenzen endlich
oder unendlich ist.

Uber die Moglichkeiten im Konvergenzverhalten einer Zahlenfolge
und iiber die dabei benutzten Bezeichnungen geben wir noch in fol-
gender Tabelle eine Ubersicht.

x=pu, beide =4 F +o00| x=p=-40c0 oder —oo x < u
konvergent (mit dem divergent gegen (oder: mit dem
Grenzwert 1) Grenzwert) 400 bzw. —oo; .
lim », =1 beides: bestimmt divergent. unbestimmt
. divergent
Xy > A lim x, = 4+ 00 bzw. —o0
(fir #» — oo) ¥y, = 4+ 00 bzw. —o0
konvergent divergent
bestimmtes Verhalten unbestimmtes
Verhalten

7*
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§ 11. Unendliche Reihen, Produkte und Kettenbriiche.

Eine Zahlenfolge kann in der mannigfachsten Weise gegeben sein;
die vielfachen bisher gegebenen Beispiele belegen dies hinreichend.
Doch war hierbei in den weitaus meisten Fillen das »* Glied «,
der Bequemlichkeit halber durch eine explizite Formel gegeben, die
es direkt zu berechnen gestattet. Das ist aber bei den Anwendungen
der Zahlenfolgen in allen Teilen der Mathematik keineswegs die Regel.
Hier bieten sich die zu untersuchenden Zahlenfolgen vielmehr meist
indirekt dar; und zwar kommen dafiir, neben mancherlei weniger
wichtigen, vor allem drei Arten in Betracht, die wir jetzt be-
sprechen wollen.

I. Unendliche Reihen. Das sind Zahlenfolgen, die auf folgende
Art gegeben werden. Es wird zunichst eine Zahlenfolge (a,, 44, . . .)
auf irgendeine Weise (meist durch unmittelbare Angabe ihrer Glieder)
vorgelegt, doch ohne daB sie selbst den Gegenstand der Untersuchung
bilden soll. Aus ihr soll vielmehr dadurch eine neue Folge, deren Glieder
wir nun mit s, bezeichnen, hergeleitet werden, da8

So= 10y, S;=20ay+ ay; Sy=ay+ @+ a,
und allgemein
Sn=a,+a;,+ay,+---+a,, (n=o1,2 ...,
gesetzt wird. Und erst die Folge (s,) dieser Zahien soll den Gegenstand

der Untersuchung abgeben. Man gebraucht fiir diese Folge (s,) die
Symbolik

a) G+a,+ay+---t+ant---
oder kiirzer
b) a+a t+a,+---
oder noch kiirzer und prégnanter
0
c) > a,
n=0
und nennt dies neue Symbol eine unendliche Reihe; die Zahlen s,
bezeichnet man als ihre Teilsummen oder Abschnitte. — Wir koénnen

daher sagen:

ODefinition. Eine unendliche Reihe ist ein Zeichen der Form
Sa, oder ay+a;+ayt---
n=0
oder

G+ ot ay et
mit dem die Folge (s,) der Teilsummen

Sp=@y+a,+---+a,, mn=o0,1,2, ...,
gemeint ist.
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Bemerkungen und Beispiele.

[ee]
1. Mit Y'a, sollen die Symbole
n=0

a0+§“n; a0+“1+§an; “0+a1+"'+am+ i‘o an
n=1 n=2

n=m+1
voéllig gleichbedeutend sein. Der Index » heiBt hierbei der Summationsbuchstabe.
Fir ihn diirfen natiirlich auch beliebige andere Buchstaben genommen werden:

fosd [e]
2a,, % + a1+ ay+ Ya, usw.
r=0 e=3

Die Zahlen a, heilen die Glieder der Reihe. Sie brauchen nicht von o an indiziert
zu sein. So bedeutet das Symbol

©
2’ a; die Zahlenfolge (a;, a; + a5, @)+ ay + a5, - +)
i=1

und allgemeiner

Rk

Ay

die Folge der Zahlen Sps Spi1s Spigs - . ., die durch
Sp=a,+a,+---+a, fir n=p, p4+1, ...
definiert sind. Hierbei darf p % o irgendeine ganze Zahl sein. SchlieBlich schreibt
man auch ganz kurz
2a,,
wenn kein Zweifel dariiber besteht, von welchem Anfangswert an der Summations-
buchstabe zu laufen hat, — oder falls dies gleichgiiltig ist.

2. Fir n=o0, 1, 2, ... sei a,
1 1

V=2 P Saigers  9=% d=m
(=o". _ n- _ n .

O =0 0=(D% )= (-0rEadt);

h) I o =reelle Zahl 0, —1, —2, ...

=(oc+n)(ac—|—n—|—1) ’

Dann handelt es sich um die unendlichen Reihen:

I I I

c I
wgg@?7ﬁ7155?7+2_+f_+”*

c) I

-+

T+14-. ddotr1+2434..;

— I)"

Y+ I

D

I I I
e =I—— 4 — — — —_— e
) st

e
I
=)

(CO' ST T T T3 570 e

=
»~
I
ﬂobﬂs

I I I I

@I AE+ritD 2@t @inetrs) @raery

£
Il
=}
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Und hierin ist lediglich ein neues — und, wie sich zeigen wird, sehr hand-
liches — Symbol fiir die Zahlenfolge (sy, $;, S5, ...) zu sehen, bei der s,

I I I I
a)=1+?+7+...+;;=2__2:;

1))—_I.+_I__+_I_+ + I .
T1.2 0 2.3 3.4 (n+1) (n+ 2)
1 1 1 1 1 1
O e
c) =n-+1; d)_..n(n:_I),

(="

_ 1 1
e)—1~?+3——+“'+n+1

, (vgl. 45, 3 und 48, 1);

f) = —2— [t — (—1)*+1], 4d.h. gleich 1 oder o, je nachdem % gerade oder
ungerade ist;

g =(—1"(n+1);

h)

I I I

=oc(oc+l)+(oc—|—1)(oc+2) +'”+(<x+n)(oc+n+1)

_ /1 1 I S I 1
Bl e R Ce e R e i)
I 1
T atnt1
ist. —

3. Wir betonen vor allem, da8 die neuen Symbole von sick aus keineriei Be-
deutung haben. Zwar ist die Addition eine wohldefinierte Operation, die sich
fir zwei oder irgendeine bestimmte Anzahl von Zahlen stets und nur in einer
Weise ausfiihren 148t. Es haben also, wie auch die Glieder a, gegeben sein mogen,
die Teilsummen s, unter allen Umstinden wohlbestimmte Werte. Aber das

0
Symbol 3/ (;l,. hat von sich aus keinerlei Bedeutung, — auch nicht in einem scheinbar
n=
so durchsichtigen Falle wie 2a; denn eine Addition wnendlich vieler Summanden
ist etwas nicht Definiertes, etwas schlechthin Sinnloses. Es ist lediglich als eine
Ubereinkunft anzusehen, daB wir unter dem neuen Symbol die Folge seiner Teil-
summen zu verstehen haben.

4. Man beachte hiernach wohl den Unterschied zwischen einer Reihe und
einer Folge!: Eine Reihe ist ein Zeichen, das die Folge der Teilsummen dieser
Reihe bedeuten soll.

5. Die Symbolik mit dem Summenzeichen ,,2‘ wird man natiirlich nur dann
anwenden koénnen, wenn die Glieder der Reihe nach einem explizit gegebenen
Gesetz gebildet werden oder wenn fiir sie eine besondere Bezeichnung zur Ver-
fiigung steht. Sollen aber z. B. die Zahlen

oder die Zahlen

1 Der Zusatz ,,unendlich*‘ kann, wenn selbstverstindlich, weggelassen werden.
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die Glieder der Reihe sein, so werden wir die ausfithrlichere Symbolik

und

I I 1 I I 1 I
?+7+§+;§+§+;‘6+3—I+"'

anwenden miissen und hierbei so viele Glieder hinschreiben, da man vom Leser
annehmen kann, daB er das Bildungsgesetz erkannt hat. Das mag man bei der
ersten dieser beiden Reihen nach dem Gliede % erwarten: Die Glieder sollen die
reziproken Werte der aufeinander folgenden Primzahlen sein. Beim zweiten Bei-
spiel wird man auch nach dem Gliede g noch nicht wissen, wie es weiter gehen
soll: In den Nennern der Glieder sollen die ganzen Zahlen der Form

p—1, (r.9=2, 3, 41"')1
der GroBe nach geordnet stehen.

Wir treffen nun weiter die Festsetzung, daf wir alle bei der Be-
schreibung des Konvergenzverhaltens einer Zahlenfolge eingefiihrten
Ausdrucksweisen von der Folge (s,) auf die unendliche Reihe 3 a,
selbst iibertragen. Dadurch gewinnen wir insbesondere die folgende

Definition. Eine unendliche Reihe > a, heift konvergent, be- 69.
stimmt oder unbestimmi divergent, je nachdem die Folge der Teil-
summen s, = ag+ a,+ -+ a,, (n=0,1,2,...), das gleichbenannic
Verhalten aufweist. Strebt im Falle der Konvergenz s,—s, so sagt man,

s sei der Wert oder die Summe der Rownvergenten unendlichen Reihe.
Man schreibt dann kurz

so daf 23 a, nicht nur, wie i der vorigen Definition festgelegt, die Folge (s,,)
der Teilsummen, sondern zugleich auch deren Gremzwert lim s, bedeutet,
falls dieser vorhanden ist. Im Falle der bestimmien Divergenz der Folge (s,,)
sagt man auch von der Reihe, daf sie bestimmi divergent ser und daf
sie, e nachdem s, — + 00 oder — —0O strebt, gegen 00 bzw. gegen
— 00 divergiere. Sind endlich im Falle der unbestimmten Divergenz von (s,)
% und u die beiden Hdiufungsgrenzen dieser Folge, so sagt man auch von
der Reihe, sie sei umbestimmt divergent und oszilliere zwischen
den (Hiufungs-) Grenzen » und .

Bemerkungen und Beispiele.

I. Man iiberblickt sofort, daB die Reihen 68, 2za, b und h konvergieren und

I
die Summe + 2 bzw. 1 und ” haben; 2 c und d sind bestimmt divergent gegen - 00;

2e ist konvergent und hat die Zahl s zur Summe, die durch die Intervallschachte-

1 Genau wie wir gemaB FuBnote zu 41, 1 jetzt auch (s,) = s schreiben diirfen.
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lung (s,,_1| S,) definiert wird!; 2f endlich oszilliert zwischen o und 1, 2g zwischen
— 00 und +o00.

2. Beziiglich der Bezeichnung Summe ist sogleich nachdriicklich vor einem
MiBverstindnis zu warnen: Die Zahl s 8% nickt eine Summe in irgendeinem bisher
iiblichen Sinne, sondern nur der Grenzwert einer unendlichen Folge von Summen;
es ist also die Gleichung

el
2:,,:3 oder ay+a;,+4 - +a,+ - =s
n=4‘

lediglich eine andere Schreibweise fiir
lims, =s oder fir s,—>s.

Es wire daher sinngemiBer, nicht von der Summe, sondern von dem Grenzwert
oder dem Weyt der Reihe zu sprechen. Doch ist die Bezeichnung ,,Summe’* von
den Zeiten her in Gebrauch geblieben, in denen unendliche Reihen zuerst in der
‘Wissenschaft auftraten, und in denen man von dem darin steckenden Grenz-
prozesse sowie allgemein von dem ,,Unendlichen noch keine klare Vorstellung
hatte.

3. Die Zahl s st also keine Summe, sondern wird der Kiirze halber nur so
genannt. Insbesondere wird das Rechnen mit unendlichen Reihen keineswegs all
den Regeln fiir das Rechnen mit Summen gehorchen. Z. B. darf man bei einer
(wirklichen) Summe beliebige Klammern setzen oder fortlassen, so daB etwa

I—I14+1—I=(I—1)+4+(I—1I)=I—(I—1I)—1I=0

ist. Es ist aber keineswegs

E(—I)":I—I+I~I+—---
n=20
dasselbe wie
=14+ @—1+(@—1+--=0f0fo04--.
oder wie
1I—(1—1)—(1—1)—(I—I)—+++=I—0—0—0— .-

Immerhin wird das Rechnen mit Reihen viele Analogien mit dem Rechnen mit
(wirklichen) Summen aufweisen. Doch ist das Bestehen einer solchen Analogie
in jedem einzelnen Falle erst zu beweisen.
4. Es ist auch vielleicht nicht iiberfliissig zu betonen, daB es eigentlich etwas
foc)

1
ganz Paradoxes ist, daB eine unendliche Reihe, etwa 2 Py
n=0
hat, was man eine Summe nennen kann. Deuten wir es in Quartanerart mit Mark
und Pfennigen: Ich gebe jemandem erst 1 Mark, dann !/, Mark, dann 1/, Mark,
dann /g Mark usw. Hore ich nun mit diesen Schenkungen nie auf, so entsteht die

Frage, ob der Reichtum des Beschenkten dabei notwendig jede Hohe iiberschreiten

, iiberhaupt so etwas

1 In der Tat ist s —(1 I\ - I)—l— +< . -
n der Tat ist Sgp_; = —;/4—(3 2 P — 2k>
X +——I -+ ! so daB s ist; ebenso folgt
— S S5 < 85 < . .. ist;
1.2 3.4 +(2k—1)2k' odalf<SH<SH< 8
I I I I 3 .
aus Sy =1 — —2———?>—— e -(E—m),daﬁso>sz>s4>...1st. End-

lich ist sy — Sgp_y = + , also positiv und gegen o strebend. Nach 46, 4

1
2k +1
und 44, 5 strebt s, - (S,;_1] S2;). Vgl. 81¢, 3 und 82, 5, wo diese Betrachtung
verallgemeinert wird.
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muB oder nicht. Zunichst hat man das Gefiihl, daB notwendig das erstere eintreten
muB}; denn wenn ich immer wieder etwas hinzufiige, so miite — scheint es —

die Summe schlieflich jeden Betrag iibersteigen. Im vorliegenden Falle ist dem
nicht so, da fiir jedes »

1 I 1 1
5n=1+"2*+’:+ +7=2~;<2
bleibt. Die Schenkung erreicht also niemals auch nur den Betrag von 2 M. Und

1
wenn wir nun trotzdem sagen, E —275551 gleich 2, so ist das lediglich ein kurzer

Ausdruck dafiir, daB die Folge der Teilsummen dem Grenzwert 2 zustrebt. — Man
vergleiche hierzu das bekannte ,,Paradoxon des Zenon‘ von Achilles und der
Schildkréte.

5. Auch im Falle der bestimmten Divergenz kann man noch im iibertragenen
Sinne von einer Summe der Reihe sprechen, die dann eben den ,Wert“ -4 00
oder — o0 hat. So ist z. B. die Reihe

7 I 1 1 I
2/—;:14‘7‘*‘?4‘7“}“"

bestimmt divergent, hat die ,,Summe’* + 00, weil nach 48, 3 thre Teilsummen
— 400 streben!. Man schreibt kurz

[oo)
!
PIETS
n
n=1
I 1
was nur eine andere Schreibweise fiir lim <I + - + .o+ _n_> = + 00 ist.

6. Im Falle einer unbestimmt divergenten Reihe verliert dagegen das Wort
,,Summe’* jede Bedeutung. Ist in diesem Falle lims, = und lims, = u (>x),
so sagten wir oben, die Reihe oszilliere zwischen % und p. Hierbei ist indessen zu
beachten (vgl. 61, 2), daB es sich nur um die Beschreibung eines infinitdren Ver-

haltens handelt. Tatsachlich brauchen die Teilsummen s, nickt zwischen x
und g zu liegen. Ist z. B. @3 = 2 und fiir #» > o stets

an=(~1)"[":I+Zij],

so rechnet man sofort nach, daB

e
Se=a b ot e =(m i (r=on2 ),

und also lims, = —1, _l_i;n-s,, = 41 ist. Aber alle Glieder der Folge (s,) liegen

auferhalb des Intervalles —1 ... 41, und zwar abwechselnd links und rechts,

so daB auf beiden Seiten des Intervalles unendlich viele Glieder der Folge liegen.
7. Betonten wir oben, daB in einer Reihe }'a, lediglich die Folge der Teil-
summen s,, — also lediglich eine andere Schreibweise fiir eine Folge zu sehen

1 Wenn also die unter 4 besprochenen Schenkungen der Reihe nach 1 Mark,
1/, Mark, 1/, Mark, ... betragen, so wiachst der Reichtum des Beschenkten nun
doch iiber alles MaB. Aber es ist im Augenblick gar nicht zu erkennen, woran
es liegt, daB im Falle 4 die Summe einen bescheidenen Betrag nicht iibersteigt,
im jetzigen dagegen iiber jede Hohe hinauswichst. — Die Divergenz dieser Reihe
ist von Jou. BeErnourL entdeckt und von Jak. BERNOULLI 1689 verdffentlicht
worden; doch scheint sie auch schon LEIBNIz 1673 bekannt gewesen zu sein.
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ist, so iiberzeugt man sich umgekehrt leicht, daB auch jede Folge (x4, #,,...)
als Reihe geschrieben werden kann. Man hat dazu nur
A= %y, G =2X — Xy, Gg=1ZXg-—=%], .v0, Qp=1~Rp— ¥y 4, ..., (B=1),

zu setzen. In der Tat hat dann die Reihe

[od 0
Yan=25y+ X (¥x — #%11)
n=0 k=1
die Teilsummen
So= g3 S1= ¥g+ (¥1— %) = #;;
und allgemein fiir n > 1
Sp=7Jp+ (B — %)+ (Fa— #1) + -+ + (Fpoy — Fpo) + (30— #,_)) =74,

so daB die hingeschriebene Reihe tatsichlich einfach die Folge (#,) bedeutet.
Das neue Symbol der unendlichen Reihe ist also weder spezieller noch allgemeiner
als das der unendlichen Folge. Sein Sinn liegt hauptsichlich darin, da8 nicht
so sehr die Glieder der zu untersuchenden Zahlenfolge (s,) selbst, als vielmehr
die Unterschiede a, = s, — s,_, eines jeden gegen das vorangehende gegeben

bzw. betont werden.
Die Festsetzung 67, 1, nach der z. B.

(o] ©
Ya, ud ayt+ay+---+a,+ 3 a,
n=20 n=m+1
dasselbe bedeuten sollen, wird nun zu dem zu beweisenden Satz (vgl. 70 und
82, 4), daB die hier auftretenden Reihen gleichzeitig konvergieren oder divergieren
und daB im ersten Falle beide Ausdriicke denselben Wert haben.

8. Uber die Geschichte der unendlicken Reihen unterrichtet trefflich ein Biichlein
von R. REifr (Tibingen 1889). Hier mag die Erwihnung folgender Tatsachen
geniigen: Das erste Beispiel einer unendlichen Reihe pflegt man ARCHIMEDES
zuzuschreiben (Opera, ed. J. L. HEIBERG, Bd. 2, S. 310ff. Leipzig 1913). Er

1
zeigt dort, da8 14 T + e+ %< % bleibt, welchen Wert auch » haben mag,
I 1
und daB der Unterschied zwischen beiden Werten = 3, ist und folglich kleiner

als eine gegebene positive Zahl ausfallt, sofern » groB genug genommen wird.
[ee]

Er beweist also — in unserer Ausdrucksweise — die Konvergenz der Reihe o

n=20
und zeigt, daB ihre Summe = -f:;— ist. Eine allgemeinere Benutzung unendlicher
Reihen setzt aber erst in der zweiten Hilfte des 17. Jahrhunderts ein, als
N. MercATOR und W. BROUNCKER 1668 bei der Quadratur der Hyperbel die
logarithmische Reihe 120 entdeckten und J.NEwTON 1669 in dem Werke De analysi
per aequationes numero terminorum infinitas die Bzhandlung der Reihen auf eine
festere Grundlage gestellt hatte. Im 18. Jahrhundert wurden die prinzipiellen Ge-
sichtspunkte z. T. zwar aufer acht gelassen, dafiir aber die Praxis der Reihen,
vor allem durch EULER, in groBartiger Weise entfaltet. Im 19. Jahrhundert endlich
wurde die Theorie durch A. L. CAucHY (Analyse algébrique, Paris 1821) in ein-
wandfreier Weise begriindet, — wenn man von den Unklarheiten absieht, die
damals dem Zahlbegriff als solchem noch anhafteten. (Weitere historische Be-
merkungen s. in der Einleitung zu § 59.)

II. Unendliche Produkte. Hier handelt es sich um Ausdriicke
der Form

0
Uy Uy oo %,... oder [[u,;
n=1
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sie sind in ganz entsprechender Weise wie die eben behandelten unend-
lichen Reihen lediglich als eine neue Symbolik fiir die wohlbestimmte
Zahlenfolge der Teilprodukte

ul; Mluuz; c-o; uluug-c-un
anzusehen. Indessen werden wir spiter mit Riicksicht auf die Aus-

nahmerolle, die die Zahl o bei der Multiplikation spielt, hier noch
einige besondere Festsetzungen zu machen haben.

n -+ 1)2
1. Ist z. B. fiir > 1 stets %, =7fv—l:—l-)7)' so bedeutet das unendliche Produkt

r(n -+ 1)2 22 32 42 52 (n + 1)
.llln (n + 2) oder T 3576
n=

1-3 2:4 35 46  m(nt2) "

die Folge der Zahlen
2.2 2:3  2-4, . 2(n 4 1)
a n+2 °
2. Die soeben unter I gegebenen Zusitze und Bemerkungen behalten mutatis

mutandis auch hier ihre Bedeutung. Auf alles Nihere werden wir spater eingehen
(VII. Kapitel).

I11. Unendliche Kettenbriiche. Hier wird die zu untersuchende Zahlenfolge
(¥,) mit Hilfe zweier anderer Folgen (a;, a,,...) und (by, by, ...) hergestellt,
indem man

a a
%=1y, x1=bo+—b']‘: x2=‘bo+*—la"
1 2
b, +
bq
x3=b0+———117~—~
b+ — 2%
by + =
2 ba

usw. setzt, indem man also allgemein x, dadurch aus x, _, herleitet, daB man in

a
%, _4 den letzten Nenner b, _, durch <bn_1 -+ ?"-) ersetzt und so ohne Ende fort-
n

fahrt. Fiir den hierdurch entstandenen ,,unendlichen Kettenbruch® ist die Be-
zeichnung
ap | ay | ay|
bo+ -+ 24
RN [ by | ba

ziemlich verbreitet. Das Nachstliegende wire, ihn mit

[oe}
A
bo-+ R -
n=1 "

zu bezeichnen. Auch hier muB man noch durch einige besondere Festsetzungen
dem Umstande Rechnung tragen, daB bei der Division wieder die Zahl o eine
Ausnahmerolle spielt. Auf die Kettenbriiche werden wir in diesem Buche indessen
nicht eingehen®.

4 e

1 Einevollstindige Darstellungihrer Theorie und Anwendungen bietet O.PERRON:
Die Lehre von den Kettenbriichen, 2. Aufl., Leipzig 1929.
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Von den besprochenen drei Arten, eine Zahlenfolge vorzulegen, ist
die durch unendliche Reihen bei weitem die wichtigste fiir alle An-
wendungen in der héheren Mathematik. Mit ihnen werden wir ums
daher vornehmlich zu beschiftigen haben. — Da in den Reihen nichts
anderes als Folgen zu sehen sind, so liefern uns die einleitenden Aus-
fiilhrungen des §9 die Gesichtspunkte, unter denen eine vorgelegte
Reihe zu untersuchen sein wird: Neben dem Problem A, das sich auf
das Konvergenzverhalten einer vorgelegten Reihe bezieht, steht wieder
das schwierigere Problem B, das nach der Summe einer als konvergent
erkannten Reihe fragt. Und genau aus denselben Griinden wie damals
wird das zweite Problem meist in der Form auftreten: Eine Reihe 3 a,,
ist als kowvergent erkannt; stimmi nun thre Swmme mit derjenigen einer
anderen Rethe oder mit dem Gremzwert irgendeiner anderen Zahlenfolge
itberein, oder steht sie zu solchen in einer irgendwie angebbaren Beziehung?*

Da das Konvergenzproblem A das leichtere ist, und da es — im
Gegensatz zum Problem B — eine methodische Erledigung zuldfBt,
wollen wir uns diesem zunichst ausfiihrlich zuwenden.

Aufgaben zum II. Kapitel2.

9. Man beweise die Siatze 15 bis 19 des I. Kapitels nach der zu 14 in der FuB-
note gegebenen Anleitung.

10, Man beweise in allen Einzelheiten, da8 die durch 14 und 15 definierte
Anordnung der Gesamtheit der Intervallschachtelungen den siamtlichen Anord-
‘nungssitzen 1 gehorcht. (Vgl. hierzu 14, 4 und 15, 2.)

11. Man fiihre die Einzelheiten der S. 33 geforderten Beweise durch, zeige
also, daB die durch 18 bis 19 definierten vier Verkniipfungsarten zwischen den
Intervallschachtelungen allen Grundgesetzen 2 gehorchen.

12. Bei festem g mit 0 < g < 1 strebt

Xo=(n+ 1) —n€ >0,
13. Bei beliebigem positivem o und f strebt
o
(log log n) o
(log n)?

. . . . 1 1 1
1 So wird sich z.B. die Reihe 1 + 1 —I—;—}—g—'—i—-n—l—m—}—--- sehr bald
als konvergent erweisen. Wie sieht man, daB ihre Summe mit der durch die Folge

I n
<I + 7) gelieferten Zahl ¢ identisch ist? Ebenso werden wir sehr bald die Reihen
1 1 1 1 I 1
I+T+5‘+"'+W+ -+« und 1—'3—4"5——‘*7—4-—'“ als konvergent

g 8
erkennen. Wie findet man, daB, wenn s und s’ ihre Summen sind, s = — s’ und

daB 45’ = 7 (also gleich dem Grenzwert eines dritten, beim Kreise auftretenden
Grenzprozesses; vgl. S. 204 und 220) ist?

2 Bei mehreren der folgenden Aufgaben werden einige der einfachsten Er-
gebnisse iiber den Logarithmus und die Zahlen ¢ und # als bekannt angenommen,
obwohl sie im Text erst spiter hergeleitet werden.
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Vi =
e —
14. Welche der Zahlen (;) und <y2)2 ist die groBere?

15. Beweise die folgenden Grenzbeziehungen:

a) [ttt ] >

b) {bg( )+log<1+ )+ +log<1+ )] %:
O ermtarmt )

I I

£ [ [ O E N e

Man beachte, daB bei a) bis d) ein gliedweiser Grenziibergang ein falsches,
bei e) dagegen ein richtiges Ergebnis liefert.

16. Es sei 2 > 0 und #; > o und eine Folge (#;, #,, . . .) durch die Festsetzung
definiert, daB fiir n» > 2
a) Xy = Va_—}— E
a
b -
) S A

sein soll. Man zeige, daB im Falle a) die Folge monoton gegen die positive Wurzel
von #%2 — ¥ —a=o0, im Falle b) gegen diejenige von #% -+ ¥ — 4 = o strebt;
letzteres jedoch so, daB die », abwechselnd links und rechts von ihrem Grenz-
wert liegen.

17. Man untersuche das Konvergenzverhalten der folgenden Zahlenfolgen:

a) #,, #; beliebig, fiir n = 2 stets x, = 4 (x,_1 + ¥,_a);

b) #x,, %3, ..., #,_; beliebig, fiir » > p stets

Fn= 0¥y 3+ A%y g+ <+ + ApXp_p»

1
<a1, @y, ..., a, gegebene Konstanten, z. B. alle = _P_>'

c) %4, ¥y positiv, fir # > 2 stets », = Vm,
2¥n1¥n-g
FpoyF Fpog
18, Wird in Aufgabe 17, ¢ speziell ¥, = 1, x»; = 2 gesetzt, so ist der Grenz-
wert der Folge = 3}/:

19. Es seien a,, a,, ..., a, beliebig gegebene positive GroBen, und es werde
firn=1,2,...

d) xg, #, beliebig, fiir » > 2 stets x, =

at+af+ .- +ap
P N
gesetzt. Es soll gezeigt werden, dal x, stets monoton wachst und, falls unter den
gegebenen Zahlen eine bestimmte, etwa a,, groBer als alle anderen ist, dieser
groBten als Grenzwert zustrebt: x, — a,.

n
=s, und ]/5" =z,

(Anl.: Man zeige zundchst, daB
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20, Man setze, dhnlich wie in der vorigen Aufgabe,
n n n

Vot Yokt o _

p n

p B
und zeige, daB x, monoton fallend — Val a, . . .a, strebt.

und (sp)" =,

21. Das Intervall a... b, (0 <a <b), werde in = gleiche Teile geteilt;
%9, ¥1, %3, . - ., ¥y seien die Teilpunkte (¥y = a, v, =b). Man zeige, da3 deren geo-
metrisches Mittel

n4 I (BP\b—a
Ko+ X1 Xg... ¥y > —\ g

und ihr harmonisches Mittel

e > g —iega
T 3 I ogb—loga
— = g
%o 1 ¥n
strebt.
22. Man zeige, daB im Falle der allgemeinen Folge in Aufgabe 5
LN el
ar o (e—p)
strebt.
23. Es sei ¥ > o und die Folge (x,) durch die Festsetzungen
¥y=%, =", xy=2", ..., x,=4s",

definiert. Fiir welche x fillt diese Folge konvergent aus? (Antwort: Dann und

nur dann, wenn
1

(2Yzest
ist.)
24. Es sei llmx,, =%, llmx = p, lim#} =" und llmx,, u'. Was 1aBt sich
iiber die Lage “der Haufungsgrenzen der Folgen
x () Gat o) Gam), e, (5)
aussagen ? Man diskutiere alle méglichen Falle!

25. Es sei (x,) beschrankt und (nach etwaiger Uberspringung einiger An-
fangsglieder)

o\ __ B

log <1 + —n—> =

gesetzt. Dann haben (a,) und (f,) dieselben Haufungsgrenzen. Dasselbe gilt, wenn

)_I B

”n nlogn

tog (1 4+ =+

nlog'n
gesetzt wird.

26. Gilt Satz 43, 3 noch, falls 1§ = o oder = 400 ist?

27. Wenn die in 43, 2 und 3 gegebenen Folgen x, und y, monoton sind, so
sind es auch die dortigen Folgen #, und 4.

a
28, Ist die Folge (#) monoton und b, > o, so ist es auch die Folge der Quo-
n
tienten
G+ ayt---+a,
b1+ bz ++ bn
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29, Es ist
Ay — @y +1
— b ’

n+l

lim%:— = lim -

n

falls der vechisstehende Grenzwert existiert, und falls (a,) und (b,) Nullfolgen sind,
deren zweite monoton ist.
30, Bei positiven, monotonen ¢, kann aus

Fo+ 1+ +”n_>§ auf Co¥ot o1 ¥t FCa¥

nt1 ottt °

ncﬂ . 1 . .
geschlossen werden, falls < C ) beschrankt ist und C, — + 00 strebt. (Hierbei

ist Cp, = ¢y 4 ¢4 + - - -+ ¢, gesetzt.)
31. Ist b, > o, strebt by + b, +-*++ b, = B, — 4+ 00 und ebenso x, - + 00,
so kann von
B,
ba
geschlossen werden.
32, Es ist fiir jede Folge (x,) stets

o+ %+ 1%
"+ I

b0x0+b1xl+' "+b,,2’,,] Ny
by by -+ b

(#¥p— %p_y) > & auf [x,,—

limy, < ll_rn L lim X

(Vgl. hierzu Satz 161.)
33, Man zeige, daB, wenn die Koeffizienten a,, beim TorpLiTzschen Satze
48, 5 nicht-negativ sind, fiir jede Folge (x,) die Bezichung

lim #, Sl_ixEx;,Slimx; <lim#,

gilt, in der %, = a,q%g + @ny ¥ +°**+ an,%, gesetzt ist.
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Zweiter Teil.

Grundlagen der Theorie der
unendlichen Reihen.

III. Kapitel.
Reihen mit positiven Gliedern.

§ 12. Das erste Hauptkriterium und die beiden
Vergleichskriterien.

In diesem Kapitel wollen wir uns ausschlieBlich mit Reihen be-
schiftigen, deren sdmtliche Glieder positive oder wenigstens nicht
negative Zahlen sind. Ist } 4, eine solche Reihe, die wir kurz als Reihe
mit positiven Gliedern bezeichnen wollen, so ist wegen @, = o

Sp =Su-1+ 4, g Sn—1
und also die Folge (s,) der Teilsummen eine monoton wachsende Zahlen-
folge. Thr Konvergenzverhalten ist daher besonders einfach, denn es

ist dafiir das 1. Hauptkriterium 46 maBgebend. Es liefert uns sofort
das ebenso einfache wie grundlegende

I. Hauptkriterium. Eine Rethe mit positiven Gliedern kann nur
konvergieren oder gegem -+ 00 divergieren. Und zwar ist sie dann und
nur dann konvergent, wenn thre Teilsummen beschrinkt sind?.

Bevor wir die ersten Anwendungen dieses Hauptsatzes geben,
wollen wir uns seinen Gebrauch noch durch die folgenden Zusdtze
erleichtern:

Satz 1. Ist p eine beliebige natirliche Zahl, so haben die beiden Reihen
:V;' a, und 2.0 a,
n=0 n=p

dasselbe Konvergenzverhalten®, und es ist, falls beide Reihen konvergieren,
Zdn=a0+d1+' : '+am—1+2an‘
n=0 n=p

1 Es kommt nur Beschrinktheit nach rechts in Frage, da eine wachsende
Folge von selbst nach links beschrankt ist.

2 Kiirzer: Man ,,darf” einen beliebigen Anfang weglassen. — Darum ist es
haufig nicht notig, die Summationsgrenzen anzugeben.
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Beweis. Sind s,, (# =o0,1,...), die Teilsummen der ersten Reihe
und sy, (n = p,p + 1,...), die Teilsummen der zweiten, so ist fiir n = ¢

Sp=Gy+ G+ - +a, + s,
woraus fiir # — co sich beide Behauptungen ergeben — sogar ohne
die Beschrinkung auf nicht negative a,.

Satz 2. Mit S, ist auch >y,c, eine konvergente Reihe mit positiven
Gliedern, falls die Faktoren y, trgendwelche positive, aber beschrinkte
Zahlen sind?l.

Beweis. Bleiben die Teilsummen von 3¢, stets << K und die
Faktoren y, stets <y, so bleiben die Teilsummen von J3'y,c, ersicht-
lich stets << yK, womit nach dem Hauptkriterium schon alles be-
wiesen ist.

Satz 8. Mut >d, ist auch Z,’énd” eine divergente Reihe mit positiven
Gliedern, falls die 0, irgendwelche Zahlen sind, die eine noch positive
untere Schranke & besitzen.

Beweis. Wird G > o beliebig gewahlt, so sind nach Voraussetzung
die Teilsummen von 3d, doch von einem passenden Index an simt-
lich > G: 6. Von demselben Index an sind dann die Teilsummen von
2/0,d, simtlich > G. Also ist 3'¢,d, divergent.

Beide Sitze sind im wesentlichen enthalten in dem folgenden

Satz 4. Geniigen die Faktoren o, den Ungleichungen

O<“,§“n§a”:

so weisen die beiden Reihen Ja, und 3o, a, mit positiven Gliedern das-
selbe Konvergenzverhalten auf. Oder etwas anders ausgedriickt: Die
beiden Reihen mit positiven Gliedern Ya, und 34! weisen dasselbe
Konvergenzverhalten auf, falls es zwei positive Zahlen ' und «’’ gibt,
so daB stets (oder wenigstens von einer Stelle an)
’ ay ”
o é Z é o

ist 2, speziell also, wenn a;, ~ a, oder gar a, ~ a,, ist (s. 40, 5).

Beispiele und Bemerkungen. 1.
1. Ist K eine Schranke fiir die Teilsummen der Reihe }'a, mit positiven Glie-
dern, so ist ihre Summe s < K (s. 46, 1).
2. Die geometrische Reihe. Es sei a>o und die sogenannte geometrische
Reihe

g'a"zl-i—a-{—az—}—-u-{—a"—l—---
n=20

! Wir werden im folgenden die Glieder einer als konvergemt vorausgesetzten
Reihe meist mit c,, die einer als divergent vorausgesetzten Reihe meist mit d,
bezeichnen.

2 Da bei dieser Formulierung der Voraussetzungen mit a, dividiert wird,
so steckt darin die selbstverstindliche Voraussetzung, daB8 die a, > o und nie-
mals = o sind. — Entsprechendes ist auch weiterhin des &fteren zu beachten.

Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. 8



114 II1. Kapitel. Reihen mit positiven Gliedern.

vorgelegt. Ist @ = 1, so ist s,, > » und also (s,) sicher nicht beschrankt, die Reihe
also divergent. Ist aber @ < 1, so hat man

1 —gqrtl
Sp=I14+a-+a*+---+ta, =1 (vgl. S. 23, FuBn.1),
und es ist also fiir jedes »
1
ST a
die Reihe also konvergent. Da iiberdies
s LI
" 1—a|l 1—a

nach 10, 7 und 26, 1 eine Nullfolge ist, so ergibt sich hier — es ist dies ein seltener
Fall — auch sogleich fiir die Summe der Reihe eine einfache Darstellung:

©
Saat
n=0 1—a
[ee]
1 1 1 1
i i - =—}+ — 4+ —+ ... hat die Teil
3. Die RelheZn(n+I) 1‘2—1—2.3—}—3.4—}— a ie Teilsummen

n=1
o= D) Eo et o)

Diese sind stets < 1, die Reihe ist also konvergent. Zufillig sieht man hier so-
fort, daB s, — I strebt, daB also s = 1 ist.

foe)
I I I . .
4. Die harmonische Reihe. E w =1 + 74_ et - + ... ist di-
n=1
vergent, denn wir sahen schon in 48, 3, da8 ihre Teilsummen, also die Zahlen

Sn=1+'§'+"'+‘:71

gegen -}-00 divergierenl. Dagegen ist die Reihe

PRI SV

1 1
"9 16

I
——2=I+-—
n 4
n=1

konvergent. Denn die nte Teilsumme ist

R R E D B

und es ist also stets s, < 2, die vorgelegte Reihe also konvergent. — Die Summe
s ist hier nicht so leicht anzugeben; es ist aber jedenfalls s << 2, sogar sicher

2 [eo]
s<-L. Wir werden spter finden, da8 s = = ist. — Eine Reihe der Form Z'_Ia_
4 n
n=1
nennt man eine harmonische Reihe.

1 Vgl. S. 105, FuBn.
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5. Die Reihe Z—— =141 + + -+ hat die Teilsummen s,= 1,
n=0
sy =2, und fiir » > 2 ist

1 1
5n=2+7+2—_§+"'+2 3-om

Ersetzt man im Nenner jeden Faktor durch den Kkleinsten von ihnen, also
durch 2, so folgt weiter, daB

1 1 1
5n=§2+?+;+"'+;;—

=2ttt aa=3— <3

ist. Die Reihe ist also konvergent mit einer Summe < 3. Wir werden spiter sehen,
I\"
daB ihre Summe mit dem Grenzwert ¢ der Zahlenfolge ( 1+ 7) iibereinstimmt.

6. Sagten wir oben, daB jede Reihe mit positiven Gliedern eine monoton
wachsende Zahlenfolge bedeutet, so sieht man auch umgekehrt, daB jede monoton
wachsende Folge (x4, #;,...) als Reihe mit positiven Gliedern geschrieben wer-
den kann (vgl. hierzu 69, 7), falls x, positiv ist. Man hat hierzu nur

Ay =12y, A1 =K — %o, vy G =12y — Fp_y, ...
zu setzen; in der Tat ist dann

Sn=x0+(xl_xﬂ)+"'+(xn_xn—1)=xny
und alle a, sind >o.

Aus unserm Hauptsatz werden wir nun einige speziellere, aber leichter
zu handhabende Kriterien ableiten. Dies wird uns hauptsichlich durch
Vermittlung der beiden folgenden ,,Vergleichskriterien“ gelingen.

Vergleichskriterium I. Art.

Es sei >)c, etne schon als konvergent und > d, eine schon als diver-
gent erkannte Reihe mit positiven Gliedern. Geniigen dann die Glieder
etner vorgelegten Reihe 3 a, mit gleichfalls positiven Gliedern fiir alle n
von einer Stelle an, etwa fity alle n > m,

a) der Bedingung

On S Cn
so ist auch S a, eine Konvergente Reihe. — Ist dagegen fiir n>m
b) stets
) Qn ; dy,

so muf auch die Reihe 3 a, divergieren?.
Beweis. Nach 70, 1 geniigt es, das Konvergenzverhalten der

Reihe S}an festzustellen. Im Falle a) folgt aber deren Konvergenz
n=m+1

1 Gauss benutzt dies Kriterium schon im Jahre 1812 (s. Werke III, S. 140).
Ausdriicklich als Konvergenzkriterium formuliert wurde es indessen, ebenso wie
das nachfolgende Kriterium II. Art, erst von CAUCHY in seiner Analyse algébrique
(Paris 1821).

8*

72.



73.

116 III. Kapitel. Reihen mit positiven Gliedern.

sofort nach 70,2 aus derjenigen von J3/c,, weil nach Voraussetzung
n=m+1
fir w > m stets a,, = y,¢, mit y,, < 1 gesetzt werden kann. Im Falle b)

el
folgt ebenso ihre Divergenz aus derjenigen von 3'd,,, weil jetzt a,, = 8,4,
n=m+1
mit §, = I gesetzt werden kann?.

Vergleichskriterium II. Art.

Es sei wieder 3¢, etne schon als konvergent und 3)d, eine schon
als divergent erkannte Rethe mit positiven Gliedern. Gendigen dann die
Glieder einer vorgelegien Reihe 3 a, mit gleichfalls positiven Gliedern fitr
alle n von einer Stelle an, etwa fiir alle n = m,

a) den Bedingungen

an+1 < cn+1

a” - cﬂ

’

so ist auch >a, eine konvergente Rethe. Ist dagegen fir n = m
b) stets

an+12dn+1
a, = a, °’

n n

so muf auch > a, divergieren.

Beweis. Im Falle a) hat man fiir » = m stets

Gni1 _ %n
Cn+1 Cn
. - a . N
Die Folge der Quotienten y, =c—" ist also von einer Stelle an
n

monoton fallend und folglich, weil ihre Glieder simtlich positiv sind,
notwendig beschrinkt. Satz 7T0,2 liefert nun die Konvergenz. Im

Falle b) hat man analog 5**% > 5o daB die Quotienten f—.
§ 4, =1, dn

von einer Stelle an monoton wachsen. Da sie aber stets positiv sind, so
haben sie eine noch positive untere Schranke. Satz 70, 3 liefert nun
die Divergenz.

Diese Vergleichskriterien kénnen uns natiirlich nur niitzlich sein,
wenn wir schon viele konvergente und divergente Reihen mit positiven
Gliedern kennen. Wir werden uns dazu also sozusagen einen méglichst
groBen Vorrat an Reihen mit bekanntem Konvergenzverhalten anlegen
miissen. Hierzu sollen die folgenden Beispiele den Grundstock liefern:

1 Oder — und fast noch kiirzer — so: Im Falle a) ist jede Schranke der Teil-
summen von J'c, auch eine solche fiir die Teilsummen von Y a,; und im Falle b)
miissen die Teilsummen von Xa, schlieSlich jede Schranke iibersteigen, da schon
diejenigen von Y'd, dies tun.
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o] [ee]
7 1 . . 27 I .
I. " hatte sich als divergent, 72 als konvergent erwiesen. Nach dem 74.
n=1 n=1

I. Vergleichskriterium ist also die sogenannte harmonische Reihe
o 1
2
n=1
fiir & < 1 sicher divergent, fiir « = 2 sicher konvergent. lhre Summe weil man
allerdings nur fiir den Fall, daB « eine ganze und zugleich gerade Zahl ist, mit

anderweitig vorkommenden Zahlen in Beziehung zu bringen; z. B. werden wir
e
spater (vgl. 136) sehen, daB fiir o = 4 die Summe = 5 ist.

7 I
2. Nach dem Vorigen bleibt das Konvergenzverhalten vonz & nur noch fiir

1 <o < 2 fraglich. FolgendermaBen 148t sich zeigen, daB die Reihe fiir jedes
o > 1 konvergiert: Um eine beliebige Teilsumme s, der Reihe nach oben abzu-
schiatzen, wahle man %k so groB, daB 2% > # ausfallt. Dann ist sicher

I I I I 1 1 I 1

=1 — 4 — — e Ve .
Su <531 +(2a+3a)+<4‘,{r et (Gt e
Hier sind jedesmal die Glieder in einer Klammer vereinigt, deren Index von einer
Potenz von 2 (einschl.) bis zur nichsten Potenz von 2 (ausschl.) lduft. Ersetzt
man nun in jeder Klammer alle Summanden durch den ersten von ihnen, so
bedeutet dies eine VergréBerung, und man hat also
2k—1

SST at et

Setzt man nun zur Abkiirzung aI_ - = &, so ist & eine positive Zahl, die wegen
2
o > 1 sicher < 1 ist. Daher ist
1— 9 1
s b [y SR L R k-1 -
W STHO+ 924 + 9 =9 <1z 5

und da dies fiir jedes # gilt, so sind die Teilsummen unserer Reihe beschrinkt,
die Reihe selbst also konvergent, w. z. b. w.

Die harmonischen Reihen E ;;E sind also fir o < 1 divergent, fir o > 1 kon-

vergent. Sie bilden zusammen mit der geometrischen Reihe schon einen sehr niitz-
lichen Schatz an Vergleichsreihen.
3. Auch die Reihen

> 1
Z(an + 5%’
n=1

in denen a und b gegebene positive Zahlen sind, werden fiir o < 1 divergieren,
fiir o« > 1 konvergieren. Denn wegen

n* _ 1\ b ist 1 I
(an-|—b)“’_< b) T S GaroE TR
u—|—7

70, 4 liefert daher die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung.
Hiernach sind ganz speziell die Reihen

I I * I
hEtEt = Y e
n=0

fir « > 1 konvergent, fir « < 1 divergent.
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(oo}
4. Ist ¢, eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern, und bildet man
n=0
aus ihr dadurch eine neue Reihe X', daB man irgendwelche Glieder streicht
und die stehenbleibenden mit cf, ¢f, . .. bezeichnet, so ist auch die entstandene
., Teilreihe* Y'c;, konvergent. Denn fiir ihre Teilsummen ist jede Zahl eine Schranke,
die fiir die Teilsummen von 2'c, eine Schranke ist.

Hiernach ist z. B. die Reihe Zi“ , in der p alle Primzahlen durchliuft,
p
also die Reihe
1 X I I 1
2“+§E+?+?+F+‘ .-
fir o > 1 sicher konvergent. (Dagegen darf man natiirlich nicht ohne weiteres

schliefen, daB sie fir o < 1 divergiert!)
5. Da Y'a® fiir 0 < a < 1 schon als konvurgent erkannt ist, so ist insbesondere

(o]
Jr L I 1 I
o T T e Tt
n=0
konvergent. Bedeuten nun 2z, Z,,..., Z,, ... irgendwelche ,,Ziffern”, d.h. je

eine der Zahlen o, 1, 2, ..., 9, und ist z, irgendeine ganze Zahl % o0, so ist auch
(o]
zﬂ
10"
n=0

nach 70, 2 konvergent. — Man erkennt hieraus, da8 man einen unendlichen De-
zimalbruch auch als unendliche Reihe auffassen darf. In diesem Sinne konnen
wir sagen: Jeder unendliche Dezimalbruch ist konvergent und stellt also eine
wohlbestimmte reelle Zahl dar. — Bei dieser Form der Reihe haben wir auch
durch Gewohnheit eine unmittelbare Vorstellung von dem Wert ihrer Summe.

§ 13. Das Wurzel- und das Quotientenkriterium.

Eine systematische Ausnutzung der beiden Vergleichskriterien bahnen
wir nun durch die beiden folgenden Sitze an. Nehmen wir zunichst
als Vergleichsreihe die geometrische Reihe 3'a" mit 0 < @ < 1, so ergibt
sich unmittelbar der

Satz 1. Ist bei einer Reihe D) a, mit positiven Gliedern von einer
Stelle an stets a, < a® mit 0°<< a < I oder also
n__
Jan<a<i,
so ist diese Reihe konvergent,; ist dagegen von einer Stelle an stets
”n, —
Janz1,
so ist sie divergent. (CAUCHYsches Wurzelkriterium?,)

Zusatz. Fir die Divergenz geniigt es offenbar schon, wenn die Ungleichung

”'y a, =1 fir unendlich viele verschiedene Werte von # erfiillt ist. Denn fiir die-

1 Analyse algébrique, S. 132ff.
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selben unendlich vielen » ist dann auch g, > 1; und eine bestimmte Teilsumme
sm wird daher eine gegebene (positive ganze) Zahl G iiberschreiten, wenn man
m so groB wihlt, daB diese Ungleichung fir o < »# < m schon mindestens G-mal
eingetreten ist. Die Folge (s,) ist also keinesfalls beschrankt.

Das II. Vergleichskriterium liefert ebenso unmittelbar den

Satz 2. Ist von eimer Stelle an stets a, > 0 und
Sutl sSa<r1,
n

so ist die Rethe 3a, konvergent. Ist dagegen von einer Stelle an stets

a
_ntl g I,
n
so ist die Rethe 3 a, divergent. (CAUCHYsches Quotientenkrite-
rium?)

Bemerkungen und Beispiele. 78
1. Bei den beiden in diesen Satzen enthaltenen Konvergenzkriterien ist es

n
wesentlich, daB Y a, bzw. %1 einen festen echten Bruch a von einer Stelle an
ay .
nicht mehr iibersteigt. Es geniigt keineswegs zur Konvergenz, wenn stets

nyI— a.
]/an<1 bzw. L g
aﬂ

bleibt. Ein Beispiel hierfiir bietet schon die harmonische Reihe E i, fiir die ge-
n
wil fir » > 1 stets

n—

1 1 1 1
— <1 und auch =
n n+1 n w41

< I

ist, die aber doch divergiert. Wesentlich ist eben, daB sich Wurzel und Quotient
dev Zahl 1 nicht beliebig nihern sollen.

2. Sind die Folgen <'i/a_n) oder (ﬁ'il—) konvergent, etwa mit dem Grenzwert o,
! a,
so lehren die Sitze 1 und 2, daB fir « < 1 Konvergenz, fiir « > 1 Divergenz

. n . I—a
stattfindet. Denn strebt z. B. Ja,—»>a < 1, so ist & =" > o und also m

so bestimmbar, daB fiir » > m stets

— b
7i/a,,<a+a= ja=a

ist. Und da dieser Wert a < 1 ist, so lehrt Satz 1 die Konvergenz. Ist dagegen

. , —1 . .. ’
a > 1, so ist & = -1 > o und m’ so bestimmbar, daB3 fiir » > m’ stets
2

— 1
ﬁ/a,,>oc——e’= _:a=a

ist. Und da jetzt dieser Wert a > 1 ist, so lehrt Satz 1 die Divergenz. — Ganz
entsprechend schlieft man fiir den Quotienten.
Ist @ = 1, so lehren diese Satze noch gar nichts.

! Analyse algébrique, S. 134ff.
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3. Die unter 2. angewendeten Schliisse sind offenbar schon erlaubt, falls
lim "a,, bzw. im Eni1 <71
n

oder " a

li bzw.  lim

lim Yo, baw.  lim T > 1
ist. Ist eine dieser Haufungsgrenzen = 1 oder die obere > 1, die untere < 1,
so lehren sie uns fast nichts iiber das Konvergenzverhalten von 3 a,. Nur der zu
75, 1 gemachte Zusatz besagt, daB beim Wurzelkriterium schon die Bedingung
lim ﬂ]/ a, > 1 fiir die Divergenz hinreichend istl.

4. Die unter 2 und 3 gemachten Bemerkungen sind so naheliegend, daB wir
sie bei dhnlichen Fiallen hinfort nicht mehr besonders erwihnen.

5. Das Wurzel- und das Quotientenkriterium sind fiir die Praxis weitaus
die wichtigsten. Bei den meisten in den Anwendungen vorkommenden Reihen
kann man mit ihrer Hilfe die Konvergenzfrage schon erledigen. Wir geben einige
Beispiele, bei denen » zunichst eine positive Zahl sein soll.

a) Yn®xn, (« beliebig).

Hier strebt
Ot _ <ﬁﬁ)“ ¥ >,
a, n

L] n I I g - . .
da ja + =1+ ;——> I strebt und dauernd positiv ist (s. 88, 8). Die Reihe
ist daher — und dies ohne Riicksicht auf den Wert von o — konvergent, falls
x < 1, divergent, falls ¥ > 1 ist. Fiir ¥ = 1 liefern unsere Kriterien keine Ent-
scheidung, doch haben wir dann die uns schon bekannte harmonische Reihe

vor uns.
o7 (n+ P = P

n —p—1 .

b) 2( » ) xn= 2’(—— )" ( ” )x , (p = 1 ganzzahlig).
n=0 n=0
Hier strebt

Gy _ (A P+ Dt p). . (nt2)pl  mt P

a, nt+p)n—1+p)...(n+ 1)-p! n41
Daher ist auch diese Reihe fiir ¥ < 1 konvergent, fiir ¥ > 1 divergent, welchen
‘Wert auch p haben mag. Fiir ¥ = 1 divergiert sie offenbar auch, da dann stets

¥ —>x.

%41 s . s : I p+1
R ist. Im Konvergenzfalle wird fiir ihre Summe spater der Wert Pa——
- —

gefunden werden.

[e<]
"

X z2 "
c) ;l—!=1+x+;+"-+m+“~-
n=0
Hier strebt fiir jedes ¥ > o

-> 0,
Ay 7”41

die Reihe ist also fiir jedes # = o konvergent. Fiir ihre Summe wird spater der
Wert ¢* gefunden werden.

R Ty
d) 2% ist fiir jedes ¥ > o konvergent, weil V% = % —© strebt,

1 Dadurch erhalt das Kriterium eine disjunktive Form. X a, ist konvergent
oder divergent, je nachdem lim "]/ a, < 1 oder > 1 ist. (Naheres in § 36 und 42.)
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€) Z(IO_gInF ist konvergent, weil wieder 7],/‘1_"_) o strebtl.

1 . . I,
f) ZW ist konvergent, weil a, <—¢ﬁ’

! . 1-2...7 2
Zm— ist konvergent, weil fiir » > 2 stets a, = — < —5
nn n-n n n
I . . . I
E ist divergent, weil a, > ;
Vuin+ 1) n41
1 . , 1
E ——— ist konvergent, weil a, < —
VYu(z + #2) nt

1
P e . :
g) E —_(log W (p > o fest), ist divergent, weil nach 88, 4 von einer Stelle

an (log n)? < n ist.

-y I ) .
h) 2/ W ist konvergent; man erkennt dies sofort, wenn man das

allgemeine Glied in der Form
1
nloglog n
schreibt. Dagegen ist

1
2 o myerar = 3 e 0o
divergent, weil nach 38, 4 und Aufg. 13 von einer Stelle ab (loglog #)? < log »

und also das allgemeine Glied der Reihe >—:L- ist.

§ 14. Reihen mit positiven monoton abnehmenden Gliedern.

Bevor wir diese ganz elementar gehaltenen Betrachtungen ver-
lassen, wollen wir unter den Reihen mit positiven Gliedern noch eine
besonders einfache Klasse hervorheben, nimlich diejenigen, bei denen
die Folge (a,) ihrer Glieder wenigstens von einer Stelle ab monoton
ist. In diese Klasse gehéren fast alle vorhin als Beispiele gegebenen
Reihen, und zu ihr gehéren auch die Mehrzahl der in den Anwendungen
vorkommenden Reihen. Fiir solche Reihen gilt folgender

CaucHYscher Konvergenzsatz?. Ist j’an eine Reihe, deren Glieder T1.
n=1
etne positive monoton fallende Folge (a,) bilden, so hat sie dasselbe Kon-
vergenzverhalten wie die Rethe

fod

D2kap=a, +2a,+ 4a,+8a;++--.

k=0

1 Bei dieser Reihe darf die Summation erst bei # = 2 beginnen, da logz = o
ist. Solche und ahnliche selbstverstindliche Beschrinkungen werden wir im
folgenden nicht immer ausdriicklich betonen; es geniigt fiir die Konvergenzfrage,
wenn die hingeschriebenen Reihenglieder von einer Stelle an wohlbestimmte Werte
haben. — Das Zeichen ,,log'‘ bedeutet hinfort, wie schon S. 85 festgesetzt, stets
den natirlichen Logarithmus, also den mit der Basis ¢ (46a).

% Analyse algébrique, S. 135.
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Vorbemerkung. An diesem Satze ist besonders merkwiirdig, da8 nach
ihm fiir das Konvergenzverhalten der Reihe sich schon ein geringer Bruchteil
aller Glieder als entscheidend erweist. Man bezeichnet ihn darum wohl auch als

Verdichtungssatz.
Nach ihm ist z. B. die harmonische Reihe E X sicher divergent, denn sie
n

verhilt sich ebenso wie die Reihe

2k
Z;—EEI—I-I-[—I—{—---,
welche doch gewi divergiert. Und allgemein verhilt sich nach ihm die Reihe

I L .
E — ebenso wie die Reihe
2

~ 2F 1 \k
<2k>w=2 <z“‘1 '
Die letztere ist aber eine geometrische Reihe und konvergiert oder divergiert

also, je nachdem « > 1 oder <1 ist.
Diese Beispiele lehren zugleich, daB das Konvergenzverhalten von 2*ay,

oft leichter erkennbar ist als das der Reihe }'a, selbst; und gerade hierin liegt
der Wert des Satzes.

Beweis. Wir bezeichnen die Teilsummen der gegebenen Reihe
mit s,, die der neuen Reihe mit #,. Dann ist (vgl. 74, 2)

a) fir n < 2%

Su< @y (@ ag) o (@t e+ Ggrag)

Za, +2a,+ 4a,+ -+ 2kan =1,
also
S <ty
b) fiir n > 2%, k>0

Sn>ay+ @y + (ag + ) + - -+ (@mogr + - - -+ a)

>1a+a,+2a,+- -+ 2% lag =3t
also
2s, > .

Die Abschitzung a) lehrt nun, daB mit der Folge (¢;) auch die Folge (s,)
beschrinkt ist; die Abschitzung b) umgekehrt, daB mit (s,) auch (z)
beschriankt ist. Diese Folgen sind also entweder beide beschrinkt
oder beide nicht beschrinkt, die in Rede stehenden Reihen also ent-
weder beide konvergent oder beide divergent, w.z.b. w.

Ehe wir weitere Beispiele zu diesem Satze geben, wollen wir ihn
noch etwas erweitern; denn man sieht sofort, da8 die Bevorzugung
der Zahl 2 kein wesentlicher Teil des Satzes ist. In der Tat gilt all-
gemeiner der

Satz. Ist 3 a, wieder eine Reihe, deren Glieder eine positive monoton
abnehmende Folge (a,) bilden, und ist (gy, gy ,. . .) trgendeine monoton

1 ScHLOMILCH, O.: Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 18, S. 425. 1873.
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wachsende Folge ganzer Zahlen, so sind die beiden Reihen

o

270‘1" und > (rv1— 81 A
n=

entweder beide konvergemt oder beide divergent, falls die g, fitr jedes
k > o die Bedingungen

8> Er-12 0 und Brr1 — B =M (g — 8r-1)
erfiillen, n deren zweiter M eine positive Konstante sein sollt,

Beweis. Ganz dhnlich wie vorhin hat man

a) fiir n < gy, wenn A die Summe der dem Gliede 4, etwa voran-
gehenden Glieder (sonst o) bedeutet,

sn<syk éA + (ag., + . '+ay1~1) +- (aa,,+' '-'+agk+1—1)
SA4 4 (g —8)a, + - -+ (Grs — 1) gy
also
Sp << A+ 1;
b) fir n > g,
$p>Sg, > (g1 + v ag) + -+ (g 1 0+ ag)
=(861— &), + -+ (6 — &) 4,

Ms, > (g2 — &) @y + - -+ + (Eers — 1) %y
also

Ms, >t —t,.
Und aus diesen beiden Abschitzungen zieht man genau wie vorhin
die in Rede stehenden Schliisse.

Bemerkungen. 79.

1. Es geniigt natiirlich, wenn die Bedingungen der beiden Sitze erst von
einer gewissen Stelle ab erfiillt sind. Daher darf man in dem erweiterten Satze
sich speziell

gr=13%, =4*,..., oder = [g¥]
gesetzt denken, wenn g irgendeine reelle Zahl > 1 und [g*] die gré8te nicht ober-
halb g* gelegene ganze Zahl bedeutet. Auch geniigt man mit der Waht

g =k, =Pk}, =5k ...
den Bedingungen des Satzes. Fiir g, = k2 erhilt man z. B. den Satz, daB
[oc] ol
2 ay und 2(2k+I)“ksan+3“1+5a4+7a9+"‘
n=0 k=0
entweder beide konvergieren oder beide divergieren, — falls (a,) eine positive

monoton abnehmende Folge ist. Statt der letzten Reihe darf man nach 70, 4
auch die Reihe Zkak, =a, + 2a4 + 349 +- -+ nehmen.

1 Die zweite Bedingung bedeutet, daBl die Liicken, die die Folge (g;) gegen-
iiber der Folge aller natiirlichen Zahlen aufweist, sich nicht zu stark vergréB8ern
diirfen.
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0

1
2. E, wlogn ist divergent, — trotzdem ihre Glieder fiir alle groBen »n wesent-

n=2 i
lich kleiner sind als die der harmonischen Reihe; denn nach unserm Satze verhialt

sich diese Reihe ebenso wie die Reihe
[ee] o]

D g = 2 g,
TFlom (28 — £ [lom 2)
=02 log (2%) = (log 2)-%

I
und ist also nach 70, 2 gleich der harmonischen Reihe 2 T divergent. Die
Divergenz dieser Reihe und der in den folgenden Beispielen behandelten wurde
von N. H. ABEL! entdeckt (s. (Buvres II, S.200).
1 . . . . .
3. 2—-—* ist auch noch divergent, obwohl ihre Glieder wieder
nlog - loglogn w

wesentlich kleiner sind als die der eben behandelten ABELschen Reihe. In der
Tat verhilt sie sich nach dem CAUCHYSChen Satze ebenso wie die Reihe
[ee]

2 = - y
= 2* . log (2*) - log (log 2%) ~ k -log2- log (k log 2)

und diese hat, da log2 < 1 ist, groBere Glieder als die eben behandelte ABELsche
Reihe Zf%g? und muB also gleich dieser divergieren.

4. So kann man beliebig fortfahren. Zur Abkiirzung bezeichnen wir den »-fach

iterierten Logarithmus einer positiven Zahl » mit log,», so daB
logox =%, log,x =logx, log,x =1log(logx),
log,.# = log (log,._, #)

ist. Unter log_;» konnen wir noch den Wert ¢® verstehen.

Diese iterierten Logarithmen haben erst einen Sinn, wenn » hinreichend
groB ist, logx namlich erst fiir ¥ > o, log,# erst fiir x > 1, logyx erst fiir x > ¢,
usw.; und in den Nenner unserer Reihenglieder wollen wir sie erst setzen, wenn

sie positiv sind, also logx erst fiir ¥ > 1, log,» erst fiir ¥ > ¢, logyx erst fiir
x > e¢% usw. Setzen wir daher die Reihe an

pX : : (b = 1 ganz),
n

nlogn-logyn...log,n

so darf die Summation erst bei einem passenden hinreichend groBen Index be-
ginnen, — auf dessen genauen Wert es aber (nach 70, 1) nicht ankommt. Diese
Reihe verhilt sich nun, da die Logarithmen mit » monoton wachsen, die Reihen-
glieder also monoton abnehmen, nach dem CaucnHyschen Satze ebenso wie die
Reihe

I
k2710g 2k.log, 2% . . . log,, 2%

und diese wird, da 2 < ¢, sicher divergieren, wenn sogar die Reihe
2 FiogF Tog
< klogk...log, &

divergiert. Da nun diese Divergenz fiir p = 1 (und p = 2) schon festgestellt ist,
so folgt hieraus durch vollstandige Induktion (2, V) die Divergenz fiir jedes p > 1.

1 Niers HENRIK ABEL, geb. 5. Aug. 1802 zu Findoe bei Stavanger (Norwegen),
gest. 6. April 1829 auf dem Eisenwerk Froland bei Arendal.



80. § 14. Reihen mit positiven monoton abnehmenden Gliedern. 125

5. Die betrachteten Reihen gehen aber in konvergente Reihen iiber, falls

man dem letzten Faktor des Nenners einen oberhalb 1 gelegenen Exponenten

gibt. DaB E ia fiir > 1 konvergiert, ist uns schon gelaufig. Nehmen wir nun
n

an, es sei schon fiir ein bestimmtes (ganzes) p > 1 die Konvergenz der Reihe

I
*
*) %Jk.logk...1ogp_2k.(1ogp_lk)a, (x> 1),

bewiesen!, so folgt daraus ganz ghnlich wie vorhin die Konvergenz der Reihe

I
, (> 1).
%Yn-logn...logp_1n~(log,pn)“

Denn diese wird sich nach dem erweiterten CaucHyschen Satze 78 ebenso ver-
halten wie die Reihe — wir wiahlen g, = 3* —

2 3k+1 — 3k
+ 3tlog k... (log, 31)

Wegen 3 > ¢ hat diese aber kleinere Glieder als die soeben als konvergent voraus-
gesetzte Reihe (*), falls man deren Glieder vorher mit 2 multipliziert hat (was
nach 70, 2 die Konvergenz nicht stort).

Die in den beiden letzten Beispielen aufgestellten Reihen werden uns als
Vergleichsreihen weiterhin die wertvollsten Dienste leisten.

Noch einen letzten bemerkenswerten Satz wollen wir iiber die
Reihen mit positiven monoton abnehmenden Gliedern beweisen, obgleich
er in gewisser Weise schon etwas von den allgemeinen Konvergenz-
betrachtungen des folgenden Kapitels (s. 82, Satz 1) vorwegnimmt.

Satz. Wenn die Reihe 3 a, mit positiven monoton abnehmenden
Gliedern konvergieren soll, so muf wicht nur a, — o, sondern sogar
na,—>o
streben?.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Folge der Teilsummen
ag + a, 4- + - - + a, = s, konvergent. Nach Wahl von & > 0 kann man
daher m so wihlen, daB fiir alle ¥ > m und alle A = 1 stets

‘sv+i.— S,,I < ;7
d. h.
I R
bleibt. Wihlen wir nun # > 2m, so ist, wenn » = [§#n] die groBte
ganze nicht oberhalb %% gelegene Zahl bedeutet, » = m und also

€
av+1+av+2+"'+an<-2_;

1 Fir p = 1 soll dies die Reihe Zk—la sein.
2 OL1vier, L.: Journ. f. d. reine u. angew. Math., Bd. 2, S. 34. 1827.

80.
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um so mehr ist dann e
n—9ra,< -
und erst recht

—;-aﬂ<%, dh na,<e.

Es strebt also na, — o, w. z. b. w.

Bemerkung. Ausdriicklich muB hervorgehoben werden, daB die Beziehung
na, => o fiir unsere Reihenart nur eine notwendige, aber keine hinreichende Kon-
vergenzbedingung ist, d. h. wenn na, nicht gegen o strebt, so ist die betreffende
Reihe sicher divergent?, wahrend aus na, —> o nichts iiber die etwaige Konvergenz

der Reihe folgt. In der Tat ist ja die ABELsche Reihe Z divergent, ob-

nlogn
gleich sie monoton abnehmende Glieder hat und

-0

na, =

logn
strebt.
Aufgaben zum III. Kapitel.

84. Man untersuche das Konvergenzverhalten einer Reihe }'a,, bei der a,
von einer Stelle an einen der folgenden Werte hat:

I ne n—}—w (n)? 2%.n! 3".nl! <a+n)

nl’ nt—n’ (zm)!’ nt ' ! n

nn

__L, <"]/;__1), (71/;—1—%), (]/n—}—l—]/;z), <3]/n+1—1/;>,

Yrt1— Wl I I Vn 18" qloglogn
" (loglog »)!1%6* " (log, m)'&"”’
n— a n
(- 8, (o), (i)

Bei denjenigen Reihen, in deren Gliedern die Konstante a auftritt, ist die
Frage dahin zu verschirfen, fiir welche Werte von a die Reihe konvergent aus-
fallt, fiir welche nicht.

85. Mit }'d,, divergiert auch 2

dn
21+n2d,? (da>0.)

86. Wie verhilt sich, wieder unter der Voraussetzung, daB X'd, divergiert
und d, > o ist, die Reihe 2 an

?
1+4dy
37. Es strebe p, — + 00. Wie verhalten sich die Reihen

I I I >
2, vl 2, P § oot
pn !ogn !’c‘)g logn

n

dn
1+d,

)

——— und
1+ nd, un

. Wie verhalten sich E

1 Es muB hiernach z.B. die harmonische Reihe E — divergieren, weil sie
n

monoton abnehmende Glieder hat, aber n.—l- nicht gegen o strebt.
”



80. §15.Daszweite Hauptkriterium und das Rechnen mit konvergenten Reihen. 127

38. Es strebe p, — 00, doch so, daB
0<ﬁ£(pn+l_Pn) < +o00
ausfallt. Welche Haufungsgrenzen muf die Folge (g,) haben, damit

PR

e,
P "

konvergiert bzw. divergiert?
39. Fiir jedes n > 1 ist

n 1 I 1
—2—<I+7+"3—+—4—+"'
40. Die Folge der Zahlen
i 1 1
=LI+——+---+——logn]
2 n

fallt monoton.
41. Wenn J'a, positive Glieder hat und konvergiert, so konvergiert auch

P ¥ Gndy,,- Man zeige an einem Beispiel, daB die Umkehrung dieses Satzes nicht
allgemein richtig ist, und beweise, daB sie doch gilt, wenn (a,) monoton ist.

42. Wenn J'a, konvergiert, so konvergiert auch ZI—'!, ja sogar fiir jedes
n

d > o die Reihe Z V“"

]/n 1+6

43. Jede positive reelle Zahl #, kann auf eine und nur eine Weise in der Form
a
wi=at S+ + T+

dargestellt werden, wenn die a, ganze, nicht negative Zahlen sind, die fiir » > 1
der Bedingung @, < » — I geniigen, ohne von einer Stelle an dauernd = n — 1 zu
sein. Wenn #, rational ist, und nur in diesem Falle, bricht die Reihe ab.

44. Ist o< x <1, so gibt es eine und nur eine der Bedingung
I <k <ky<ky < geniigende Folge natiirlicher Zahlen, fiir die

I 1

I
TR TRE T T RR R T

ist. ¥ ist dann und nur dann rational, wenn die %, von einer Stelle an simtlich
einander gleich sind.

IV. Kapitel.
Reihen mit beliebigen Gliedern.

§1 5 Das zweite Hauptkriterium und das Rechnen mit
konvergenten Reihen.

In einer unendlichen Reihe J'a,, deren Glieder nun keiner Be-
n=0
schrankung mehr unterworfen sein sollen; sondern beliebige reelle

Zahlen bedeuten diirfen, sollte lediglich ein neues Symbol fiir die
Folge (s,) ihrer Teilsummen

S, =ay+a,+---+a, (mB=o0,1,2,...)
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gesehen und die fiir das Konvergenzverhalten von (s,) eingefiihrten
Bezeichnungen unmittelbar auf die Reihe selbst iibertragen werden. Uns
interessiert vor allem wieder der Fall der Konvergenz. Das II. Haupt-
kriterium (47—51), das die notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Konvergenz aussprach, liefert hier sofort den folgenden

OHauptsatz (1. Form). Die notwendige und hinreichende Bedin-
gung fir die Konvergenz der Rethe >a, besteht darin, daf nach Wahl
vom £ > 0 sich eine Zahl ny = ny(e) so angeben 1ift, daf fir alle n > n,
und alle k = 1 stets

Isn+k"sn|<59
d. h. also jetzt, daf stets

|an+1 + gt an+k| <&
ausfallt.
Stiitzen wir uns auf die 2. Form des Hauptkriteriums, so erhalten

wir auch fiir den jetzigen Hauptsatz die folgende

©2. Form. Die Rethe 3 a, ist dann und nur dann Romvergent, wenn
nach Wahl einer ganz beliebigen Folge (k,) von natiirlichen Zahlen sich
die Folge der Zahlen

To= (@414 Any2+- - +Anyr,)

stets als etne Nullfolge erweist'. Und dhnlich wie damals kénnen
wir dies noch etwas erweitern zu der

©8. Form. Die Rethe Sa, ist dann und nur dann konvergent, wenn
nach Wahl zweier ganz beliebiger Folgen (v,) und (k,) von natiirlichen
Zahlen, von denen die erste — -+ oo strebem soll, sich die Folge der

Zahlen
Tn = (avn-l-l + avn+2 + ce +(lv,,+k")

stets als eine Nullfolge erweist.

Bemerkungen.

1. Da es sich jetzt bei den Reihen lediglich um eine neue Schreibart fiir Zahlen-
folgen handelt und insbesondere, wie betont, nicht nur jede Reihe eine Zahlen-
folge darstellt, sondern auch. jede Zahlenfolge als Reihe geschrieben werden kann,
so gelten sinngemiB alle S. 85ff. gemachten Bemerkungen und Beispiele.

2. Den Inbalt des Hauptsatzes kann man etwa folgendermaBen in Worte
kleiden: Nach Wahl von & > o muBl jedes beliebig lange Stick der Reihe, dessen
Anfangsindex nur hinreichend grof ist, eine Summe haben, deren Betrag < &
ist. Oder: Nach Wahl von & > o muf sich eine Stelle m so angeben lassen, dafl
fiir » > m die Addition beliebig vieler der unmittelbar auf a, folgenden Glieder
zu s, den Wert dieser Teilsumme immer nur um weniger als ¢ andern kann.

3. Unsere jetzigen Satze und Bemerkungen gelten natiirlich auch fiir Reihen
mit positiven Gliedern. Man priife das in jedem Falle nach.

1 Diese Form ist es im wesentlichen, in der N. H. ABEL in seiner grundlegenden
Arbeit iber die Binomialveihe (J.f.d. reine u. angew. Math. Bd. 1, S. 311. 1826)
das Kriterium aufstellt.
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Ein beliebig herausgeschnittenes Stiick der Reihe, wie das Stiick
Uil + Bygo + - 0+ Byt

wollen wir im folgenden der Kiirze halber ein Teilstiick der Reihe
nennen und mit 7T, bezeichnen, wenn es hinter dem pten Gliede be-
ginnt. Wenn nétig, kann man auch noch die Anzah!l 4 der Glieder des
Stiickes deutlich machen, indem man es mit T, ; bezeichnet. Haben wir
eine beliebige Folge solcher Teilstiicke vor uns, deren erster Index
— 400 strebt, so wollen wir kurz von einer Teilstiickfolge der
vorgelegten Reihe sprechen. Die 2. und 3. Form des Hauptsatzes kann
dann auch so ausgesprochen werden:

©4, Form. Die Rethe 3 a, ist dann und nur dann kowvergent, wenn 81e.
jede Teilstiickfolge derselben eine Nullfolge ist.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Y a, ist also dann und nur dann divergent, wenn sich wenigstens ¢ine Teil-
stiickfolge angeben 1a8t, die keine Nullfolge ist. Fiir die harmonische Reihe Zi
ist z. B. "

I 1

= = -+
Ty=Tun PR

I

I I
Gt —>n- —
27N 2

2n

Diese Folge (T,) ist daher keine Nullfolge, also E l divergent.
n
" I .
2. Fir E ey ist

I I
A L

Tt e

<

1 I

1
<v(v+1)+(v—§—1)(v+2)+“'+('v+l——1)(v+l)

=<-117*v-ll- 1>+<v—i1— 1~v+l—z>+'”+<v+;-1 _v—ll—}.>='£‘—;—_:—7.’

alsoo < T, < % so daB T, — o strebt, wenn » — 400 strebt. Die Reihe ist

daher konvergent.
3. Fiir die Reihe

g L S AU SV S
7 - 2 3
n=1
ist .
N 1 1 (—1)*-
T,="T, = (—1) [n+1ﬂn+2+n+3-_+'“+_m—~:l'

Mag nun k gerade oder ungerade sein, der Ausdruck in der Klammer ist jeden-
falls positiv' und < —j_—. Denn fat man je ein positives und das darauffolgende
n41

negative Glied in eine Klammer zusammen, so ist deren Wert jedenfalls positiv.
Bei geradem k werden auf diese Weise alle Glieder aufgebraucht, bei ungeradem k

Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. 9
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Dbleibt ein positives iibrig, so daB in beiden Fallen der Ausdruck als positiv erkannt
wird. Schreibt man ihn andererseits in der Form

e () - )

so werden jetzt bei ungeradem k alle Glieder aufgebraucht, wahrend bei geradem &

ein negatives Glied iibrigbleibt, so daB in beiden Fallen von u ; nur abgezogen
n

wird, der Ausdruck also < ist. Wegen
n4+1I
1
lTﬂ|=lTu.k|<n+ 1
folgt nun aber, daB
T,—o

strebt, unsere Reihe also konvergent ist. — Wir werden spater (vgl. 120) sehen,
daB ihre Summe iibereinstimmt mit dem Grenzwert der Folge 46, 2 und den
Wert log 2 hat.

An diese 4 verschiedenen Formen des II. Hauptkriteriums kniipfen
wir sogleich die folgenden einfachen, aber wichtigen Feststellungen an:
Da nach der 2. Form, wenn man dort alle %, = 1 setzt, sich
@n+q—> O ergibt, so strebt (nach 27, 4) auch a,— o, d. h. es gilt der

OSatz 1. Bei einer konvergenten Rethe miissen die Glieder eine
Nullfolge bilden.

DaB diese Bedingung fiir die Konvergenz nicht hinreichend ist,
wissen wir schon von der harmonischen Reihe her.

WeiB man andererseits schon, daB 3 a, konvergiert, so konvergiert
mit ihr auch die Reihe @, 4+ @0+ @pys+--- = 3 a,, deren

v=n+1
Summe man als sogenannten Rest der Reihe }a, gewdhnlich mit 7,
bezeichnet (so daB also s, + 7, = s = der Summe der ganzen Reihe
ist). Man darf dann in der fiir #» > #, und alle £ = 1 giiltigen Ab-
schitzung
Ia'n+1 + Apto +--+ an+kl <e

k iiber alle Grenzen wachsen lassen und findet, daB fiir # > n, stets
|7.| = e ausfillt. Es gilt also der

N (o]
OSatz 2. Es bilden auch die Reste v, = 2 a, einer konvergenien
r=n+1 '

Reihe 3 a, = s, also die Zahlen
n=0

(r_1=5), 7o, 71, Ty « ooy ¥py -+
stets eine Nullfolge.

In 80 sahen wir ferner, daBl, wenn die Glieder einer konvergenten
Reihe }'a, (mit positiven Gliedern) monoton fallen, iiber den eben
bewiesenen Satz 1 hinaus sogar die Beziehung #a, — o gilt. DaB dies
bei Reihen mit beliebigen Gliedern nicht mehr der Fall zu sein braucht,
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lehrt schon die unter 81e¢, 3 gegebene Reihe. Doch liBt sich zeigen,
daB jetzt
G F2aptecc bR,

n

streben mufB3, daB also die Glieder der Folge (n a,) im Durchschnitt
kleine Werte ergeben. Es gilt sogar allgemeiner? der

OSatz 8. Ist > a, eine konvergente Rethe mit beliebigen Gliedern

n=0
und bedeutet (py, Py, . ..) eine beliebige monoton —> + 00 wachsende
Folge positiver Zahlen, so strebt der Quotient
Poayt+ Py +---t+p,a,
Pn

—> 0,

Beweis. Nach 44, 2, folgt aus s, — s, daB3 auch
Py So+ (P —P1) Syt -+ (Po— Pn1) Sn-1

b =S
strebt. Wegen p;j°—> 0, s, — s muB also
S, — (Pr— Po) So+ (Pa— P} syt + (Pn — Pr—1) Sn—1_>0

Dn

streben. Dies ist aber genau die zu beweisende Beziehung, wie man
sofort erkennt, wenn man alles auf den Nenner p, bringt und nun
der Reihe nach die Glieder mit g4, #;, . .., $, sammelt2.

In bezug auf jedwede Konvergenzbedingung ist noch zu betonen,
daB sich die darin geforderten Bedingungen immer nur auf diejenigen
Glieder der Reihe beziehen — oder zu beziehen brauchen —, die hinfer
einem bestimmten stehen, dessen Index iibrigens durch jeden groBeren
ersetzt werden diirfte. Es kommt also bei der Entscheidung der Kon-
vergenzfrage, wie man kurz zu sagen pflegt, auf den Anfang der Reihe
nwicht an. Wir prizisieren dies genauer in dem folgenden

OSatz 4. Leitet man aus einer vorgelegten Reithe >a, dadurch eine
n=1

neue Rethe Zw'a; her, daB man bei jener endlich viele Glieder weg-
n=1

streicht oder endlich wviele Glieder voranstellt oder emdlich viele

Glieder abindert (oder alles zugleich) und nun die Glieder der enistan-

1 KRONECKER, L.: Comptes Rendus Bd. 103, S. 980. Paris 1836. — Ubrigens
ist diese Bedingung nicht nur notwendig, sondern in einem ganz bestimmten Sinne
auch hinreichend zur Konvergenz der Reihe Y 'a, (vgl. Aufg. 58a).

2 Statt der positiven p,, darf man auch (vgl. 44, 3 und 5) irgendeine Zahlen-
folge (p,) nehmen, fiir die einerseits | p,| — + 00 strebt und andrerseits eine
Konstante K angegeben werden kann, so daf3 stets

[Pol 4+ 101 —bol +ooF b —taca| <K|Pal
bleibt.

9*
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denen Rethe new mit a:), a;, ... bezeichnetl, so sind beide Reithen kon-
vergent oder betde divergent.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, daB es eine Nummer m
geben muB, so daf jedes Teilstiick der neuen Reihe, dessen An-
fangsindex > m ist, auch ein Teilstlick der alten Reihe ist. Der Haupt-
satz 81a liefert nun unmittelbar die Richtigkeit unserer Behauptung.

Bemerkung.

Ausdriicklich sei noch hervorgehoben, daB fiir Reihen mit beliebigen Gliedern
die Vergleichskriterien aller Art vollstindig auBer Kraft gesetzt sind. Insbesondere
kann von zwei Reihen Ya, und J'a,, deren Glieder asymptotisch gleich sind
(a,2al), sehr wohl die eine konvergieren, die andere divergieren. Man setze

(-1 und a), = a, + r .
n nlogn

z. B. a, =

Endlich beweisen wir noch das folgende, wegen seines besonders
elementaren Charakters fast einzig dastehende Konvergenzkriterium,
welches sich auf sogenannte alternierende Reihen bezieht, d.h. auf
Reihen, deren Glieder abwechselnde Vorzeichen haben:

Satz 5. (LeiBnizsche Regel.?) Eine alternierende Rethe, bei welcher
die Betrige der Glieder eine monotone Nullfolge bilden, ist stets kon-
vergent.

Der Beweis geht ganz dhnlich vor, wie 81¢, 3. Ist nimlich 3a,
die vorgelegte alternierende Reihe, so hat a, entweder stets das Vor-
zeichen (—1)® oder sfefs das Vorzeichen (—1)*+l. Setzt man also
[@n| = o, so ist

T,=Tur=4 [p1— Cpya + tpyg— + - - (1)L, 0]
Da die « monoton abnehmen, so {iberzeugt man sich genau wie bei
dem genannten Beispiel, da .der Wert der eckigen Klammer zwar
stets positiv, aber kleiner als ihr erster Summand e, , ist. Es ist also

|T'nl :iTn,k’ < Gpy1,

was nun, da die «, eine Nullfolge bilden sollen, T, — 0 und also nach
81e die Konvergenz von J}a, zur Folge hat.

Das Rechnen mit konvergenten Reihen.

Schon 69, 2, 3 wurde betont, daBl die Bezeichnung ,,Summe* fiir
den Grenzwert der Folge der Teilsummen einer Reihe insofern irre-
fithrend ist, als sie den Glauben erweckt, mit einer unendlichen Reihe
lasse sich nach denselben Regeln rechnen wie mit einer (wirklichen)

1 Also kurz: ,,...daB man bei der Folge (a,) der Glieder jener Reihe endlich
viele Anderungen (27, 4) vornimmt, . . ."

% Briefe an J. HERMANN vom 26.VI. 1705 und an JoH. BERNOULLI vom
10. L. 1714.
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Summe aus einer bestimmten Anzahl Summanden, also etwa wie mit
Summen der Form (2 4 b +¢ + d). Das ist aber keineswegs der Fall,
jene Meinung also prinzipiell falsch, wenn auch einige jener Regeln
tatsichlich fiir unendliche Reihen giiltig bleiben. Die Hauptgesetze
fir das Rechnen mit (wirklichen) Summen sind (nach 2, I. u. III)
das Assoziations-, das Distributions- und das Kommutationsgesetz. Die
folgenden Sitze sollen lehren, inwieweit diese Gesetze auch noch fiir
unendliche Reihen gelten und inwieweit nicht.

OSatz 1. Das Assoziationsgesetz gilt uneingeschrinkt auch bei kon- 883.
vergenten unendlichen Reihen, d. h. aus

ay+a,+ay+---=s
folgt
@+a+---+a)t+ @ at+a+ - +a,)+ - =s,
wenn vy, vy, . .. wrgendeine wachsende Folge verschiedener ganzer Zahlen

=0 bedeutet und die Summe der durch eine Klammer zusammengeschlos-
senen Glieder als ein Glied einer neuwen Reihe

Ag+ Ay + -+ A, +- -

angesehen wird, wenmn filr k=0, 1,2, ... also
_ ]
Ak - avk+1 + avk+2 + e —ravkﬂ
gesetzt wird (vy = —1I).

Beweis. Die Folge der Teilsummen S; von 3 A, ist ersichtlich
die Teilfolge Sy;s Svys +++» Swy, ... der Folge der Teilsummen s, von
2'a,. Nach 41, 4 strebt daher S, demselben Grenzwert zu wie s,.

Bemerkungen und Beispiele.

(o]
. (—1)r-1 1 1 1 .
. Mit ——t =I——4 - — — 1 ...
1. Mi E P 1 2 -+ A , + ist also auch
n=1
(o]

foc}
I I 27 I I I I
kZ_l (ﬁ":‘ﬁ) =k—1m=n+;;+gz+"'

und ebenso auch die Reihe

4 5

konvergent, und alle drei haben dieselbe Summe. Bezeichnen wir diese mit s,

so lehrt die zweite der Reihen, daB jedenfalls s > L + LI Il die dritte
I.2 ' 3.4 2
aber, daBl s <1 -1 I sein muB. Es ist also
2:3 12
7

10
—<s< .
12 12
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2. Ausdriicklich sei betont, daB man nach Satz1 zwar Klammern seizen,
nicht aber ohne weiteres weglassen darf, — wie folgendes einfache Beispiel zeigt:
Die Reihe 0 4 0 4 0 +--- ist gewi konvergent mit der Summe o. Setzen wir
iiberall (1 — 1) statt o, so bekommen wir zunichst die richtige Gleichung

t—-1n+@—1)4.--=3(1x—1)=0.
Ohne die Klammern aber erhalten wir die divergente Reihe
I—I4+I—I4 —---,

die also nicht ,,= o*‘ gesetzt werden darf, denn sonst wiirde man durch eine er-
neute, aber nun etwas geinderte Zusammenfassung der Glieder die Reihe

I—-(1—1)—(I—1I)—+++=I—0—0—0—-"-"

erhalten, welche nun wieder konvergiert und die Summe 1 hat. Man wiirde also
schlieBlich herausbekommen, daf o = 1 ist!!!

Wir ergidnzen daher den Satz 1 sogleich durch den folgenden

OSatz 2. Sind die Glieder einer kowvergenten unendlichen Reihe §Ak

k=b
selbst wirkliche Summen (etwa, wie vorhin, Ay = @yar 4" + Aoy,
k=0,1,...; vg=—1), so ,darf man die sie umschliefenden Klam-

mern dann und nur dann weglassen, wenn die dadurch entstehende neue

o]
Reihe 3 a,, wieder konvergiert.
n=0

In der Tat ist ja dann nach dem vorigen Satz Ya, = 3 4;, wihrend
im Falle der Divergenz von 3 a, diese Gleichung sinnlos wire.

Ein meist ausreichendes Kennzeichen dafiir, ob nun die neue Reihe
konvergiert, liefert der folgende

OZusatz. Die nach dem vorigen Satz aus 3A,, hergeleitele neue Rethe
2 a, fillt sicher konvergent aus, wenn die Grifen

;c:lavk+1{+]avk+2‘+"'+’avk+1|

etne Nullfolge bilden?.

1 In fritheren Zeiten — also vor der strengen Begriindung des Rechnens mit
unendlichen Reihen (s. Einleitung) — stand man solchen Paradoxien ziemlich
ratlos gegeniiber. Und wenn auch die besseren Mathematiker sozusagen instinktiv
solchen Schliissen, wie den obigen, aus dem Wege gingen, so wurden sie den min-
deren Kopfen um so mehr AnlaB zu den kithnsten Spekulationen. So glaubte
z. B. Guipo GranDI (nach R. REIFF, s. 69, 8) durch die obige irrige SchluBkette,
die aus der Null eine Eins werden 148t, die Moglichkeit der Erschaffung der Welt
aus dem Nichts mathematisch bewiesen zu haben!

2 Wegen A4 — o ist das von selbst der Fall, wenn die Summanden, aus denen
ein jedes A, besteht, jedesmal unter sich gleiche Vorzeichen haben, — insbeson-
dere also, wenn nach Weglassen der Klammern eine Reihe mit positiven Glie-
dern entsteht. Es ist ferner stets der Fall, wenn die Glieder a, eine Nullfolge bilden
und die Anzablen v,  ; — v, der in 4, zusammengefaBten Glieder, (f=o0,1,2, - ),
eine beschrankte Zahlenfolge bilden. (Ein Beispiel fiir diesen letzten Fall bietet
die Reihe X'(a,+ b,) im nachfolgenden Satz 3.)
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Beweis. Ist ¢ > o0 gegeben, so wihle man m, so groB, daB fiir
k > m, stets
£
1 Sk-—l — § ‘ < 7

ausfillt, und m, so groB, daB fiir &> m, stets 4} < ; bleibt. Ist

dann m gréfer als jede der beiden Zahlen m; und m,, so ist fiir
n > v, stets
|s, —s|<e.

Denn jedem solchen # entspricht eine ganz bestimmte Zahl %, fiir die
Ve <M= Vigq
ist, und diese Zahl 2 muB3 = m sein. Dann ist aber
’ &
sn:Sk—1+avk+1+"'+anl lsn—sk—l‘éAk<7'

Und wegen
Sp— = (S — Sp—1) + (Sg=1—9)

ist dann in der Tat
ls,—s|<e, dh a,=s,
n=0

w.z.b. w.

Beispiel.
Sl 3o ee  B) e

ist konvergent, denn A, ist positiv und fiir £ > 1 stets

2 I I SI
4k —4 2k 2Z(k—1)k Tk
Da ebenso fiir & > 1 stets .
A'<_2__|__.I._<__].:_.
>4k — 4 2k " k—1

ist, so ist (4;) eine Nullfolge. Also ist auch die Reihe
T 1 I n 1 n I I L
3 2 5 7 4
konvergent. — IThre Summe — sie heile S — ist, da die Reihe in der ersten Gestalt

11
nur positive Glieder hatte, jedenfalls > 4, + 4, > =

OSatz 3. Konvergente Reihen darf man gliedwers addieren. Genauer:
Aus

[ [
2a,=s und b, =t
n=0 n=0

folgt sowohl
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als auch — ohne Klammern! —

ag+bo+a,+b+a,+ - --=s+t¢.

Beweis. Sind s, und ¢, die Teilsummen der ersten beiden Reihen,
so sind (s, + ¢,) diejenigen der dritten. Nach 41, g folgt also sofort,
daB (s, + £,) = s + ¢ strebt. DaBl man in der hiernach als konvergent
erkannten Reihe die Klammern weglassen darf, folgt aber nach dem
Zusatz zu Satz 2 sofort daraus, daB |a,| und |b,| und also auch
(|as| + |b,]) Nullfolgen sind.

OSatz 4. Konvergente Rethen darf man in demselben Sinne glied-
wets voneinander subtrahieren. Beweis ebenso.

OSatz 5. Konvergente Reihen darf man mit einer ‘Konstanten multi-
plizieren, d. h. aus Sla, = s folgt, wenn c etne beliebige Zahl ist,

lca,)=cs.

Beweis. Die Teilsummen der neuen Reihe sind ¢s,, wenn die-
jenigen der alten Reihe s, heiBen. Satz 41, 1o liefert nun sofort die
Behauptung. — Dieser Satz iibertrigt in gewissem AusmafBe das
Distributionsgesetz auf unendliche Reihen.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Diese einfachen Sitze sind darum so wichtig, weil sie jedesmal nicht nur
die Konvergenz einer neuen Reihe aus der Konvergenz bekannter Reijhen herzu-
leiten gestatten, sondern auch die Summe der neuen Reihe mit den Summen der
bekannten Reihen in Beziehung setzen. Sie bilden daher die Grundlage fiir ein
wirkliches Rechnen mit unendlichen Reihen.

©
s (=)t .
2. Die Reihe) —————— war konvergent. Ihre Summe heiBe s. Nach
‘ n
n=1
Satz 1 sind auch die Reihen

[ee] o *
I I 1 1 I 1
E —_— und E — + _—
k—1 k) ( k—3 ° 4k — kE—1 k)
&\ 2 e \4k—3  4k—2z 4 4
konvergent mit der Summe s. Multipliziere ich die erste nach Satz 5 gliedweis

mit 3 — dies liefert
o]
2( 1 I)_S
= 4k —2 4 2

— und addiere sie nach Satz 3 gliedweis zur zweiten, so erhalte ich
o
1 I 1 3
D
k— k—1 2k 2
o1 3 4
d. h. genauer: es hat sich die Konvergenz der linksstehenden Reihe #nd der Wert
ihrer Summe ergeben, — letzterer ausgedriickt durch die Summe der Reihe, von
der wir ausgingen. Die Konvergenz hatten wir oben bei Satz 2 schon direkt fest-
gestellt; die jetzige Rechnung fiihrt aber erheblich weiter, da sie eine bestimmte
Aussage iiber die Summe liefert.
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Ehe wir die Giiltigkeit des Kommutations- und des Distributions-
gesetzes und mit letzterem die Moglichkeit der Multiplikation zweier
Reihen untersuchen, bediirfen wir noch einer wichtigen Vorbereitung.

§ 16. Absolute Konvergenz. Umordnung von Reihen.

Die Reihe 1 — % +3 — % + — -+ hatte sich 81e, 3 als konvergent
erwiesen. Ersetzt man aber jedes Glied derselben durch seinen ab-
soluten Betrag, so geht sie in die divergente harmonische Reihe
I+%-+3%+--- iiber. Fir alles Folgende wird es meist einen sehr
wesentlichen Unterschied machen, ob eine konvergente Reihe J3a,
auch noch konvergent bleibt, wenn man alle Glieder durch ihren abso-
luten Betrag ersetzt, oder ob sie dadurch divergent wird. Hier gilt
zunichst der

OSatz. Eine Reihe 3 a, ist sicher konvergent, wenn die Rethe (mit 85.

positiven Gliedern) 3| a,| konvergiert). Und ist dann 3 a,=s, 3|a,| =S
so ist |s| < S.

Beweis. Wegen

ian+1+an+2+ cr _}'an+kl é Ian+1' + -+ lan+kl
ist mit der rechten Seite auch die linke <&, woraus nach dem Haupt-
satz 81 sofort die erste Behauptung folgt. Da ferner

lsal Slao] + o]+ -+ - +a| =S
ist, so ist nach 41, 2 auch |s| = S.
Hiernach verteilen sich alle konvergenten Reihen >a, auf zwei

verschiedene Klassen, je nachdem nimlich 3'|a,| auch noch konver-
giert oder nicht. Wir definieren:

ODefinition. Ist eine konvergente Reihe Ja, so beschaffen, daf 86.
sogar 3 |a,| konvergiert, so soll die erste Reihe absolut konvergent,
andernfalls nicht-absolut konvergent heifBen?.

Beispiele.
Die Reihen
fee]
M(n 1) ©
— 1) — 1
E(——é)—; 7 ( , e > 1) Dar, o>a>—1;
” n=0
fee] fee]
xn an
g ¥ < 0; 2 el ¥ <o
n=0 n=1

1 CaucHY: Analyse algébrique, S.142. (Der Beweis ist noch unzuldnglich.)
— Dagegen lehrte das eben gebrachte Beispiel, daB aus der Konvergenz von X'a,
mcht diejenige von Y'|a,| zu folgen braucht.
2 Nicht-absolut konvergent” heit also eine Relhe wenn sie zwar
konvergiert, aber nicht absolut. Die Bezeichnung ,,nicht-absolut konvergent*
soll also nur auf Ronvergente Reihen angewendet werden.
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sind absolut konvergent. — Jede konvergente Reihe mit positiven Gliedern ist
€0 ipso absolut konvergent.

Die groBe Bedeutung des Begriffs der absoluten Konvergenz wird
sich einmal darin zeigen, dal die Konvergenz absolut konvergenter
Reihen viel leichter als diejenige nicht-absolut konvergenter Reihen
erkannt werden kann, nidmlich meist durch Vergleich mit Reihen
mit positiven Gliedern, so daB dafiir die einfachen und weitreichenden
Sdtze des vorigen Kapitels zustindig sind. Sodann aber wird diese
Bedeutung sich darin zeigen, daBl man mit absolut konvergenten Reihen
im groflen und ganzen so rechnen darf wie mit (wirklichen) Summen
aus einer bestimmten Anzahl Summanden, wihrend dies bei nicht-
absolut konvergenten Reihen im allgemeinen nicht mehr der Fall ist.
— Die folgenden Sitze werden dies im einzelnen zeigen.

OSatz 1. Ist Jc, eine konvergente Rethe mit positiven Gliedern
und geniigen die Glieder einer vorgelegten Reihe 3 a, fiir n > m der
Bedingung
Int1| < ns1
a Cn ’

|a,| <c, oder der Bedingung

so ist Da, (absolut) konvergenil.

Beweis. Nach dem I. bzw. II. Vergleichskriterium 72 und 73
ist 3 |a,|, also nach 85 auch Ya, konvergent?.

Infolge dieses einfachen Satzes ist der ganze Vorrat von Kriterien,
die sich auf Reihen mit positiven Gliedern beziehen, nunmehr fiir
Reihen mit beliebigen Gliedern nutzbar gemacht. Wir lesen aus ihm
noch den folgenden Satz ab:

OSatz 2. Ist }a, eine absolut konvergente Reihe und bilden die
Faktoren o, eine beschrinkte Zahlenfolge, so ist auch die Reihe
2 “n a"l
{absolut) komvergent.

Beweis. Da mit («,) auch (|a,|) eine beschrinkte Folge ist, so
ist nach 70,2 mit 3 |a,| auch ¥|a,|*|a,| = 3|, a,| konvergent.

Beispiele.

1. Ist Y¢, irgendeine konvergente Reihe mit positiven Gliedern und sind
die o, beschrankt, so ist auch Yu,c, konvergent, denn J'c, ist auch absolut kon-
vergent. Man darf also z. B. die Glieder ¢, ¢y, ¢,, . . . statt stets durch -+-Zeichen

1 Bei der zweiten Bedingung wird wieder stillschweigend angenommen, da8
fir » > m stets a, & 0 und ¢, 5 o ist.

e

a a
2 Die entsprechenden Divergenzkriterien ,,| a,,| =d,* bzw. ,,‘ ;“ | = %ﬂ-
n n

fallen hier natiirlich fort, da nach ihnen zwar 3'|a,|, aber nicht notwendig 3 a,
divergieren miiBte. Vgl. die FuBn. 1 auf Seite 137.
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ganz beliebig durch +4-- und —-Zeichen verbinden, — immer entsteht eine (ab-
solut) konvergente Reihe; denn die Faktoren 4-1 bilden gewiB eine beschrankte
Folge. So sind also z. B. die Reihen

(=1, Sl ppten,

konvergent, bei denen [z] wie immer die groBte ganze nicht oberhalb z gelegene
Zahl bedeutet.

2. Ist Ya, absolut konvergent, so entsteht durch beliebige Anderung der
Vorzeichen der Glieder immer wieder eine absolut konvergente Reihe.

Wir wollen nun — und damit kehren wir zu den am Ende des
vorigen Paragraphen verlassenen Fragen zuriick — zeigen, dafB3 fiir
absolut konvergente Reihen die Grundgesetze fiir das Rechnen mit
(wirklichen) Summen im wesentlichen erhalten bleiben, daB dies fiir
nicht absolut konvergente Reihen dagegen nicht mehr der Fall ist.

So gilt schon das Kommutationsgesetz (,a + b =0 + a*) nicht
mehy allgemein fir unendliche Rethen. Der Sinn dieser Aussage ist
der: Ist (v, #;, ¥, ...) irgendeine Umordnung (27, 3) der Folge

(0,1,2,...), so wollen wir von der Reihe
(o] [ee] ,
Da,= D a,, (also ap=a,, fir n=o0,1,2,...)
n=0 n=0

kurz sagen, sie sei durch Umordnung aus der gegebenen Reihe Z(,’) a,
Py
entstanden. Der Wert von (wirklichen) Summen aus einer bestimmten
Anzahl Summanden bleibt ungeindert, wie man auch die Summanden
umordnen (permutieren) mdoge. Bei unendlichen Reihen ist dies nichi
mehy der Falll. Dies lehren schon die beiden oben in 81e, 3 und in
83 bei Satz 1 und 2 als Beispiele behandelten konvergenten Reihen

1 1 1 1 1 1 1 1
I—stsg—g+—--uwd 14+g—g+35+7—g++—---,

die ersichtlich Umordnungen voneinander sind, die aber wverschiedene
Summen haben. Die Summe s der ersten war nidmlich <13, die
Summe s’ der zweiten > 13; und die Betrachtungen 84, 2 lehrten sogar
genauer, daB s’ =$s ist.

Diese Tatsache zwingt uns natiirlich groBe Vorsicht beim Rechnen
mit unendlichen Reihen auf, da man — kurz gesagt — auf die Reihen-
folge ihrer Glieder achten muB2. Um so wertvoller ist es darum, zu
wissen, in welchen Fillen diese Vorsicht etwa auBer acht gelassen
werden darf. Hieriiber gilt der

1 Zuerst von CaucHy bemerkt (Résumés analytiques, Turin 1833).

2 Da }'a, lediglich fiir die Folge (s,) der Teilsummen steht und da die bei
einer Umordnung von 2'a, entstehende neue Reihe }'aj, ganz andre Teilsummen
sy, hat — die s}, bilden nicht etwa blo8 eine Umordnung der s,, sondern sind ganz
andre Zahlen!! — so ist es schon a priori nicht unwahrscheinlich, daB eine
solche Umordnung EinfluB auf das Verhalten der Reihe haben kann.
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OSatz 1. Bei absolut kowvergenten Reihen gilt das Kommutations-
geselz uneingeschrinkt®.

Beweis. Es sei }a, eine beliebige absolut konvergente Reihe (also
auch 3'|a,| konvergent), und es sei 34, = J a,, eine Umordnung der-
selben. Die Teilsummen der ersten mogen mit s,, die der zweiten mit s/,
bezeichnet werden. Wird dann ¢ > o beliebig gegeben, so 148t sich
nach 81 zunichst m so groB wihlen, daB fiir jedes 2 = 1

i“m+1l+I“m+2l+ st +|am+k~<8

ausfallt und nun 7, so groB, daB3 unter den Zahlen vy, vy, ¥y, ..., ¥y,
die Zahlen o, 1, 2, ..., m simtlich vorgekommen sind 2. Dann heben
sich fir » >mn, in der Differenz s, —s, ersichtlich die Glieder
ay, 4y, Ay, ..., @y fort, und es bleiben hochstens solche Glieder
stehen, deren Index > m ist, — also nur endlich viele der Glieder
4+ @py1, + @mys, ... Da aber die Summe der Betrige beliebig vieler
von diesen < ¢ bleibt, so ist fiir #n > n, stets

’S,;,-——Snl<8,

also (s, — s,) eine Nullfolge. Dann hat aber s, =s, + (s, — s,) den-
selben Grenzwert wie s,, d. h. auch Yaj, ist konvergent und hat die-
selbe Summe wie 3a,, w.z.b. w.

Diese Eigenschaft absolut konvergenter Reihen ist so wesentlich,

daB sie eine besondere Bezeichnung verdient:

©°Definition. Eine konvergente unendliche Reihe, filr die das Kommu-
tationsgesetz uneingeschrinkt gilt, die also bet jeder Umordnung kon-
vergent bleibt und auch thren Summenwert nicht dndert, soll unbedingt
konvergent genannt werden. Eine konvergemte Reihe dagegen, derven
Konvergenzverhalten durch Umordnungen verindert werden kann, bei
der es also auf die Reihenfolge der Glieder ankommi, soll bedingt kon-
vergent heifien.

Der vorhin bewiesene Satz kann dann auch so ausgesprochen
werden: ,,Jede absolut komvergente Reihe ist auch unbedingt komver-
gent. — Von diesem Satze gilt auch die Umkehrung, also der

OSatz 2. Jede micht-absolut konvergemte Rethe ist nur bedingt kon-
vergent®. M.a. W.: Bei einer nicht-absolut konvergenten Reihe Ja,
mit der Summe s hingt das Bestehen der Gleichung

foed
da,=s
n=20

! LEJEUNE-DIRICHLET, G.: Abh. Akad. Berlin 1837, S. 48. (Werke I, S. 319.) —
Hier findet sich auch schon das im Text gegebene Beispiel der Verinderung der
Summe durch Umordnung.

2 DaB eine solche Zahl %, existiert, folgt ja aus der Definition der Umordnung.

3 Vgl. hierzu den Hauptsatz aus § 44.
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wesentlich von der Anordnung der Glieder der linksstehenden Reihe
ab und kann also durch eine geeignete Umordnung gestért werden.

Beweis. Es geniigt offenbar zu zeigen, daBl aus 3 a, durch eine
passende Umordnung eine divergente Reihe 3 a] hergestellt werden
kann. Das gelingt so: Diejenigen Glieder der Reihe 3 a,, die = o
sind, sollen in der Reihenfolge, wie sie in a, auftreten, mit
P1» D2, Pa, - - - bezeichnet werden; diejenigen, die < o sind, ebenso mit
—q1, —qa» — g3, - - - Dann sind 3'p, und 3g, Reihen mit positiven
Gliedern. Von diesen muB mindestens eine divergent sein. Denn
wiren sie beide konvergent und P und @ ihre Summen, so wire fiir
jedes n ersichtlich |ay| +|ay| 4+ 4 |2, EP+Q, also Y a, ent-
gegen der Annahme nach 70 absolut konvergent?. Ist etwa 3'p,, diver-
gent, so setzen wir eine Reihe der Form

Pttt b — Gt Pmtrt Pmrat Py — ot P+ o
an, in der also jedesmal auf eine Gruppe positiver Glieder ein einziges
negatives Glied folgt. Diese Reihe ist offenbar eine Umordnung der
gegebenen Reihe Ya, und soll als solche mit 3 ], bezeichnet werden.
Da nun die Reihe J3'p, divergieren sollte und ihre Teilsummen also
nicht beschrénkt sind, so kann man hierbei zunichst m, so groB
wihlen, daB p;4p, +- -+ Pm, > I 4-¢, ist, dann m, > m, so groB,
daB

ittt At I >2+ 0+ g
wird, und allgemein m, > m,_; so groB, daB

bttt I >r o+t +g,

ausfallt (fir » =1,2,...). Dann ist aber 2a, offenbar divergent;
denn diejenigen Teilsummen dieser Reihe, deren letzter Summand ein
negatives Glied —g¢, ist, sind hiernach > », (v =1,2,...). Und da
hierin » jede natiirliche Zahl sein darf, so sind die Teilsummen von
2 a;, keinesfalls beschrankt, a, selbst ist also divergent, w. z. b. w.2.

Ist 3/g, divergent, so hat man im vorangehenden nur die Rollen
der beiden Reihen 3'p, und 3¢, sinngemiB zu vertauschen, um zu
demselben Ergebnis zu gelangen.

Beispiel.
- (—1)* I I 1 1
=—14+———+ ———4 — ... war als nicht-absolut kon-.
é: n 2 3 4 5
vergent erkannt. Da (vgl. 48, 3) fir A=1,2,...
1 1 I 1 A
?+T+€+ +7>T

! Es ist nicht schwer zu sehen, daB sogar beide Reihen Y'p, und Xg, diver-
gieren miissen (vgl. § 44); doch ist das im Augenblick belanglos.
2 3'a, divergiert ersichtlich — - 00,
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ist, so ist fiir v =1, 2, ...
1 1 1 1 2
—2—+T+€+ t 55 > 27
. . . (— 1)
‘Wendet man also das beschriebene Verfahren auf die Reihe E -2 an,sohat
"

man nur m, = 287 zu setzen, um aus ihr lediglich durch Umordnung die divergente
Reihe
1 1 1

1 1 1 1
_2_+T+?_|_...+_2?__1+m+...+ﬁ_?+...

herzuleiten. Denn die mit dem v!¢® negativen Summanden endende Teilsumme
ist groBer als 2¥ vermindert um » echte Briiche, also sicher > ».

Der Satz 88, 1 von der Umordnung absolut konvergenter Reihen
1Bt sich noch wesentlich verallgemeinern. Dazu beweisen wir zu-
nédchst den folgenden einfachen

OSatz 8. Ist. 3 a, absolut konvergent, so ist auch jede ,Teilyeihe
> ay, — bei der also die A, trgendeine monoton wachsende Folge ver-
schiedener natiirlicher Zahlen bedeuten — wieder konvergent, und zwar
wieder absolut kowvergent.

Beweis. Nach 74,4 ist mit 3/|a,| auch 3|a;,| konvergent.
Nach 85 folgt hieraus sofort die Behauptung.

Nunmehr koénnen wir den Umordnungssatz 88, 1 folgendermalen
erweitern. Aus der absolut konvergenten Reihe 3a, werde eine erste
Teilreihe >a;, herausgegriffen, die wir in irgendeiner Anordnung ihrer
Glieder jetzt mit

a30)+a(10)_|_ e +a’(lb())+- e
bezeichnen wollen, und deren nach dem letzten Satz vorhandene und
nach 88, 1 von der gewihlten Anordnung unabhingige Summe gleich
29 seil. Bei ihr und den folgenden Teilreihen wollen wir auch zu-
lassen, daB sie nur aus endlich vielen Gliedern besteht, also gar keine
unendliche Reihe ist. Aus den iibriggebliebenen Gliedern werde —
soweit das noch moglich ist — wieder eine (endliche oder unendliche)
Teilreihe herausgegriffen, die in irgendeiner Anordnung ihrer Glie-
der mit
agl)_Jl_a(ll)_‘_a(zl)_}_ +a£11)+

bezeichnet werden und die Summe z™ haben moge; aus den iibrig-
gebliebenen Gliedern wieder eine neue Teilreihe usw. Wir bekommen
dadurch im allgemeinen eine wunendliche Folge endlicher oder (absolut)
konvergenter unendlicher Reihen

“f)(})+“(10)+“(20)+ _*_a’(’?)_l_ e = g0

a{)l)_l_a;l)_‘_a(zl)_}_ +a;’1)_|_ ce e =50

a2 +a® 4 a 4 oo +a® e = O

1 Der Buchstabe z soll an die Zeilen des nachfolgenden zweifach-unendlichen
Schemas erinnern.
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Ist das Verfahren nun so beschaffen, daB jedes Glied der gegebenen
Reihe 3 a, in einer und nur einer der Teilreithen vorkommt, so kann
man die Reihe 2@ + 2 2@ 4 ... oder also die Reihe

(Sa) + (Za) + (T ) + -
auch noch im weiteren Sinne eine Umordnung der gegebenen Reihe

nennen!. Auch fiir eine solche gilt noch der dem Satz 88, 1 ent-
sprechende

OSatz 4. Eine absolut konvergente Rethe ,darf auch in diesem
erwetterten Sinne wmgeordnet werden. Genauver: Auch die Rethe

2(0) +z(1) + 22 R
ist (absolut) konvergent und ihre Summe ist gleich derjenigen von 3 a,,.

Beweis. Ist e > o gegeben, so bestimme man zunichst m so, daf
der Rest |@pmyy| +|@msa| ++++ < & ausfillt, und wihle dann #, so,

daB in den ersten #, + 1 Teilreihen Ya®, (v =0, 1, ..., ng), sicher
die Glieder a,, 4,, 4, . . ., a,, der gegebenen Reihe auftreten. Ist dann

n >mny und > m, so enthilt die Reihe
(z(o) + 2 + e _|__ z(n)) — s,

nur solche Glieder 4 a,, die einen oberhalb  liegenden Index haben.
Daher ist nach der Art, wie m bestimmt wurde, der Betrag dieser
Differenz < ¢; sie strebt also mit wachsendem # gegen o, so daB
lim (2@ 4 20 4 - . . 4 ) = lims, = s = Ya,
fn— 0 n—> ©
ist, w. z. b. w.

Von diesem Satz gilt natiirlich noch weniger als von Satz 83, 1
ohne weiteres die Umkehrung, d. h. wenn fiir 2 = o, 1, 2, .. . die kon-
vergenten Reihen

2W — 37 g
n=0 "
vorgelegt sind, und wenn nun die simtlichen GréBen a irgendwie
zu einer Folge (a,) angeordnet werden (vgl. 53, 4), so braucht 3'a,
nicht zu konvergieren, — nicht einmal, wenn 3 z* konvergent sein
¥=0
solite. Als Beleg fiir diese Méglichkeit geniigt es, fiir jede der Rei-
hen z* die Reihe 1 — 140+ 04 0+ --. zu nehmen. Und selbst
wenn 2 a, konvergiert, braucht ihre Summe nicht gleich derjenigen
von X z¥ zu sein.

1 In die erste Teilreihe tue man z. B. auBer @, und @, in irgend einer An-
ordnung alle Glieder a,, deren Index # durch 2 teilbar ist, in die nichste alle
diejenigen der iibriggebliebenen Glieder, deren Index durch 3 teilbar ist, in die-
néchste alle iibriggebliebenen Glieder, deren Index durch 5 teilbar ist, usw. unter
Benutzung der Primzahlen 7, 11, 13,... als Teiler.
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Die allgemeine Behandlung der Frage, unter welchen Umstinden
diese Umkehrung unseres Satzes nun doch .erlaubt ist, gehort in die
Lehre von den Doppelreihen. Doch kénnen wir schon hier den folgen-
den fiir die Anwendungen besonders wichtigen Fall beweisen:

OGroBer Umordnungssatz. Es seien die unendlich vielen kon-
vergenten Rethen
z‘“’:af,o’—{—aio’—k —{—a}?’—i—
Z(I):at()l)+a{1)+..._I_.aq("l)_i_..-
(A)
z(k):agf)_'_.aﬁk)_f_...+a1('lc)+...

vorgelegt, und es seien diese Reihen nicht nur absolut konvergent, sondern
es moge auch noch, wenn

[ee]
Z|aP| = k=012 ... fest)
e
gesetzt wird
5 ’ o
SeW = g
¥=0

eine konvergente Reihe sein. Dann bilden auch die spaltenweis unter-
einanderstehenden Glieder (absolut) konvergente Reihen; und wenn

0
Sal = ¢w, mn=0,1,2 ..., fest),
k=0

gesetzt wirdY, so ist auch noch > s™ absolut komvergent, und es besteht
die Gleichheit

Sgm = 3 g0,

n=0 k=0
d. h. die Reihe aus den Zeilensummen und diejenige aus den Spalten-
summen sind beide absolut konvergent und haben dieselbe Summe.

Der Beweis ist duBerst einfach: Die simtlichen Glieder des
Schemas (A) denke man sich irgendwie (nach 53, 4) zu einer einfachen
Folge angeordnet und als solche mit a,, 4,, a5, . .. bezeichnet. Dann
ist 3 a, absolut konvergent. Eine jede Teilsumme von 3| a,|, z. B.

|| +]a] + -+ +]a,]
muB namlich noch < ¢ sein; denn wihlt man & so groB, daB die
Glieder a,, a4, a,, .. ., a,, simtlich in den ersten % Zeilen aufgetreten
sind, so ist doch sicher | ao| + | a;| 4+ 4| @ | S O+ LV + ... (W,
also noch < ¢. Eine andre Anordnung der 4 zu einer einfachen
Folge ag, ay, a;, ... wiirde eine Reihe 3 a;, liefern, die nur eine Um-
ordnung von 2 a, ist, und die also gleichfalls absolut und mit der-

1 Hier soll der Buchstabe s an die Spalten von (A) erinnern.
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selben Summe konvergiert. Diese stets zum Vorschein kommende
Summe heiBe s.

Von Y a, = s ist nun aber sowohl 3 z® als auch 3s™ eine Um-
ordnung in dem erweiterten Sinne des eben bewiesenen Satzes 4.
Also sind auch diese beiden Reihen absolut konvergent und haben
dieselbe Summe, w. z. b. w.

Dieser groBe Umordnungssatz kann folgendermaBen noch etwas
allgemeiner gefaft werden:

OZusatz. Ist M eine abzihlbare Zahlenmenge und existiert eine
Konstante K, so daf die Summe der absoluten Betrige irgendwelcher
endlich vieler Elemente aus M stets << K bleibt, so ist jede Reihe 3 Ay
absolut konvergent — wund jedesmal mit derselben Summe s —, deven
Glieder Ay je etne Summe von endlich oder unendlich vielen Ele-
menten aus M darstellen (wofern jedes Element aus M in einem und
nur emnem Gliede Ay auftritt). Und dies gilt auch noch, wenn man ein
mehrfaches Auftreten der Elemente tn M zulift, wofern dann jedes Ele-
ment in den A, zusammengenommen genau ebenso oft aufiritt wie in
M selbst?.

Beispiele zu diesen wichtigen Sitzen werden im folgenden mehrfach an
entscheidenden Stellen auftreten. Wir geben hier noch ein paar naheliegende
Anwendungen: :

1. Es sei J'a, = s eine absolut konvergente Reihe, und es werde

ay+2a,+ 405+ + - - +2%a,
2n+1

=ay, (n=o,1,2,...

gesetzt. Dann ist auch }aj = s. Der Beweis ergibt sich nach dem groSen Um-
ordnungssatz unmittelbar aus dem Schema

a, Q, a, [/
w=gt gt Tt

a @ a
ay= o +2T1—}—2—81—+2—1%+---

I I

I
P+ n TerneTa T T

2. Ahnlich hat man wegen

(s. 68, zh)
aus dem Schema
)

3_“4_’_1_...

a a,
0 0
g =—% . 0
1.2 2.3

a, a,
a,= O 2— 4 2 —
1 te e+

= o+ o0 3 E ..
2 3:4

1 Ein unendlich-maliges Auftreten eines von o verschiedenen Gliedes ist dabei
von vornherein ausgeschlossen, da sonst die Konstante K des Satzes sicher nicht
vorhanden wire. Und die Zahl o kann nicht storen.

Knopp, Unendliche Reiben. 3.Aufl. 10
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die fiir absolut konvergente Reihen } a, giiltige Gleichung

o]
27 _ 4 ay+2a;  ay+ 2a, 4 34,
oa”—l'2+ 23 T 34 +
n=

3. Der groBe Umordnungssatz gilt offenbar stets, wenn alle a,‘,") = o sind

und wenigstens eine der beiden Reihen Z® und 3s™ konvergiert; ferner wenn
man dem Schema (A) ein analog gebautes Schema (A’) an die Seite stellen kann,
dessen Zahlen positiv und = den Betrigen der entsprechenden Zahlen in (A)
sind, und wenn nun in (A’) entweder die Summe der Zeilensummen oder die der
Spaltensummen konvergiert.

§ 17. Multiplikation unendlicher Reihen.

Wir fragen endlich, inwieweit noch das Distributionsgesetz
4 (b + ¢) =ab 4-ac” fir unendliche Reihen giiltig ist. DaB eine
konvergente unendliche Reihe 3, gliedweis mit einer Konstanten
multipliziert werden darf, hatten wir schon 83, 5 gesehen. In der ein-

fachsten Form
c(Xa,) =2ca,)

ist also das Gesetz fiir alle konvergenten Reihen richtig. Bei wirk-
lichen Summen folgt aber aus dem Distributionsgesetz sofort weiter,
daB (a + b)(c + &) =,ac + ad + bc + bd und allgemein, daB

(@ +ay+ -+ a) B+ b+ -+ -+ by) = by + @by + - - -+ aby,

oder kiirzer daB

[ mn
( 3a)-( 30)= 3w,
Pl “=0 120,...,1
pu=0,....,m

ist, wobei die Symbolik rechterhand bedeuten soll, daB die Indizes A
und u wnabhingig voneinander alle ganzen Zahlen von o bis ! bzw.
o0 bis m durchlaufen und alle (J + 1) (m -+ 1) derartigen Produkte a;5,
in irgendeiner Reihenfolge addiert werden sollen.

. Bleibt diese Folgerung auch noch filr unendliche Reihen bestehen?
Ist also, wenn 3a, =s und 3'b, = ¢ zwei gegebene konvergente un-
endliche Reihen mit den Summen s und ¢ sind, eine #hnliche Aus-
multiplikation des Produktes

= <A§)al) ' (;: :) ob“>

moglich, bzw. in welchem Sinne ist dies moglich? Oder genauer: Die
Produkte

A=o01, 2, ...

a;_b“ <'u=o, 1,2,...>

mogen in irgendeiner Reihenfolge mit pq, $4, P, . . . bezeichnet wer-
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den!; ist dann die Reihe J'p, konvergent und hat sie im Falle der
Konvergenz die Summe s:#? — Auch in dieser Frage verhalten sich
die absolut konvergenten Reihen ebenso wie wirkliche Summen. Es
gilt ndamlich der

©Satz2 Sind die Reihen ) a, =s und 3b, =1t absolut konvergent,
so konvergiert auch die Rethe > p,, absolut und hat die Summe s-1.

Beweis. 1. Es sei # eine bestimmte natiirliche Zahl, und unter
den Indizes 4 und y der mit p,, p,, ..., p, bezeichneten Produkte
a3 b, sei m der hochste. Dann ist ersichtlich

m m
[l + 1]+ - + 12l = ( Zal)-( Do),
also <07, wenn mit ¢ und v die Summen der Reihen }|4;| und
2| b,| bezeichnet werden. Die Teilsummen der Reihe 3'|p,| sind
also beschriankt und J, p, somit absolut konvergent.

2. Nachdem die absolute Konvergenz von J'p, festgestellt ist,
brauchen wir die Summe dieser Reihe — sie heile S — nur fiir eine
spezielle Anordnung der Produkte ,b,, etwa der ,,nach Quadraten*
zu ermitteln. Bei dieser ist aber ersichtlich

ayby = o, (@ + ay) (bo + b)) = po + p1 + b2+ P

und allgemein
(@4 -+« +a) B+ - +b,)=pg+ 4+ Pat+1p-1,

eine Gleichung, die nach 44, 10 und 4 fiir » - o0 in die behauptete
Beziehung

st=3
tibergeht.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Wie betont, ist es fiir das Bestehen der Gleichung Y'p, = s*f unter den
gemachten Voraussetzungen ganz gleichgiiltig, in welcher Weise wir die Produkte
a;b, abgezahlt, d. h. zu der einfachen Folge der p, angeordnet haben. Besonders
wichtig fiir die Anwendungen ist die Anordnung nach Schriglinien, die uns,
wenn man alle in derselben Schraglinie stehenden Produkte (nach 83,1) zusam-
menfaBt, zu der folgenden Gleichung fiihrt:

0 [ee]
2 aq- X by = agby + (g b1 + a1 5y) + (@gby + @167 + a30g) + - - -
n=0 n=0
o0}
=JXc,,
n=0

1 Wir denken uns dazu die Produkte a3b, genau wie in 53, 4 und 90 die
Zahlen a® oder a{? in Form eines zweifach-unendlichen Schemas (A) hin-
geschrieben. Dann kann man sich die Numerierung der Produkte insbesondere
wieder nach Schrdglinien oder nach Quadraten vorgenommen denken.

2 CaucHY: Analyse algébrique, S. 147.

10%

91,
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wenn zur Abkiirzung agb, + a0,y + agbp_g + -+ agby = ¢, gesetzt wird.
Deren Bestehen ist also gesichert, wenn die beiden linksstehenden Reihen absolut
konvergieren.

Auf die so angeordnete ,, Produktreihe’’, die man auch als das CAUCHYsche
Produkt der gegebenen Reihen bezeichnet!, wird man auch durch die Multipli-
kation ganzer rationaler Funktionen und die im nichsten Kapitel zu besprechen-
den Potenzreihen gefithrt: Multipliziert man ndmlich die ganzen rationalen Funk-
tionen

ayt+ a1 %+ agx? 4 - fayxt und  by+ by x + byx24 .- by, am
miteinander und ordnet das Produkt wieder nach steigenden Potenzen von ¥,
so beginnt es mit den Gliedern

agby + (291 + a1bg) # + (agby + a1b1 + agbg) #* +
so daB als Koeffizienten gerade die eben eingefilhrten Zahlen ¢y, ¢y, ¢,, ... auf-
treten. Und eben wegen dieses Zusammenhanges tritt das CAUCHYsche Produkit

zweier Reihen besonders haufig auf.
2. Da X'x* fiir |#| < 1 absolut konvergent ist, so hat man fiir diese x

( : ) 2""" Z'xn—-z(n+1)w

n=0

3. Die Reihe 2 % ist, (vgl. 76, 4¢ und 85), fiir jede reelle Zahl x absolut kon-

vergent. Sind also #; und #, irgend zwei reelle Zahlen, so diirfen wir

Z’a,, _2—7}' und Z’b,, ._2 ad

nach der CaucHyschen Regel ausmultiplizieren. Hier wird
n n

— et I = ! ny _ F11 #2)"
Za buy = Zv!(n——v)' ! Ovl(n——v)!xvxia I
- =

Es ist also — fiir beliebige #; und », — stets

-] w'l' © wg _ ® wg
Dt 2wt = D ar
n=0 n=0 n=0

wenn #x; + ¥, = 3 gesetzt wird.

Durch unsern Satz ist nunmehr dargetan, da8 das Distributions-
gesetz auf unendliche Reihen sicher dann ohne weiteres ausgedehnt
werden kann — und sogar bei beliebiger Anordnung der Produkte
a,b, —, wenn die gegebenen Reihen beide absolut konvergieren. Es
wire denkbar, daB diese einschrinkende Voraussetzung unnétig hart
ist. DaB der Satz aber ohne jede einschrankende Voraussetzung nicht
mehr gilt, lehrt das folgende schon von CAUCHY? zu diesem Zwecke
gegebene Beispiel: Es sei

. y\n-1
EO"7 i >,

Vn
1 CaucHy untersucht l.c. die Produktreihe nur in dieser speziellen Form.
2 Analyse algébrique, S. 149.

4y="by=0 und a,=0b,=
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so daB nach der LeiBNizschen Regel 82,5 3a, und 3'b, konver-
gent sind. Dann ist ¢y =¢; =0 und fiir n = 2

n ! ! P R S
= (=1 [y’;y;:‘x‘Lyzme“ +V¢T_’.EVY]
Ersetzt man hierin alle Radikanden durch den gré8ten von ihnen,
also durch # — 1, so folgt, daB fir n =2

n—1

|Cn|2i/;—_‘1.yn—_—1

ist und daB also die Produktreihe 3¢, = 3/(ayb, + 104yt +a,by)
nach 82, 1 sicher divergent ist. Sie mufl es um so mehr sein, wenn
man die Klammern wegliBt.

Immerhin bleibt die Frage offen, ob man nicht unter geringeren
Voraussetzungen die Konvergenz der Produktreihe 3/, — wenigstens
bei spezieller Anordnung der Produkte a;b,, etwa wie in der Reihe
2/¢, — beweisen kann. Auf diese Frage werden wir in § 45 zuriick-
kommen.

Aufgaben zum IV. Kapitel.

45. Man priife das Konvergenzverhalten der Reihe }' (— 1)%a,, bei der a,
von einer Stelle an einen der folgenden Werte hat:

1 1 1 1 1 1 1 (—1)n
at+n an+b Y, logn loglogn *_ YV, n

46. Wie andern sich die Antworten in Aufgabe 34, wenn nach dem XKon-
vergenzverhalten von ' (— 1) *a, gefragt wird?
47. Es sei
41 fiir 2% m << 22441,
s,,={ (k=o0,1,2,...)

— 1 fiir 228+ < gy < 2242
Dann ist die Reihe

©

S‘! En
L nl
= nlog

konvergent. Wie verhalt sich Zﬁ?
n

o 2n -+ 1
48. 3 (—1)»! ——— ist konvergent und hat 1 zur Summe.

n=1 n(n + 1)
49. Die Teilsummen der Reihe 1 — X + % — -I—-l- — -+ + geien mit s,, ihre
2 4
. . 1 1 1 .
Summe mit s bezeichnet und —_—t =, tzt. M eige,
m n n+1+n+z+ +2” %, gesetzt. Man zeig
daB fiir jedes »
Kp==Sg,
§7 (— 1™

und also limx, = 2 —y = (= log2) ist.

n=1



150 Aufgaben zum IV. Kapitel.

50. Es sei wie eben s (= log2) die Summe der Reihe 1 — L + % — 4,
2 ‘

Man beweise die folgenden Gleichungen:

1 1 1 I 1
) ——— - ——— — — - — . =———Ilogz2;
) 5 7+5 9 II+ 7 13 15+ &
1 1 1 1 I 1
—_— Ly i — o= —log 2;
b) 1 2 4+3 6 8+ 10 12+ i
1 1 1 1 1
1 =gttt =g
1
S o e
1 I 1 1
T —F————— —ttF——— =logz

51. Im AnschluB an die beiden letzten Fragen zeige man allgemein, dafl die
Reihe konvergent bleibt, wenn man stets auf p positive Glieder ¢ negative folgen

P

1a8t, und daB dann ihre Summe = log2 —}—ilog—q—- ist.
2

52. Die harmonische Reihe 1 +- L + -;— + % +-++ bleibt divergent, wenn
2

man die Vorzeichen so abandert, da8 auf je p positive Glieder immer ¢ negative
folgen und p # ¢ ist. Ist p = ¢, so ist die entstandene Reihe konvergent.

. LN (— 1)t .
53. Man nehme mit der Reihe 2—— genau dieselben Umordnungen vor
n=1 "
. . . (— 1)r-1 ; .
wie in Aufgabe 50 und 51 mit der Reihe 2—— ‘Wann erh4lt man eine kon-
. n
vergente Reihe, wann nicht? Wann 148t sich ihre Summe durch die der gegebenen
ausdriicken ?

54. Man nehme bei der Reihe 21i7 dieselben Vorzeicheninderungen vor wie
¥»

in Aufgabe 52 bei der Reihe E L . Wann entsteht eine konvergente Reihe?
n

55. Fiir welche o konvergieren die Reihen

1 1 1 I 1
I_;‘;+?—Z‘i+?_6&+_“"

I 1 bs 1 I 5
I+3Tz_'2’@+?+?_?++—""

I

56. Die Summe der Reihe 1 — — + % — — 4 —--+ liegt fiir jedes « >0

2% P
zwischen % und 1.

57. Es sei
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Dann ist
I+I_LI+I+ __35
32" 520 gt 4
I I I + _
Thetptmtmt Ty
I I I I I I _i
T ettt ET R @t T

(Mit der letzten Gleichung vgl. Aufgabe s0c.)

58. In jeder (bedingt) konvergenten Reihe kann man die Glieder so in Gruppen
zusammenfassen, daB die neue Reihe absolut konvergiert.

58a. Zu dem KRONECKERschen Satze 82, 3 gilt die folgende Erginzung:
Ist eine Reihe 3 a,, so beschaffen, daB fiir jede positive monoton —» 4 00 strebende
Folge (p,) die Quotienten

Podo+ P11+ -+ Pnda
Pn

streben, so ist Y'a, konvergent. — In diesem Sinne ist also die KRONECKERsche
Bedingung notwendig und hinveichend fir die Konvergenz.

59. Leitet man aus Y4, mit den Teilsummen s, durch Assoziation von Glie-
dern eine neue Reihe 3,4, mit den Teilsummen S, her, so ist stets

lims, <lim S; <lim S, <lims,,,

-0

mag J'a, konvergieren oder divergieren.

60. Ist }'a, mit den Teilsummen s, unbestimmt divergent und ist s’ einer
der Hiufungswerte der Folge (s,), so kann man durch Assoziation von Gliedern
aus J'a, eine zur Summe s’ konvergierende Reihe 3/ A4, herleiten.

61. Ist J'a, mit den Teilsummen s, unbestimmt divergent und strebt a, — o,
so ist jeder Punkt der Strecke zwischen den beiden Haufungsgrenzen von (s,,)
ein Haufungspunkt dieser Folge.

62. Wenn jede Teilreihe von 3 a, konvergiert, so ist diese Reihe absolut kon-
vergent.

63. Das Caucuysche Produkt der beiden bestimmt divergenten Reihen

= (-

und . , . o8 .
(e )y () (3) ()

lautet \ .
3 (34 (3 e

und ist also absolut konvergent. Wie ist dies Paradoxon zu erklaren?

V. Kapitel.
Potenzreihen.

§ 18. Der Konvergenzradius.

Die Glieder der Reihen, die wir bisher betrachtet haben, waren
im allgemeinen wohlbestimmte Zahlen. Man spricht daher wohl schérfer
von Reihen mit konstanten Gliedern. Indessen war das doch nicht
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durchweg der Fall. Bei der geometrischen Reihe 3'a z. B. sind die
Glieder erst dann bestimmte Zahlen, wenn der Wert der GroBe a ge-
geben wird. Die Konvergenzuntersuchung dieser Reihe endete daher
auch nicht einfach mit der Entscheidung iiber Konvergenz oder Diver-
genz, sondern ihr Ergebnis lautete: 3/ a® ist konvergent, falls |a| < 1
ist, dagegen divergent, falls |a| = 1 ist. Die Entscheidung der Kon-
vergenzfrage hingt also, wie die Reihenglieder selbst, von dem Wert
einer noch nicht festgelegten GréBe, einer Verdnderlichen ab. Reihen,
deren Glieder und bei denen somit das Konvergenzverhalten noch
von einer verdnderlichen GroBe abhingt — wir werden eine solche
dann meist mit x bezeichnen und von Reshen mit verinderlichen Glie-
dern sprechen! —, werden wir spéter genauer untersuchen. Fiir den
Augenblick wollen wir, im Anschluf an die geometrische Reihe, nur
solche Reihen dieser Art betrachten, deren allgemeines Glied nicht
eine Zahl a, ist, sondern die Gestalt

a,x"
hat, also Reihen der Form?2

o0
@+ g% + agxt+ - - +a, 2"+ - EZ

Solche Reihen nennt man Potenzreihen (in x), d1e Zahlen a,, ihre
Koeffizienten. Bei solchen Potenzreihen wird es sich also nicht ein-
fach um die Alternative ,konvergent oder divergent handeln, son-
dern um die genauere Frage: Fiir welche x ist sie konvergent, fiir welche
divergent?

Einfache Beispiele sind uns schon begegnet:

1. Die geometrische Reihe Y #" ist fiir | x| < 1 konvergent, fiir |#| =1
divergent. Fiir | #| < 1 ist die Konvergenz sogar eine absolute.

x"
2. Z a1 ist fiir jedes reelle » (absolut) konvergent. Ebenso die Reihen
o
2R +1
k_ZO'(*I) 2k)| und 2( ‘EEF O

x" | % . .
3. 27 ist wegen |7| < |#|n fiir | #| < 1 absolut konvergent. Fir|x| > 1
n

ist die Reihe divergent, weil (nach 38, 1 und 40) dann 1 _x;_ l — + 00 strebt. Fiir

% = 1 geht sie in die divergente harmonische Reihe, fiir ¥ = —1 in eine nach
82, Satz 5 konvergente Reihe iiber.
(e o]

n
4. Z;ﬁiﬁ ist fiir |#| <2 (absolut) konvergent, fiir | x| > 2 dagegen

divergent.

1
1 Auch die harmonische Reihe 2 oy ist eine solche Reihe; sie ist fiir ¥ > 1

konvergent, fiir ¥ < 1 divergent.
2 Hier soll also der bequemeren Zusammenfassung halber 4% = 1 sein, auch
wenn x = o ist.
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0
5. X mmxnist fiir » = o konvergent; fiir jeden von o verschiedenen Wert von x
n=1

dagegen divergent, denn fiir % o strebt [nx] — -+ 00, um so mehr also auch
|mman | - 400, so daB von Konvergenz (nach 82, Satz 1) keine Rede sein kann.

Fiir x = o ist offenbar jede Potenzreihe 3 a,x® konvergent, was
fiir Zahlen auch die Koeffizienten a, sein mogen. Der allgemeine
‘Fall ist augenscheinlich der, daB die Potenzreihe fiir gewisse Werte
von x konvergiert, fiir gewisse andere divergiert, wobei auch die beiden
extremen Fille eintreten konnen, da8 sie fiir jedes ¥ konvergiert (Bei-
spiel 2), oder daB sie fiir kesn von Null verschiedenes x konvergiert
(Beispiel 5).

In dem ersten dieser besonderen Fille sagt man, die Potenzreihe
sei bestandig komvergent, im zweiten — indem man den selbstverstind-
lichen Konvergenzpunkt x = o auBer acht 1iBt — sie sei nirgends
konvergent. Allgemein nennt man die Gesamtheit der Punkte x, fiir
die die vorgelegte Reihe 3 a,x" konvergiert, ihren Konvergenzbereich.
Bei 2. besteht dieser also aus der ganzen x-Achse, bei 5. nur aus dem
Punkte 0; bei den anderen Beispielen besteht er aus einer Strecke, die
durch den Nullpunkt halbiert wird, — teils mit, teils ohne Einschlu8
eines oder beider Endpunkte.

Hierdurch ist in der Tat schon das Verhalten im allgemeinsten
Falle getroffen, denn es gilt der

OHauptsatz. Ist 3'a,x" eine beliebige Potenzreihe, die weder nirgends
noch bestindig konvergiert, so gibt es eine wohlbestimmic positive Zahl r
der Art, daf X a,x* fir alle |x| <r konvergiert (und sogar absolut),
wihrend sie fiir alle |x| > r divergiert. Die Zahl v bezeichnet man als

konv. -
[77:7%4 -r o +r div.
Fig. 2.

den Konvergenzradius oder kurz den Radius, die Strecke —v-- -+ 7
als das Konvergenzintervall der wvorgelegien Potenzreshel. — Fig. 2
veranschaulicht die durch diesen Satz festgestellte typische Situation.

Die Grundlage des Beweises bilden die beiden Sitze:

OSatz 1. Ist eine vorgelegle Potenzreihe 3 a,x* fiir x = x,, (% =+ 0),
konvergent oder auch nur die Folge (a,xy) threr Glieder beschrinkt, so
ist S a,x® fiir jedes x = %, absolut konvergent, das niher am Null-
punkt liegt als %y, fir das also | x| <|x,| tst.

1 In den beiden extremen Fallen sagt man wohl auch, der Konvergenzradius
der Reihe sei ¥ = 0 bzw. r = }00.

93.
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Beweis. Ist etwa stets |a,xj| < K, so ist

"< K.9n,

|ant| = |a,55]- |3t

wenn der echte Bruc ‘:’—1] = @ gesetzt wird. Nach 87, 1 ergibt sich
0

nun unmittelbar die Behauptung.

OSatz 2. Ist die worgelegte Potenzrethe > a,x™ filr x = x4 divergent,
so divergiert sie um so mehy fiir jedes x = x,, das weiter vom Nullpunkt
abliegt als x,, fir das also |xy| > | x| ist.

Beweis. Wire die Reihe fiir x, konvergent, so miiBte sie nach
Satz 1 auch in dem niher am Nullpunkt gelegenen Punkt x, konver-
gieren, entgegen der Annahme.

Beweis des Hauptsatzes. Nach Voraussetzung soll mindestens
ein Divergenzpunkt und ein von o verschiedener Konvergenzpunkt
existieren. Wir konnen daher eine positive Zahl x, wahlen, die niher
am Nullpunkt liegt als der Konvergenzpunkt, und eine posstive Zahl y,,
die weiter vom Nullpunkt abliegt als der Divergenzpunkt. Nach den
Sitzen 1 und 2 ist dann die Reihe 3 a,x* fiir x = %, konvergent,
fiir x = y, divergent, und es ist daher sicher xy < y4. Auf das Inter-
vall J, = %y...9, wenden wir nun die Halbierungsmethode an: wir
bezeichnen seine linke oder seine rechte Hélfte mit J;, je nachdem
S a,x" im Mittelpunkt von [, divergiert oder komvergieri. Nach der-
selben Regel bezeichnen wir eine bestimmte Hilfte von J; mit J, usw.
Die Intervalle dieser Intervallschachtelung (/,) sind dann alle so be-
schaffen, daB 3 a,#" in ihrem linken Endpunkt (er heiBe x,) konver-
giert, im rechten dagegen (er heille y,) divergiert. Die durch die Schachte-
lung bestimmte (eo ipso positive) Zahl r leistet nun das im Satz Ver-
langte.

In der Tat, ist x = & eine beliebige reelle Zahl, fiir die |%'| < r
ist (mit AusschluB der Gleichheit!), so wird [x'[ < % sein, sobald
wir & so groB nehmen, daB die Linge des Intervalles [, kleiner als
r — | #'| ist. Nach Satz 1 ist dann mit x; auch %’ ein Konvergenzpunkt;
und zwar ist die Konvergenz in %’ eine absolute. Ist aber %’ eine Zahl,
fir die |4”| > 7, so ist auch |#"| > y,,, sobald m so groB gewihlt
wird, daB die Linge von J,, kleiner als | x| — 7 ist. Mit y,, ist dann
nach Satz 2 auch %" ein Divergenzpunkt. Damit ist alles bewiesen.

Dieser gedanklich sehr einfache Beweis ist deshalb etwas unbefrie-
digend, weil er uns lediglich die Existenz des Konvergenzradius » nach-
weist, aber iiber seine GroBe nichts aussagt. Wir wollen daher: den
Hauptsatz noch auf eine zweite Art und nun so beweisen, da3 wir dabei
die GroBe des Radius selbst erhalten.

Dazu beweisen wir — ganz unabhingig vom vorigen — den ge-
naueren
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OSatzl. Ist die Potenzreihe > a,x™ vorgelegt und u die obere Hiu- 94.
fungsgrenze der (positiven) Zahlenfolge

lay|, Viaal, Viasl..... ¥[aal, ...,

:u:l—ﬁﬁ/l“nl’

also

so st
a) filr u = o die Potenzrethe bestindig konvergent,
b) fiir u = 4 0o die Potenzreihe wirgends konvergent,
c) fitr 0 <pu <+ 00 die Potenzrethe fiir jedes

|| <i— absolut konvergent, fiir jedes
|%| > —:7 dagegen divergent.

Es st also — bei sinngemdifer Auslegung —

I

=

l —
“ T Van]
der Konvergenzradius der vorgelegten Potenzreihe 2.

Beweis. Ist im Falle a) x, eine beliebige reelle Zahl (& o), so’

istz—llﬂ> o und also nach 59 fiir alle n > m
0

%—an]_<; oder |a,x7| <2i".

2| %]
Nach 87, 1 ist also Ya, x3 absolut konvergent, — womit a) bewiesen ist.
Ist umgekehrt 3a, s fiir x = x; 3= 0 konvergent, so ist die Folge
(4,%7) und um so mehr die Folge ﬁ/| a,%%| beschrinkt. Ist etwa stets

V0a.#2| < K,, so ist stets "V|an|<|—I:—1|=K,
1

d. h. es ist dann ﬁ/l“n“ eine beschrinkte Folge. Im Falle b), in dem
diese Folge als nach rechts nicht beschrinkt angenommen wird, kann
daher die Reihe fiir kein ¥ 4 o konvergieren.

Ist endlich im Falle c¢) %’ eine Zahl, fiir die |x'| < %ist, so wihle
man eine positive Zahl g, fiir die |x'| <o <£— und also %> u ist.

1 CaucHy: Analyse algébrique, S. 151. — Dieser schéne Satz blieb indessen
vollig unbeachtet, bis ihn J. Hapamarp (J. de math. pures et appl., (4) Bd.8,
S. 107. 1892) wiederfand und zu wichtigen Anwendungen verwertete.

2 Hier soll also einmal der bequemeren Zusammenfassung halber ausnahms-

1
weise 5= -+ oo, = o gesetzt werden. — Ubrigens sei noch bemerkt, daB

1
“+ 00

1 —_ I
p etwa dasselbe ist wie lim .-———, — wie man sich an nahe-
lim ]/| ay| ]/|a

n
liegenden Beispielen klarmachen kann. (Vgl. Aufgabe 24.)

keineswegs
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Der Bedeutung von p entsprechend muB dann von einer Stelle an
Via,| < % und folglich Y[a,v"|< 1%” <1z

sein. Nach 175, 1 ist daher 3 a,x'" (absolut) konvergent.

Ist aber || >7i—, also ‘;:T,‘ < u, so ist unendlich oft (immer
wieder; s. 59)

Vlea[>

Nach 82, Satz 1 kann also die Reihe sicher nicht konvergieren?.
Damit ist der Satz in allen Teilen bewiesen.

% oder |a,x""|>1.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Da die drei Teile a), b), c) des letzten Satzes sich gegenseitig ausschlieBen,
so ergibt sich, daB ihre Bedingungen nicht nur hinreichend, sondern auch not-
wendig fiir das Eintreten des betreffenden Konvergenzverhaltens der Reihe
2a, %" sind.

2. Insbesondere strebt also bei jeder bestindig konvergenten Potenzreihe
’i/l @4 |—> 0. Denn nach dem oben Bemerkten ist 4 = o; und da es sich um eine
Folge von positiven Zahlen handelt, so ist ihr unterer Limes x notwendig = o.

‘Weil andererseits » < u sein muB, ist x = g = o. Nach 68 ist die Folge (7]'/| Gy |)
also konvergent mit dem Grenzwert o. So strebt z. B.

"
I n
V;‘—!—)O oder ﬁ—)—l—oo,

x‘n
weil — bestandig konvergiert. (Vgl. hierzu 43, Beisp. 4.)
7l g 1%

3. Uber das Verhalten der Potenzreihe fiir ¥+ = 4 und ¥ = — » sagen die
xﬂ
Satze 98 und 94 nichts aus; es ist von Fall zu Fall verschieden: 3 x®, T

»" . . . . )
2 -’-‘;haben alle drei den Radius 1. Die erste konvergiert in keinem der Punkte
+ 1, die zweite in nur einem von ihnen, die dritte in beiden.

4. Weitere Beispiele von Potenzreihen werden in den folgenden Paragraphen

unausgesetzt auftreten, so daB wir hier keine besonderen zu geben brauchen.

Wir sahen, daB die Konvergenz einer Potenzreihe im Innern des
Konvergenzintervalles sogar eine absolute ist. Wir wollen weiter zeigen,
daB die Konvergenz sogar so stark ist, daB sie durch das Hinzutreten
betrichtlicher Faktoren noch nicht gestort wird. Es gilt ndmlich der

1 Den Fall c) kann man etwas kiirzer so abtun: Wenn

—_— T — —
lim]/Ia,,|=,u ist, so wird limyvla,,x"]=lim11/|a,,|-|xl=u~]x|

sein (warum?). Nach 76, 3 ist also die Reihe fiir u | #| < 1 absolut konvergent,
fir p-|#| > 1 sicher divergent, w.z.b.w.
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OSatz. Hat Jla,x™ den Konvergenzradius v, so hat die Potenzreihe 95,
n=0

00 el
2 na,x"~1 oder, was dasselbe ist, die Reihe 3 (n + I)a, 4" genaw
n=1 n=0
denselben Radius.

Beweis. Man kann diesen Satz unmittelbar aus Satz 94 ablesen.
Denn setzt man na, = aj,, so ist

Ve = Vleal- ¥
Da nun (nach 38, 7) W—> I strebt, so folgt nach Satz 62 unmittelbar,
daB die Folgen ('Wa_;_l) und (7i/|a—,,|) denselben. oberen Limes haben.

Denn hebt man aus beiden dieselbe Teilfolge heraus, so sind sie, da
sich die entsprechenden Glieder nur durch den — 4 1 strebenden

Faktor % unterscheiden, entweder beide divergent oder beide mit
demselben Grenzwert konvergent!.

Beispiele.
1. Wendet man den Satz mehrmals an, so ergibt sich, daB§ die Reihen
Inaxnl, Ynn—1)a,am2, ..., Yunr—1)...(n — k4 1)a,x"k
oder, was ganz dasselbe ist, die Reihen

Znt 1) apyam, X+ 1)(n+ 2) anesn, .
2("+ )(n+2)...(n+R)a, 2" = k! Z(":k> B ¥

alle denselben Radius haben wie Y a, »", welche natiirliche Zahl auch % bedeuten
mag.

2. Dasselbe gilt natiirlich auch von den Reihen

Zn—}—l e Z(n—{—l)(n—}—z) SRR Z(n—}—l)(n-}—;)...(n—i—k)xw

Wir haben bisher nur Potenzreihen der Form J, a,x" betrachtet.
Es macht in den Betrachtungen nur einen geringen Unterschied, wenn
wir die allgemeinere Form

(2]

Zan(x - xo)n

n=0

zugrunde legen: Setzt man x — x, = &', so erkennt man, daB diese
Reihen fiir | #'| = |¥ — %,| < 7 absolut konvergieren, fiir |x — x,| >
dagegen divergieren, wenn r wieder die nach Satz 94 bestimmte Zahl

1 Zweiter Beweis. Nach 76, 5a oder 91, 2 ist X'n @ fiir jedes |#| <1
konvergent. Ist nun |xy| <» und g so gewihlt, daB |x,| <o <7 ist, so ist
2 a,o" konvergent, also (a, ") beschrinkt, etwa stets | a,9"| < K. Dann ist

K ! x n--1
|Ba. 7| < ?n —gﬂ , Was nun wegen
genztatsache lehrt.

< 1 die behauptete Konver-
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ist. Der Konvergenzbereich der Reihe ist also — von den extremen
Fillen, daB sie nur fiir x = %, oder aber fiir jedes x konvergiert, ab-
gesehen — ein Intervall, das durch den Punkt x, halbiert wird, teils
mit, teils ohne EinschluB eines oder beider Endpunkte. Von dieser
Verschiebung der Lage des Konvergenzintervalles abgesehen, bleiben
alle unsere Betrachtungen in Giiltigkeit. Den Punkt x, werden wir
der Kiirze halber den Mittelpunkt der Potenzreihe nennen. Ist xy = o,
so haben wir wieder die frithere Reihenform.

Im Konvergenzintervall hat die Potenzreihe >a,(x — x,)* fiir
jedes x eine wohlbestimmte Summe s, die natiirlich fiir verschiedene x
im allgemeinen verschieden ausfillt. Um diese Abhingigkeit von x
zum Ausdruck zu bringen, setzen wir |

Slays— ) =)
und sagen, die Potenzreihe definiert in ihrem Konvergenzintervall eine
Funktion von x.

Die Grundlagen der Lehre von den reellen Funktionen, also die
Grundlagen der Differential- und Integralrechnung setzen wir, wie
schon in der Einleitung betont, im wesentlichen als bekannt voraus.
Nur um iiber das MaB der aus diesen Gebieten benutzten Tatsachen
keinerlei Unklarheit aufkommen zu lassen, wollen wir im folgenden
Paragraphen alle Definitionen und Sitze, die wir benétigen, kurz
angeben, ohne auf genauere Erliuterungen und Beweise einzugehen.

§ 19. Funktionen einer reellen Veridnderlichen.

Definition 1. (Funktion.) Ist jedem Werte x eines Intervalles J der
x-Achse durch irgendeine Vorschrift ein bestimmter Wert y zugeordnet,
so sagt man, y ist eine in dem betreffenden Intervall definierte Funk-
tion von x und schreibt dafiir kurz

y=/f(x).

Das Funktionszeichen f symbolisiert die Vorschrift, auf Grund
deren jedem x das zugehérige y entspricht.

Das Intervall J, das abgeschlossen oder auch auf einer oder auf beiden
Seiten offen, beschrinkt oder nicht beschrinkt sein darf, heit dann
das Definitionsintervall von f(x).

Definition 2. (Beschrinktheit.) Gibt es eine Konstante K,, so
daB fiir alle ¥ des Definitionsintervalles

f(®) = K,

bleibt, so heiBt die Funktion f(x) dort nach links (oder nach wunten)
beschrankt und K, eine linke (oder untere) Schranke von f(x). Gibt es



95. § 19. Funktionen einer reellen Veranderlichen. 159

eine Konstante K ,, so daB fiir alle x des Definitionsintervalles
f(x) = K,

bleibt, so heiBt f(x) dort nach rechts (oben) beschrinkt und K, eine rechie
(obere) Schranke von f(x). Eine beiderseits beschrinkte Funktion wird
schlechtweg als beschrinkt bezeichnet. Es gibt dann eine Konstante K,
so daB fir alle » des Definitionsintervalles

i< K
bleibt.

Definition 8. (Untere und obere Grenze, Schwankung.) Unter
allen unteren Schranken einer beschriankten Funktion gibt es stets eine
grifte und ebenso unter ihren oberen Schranken stets eine kleimstel.
Jene bezeichnet man als die untere, diese als die obere Grenze, die Diffe-
renz beider als die Schwankung der Funktion f(x) in ihrem Definitions-
intervall. Entsprechende Bezeichnungen gebraucht man auch fiir ein
Teilintervall a’. . . b" des Definitionsintervalles.

Definition 4. (Grenzwert einer Funktion.) Ist £ ein Punkt des
Definitionsintervalles einer Funktion f(x) oder einer seiner Endpunkte,
so bedeutet die Symbolik

limf(x) =c¢
z—>E,
oder

fx)>c fir x—§&,

a) daB fiir jede dem Definitionsintervall entnommene und gegen &
konvergierende Zahlenfolge (x,), deren Glieder simtlich von & verschieden
stnd, die Folge der zugehérigen Funktionswerte

yn:f(xn), (77/:1,2,3,...),
gegen ¢ konvergiert; oder

b) daB nach Wahl einer beliebigen positiven Zahl ¢ sich stets eine
andere positive Zahl § = d(¢) so angeben 14B8t, daB fiir alle dem De-
finitionsintervall angehorigen Werte von x, fiir die

lx —&| <d, aber x=+§&
ist, stets auch
|[F(x) —c| <e
ausfillt2. — Die beiden Definitionsformen a) und b) besagen genau
dasselbe.

Definition 5. (Rechts- und linksseitiger Grenzwert.) Setzt man
im Falle der Definition 4 noch fest, daB alle in Betracht gezogenen
Punkte x, bzw. x rechts von & liegen sollen (§ kann dann natiirlich

1 Vgl. 8, 2, sowie 62. -
2 Die altere Schreibweise limf(x) statt limf () ist durchaus zu verwerfen, weil
z=E z—E
gerade x = & bleiben soll.
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nicht der rechte Endpunkt des Definitionsintervalles von f(x) sein),
so spricht man von einem rechisseitigen Grenzwert und schreibt
lim f(x) =c¢;
z—E+0
ebenso schreibt man
lim f(x) =¢
z—>5—0
und spricht von einem linksseitigen Grenzwert, wenn & nicht der linke
Endpunkt des Definitionsintervalles von f(x) ist und man nur links
von £ gelegene Punkte x, bzw. x in Betracht zieht. '

Definition 5a. (Weitere Grenzwertformen.) Neben den nunmehr
festgelegten 3 Grenzwertformen kommen noch insgesamt die folgenden
vort:

lim f(x) =
oder f(x) —
mit einem der folgenden fiinf Zusitze (,,Bewegungen von x*‘):

fir x»—-&, —>&f4+o0, »f—0, —> 400, —-—0o0.
Im AnschluB an 2 und 3 wird es keinerlei Schwierigkeiten machen,

diejenigen Definitionen — in der Form a) oder b) — genau zu formu-
lieren, die den eben behandelten entsprechen.

}'c, + 00, —o0

Da wir diese Dinge, wie betont, im wesentlichen als bekannt ansehen, unter-
driicken wir alle ins einzelne gehenden Erliuterungen und Beispiele und betonen
nur noch besonders, daB der Wert ¢, gegen den eine Funktion z. B. fiir ¥ - §
strebt, gar nichts mit dem Werte der Funktion an der Stelle £ zu tun zu haben
braucht. Nur hierfiir wollen wir noch ein Beispiel ausfithren: f(x) sei fiir alle »
dadurch definiert, daB f(x) = o gesetzt wird, falls » eine irrationale Zahl ist,

daB aber f(x) = z gesetzt wird, falls » gleich der rationalen Zahl ? ist, wobei

wir uns diese auf den kleinsten positiven Nenner g gebracht denken. (Es ist also
zB. fB) =1 1) =@ =1, {{{2) = o, usw)
Hier ist sogar fiir jedes &
lim f(#) = o.
z—E
: 1
Denn ist ¢ eine beliebige positive Zahl und m so gro8, da8 o < €80 gibt es zu-

nichst einmal in jedem beschrinkten Intervall nur endlich viele rationale Punkte,
deren (kleinster positiver) Nenner < m ist. Diese denke ich mir etwa in dem
Intervall £ — 1...§ 4 1 simtlich markiert. Da es nur endlich viele sind, muB
einer von ihnen der Stelle § am nichsten liegen (ist & selbst eine dieser Stellen,
so rechnet sie hierbei natiirlich #ich¢ mit). Deren (positiven) Abstand von £ nenne
ich 8. Dann ist jedes #, fiir das

o< |¥—&|<d

1 Im 1. dieser drei Fille sagt man: f(x) strebt oder komvergiert gegen c; im
2. und 3. Falle: f(#) strebt oder divergiert (bestimmt) gegen -- oo bzw. — 0o, und
spricht in allen Fallen von einem bestimmien Verhalten oder auch von einem Grenez-
wert 1m weiteven Sinne. Weist f(x) keine dieser 3 Verhaltungsweisen auf, so sagt
man: f(x) divergiert unbestimmt bei der in Betracht gezogenen Bewegung von x.
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ist, entweder irrational oder eine rationale Zahl, deren kleinster positiver Nenner g

1 1
dann notwendig > m ist. In einem Falle ist f(¥) = o, im andern = 7 < P < €.

Es ist also fiir alle ¥ mit o< |2 —&| <6

[fl#) —o| <&,
d. h. wie behauptet
lim f(x) = o.

x—>E

Ist also & speziell eine rationale Zahl, so ist dieser Grenzwert von dem Funktions-
wert f(§) selbst durchaus verschieden. )

Das Rechnen mit Grenzwerten wird durch den folgenden Satz
ermoglicht :

Satz 1. Sind f,(%), fa(%), ..., f,(x) gegebene Funktionen (p eine
bestimmte natiirliche Zahl), die simtlich bei ein und derselben der in
Definition 5a genannten Bewegungen von x je einem endlichen Grenz-
wert zustreben, etwa f,(x) = ¢,, ..., f,(¥) = ¢,, so strebt auch

a) die Funktion

fx) =[AE) + @)+ -+ ,@)]>e e+ - +cy;
b) die Funktion f(x) = [f,(x) - f3(%)...f,(¥)] > ¢y €. .. C

c) speziell also die Funktion af,(x) > ac, (2 eine beliebige reelle
Zahl) und die Funktion f, (%) — fy(%) = ¢; — ¢5;

D>

. . I 1 .
d) die Funktion m—> o falls ¢, &= o ist.

Satz 2. Ist lim f(x) =c(= F 00), so ist f(x) in einer Umgebung

von & beschrinkt, d.h. es existieren zwei positive Zahlen ¢ und K,
so daB
|f(x)] < K Dleibt, falls |x—&| <4 ist,

und Entsprechendes gilt bei (endlichem) lim f () fiir x—~& 4+ 0, £ — o,
+ 00, —00.

Definition 6. (Stetigkeit in einem Punkte.) Ist £ ein Punkt des
Definitionsintervalles von f(x), so heiBt f(») an dieser Stelle steig, falls
lim f(x)

x —§
existiert und mit dem Funktionswert von f(x) an der Stelle £ iiber-
einstimmt:

lim /(%) = f(£).
x>
Nimmt man die Definition des lim in diese neue Definition mit
hinein, so kann man auch sagen:

Definition 6a. f(x) heiBt stetig an der Stelle &, falls fiir jede dem
Definitionsintervall entnommene und gegen & strebende Punktfolge (x,,)
Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. II
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die zugehorigen Funktionswerte

Yo = ]‘(xn) g f(s)
streben.

Definition 6b. f(x) heiBt stetig an der Stelle &, falls nach Wahl!
eines beliebigen ¢ > 0 sich § = d(¢) > o so angeben liBt, daB fiir
alle x des Definitionsintervalles, fiir die

v —&l<é
ist, stets auch
) — 1) <e
ausfallt.

Definition 7. (Rechts- und linksseitige Stetigkeit.) j(x) heiBt an
der Stelle & von rechts oder rechisseitig bzw. von links oder lLinkssestig
stetig, falls wenigstens fiir x — & + o bzw. x - & — 0 der Grenzwert
lim f(x) vorhanden ist und mit f(£) {ibereinstimmt.

Dem Satz 1 entsprechend gilt hier der

Satz 3. Sind f,(x), fo(%). ..., [,(x) gegebene Funktionen (p eine
bestimmte natiirliche Zahl), die simtlich in & stetig sind, so sind auch
die Funktionen

a) fL(®) + 1) +- -+ 1),
b) (%) fa(x) - - - [, (%),
c) af,(x) (a eine beliebige reelle Zahl), f,(x) — f,(x), und

d) falls f,(&) = o ist, auch ——
Hh#)

im Punkte & stetig. Das Entsprechende gilt, wenn man nur die rechts-

seitige oder nur die linksseitige Stetigkeit voraussetzt und behauptet.

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes auf die sicher iiberall
stetige Funktion f(x) = x (denn fiir x — & strebt eben x — £) ergibt
sich sofort:

Alle rationalen Funktionen sind iiberall stetig mit Ausnahme der
(hochstens endlich vielen) Stellen, an denen der Nenner = o ist. Spe-
ziell: Die ganzen rationalen Funktionen sind iiberall stetig.

Ebenso lehren die Limesbeziehungen 42, 1—3, daB die Funktion

a*, (@ > o), fiir jedes reelle x stetig ist,

log x fiir jedes x > o stetig ist,

%%, (« beliebig reell), fir jedes x > o stetig ist.

Definition 8. (Stetigkeit in einem Intervall)) Ist eine Funktion
in jedem einzelnen Punkte eines Intervalles J stetig, so sagt man, sie
ist in diesem Intervall J stetig. Unter Stetigkeit in einem Endpunkt des
Intervalles ist dabei Stetigkeit ,,nach innen, d.h. rechtsseitige Stetig-
keit im linken bzw. linksseitige Stetigkeit im rechten Endpunkte zu
verstehen. Diese Endpunkte von J konnen dabei je nach Lage des
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Falles hinzugerechnet werden oder auch nicht. Uber Funktionen, die
in einem abgeschlossenen Intervall stetig sind, 1aBt sich eine Anzahl
wichtiger Sitze aussprechen, von denen wir die folgenden erwihnen:

Satz 4. Ist f(x) in dem abgeschlossenen Intervall 4 < x < b stetig

und ist f(a) > o, aber f(b) < 0, so gibt es zwischen 4 und b mindestens
einen Punkt &, fiir den f(§) = o ist.

Satz 4a. Ist f(x) in dem abgeschlossenen Intervall a < x < b
stetig und ist # irgendeine zwischen f(a) und f(b) gelegene reelle Zahl,
so gibt es wieder zwischen @ und & mindestens einen Punkt &, fiir den
f(&) = # ist. Oder: Die Gleichung f(x) = » hat dort mindestens eine
Lésung.

Satz 5. Ist f(x) in dem abgeschlossenen Intervall ¢ < x < b stetig,
so 148t sich nach Wahl von & > o stets esne Zahl § > o so angeben,
daB fir irgend zwei Punkte »' und x’" des genannten Intervalles, deren
Abstand |x'" — x'| < 0 ist, die Differenz der zugehorigen Funktions-
werte |f(x") — f(x')| <e ausfillt. (Man bezeichnet die durch diesen
Satz festgelegte Eigenschaft einer Funktion als die der gleichmdifigen
Stetigkeit in dem zugrunde gelegten Intervall.)

Definition 9. (Monotonie.) Eine im Intervall J definierte Funk-
tion heiB3t dort monoton wachsend bzw. fallend, wenn fiir zwei dem
genannten Intervall entnommene Punkte x; und x,, fir die x;<<x,
ist, stets f(x;) = f(%,) bzw. stets f(x;) = f(#,) ausfillt. Man spricht
von Monotonie im engeren Sinne, wenn man die eben noch zugelassene
Gleichheit zwischen den Funktionswerten ausschlieBt.

Satz 6. Der unter den Voraussetzungen der Sitze 4 und 4a sicher
vorhandene Punkt ¢ ist notwendig der einzige seiner Art, wenn die
benutzte Funktion f(x) im Intervall a... b im engeren Sinne monoton
ist. Dann entspricht also jedem # zwischen f(a) und f(b) stets ein und
nur ein &, fir das f(§) =# ist. Man sagt in diesem Falle: Die Funk:-
tion y = f(x) sei in jenem Intervall eindeutig umkehrbar.

Definition 10. (Differenzierbarkeit.) Eine im Punkte £ und einer
Umgebung desselben definierte Funktion f(x) heiBt im Punkte & dif-
ferenzierbar, wenn der Grenzwert

i [0 = 1@

r—E x—&

existiert. Sein Wert heiBt die Ableitung oder der Differentialquotient
von f(x) in & und wird mit f' (&) bezeichnet. Ist der genannte Grenz-
wert nur rechts- bzw. linksseitig (also nur fir x — & 4 o bzw. -~ £ — 0)
vorhanden, so spricht man von rechis- bzw. linksseitiger Differenzier-
barkeit, Ablettung usw.

11¥
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Ist eine Funktion f(x) in jedem einzelnen Punkte eines Inter-
valles J differenzierbar, so sagt man kurz, sie ¢st in diesem Intervalle
differenzierbar.

Die Regeln fiir die Differentiation einer Summe oder eines Produktes einer
bestimmten (festen) Anzahl von Funktionen, einer Differenz oder eines Quotienten
zweier Funktionen, einer mittelbaren Funktion sowie die Regeln fiir die Differen-
tiation der elementaren und der aus ihnen zusammengesetzten Funktionen sehen
wir als bekannt an.

Alle zu ihrer Aufstellung notwendigen Hilfsmittel sind im vorangehenden
entwickelt, wenn man noch die Kenntnis des in 112 genannten Grenzwertes vor-
wegnimmt, der dort ganz direkt bestimmt wird. Wird z. B. nach der Differenzier-
barkeit und der Ableitung von a* (@ > o und # 1) im Punkte £ gefragt, so hat
man nach Def. 10 und 4 eine Nullfolge (#,) zu wihlen, deren Glieder aber simtlich
von o verschieden sind, und die Zahlenfolge

aE +xn dE ax'l —1

=a,§.

" x'l xﬂ

zu untersuchen. Setzt man den letzten Zihler = y,, so wissen wir aus 35, 3, daB
auch (y,) eine Nullfolge ist, und zwar wieder eine solche, bei der kein Glied gleich o
ist. Mit ihrer Hilfe kann man X, in der Form

Yn-log a

log (x + ya)

schreiben. Da aber, wie bemerkt, y, eine Nullfolge ist, so strebt nach 112
log (1 + ya) _
N Ya

Da dasselbe dann nach 44, 11a auch fiir den reziproken Wert gilt, so strebt also

X, a§~loga. Die Funktion a* ist also fiir jedes » differenzierbar und hat die

Ableitung a*-loga.

Ebenso ergibt sich beziiglich der Differenzierbarkeit und der Ableitung von
logx an einer Stelle £ > o durch Betrachtung der Folge

X,,—_—-aE

I.

x 3
lo (I —’1> s
y _log@+m)—tgs _ E\'TE) 1 (14 22)"
" Fn T T ETRUTE)
I
daf3 dort die Ableitung existiert und = — ist.

&

Uber differenzierbare Funktionen brauchen wir zunichst fast nur
die folgenden einfachen Sitze:

Satz 7. Ist eine Funktion f(x) in einem Intervalle J differenzierbar
und ist ihre Ableitung dort stets =o, so ist f(x) in J konstant,
also = f(x,), wenn x, irgendeinen Punkt aus J bezeichnet.

Sind die beiden Funktionen f,(x) und f,(x) in J differenzierbar
und stimmen dort ihre Ableitungen stets iiberein, so ist die Differenz
beider Funktionen in J konstant; es ist also

fa(®) = f1 (%) + ¢ = f, (%) + [f5 (%) — F1(%0)],

wenn x, irgendeinen Punkt aus J bezeichnet.
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Satz 8. (Erster Mittelwertsatz der Differentialrechnung.) Ist f(x)

in dem abgeschlossenen Intervall @ =< x < b stetig und wenigstens im
offenen Intervall ¢ << x < b differenzierbar, so gibt es in letzterem
mindestens einen Punkt £, fiir den

TO)—7(@ _ o

5 =1
ist. (In Worten: Der Differenzenquotient beziiglich der Enden des
Intervalles ist gleich dem Differentialquotienten an einer passenden
Stelle im Innern.)

Satz 9. Ist f(x) in & differenzierbar und ist f(§) > 0 (< 0), so
,,wichst® (,,fallt”) f(x) im Punkte &, d. h. es hat die Differenz

dasselbe

f(x)—1(8) (das entgegengesetzte)

Vorzeichen wie (v — &),

solange | x — &| kleiner als eine passende Zahl § gehalten wird.

Satz 10. Ist die Funktion f(x) an einer inneren Stelle £ ihres Defi-
nitionsintervalles differenzierbar, so kann der Funktionswert f(&) nur
dann von keinem andern Funktionswert f(x) in einer Umgebung von &
der Form Ix — E] < ¢ ibertroffen werden, d. h. & kann nur dann eine
Stelle eines (relativen) Maximums sein, wenn f'(§) =o ist. Ebenso
ist die Bedingung f'(§) = o notwendig dafiir, daB & eine Stelle eines
(relativen) Minimums ist, daB also f(&) von keinem andern Funktions-
wert f(x) unterschritten wird, solange x in einer passenden Umgebung
von & verbleibt.

Definition 11. (H6here Ableitungen.) Ist f(x) im Intervall J
differenzierbar, so ist (gemiB Def. 1) f'(x) wieder eine in J definierte
Funktion. Ist diese erneut in J differenzierbar, so nennt man ihre
Ableitung die zweite Ableitung von f(x) und bezeichnet sie mit "’ (x).
Entsprechend gelangt man zu einer dritten und allgemein zu einer
kten Ableitung, die mit /*(x) bezeichnet wird. Zur Existenz der kten Ab-
leitung in einem Punkte & ist hiernach (s. Def. 10) erforderlich, daB
die (¢ — 1)te Ableitung im Punkte & wund in allen Punkten einer ge-
wissen Umgebung desselben vorhanden ist. — Die Ite Ableitung von
f®(x) ist f**(x), (k=o0,1=0). (Als ote Ableitung von f(x) sieht
man hierbei die gegebene Funktion selbst an.)

Von der Integralvechnung werden im folgenden nur die aller-
einfachsten Begriffe und Sitze gebraucht auBler in den beiden Para-
graphen iiber Fourierreihen, wo etwas tiefergehende Dinge herangezogen
werden miissen.

Definition 12. (Unbestimmtes Integral.) Ist im Intervall J eine
Funktion f(x) gegeben und 148t sich eine dort differenzierbare Funk-
tion F(x) finden, so daB fiir alle Punkte des genannten Intervalles
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F'(x) = f(x) ist, so sagt man, F (x) ses dort ein unbestimmies Integral
von f(x). (AuBer F(x) sind dann auch die Funktionen F(x) -+ ¢ un-
bestimmte Integrale von f(x), wenn c¢ irgendeine reelle Zahl bedeutet.
AuBer diesen aber gibt es keine weiteren.) Man schreibt

Flx) = [f(x)dx.
In den einfachsten Fillen ergeben sich die unbestimmten Integrale durch

Umkehrung der elementaren Formeln der Differentialrechnung. Z. B. folgt aus
sin o ¥

(sin ax)’ = acos ax, daB f cosax dx = ,usw. Diese elementaren Regeln

sehen wir als bekannt an. An speziellen Integralen dieser Art werden auBler den
allereinfachsten nur wenige im folgenden gebraucht; wir erwihnen:

dx b 1 1 2% — I
— = " log (1 4+ x) — —log (1 — x 4+ »2 — arctg ————,
flﬂd 3108 (14 2) — 0B (1 —x o )+ maret = o

— . — — _
f dx4=k]og%£+y_2arctg Z-'/22,
14 % 8 2 —xY2 41 4 I—x

1 sin ¥
f[ctgx —;—J dx == log P

Handelt es sich bei dem unbestimmten Integral lediglich um eine
neue Schreibweise fiir Formeln der Differentialrechnung, so liegt im
bestimmien Integral ein wesentlich neuer Begriff vor:

Definition 13. (Bestimmtes Integral.) Eine im abgeschlossenen
Intervall a...b definierte und dort beschrinkte Funktion heiBt diber
dieses Intervall integrierbar, wenn sie der folgenden Forderung geniigt:

Man teile das Intervall a...b irgendwie in » gleiche oder un-
gleiche Teile (» = 1, natiirliche Zahl), nenne die Teilpunkte von a
nach b der Reihe nach x,, %5, ..., #,; und setze noch a = %y, b = %,,.

Nun wihle man in jedem der » Teile (zu denen man beide Endpunkte
hinzurechnen darf) irgendeinen Zwischenpunkt, die ebenso der Reihe

nach mit &, &, . . ., &, bezeichnet werden sollen, und bilde die Summe?
n
So =35, — )/ &).
Solche Summenwerte S,, berechne man fiir# =1, 2, 3, ..., und zwar

einen jeden ganz unabhingig von den iibrigen (d. h. also daB bei jedem
Schritt eine neue Wahl der #x, und &, angenommen werden darf). Dock
soll 1, —o streben, wenn I, die Linge des lingsten der n Teile ist, in
die das Intervall bei der Bildung von S, zerlegt wurde2.

1 Ist f(x) > 0, a < b und betrachtet man das Flichenstiick S, das von der
Abszissenachse einerseits, den in @ und b auf ihr errichteten Loten und der Kurve
¥y = f(#) andrerseits begrenzt wird, so ist S, ein approximativer Wert des In-
haltes von S. Doch gibt dies nur dann ein anschauliches Bild, falls ¥ = f(#) eine
Kurve im anschaulichen Sinne ist.

2 Man sagt dann wohl auch, daB die Einteilungen mit wachsendem #» un-
begrenzt fermer werden.
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Wenn dann die Folge der Zahlen Sy, S,, . . ., wie man sie auch her-
gestellt haben mag, immer konvergent ausfillt und immer denselben Grenz-
wert S liefert, so soll f(x) iiber das Intervall a ... b im RIEMANNschen

Sinne integrierbar heifen, und der Grenzwert S soll das bestimmie
Integral von f(x) diber a ... b genannt und mit

b
Jﬂww

bezeichnet werden. x heiBt die Integrationsverinderliche und darf
natiirlich durch jeden anderen Buchstaben ersetzt werden. — Statt f(&,)
darf in S, auch die untere Grenze a, oder auch die obere Grenze f, aller
Funktionswerte des Teilintervalles #,_; < x < #, gesetzt werden2

Satz 11. (Riemannsches Integrabilititskriterium.) Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daB die im abgeschlossenen Inter-
vall a. .. b definierte und dort beschrinkte Funktion f(x) tiber a ... b
integrierbar sei, ist diese: Nach Wahl von & > 0 muB sich eine Wahl
von # und der Punkte x,, %,, . .., %,_; so treffen lassen, daf3

n .
2,0, <¢&
r=1

ausfillt, wenn i, = |, — %,_,| die Linge des »ten Teiles von a...bd
und ¢, die Schwankung (8, —ea,) von f(x) in diesem Teilintervall
bedeutet.

Diesem Kriterium kann man auch die folgende Form geben, bei
der wir uns & < b denken: Nach Wahl von & > o miissen sich zwei
streckenweis konstante Funktionen g(x) und G(x) so angeben lassen,
daB in a < ¥ < b stets

gx) =f (%) = G(x)
ist und iiberdies

b
J G —g)dr<e
ausfillt®, — In der Tat braucht man nur in #%,_; < ¥ < %,

gi¥) =a, und Gx) =4, @¥=1,2,...,n),
sowie

g) =a, und G(b) =48,
zu setzen.

1 Es 1aBt sich leicht zeigen, daB, wenn die Folge (S,) immer konvergent aus-
fallt, sie auch von selbst immer denselben Grenzwert liefert.

2 In diesen Fillen liefert S, den Inhalt eines dem Flachenstiick S ein- bzw.
umbeschriebenen (,,Treppen‘‘-)Polygons.

3 DaB eine streckenweis konstante Funktion wie G(x) — g(x) integrierbar
ist, ist nach der zuerst gegebenen Form des Kriteriums unmittelbar zu erkennen.
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Aus diesem Kriterium leitet man die folgenden speziellen Sitze her:

Satz 12. Jede in a < x < b monotone sowie jede dort stetige Funk-
tion ist iiber ... b integrierbar.

Satz 18. Die Funktion f(x) ist iiber a ... b integrierbar, falls sie
dort beschrinkt ist und nur endlich viele Unstetigkeiten besitzt.

Dem RiEMANNschen Integrabilititskriterium kann auch die fol-
gende Form gegeben werden:

Satz 14. Die Funktion f(x) ist dann und nur dann iiber a...b
integrierbar, wenn sie dort beschrinkt ist und wenn nach Annahme
zweier beliebiger positiver Zahlen § und ¢ sich die bei Satz 11 be-
schriebene Zerlegung von a ... b in die # Teilintervalle 7, so ausfiihren
1aBt, daB die Summe derjenigen Teile 7,, in denen die Schwankung
von f(#) oberhalb § liegt, kleiner als ¢ ausfillt.

Satz 15. Die Funktion f(x).ist iiber a...d sicher nicht integrier-
bar, wenn sie in jedem Punkte des Intervalles unstetig ist.

Satz 16. Ist f(x) tiber das Intervall @...?d integrierbar, so ist
f(x) auch iiber jedes Teilintervall a’. .. 5" desselben integrierbar.

Satz 17. Ist die Funktion f(x) iiber a... b integrierbar, so ist
auch jede Funktion f, (x) iiber @ . . . b integrierbar und liefert denselben
Integralwert, die aus f(x) durch willkiirliche Abidnderung irgendwelcher
endlich vieler Funktionswerte entsteht.

Satz 18. Sind f(x) und f,(») zwei iiber a ... b integrierbare Funk-
tionen, so liefern sie denselben Integralwert, falls sie wenigstens in
allen Punkten einer in a...b dicht gelegenen Punktmenge (z. B.
in allen rationalen Punkten) iibereinstimmen.

Fiir das Rechnen mit Integralen gelten die folgenden einfachen
Sitze, bei denen f(x) stets eine in dem Intervall a ... b integrierbare
Funktion bedeuten soll.

a b
Satz 19. Es ist ff(x)dx =— f/(x)dx und, wenn a,, @,, a5 drei
b a
beliebige Punkte des Intervalles a ... b sind, stets

[10ax + [1w dx+ [ dx =o.

Satz 20. Sind f(x) und g(x) zwei iber a...bd, (@ < b), integrier-
bare Funktionen und ist in @ ... b stets f(x) < g(x), so ist auch

b

b
ff(x)dxgafg(x)dx.

a
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Satz 20a. Mit f(x) ist auch |f(x)| iiber a...b integrierbar, und
es ist, falls @ < b,

frwasi < 11 as.

Satz 21. (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung.) Es ist

b
aff(x)dx=u~(b—a),

wenn y eine passende Zahl bedeutet, die zwischen der unteren Grenze o
und der oberen Grenze # von f(x) in a...b gelegen ist (« < u =< f).
Speziell ist

H

!fbf(x)dxlgx.w_a

wenn K eine Schranke von |f(x)| in @. .. b bedeutet.

Satz 22. Sind die Funktionen f,(x), fy(x), ..., fp(x) sdmtlich
tiber a ... b integrierbar (p eine feste natiirliche Zahl), so ist auch ihre
Summe und ihr Produkt eine iiber a . .. b integrierbare Funktion, und
fir das Integral der Summe gilt die Formel:

b

b b
Jho +- -+ 1) dx = {fl(x) dx 4+ - +affp(x)dx;

a

d. h. eine Summe aus einer festen Anzahl von Funktionen darf glied-
wetse integriert werden.

Satz 22a. Ist f(x) tiber a...b integrierbar und ist die untere

Grenze von |f(x)| in a...b noch positiv, so ist auch eine tiber

X
f(#)
a...b integrierbare Funktion.

Satz 28. Ist f(x) iiber ... b integrierbar, so ist die Funktion

Flx) — f 1) i

im Intervall @ ... b sfetsg und an allen denjenigen Stellen dieses Inter-
valles auch differenzierbar, an denen f(x) selbst stetig ist. Ist x, eine
solche Stelle, so ist dort F'(xy) = f(x,).

Satz 24. (Kernsatz der Differential- und Integralrechnung.) Ist
f(x) tiber a... b integrierbar, und besitzt f(x) dort ein unbestimmtes
Integral F(x), so ist

b
1w dx=Fp) —F)

Satz 25. (Anderung der Integrationsverinderlichen.) Ist f(x) iiber
a...b integrierbar und ist x = ¢@(f) eine in o ... differenzierbare
Funktion, fiir die ¢(«) = & und ¢(8) = b ist, die sich iiberdies, wenn
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¢ sich von « bis # bewegt, (im engeren Sinne) monoton von a bis b’ dndert
und deren Ableitung ¢’ (f) iiber « ... f integrierbar istl, so ist

b B
1w ax = [ 1lp0)-9'(0 ds.

Satz 26. (Partielle Integration.) Ist f(x) iiber « ... b integrierbar
und besitzt f(x) dort ein unbestimmtes Integral F(x), ist ferner g(x)
eine in @ ... b differenzierbare Funktion, deren Ableitung dort inte-
grierbar ist, so ist?2

b b
1) g@) dx = [F 2) gL, — [ ()¢ (v) dx.
a a

Wesentlich tiefer als alle diese einfachen Sitze liegt der folgende

Satz 27. (2. Mittelwertsatz der Integralrechnung.) Sind f(x) und
@ (x) tiber @ . . . bintegrierbar und ist ¢ (x) eine dort monotone Funktion,
so 14Bt sich eine der Bedingung a =< § < b geniigende Zahl & so
wihlen, daB die Gleichung

b £ b
Jo 1@ dx =@ [ 1@ dx + 9 () [1(5)ds

besteht. Fir ¢(4) kann hierbei auch der nach den iibrigen Voraus-

setzungen sicher vorhandene Grenzwert @, = lim @(x) und ebenso
xr—>a+0
fir ¢(b) der Grenzwert ¢, = lim ¢(x) genommen werden; doch ist
r=b—-0
dann fiir & moglicherweise ein andrer Wert zu wihlen.

Von den Anwendungen des besprochenen Integralbegriffs erwihnen
wir nur:

Satz 28. (Inhalt.) Ist f(x)in a... b, (@ < b), integrierbar und etwa
stets positiv®, so hat das durch die Abszissenachse, die Ordinaten
in @ und b und durch die Kurve y = f(x) begrenzte Flichenstiick —
genauer: die Menge der Punkte (¥, ¥), fiir die 4 < x = b und bei jedem
solchen x zugleich o < y < f(x) ist — einen mefbaren Inhalt, und

b
dieser wird durch das Integral f f(x)dx " geliefert.
a

Satz 29. (Ldnge.) Sind ¥ = ¢(f) und y = p(f) zwei in a« < ¢t <p
differenzierbare Funktionen und sind ¢'(f) und o’(f) ihrerseits stetig
in a...p, so hat die Bahn, die vom Punkte x = ¢@(#), y = (f) in

1 Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion braucht nicht integrierbar
zu sein. Beispiele, die diese Tatsache belegen, sind indessen nicht ganz leicht zu
bilden. (Vgl. etwa H. LEBESGUE: Legons sur l'intégration, 2. Aufl., Paris 1928,
S. 93—094.)

2 Hierbei soll [#(#)] die Differenz k(b) — 4(a) bedeuten.

3 — was stets durch Addition einer passenden Konstanten erreicht werden
kann.
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der Ebene eines rechtwinkligen xy-Kreuzes beschrieben wird, falls ¢
das Intervall von « bis f durchlduft, eine mefbare Linge, und diese
wird durch das Integral

B

JWMV+¢WM

geliefert. —
Endlich seien noch ein paar Worte {iber sogenannte wuneigentliche
Integrale gesagt:

Definition 14. Ist f(¢) fiir { = a definiert und fiir jedes ¥ >a
iiber das Intervall 2 < ¢ < x integrierbar, so daB also auch die Funktion

ﬂ@={wwt

fir alle ¥ = a definiert ist, so sagt man, falls lim F(x) existiert und
zr—> -1 o

= ¢ ist, daB das ,,uneigentliche Integral*

10 as
@
konvergent sei und den Wert ¢ habe.

Satz 80. Ist f(#) fiir £ =a stets = o oder stets <o, so ist
+ 0

f () d¢ dann und nur dann konvergent, wenn die Funktion F (x) der

Def. 14 fiir x > a beschrinkt bleibt. Ist f(f) fiir £ = a beliebiger Vor-
zeichen fahig, so ist dasselbe Integral dann und nur dann konvergent,
wenn nach Wahl einer beliebigen Zahle > o sich %, > a so bestimmen
laBt, daB stets ,

| [reat] <e
ausfillt, wofern nur &' und x'* beide > x, sind.
Und ganz dhnlich

Definition 15. Ist f(f) in dem /links offenen Intervall a < ¢ =<b
definiert, aber nicht beschriankt, und fiir jedes der Bedingung @ < x < b
geniigende x iiber das Intervall x =< ¢ < b integrierbar, so daB auch
die Funktion

b
ﬂ@=!wwt

fir alle diese x definiert ist, so sagt man, falls lim F(x) existiert und
z—>a+0
= ¢ ist, daB das bes a uneigentliche Integral

b
jmut

konvergent sei und den Wert ¢ habe.
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Ganz entsprechende Festsetzungen trifft man fiir rvechss offene Inter-
valle. Den Fall eines beiderseits offenen Intervalles endlich filhrt man
dadurch auf die vorigen Falle zuriick, daB man es durch einen inneren
Punkt in zwei nur nach einer Seite hin offene Intervalle zerlegt und
Satz 19 zur Definition erhebt.

Satz 31. Ist im Falle der Def. 15 noch stets f(f) = o oder stets
=< o, so ist das dort genannte uneigentliche Integral dann und nur dann
vorhanden, wenn F(x) in a << x =< b beschrinkt bleibt. Ist f(f) be-
liebiger Vorzeichen fahig, so ist das Integral dann und nur dann vor-
handen, wenn nach Wahl von ¢ > o sich ein § > o so angeben 148t,
daB stets pr

| [1tyat| <e

ausféllt, wofern nur x' und x'’ beide zwischen a (ausschl) und a + 6
gelegen sind.

§ 20. Haupteigenschaften der durch Potenzreihen
dargestellten Funktionen.

Wir kniipfen nun wieder an die SchluBbemerkung des § 18 an,
nach der durch die Summe einer Potenzreihe im Innern ihres Kon-
vergenzintervalles eine Funktion definiert wird, die wir nun f(x) nennen
wollen: o

f0=Sa,w—s,  (x—m|<n).

Das Konvergenzintervall wollen wir dabei, wenn nicht das Gegenteil
ausdriicklich gesagt wird, beiderseits offen lassen, selbst dann, wenn
die Potenzreihe noch in dem einen oder anderen Endpunkte konver-
gieren sollte.

Wird nun;, wie hier, durch eine unendliche Reihe in einem ge-
wissen Intervall eine Funktion definiert, so ist die wichtigste Aufgabe
im allgemeinen die, aus der Reihe die Haupteigenschaften — dieses
Wort etwa im Sinne der Zusammenstellung des vorigen Paragraphen
verstanden — der dargestellten Funktion abzulesen. Fiir Potenzreihen
bietet das keine groflen Schwierigkeiten. Wir werden sehen, daB eine
durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion alle die Eigenschaften
besitzt, die man iiberhaupt an Funktionen als besonders wichtig schatzt,
und daB das Rechnen mit Potenzreihen sich sehr einfach gestaltet. Aus
diesem Grunde spielen gerade die Potenzreihen eine hervorragende
Rolle, und eben darum gehért ihre Behandlung durchaus in die An-
fangsgriinde der Reihentheorie.

Bei diesen Untersuchungen diirfen wir, ohne dadurch die Trag-
weite der Ergebnisse zu beeintrichtigen, nach Belieben auch x, = o,
also die Potenzreihe in der vereinfachten Form J a,x" annehmen.



97. §20. Haupteigenschaften der durch Potenzreihen dargestellten Funktionen., 173

Ihr Konvergenzradius » soll natiirlich positiv (> 0) sein, darf aber
auch + oo, die Reihe also bestdndig konvergent sein. — Dann gilt
zunichst der

OSatz. Die durch die Potenzreshe 23 a, (% — %g)® im Konvergenz- 96.
n=0

intervall derselben definierte Funktion f(x) ist an der Stelle x = x, stetig;
oder also: es ist

lim /(x) = lim 3! a, (x — 2o)" = a = f (xp).
X—>%, x =%y n=0

Beweis. Ist 0.< g <7, so ist nach 83, 5 mit
ﬁ |a,|o" auch Zm’ |a,|om1
n=0 n=1

konvergent. Setzen wir die Summe der letzten Reihe = K (= o),
so ist fiir | x — x| < o stets

[f(%) — ag| = i(x—xo)-éian(x—xo)”‘ll = % — %K.

Ist also ¢ > o beliebig gegeben und ist § > o kleiner als jede der beiden

€
Zahlen 6 und T

so ist fiir alle | x — x,| < & stets
If(x) _aO{ <8:
womit nach § 19, Def. 6b alles bewiesen ist.
Aus diesem Satz folgt unmittelbar der sehr weitgehende und oft

angewandte

Oldentititssatz fiir Potenzreihen. Haben die beiden Potenzrethen 91.
(o] 0
Sa,xn und b, xm
n=0 n=0

in etnem Intervall® Ix‘ < g, wn dem beide konvergieren, dieselbe Summe,
so sind beide Rethen vollstindig identisch, d. h. fir jedes n = o, 1, 2, . . .

ist dann stets
a,=1=,.

Beweis. Aus
@) ag+ayx +azx® - - =by+ b x4+ byx®+ ...
folgt nach dem vorigen Satz, indem wir beiderseits x — o riicken

lassen, daB
@y = b,

ist. LaBt man diese gleichen Glieder beiderseits weg und dividiert
durch =, so folgt, daB firo < | x| < p

(b) ay+ayx +ag ¥+ - =0by +byx + byt - -
! Oder auch nur fiir jedes x = #, einer Nulifoige (x,), deren Glieder samt-

lich % o sind. — Im Beweise hat man dann die Grenziiberginge gemiB § 19,
Def. 4a auszufiihren.
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ist, — eine Gleichung, aus der nun ganz ebenso! folgt, da8
=10
und
Ayt agx 4o =byF by + .-

ist. Fahrt man in dieser Weise fort, so ergibt sich der Reihe nach
(schirfer: durch vollstindige Induktion) fiir jedes » die Richtigkeit
der Behauptung.

Beispiele und Erlauterungen.

1. Dieser Identititssatz wird uns in der Theorie sowohl wie in den Anwen-
dungen oft begegnen. Man kann seinen Inhalt auch so deuten: Wenn eine Funktion
fiir eine Umgebung des Nullpunktes durch eine Potenzreihe dargestellt werden
kann, so kann dies nur auf eine einzige Avt geschehen. In dieser Form bezeichnet
man den Satz wohl auch als Uwitdtssatz. Er gilt natiirlich entsprechend fiir die
allgemeinen Potenzreihen 2 a, (x — xg)™

2. Da die Aussage des Satzes darin gipfelt, dafl in der Gleichung (a) die ent-
sprechenden Koeffizienten auf beiden Seiten gleich sind, spricht man bei den
Anwendungen des Satzes wohl auch von der Methode der Koeffizientenvergleichung.

3. Ein einfaches Beispiel fiir diese Anwendungsform ist dieses: Es ist gewiB
fiir alle »

(14 )% (1 4 ) = (1 + )%

S0 0= S

oder

Multipliziert man linkerhand nach 91, Bem. 1 aus und vergleicht die ent-
sprechenden Koeffizienten auf beiden Seiten, so ergibt sich z. B. durch Vergleich
der Koeffizienten von x*, daB

R\ (RN |, [k k R\ (kY _ [R\? k\? R\? _ [2k
o))+ () G2 o)+ () () = o) + () ++ () = (3)
ist, — eine Beziehung zwischen Binomialkoeffizienten, die auf anderm Wege

nicht ganz so leicht zu beweisen wire.
4. Ist f(#) fiir | ] < » definiert und ist dort stets

(=2 =i,

so nennt man f(#) eine gerade Funktion. Ist sie durch eine Potenzreihe mit dem
Mittelpunkt o darstellbar, so ergibt die Koeffizientenvergleichung sofort, das

A =03=05 =" =0qgp41 =" ""+=0

sein muf3, daB also in der Potenzreihe von f(#) nur gerade Potenzen von » einen
von o verschiedenen Koeffizienten haben kénnen.

5. Ist dagegen f(— %) = — f(#), so nennt man die Funktion ungerade. Ihre
Potenzreihenentwicklung mit dem Mittelpunkt o kann nur wungerade Potenzen
von x enthalten. Speziell ist f(o) = o.

1 Fiir ¥ = o ist die Gleichung (b) zunichst noch nicht gesichert, da sie ja
durch eine Division mit » erhalten wurde. Fiir den Grenziibergang » > o ist das
aber ganz gleichgiiltig (vgl. § 19, Def. 4).
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Wir gehen nun einen Schritt weiter und beweisen eine Anzahl
von Sitzen, die in der Lehre von den Potenzreihen in jeder Bezie-
hung als die wichtigsten bezeichnet werden miissen:

OSatz 1. Ist

¥
> @y (% — %g)"

(=]

n=

etne Potenzreihe mit dem (positiven) Radius v, so lift sich die dadurch
filr | x — 4| <7 dargestellte Funktion f(x) auch wm jeden andern im
Konvergenzintervall gelegenen Punkt x, als Mittelpunkt in eine Potenz-
vethe entwickeln;, und zwar 1ist

1) = 3 bi(x — x,)*,
=0
wenn
fee] . k
b = 2(71 5 )“n+k(x1 — %"
n=0
gesetzt wird, und der Radius vy dieser neuen Reihe ist mindestens gleich

der moch positiven Zahl v — | %, — %] .

Beweis. Liegt x;, im Konvergenzintervall der gegebenen Reihe,
ist also | x; — x| <7, so ist

fx) = g/; @y [(%1 — %) + (x — x7)]",
@ )= Ya, [t — s+ (7) a — 5"t — ) + - -
n=0
() )
und alles, was wir zu zeigen haben, ist dies, daB wir hier alle Glieder
mit derselben Potenz von (x — x,) zusammensuchen diirfen, dafl also
der groBe Umordnungssatz 90 angewendet werden darf. Ersetzt man
aber, um dessen Anwendbarkeit zu priifen, in der letzten Reihe jeden

Summanden jedes Gliedes durch seinen absoluten Betrag, so erhélt
man die Reihe

3la,| (1~ %] + |5 = n I

und diese ist gewi noch konvergent, wenn
|%, — % | + |# — x| <7 oder |x—x|<?—|x% — %]
ist. Wenn also x nidher an x, liegt als jedes der Enden des urspriing-

lichen Konvergenzintervalles, so ist die geplante Umordnung erlaubt,
und wir erhalten fiir f(x), wie behauptet, eine Darstellung der Form

f(x)jgbk(x-xl)", (v — x| <7—|%—%)).
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Fiihrt man das Zusammenfassen der Glieder mit (x — x,)* im einzelnen
durch, indem man die Glieder der Reihe (a) zeilenweis untereinander
schreibt, so liefert die kte Spalte:

bk~—<)“k+<k+ )alc+1(x — %) + 2( ) ne (%1 — %)™

n=0
— womit dann alles bewiesen ist?.
Aus diesem Satz ziehen wir die mannigfachsten Folgerungen.

Zunichst ergibt sich der
OSatz 2. Eine durch eine Potenzrethe dargestellie Funktion

1) = z“l;a (x — xg)"

ist in jedem inmeren Punkie x, des Kowvergemzintervalles stetig.

Beweis. Nach dem vorigen Satz darf fiir eine gewisse Um-
gebung von %,

mit

gesetzt werden. Fiir x — x; liefert dann die zweite der Darstellungen
von f(x) nach 98 sofort die zu beweisende Beziehung (s. § 19, Def. 6)

lim /(%) = f(x).

X—>%,

OSatz 8. Eine durch eine Potenzrethe dargestellie Funktion
f(x) = X an (x — %)
n=0

st in jedem inneren Punkte %, ihres Konvergenzintervalles differenzierbar
(s. § 19, Def. 10), und die Ableitung daselbst, f'(x,), kann durch glied-
weise Differentiation gewonnen werden, d. h. es ist

7 () =”§;nan (x, — %)™ = 2(n+x) By (g — Ho)™.

Beweis. Wegen f(x) = Z,’mb,, (¥ — %)™ ist fiir alle hinreichend
0

n=
nahe bei x, gelegenen x

T I gy g by — )+ -

X — XN

woraus fiir ¥ — %, nach 96 und unter Berticksichtigung der Bedeutung
von b, sofort die Behauptung folgt: f'(x,) = b, = 3 na, (%, —x5)" L

1 Es ergibt sich also noch einmal ganz nebenbei die schon in 95 festgestellte
Konvergenz der fiir die b, erhaltenen Reihen.
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OSatz 4. Eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion
f(x) = X ay (¥ — x0)"
n=0

ist in jedem inmeren Punkie x, thves Konvergenzintervalles beliebig oft
differenzierbar, und es ist

() =kl b= 3 (0 4 1) (0 + 2) .. (0 B) By (3 — 50)".

n=0

Beweis. Fir jedes x des Konvergenzintervalles ist, wie eben
gezeigt,

\E

fx) = 2 (1 + 1) @y (8 — %0)".

il
=)

n

f(x) ist also seinerseits eine durch eine Potenzreihe dargestellte
Funktion, — und zwar durch eine Potenzreihe, die nach 95 dasselbe
Konvergenzintervall hat wie die urspriingliche. Daher kann auf f'(x)
noch einmal derselbe SchluBl angewendet werden; dieser liefert

1'(x) = Z(’)”(” 1) g (¥ — %)™ = 2+ 1) (1 + 2) @y (¥ — %)
n= n=
Durch Wiederholung dieses einfachen Schlusses ergibt sich fiir jedes %
fP(x) = 20(" + 1) (4 2) .. (1 E) agyp (v — %0)",
n=

— giiltig fiir jedes x des urspriinglichen Konvergenzintervalles. Fiir
den speziellen Wert x = x, folgt hieraus unmittelbar die Behauptung.

Setzen wir fiir die b, die nun erhaltenen Werte ;I,— 7% (%) in die Ent-

wicklung des Satzes I ein, so ergibt sich aus allem Vorangehenden
schlieBlich die sogenannte

OTAYLORsche Reihel. Wenn fiir [x — x| <7 929.
f(#) = X an(x — %g)"
n=0

“ist und wenn x, emn innerer Punkt des Kowvergemzintervalles ist, so ist
Jir alle x, fiir die |x — xy| <ry =7 — | %3 — x| ist?,

il (-701) r’ (901)

£y =fa) + T8 @ — o) $ 00 (o —ey2 ...

f( )($1)

voo o ——2 (a' f’:l)k.‘....,

1 Brook TavLOR: Methodus incrementorum directa et inversa, London 1715.
— Vgl. dazu A.PRINGSHEIM: Geschichte des TavLorschen Lehrsatzes, Bibl.
mathem. (3) Bd. 1, S.433. 1900.

? Die im Satze angegebene Zahl ; = » — | #; — x,| braucht nicht der genaue
Konvergenzradius der neuen Potenzreihe zu sein. Dieser kann vielmehr erheb-

Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. I2
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Dem Satz 3 iiber die Differentiation unserer Reihen stellen wir
noch den entsprechenden tiber die Integration an die Seite. Da eine
durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion im Innern ihres Kon-
vergenzintervalles stetig ist, so ist sie nach § 19, Satz 12 auch iiber
jedes Intervall integrierbar, das einschlieflich seiner Enden jenem
Innern angehoért. Hieriiber gilt der -

OSatz 5. Das Inegral der durch 2 a,(x — x)® wm Konvergenz-
n=0
wntervall dargestellten (stetigen) Funktion f(x) darf durch gliedweise

Integration gemif der Formel

jf 1) dt = HI[( — x)"H — (3 — )]

gewonnen werden, wofern %, und %, beide 1m Inmnern des Komvergenz-
intervalles gelegen sind.

Beweis. Nach 95, 2 hat die Potenzreihe

o)

Ap
=2n+ I(x_xo)“-l

n=0

dasselbe Konvergenzintervall wie die vorgelegte Reihe
1) = Zan (x — x%)".
n=0

Nach 98, 3 ist die erste daselbst ein unbestimmtes Integral der zweiten.
Daraus ergibt sich nach § 19, Satz 24 sofort die Behauptung.

Diesen Sitzen iiber Potenzreihen wollen wir noch nach einer be-
sonderen Seite hin eine wichtige Erginzung anfiigen: Der Satz 2 von
der Stetigkeit der durch eine Potenzreihe dargestellten Funktion
galt, wie wir ausdriicklich noch einmal betonen, nur fiir das offene
Konvergenzintervall. So 148t sich z.B. im Falle der geometrischen

. . I
Reihe 34" mit der Summe —— aus unsern Betrachtungen weder

i S an der Stellex = 41

noch die Stetigkeit derselben an der Stelle ¥ = — 1 aus der Reihe
ablesen. Auch wenn die Potenzreilie noch in einem der Endpunkte

unmittelbar die Unstetigkeit der Funktion

1 1
lich gréBer ausfallen. Fir f(x) = 3 x" = r— und % = — Fy erhalt man z. B.

nach leichter Rechnung
[ee]
2 \k+1 I\k
1= (2" (s +2),
3

. . - . I
und der Radius dieser Reihe ist nicht = v — | #, — #,| = —, sondern = =,
2 2
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des Konvergenzintervalles konvergieren sollte (wie z. B. anf_ in

X = — I), ist ein solcher SchluB nicht ohne weiteres gestattet. DaB3

jedoch in diesem letzteren Falle die vermutete Tatsache selbst wenigstens'

in gewissem Umfange richtig ist, lehrt folgender

ABELscher Grenzwertsatz!. Die Potenzreihe f(x) = Ja, x™ habe
n=0
den Konvergenzradius v und ses moch im Punkie x = v konvergent.
Dann ist
lim f(a) vorhanden und = Za,, e,

x—r—=0 n=0

fee]
Oder m.a. W.: Ist 3a, x" noch in x = +r konvergent, so ist die
n=0

durch die Rethe wn —r <x < +r definierte Funktion f(x) auch in
dem Endpunkt x = + v noch lmksseztzg stetig.

Beweis. Es bedeutet keine Einschrinkung, » = 1 anzunehmen?.
Denn hat Ya,x" den Radius 7, so hat die Rethe Ya, %", in der
a:, = a,r" sein soll, ersichtlich den Radius +1; und die letztere Reihe
ist dann und nur dann in 4-1 oder —I konvergent, wenn es die
vorige in 47 bzw. —7 war.

Wir nehmen daher weiterhin #» = 41 an. Unsere Voraussetzung
ist dann, daB f(x) = 3 a,2" den Radius 1 hat und daB Ya, = s kon-
vergiert; und die Behauptung lautet, daB auch

lim f(x) =s, d.h :fan
n=0

z—>1-0

ist. Nun ist nach 91 (s. auch weiter unten 102) fiir x| < 1

I fee] 0 [oe] o
T — % Zanx" = an‘zanxn = anxn:
n=0 n=0 n=0

n=0

wenn mit s, die Teilsummen von Ja, bezeichnet werden. Folglich
ist f(x) = (1 — %) s,4" und wegen I = (I — x) %" hat man also
fiir |x] <1

@ 5@ =0 Sc—s)m=@—x Srm

n=0

1 J.1.d.reine u. angew. Math. Bd. 1, S. 311. 1826. Vgl. hierzu 233 und § 62. —
Der Satz wird schon von Gauss (Disquis. generales circa seriem ..., 1812, Werke III,
S. 143) ausgesprochen und benutzt, und zwar genau in der nachher bewiesenen
Form, daB aus 7, — o stets (1 — x) }'r,4" — o folgt, falls » von links her — 1
riickt (s. 0., Gl. (a)). Der von Gauss an der genannten Stelle angegebene Beweis
ist indessen #icht richtig, da er ohne besondere Priifung die beiden fiir diesen
Satz in Frage kommenden Grenziibergange vertauscht.

2 Diese Bemerkung gilt allgemein bei Untersuchungen iiber (nicht bestindig
konvergente) Potenzreihen mit positivem Radiuns 7.

12%*

100.
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Hier wurden zuletzt die ,Reste” s —s, = r, gesetzt; sie bilden nach
82, Satz 2 eine Nullfolge.
Ist nun ein & > o beliebig gegeben, so wihlen wir zunichst m so

groB, daB fiir n > m stets |7,| < i ist. Dann ist firo < x < 1

m 00
|'s — /() 1I—x Z,‘r x”+ (T—2%)- 3 an,
l ‘ n=m+1
also, wenn p eine positive oberhalb |7y| + |7y |+ - -+ +|7m| gelegene

Zahl bedeutet,

gm+1

<pE—n)+—(1—2)-

I—x"
Setzt man nun ¢ gleich der kleineren der beiden Zahlen 1 und ;-5,
so ist fiir 1 — & < x << 1 stets

s~ 1) | <+ + = =e

womit nach § 19, Def. 5 die Behauptung ,,f{x) > s fir x - 1 — 0
schon bewiesen ist.

Ganz entsprechend gilt natiirlich der ABELsche Grenzwertsatz fiir
das linke Ende des Konvergenzintervalles:

0
Ist X a,x" noch fir x = —v Ronvergent, so ist
n=0
lim f(x) vorhanden und = 3 (—1)"a,r".
x—>—1+0 n=0

Der Stetigkeitssatz 98, 2 und der ABELsche Grenzwertsatz 100 be-
sagen zusammen, daf stets

liné(Za,, x®) = Y a,&"

ist, falls die vechtsstehende Reihe Rowvergiert und falls sich x vom Null-
punkt her gegen die Stelle & bewegt.

Divergiert die Reihe 3a,&", so kann man iber das Verhalten
von > a,x" bei der Anniherung von x — & ohne besondere Voraus-
setzungen nichts aussagen. Doch gilt in dieser Hinsicht der folgende
etwas engere

Satz. Ist Ja, eine divergenie Rethe mit positiven Gliedern und
hat D' a,x™ den Radius 1, so strebt

f®) = Sa,am > + oo,
n=0
wenn x vom Nullpunkt her gegen -+ I riicks.
Beweis. Einedivergente Reihe mit positiven Gliedern kann nur gegen
+ 00 divergieren. Wird also G > o beliebig gegeben, so kann man m
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so groB wiahlen, daB 4y + 4, +- - - + a,, > G + 1 ist, und dann nach
§ 19, Satz 3 ein positives § < 1 so klein, daB firalle r >x >1 —§

ag+ ayx 4+ - - Fa,xm>G
bleibt. Dann ist fiir diese ¥ um so mehr

f0) = Sa, 50> G,
n=0
womit schon alles bewiesen ist.
Bemerkungen und Beispiele fiir die Sitze dieses Paragraphen werden
im nédchsten Kapitel ausfithrlich gebracht werden.

§ 21. Das Rechnen mit Potenzreihen.

Ehe wir von den weitgehenden und mitten in das groBe Anwendungs-
feld der Reihenlehre hineinfilhrenden Sétzen des vorigen Paragraphen
Gebrauch machen, wollen wir noch auf einige Fragen eingehen, deren
Beantwortung uns das Rechunen mit den Potenzreihen erleichtern soll.

Dafl man Potenzreihen, solange sie konvergieren, gliedweis addieren
und subtrahieren darf, folgt schon aus 83, Satz 3 und 4. DaB3 man auch
ohne weiteres zwei Potenzreihen gliedweis ausmultiplizieren darf, solange
wir 4m Innern der Konvergenzintervalle bleiben, folgt sofort aus 91,
weil ja die Potenzreihen ¢m Innern ihrer Konvergenzintervalle stets
absolut konvergieren. Es ist also neben

Dapat £ Yo, an = 3 (a, +b,) 2
auch
Sa,wn Sb,an = Slaghy + ayby +- -+ ayby
n=0 n=0
solange x im Innern des Konvergenzintervalles beider Reihen liegtl.

Die Formeln 91, Bem. 2 und 3 waren schon eine erste Anwendung
dieses Satzes. Ist die zweite Reihe speziell die geometrische Reihe, so
hat man

0_01 e 0
Y
Sa,xne Jar = E,’g”x",
n=

n=0 n=0
d. h.
0
n
- “"‘n— né’osnx
oder
[e ] -]
Z;a,. xr = (1 — ) 2;811 x", 102.
n= n=

wenn s, = ay + a; +* * * + a, gesetzt wird und |x| < 1 und zugleich
kleiner als der Radius von 3 a, %" ist.

1 Hier tritt also die besondere Bedeutung der CaucnHyschen Multiplikation
(s. 91, Bem. 1) zutage.
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Ebenso einfach ergibt sich, daB man jede -Potenzreihe mit sich
selbst — und dies beliebig oft — multiplizieren darf. So ist

[

< ;Oianx"f = D(aya, + a8,y + - - +a,ay)x";

n=0

und allgemein 14Bt sich fiir jeden positiv-ganzen Exponenten %

f’ Ay w")k = Zo?a;") x®

=0 n=0
setzen, wo die Koeffizienten 4 in ganz bestimmter — fiir groBere %
allerdings nicht sehr durchsichtiger! — Weise aus den 4, gebildet
sind. Und alle diese Reihen sind absolut konvergent, solange 3 a,x"
selbst es ist.

Dies Ergebnis legt die Vermutung nahe, daB man auch durch Po-

tenzreihen dividieren ,,darf’, daB man also z. B. auch

I
ag+ ay ¥+ agx: 4.
setzen darf und daB die c, hier wieder in bestimmter Weise aus den a,,
zu bilden sind. Denn fiir den linken Quotienten kann man, wenn

=cot ¥+ Ccox®+ .o

— —ZL = a, gesetzt wird (fir » =1,2,3,...), zunichst
L]

I I
G T— (@5t apat o)

und dann weiter
a i @x ot )@t ) @ ) ]

schreiben, was dann, wenn man sich die Potenzen nach 108 entwickelt
und die gleichen Potenzen von x gesammelt denkt, in der Tat eine
Potenzreihe der Form J/c,x" liefern wiirde.

Die Berechtigung eines solchen Ansatzes wollen wir sogleich von
einem etwas allgemeineren Standpunkt aus priifen: ‘

Es sei eine Potenzreihe 3/a,x" (im vorangehenden war es eben die

Reihe Zo,'o a, ™) vorgelegt, deren Summe mit f(x) oder kiirzer mit y be-
n=1

zeichnet werde. Es sei zweitens eine Potenzreihe in y, etwa g (y) = _3'b, y"
(im vorangehenden die geometrische Reihe 3/y") vorgelegt, und in diese
werde fiir y die erste Potenzreihe eingesetzt: )

b+ b (@ +ax+---)+by(aqgtax+-e)2t---

Unter welchen Bedingungen fiihrt hier die Ausfithrung aller Potenzen
nach 103 und die Zusammenfassung der gleichen Potenzen von x zu

1 Rekursionsformeln zur Berechnung der a{¥ findet man bei J. W. L. GLAISHER:
Note on Sylvesters paper: -Development of an idea of EISENSTEIN (Quarterly
Journal, Bd. 14, S.79—84. 1875), in dem sich auch weitere Literaturangaben
finden. Ferner bei B. HANsTED: Tidskr. Mathem. (4) Bd. 5, S. 12 bis 16. 1881.
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einer neuen Potenzreihe ¢y + ¢, % + c3#2 4 - - -, welche konvergiert und
als Summe den mittelbaren Funktionswert g (f(x)) hat ? Wir behaupten
den
OSatz. Dies gilt sicher fiir alle diejewigen x, filr die 3 |a,x"| kon- 104.
n=0
vergiert und eine Summe hat, die kleiner ist als der Radius von b, y".
Beweis. Es liegt hier offenbar ein Fall des groBen Umordnungs-
satzes 90 vor, und wir haben nur zu priifen, ob dessen Voraussetzungen

hier erfiillt sind. Setzen wir dazu zunichst die nach 103 gebildeten
Potenzen

Y= (a+ax+--Yr=al +aPxtaf?+...
und denken uns diese Schreibweise auch fir 2 =o und %2 = 1 an-
gewendet !, so sind

] by = by (@ + a@x 4+« + + a®@x" . . .)

by = by (@) + aPx 4 o aPan )
(4)

bey* =0, (aP +aPx .. fa®xm ...

die im groBen Umordnungssatz auftretenden Reihen z*. Nehmen wir
nun statt y = 3a,x" die Reihe = Y|a, x"| und bilden, indem wir
noch | x| = & setzen, ganz analog
100] = {bo| (0” + P&+ -+ F @84 ...

bl = 0] (@ ol b k)
(A)
\ |07 = (B 0+ P E 4 b )
so sind in diesem Schema (A’) alle Zahlen = o, und da iiberdies
2| bx| ¥ noch konvergieren sollte, so ist auf (A’) der groBe Umord-
nungssatz anwendbar. Da aber ersichtlich jede Zahl im Schema (A)
absolut genommen = der entsprechenden Zahl in (A’) ist, so ist dieser
Satz um so mehr auf (A) selber anwendbar (vgl. 90, Bem. 3). Es liefern
also insbesondere die in (A) spaltenweis untereinanderstehenden Koeffi-
zienten stets (absolut) konvergente Reihen

Dbl =c, (fiir jedes bestimmte » =0, 1, 2, ...),
k=
und die mit diesen Zahlen als Koeffizienten angesetzte Potenzreihe
e, %"
n=0

! Es sind dann also al® =1, a{¥ = a® =-- =0 und o = a, zu setzen,
letzteres fiir » = o0, 1, 2, . ..
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ist ihrerseits wieder fiir die genannten x (absolut) konvergent, und ihre
Summe ist gleich derjenigen von b,y Es ist also, wie behauptet,

g(F(®) =ﬂ§?0c,, an

mit der angegebenen Bedeutung der c,,.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Ist die ,,auBere” Reihe g(y) = X'b,y* bestindig konvergent, so gilt unser
Satz offenbar fiir jedes w, fiir das 3 a, +® absolut konvergiert. Sind beide Reihen
bestandig konvergent, so gilt der Satz ohne Einschrinkung fiir jedes x.

2. Ist @y = 0 und haben beide Reihen einen positiven Radius, so gilt der
Satz sicher fiir alle ,,hinreichend’ kleinen #, d. h. es gibt dann sicher eine positive
Zahl g, so daB er fiir alle |v| <p giltig ist. Denn ist y = ayx + a,22 +. ..,
so ist 9 =|ay|-| ¥| 4 | ay|| #|2 4+ +-; und da nun fiir ¥ - o nach 96 auch 9 — o
strebt, so ist 9 sicher < als der Radius von /b, ¥* fiir alle », deren Betrag < als
eine passende Zahl g bleibt.

yﬂ
3. In die Reihe Zm »darf* man z. B. y=XY" fir |x] <1 oder

j./= 2 %—"’— fiir alle » einsetzen und nach Potenzen von x» umordnen.
4. Der oben gemachte Ansatz
1
ag+ay x4 agx® .-
ist, wie man nun erkennt, sicher dann erlaubt, wenn zunichst ey & o und wenn
weiter ¥ seinem Betrage nach so klein gehalten wird, daB

=CotCy ¥+ cgx2 -

ifll +<1

l'l
n= x|+

a
22 42
@

%o
bleibt, was nach Bem. 2 bei passender Wahl von g fiir alle |»| < o der Fall ist.
Wir kénnen also sagen: Durch eine Potenzreihe mit positivem Konvergemzradius
wdarf dividiert werden, falls ihy konstantes Glied ¥ o ist und falls man sich auf
hinyeichend kleine Werte von x beschranktl.

Die Koeffizienten ¢, nach dem allgemeinen Ansatz zu ermitteln, wire —
selbst fiir die ersten Indizes — sehr mithsam. Aber nachdem erst einmal die
Moglichkest der Entwicklung dargetan ist, findet man die ¢, schneller aus der Be-
merkung, daB

D Yo xn=1
ist, daB also der Reihe nach (vgl. 97, 2)
Ay Co =1
Gy Cy + Ay €y =0
@yCq + Ay Cy + Gy Cy =10
AyC3 + @y Ca+ Gy €y - A3y = O

1 Wie klein » sein muB, ist meist gleichgiiltig. Wesentlich ist aber, daB es
iberhaupt einen positiven Radius g gibt, so daB die Relation fiir alle |+| <g
gilt. — Die Feststellung des genauen Giiltigkeitsbereiches erfordert die tieferen
Hilfsmittel der Funktionentheorie.
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ist, — Gleichungen, aus denen man, da a, % o ist, der Reihe nach Co» Cys Cay v v s
in ganz eindeutiger Weise findet!.

5. Als ein fiir viele spitere Untersuchungen besonders wichtiges Beispiel
geben wir die folgende Divisionsaufgabe?:

Es soll
x : P oder %2 . %3 )
_2T+_3T+... <1+x+_2_!+?+...>_1
nach Potenzen von x entwickelt weyden. Hier wird die Berechnung der neuen
Koefﬁzienten besonders elegant, wenn man sie nicht mit ¢,, sondern mit —:I."T

B,
oder, wie wir es aus historischen Griinden tun wollen, mltzl—bezelchnet. Dann

lautet der Ansatz:

= 1,

[

x x? B, B,
(G4 ) (B et
und die Gleichungen zur Berechnung der B, sind der Reihe nach:
By=1, _I_,,EQJI__I,”EL:o
2! o!
und allgemein fiir » == 2,3, ...

1 B, 1 B, I B, 1 B,_,
R + — 2! TRt + =

wl ol T n—1)! 1 1 (n—1)!

Erweitert man diese Gleichung noch mit #!, so kann man kiirzer dafiir schreiben

(Z)Bo+(‘T>Bl+(f)Ba+--~+(nn

B =0,
ﬁ1> n=1

Stiinde hier iiberall B statt B,, so konnte man fiir diese Gleichung noch kiirzer

(B+1)"=B"=o0

schreiben, und in dieser bequemen Form kann man sich auch die vorstehende
Rekursionsformel als sogenannte symbolische Gleichung merken, d.h. als eine
Gleichung, die nicht wortlich zu verstehen ist, sondern die erst auf Grund einer
besonderen Verabredung giiltig ist, — hier also der Verabredung, daB nach Aus-
fithrung der n*® Potenz des Binoms iiberall wieder B* durch B, zu ersetzen ist.
Unsere Formel liefert nun fiir » = 2, 3, 4, 5, . . . der Reihe nach die Gleichungen

2B, 4+ 1=0,

3By + 3B+ 1=0,

4B+ 6By,+ 4B, +1=0,
5B+ 10B3+4 10B,+5B;,+1=0,

¥l

aus denen sich

I I I
BI=-—7, 32=——6—, Bszo, B4=——-3—o

1 Explizite Formeln fiir die Entwicklungskoeffizienten des Quotienten zweier
Potenzreihen findet man z. B. bei J. HAGEN: On division of series, Am. Journ.

of Math. Bd. 5, S.236. 1883.
2 EurLER: Institutiones calc. diff. Bd. 2, § 122. 1755.
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und dann weiter
By=B;,=By=B;=Bjz=B;;=0
sowie
1 I €91
B 5 9 B 7

=4—2, s——g’ 10=@, 12=_273o’ 14=F

ergibt. Von diesen sogenannten BERNOULLIschen Zahlen wird spater (§ 24, 4;
§ 32, 4; § 55, IV) noch ofter die Rede sein. Im Augenblick ist nur zu sehen, daB
die B, wohlbestimmte rationale Zahlen sind. Sie folgen indessen keiner ober-
flachlichen GesetzmiBigkeit und sind der Gegenstand vieler und tiefgehender
Untersuchungen geworden?.

6

Endlich wollen wir noch ein letztes allgemeines Theorem iiber
Potenzreihen beweisen: Wenn die fiir |¥ — x,| <7 konvergente Po-

tenzreihe y = 3'a,(x — xg)" vorgelegt ist, so entspricht jedem x in
n=0

der Umgebung von x, ein bestimmter Wert von y, speziell dem Werte
x = x4 der Wert y = a,, den wir darum auch mit y, bezeichnen wollen.
Dann ist

Y — Yo = (% — %g) + a5 (¥ —xp)2 + -+ - .

Wegen der Stetigkeit der Funktion entspricht jedem nahe bei x4 ge-
legenen x auch ein nahe bei y, gelegener Wert von y. Wir wollen nun
fragen, ob bzw. inwieweit jeder in der Nihe von vy, gelegene Wert von y
erhalten wird und ob er nur genau einmal erhalten wird. Wenn das Letz-
tere zutrifft, wiirde nimlich nicht nur y durch x, sondern auch um-
gekehrt x durch vy bestimmt, also x eine Funktion von y sein. Es wire,
wie man kurz sagt, die gegebene Funktion y = f(x) in der Umgebung
von x, wumkehrbar (vgl. § 19, Satz 6). Uber die Moglichkeit solcher
Umkehrung gilt nun. folgender

OUmkehrsatz fiir Potenzreihen. Ist die filr |x — xo| < v konver-
gente Entwicklung

Y — Yo = a1 (% — %o) + a5 (x — %0)* + - -
vorgelegt, so ist unter der alleinigen Voraussetzung, daB a, =F o ist, die

hierdurch in der Umgebung von x, definierte Funktion y = f(x) um-
kehrbar, d. h. es gibt eine und nur eine Funktion x = @(y), die durch

! Die Numerierung der BERNoOULLIschen Zahlen ist hiufig eine etwas andre,
indem By, B, By, Bg, By, ... gar nicht bezeichnet werden undstatt By, (k=1, 2,...),
nun (—1)*-1B, gesetzt wird. Eine Tafel der Zahlen B,, By, ..., bis By, findet
man bei J.C.Apams: J.reine u. angew. Math. Bd. 85. 1878. Es sei beildufig
erwahnt, daB B, einen 113-stelligen Zihler und den Nenner 2328255930 hat;
By, hat den Nenner 6 und einen 107-stelligen Zihler. — Die Zahlen B,, By, . . .,
bis Bgg hatte schon Omm: ibid. Bd. 20, S. 111. 1840 berechnet. — Die Zahlen B,
treten zuerst bei Jak. BERNOULLI: Ars conjectandi, 1713, S.96 auf. — Eine
zusammenfassende Darstellung gibt L. SaaLscHUTZ in seinen ,,Vorlesungen iiber
die BERNOULLIschen Zahlen, Berlin: Julius Springer 1893. Neue Untersuchungen,
die besonders den arithmetischen Teil der Theorie beriicksichtigen, gibt G. Fro-
BENIUS: Sitzgsber. d. Berl. Akad. 1910, S. 809 bis 847.
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eine in etner gewissen Umgebung von yg konvergente Potenzreihe der Form

X —%g="0(y — yo) + b2 (y — ¥9)2 + - -
darstellbar ist und fir die dovt (tm Sinne von 104)
He®) =y
ist. Uberdies ist by = 1: a,.

Beweis. Wie schon o6fter nehmen wir — was keine Einschrin-
kung bedeutet — beim Beweise an, daB x, und v, gleich o sind*. Dann
aber wollen wir auch annehmen, daB a4, = 1 ist, da also die Entwick-
lung

(a) y=2u+ agx* 4 azx® 4 - . .

zur Umkehrung vorgelegt ist. Auch das bedeutet keine Einschrinkung;
denn da a, F o sein sollte, kénnen wir @, % + a,%2 ++ - + in der Form

(a2) + & (@ %) + 2 (@ 2 + - - -

schreiben. Setzen wir dann zur Abkiirzung a;x = x’ und fiir # = 2
1

an
n — %
ay

und lassen nachtriglich der Einfachheit halber die Akzente weg, so
bekommen wir gerade die obige Entwicklungsform. Es geniigt also,
diese zu behandeln. Dann kénnen wir aber zeigen, dafl eine in einem
gewissen Intervall konvergente Potenzreihe der Form

(b) x=y+byy*+bgy*+---
existiert, die die Umkehrung der vorigen bildet, fiir die also
(c) (y + 092+ )+ aa(y+ b9+ - o)

+ay(y by 4Bt

identisch = y ist, wenn diese Reihe gemiB 104 nach Potenzen von y
geordnet wird.

Da x der Kiirze halber fiir a,x gesetzt worden ist, so sieht man,
daB die in (b) rechts stehende Reihe noch durch 4, dividiert werden
muB, um die Umkehrung der Reihe a;% 4 a,2%2 4 - - - zu werden,
in der a, nicht vorher spezialisiert worden ist. In diesem allgemeineren
Falle wird also dann b, = 1:a, der Koeffizient von y! sein miissen.

Nehmen wir fiir den Augenblick die Richtigkeit der Behauptung (b)
an, so sind die Koeffizienten b, ganz etndeutig durch die Bedingung be-
stimmt, daB nach der Umordnung der Reihe (c) die Koeffizienten von

1 Oder: Wir setzen zur Abkiirzung » — %5 = #’ und ¥ — ¥ = »’ und lassen
dann der Einfachheit halber die Akzente weg.



188 V. Kapitel. Potenzreihen.

y2, 9% ... alle = o sein miissen. In der Tat liefert diese Forderung
die Gleichungen

by +-a, =0,
(d) by +2b,a, + a; =0,

by + (05 + 2by) ay + 3bya3 + a, = o0,
aus denen, wie unmittelbar zu sehen, der Reihe nach die Koeffizienten b,
eindeutig berechnet werden kénnen. So erhilt man zunichst die Werte

by = —a,,
’ by= —2bya,—a; =2a% — a,,
(e) l by = — (b3 + 2b3)ay — 3b,a; — ay,
by= -,

— eine Rechnung, die indes sehr bald undurchsichtig wird. Doch zeigt
der Ansatz dieser Rechnung jedenfalls, daB, wenn es dtherhaupt eine
in eine Potenzreihe entwickelbare Umkehrung x = ¢(y) der Funk-
tion y = f(x) gibt, es nur eine einzige geben kann.

Diese soeben angedeutete Rechnung liefert nun aber, wie auch die
Ausgangsreihe (a) gegeben sein mag, stefs wohlbestimmte Werte b,,
so daBl man also stefs eine Potenzreihe y + byy2 4 - - - erhilt, welche
wenigstens formal den Bedingungen des Problems geniigt, fiir die also
die Reihe (c) identisch = y wird. Fraglich bleibt nur, ob die Potenz-
reihe auch einen positiven Konvergenzradius hat. Koénnen wir auch
das nachweisen, so wire die Umkehrung vollstindig geleistet.

Dieser ‘Nachweis 148t sich nun, wie CAUCHY zuerst gezeigt hat,
in der Tat ganz allgemein folgendermaBen erbringen: Man wihle irgend-
welche positive Zahlen o, fiir die stets

la,| <o,
ist und Ya, x” einen positiven Konvergenzradius hat. Macht man
dann genau den Ansatz, wie eben, fiir die Reihe
V=% — 2% — oga® — - - -,
deren Umkehrung dann
x=y+ Pyt + Byt -
sein moge, so erhilt man fiir die §,, ganz entsprechend wie oben, die
Gleichungen
By = o,
Bs = 2P0 + 0,

By = (B + 2 B3) az + 38505 + oy,
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bei denen nun alle Summanden positiv sind. Es ist daher stets
B, =1b,].

Konnte man also die «, noch so wihlen, da die Reihe 3f, y” einen
positiven Konvergenzradius bekommt, so wiirde daraus dasselbe fiir
die Reihe J,b, 9" folgen, und der Beweis wire vollendet.

Die «, wiahlen wir nun so: Es gibt jedenfalls eine positive Zahl g,
fiir die die Ausgangsreihe x + @, x% 4 ... absolut konvergiert. Dann
muB es aber (nach 82, Satz 1 und 10, 11) eine positive Zahl K geben,
so daB fiir » =2, 3, ... stets

|a, |0 < K oder }@]gﬁ,,
4

bleibt. Daraufhin setzen wir fiir » =2, 3, ...

K
Ay = —7

4
so daB es sich um die Umkehrung der fiir | x| < o konvergenten Reihe
K- x?
= — i R
ny9<+‘ Pt > e(e—x)

handeln wiirde. Diese Funktion kann man aber ganz unmittelbar um-
kehren. Denn man stellt durch Differentiation sofort fest — es handelt
sich ja um eine leicht zu tibersehende Hyperbel, von der man sich eine
Skizze machen mége —, daB sie fiir

K+e)

(im engeren Sinne) monoton von —oO© an bis zum Werte
n=2K+0—2VK(K +¢)

wichst und also eine fiir y << y, eindeutig definierte Umkehrung be-
sitzt, deren Werte << x; sind. Fiir diese ergibt sich aus

—00<x<x1:g( l

K-x?
9(937) oder (K4 0)** —p( +y)x+ 0%y =0

y=1%—

vollig eimdeutig

(K+g [Q+y“Vy2_2(2K+Q)y+92]'
Nun jst weiter

y2—202K+oy+2=0—y) O — )

wenn zur Abkiirzung auBler der eben benutzten GréBe y; noch

yo=2K+0+2VK(EK + o)
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gesetzt wird, — zwei GroBen, die besde > o sind, weil es die zweite
ist und weil ihr Produkt = g2 ist. Dann ist aber

S SEN PO A P NP )
x—z(K+9)'.I+Q <I 3’1) (I yz)..}.
Im nichsten Kapitel werden wir nun lernen, daB fiir |z| < 1 die
1
T

Potenz (1 — z)¥ tatsichlich in eine Potenzreihe — beginnend mit

1 ——;— +...— entwickelt werden kann. Indem wir dieses Resultat

vorwegnehmen, ergibt sich jetzt unmittelbar, daB auch « in eine min-
destens fiir |y| < y, konvergente Potenzreihe
e y y y
x:2(K+g)[I+?—<I—;—3'—1+ o ')<I*"—+ )]
:y—}—ﬂzyz-]—- . e
entwickelt werden kann. Nach den vorausgegangenen Bemerkungen
ist hiermit aber der Beweis in allen Teilen vollendet.

Die tatsichliche Herstellung der Reihe y 4+ by9% +... aus der
Reihe x 4 a,x2 4-... ist auch hier meist mit erheblichen Schwierig-
keiten verkniipft und erfordert von Fall zu Fall besondere Hilfsmittel .
Beispiele hierfiir werden in den §§ 26 und 27 auftreten.

Zum Zwecke spiterer Verwendung merken wir nur noch an, daB,
wenn (a) zur Umkehrung die Reihe (b) hat, dann aus der mit alter-
nierenden Vorzeichen genommenen Reihe

@) y=%— % + a5x° — + -

als Umkehrung eine Reihe entsteht, die einfach aus (b) durch alter-
nierende Anderung der Vorzeichen entsteht:

(b) K=y — byt + byt — 4 - -

Man erkennt das ganz unmittelbar, wenn man in (c) die Potenzen
von (y 4 byy? 4. ..) zunichst wirklich ausfiihrt, was

B+ by2+ o)+ a2+ 0Py 4 ) Fa(y® 0Py )
liefern moége. Macht man unter den neuen Annahmen genau dasselbe,
so erhilt man — da das Produkt zweier Potenzreihen mit alternierenden
Koeffizienten wieder eine solche liefert — mit allenthalben alternie-
renden Zeichen:

(©) V= bpy?+ — o) — @R —BPY A — )
Fag(y? — 0Pyt — ) — e
Und daB nun das Nullsetzen der Koeffizienten von y2 4%, ... der

Reihe nach dieselben Gleichungen (d), also auch dieselben Werte fiir
die b, liefert wie bisher, ist hieraus unmittelbar abzulesen.

1 Die allgemeinen Werte der Entwicklungskoeffizienten b, findet man bis
zu by, ausgerechnet bei C. E. VAN ORSTRAND: Reversion of power series. Philos.
Mag. (6) Bd. 19, S. 366. 1910.
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Ganz das Entsprechende gilt, wenn die Potenzreihen von vorn-
herein nur ungerade Potenzen enthalten. Hat also

Yy =%+ azx® + a;x6 + . . .
die Umkehrung

x=y+bgyd + byy> +- - -,
so hat die Reihe

y=x—azx® + a;x5 — 4 - .-

notwendig die Umkehrung
x=y— by’ +b59° — + - -
Aufgaben zum V. Kapitel.

64, Man bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe }'a, »% wenn die
Koeffizienten a, von einer Stelle an einen der in Aufgabe 34 oder 45 angegebenen
‘Werte haben.

65. Man bestimme die Radien der Potenzreihen

2 I.2...71 2
I xm, o <P < 1; <“>xn;
z 2wy
nt N el ) m)®
— " wa, a>1; E T A
# a (3n)!
a

66. Werden die Haufungsgrenzen von ;

mit % und p bezeichnet, so

On+1
gilt fiir den Radius » der Potenzreihe X'a,x" stets die Beziehung x <rv < pu.
a
Im besonderen: Wenn lim . 2 % | existiert, so liefert sein Wert den Radius
n+1

von J3a,x".
67. 2'a,»® habe den Radius #, Y'a,»* den Radius #’. Was laBt sich iiber
den Radius der Potenzreihen

: a,
(£ a))xr, Ya,a,xm, 2 —117’: x
aussagen ?
87a. Welchen Radius hat Ya,x", falls o < lim |a,| < 4 00?

<)

7
68. Dic Potenzreihe ),

En
nlogn

%", in der g, die Bedeutung aus Aufgabe 47

hat, konvergiert an beiden Enden des Konvergenzintervalles, aber in beiden
nur bedingt.
69. Beweise im Anschiuf an 97, Beispiel 3, da3

n 2n
v;()’ (:‘)2 = (— I)nvg(’: (—1)* (2,,n>2 _ (2:)

ist.
70. In Erginzung des ABELschen Grenzwertsatzes 100 148t sich zeigen, daB
in jedem Falle, wenn nur Y a,»" einen Radius » > 1 hat,
—_— @ —
lim s, < lim < 5 a,,xﬂ) <lims,
- n

z->1—0 =0

ist. (sp,=ag+ay+---+ a,.)
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T1. Die im allgemeinen nicht erlaubte Umkehrung des ABELschen Grenz-
wertsatzes 100 ist dennoch gestattet, wenn die Koeffizienten a, = o sind; wenn
dann

lim J'a,x"
z—>r—0

existiert, so ist also J a, 7" konvergent mit demselben Werte.
72. Es sei

w0 o
2 anxt=f(x) und 2 b, x" =g(#),
n=1 n=1
und beide Reihen seien fiir | #| < ¢ konvergent. Dann ist (fiir welche ?)
o] 00
2 baflam) =X angx").
n=1 n=1

(Die Spezialisierung der Koeffizienten ergibt viele interessante Identititen. Man

I
setze etwa b, =1, (—1)"" 1, w usw.)

738. Wie beginnen die durch Division gewonnenen Potenzreihen fiir

I
! ?

22 x4 ’ x x¢
I_%+7!__+... I+?+§_+...

2!

(Weitere Aufgaben iiber Potenzreihen beim nachsten Kapitel.)

VI. Kapitel.

Die Entwicklungen der sogenannten elementaren
Funktionen.

Mit den Sidtzen der vorigen beiden Paragraphen haben wir nun
das Riistzeug in H&nden, mit dessen Hilfe wir eine groe Zahl von
Reihen nach jeder Richtung hin beherrschen. Dies wollen wir jetzt
an den wichtigsten Beispielen ausfiihren.

Eine gewisse — tibrigens ziemlich kleine — Zahl von Potenzreihen
bzw. die durch sie dargestellten Funktionen haben vor allen anderen
eine grofe Bedeutung fiir die gesamte Analysis, und man bezeichnet
sie darum gern als die elementaren Funktionen. Mit diesen wollen wir
uns vorerst beschiftigen.

§ 22. Die rationalen Funktionen.

Aus der geometrischen Reihe

I

0
I+x424. . == ——, x| <1,
n=0

die den Grundstock fiir viele der folgenden speziellen Untersuchungen
bildet, findet man durch wiederholte Differentiation nach 98, 4 der
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Reihe nach
g S S
”é'o(n—{—I)x (1 — )2’ n%( 2 )x T =¥
und allgemein fiir jede natiirliche Zahl $
N n+p n__ I
1;:( » )9” =GPt || <1.108.

Multipliziert man nach 91 diese Gleichung noch einmal mit
2ar = ix, so ergibt sich nach 91 und 108

I

fee]

SO+t = S e
Durch Vergleich der Koeffizienten (nach 97) schlieBt man hieraus, daf3
B+ (5 )4+ () =000

sein muB, was man natiirlich auch ganz leicht direkt (durch Induktion)
beweist. Tut man dies, so kann man die Gleichung 108 auch durch

mehrmaliges Multiplizieren von 3 %" = %V mit sich selbst nach 103

herleiten.
Da

n—+p n+p n{—P—1

()= == (00
ist, so erhilt man aus 108, wenn man dort noch x durch —x und
p + 1 durch —£% ersetzt, die Formel

(r +oc)"‘=2m7 WES 109,

n=0
giiltig fiir | x| < 1 und negativ-ganzzahliges k. Diese Formel ist er-
sichtlich eine Erweiterung des binomischen Lehrsatzes (29, 4) auf
negativ-ganzzahlige Exponenten; denn diesen Lehrsatz darf man auch
fiir positiv-ganzzahlige % (oder 2 = o) in der Form 109 schreiben, da
dann fiir » > k die Glieder der Reihe doch alle = o sind.

Formeln wie die eben abgeleiteten haben — wir wollen dies gleich ein fiir
allemal betonen — zweierlei Bedeutung; lesen wir sie von links nach rechts, so
geben sie die Entwicklung oder Darstellung einer Funktion durch eine Potenz-
reihe, lesen wir sie von rechts nach links, so geben sie uns die Summe einer un-
endlichen Reihe in geschlossener Form. Je nach Lage des Falles kann die eine
oder die andere Bedeutung im Vordergrund stehen.

Mit Hilfe dieser einfachen Formeln wird es oft gelingen, eine beliebig
vorgelegte rationale Funktion

fy — Got @F e an
by + byx -4 by A
Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. 13



110.

194 VI. Kapitel. Die Entwicklungen der sogenannten elementaren Funktionen.

in eine Potenzreihe zu entwickeln, ndmlich immer dann, wenn man f(x)
in Partialbriiche, d. h. in eine Summe von Briichen der Form
A
(x —a)?

zu zerlegen vermag. Jeden einzelnen dieser Briiche wird man nach 108
durch eine Potenzreihe darstellen konnen, und somit auch die gegebene
Funktion. Und zwar kann diese Entwicklung fiir die Umgebung eines
jeden Punktes x, angesetzt werden, der von a verschieden ist. Dazu
hat man nur

=t (i

zu setzen und den letzten Bruch nach 108 zu entwickeln. Hierdurch
erkennt man zugleich, daB die Entwicklung fiir |x — %o < [a — x|
konvergieren wird, und nur fiir diese Werte von x.

Prinzipielle Bedeutung gewinnt diese Methode allerdings erst bei
Benutzung komplexer GrofSen.

Beispiele.
foc] ©
1 n-1
Y = ) j =4
n=0 n=0
S (n + 1) (7 + 2) ST (n+ P
\ 1 (7% I n 2 n 2
3 2n+1 —=3 4- 2( P )'(3") = 3P+l
n=0 n=0

§ 23. Die Exponentialfunktion.

1. Neben der geometrischen spielt vor allem die Exponentialreihe
2 n 2 3 n
R R R R TR S R
n=0 .
weiterhin eine grundlegende Rolle. Mit der durch sie dargestellten
Funktion wollen wir uns jetzt niher beschiftigen. Wir bezeichnen
diese sog. Exponentialfunktion vorliufig mit E(x). Da die Reihe
nach 92, 2 bestindig konvergiert, ist E(x) nach 98 jedenfalls eine fiir
alle x definierte, stetige und beliebig oft differenzierbare Funktion.

Fiir ihre Ableitung findet man unmittelbar
E'(x) = E(x),
so daB auch alle héheren Ableitungen

E®(x) = E (x)
sein miissen.
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Wir wollen versuchen, ihre weiteren Eigenschaften allein aus der
Reihe heraus abzulesen. In 91, 3 haben wir schon gezeigt, daB fiir irgend
zwei reelle Zahlen x; und x, stets
() E (1 + a5) = E (%) - E (xe)
ist. Diese grundlegende Formel bezeichnet man kurz als das Addstions-
theorem der Exponentialfunktiont. Nach ihm ist weiter

E (%, + %3 + %5) = E (% + %) - E (%) = E (%) E (%,) - E (%)
und durch Wiederholung dieses Schlusses findet man, daB fiir irgend-
eine Anzahl reeller Zahlen x;, x,, . . ., x; stets
(b) E@x + %+ -+ x) =E(x%) E(x)- - E (%)

ist. Setzt man hierin alle %, = 1, so findet man speziell, daB die Glei-
chung

E(®) = [E(@)F
fiir jede natiirliche Zahl % richtig ist. Da E(o) = 1, gilt sie auch fiir
k = o. Setzt man jetzt in (b) alle x, = —7;— , unter m eine zweite ganze
Zahl = o verstanden, so folgt, daB3

E(e-5)=[2(5)]

oder also — wegen E(m) = [E(1)]™ —, daB

E(%) = (E ()] ¢

ist. Setzen wir noch zur Abkiirzung E(1) = E, so ist bewiesen, daB
die Gleichung

(c) E(x) = E*
fiir jedes rationale x = o richtig ist.

Ist dann & irgendeine positive trrationale Zahl, so kénnen wir auf
mannigfache Weise eine gegen & konvergierende Folge (x,) mit posi-
tiven rationalen Gliedern bilden. Fiir jedes # ist dann nach dem eben
Bewiesenen

E(x,) = E™.
1 Zweiter Beweis. Die TavLorsche Reihe 99 fiir E(x) lautet:

E(0)=Em) + o0 s — )+,

giiltig fir alle Werte von # und #,. Beachtet man, daB E® (x,) = E(#,) ist, so
folgt, wenn man noch # durch »; 4 #, ersetzt, unmittelbar

2
Byt m) = Bl [14 234 24 | = Ew)-E(ra),
w.z. b.w.

13*%
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Fir n — 4-00 strebt hierin die linke Seite nach 98, 2 gegen E(&), die
rechte Seite nach 42, 1 gegen Ef, so daB wir das Ergebnis

E(@) =E°*

erhalten. Damit ist die Gleichung (c) fiir jedes reelle x = o bewiesen.
Endlich ist aber nach (a)

E(—%)-E(x)=Ex —x)=E(0) =1,

woraus zunichst folgt, daB fiir kein reelles x etwa E(x) = o sein kann!
und daB fiir x = o

I I -
E(—2x) “E@m =§;:E
ist. Dies bedeutet aber, daB auch fiir jedes negativ-reelle x die Glei-
chung (c) besteht.

Damit ist bewiesen, daB3 diese Gleichung fiir alle reellen x besteht;
und zugleich hat damit die Funktion E (x) ihren Namen als Exponential-

funktion gerechtfertigt; E(x) ist die xt Potenz der festen Grundzahl
E=E@=1+q+5+5+ Fut:

2. Es wird sich nun weiter darum handeln, {iber diese Grundzahl
noch Niheres zu erfahren. Wir wollen zeigen, daB sie mit der schon
in 46a angetroffenen Zahl ¢ identisch, dafl also

I\n I

lim (1 4 —) = —

n—>oo ( + n) 1,=0 A,V!
ist2 Wir fithren den Beweis etwas umfassender, indem wir in Ergin-
zung der Untersuchung von 48a sogleich den folgenden Satz?® beweisen:

OSatz. Fiir jedes reelle x existiert
lim (I + %)n und ist gleich der Summe der Reihe ji'.
n—>co ) »y=0

Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung
x\n =
(I—}—?):xn und %’%:s(x):s.
Dann geniigt es, zu zeigen, daBl (s — x,) —> o strebt. Ist aber, nachdem

1 Das ist fiir # > o natiirlich auch unmittelbar aus der Reihe abzulesen,
die ja dann eine Reihe mit positiven Gliedern ist, deren otes gleich 1 ist.

2 Es handelt sich hier also um ein prignantes Beispiel zu Problem B. Vgl.
die Einleitung zu § 9.

3 Zuerst — wenn auch nicht in ganz einwandfreier Weise — von EULER
(Introductio in analysin infinitorum, S.86. Lausanne 1748) bewiesen. — Die
Exponentialreihe und ihre Summe ¢® kannten schon NEwToN (1669) und LEIB-
N1z (1676).
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fiir x eine bestimmte Zahl gewihlt ist, ¢ > o gegeben, so kénnen wir
zunichst p so groB nehmen, daf der Rest
[xizwl !x\‘p+2
@+l P+ 2
ausfallt. Weiter ist fir #» > 2

xn:I+<?>%+...+<Z>i_:+...+<n>xﬂ

n') nn

<

€
o < -
2

Srbe e Ee e D)o D

\ n

B L R S I

eine Reihe, die mit dem #nten Gliede ganz von selbst abbricht. Bei ihr
hat das Glied mit #*, (¢ =o0, 1,...), ersichtlich einen Koeffizienten,
der = o, aber nicht groBer ist als der Koeffizient 1 : k! des entsprechen-
den Gliedes der Exponentialreihe. Das gleiche gilt dann auch von der
Differenz des ersten gegen den zweiten. Folglich ist fir » >p —
nach der Art, wie wir p gewihlt haben! —

-

1
i

..+~%{1ﬁ<1—5)---(I—pzlﬂ-!xl”-l-;-

Jeder einzelne der (p — 1) ersten Summanden rechter Hand ist nun
ersichtlich Glied einer Nullfolge?; also strebt auch deren Summe —
denn p ist eine feste Zahl — gegen o, und wir kénnen #, > so wih-

len, daB diese Summe fiir # > n, auch < -:— bleibt. Dann ist aber

fir alle n > #n,
s —x,|<e,

womit unsere Behauptung bewiesen ist3. — Fiir x = 1 folgt ganz

1 Man denke sich von vornherein p > 2 genommen.

2 Es strebt (I — —I->—> I, (I——i>—>l, ey (I——p—_£>—>1, also strebt
n n n

I — 1
auch (nach 44, 10) ihr Produkt — 1, folglich [I — <1 - —;) . -<I _? ” )]-»0.
und ebenso strebt auch, da » und p feste Zahlen sind, das Produkt dieses letzten

I

Ausdrucks mit 71 |#|? gegen o — und entsprechend fiir die andern Summan-
* = [ S .

den. — Auch kann man unmittelbar nach 44, 12 schlieBen.

3 Der hier verwendete Kunstgriff ist kein ad hoc ausgekliigelter, sondern
ein oft benutzter: Die Glieder einer Folge (x,) stellen sich als eine Summe
#p= %" + 2y" +...4 xf) dar, bei der nicht nur die einzelnen Summanden
von n abhingen, sondern bei der auch die Anzahl dieser Summanden mit »
ins Unendliche wichst: g, — 00. Beherrscht man dann das Verhalten jedes
einzelnen Summanden fiir » — 0o derart, daB man etwa weiB, daB »\" bei
festem v gegen £, strebt, so kommt man sehr oft dadurch zum Ziel, da man



198 VI. Kapitel. Die Entwicklungen der sogenannten elementaren Funktionen.

speziell, da3
lim (I + —;—)n= e

(=]
E 1
E — —_—— =
p!
»=0 n—>00

ist; und allgemeiner ist fiir jedes reelle x

wl’
E@)= é:,-ﬁ = e”.

Die hiermit gewonnene neue Darstellung der Zahl ¢ durch die Ex-
ponentialreihe ist fiir die weitere Untersuchung dieser Zahl sehr viel
handlicher. Zunichst kann man mit ihrer Hilfe nun leicht einen guten
Naherungswert der Zahl ¢ erhalten. Denn es ist, da alle Glieder der
Reihe positiv sind, offenbar fiir jedes #

I I I
S"<e<5n+ ("_I_I)! +(n+1)!(n+l)+ ("+I)!(7L+I)2+...
oder
I %41
sn<e<sn—|—(7_|_—l)!'7,
(a) sn<e<sn—|—;!1—n,

wenn mit s, die Teilsummen der fiir ¢ gefundenen Reihe bezeichnet
werden. Rechnet man diese einfachen Werte z.B. fiir » =9 aus
(s. S. 260), so findet man .

2,718281 < e < 2,718282,

was schon eine gute Vorstellung von dem Werte der Zahl ¢ gibt!. —
Aus der Formel (a) kann man aber noch weitere wichtige Schliisse
ziehen. Eine Zahl hat man nur dann vollstindig vor sich, wenn sie

rational ist und in der Form —i— geschrieben wird. Ist die Zahl e viel-

leicht rational? Die Ungleichungen (a) lehren ganz leicht, daB8 dem
14

leider nicht so ist. Ware nidmlich e = SO lieferte die Formel (a)

fir n =gq:
4 1
Sy < Satng

mit s, =2 + —21—, 44 7;—, . Multiplizieren wir nun diese Ungleichung

zunichst eine feste Anzahl Summanden, etwa x§? + #{¥ +...4 #5" mit festem p,
abtrennt. Fiir # — 00 strebt nach 44, 9 dieser Teil dann — & + &, +-..4 &,.
Und mit den iibrigen Summanden, also mit »,3;+---+#;., versucht man
nun durch Abschitzung im ganzen direkt fertig zu werden, was oft keine Schwie-
rigkeiten macht, wenn p vorher richtig gewéahlt war.

1 Die Zahl ¢ ist von J. M. BooRMANN auf 346 Dezimalen berechnet worden
(Math. magazine Bd. 1, Nr. 12, S.204. 1884). Der Nutzen solcher langwierigen
Rechnungen ist gering.
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mit ¢!, so wird ¢!s, offenbar eine ganze Zahl, die wir fiir den Augen-
blick mit g bezeichnen wollen, und es folgte

g<P-(q—I)!<g+%§g+I-

Das ist aber unmoglich; denn zwischen den beiden aufeinanderfolgenden
ganzen Zahlen g und g 4 1 kann nicht eine von beiden verschiedene
wieder ganze Zahl p-(¢ — 1)! gelegen sein. Die Zahl e ist irrational.

3. Obgleich durch die vorangegangenen Untersuchungen iiber den
Grenzwert von <I + %)n alles bekannt geworden ist, was man zu-

nichst wissen will — die beiden Probleme 4 und B (§ 9) sind befrie-
digend erledigt —, wollen wir wegen der grundlegenden Bedeutung
dieser Dinge denselben Grenzwert noch einmal und auf andere Art —
ganz unabhingig vom Vorangehenden — bestimmen.

Von friiher her benutzen wir nur, daf (I —|—"—nl~>” — ¢ strebt. Wir

wollen dies zunichst dahin verallgemeinern, daB wir zeigen, dafB auch
o+
strebt, wenn (y,) irgendeine gegen +- 0O strebende Folge positiver Zahlen
ist. Sind hierbei die y,, ganze positive Zahlen, so ist dies eine unmittel-
bare Folge des friiheren Resultates!. Sind aber die y, nicht ganz, so
wird es doch fiir jedes # eine (und nur eine) ganze Zahl &, geben, so daB
ko =yn<ky+1

ist; und die Folge dieser ganzen Zahlen muB ersichtlich auch gegen
-+ 00 streben. Nun ist aber, sobald %, = 1 ist,

(o w o < e

Und weil die %, ganze Zahlen sind, so strebt nach der Vorbemerkung
die Folge

/ I \kat+1 . i kn . i

(et ) = () ()
ebenso wie die Folge

s

gegen ¢. Nach 41, 8 muB also auch
I\Yn
I+ —] —>e¢
(2 +5)
1 Denn ist & >o0 gegeben und n, nach 468 so bestimmt, daB

(1) -

sein, sobald nidmlich #, so bestimmt wird, daB8 fiir » > #, stets ¥, > #nq ist.

< &

I\¥n
<ebleibtfiirn>no,sowirdfﬁrn>n1auchll(1—I—y—) —e
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streben. — Jetzt 1aBt sich weiter zeigen, daB mit y, - — oo auch
1\

I+ )" "—>e

< + y&)
strebt, oder also, daB mit y, - 4 c© auch
I\~ Yn
(1= ) ">
n

konvergiert. Wir miissen uns aber dabei alle y, < —1 bzw. alle
¥, > I denken, damit die Basis der Potenz nicht negativ oder o wird;
doch kann dies stets durch ,,endlich viele Anderungen‘ erreicht werden.
Da nun

(=5 =G = (=) b4 )

ist und da mit y, auch (y, — I) - + 0o strebt, so ist diese Behaup-
tung eine unmittelbare Folge der vorangehenden.

.1 . .
Setzen wir . = %n, SO sagen unsere beiden Ergebnisse: Es strebt

n

stets
I

(x+ z”)7"—>e,

wenn (z,) irgendeine Nullfolge mit lauter positiven oder lauter nega-
tiven Gliedern ist, — die im letzteren Falle nur alle > — 1 sein sollen.
Hieraus folgt nun schlieBlich der alles Bisherige zusammenfassende

Satz. Ist (x,) eine beliebige Nullfolge, deren Glieder aber alle von o
verschieden und von Anfang an > — 1 sein sollenl, so ist stets?

I

() lim (1 + x,)™ =e.
n—>oo

Beweis. Da alle x, = o sind, so-kann man die Folge (x,) in zwei
Teilfolgen zerlegen, deren eine nur positive, -deren andere nur nega-
tive Glieder enthilt. Da fiir beide Teilfolgen der in Rede stehende
Grenzwert, wie bewiesen, vorhanden und = ¢ ist3, so ist er nach 41, 5
auch fiir die vorgelegte Folge vorhanden und = e.

Nach 42, 2 kann das gewonnene Ergebnis auch in der Form

clog (1 4+,)
—_———

Ly

(b)

geschrieben werden, in der es oft gebraucht werden wird. Nach § 19,

I

1 Das letztere ist stets durch. ,.endlich viele Anderungen (vgl. 88,6) zu
erreichen.

2 CaucHY: Résumé des legons sur le calcul infinit., S. 81. Paris 1823.

3 Bricht eine der beiden Teilfolgen ab, so konnen wir sie uns durch endlich
viele Anderungen ganz ausgeschaltet denken.
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Def. 4 kann es auch in der Form

I

lim(1 4 )% =e
x—0

geschrieben werden.
Aus diesen Ergebnissen folgt nun noch einmal — also véllig unab-
héngig von den Untersuchungen in 1 und 2 —, daB fiir jedes reelle x

x\n N
(I + 7) —>¢€
strebt. Denn fiir x = o ist dies trivial; fiir x 4 o ist aber (%) eine
Nullfolge?!, und nach dem letzten Satze strebt

n

<I + %)7 —¢ und also (I + -:;)n -,

womit schon alles bewiesen ist 2.
4. Ist 2 > 0 und x beliebig reell, so ist, wenn mit log die natirlichen
Logarithmen (s. S.21%) bezeichnet werden,

log °

aa:_ewloga—1+ w+10ga +log3a +...

eine Potenzreihenentwicklung der beliebigen Potenz. Aus ihr lesen wir
die Grenzwertbezieliung

7

>loga fiir x—o, (@ >o0), 118.

ab3. Diese Formel liefert uns einen ersten, schon einigermaBen gang-
baren Weg zur Berechnung der Logarithmen. Denn nach ilr ist z. B.
(vgl. §9, S.79)

loga ="linl n [('VE - 1)]
= lim [2" (211/;— 1)} .

k— o

Da man nun Wurzeln, deren Exponent eine Potenz von 2 ist, durch
wiederholtes Quadratwurzelziehen direkt berechnen kann, so ist hier-

x
1 Wir betrachten diese Nullfolge erst fiir » > | x|, damit stets w > —1 ist.

2 Verbinden wir dieses Ergebnis mit dem in 2 hergeleiteten, daB der obige
Limes denselben Wert hat wie die Exponentialreihe, so haben wir einen zweiten
Beweis dafiir, daB auch die Summe der Exponentialreihe = &% ist.

3 Direkter Beweis: Bilden die x, eine Nullfolge, so tun es nach 385, 3 auch
die Zahlen y, = a*» — 1; und folglich strebt nach 112 (b)

a*—1  y,loga _>loga

= = 10 a.
Tog (T + ¥») &
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mit ein (allerdings noch primitiver) Weg zur Berechnung der natiirlichen
Logarithmen gegeben.

5. DaBl die Funktion ¢* durchweg stetig und beliebig oft diffe-
renzierbar ist — mit ¢* = (¢*)’ = (¢*)" = ... —, hatten wir schon
betont. DaB sie durchweg positiv ist und mit x monoton wdchst, teilt
sie mit jeder Potenz 4, deren Basis a > 1 ist.

Bemerkenswerter sind eine Anzahl einfacher Ungleichungen, die
wir in der Folge noch oft gebrauchen werden und die sich meist durch
Vergleich der Exponentialreihe mit der geometrischen Reihe ergeben.
Thren Beweis wollen wir dem Leser iiberlassen.

«) Fir jedes x ist! ¢ > 1+ x,

f) fir x <1 ist &f < =,

I—x
o . x _
y) fir ¥ > —1 ist TIRSI e <,
d) fir ¥ < +1 ist x<e"——1<1ix,

x
I+x

g fira>—xist 1+x>¢ ",

’ .
) fir x > o ist e">;;!, (p=o0,1,2,...),
zy

y X
n) fir x >0, y>o0 ist e"><1+%> >,

9) fiir jedes x f=o0 ist [e* — 1| <el*l —1 <|x|el*l.

§ 24. Die trigonometrischen Funktionen.

Wir sind jetzt auch in der Lage, eine strenge, d.h. rein arithme-
tische Einfithrung der Kreisfunktionen zu geben. Wir betrachten dazu
die nach 92, 2 bestindig konvergenten Reihen

2/2 x4 xi‘!k
Cw=1—gptg—t o+ gt
und
3 5 2k+1
S@W=x—"r+— g T

deren jede eine durchweg stetige und beliebig oft differenzierbare Funk-
tion darstellt. Wir werden die Eigenschaften dieser Funktionen aus
ihrer Reihendarstellung heraus feststellen und schlieBlich finden, daB
sie mit den aus den Elementen her bekannten Funktionen cosx und
sin ¥ identisch sind.

1 Nur fiir ¥ = o gehen diese und die folgenden Ungleichungen in Gleichungen
iiber. — Man veranschauliche sich den Inhalt der Ungleichungen an den zuge-
horigen Kurven.
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I. Zunichst findet man nach 98, 3, daB ihre Ableitungen die fol-
genden Werte haben:

C’:-—-S, C”:—C, c” =S, c" — C-

’

Sr:C’ S":—“Sy S”’Z—-C, S””:S,

— giiltig fiir jedes x (das wir der Kiirze halber weggelassen haben).
Da hiernach die 4t¢n Ableitungen mit den urspriinglichen Funktionen
tibereinstimmen, wiederholen sich von hier an die Werte der Ableitungen
in derselben Reihenfolge. Ferner sieht man sofort, daB C(x) eine gerade
und S(x) eine ungerade Funktion ist:

C(—x) = C(x), S{(—x) =—Sx).
Ahnlich der Exponentialfunktion besitzen diese Funktionen auch ein-
fache Additionstheoreme, mit deren Hilfe sie dann weiter untersucht
werden konnen. Man gewinnt sie am schnellsten durch die TAYLORsche
Reihenentwicklung (vgl. S. 195, FuBnote). Nach ihr hat man — und
war, da die Reihen bestindig (absolut) konvergieren, fiir irgend zwei
reelle Zahlen x; und %, —

C' (x1)
1!

C (2 + %) = Clxy) +

C"(}t)
%t 2!1 23 eI

und da diese Reihe absolut konvergiert, diirfen wir nach 89, 4 beliebig
umordnen, diirfen also insbesondere alle die Glieder vereinigen, fiir die
die darin auftretende Ableitung denselben Wert hat. Das ergibt

C(# + %) = C(x) [1—’2’—%+;’—f— }
—S(xl){xz—;‘_f Rk }
oder
(@) C (%1 + %) = C(x1) C (%) — S (%1) S(%a);
und ganz dhnlich findet man .
(b) S (%1 + %) = S(#x1) C (%) + C (%) S(%,) -

Aus diesen Theoremen?!, die der Form nach mit den aus den Ele-
menten her bekannten Additionstheoremen der Funktionen cos und sin

1 Zweiter Beweis. Die Ausmultiplikation und Zusammenfassung der Reihen
C (1) C(w) — S(x1) S(#2)
liefert die Reihe fiir C(#; + #,), — ahnlich wie 91, 3 bei der Exponentialreihe.
Dritter Beweis. Die Ableitung der Funktion f(x) =
[C (9 + #) — C (%)) C(#) + S () S+ [S (#1+2) — S (x1) C(x) — C (#1) S
ist, wie man sofort findet, = o. Es ist also (nach § 19, Satz %) f(x) = f(0) = o.

Also muB jede eckige Klammer fiir sich = o sein, was sofort beide Additions-
theoreme liefert.
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iibereinstimmen, folgt dann leicht, daB fiir unsere Funktionen C und S
auch alle andern sog. rein goniometrischen Formeln gelten. Wir heben

insbesondere diese hervor:
Aus (a) folgt fir x, = —x,, daB fiir jedes x

© C2x) + S*(w) = 1
ist; und aus (a) und (b), indem man dort x; und x, beide = x setzt:
@ C(2%) = C%*(x) — S% (%)
S(zx)=2Cx S).
2. Ein klein wenig miihsamer ist es, die Periodizititseigenschaften

unserer Funktionen direkt aus den Reihen abzulesen. Es gelingt so:

Es ist
Clo)=1>0.

Dagegen ist C(2) <o, denn es ist

a@=I_§4ﬂ5_@L_§y_(”_ﬂw_.”,

2! T4l 6! 10! 12!

und die hier in den runden Klammern stehenden GréB8en sind, da
fiir n = 2 stets

2'" 2nt2

Py s YR
. iy . 6 )
ist, alle. positiv. Daher ist C(2) <1 — ~:— + :—4 = —% , also gewil

negativ. Nach § 19, Satz 4 besitzt also die Funktion C(x) mindestens
esme zwischen o und 2 gelegene Nullstelle £&. Da iibrigens
%2 %8 %2
st = (1~ ) +5(c—35) -

zwischen 0 und 2, wie man ebenso leicht erkennt, dauernd positiv,
also C’(x) = —S(x) dort dauernd negativ ist und die Funktion C(x)
somit in diesem Intervall (im engeren Sinne) monoton fillt, so ist &
die eimnzige dort gelegene Wurzel. Die kieinste positive Nullstelle von
C(x), also &, ist hiernach eine ganz bestimmte reelle Zahl. Wir werden
gleich nachher sehen, daB sie dem vierten Teil des Umfanges eines
Kreises vom Radius 1 gleich ist und wollen sie darum schon jetzt

., T .
mit — bezeichnen':

§=2, C@)zm

2

Aus (c) folgt dann, daB S2 (1:—) =1, also, da S(x) zwischen o und 2

1 Die Situation ist also die, daB hier & zunachst lediglich eine Abkiirzung
fiir 2§ sein soll; erst nachher wird gezeigt werden, da8 diese Zahl & die bekannte
Bedeutung fiir den Kreis hat.
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als positiv erkannt war, daB

S <%) =1
ist. Die Formeln (d) lehren nun, daB
Cn) = —1, S(@) =o
ist, und ihre nochmalige Anwendung, daB
Clzm) =1, S(zn) =o0

ist. Und nun folgt endlich aus den Additionstheoremen, daB fiir jedes x

c(x+§):—s<x), s<x+§>:c<x)
(e) Cx+am)=—C), Sx+m =—Sk

Cm—x) =—Cx), S (m— %) = S(x)

C(w+‘2.7t)=0(90), S 4 27x) = S(x)

ist. Unsere beiden Funktionen besitzen also die Periode! 2 z.

3. Es bleibt nun allein noch zu zeigen iibrig, daB die von uns rein
arithmetisch eingefithrte Zahl & die bekannte geometrische Bedeutung
fiir den Kreis hat. Damit wird sich dann auch die vollige Identitit
der Funktionen C (¥) und S(x) mit cos x bzw.
sin x ergeben. +Y

Bewegt sich (s. Fig. 3) in der Ebene eines P
rechtwinkligen Koordinatensystems O XY ein
Punkt P derart, daB zur Zeit ¢ seine Koordi- +X
naten x und y durch die beiden Gleichungen & o

x=C(@#) und y=S()
gegeben sind, so ist sein Abstand
0P| = | 21 1 52
vom Koordinatenanfangspunkt nach (c) stets = 1. Er bewegt sich also
auf der Peripherie des Kreiseés mit dem Radius 1 um O. Lit man spe-

Fig. 8.

1 27 ist auch eine sogenannte primitive Periode unserer Funktion, d. h.
eine Periode, von der nicht ein (ganzzahliger) Bruchteil auch schon Periode ist.

27 . .
Wegen der zweiten der Formeln (e) ist ndamlich - =" sicher keine Periode.
27
Auch ein hoherer Bruchteil s (m > 2) kann nicht Periode sein, da dann z. B.

27
S(—;—) = S(0o) = o sein miite. Das ist aber unmoglich, da S(») zwischen o

und 2 als positiv erkannt wurde und wegen S(z — #) = S(x) sogar zwischen o
27
und 7 stets > o ist. Analog schlieft man fiir C(x), daB W(m > 1) keine Periode

sein kann.
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ziell £ von o bis 2 w wachsen, so beginnt der PunktP seine Wanderung bei
dem auf der positiven x-Achse gelegenen Punkt 4 des Kreises und umlduft
nun im mathematisch-positiven Sinne (d.h. im Gegensinne des Ulr-
zeigers) genau einmal die Peripherie. In der Tat, wihrend ¢ von o bis &
zunimmt, fillt x =C(¢) monoton von + 1 bis —1, die Abszisse von P
durchliuft also alle diese Werte und jeden genau einmal. Da gleich-
zeitig S(#) dauernd positiv ist, so heiBt dies, daB P den oberen Halb-
kreis von 4 nach B genau einmal durchlaufen hat. Die Formeln (e)
zeigen dann weiter, daBl, wenn ¢ von & bis 2 & wichst, genau ebenso
der untere Halbkreis von B nach 4 durchlaufen wird. Diese Betrach-
tung lehrt zunichst den

Satz. Sind x und y irgend zwes reelle Zahlen, fir die x* 4+ y* =1
15, so gibt es stets eine und nuy eine zwischen o (esnschl.) und 27 (ausschi.)
gelegene Zahl t, fir die gleichzeitig

Ct)=2 und S@)=y
ist.
Fragen wir nun endlich nach der Linge des Weges, den der Punkt
zuriickgelegt hat, wenn ¢ von o bis zu einem Werte #, gewachsen ist,
so ergibt die Formel § 19, Satz 29 hierfiir sofort den Wert

23 to
Ofyc'z ¥ S’Zdtzéfdt: to,

insbesondere ist der volle Umfang des Kreises

27 27
=[{C?r¥S%dt= [dt—2n.
0 0

Hiermit ist der erstrebte Zusammenhang zwischen unsern anfinglichen
Betrachtungen und der Kreisgeometrie hergestellt: C (¢) ist als Abszisse
—~

desjenigen Punktes P, fiir den der Bogen A B =¢ ist, mit dem cos
dieses Bogens bzw. des zugehorigen Zentriwinkels identisch und S (¢)
als Ordinate von P mit dem sin dieses Winkels. Fortan diirfen wir
also cos? statt C(f) und sin ¢ statt S(f) schreiben. — Der Unterschied
unserer Behandlungsart von der elementaren ist hauptsichlich der, da8
dort diese beiden Funktionen auf Grund geometrischer Erwigungen,
die die Strecken-, Winkel-, Bogenldngen- und Inhaltsmessungen sozu-
sagen naiv benutzen, eingefiihrt und untersucht werden, und daB man
erst als letztem Ergebnis zu der Potenzreihenentwicklung derselben
gelangt. Wir gingen umgekehrt von diesen Potenzreihen aus, studierten
die dadurch definierten Funktionen und stellten schlieBlich — unter
Benutzung eines durch die Integralrechnung geliuterten Begriffs der
Bogenlinge — fest, daBl sie die bekannte Bedeutung fiir den Kreis
haben. ‘
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4. Die Funktionen tgx und ctg x definieren wir nun wie iiblich
als Quotienten:

tox — sin ¥ " _ cosy
g T cosx’ 8% =ns’

sie bieten daher als Funktionen nichts prinzipiell Neues.

Die Potenzreihenentwicklungen dieser Funktionen sind indessen
nicht so einfach. Nach dem 105, 4 beschriebenen Divisionsverfahren
kann man natiirlich leicht einige Koeffizienten der Entwicklung be-
rechnen. Doch gewinnt man damit keinen Einblick in die Zusammen-
hange. Wir gehen so vor: In 105, 5 hatten wir die Entwicklung

00
X B, x’ x By a2 Byt
-1 2 :J! I t - t g oo

ex
r=0

kennen gelernt?!, in der die BERNOULLIschen Zahlen B, zwar nicht
explizit bekannt, aber mit Hilfe der sehr durchsichtigen Rekursions-
formel 108 bequem berechenbar sind. Diese Zahlen kénnen und wollen
wir daher weiterhin als schlechtweg bekannt ansehen 2. Hiernach ist —
giiltig fiir alle , hinreichend‘ kleinen x (vgl. 105, 2, 4) —

X

x B, #%
e T

_g "

Die links stehende Funktion ist aber

T2 \er—1 2 ex — 1 x

x
¥ 2 __xex—l—l_xeg—ke
)= F -

g?— e 2
und aus dieser Darstellung erkennt man, daB es sich um eine gerade

Funktion handelt. Die BeErRNOULLIschen Zallen B, By, B,, ... sind
also, wie wir schon in 106 gesehen haben, nach 97, 4 simtlich = o,

und wir haben, indem wirfiir ¢ die Exponentialreihe benutzen und

. ¥
zur Abkiirzung —- = z setzen:

22 z4
I+t -
R B TCH - CP Uy
z+ 37 + T + -
Stiinden hier im Zihler und Nenner linker Hand abwechselnde Vor-
zeichen, so hitten wir ersichtlich gerade die Funktion z ctg z vor uns.

1 Der hier links stehende Ausdruck ist in einer Umgebung von o ausschlieflich
des Nullpunktes selbst, der rechte ebenfalls in einer solchen Umgebung, jedoch
etnschiieflich des Nullpunktes definiert, und er ¢st #berdies fiir x = o stetig. In
solchen Fillen pflegt man nicht besonders hervorzuheben, da8 man den linken
Ausdruck auch fiir » = o durch den dortigen Wert der rechten Seite definiert.

2 Wie aus ihrer Definition hervorgeht, sind sie jedenfalls alle rational.
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Darf man nun aus unserer Gleichung — in der wir uns noch links,
um lauter gerade Potenzen zu bekommen, den Faktor z gehoben den-
ken — ohne weiteres schlieBen, daB3 sie auch mit abwechselnden Vor-
zeichen richtig bleibt, daB also auch

T
20T T B B
zctgs = o =I———2—!§(2z)2+—4T4(zz)4— SRR

ist? Offenbar ja! Denn ist allgemein fiir alle hinreichend kleinen z
I+ apz®+agzt+- -
T4 by2® byt

so besteht auch dieselbe Beziehung mit abwechselnden Vorzeichen.
Denn in beiden Fillen sind gemiB 105, 4 die Koeffizienten ¢,, aus
den Gleichungen

=14 2242t -,

o+ by =ay;
Co+t Caby+ by =ay; - cg -+ Cuby + G by + bg = ag;
Cop + Cayg by + = =« 4 Cabyy_y + by, = a5, ;

der Reihe nach zu bestimmen. Es ist also in der Tat! — wir schreiben
nun x statt z —

22By » , 2By , K 22kB2k 5,
=1 =— 2 _—te — o oo
xctgr=1 T X + a0 a + +(—1) 0! +
T g2 g % a6 PV S
3 45 945 4725

Die Entwicklung fiir tg x erhilt man nun am einfachsten mit Hilfe
des Additionstheorems

cos? ¥ — sin? x

2ctgex = — =ctgx —tgx,
aus dem
tgx =ctgxy — 2ctg2x
und also?
o0
_ o=t 22K(22k — 1) Bok 94y
@) tgw—g( 1) T x

1 2 17
=% — 3 a2 S S A .« ..
R e v e

1 Diese und die folgenden Reihenentwicklungen stammen fast simtlich von
EuLER her und finden sich im 9. und 10. Kapitel seiner Introductio in analysin
infinitorum. Lausanne 1748.

2 Wir werden spiter sehen, daB By, fiir # = 1 das Vorzeichen (—1)*~* hat
(s. 136), daB also die Entwicklung von x ctg » hinter der zu Anfangstehenden 1lauter

negative, die Entwicklungen von tg ¥ und lauter positive Koeffizienten haben.

sin ¥
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folgt. Aus beiden Entwicklungen ergibt sich mit Hilfe der Formel

I

otgx + tg = =

sinx
noch die weitere

(b) —2 (—app-t = 2) Bae s

B

sin @

#+ -

(Eine Entwicklung fiir 1:cosx werden wir hinter 138 antreffen.) —
Diese Entwicklungen sind an dieser Stelle noch unbefriedigend, da ihr
Giiltigkeitsintervall noch nicht angegeben werden kann; wir wissen
nur, daf die Reihen einen positiven Konvergenzradius besitzen, nicht
aber, wie gro8 er ist.

5. Noch von einer ganz anderen Seite her ist EULER zu einer inter-
essanten Reihenentwicklung fiir die Funktion ctg gelangt, die wir jetzt,
zugleich wegen ihrer groBen Bedeutung fiir viele Reihenprobleme, her-
leiten wollen. Aus ihr wird sich dann auch der Konvergenzradius der
Reihen 115 und 116 ergeben (s. 241).

Es ist, wie eben gezeigt,

ctgy =%(ctg%’—— tg%)

=1+ttt

360 15 120

oder also
(*) ctgm n— — {ctg— 1 octg"FE I’},

eine Formel, bei der rechts ein beliebiges der Zeichen 4 genommen
werden darf. Es sei nun x esne beliebige, von o, -1, 4= 2, . . . verschiedene
reelle Zahl, deren Wert im folgenden festgehalten werden soll. Dann ist

nxctgnx———{ctg + ct ”(x+l)}

und die nochmalige Anwendung der Formel (*) auf die beiden Funk-
tionswerte der rechten Seite, und zwar fiir den ersten mit dem +--Zeichen,
fiir den zweiten mit dem —-Zeichen, ergibt

_Tx nx n(x + 1) n(x — 1) n(x + 2)
nxctgmx = : {ctg 7 +[tg + ctg——- }—[—ct : }

Ein dritter analoger Schritt ergibt fur wxctgmx den Wert

7—%{ c‘cgglsf o +ctg”(x;_i) )
(x (r—2)

+ctg? 8—1)+ctgn 5 —|—ctgn——(x8~—3)

1 Die folgende, gegeniiber der EULERschen stark vereinfachte Herleitung
der Entwicklung rithrt von SCHROTER her (Ableitung der Partialbruch- und Pro-
duktentwicklungen fiir die trigonometrischen Funktionen. Z. Math. Phys. Bd. 13,
S. 254. 1868).

Knopp, Unendliche Reihen. 3. Aufl. 14
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da je zwei Summanden, die zu dem Mittelpunkt (@) des in der ge-
schweiften Klammer stehenden Aggregates spiegelbildlich liegen, ge-
miB Formel (*) nach Hinzufiigung des Faktors 1 je einen Summanden
des vorigen Aggregates bilden. Fiihrt man in derselben Weise im gan-
zen n solche Schritte aus, so erhidlt man fiir » > 1

2n-1-1

)] nxctgnxz:’: { _|_ 2[ tgﬂ(x-}-v) (xz—;—v)]_tg%“f}.

Da nun nach 115

limzctgz=1
z—0

und also auch fiir jedes « 5= 0

lim =

n—>co 2" tg
ist, so wiirde man, wenn man in der letzten Darstellung # — co streben
148t und auf der rechten Seite zumichst versuchsweise den Grenziiber-
gang bei jedem Summanden einzeln ausfithrt, die Entwicklung

e o

mxctgmx=1+%- 7( +v+ _I_v)—o=1—{-295*‘-27”—2—_1:F

y= r=1

erhalten. Wir wollen nun zeigen, daB diese im allgemeinen fehlerhafte
Form des Grenzitberganges uns hier doch zu einem richtigen Resultat
fithrt.

Zunichst ist die erhaltene Reihe fiir jedes x = + 1, + 2,.
nach 70, 4 absolut konvergent, da die Betrige ihrer Glieder denen der

Reihe 2 ;? asymptotisch gleich sind. Nun werde eine beliebige ganze

Zahl k > 6|x| gewdhlt und vorliufig ebenfalls festgehalten. Ist dann »
so groB, daB die Zahl 2»—1 — 1, die wir zur Abkiirzung mit » bezeichnen
wollen, > % ist, so zerlegen wir die gewonnene Darstellung (}) von
7% ctgm x folgendermaBen?:

Tx X Tx u T X i
wxctgmx = -;;{ctg;; —tg;ﬂ— + 2[. . -]} + —27{ Z[. . .]}.
v=] v=k+1
(In die eckige Klammer ist hier natiirlich dasselbe wie in (}) einzusetzen.)
Die beiden Teile dieses Ausdrucks nennen wir 4, und B,,. Da nun 4,,
nur aus einer festen Anzahl von Summanden besteht, so ist hier der
gliedweise Grenziibergang nach 41, 9 gewiB gestattet, und wir haben

k
. I
]lmAn=I+2x2 2 7{2———;2;
n—>® v=1

1 Vgl. die FuBnote 3 auf S. 197.
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und da B, nichts anderes ist als #x ctgwx — 4, so ist auch lim B,
vorhanden. Seinen Wert, der noch von der getroffenen Wahl von %
abhingt, wollen wir mit 7, bezeichnen, so da8 also

k
limB, =7,=nxctgnx — {14—2%22 .

2 2
X k4
n—>c0 =1

ist. Die Zahlen B,,, also ihr Grenzwert 7; und folglich auch die zuletzt
stehende Differenz lassen sich nun leicht abschitzen:

Es ist

ctg(a + b) + ctg(a — b) = —2ctga

sin? b
sin? g
und also
(#—v)  —z2ctga
2" sin?f ’

ctg + ctg z

(x4 v)
2"

sin? o

wenn zur Abkiirzung fiir den Augenblick'%g =« und g—; = f gesetzt
wird.

Wegen 2" > k > 6] x| ist sicher |a| = %,’f < 1 und also?
. 3 I 1
|smon]=1oc—§—! ---E§|a|<1—|—3—!+5—1+---)<2|ac].

Da ferner o < f <%< 2 ist, so ist2

sinﬂ:ﬁ(l— ﬁz)-l—’;(x—%)_;_ >%

2.3
und also
sin g

sin o

=—f v o
| = Bla] 67~ ¥

letzteres, da » > k> 6| x| ist. Daher ist nun (fir »> k)

X
ctg o

2

ﬂ(xzj_ ) + Ctgn(x — )

2"

[ ctg =

72
—1
36 42

| 2’" :

TX nx 72 %

27 Ctg 2" ,,2 —_— 36 xZ *
r=k+1

und also

| Ba| =

1 Spaterer Anwendung zuliebe machen wir diese Abschdtzung in der obigen
groben Form.
3Vgl. den SchluB auf S. 204.

14¥
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Der vor der Summe stehende Faktor ist nun — ganz grob ab-

geschitzt — sicher < 3, denn es war 7:—: <1, und fiir |z| < 1ist?
2 A
1_%+H_+...t 1-‘-%_‘_2’!__{_...
lzagzi: 2 A < I 1 <3.
R R I -
Daher ist
m [e°]
I . I
]Bn[<216x2-2m<216x2-2v2—_3~6—x—2.
r=k+1 r=k+1

Hier steht nun aber eine von # ganz unabhingige Zahl, so daB auch

©o

|lim B, | = | 7| < 216 42 2

r=k+1

1
v? — 36 22

ist. Diese nun fiir 7, gefundene obere Schranke ist aber gleich dem
hinter dem kter Gliede beginnenden Rest einer konvergenten Reihel.
Daher strebt 7, — o fiir k— 400 . Gehen wir nun auf die Bedeutung
von 7; zuriick, so heiBit dies, daf3

]
lim {nxctgnx - {I + 242 Z'xziﬁ]}= o

k~>o0 y=1

oder also, daB, wie behauptet,

117, nmctgﬂw=1+zw22w—gf_—ﬂ
r=1 :

ist, — eine Formel, die fiir jedes x 40, 41, 4-2,... nun als giiltig
erwiesen ist.

6. Von dieser &duBerst merkwiirdigen sogenannten Partialbruch-
zerlegung der Funktion ctg werden wir gleich im nichsten Kapitel wich-
tige Anwendungen zu machen haben. Aus ihr kann man natiirlich
leicht viele weitere herleiten; wir nennen noch folgende:

GemidB der Formel

nctgn—: —27nctgny = ntg%f
findet man zunichst?

! Die Konvergenz ergibt sich ebenso einfach wie weiter oben die der Reihe

I
D
2 Die Formel ergibt sich zunichst nur fir » % o0, 41, +2,..., doch priift
man ihre Richtigkeit fiir.# = o, 42, 44, ... nachtraglich ohne Schwierigkeit.
(Die Reihe hat o0 zur Summe, wie man am leichtesten aus der zweiten Darstel-
lung fiir gerade ganzzahlige » erkennt.)
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ntgl_=2__&_-§) (x+:t1,:t3,:l:5,---),

r=0
=zé0’<(”+11)_x_(”JFII)H)_

Die Formel
I

ctgz 4+ tg% =

sin 2z
liefert dann weiter fiir x =0, +1, +2,...
T 1

2@
——+12— 22—w2+_'“

sinwx x

:i+<1—-x 1—T—x>—<z—l—x_z—1—x)+_”

Ersetzt man endlich hierin x durch 3 — x, so folgt
T 2 2 2 2
cosnx=1—2x+(1+2x—3fzx) (Tz_x—s-—zx)_*——

Nach 883, 2, Zusatz darf man hier die Klammern weglassen. Fat man
dann aber, vorn beginnend, wieder je zwei Glieder zusammen, so ergibt
sich — giiltig, falls x &= 43, +2, +35,... ist —

A ! 3 + 5 +o
cosma [ I\2 T 73\? 5\2 = 118.
@) -2 )-= (§)-=
Mit diesen Partialbruchzerlegungen der Funktionen ctg, tg, §£und &_E

wollen wir unsere Untersuchungen iiber die trigonometrischen Funk-
tionen vorldufig abbrechen.

§ 25. Die binomische Reihe.

Schon in § 22 hatten wir gesehen, daB der Binomialsatz fiir ganze
positive Exponenten, wenn man ihm die Form

(1 + )k = 2(3) xn
n=0
gibt, ungeindert auch fiir den Fall giiltig bleibt, daB % eine negative
ganze Zahl istl. Nur muB dann | x| < 1 bleiben. Wir wollen jetzt
zeigen, daB unter dieser Einschrinkung der Satz sogar fiir jeden
reellen Exponenten o gilt, daB also

=3 (e, |72 119,

oy o beliebig reell,

1 Im ersten Falle ist die Reihe nur formal, im letzten tatsichlich eine unend-
liche.
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istl, Wie in den vorangehenden Fillen wollen wir auch hier von der
Reihe ausgehen und zeigen, daB sie die in Rede stehende Funktion
darstellt.

Die Konvergenz der Reihe fiir |x| < 1 ist sofort festzustellen,
denn der Betrag des Quotienten des (1 - 1)ten zum suter Gliede ist

a-—-
”+

womit nach 76, 2 schon gezeigt ist, daB - 1 der genaue Konvergenz-
radius der binomischen Reihe ist. Nicht ganz so leicht ist es zu sehen,
daB ihre Summe gleich dem — eo ipso positiven — Wert von (1 + x)*
ist. Bezeichnen wir die fiir |#| <1 durch die Reihe dargestellte
Funktion vorliufig mit f,(¥), so kann man den Beweis folgender-
maBen fiihren:

Da 2 (:) x" bei beliebigem « fiir | x| < I absolut konvergiert,
so ist nach 91, Bem. 1 fiir beliebige « und  und alle |x| < 1

S S 0m= ST + Q62 -+ QO

n=0

’:x\ und strebt also —|x],

Nun ist aber stets

DG +CGZ)+--+CEO =T

wie man z. B. durch Induktion ganz leicht beweist?. Daher ist — bei

1 Das Symbol (:) ist fiir beliebige reelle « und ganze » = o durch die beiden

Festsetzungen
(“):1, (-a‘):oc(a—l)...(a—n—lcl) fir m>1
) ” - 2. ... n

definiert und geniigt fiir alle reellen « und alle » > 1 der Beziehung

-1 -1 o
(n—1)+( n )_(n)’
deren Richtigkeit man sofort Rachrechnet.

2 Hierzu bringe man die Behauptung durch Multiplikation mit »! auf die
Form

(5)-FE=0B=ntn+--

(o]

+(Z)«(a—x)...(a—k+r) BE—D . B—nFEtD) 4

+<:>oc(oc——l)...(oc—n+l)
—@tPEtB—1...@FB—n+1).

Multipliziert man nun die (» 4 1) Summanden der linken Seite erst der Reihe
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festem | x| < 1 — fiir beliebige « und B stets

f o’ f 5= f a+B
Genau ebenso nun, wie wir bei der Exponentialfunktion aus dem
Additionstheorem E(x,):E(x,) = E (%, + x,) gefolgert haben, daB fiir
alle reellen x stets E (x) = (E(1))* ist, wiirden wir auch hier schlieBen
konnen, daf fiir alle reellen « stets

fa = (fl)a

ist, wenn wir auch hier wiiBten, daB f, fiir alle reellen « (bei festem x)
stetig von « abhingt. Da f, = 1 -+ x ist, so wire damit in der Tat die
Gleichung

f o= (I + %)

allgemein in dem behaupteten Umfang bewiesen.

Dieser Nachweis der Stetigkeit ergibt sich nun ganz leicht aus
dem groBen Umordnungssatz 90: Schreibt man die Reihe fiir f, aus-
fiihrlicher in der Form

@ emrbart (S G (St Dy

und ersetzt nun jeden einzelnen Summanden durch seinen absoluten
Betrag, so entsteht die Reihe

I+gztﬂWth:ﬂﬂ+:“”]ﬂn:1+zywﬂﬁf~wwk,

n=1

die wegen | x| < 1 nach dem Quotientenkriterium ebenfalls konvergiert.
Wir diirfen also die Reihe (a) nach Potenzen von « umordnen und
erhalten

b) fo=t+[r—Z+Z— 4 -+

e

n,_xn+...]a+...,

also jedenfalls eine Pofenzrethe tn a. Da sie — immer noch bei festem
% in || <1 — der Herleitung gemiB fiir jedes « konvergiert, so
haben wir eine bestindig konvergente Potenzreihe in «, also gewiB
eine stetige Funktion von o vor uns.

Mit dem hiermit vollendeten Nachweis fiir die Giiltigkeit der Ent-

nach mit
%y (k— 1), .oy (0 —R), «--, (@ —m),

dann mit

B—n), B—n+1),....8—n+k),...,pB

und addiert, so hat man sie im ganzen mit (x 4 f — %) multipliziert und be-
kommt, wenn man die gleichartigen Glieder links zusammenfaBt, genau die fiir
n -+ 1 statt #» angesetzte Behauptungsgleichung. — Die obige Formel bezeichnet
man gewdhnlich als Additionstheorem der Binomialkeeffizienten.
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wicklung 119 ist nun auch die in § 21 beim Beweise des Umkehr-
satzes noch gebliebene Liicke ausgefiillt.

Die Binomialreihe liefert, #hnlich wie die Exponentialreihe fiir
a2, eine Entwicklung der allgemeinen Potenz: Man wihle, um a¢ zu
entwickeln, eine (positive) Zahl ¢, fiir die einerseits ¢¢ als bekannt
angesehen werden kann, andererseits 0 < % < 2 ist. Dann kann

% =1+ x mit |x| < I gesetzt werden, und man hat in

a® =c% (14 x)° =09[I+ (‘f)x+ (S)x“r- . ]
die gesuchte Entwicklung. So ist z. B.

_ 3 3 - -4
fimst o (8 ) = 1 3T
=5+ (s~ =]
eine bequeme Entwicklung von }z.

1 Ein zweiter, fast noch leichterer Beweis, der aber von der Differential-
0

rechnung Gebrauch macht, geht so vor: Aus fu(#) = 2 (:) " folgt
n=0
[eed o
14 (%) _—_Zn(;j) -1 =2(n + 1) (n _7_ 1) an,

n=0 n=20
o a—1I\ ., . . .
Da aber (n 4 1) nt1)= al ist, so ergibt sich weiter

foa®¥) =a-fe1(%).
Nun ist aber

(T4 2)feur(®) = (14 %) .j’(“ ’; I) .
n="0

v Sl ) (- S

so daB fiir alle | x| < 1 die Gleichung
(T+2)fal®) —afo(x) =0
besteht. Da aber (x 4 x)% > o ist, so lehrt diese Gleichung, daB der Quotient
fe (%)
(1 +#)°

dort allenthalben die Ableitung o hat, dort also identisch ein und derselben Kon-
stanten gleich ist. Da sich deren Wert fiir » = o sofort als -+ 1 ergibt, so ist die
Behauptung fy () = (1 4 #)* erneut bewiesen.




119. § 26. Die logarithmische Reihe. 217

Die Entdeckung der Binomialreihe durch NEwTON! bildet einen
der groBen Marksteine in der Entwicklung der mathematischen Wissen-
schaften. Wie hoch sie von seinen Zeitgenossen bewertet wurde, mag
man daraus ersehen, daB die Binomialreihe in den Sarkophag des
NEwTONschen Grabes in der Westminster Abbey in London ein-
gemeiBelt steht. Spater hat ABEL diese Reihe erneut zum Gegen-
stand von Untersuchungen? gemacht, die einen wohl gleich wichtigen
Markstein in der Entwicklung der Reihentheorie bilden. (Vgl. weiter
unten 170, 1 und 247.)

§ 26. Die logarithmische Reihe.

Wie schon S. 59 und 85 betont, empfiehlt es sich fiir die Theorie,
ausschlieBlich die sogenannten natirlichen Logarithmen, d. h. diejenigen
mit der Basis ¢, zu benutzen. Im folgenden soll daher log x stets soviel
wie °log %, (x >0) bedeuten.

Ist y =1log #, so ist x = e¥ oder

2 3
x-x:y.l-%-‘-%_*_...

Nach dem Umkehrsatz fiir Potenzreihen (107) ist hiernach y =log
fiir alle hinreichend nahe bei 4 1 gelegenen x nach Potenzen von
(x — 1) oder also y =log (1 + #) fiir alle hinreichend kleinen |%| in
eine Potenzreihe in x,

=log(1+ %) =%+ by#% + b4+ - . -,

entwickelbar. Es wire wohl ein vergebliches Unterfangen, die Koeffi-
zienten b, nach dem dortigen Verfahren allgemein berechnen zu
wollen. Es mul3 uns geniigen, durch den Umkehrsatz die Mdglichkeit
dieser Entwicklung festgestellt zu haben. Zur Bestimmung der Koeffi-
zienten b, miissen wir bequemere Wege suchen. Hier fiihren uns schon
die Entwicklungen des vorigen Paragraphen zum Ziel: Es ist fiir
|#| < 1 und beliebige « die dort behandelte Funktion f, = /,(#)

= (I + x)a == e“1°g(1+x)'
Benutzen wir nun links die Darstellung (b) des vorigen Paragraphen

und rechts die Exponentialreihe, so erhalten wir die beiden bestdndig
konvergenten Potenzreihien in o

I+[x—%2—+—f?:—_+...+L__ﬂ':xﬂ+...}a+-..
=14 [log(x + #)]a - - -

1 Brief an OLDENBURG vom 13. Juni 1676. — NEWTON besaB damals noch
keinen Beweis der Formel; dieser wurde erst 1774 von EULER gefunden.
2 J.reine u.angew. Math. Bd. 1, S. 311. 1826.
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Nach dem Identitédtssatz fiir Potenzreihen 97 miissen hier die Koeffi-
zienten entsprechender Potenzen von « einander gleich sein. Es muB
also speziell — und zwar fiir jedes |x| < 1 —

@ lgatm)=a—T+T— 4o

I) w” + e
seinl. Damit ist die fragliche Entwicklung gewonnen, der man nun
nachtriglich auch ansieht, daB sie fiir || > I nicht mehr gelten
kann. Ersetzt man in dieser sogenannten logarithmischen Reihe x durch
— x und wechselt beiderseits das Vorzeichen, so erhalten wir — gleich-
falls fiir alle || <1 —

I x2 | s x"
(b) logl_w_x+~?+?+...+_;l_+...
und aus diesen durch Addition — wieder fiir alle |x|< 1 giiltig —
I+w 2k+l
(c) log = _z[a;+ +Z +...+2k+1+...].

Selbstverstindlich fiihren noch mancherlei andere Wege zu diesen
Reihenentwicklungen, doch schlieBen sich diese entweder nicht so
unmittelbar an die Definition des log als Umkehrung der Exponential-
funktion an, oder sie machen von der Differential- und Integral-
rechnung ausgiebigeren Gebrauch?2.

Unsere Herleitung der logarithmischen Reihe — auch die beiden
in der FuBnote genannten Arten — laBt nicht erkennen, ob die Dar-
stellung auch noch fiir ¥ = 4+ 1 und x = —1 gilt. Da wir aber aus
120a fiir x = + 1 die konvergente Reihe (s. 81e, 3)

I I I
| Qg —— — [
zts -7t

1 Vgl. hierzu die historischen Bemerkungen in 69, 8.
2 Wir deuten noch die folgenden beiden Wege an:
1. Dz wir aus dem Umkehrsatz wissen, daB

log(14+#) =24 bg#® +bgx>+ -

gesetzt werden darf, hat man nach der TavyLorschen Reihe 99

bk=i/dklog,<r+x)) _(moEet
PIRN dx* z=0 k
2. Da
dlog;;-!-%) =I—I-x=l_x+x2_+”'+(_I)kxk_}—“.zngo(_l)kxk

und da log 1 = o ist, folgt nach 99, Satz 5 durch Integration sofort
© .
_ \1 (— 1) a1 V(=
log(x+x)-kzk+I _éw?_x.

Der im Text beschrittene Weg ist insofern einfacher, als er vollstindig ohne
Benutzung der Differential- und Integralrechnung auskommt.
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erhalten, so ist nach dem ABELschen Grenzwertsatz der Wert dieser
Reihe
= lim log (1 4 &) = log 2.
x—>1=0
Unsere Darstellung (a) gilt also auch noch fiir x = 4 1; fiir ¥ = — 1
dagegen gilt sie sicher nicht mehr, da die Reihe dann divergiert.

§ 2. Die zyklometrischen Funktionen.

Da die trigonometrischen Funktionen sin und tg in Potenzreihen
entwickelbar sind, bei denen die erste Potenz der Veridnderlichen
den von o verschiedenen Koeffizienten 4 I besitzt, so ist dies nach
107 auch mit ihren Umkehrungen, den sogenannten zyklometrischen
Funktionen arcsin und arctg der Fall. Wir haben also fiir alle hinreichend
kleinen Werte von | x| die Ansitze

y =arcsiny = x + bgx® + bya® + .. -,

y=arctgx =&+ bgx® + by x5 4. -,
bei denen wir die geraden Potenzen gleich fortgelassen haben, weil
unsere Funktionen ungerade sind. Auch hier wire es aussichtslos,
die Koeffizienten b und 4" nach dem allgemeinen Verfahren von 107

bestimmen zu wollen. Wir gehen wieder bequemere Wege: Die Reihe
fiir arctg x ist die Umkehrung von

y3 b
'sin y y §+; +

(@) i=tgy="tt=— 3%
-+

2! 4!

bzw. der nach Ausfithrung der letzten Division nach 105, 4 entstehen-
den Reihe. Stiinden hier in Zihler und Nenner lauter ---Zeichen,
so handelte es sich um die Umkehrung der Funktion

ev —e—V eV — 1

x—e"—}-e‘"* e2v 1’

Die Umkehrung dieser Funktion ist aber, wie man sofort findet,

1 I1+x %’ x°

Tlgr =ttt

Nach der am Ende von §21 gemachten allgemeinen Bemerkung wird
daher die Umkehrung der tatsichlich vorgelegten Reihe fiir x = tgy
aus dieser- letzten gewonnen, indem wir in ihr wieder alternierende

Vorzeichen nehmen, so da3

arctgz =z~ Z 4 E

121,
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wird!. Diese Potenzreihe, die ersichtlich den Radius 1 hat, liefert
also, wenn sie fiir y in den rechter Hand in (a) stehenden Quotienten
eingesetzt und die sicher erlaubte Umordnung vorgenommen wird, die
abbrechende Potenzreihe x. Thre Summe ist also bei beliebig gegebenem
| #] < 1 eine Losung der Gleichung tgy = x, und zwar der sogenannte
Hauptwert der hierdurch erklirten Funktion arctg x, d.h. derjenige
Wert v, der fiir ¥ = o selbst = o ist und sich dann mit x stetig dndert.
Er geniigt daher fiir

—I1<%< -+ 1 der Bedingung ——:i<y<+%

und ist durch diese Zusatzbedingung eindeutig bestimmt.

Fiir |x| > 1 ist die gefundene Entwicklung sicher nicht mehr
giiltig; dagegen ergibt sich nach dem ABELschen Grenzwertsatz, daB
sie auch noch fiir # = +- 1 gilt. Denn die Reihe ist noch an beiden End-
punkten des Konvergenzintervalles konvergent, und arctg x ist dort
stetig. Wir haben also insbesondere die wegen ihrer Durchsichtig-
keit und Einfachheit besonders bemerkenswerte Reihe

Tt I I I
i S -

und damit zugleich einen ersten zur Berechnung von z schon einiger-
maBen gangbaren Weg. Diese schone Gleichung wird meist nach
LEIBN1Z? benannt; sie liefert sozusagen die Zahl z der rein arith-
metischen Behandlung aus. Es ist, als ob der Schleier, der iiber dieser
seltsamen Zahl lag, durch diese Darstellung fortgezogen sei.

Fiir die Herleitung der Reihe fiir arcsin x fiihrt der Weg, der dem
eben bei arctg # begangenen entspricht, nicht zum Ziel. Das in der
vorletzten FuBnote angedeutete Verfahren aber liefert uns die ge-

1 Eine andere Herleitung ist diese: Es ist

darctg x 1 I 1 2 .
dx _dtgy—1+tg2y_1+x2_1_x 7 T
dy

letzteres fiir |#| < 1. Da arctg o = o ist, folgt hieraus wieder nach 99, Satz 3,
daB fir [#| <1

23 &5
arctgr = — — 4+ — — 4 -+
8 3 5
ist. — Eine Herleitung, die der in der vorigen FuBnote an erster Stelle gegebenen

entspricht, ist hier etwas miihsamer, da die héheren Ableitungen von arctg » —
selbst nur an der Stelle o — nicht leicht direkt zu finden sind. — Die arctg-Ent-
wicklung ist von J. GREGORY im Jahre 1671 gefunden, aber erst 1712 bekannt
geworden.

2 Er fand sie aus geometrischen Betrachtungen und unabhingig von der
arctg-Reihe wahrscheinlich im Jahre 1673.
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suchte Reihe: Es ist fiir || < 1

d arcsin x I 1 I —3
— — — — 42y 2
ax *<dsiny>—cosy _Vl—xz (r—2) %
dy
letzteres, weil die Ableitung von arcsin ¥ im Intervall —1... 41

stets positiv ist. Aus R
— —1
(arcsinz)’ = 1 — ( I%>x2—{_— ( 2’-’>x4 —_t .
folgt aber wegen arcsin 0 = 0 nach 99, Satz 5 sofort, daB fiir | x| <1
13 0b 135 W
2-4 5+244 7+
ist. Auch diese Potenzreilie hat den Radius 1, und ganz entsprechende

Griinde, wie eben, lehren, daB fiir |x|<I ihre Summe der Haupt-
wert von arcsin x ist, also diejenige eindeutig bestimmte Losung y

. 1 ad
arcsmw=w+—z-?+

der Gleichung sin y = #, die der Bedingung — —721 <y <+ % geniigt.

Fir x = 41 ist diese Gleichung noch nicht gesichert. Sie wird
dort nach dem ABELschen Grenzwertsatz dann und nur dann gelten,
wenn die Reihe daselbst konvergiert. Diese Konvergenz findet tat-
sichlich statt. Wegen des einfachen Vorzeichenwechsels beim Uber-
gang von - zu —x brauchen wir dies nur fiir die Stelle + 1 zu
zeigen. Dort handelt es sich um eine Reihe mit lauter positiven Gliedern,
und es geniigt, die Beschrinktheit der Teilsummen zu zeigen. Nun

ist fir 0 < # < 1, wenn wir die Teilsummen von 123 mit s,(x) be-
zeichnen,

sy (%) < arcsinx < arcsin 1 = —721
Und da dies (bei festem #) fiir jedes positive x << 1 gilt, so ist auch

lim s, (1) = 5,(1) = 2 ;

z—1 ’
und da dies fiir jedes » gilt, so ist damit schon alles bewiesen. Esist also
Z = T 113 135 ...
Tt st Tt
Durch die §§ 22 bis 27 sind wir in den Besitz der fiir alle Anwen-
dungen wichtigsten Potenzreihen gelangt.

Aufgaben zum VI. Kapitel.

74. Man zeige, daBl die Potenzreihenentwicklungen der folgenden Funk-
tionen die angegebene Form haben:

0
. S . —\n . T
a) ersinx = E % 4" mit s,,=<]/2) .sinn—, d.h. s, =o,
n! 4 'y
1=0
— (— 1)k 22k — (— 1)k 22k +1 — (— 1)k 22k +1.
84k+1‘"( 1)* 2%, s4k+2_( 0¥z ’ Sek+3 (=1)k2 ’

123.

124.
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©o
~ pe N (mnpo1b, 0 mit Bymrb e b L
b) —(arctg#) *k%( 0¥t —  mit bk_1+3+5+ +

I 14 x xik+2 I 1 1
c) —arctgx-lo = 7% mit =1 ——F——=F oo ——;
) 7 g#-log 2, % * 3 + 5 +eeet

1I—x = 4k+2 4k+1
1 & xre+1 1 I
d)=-arctg-log (1 +#9) =k_21’(_ L R
1 2 \h
e) —;[logI _x] = 2/ —"n'—l # mit derselben Bedeutung von k, wie eben.

n=2

75, Man zeige, daB die Potenzreihenentwicklungen der folgenden Funk-
tionen in der angegebenen Weise beginnen:

x x PP
a) ——_—‘1—‘?—';;—;;—"';
logI__x
b x+§+...+% gm+1
). (1 — e =1k 2
in ) — si =12
¢) tg(sinx) — sin (tgx)—3ox +756x +eees
I
1 T X I e T e 2447 4 959 5 :
d) P (1+2* =1 2 +24x i +57604 23042’ :

%2 _ 4 I, 8 .
x—log(l—x)_2+3x 9x+135x+

76, Man leite im AnschluB an 105, 5, 1156 und 116 die Potenzreihenentwicke
lungen der folgenden Funktionen her:

a) logcosx; b) logil—[::—x;
tgx, x .
° IOgT’ 9 sin »’
2
I —cosx cos x
x 1
g) log ———; h) ———;
2sinix et
. éx I
) ex+ 1’ k) cosx —sinx
1. Es ist
1 1 I x 1.3 a2 .
I—x |:a+2a+2+2-4'a+4+ :|_
1 a4 1 (et+1)(a+3) , ]
= —I1I X X see |
St e aer gt
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2% + 1\" . . .
T 1) — ¢. Geschieht dies monoton ? Steigend oder fallend ?

‘Wie verhalten sich in dieser Beziehung die Folgen

78. Es strebt <

I\n+a
<I+—> , o<a<I?
"
79. Aus x, — & folgt stets
Fa\"
(1 + " ) —> €
und, falls alle x,, und § positiv sind, auch

”——
n(]/x,, —_ I) —log &.
22
80. Ist (v,) eine beliebige reelle Folge, fiir die —nl—>0 strebt, und wird

X n
(1 — 7") = ¥ gesetzt, so ist stets

Ynze" ™,

81. Man beweise die unter 114 aufgefiithrten Ungleichungen.

82. Man suche die Summe der folgenden Reihen durch die elementaren Funk-
tionen geschlossen darzustellen:

(Anleitung: Ist f(x) die gesuchte Funktion, so ist ersichtlich

¥
1 — 4%

@ () =

woraus sich f(») bestimmen 148t. Ahnlich bei den folgenden Beispielen.)

%8 8 7 #°
) A A T AR A S
) I 5 *7 7 9+

1 x x?

Vit tie st
q 3 45 7

¥4 == —_——,
) +3 5 7++

83. Man ermittle die folgenden Reihensummen als spezielle Werte elemen
tarer Funktionen:

1 2 3,4 .
a) —2—!+3—i+47+g?+---_1.

1 1 -3 1-3-5

b) —2—+2-4+2~4-6+2 4-6-8+ o
-3 1:3-5°7 1.3:5-7-9-11 I

) 2+2 46 2.4 6-8-IO+2 4:6.8.10 12-14+ =Tz
I 1-3-5- 1. 9-11 2 —1

o L 3, 11357 10357 I ]
2:4:6 ' 2-4:6-8:10 2.4:6:8-10:12-14 2
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84, Aus den Partialbruchzerlegungen 117ff. sollen die folgenden Darstel-
lungen von #z hergeleitet werden:

ﬂ:a-tg—n—-[l— I -+ I pu— - -+ - _._}_...],
o «—T o-4+1I 20—1I 2041
. m 1 1 1
n=asln?-|:1—a_l—a+1+2a_1+2a+1——-++...],
in denen a %o, +1, +4, +% ,... sein soll. Man setze speziell a = 3, 4, 6.

VII. Kapitel.
Unendliche Produkte.

§ 28. Produkte mit positiven Gliedern.
Ein unendliches Produkt
Uy~ UgsUge = oo Uy =+ o

sollte nach § x1, II lediglich ein anderes Symbol fiir die Folge der
Teilprodukte
Uy Uge = Uy, (’n:I,Z,...),

sein. Danach miite man ein solches unendliches Produkt konvergent
mit dem Werte U nennen, also

u, =U

sSF

n
setzen, wenn die Folge der genannten Teilprodukte gegen die Zahl U
als ihren Grenzwert strebt. Das bringt die Unzutriglichkeit mit
sich, daB dann jedes Produkt konvergent genannt werden miiite,
bei dem nur ein einziger Faktor = o ist. Denn ist #,, = 0, so wiirde
auch die Folge der Teilprodukte gegen U = o streben, da ihre Glieder
fir » =m samtlich gleich o wiren. Ebenso wire ersichtlich jedes
Produkt konvergent — und wieder mit dem Werte 0 —, bei dem
fiir alle #» von einer Stelle ab

lu, | <9 <1
ist. Um diese nichtssagenden Fille auszuschlieBen, beschreibt man
das Konvergenzverhalten eines unendlichen Produktes miché ohne
weiteres durch<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>