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Vorwort. 

Wenn ich zu der deutschen Auflage meines Buches über die 
Quantenstatistik einige Begleitworte schreiben soll, so muß ich 
mit dem Ausdruck meines Dankes an die Kollegen M. BORN und 
J. FRANCK beginnen, die mir die Gastfreundschaft in ihrer be
rühmten Monographiensammlung gewährt haben. Ich empfinde 
tief die Ehre, die sie mir damit erweisen und spreche ihnen meinen 
lebhaftesten Dank aus. 

Die deutsche Auflage unterscheidet sich sehr stark von der 
französischen. Ich habe die Gelegenheit benutzt, um die Dar
stellung an vielen Stellen zu verbessern. So wurde z. B. das dritte 
Kapitel, das sich mit dem Verhältnis der Quantenstatistik zu der 
neuen Quantenmechanik befaßt, von Grund aus verändert. Doch 
lag mir daran, in diesem Teil der Darstellung elementar zu blei
ben. Der ganze erste Teil des Buches sollte so gehalten werden, 
daß er einem Studierenden verständlich sein könnte, der sich 
zum erstenmal mit den hier behandelten Problemen befaßt. Auch 
wollte ich mich nicht in die Gebiete vertiefen, die das Hauptthema 
des in der gleichen Sammlung erschienenen Buches von BORN und 
JORDAN darstellen. 

Ziemlich weitgehend waren auch die Veränderungen, die ich 
im siebenten Kapitel vornahm, das der Theorie der freien Elek
tronen in Metallen in der SOMMERFELDschen Fassung gewidmet 
ist. Vor allem wurde aber das achte Kapitel vollständig neu ge
schrieben. Dieses behandelt die wellenmechanische Theorie der 
Metallelektronen. Ich habe eine von mir in dem "Journal de 
Physique" neuerdings veröffentlichte Arbeit benutzt, um die 
Grundhypothesen der Theorie in einer möglichst logischen Form 
zu entwickeln. Anschließend habe ich das gesamte Problem der 
Leitfähigkeiten nochmals durchgenommen, wobei zuerst der 
Standpunkt von BLOCH und dann die Kritik von PEIERLS wieder
gegeben wurden. 



IV Vorwort. 

Die Integralgleichung von BLOCH konnte von mir auf einen 
allgemeinen Typus von VOLTERRA zurückgeführt werden. Leider 
ist dieser nur wenig untersucht; und die klassische Lösungsmethode 
durch iterierte Kerne ist in Ermangelung eines Konvergenzbeweises 
schwer anwendbar. Ich sah mich daher genötigt, bei der prak
tischen Diskussion Näherungsmethoden zu benutzen: eine Reihen
entwicklung für hohe Temperaturen und eine schrittweise Nähe
rung für tiefe. GRÜNEISEN hat bemerkt, daß die von BLOCH für 
tiefe Temperaturen gegebene Lösung stetig in die Lösung für 
hohe Temperaturen übergeht und eine gute Darstellung der 
e~perimentellen Ergebnisse in den weitesten Temperaturgrenzen 
erlaubt. Erst bei sehr hohen Temperaturen zeigen sich A b
weichungen. Dieses Ergebnis, das BLOCH nicht abzuleiten ver
mochte, konnte von mir ohne besondere Schwierigkeiten theore
tisch gedeutet werden. 

Ich habe versucht, auch die Theorie der Wärmeleitfähigkeit 
und der thermoelektrischen Effekte in demselben Rahmen zu 
bringen. Die Untersuchung dieser letzten Effekte erfordert aller
dings eine zweite Näherung in der Lösung der Integralgleichung, 
die nur schwierig zu gewinnen ist. 

Ich habe dann die PEIERLssche Kritik wiedergegeben und die 
mögliche Rolle der "Umklappvorgänge" zu schildern versucht. 
Ich bin dabei zu Ergebnissen gelangt, die von den PEIERLsschen 
stark abweichen. Unter Benutzung seiner eigenen Rechenmethode 
fand ich für die Umklappvorgänge ein Wahrscheinlichkeitsgesetz, 
das von dem von PEIERLS abgeleiteten sehr verschieden ist (und 
keine Stütze für seine Hypothese ergibt). 

Auf dem PEIERLsschen Wege komme ich letzten Endes zu 
einer Proportionalität des Widerstandes mit T2 und nicht mit T4, 
wie er selbst. Dieses Ergebnis ist aber unvereinbar mit der Er
fahrung, denn die Versuche führen zu einer Temperaturabhängig
keit des Widerstandes, die am ehesten durch ein T5-Gesetz wieder
gegeben werden kann, wie ihn auch die BLocHsehe Theorie ergibt. 

Es scheint mir, daß man daraus auf die Nichtexistenz der 
PEIERLsschen Umklappvorgänge schließen muß. In der Tat läßt 
sich leicht zeigen, daß diese Prozesse eine einfache Überlagerung 
einerjBRAGGschen Reflexion und einer normalen Ablenkung dar
stellen. Die BRAGGschen Reflexionen spielen aber eine ganz be
sondere Rolle. Sie äußern sich - wie ich zeigen konnte - in 



Vorwort. v 

Wirklichkeit darin, daß die DE BROGLIE-Wellen, die sich im Metall 
ausbreiten können, eine besondere Strukturanomalie aufweisen. 
Diese Anomalie muß aber von vornherein schon in den Defini
tionen berücksichtigt werden. Sie gibt den Wellen die Möglichkeit 
einer freien, ungestörten Ausbreitung. Es ist nicht möglich, die 
BRAGGschen Reflexionen nur nachträglich als eine besondere Art 
von Zusammenstößen einzuführen. Ich habe also den Eindruck, 
daß man die "Umklappvorgänge" in der Theorie weglassen und 
statt dessen die Rolle untersuchen muß, die die durch BRAGGsche 
Reflexionen bedingte Anomalien in der Wellenstruktur spielen. 
Diese Untersuchung kann im Rahmen der BLocHsehen Theorie 
erfolgen, und ich glaube, daß diese dadurch keine große Ver
änderung erfahren wird. 

Ich hoffe, daß ich in dieser Weise eine zusammenhängende Dar
stellung der theoretischen Ergebnisse auf diesem Gebiete bringen 
und die Frage von GRÜNEISEN beantworten konnte, der in den 
"Leipziger Vorträgen" im Namen der Experimentatoren Auskunft 
darüber verlangte, ob die Theorie ein T2_, T3_, T4_ oder T5-Gesetz 
des elektrischen Widerstandes fordere! Ich möchte aber nach
drücklich bemerken, daß ein solches Resume der theoretischen 
Vorstellungen nur provisorisch sein kann, da die bestehenden 
Theorien alle von vereinfachten Annahmen ausgehen. Es ist nicht 
ausgeschlossen, daß eine vollständigere Untersuchung (etwa die 
Berücksichtigung der Austauschphänomene!) noch grundlegende 
Änderungen in unseren Auffassungen bringen wird. 

Am Schluß meiner Ausführungen möchte ich mir erlauben, 
Herrn Dr. RABINOWITSCH für die Mühe zu danken, die er der 
Übersetzung gewidmet hat. Die zahlreichen Änderungen, die ich 
am ursprünglichen Text vorgenommen habe, haben seine Arbeit 
bedeutend erschwert. Herrn G. RATHENAU danke ich für eine 
gründliche Durchsicht der Korrekturen. Gedankt sei auch der 
Verlagsbuchhandlung für die traditionelle Güte des Druckes und 
der Ausstattung des Buches. 

Paris, im August 1931. 
L. BRILLOUIN. 
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Erstes Kapitel. 

Wärmestrahlung. Allgemeine De~initionen; 
Gesetze von KIRCHHOFF und STEFAN. 

1. Schwarzer Körper. Die ersten Versuche über die Strahlung 
von warmen Körpern haben zur Feststellung folgender grund
legender Tatsachen geführt: 

Die Strahlung, die ein Körper aussendet, hängt von seiner 
Temperatur ab; Temperaturerhöhung bewirkt nicht nur eine Ver
änderung der gesamten ausgestrahlten Energie, sondern auch eine 
Änderung ihrer Verteilung auf die verschiedenen Wellenlängen. 
Das Emissionsvermögen eines Körpers bei einer bestimmten Tem
peratur geht parallel mit seinem Absorptionsvermögen. Der 
Körper, der am vollständigsten zu absorbieren vermag ("schwarzer 
Körper"), hat auch das maximale Emissionsvermögen. 

Nach der Feststellung dieser Tatsachen ging man zur Unter
suchung der Strahlung des schwarzen Körpers in Abhängigkeit 
von der Temperatur über. Allerdings ist ein "vollkommen schwar
zer" Körper nur eine Fiktion; kein realer Körper vermag Licht 
von allen Frequenzen vollkommen zu absorbieren. M.an kann 
aber eine Konstruktion angeben, deren Eigenschaften theoretisch 
den Eigenschaften eines vollkommen 
schwarzcn Körpers sehr nahe kommen 
müssen. 

Stellen wir uns einen Hohlraum vor, 
dessen Wände aus irgendeinem merklich 
absorbierenden M.aterial bestehen. Die 
Wand soll an einer Stelle eine kleine 
Öffnung a aufweisen (Abb. 1). Das Abb.1. 

Flächenstück a muß vollkommen schwarz erscheinen. In der Tat: 
vcrfolgen wir irgendeinen Strahl R, der durch a in das Innere dcs 
Hohlraumes eintritt. Bei den Reflexionen in 01' 02' 0 3 usw. 
wird jeweils ein Teil der Energie des Strahles absorbiert. Nach 
einer genügenden Anzahl von Reflexionen wird die Intensität des 

Brillouin, Quantenstatistik. I 



2 Wärmestrahlung. Allgemeine Definitionen. 

Strahles praktisch gleich Null. Die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß ein merklicher Teil der eingestrahlten Energie wieder durch 
(J hinaustritt, ist sehr gering. Die Öffnung a spielt also die Rolle 
einer vollkommen schwarzen Fläche. 

Es wird jetzt gefragt: Welche Strahlung emittiert eine solche 
Öffnung a bei einer bestimmten Temperatur T? Offenbar die, 
die den Hohlraum erfüllt, wenn er mit den (bei der Temperatur T 
befindlichen) Wänden im thermischen Gleichgewicht steht. Diese 
Überlegung führt uns von der Untersuchung der Emission eines 
schwarzen Körpers zu der Untersuchung der Strahlung innerhalb 
eines Hohlraumes mit gleichtemperierten Wänden. Es besteht in der 
physikalischen Literatur die Gewohnheit, diese Strahlung mit dem 
nicht sehr schönen Ausdruck "schwarze Strahlung" zu bezeichnen. 

2. Strahlung in einem isothermen leeren Raum. Wir be
trachten zunächst einen leeren Hohlraum; später werden wir 
sehen, wie sich die Definitionen ändern, wenn der Hohlraum ein 
materielles Medium enthält. Auch wenn die Wände überall gen au 
die gleiche Temperatur haben, wird das Innere des Hohlraumes 
ununterbrochen von Lichtstrahlen aller Frequenzen durchkreuzt, 
die sich geradlinig fortpflanzen. Wir betrachten die Strahlen, 
die ein bestimmtes Flächenstück dS durchdringen und deren Rich
tungen mit der Normalen ON zu dS Winkel bilden, die innerhalb 
des Winkelelementes dQ liegen. In der Zeit dt wird von diesen 
Strahlen die Energie: 

dE = J dSdQdt (1) 

durch dS transportiert. J ist die Gesamtintensität der Strahlung. 
Wir können diese Gesamtstrahlung analysieren! und die Energie 
dEv gesondert betrachten, die von Wellen mit den Frequenzen 
'/! bis '/! + d'/! mitgeführt wird: 

dEy = Jyd'/!dSdQdt. (2) 

J y ist die spezifische Intensität der Strahlung mit der Frequenz '/! 
(genauer mit Frequenzen im Intervall '/! bis'/! + d'/!). Es gilt offen
bar: 

J = jJyd'/!. 
o 

(3) 

1 Eine Welle von beliebiger Form kann stets, nach der FOURIERschen 
Methode, als eine Summe von reinen Sinuswellen mit allen möglichen 
Frequenzen l' dargestellt werden. 
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Statt der Intensität der Strahlung können wir die Energie
dichte I! betrachten. Wenn sich eine einzige ebene Welle im Vakuum 
ausbreitet, so ist: 

(4) 

wo c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bedeutet; denn die 
Energie, die in der Zeiteinheit auf eine Flächeneinheit senkrecht 
zur Strahlrichtung fällt, ist gleich dem Energiegehalt eines Zy
linders mit der Basis 1 cm 2 und der Höhe c. Die Gesamt-Energie
dichte aller Wellen in einem Punkt ist durch die Gleichung: 

(5) 

bestimmt. Wenn die Strahlung vollkommen diffus ist, d. h. die 
gleiche Intensität in allen Richtungen besitzt, so ist: 

4;r;J 
Q = c (5a) 

Wir werden später oft die Energiedichte der vollkommen 
diffusen Strahlung von der Frequenz y (bis y + dy): 

d 4nJv 
I!v y = --dy 

c 
(6) 

zu betrachten haben; oder auch die Energiedichte der Strahlung 
mit der Frequenz y (bis l' + dy) und mit einer Fortpflanzungs
richtung, die innerhalb des Raumwinkels d Ü liegt: 

(7) 

3. Dispergierendes ~Iedium. Die obigen Definitionen er
fahren nicht unwesentliche Abänderungen, wenn man dieselben 
Betrachtungen auf materielle Medien ausdehnen will. Die realen 
optischen Medien unterscheiden sich vom Vakuum durch zwei 
wichtige Eigenschaften: ihr Brechungsindex ist nicht gleich 1; und 
er hängt von der Frequenz ab. Die zweite Eigenschaft, das Dis
persionsvermögen, führt zu ziemlich komplizierten Gleichungen 
für die Wellenausbreitung. Man begnügt sich daher gewöhnlich 
damit, daß man rein sinusförmige Wellen betrachtet, denen ein 
einziger Wert des Brechungsindex entspricht. Die dabei ge
wonnenen Ergebnisse überträgt man oft - unberechtigterweise -
auch auf die komplizierteren Fälle einer nichtmonochromatischen 
Strahlung. 

1* 
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Diese Verallgemeinerung kann zu ungenauen Schlüssen führen. 
Es sei hier an einige wichtige Erscheinungen erinnert, die auf der 
Dispersion beruhen: 

Die gewöhnlich betrachtete Lichtgeschwindigkeit ist die Ge
schwindigkeit (V) der Phasenfortpflanzung. Rie steht in Beziehung 
zu der Dielektrizitätskonstante des Mediums K (1'). Wenn man die 
magnetische Permeabilität fl gleich der des Vakuums (flo = 1) 
setzt, so hat diese Beziehung die .Form: 

(8) 

Die Phasengeschwindigkeit V tritt bei allen Berechnungen der 
Interferenzerscheinungen auf. Wenn irgendeine Größe - etwa 
die elektrische Feldstärke - in einem gegebenen Augenblick im 
Punkt M den Wert A cos2nvt besitzt, so hat dieselbe Größe zur 
gleichen Zeit in einem Punkt M', der in der Strahlrichtung von 
M um r entfernt liegt, den Wert: 

A cos 2nv (t - H. 
Um die Fortpflanzung der Energie zu untersuchen, muß man 

nach der Geschwindigkeit fragen, mit der in einem gegebenen 
Medium die Amplitude der Rchwingung fortschreitet. Man be
trachte z. B. die Superposition von zwei Wellen mit wenig ver
schiedenen .Frequenzen 1'1 und 1'2: 

A cos 2nv1 (t -!rJ + A cos 2Jl1'2 (t - iU, 
Wenn man 

und 

setzt, so sieht man leicht ein, daß die Superposition der heiden 
Bewegungen zum Ausschlag: 

2Acos2nbv(t -;)cos2nv(t -V) 
führt, worin U durch: 

1 
Ud,· 

,. 
d V 

(9) 

definiert ist. Die Amplitudenänderungen A cOS2nb1,(t - -;) sind 

die Schwebungen, die sich mit der Geschwindigkeit U fortpflanzen; 
U ist die sog. Gruppengeschwindigkeit. 



Energiedichte und Intensität im dispergierenden Medium. 5 

Etwas schwerer ist es, die Geschwindigkeit S abzuleiten, mit der 
sich ein Signal von der Frequenz v fortpflanzt!. Wir bezeichnen 
als "Signal" einen Zug von Sinusschwingungen, der in einem be
stimmten Augenblick plötzlich einsetzt. Nachdem dieser Zug 
eine Strecke r durchgelaufen hat, ist er deformiert. Die ersten An
zeichen des Schwingungsvorganges legen den Weg r mit der Licht
geschwindigkeit c zurück; doch haben diese ersten Schwingungen 
nur eine verschwindend kleine Amplitude, und die Hauptmenge 
der Signalenergie bleibt hinter ihnen zurück. Man kann zeigen, 
daß die Geschwindigkeit, mit der diese Hauptmenge fortschreitet, 
gleich der Gruppengeschwindigkeit im betreffenden Medium ist, 
sofern die Frequenz des Signals in keine Absorptionsbande 
fällt. Innerhalb einer solchen Bande nimmt aber die Gruppen
geschwindigkeit einen ganz abnormen Wert an, sie wird unter Um
ständen unendlich oder sogar negativ. Die Signalgeschwindigkeit 
besitzt aber auch in diesem Fall einen endlichen positiven Wert, 
der stets kleiner als eist; doch ist eine genaue Definition der Signal
geschwindigkeit unter solchen Umständen schwierig. Wenn wir 
die Absorptionszonen aus der Betrachtung ausschließen, können 
wir die Gruppengeschwindigkeit U als die Geschwindigkeit an
sehen, die für die Fortpflanzung der Lichtenergie maßgebend ist. 

4. Energiedichte und Intensität im dispergierenden ~Icdium. 
Wir müssen nun die Definition der Intensität und der Energie
dichte der Strahlung in einem dispergierenden Mittel geben. 
Es sei eine ebene Welle betrachtet, deren elektrische Feldstärke h 
mit der Amplitude A schwingt: 

h = A cos 2 nl! (t - ~). 

In einem nichtdispergierenden Mittel bestimmt sich die Ener
giedichte (! nach: 

Kh" }f2 KA2 
(! = ---- -+- - = ---, 

Sn 8 n 8n 
(10) 

Hier bedeutet H die magnetische Feldstärke. Der zweite Teil 
der ersten Gleichung (10) ergibt sich aus der Berücksichtigung 
der Gleichheit der mittleren magnetischen und elektrischen Energie 
der Schwingung. Die Intensität J einer Welle bestimmt sich 

1 SOMMERFELD, A., Ann. Physik 44, 177-202 (1914). - BRILLOUIN, L., 
ebenda 203-240. 
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durch die Menge der von ihr in der Sekunde durch die (senkrecht 
zur Strahlrichtung gelegene) Flächeneinheit transportierten 
Energie. Wir erhalten also: 

A2 
J = oV = KV~. (11) 

~ 8" 

In einem dispergierenden Mittel erhält man etwas andere Formeln. 
Die Energiedichte e wird von einem Koeffizienten K I (1') ab
hängen, der von dem oben benutzten K(v) verschieden ist. 

A2 e = K J (v) -8~-~' (12) 
" 

Um die Intensität J zu definieren, wird man die Energieausbrei
tungsgeschwindigkeit UI einführen müssen: 

A2 
J = K I U18-. (13) 

" 
Wir erhalten auf diese Weise eine allgemeine Methode zur De

finition der Geschwindigkeit U I des Energietransportes : es soll jetzt 
gezeigt werden, daß diese Geschwindigkeit mit der Gruppenge
schwindigkeit U identisch ist, sofern die Frequenz v nicht in das 
Gebiet der anomalen Dispersion - d. h. in eine Absorptions
bande - fällt. Um UI zu bestimmen, müssen wir den Wert von 
J finden, d. h. die Energie berechnen, die (in der Zeiteinheit und 
pro Einheit der Wellenfläche) geliefert werden muß, damit sich der 
betrachtete Wellenzug erhalten kann. Die Gesetze der Licht
brechung geben uns die Lösung l . Betrachten wir eine ebene Welle 
mit der Amplitude Al und der Frequenz 1', die sich im Vakuum 
ausbreitet und unter dem Einfallswinkel rh auf die ebene Ober
fläche fällt, hinter der sich ein Medium mit der Dielektrizitätskon
stante K befindet. Dabei wird eine reflektierte Welle entstehen, 
deren Amplitude wir mit Ai. bezeichnen, und eine gebrochene 
Welle mit der Amplitude A 2 , die unter dem Brechungswinkel172 
in das Innere des Mediums eindringt. Die Bedingungen, die bei 
der Refraktion erfüllt werden müssen (die Kontinuität der tangen
tiellen Feldkomponente und der Normalkomponente der elek
trischen Induktion), enthalten nur den Wert K (1') und haben für 
ein dispergierendes Medittm dieselbe Form wie bei Abwesenheit der 
Dispersion. 

1 BRILLOUIN, L., Sur la propagation de la lumiere dans un milieu 
dispersif. C. r. Acad. Sei. Paris 172, 1167 (1921). Diese Notiz enthält einen 
Fehler; in Formel (8) ist das Glied - Iehds zu streichen. 
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Die Energie, die in einer Sekunde die Flächeneinheit der 
trennenden Oberfläche durchdringt, beträgt für ein nichtdisper
gierendes Mittel: 

(A; A~2) KA~ 
C 8 Jj; - l:l Jj; cos rh = V 8';- cos 'Yj 2 • (14) 

Diese Gleichung drückt das Gesetz der Erhaltung der Energie 
aus: das erste Glied stellt die Differenz zwischen der Energie der 
einfallenden und der reflektierten Welle, das zweite Glied bedeutet 
die Energie der gebrochenen Welle. 

Die Gleichung (14) kann direkt aus den Refraktionsgesetzen 
abgeleitet werden. Sic behält ihre Gültigkeit auch für ein disper
gierendes Mittel, da die Refraktionsgesetze dieselben bleiben; 
doch drückt sie jetzt nicht mehr die Erhaltung der Energie aus. 
Der Energiesatz lautet im Falle der Dispersion, beim Gebrauch 
der oben eingeführten Bezeichnungen, folgendermaßen: 

(15) 

Der Vergleich von (14) mit (15) führt zu der einfachen Beziehung: 

(16) 

Diese Gleichung gibt eine gen aue Definition der Geschwindig
keit U l' mit der sich die Energie fortpflanzt. Sie zeigt, daß man 
für die Intensität J einer Welle in einem dispergierenden Mittel 
dieselbe Gleichung 'benutzen kann WIe bei Abwesenheit einer 
Dispersion, nämlich: 

J =~ U K ~~ = VKA~ . 
, 1 18 Jj; 8 Jj; 

(17) 

Die Energiedichte hat dagegen in beiden Fällen verschiedene 
Werte. Im dispergierenden Mittel ist sie durch den Ausdruck: 

J 
e = U~ (17a) 

bestimmt. Wenn man bestimmte Hypothesen über die innere 
Struktur des optischen Mittels macht, so kann man leicht K I be
rechnen, und man überzeugt sieh, daß U1 außerhalb der Absorp
tionsbanden tatsächlich gleich der Gruppengeschwindigkeit U 
wird. In der klassischen Refraktionstheorie betrachtet man die 
Materie als aus lauter Elementarresonatoren bestehend, deren 
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Anzahl in der Volumeneinheit etwa N betragen mag. Man findet 
dann: 

worin 
W = 2ny ist; 

Wo die Eigenfrequenz der Resonatoren, 
e ihre Ladung und 

m ihre Masse, 

(18) 

e die Dämpfungskonstante der Resonatorenschwingung, und 
K o die Dielektrizitätskonstante des Vakuums bedeutet, 

cl V ist der reelle Teil von -V K IK~-; der imaginäre Teil liefert den 
Absorptionskoeffizienten. Der Ausdruck für die Gruppengeschwin
digkeit ist ziemlich kompliziert. Wenn man aber nur Werte von 
W untersucht, die von Wo sehr verschieden sind - d. h. wenn man 
Frequenzen betrachtet, die nicht merklich absorbiert werden -
so kann man die Glieder mit (! vernachlässigen, und man erhält 
die Beziehung: 

(19) 

Es ist andererseits unschwer, den Ausdruck für die Energiedichte 
in einer Welle mit der Amplitude A zu bilden; man hat nur die 
elektrische und die magnetische Feldenergie zu der kinetischen 
und potentiellen Energie von N Oszillatoren zu addieren (Einzel
heiten der Rechnung im Anhang 1). Man erhält in dieser Weise 
den Ausdruck für K I , und die Gleichung (16) ergibt: 

V K l 4nN e2 w 2 

U~- = k---; = 1 + K,m- (wi, _ w2)2 + 4e2w2 (20) 

(Kr = reeller Teil von K). 

Man sieht, daß die Verhältnisse VIU und V/UI bei der Vernach
lässigung von Gliedern mit e miteinander identisch werden. 
Im Gebiet, wo diese Glieder von Bedeutung sind, d. h. im Gebiet 
der anomalen Dispersion, können dagegen U und UI sehr ver
schieden werden. 

Die Abb.2 zeigt die Änderung von c/V, clU, ciS und clUI 

in der Absorptionszone. S ist die in § 3 beschriebene Signal-
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geschwindigkeit. Allerdings ist die Definition von S in der ano
malen Zone schwer genau durchzuführen; je nach der Empfindlich
keit des Anzeigers, den man für die Signalregistrierung benutzt, 
wird man alle Werte zwischen Sund Ul bekommen können. 

Kehren wir jetzt zu der Wärmestrahlung zurück. Die Formeln 
(4) bis (7), die für ein nichtdispergierendes Medium - das Va
kuum - abgeleitet wurden, müssen jetzt vervollständigt werden. 
Wir können keine all
gemeine Formel für die 
Beziehung zwischen der 
Gesamtdichte der Ener-
gie und der spezifischen 
Gesamtintensität der 
Strahlung mehr aufstel
len, da K, K l , U l und V 
nunmehr von der Fre
quenz abhängen. Wir 
müssen also in allen 
Formeln die Frequenz 
angeben. Wenn die Fre
quenz in den Grenzen 
zwischen v und v + d v 
liegt, so können wir 
schreiben: 

Q J,'wd f) ) (!p",dvd = -U~ vd~~. (7 a 

Im Falle einer vollstän
dig diffusen Strahlung 
und eines vollkommen 

1r---------~~-----=~~~_ 

Or---------~~------------~ Wo 

Abh.2. 

clV -Kurve (V ~·Phasengeschwindigkeit), 
clU-Kurve (U=Gruppengeschwindigkeit), 
cl 8-Kurve (8 =S ignalgeschwindigkeit), 

c/ U ,-Kurve (U 1 = Energietransportgeschwin
digkeit). 

isotropen Mediums kann diese Gleichung leicht über alle Werte 
von Q integriert werden, und man erhält: 

(!vdv = t~ Jp",dv. (6a) 

Durch Integration über alle v-Werte kann man die Gesamtenergie
dichte (! und die Gesamtintensität J bestimmen: 

( /
" J,.", d 

(} = (!pdv = 4n -(j- v; 
, . 1 

(5a) 

J = 4nf J,.wdv. 

Zwischen (! und J existiert aber keine einfache Beziehung mehr. 
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5. Emission und Absorption. Es sei E v der Emissionskoeffi
zient eines Körpers für die Frequenz v (bis v + dv). Dieser Koeffi
zient wird folgendermaßen definiert: Das Volumen d r des Körpers 
emittiert in der Zeit dt innerhalb eines Raumwinkels dÜ die 
Strahlung v (bis v + dv) mit der Energie: 

dE=E"drdtdf2dv; (21) 

den Faktor E" bezeichnen wir als den Emissionskoeffizienten. 
Wir definieren außerdem einen Absorptionskoeffizienten IX,. 

und einen Diffusionskoeffizienten ß,. mittels folgender Beziehungen: 
Eine auffallende Welle von der Frequenz v und Intensität J v 

erleidet beim Durchqueren einer Körperschicht von der Dicke dl 
eine Abschwächung, die durch den Ausdruck: 

dJ" = -(lXv + ß,,)Jvdl (22) 

bestimmt wird. Betrachten wir einfallende Wellen von der 
Frequenz v (d v) 1, deren Strahlrichtungen innerhaI b des räumlichen 
Winkels df2 liegen. Die Energiedichte der Welle soll (JvOJ betragen; 
der brechende Körper mag die Oberfläche dS (normal zur Strahl
richtung) besitzen, seine Dicke sei dl. Die von diesem Körper in 
der Zeit dt absorbierte Strahlungsenergie ist - unter Berück
sichtigung von (17a) - durch den Ausdruck: 

dEa = IXvV1(Jv,,,drdvdQdt (23) 

gegeben. Die allseitig gestreute Energie beträgt dagegen: 

dEd = /-J,. VI (Jvw dr dv d Ü dt . (24) 

In den Gleichungen (23) und (24) ist dr das Volumelement dS dl 
des betrachteten Körpers. 

Wir können auch eine Definition des Emissionskoeffizienten E 
und des Absorptionskoeffizienten A für jede gegebene Fläche dS 
geben. Diese bei den Koeffizienten werden im allgemeinen Funk
tionen der Frequenz v, der Temperatur T und des Winkels {} 
sein, den der Strahl mit der Flächennormalen bildet. Nehmen 
wir an, daß die auffallenden Strahlen von der :Frequenz v(dv) 

"ich innerhalb des Raumwinkels dQ befinden und einen mittleren 
Winkel rp mit der Normalen zur Oberfläche bilden. Die unter 
diesen Umständen in der Zeit dt emittierte Energie beträgt 

dEe = E(l', rp, T)dSdvdf2dt. (21 a) 

1 Wir wollen zur Abkürzung den Ausdruck "I' bis y + d,." durch 
HdY) bezeichnen. 
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Die in .der Zeit dt aus einem Strahl von der Intensität J"w ab
sorbierte Energie beträgt dagegen: 

dE" = A ev, rp, T)J"", dS dv dÜ dt (23a) 

= A(v, rp, T)U1(},'wdSdvdQdt. 

6. Emissionsvermögen des schwarzen Körpers. Das Emissions
vermögen des schwarzen Körpers kann - wie am Anfang 
dieses Kapitels angedeutet wurde - aus der Emission einer 
kleinen Öffnung in der Wand eines isothermen Hohlkörpers be
stimmt werden. Es sei dS die Fläche dieser Öffnung, und es sei 

dSn = dScosrp 

die Projektion dieser Fläche auf die zur Strahlrichtung normale 
Ebene. 

Die Energie der Strahlung v(dv), die von der Fläche dS in 
einen Kegel mit dem Raumwinkelelement d Q emittiert wird 
- wobei die Achse des Kegels mit der Flächennormalen den 
Winkel rp bildet -, beträgt in der Zeit dt: 

(25) 

woJ"Mdie spezifische Intensität der Strahlung von der Frequenz v 
innerhalb des Hohlraumes bedeutet. Diese Größe J pw stellt also 
auch das Emissionsvermögen des schwarzen Körpers bei der 
Temperatur T dar. 

7. Gesetze von LAMßERT und KmcHHol<'P. Betrachten wir 
einen Hohlraum mit vollkommen spiegelnden, für die Wärme 
undurchdringlichen Wänden. In diesem Hohlraum sollen außer 
der Strahlung noch materielle Teilchen von beliebiger Art enthalten 
sein. Es soll thermisches Gleichgewicht herrschen. Die Entro
pie hat also den maximalen möglichen Wert erreicht. Durch An
wendung des CARNoTschen Prinzips kann man bestimmte Eigen
schaften der Strahlung in diesem Gleichgewichtszustand mit aller 
Strenge ableiten. 

a) Gesetz von LAMBERT: An jeder Stelle des Raumes ist die 
Strahlung "vollkommen diffus"; d. h., die spezifische Intensität 
ist für alle Strahlrichtungen die gleiche; die spezifische Intensität 
ist auch für die beiden senkrecht zueinander polarisierten Wellen 
die gleiche. Aus diesem Gesetz folgt, daß das Emissionsvermögen 
eines schwarzen Körpers in verschiedenen Richtungen proportional 
cos rp sein muß - wie dies schon die ]'ormeln des Abschnittes 6 
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zeigen, wenn man dort J als unabhängig von dem Winkel cp an
nimmt. 

b) Gesetz der Geschwindigkeiten (KIRCHHoFF): In einem nicht
homogenen Medium ist die spezifische Intensität J v der Strahlung 
von der Frequenz Y(dv) bei der Temperatur T an jeder Stelle eine 
Funktion der örtlichen Geschwindigkeit der Lichtausbreitung V. 
KIRCHHOFF hat gezeigt, daß das Produkt J,. V2 eine universelle 
Funktion von Y und T sein muß, die nicht mehr von den indivi
duellen Eigenschaften der verschiedenen Körper abhängt. Be
zeichnen wir diese Funktion mit (/J: 

1 
J v =V2 (jJ (v, T) . 

Daraus folgt: 
(}v =U~~2 (jJ (Y, T); 

V = Phasengeschwindigkeit, 
U l = Energieausbreitungsgeschwindigkeit. 

(26) 

Bei der Formulierung des KIRCHHoFFschen Gesetzes ver
wechselt man oft die Phasen- mit der Energiegeschwindigkeit. 
Es wurde oben schon nachdrücklich darauf hingewiesen, daß 
man in dispergierenden Mitteln zwischen diesen bei den Geschwin
digkeiten streng unterscheiden muß. 

Betrachten wir ein Medium bei der Temperatur T; sein 
Emissionskoeffizient sei E", sein Absorptionskoeffizient cxv. Wir 
dürfen behaupten, daß das Verhältnis Ev/cxv gleich dem Emissions
vermögen des schwarzen Körpers von gleicher Temperatur für die 
gleiche Frequenz sein muß: 

EI' 1 n, 
- = J v = V2 'j/ (Y, T) . 

0(1' 
(27) 

Man erhält dieses Gesetz sofort, wenn man die Gleichgewichts
bedingung aufschreibt: der betrachtete Körper, wenn er sich 
innerhalb des Hohlraumes von der Temperatur T befindet, soll 
in der Zeit dt ebenso viel Energie von der Frequenz Y aufnehmen, 
wie er davon in der gleichen Zeit emittiert [vgl. die Formeln (21) 
und (23)J. 

In gleicher Weise findet man für die Koeffizienten E und A 
einer bestimmten strahlenden Fläche (bei bekannter Frequenz, 
Polarisation, Einfallswinkel und Temperatur) das Verhältnis: 

E (J', (P, T) = J = _~_ cJ>( T) (28) 
A (1'. 'P, T) " V2 Y, . 
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8. Strahlungsdruck. Um die weiteren Eigenschaften der 
schwarzen Strahlung abzuleiten und die Gesetze von STEFAN und 
WIEN darzustellen, müssen wir zunächst den Begriff des Strah
lungsdruckes einführen. 

In der Theorie des elektromagnetischen Feldes wird gezeigt, 
daß eine Lichtwelle, die im Vakuum senkrecht auf eine spiegelnde 
Fläche fällt, auf diese den Druck: 

2J 
p=-V=2e (29) 

ausübt, wo J die Intensität der einfallenden Welle, e ihre Energie
dichte und V ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet. 

Die Emission oder Absorption der Strahlung von der Energie
dichte e führt zu einem Druck: 

p= e, (30) 

dessen Richtung bei der Emission der Strahlrichtung entgegen
gesetzt ist (Rückstoß), während sie bei der Absorption mit der 
Strahlrichtung zusammenfällt. 

Wenn die ebene Welle auf einen Spiegel nicht senkrecht, son
dern unter einem Winkel rp fällt, so beträgt der Strahlungsdruck: 

p = 2 U cos2 rp . (31) 

Wenn ein Hohlraum eine vollkommen diffuse Strahlung ent
hält, deren Gesamtenergiedichte e beträgt, so übt diese Strah
lung auf die Wände des Hohlraumes einen zu der Wandfläche 
überall senkrechten Druck von der Größe: 

p = 111 (32) 

aus. Diese Formel wird aus den vorhergehenden durch Mittel
bildung über alle Winkel rp erhalten. Sie behält ihre Gültigkeit 
für den Fall von vollkommen spiegelnden, wie auch für den Fall von 
absorbierenden und wiederemittierenden Wänden. 

Die angeführten Gleichungen gelten aber nur für den leeren 
Raum. Breitet sich die Welle in einem materiellen Medium aus, 
so ist die Formel für den Druck, den diese Welle bei der Re
flexion auf den Spiegel ausübt, ziemlich kompliziert. Der Druck 
hängt von dem Einfallswinkel rp und der Polarisation ab. Für eine 
vollkommen diffuse Strahlung vereinfacht sich die Formel zu fol
gendem Ausdruck: 

U (1 OlogV) 
dp = edvV :3 + 810gd ' (33) 
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worin d die Dichte des Mediums, V die Phasengeschwindigkeit. 
U die Gruppengeschwindigkeit und gdy die Dichte der Energie 
von der Frequenz y (bis y + dy) für alle Richtungen im Raume 
bedeutet. Eine sehr allgemeine Ableitung dieser Formeln wurde 
vom Verfasser in einigen Aufsätzen! gegeben. 

9. Gesetz von STEFAN und BOLTZMA~N. Das STEFAN-BoLTz
MANNsche Gesetz bestimmt die Änderung des Gesamtemissions
vermögens (integriert über alle Wellenlängen) des schwarzen 
Körpers bei der Änderung der Temperatur. 

Wir führen die Temperatur mit Hilfe der klassischen thermo
dynamischen Definition ein, indem wir die Forderung aufstellen, 
daß die Entropie ein vollständiges Differential darstellen muß. 

Es sei r das Volumen eines leeren Hohlraumes, das nur Wärme-· 
strahlung von der Temperatur T enthält. Stellen wir uns vor, daß 
der Hohlraum die Form eines Zylinders mit vollkommen reflek
tierenden Wänden besitzt, in dem sich ein vollkommen reflektie
render Kolben bewegen kann. Wir führen nun folgende unendlich 
kleine Veränderung durch: 

Wir vergrößern das Volumen des Hohlraumes durch Bewegung 
des Kolbens um den unendlich kleinen Betrag d r; und wir variieren 
die Temperatur um den unendlich kleinen Betrag dT. 

Durch g soll wieder die Gesamtdichte der Energie im Volumen r 
bezeichnet werden. Die Arbeit, die der Strahlungsdruck bei der 
Ausdehnung um dr leistet, beträgt: 

dA = 19dr. 
Die Änderung der inneren Energie des Systems beträgt: 

oe 
dU=gdr+riJTdT. (34) 

Bilden wir den Ausdruck für die Variation der Entropie: 

dS=dU+dA =~~dr+7:--~e..dT (35) 
T 3 T T iJT . 

Die Bedingung, daß die Entropie ein vollständiges Differential 
sein muß, ergibt nun: 

(36) 

1 BRILLOUIN, L., "La Theorie des solides et les quanta" (These). 
Ann. de I'Ecole Normale Superieure 37, 359-459 (1920), Kapitel V; 
,J. Physique et Radium 6, 337 (1925) - Ann. Physique 4, 528 (1925) -
Physica, Lorentz-Jubiläumsheft 1925. 
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woraus folgt 
e = aT4. 

Auch für das Gesamtemissionsvermögen des schwarzen Körpers 
erhält man einen Ausdruck von der Form: 

A = c~~ 
4:r 

[vgl. (5')]. (37) 

Die Messungen haben dieses Gesetz gut bestätigt. Experimen
tell wurden folgende Werte von a und A gefunden: 

KURLBAUM: A = 1,69.10-5 (c. g. s.), a = 7,06.10- 15 (c. g. s.), 

FERY: A = 1,98.10- 5 a = 8,4.10- 15 . 

Aus den angegebenen Formeln können wir auch das Gesetz 
der adiabatischen Ausdehnung der schwarzen Strahlung ableiten. 
Es genügt zu diesem Zweck, die Variation der Entropie in (35) 
gleich Null zu setzen und e durch den Ausdruck aT4 zu ersetzen. 
Wir erhalten dann die Beziehung: 

_4_!!.-.d7: + _~aJ!dT = 0' (38) 
3 T T iJT ' 

1 d, dT 
---+--=0 3 r T 

und daraus: 
7: T3 = konst. (39) 

Der Exponent 4 in dem STEFANschen Gesetz ist direkt durch den 
Koeffizienten t in der Formel des Strahlungsdruckes bedingt. 
Lord RAYLEIGH machte schon in einer seiner ersten Arbeiten 
über den Strahlungsdruck die Bemerkung, daß aus einem Druck-

gesetz p = ~ e das Gesetz J = A . Tn+l folgt. 
n 

Es ist schwierig, die gleiche Überlegung für materielle Medien 
durchzuführen, in denen das Druckgesetz (33) gilt. Die Schwierig
keit ist vor allem durch den Umstand bedingt, daß die Lichtge
schwindigkeit in solchen Medien von der .Frequenz abhängt; man 
darf also nicht von der Gesamtstrahlung sprechen, ohne auf ihre 
Verteilung auf die verschiedenen Spektralbezirke einzugehen. 
Auch wenn wir die Annahme machen, daß das betrachtete Medium 
gar keine Dispersion hervorruft (daß also U = V ist), so bleibt 

immer noch das Glied "iJiJlogV übrig, das man berücksichtigen muß. 
Jogd 

Dieser Fall ist für die Ausdehnung der Wärmestrahlungsgesetze 
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auf die thermischen Eigenschaften der festen Körper von Bedeu
tung. Das Gesetz von STEFAN wird in diesem Fall, wie der Ver
fasser gezeigt hat!, durch ein Korrespondenzgesetz ersetzt, das für 
jeden Körper eine ihm eigene "Bezugstemperatur" oder "charak
teristische Temperatur" enthält. Man gelangt auf diesem Wege 
zu der DEBYEschen Theorie der spezifischen Wärmen. 

Zweites Kapitel. 

Isotherme Strahlung und Energie eines Oszillators. 
Das WIEN sehe Gesetz. 

1. Allgemeine Formeln. Das Problem der spektralen Energie
verteilung in der isothermen Strahlung ist eng verknüpft mit 
der Frage nach der mittleren Energie eines Resonators bei 
gegebener Temperatur. Die Beziehung zwischen der spektralen 
Intensität und der mittleren Resonatorenenergie lautet: 

8Jl1'2 Uy d1' 
12 (J', T) dv = --UV2 -- • (I) 

Hier bedeutet 12 (v, T) die Dichte der Strahlungsenergie von der 
Frequenz v (dv) bei der Temperatur T; V die Phasengeschwindig
keit, U die Geschwindigkeit des Energietransports (Gruppen
geschwindigkeit) ; u y ist die mittlere Energie eines Oszillators von 
der Frequenz v bei der Temperatur T. 

Für das Vakuum darf man U = V = c setzen. 
Es gibt viele Wege zum Beweis der Formel (1). Wir betrachten 

nur den einen 2 von ihnen, der über die Abzählung der Eigenfre
quenzen eines Hohlraumes vom Volumen e führt. Wenn die Fre
quenz v genügend groß ist, liegen im Bereich von v bis v + dv im 
ganzen dN solche Eigenfrequenzen, wobei dN durch: 

dN = e ~7;~ dv (2) 

bestimmt wird. Die Anzahl dN ist unabhängig von der Form des 
Hohlraumes, solange diese Form keine Unregelmäßigkeiten auf-

1 BRILLOUIN, L., These, 1. e., Kapitel VI. 
2 JEANS, J. H., Philosophie. Mag. 10, 91 (1905). - WEYL, H., Math. 

Ann. 7l, 1213 (1911). - DEBYE, P., Ann. d. Phys. 39, 798 (1912). 
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weist, deren Abmessungen von der Größenordnung der Wellen
länge ). = Viv wären. 

Die Formel (2) ist gleichbedeutend mit (1). Jedem Freiheits
grad des Hohlraumes von der Frequenz v entspricht bei der Tem
peratur T eine mittlere Energie u,,; der Energieinhalt des Hohl
raumes für den Frequenzintervall )' bis v + dv ist: 

8n1,2 
UI' dN =c' e UV2uvdv = e(!(v, T) dv. 

2. Berechnung (ler Eigenfrequenzen eines rechtwinkligen 
Parallelepipeds. Wir geben in einer möglichst einfachen Form 
den Gedankengang von .JEANS wieder. Man betrachte (Abb.3) 
einen Parallelepiped mit den Kanten Zl in der x-Richtung, Z2 in 
der y-Richtung und 13 in der z-Richtung. Es sei angenommen, 
daß das Volumen e = Zl 12Z3 von allen Seiten von vollkommen 
spiegelnden Flächen begrenzt z 
ist. Wir fragen nach den 
Eigenfrequenzen des so gebil-
deten Hohlraumes. Aus den 
Untersuchungen der akusti
schen Schwingungen weiß man, 
daß der Grundton eines sol
chen rechtwinkligen Kastens 
einem Bauch in der Mitte des .z; 

I 
I 

IR 
/3l!'-------

Abb.3. 

"'Z"1---'X-

Volumens und Knoten längs den Außenflächen entspricht. Es 
können aber auch Knoten im Innern des Volumens auftreten; 
diese Verteilungen ergeben die Obertöne. Betrachten wir den Ein-

~ 

heitsvektor OR, dessen Richtung wir als Strahlrichtung wählen. 
Seine Komponenten bezeichnen wir mit cX, ß und y: 

cX2 + ß2 + y2 = 1. 

cX, ß und y sind die Richtungskosinusse des Strahles. Durch Re
flexion an den verschiedenen Wänden wird sich der Strahlvektor 
in 8 Spiegelbilder verwandeln mit den l{'ichtungskonstanten: 

±ß, ±y. 
Betrachten wir zuerst eine Reflexion an der Fläche yOz. Die 

Interferenz der einfallenden und der reflektierten Welle wird ein 
System von stehenden Wellen erzeugen. Wenn man die räum
liche Verteilung einer Größe (z. B. der magnetischen Feldkompo-

Brillouin, Quantenstatistik. 2 
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nente in der Richtung Ox) untersucht, die längs der spiegelnden 
Fläche gleich Null sein muß, so 'findet man parallel zu dieser 
Fläche ein System von Knotenebenen, deren Lage durch die 

Gleichung Je 
x = n121X 

(nI = beliebige ganze Zahl) bestimmt 
wird, wo }. die Wellenlänge bedeutet. 
Diese Formel folgt unmittelbar aus der 
Betrachtung der Abb. 4. Die beiden 
Wellen interferieren im Punkt A, dessen 
Abstand vom Spiegel 

beträgt. 

JA ). Je 

= 2cos(.:j = 2;\ 

Wenn das betrachtete System von stehenden Wellen stabil 
sein soll, so muß auch die Endfläche x = 11 mit einer Knotenebene 
zusammenfallen, d. h. es muß die Beziehung gelten: 

(3) 

(nI = ganze Zahl). 
In analoger Weise erhält man durch Betrachtung der Reflexion 

an den Flächen senkrecht zu Oy und Oz die Bedingungen: 

). 
1 - n -

2 - 22ß und (4) 

Jedes mögliche System von stehenden Wellen in dem parallel
epipedischen Hohlraum ist also durch eine Kombination von drei 
ganzen Zahlen n1 , n 2 und n 3 gekennzeichnet, die die Anzahl von 
Knotenflächen senkrecht zu jeder Koordinatenachse bestimmen. 
Die elektrischen und magnetischen Größen, die den Schwingungs
zustand charakterisieren, werden dabei durch Ausdrücke von der 
Form 

bestimmt. Wenn man die Gesamtausdrücke für das elektrische 
und magnetische Feld der Schwingung bildet, so erhält man zwei 
Lösungen, die den beiden möglichen, zueinander senkrechten Po
larisationszuständen entsprechen. Jedem System n 1 , n 2 , na von 
drei ganzen Zahlen entsprechen also zwei Eigenschwingungen von 
der gemeinsamen Frequenz y. 
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Um den Wert von jJ zu bestimmen, kann man einfach die drei 
Gleichungen (:~, 4) quadrieren und zusammenaddieren - unter 
Berücksichtigung der Beziehung (\;2 + ß2 + y2 = 1. Man er
hält dann: 

(5) 

Wie können wir nun die Anzahl der E'igenjrequenzen bestimmen, 
die in dem Frequenzintervall l' bis l' + d jJ liegen? Die Beantwortung 
dieser Frage gelingt mit Hilfe eines kleinen Kunstgriffes. 

3. Abzählung der Eigenschwingungen von gegebener Frequenz. 
Betrachten wir (Abb.5) ein Koordinatensystem O~11' und in 
diesem System die Punkte mit den Koordinaten: 

((j ) 

(nI' n2 und n3 = ganze Zahlen). Diese 
Punkte bilden ein regelmäßiges Raum
gitter. Die Anzahl der Gitterpunkte 
in der Volumeinheit ist: 

(j = 811 12 13 • 

Die Formel (5) stellt eine Kugel 
im Raum ~YJ' dar. Der Radius der 
Kugel ist: 

v 
r=]1' (7) 7J Abb,3. 

Einer Variation d1' der ,Frequenz l' entspricht eine Änderung des 
Abstandes r um dr: 

,. 1 
dr = d - = '- d~' V U,' 

(8) 

da U, die Gruppengeschwindigkeit, nach Gleichung (5) des ersten 
Kap. durch: 

1 
U 

bestimmt ist. Wenn r genügend groß ist im Vergleich zu den 
Netzebenenahfitänden 1/211 , 1/212 und 1/213 , so können wir die 
Anzahl der Gitterpunkte zwischen den Kugelflächen vom Radius r 
und r + dr angenähert bestimmen. Es gilt: 

(9) 

2* 
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Uns interessieren aber nur die positiven Werte von ~, 17 und C; 
wir müssen also nur den Teil der Sphäre betrachten, der im ersten 
Oktanten liegt; der Ausdruck (9) muß daher durch 8 dividiert 
werden. Die Anzahl der Punkte innerhalb der Kalotte in dem 
einen Oktanten ist angenähert: 

(10) 

Jedem Zahlensystem n1 , n2 , n3 - d. h. jedem Gitterpunkt ~, 
'YJ, C - entsprechen aber, wie oben gezeigt, zweiEigenschwingungen. 
Die Anzahl der Eigenschwingungen im Intervall Y bis y + dY ist 
also 

((9 = II l2 l3)' 

8n,·2 
dN = 2dn = (9- .. dy 

UV2 
(11) 

Die Formel (11) gilt, wie erwähnt, nur für r ~ +; dies bedeutet, 

daß die Wellenlänge 1 = !. = -.! sehr klein im Vergleich zu den 
v r 

Hohlraumabmessungen sein muß. Die dN verschiedenen Eigen
schwingungen haben fast gleiche Frequenzen; ihre Strahlrichtungen 
sind aber verschieden. Die Komponenten des Vektors OR (Abb. 3) 
betragen: 

Dieser Vektor ist also jeweils von dem Koordinatenanfangspunkt 
nach dem Punkt ~ = nu 'YJ = n 2 , C = n3 gerichtet. 

Wir können durch ähnliche Betrachtungen auch die Anzahl 
von Eigenschwingungen bestimmen, deren Strahlen innerhalb 
eines bestimmten Raumwinkelbereiches d Q liegen. Sie ist gleich 
der Anzahl der Punkte, die in dem Volumelement liegen, das von 
dem Raumwinkel dQ aus der oben betrachteten Kalotte aus
geschnitten wird: 

(12) 

Der Koeffizient 8 wird durch die Unmöglichkeit bedingt, in diesem 
Problem den ursprünglichen Strahl von seinen 8 Spiegelungen an 
den Begrenzungsflächen zu unterscheiden. Die Orientierung der 
Achse des Kegels dQ in bezug auf die Wandflächen ist für dN", 
belanglos. 
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Es ist wichtig, daß die betrachteten Freiheitsgrade sich gleich
mäßig auf die verschiedenen Richtungen im Raume verteilen. 
Indem wir jedem Freiheitsgrad die gleiche Energie U y zuschreiben, 
kommen wir zu einer vollständigen Isotropie der Strahlung im 
Hohlraum, in Übereinstimmung mit dem Gesetz von LAMBERT. 

Wir müssen jetzt noch die Abhängigkeit der Energie U y , die 
einem Freiheitsgrad entspricht, von der Frequenz v und der Tem
peratur T untersuchen. Das aus diesen Betrachtungen folgende 
WIENsche Gesetz stellt das letzte Resultat der klassischen Theorie 
der Wärmestrahlung dar. 

Bevor wir zu diesem Gesetz übergehen, sei folgende Bemerkung 
eingeschaltet. Wir haben bis jetzt einen Hohlraum mit spiegelnden 
Flächen benutzt. Man kann aber dieselben Ergebnisse auch durch 
Untersuchung eines unendlich ausgedehnten Mediums von zy
klischer Struktur erhalten. Diese Betrachtungsart wurde von BORN 
bei der Untersuchung von Schwingungsarten von Kristallgittern 
eingeführt. Um die Schwierigkeiten zu vermeiden, die durch die 
Reflexionen an den Oberflächen in das Problem hineingetragen 
werden, betrachtete BORN einen unendlich ausgedehnten Raum, 
m dem jede Eigenschaft f(x, y, z) an allen Punkten 

(13) 

(m l , m 2 , m 3 = ganze Zahlen) durch die gleichen Zahlenwerte 
charakterisiert ist. Eigenschwingungen eines solchen "zyklischen" 
Mediums sind ebene Wellen: 

f(x, y, z, t) = A cos2n(vt - ax - by - cz), (14) 
mit 

a_ nl b=n,2 c=~a. 
- Zl ' l2 ' l3 

(nl , n 2 , n3 = positive oder negative ganze Zahlen). Die Koeffi
zienten a, b, c genügen der Bedingung: 

~2- = a2 + b2 + c2 = (_n.t)2 + (_n2)2 + (n~)2. (15) 
A ~ 4 ,~ 

Wenn man dieses Ergebnis mit der Formel (5) vergleicht, so 
bemerkt man das Verschwinden des Faktors 2 in den Nennern. 
Wenn man die Abzählung der Eigenschwingungen auf dieser 
Grundlage durchführt, erhält man also 8mal weniger Bildpunkte 
im Raum ~ 1)' als vorher. Doch da die ganzen Zahlen n l , n 2 und 
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n3 jetzt auch negativ sein dürfen, wird man alle Oktanten berück
sichtigen müssen, so daß man schließlich zu dem gleichen Resultat 
gelangt wie oben. 

4. Das WmNsche Gesetz. Die mittlere Energie U (11, T), 
die einem Freiheitsgrad entspricht, ist eine Funktion von zwei 
Variablen 11 und T. Das WIENsche Gesetz behauptet, daß diese 
Funktion die Form: 

(16) 

haben muß, wo F eine Funktion des Verhältnisses 11jT ist. Die 
genaue Form von F kann nur mit Hilfe von besonderen Hypothesen 
abgeleitet werden. Die in vorangehenden Abschnitten abgeleitete 
Formel ergibt im Verein mit (16) für die Dichte der isothermen 
Strahlung den Ausdruck: 

8""1,3 (V) 0(11, T)d11 = TJV2F T d11. (17) 

Von den Ableitungen des WIENschen Gesetzes geben wir nur 
die allgemeinste wieder, die auf einem Theorem von BOLTzMANN 
beruht. BOLTzMANN zeigte, daß, wenn ein System eine perio
dische Bewegung von der Periode T ausführt, zur Änderung seines 
Zustandes die Zuführung der Energie vom Betrage: 

dQ = 2 d(~El<in) 
~ 

(18) 

nötig ist, worin E kin die mittlere kinetische Energie des Systems 
darstellt. Der - sehr allgemeine - Beweis des Theorems (18) 
hat zur Vorbedingung nur, daß für das betrachtete System das 
Gesetz der kleinsten Wirkung gültig ist. Dies bedeutet, daß die 
BOLTzMANNsche Formel auf jedes mechanische System anwendbar 
ist; ebenso gilt aber diese Formel auch für elektromagnetische 
Systeme: Denn man weiß, daß man die gesamten Gesetze des 
Elektromagnetismus aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung ab
leiten kann, wenn man die elektrische Energie als potentielle 
Energie betrachtet, die magnetische Energie dagegen als das 
Äquivalent des kinetischen Gliedes auffaßt. Es sei daran er
innert, daß das periodische System, auf das sich die BOLTzMANN
sche Formel anwenden läßt, gar nicht dem Typus eines Resonators 
anzugehören braucht. Der Resonator ist dadurch charakterisiert, 
daß seine Frequenz von der Amplitude unabhängig ist. Man kann 
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aber auch Systeme betrachten, deren Frequenz sich mit der Am
plitude ändert, oder auch solche, die geschlossene Bahnen be
schreiben (z. B. Ellipsenbahnen im Gravitationsfeld). Wenn nur 
das System eine bestimmte Periode 7: hat, ist auch die Formel 
von BOLTzMANN gültig. 

Uns interessiert allerdings speziell der Fall eines Resonators. 
Die Formel (18) vereinfacht sich hier; denn die mittlere kinetische 
Energie eines Oszillators ist gleich der Hälfte der Gesamtenergie 

2Ekin =, U v • 

Wir dürfen also schreiben: 

d Q =~(lUv) = Yd('/(,".) 
T v ' 

(19) 

(20) 

indem wir an die Stelle der Periode 7: die Frequenz Y einführen. 
Das CARNoTSche Prinzip lehrt uns, daß der Ausdruck dQjT ein 
vollständiges Differential sein muß. Wenn wir diesen Ausdruck 
bilden: 

(21) 

so erkennen wir sofort, daß die rechte Seite nur dann integrierbar 
sein kann, wenn uvjY eine Funktion von yjT ist. Es muß also 
gelten: 

~=F(~) 
V '1' 

(22) 

- und diese Beziehung ist eben der Inhalt des WIENschen Gesetzes. 
o. Adiabatische Transformationen. Die BOLTzMANNsche For

mel erlaubt auch zu bestimmen, wie sich das betrachtete System 
bei einer adiabatischen Transformation ändert. Wie in der Thermo
dynamik wird man eine solche Transformation durch folgende 
zwei Bedingungen definieren: 

I. Die Transformation muß unendlich langsam sein, so daß 
das System in jedem Augenblick nur unendlich wenig von dem 
thermischen Gleichgewicht entfernt ist; dies ist die Bedingung der 
Reversibilität. 

2. Zwischen dem betrachteten System und der Umgebung 
findet kein Wärmeaustausch statt; die energetische Wechsel
wirkung mit der Umgebung besteht allein in der Leistung einer 
mechanischen Arbeit; der Parameter, der diese Leistung bestimmt, 
wird in geeigneter Weise langsam geändert. 
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Unter diesen Umständen folgt aus der BOLTzMANNschen 
Formel (18): 

T E kin = konst. 

(da dQ = 0). Speziell für einen Oszillator gilt: 

ruv = Uv = konst. 
y 

(23) 

Der klassische Beweis des WIENschen Gesetzes beruht im 
Grunde genommen auf der Betrachtung einer adiabatischen Ver
änderung, die an der Hohlraumstrahlung vorgenommen wird. Sie 
besteht in der Verschiebung eines spiegelnden Kolben durch die 
Kraft des Strahlungsdruckes. Eine genaue Analyse der Änderung 
der Energieverteilung, die die Kolbenbewegung begleitet, führt 
zur Folgerung, daß der Ausdruck 

--'- = --- = F --'Uv eUV2 (v) 
y 8ny3 T (24) 

invariant bleibt. EHRENFEsT scheint der erste gewesen zu sein, 
der die grundlegende Bedeutung der adiabatischen Invarianz des 
Ausdruckes (24) erkannte. 

Wir bemerken gleich an dieser Stelle, daß die PLANcKsche 
Quantentheorie den numerischen Wert dieser invarianten Größe 
festlegt. Nach dieser Theorie ist das Verhältnis u,Jv bei einem 
linearen Oszillator stets gleich einem ganzen Vielfachen einer be
stimmten Größe h: 

(25) 
(n = ganze Zahl). 

Das Verhältnis uvlv bleibt, wie wir gesehen haben eben, bei 
adiabatischen Änderungen invariant. Wenn man also einen Os
zillator mit n Quanten einer adiabatischen Veränderung unter
wirft, so kann er zwar Energie verlieren oder gewinnen, doch muß 
gleichzeitig seine Frequenz v so verändert werden, daß die Zahl n 
konstant bleibt. 

Der "PLANcKsche Oszillator", der nur eine ganze Anzahl von 
Energiequanten aufzunehmen vermag, scheint uns heute eine 
Fiktion zu sein. Die Eigenschaften eines Atoms sind in dem 
BOHRschen Modell von denen eines linearen Oszillators sehr ver
schieden. Doch bedeuten auch die "BoHRschen Quantenbedingun
gen", denen das Atommodell entsprechen muß, im Grunde genom
men Forderungen der adiabatischen Invarianz bestimmter Größen. 
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Die oben angegebene BOLTzMANNsche Formel hat daher auch für 
diese Theorie eine wichtige Bedeutung. Dies ist der Grund, 
warum wir diese Formel schon an einer so frühen Stelle brachten, 
und an sie den Beweis des WIENsehen Gesetzes anknüpften. Es ist 
sehr wichtig, daß man den Grund begreift, warum die Quanten
theorien stets das WIENsehe Gesetz respektieren; dies ist kein 
glücklicher Zufall, sondern beruht auf einer allgemeinen und 
grundlegenden Beziehung. 

6. Adiabatische Ausdehnung der Strahlung. Wir haben 
oben die verschiedenen Schwingungsarten eines parallelepipe
dischen Hohlraumes untersucht. Die dort gewonnenen Ergebnisse 
geben die Möglichkeit, die Ableitung des WIENsehen Gesetzes zu 
veranschaulichen und die adiabatische Invarianz des Ausdruckes 
Uv!l' zu prüfen. 

Betrachten wir eine Eigenschwingung, die durch drei ganze 
Zahlen n 1 , n 2 , na gekennzeichnet ist. Die Frequenz 'V ist durch 
die Gleichung (5) gegeben: 

(26) 

Stellen wir uns vor, daß die eine Stirnfläche x = II des betrach
teten Parallelepipeds sich verschieben kann und untersuchen wir 
die durch diese Bewegung verursachte Änderung der Eigenschwin
gung. Die Bewegung soll unendlich langsam vor sich gehen, so 
daß die Interferenzen sich dauernd den veränderten Dimensionen 
anpassen können. In jedem Augenblick soll also das Bild der 
stehenden Wellen genau dasselbe sein, wie in einem unbeweglichen 
Kasten mit der gleichen Kantenlänge ll' Die Schwingungsperiode 
muß sich mit der Zunahme von II langsam verändern. Es gilt 
dabei: 4J'dv = _ (nI)2 dZI 

V 2 ZI ZI' 

dv 2 dZl 
--;- = - <X -ZI . 

(27) 
mit: 

Hier bedeutet <X den Kosinus des Einfallwinkels des Lichtstrahles, 
der die Interferenzen in der zu Ox senkrechten Ebene hervorruft. 
Bei der Aufstellung von (27) wurde die Beziehung (26) und die 
:Formel: 

(28) 

verwendet. 
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Die Energie u" der betrachteten Schwingung ändert sich bei 
dieser Ausdehnung. Der Strahlungsdruck p auf den beweglichen 
Spiegel leistet dabei eine Arbeit pdv; und eR muß gelten: 

du" = -pdv = _U,,{X2~v_ = - uv{X2dl~" (29) 
v 1 

denn das Volumen v ändert sich proportional Z1> und der Strah
lungsdruck ist gleich der Dichte der Energie u,,/v, multipliziert 
mit {X2, dem Quadrat des cos des Einfallwinkels. Durch Ver
gleich der beiden obigen Gleichungen erhält man: 

~ = konst. 
v 

(30) 

Damit ist die adiabatische Invarianz des Ausdruckes u,,(v bewiesen. 
Um die Temperatur der Strahlung zu bestimmen, muß man 

den Mittelwert der Energien für die verschiedenen Strahlungsarten 
bilden. Wir haben die Eigenschwingungen im Bereich v bis 
v + dv abgezählt und festgestellt, daß sich diese Schwingungen 
gleichmäßig auf alle Richtungen im Raume verteilen. Unter 
diesen Umständen beträgt der Mittelwert des Kosinusquadrates 
(X2 bekanntlich i. Die mittlere :Frequenzvariation ist also: 

dV-2 dv 1 dv 
-= -(X -- ----
v v 3 v . (31) 

Die Temperatur T und das Volumen v sind aber wie bei 
der Ableitung des STEFANschen Gesetzes festgestellt wurde -
durch die Gleichung 

VT3 = konst., 
1 dv dT 
3 v T 

(32) 

miteinander verknüpft. Wir sehen also, daß die vorgenommene 
adiabatische Ausdehnung den Mittelwert von v/T unverändert 
läßt. 

Die Ausdrücke ur/v und vjT sind also beide gegen adiaba
tische Transformationen invariant. Wir müssen daher annehmen, 
daß zwischen ihnen eine universelle Beziehung besteht: 

'11.,' = F(") 
V l' , (33) 

und dies ist eben das Gesetz von WIEN. 
Der klassische Beweis wird, wie man sieht, durch die vor

genommene genauere Betrachtung der Schwingungsarten des 
Hohlraumes bedeutend vereinfacht. 
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Es sei hervorgehoben, daß auch nach der Transformation die 
verschiedenen Freiheitsgrade der Frequenz 1'(d1') sich wie vorher 
gleichmäßig auf alle Strahlrichtungen verteilen. Diese Eigen
schaft wurde in Abschnitt a dieses Kapitels allgemein für be
liebige Abmessungen des Hohlraumes abgeleitet. 

7. Das RAYLlmmsche Gesetz. Das Pr,ANCl{sche Gesetz. Die 
Formel von WmN. Die oben abgeleiteten Gesetze enthalten 
alles, was die klassische Mechanik und Thermodynamik über 
die Wärmestrahlung aussagen können. Es bleibt noch die Form 
der universellen Funktion F(1'jT) zu bestimmen; viele Versuche 
wurden unternommen, um diese Funktion durch allgemeine 
Überlegungen abzuleiten. Überlegungen, die von den Gesetzen 
der alten Statistik ausgingen, führten zur Forderung einer Gleich
verteilung der Energie auf alle Freiheitsgrade; jedem sollte bei der 
Temperatur T die mittlere kinetische Energie ! k T entsprechen. 
Für die linearen Oszillatoren von der Beschaffenheit, wie sie oben 
beschrieben wurde, ist die kinetische Energie im Mittel gleich der 
Hälfte der Gesamtenergie ; letztere ist also gleich k T: 

U v = kT, 

Daraus ergibt sich für die Dichte der isothermen Strahlung die 
Formel von LORD RAYLEIGH: 

(34) 

Diese Formel wird durch Versuche im Gebiet langer Wellen 
(1' klein) und bei hohen Temperaturen annähernd bestätigt; bei 
größeren Werten des Verhältnisses 1'jT versagt sie aber voll
kommen. Sie ist auch logisch unmöglich, da sie für die Gesamt
energie der Wärmestrahlung einen unendlichen Wert ergibt: 

((!v d1' = 00. 

() 

WIEN schlug, auf Grund der experimentellen Ergebnisse im 
Gebiet kurzer Wellen, eine andere Strahlungsformel vor, die sich 
bei großen Werten von l' j T gut bestätigt: 

hv 

U v = hye-kT , 
hv 

F(~) = he-leT, (35) 
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Diese Formel von WIEN enthält eine neue Konstante h, die 
man jetzt allgemein als die PLANcKsche Konstante bezeichnet. 
Die Formel (35) hat den schwerwiegenden Fehler, bei kleinen YjT
Werten nicht mit der dort bewährten RAYLEIGHschen Formel 
übereinzustimmen. PLANCK kam - auf einem damals sehr neu
artig erscheinenden Wege, nämlich du~ch Einführung von end
lichen Energiequanten mit der Größe hY - zu einer Formel, die 
die von RAYLEIGH und WIEN als Grenzgesetze in sich enthielt: 

hlo 

U}l==~-' p(j,) = "-~---, 
ekT _ 1 k'l' e - 1 

8nhv3 d.o 

ev dY = -UV2 hv 

ekT _ 1 

(36) 

Die PLANcKsche Formel ist durch die Versuche gut bestätigt 
worden und kann als experimentell wohlbegründet angesehen 
werden. 

Wir sehen von der Wiedergabe der ursprünglichen PLANCK
sehen Ableitung, die ernsten Einwänden ausgesetzt ist, ab. An 
einer späteren Stelle werden wir sehen, wie sich die PLANcKsche 
Formel ungezwungen aus der neuen sog. BOSE-EINSTEINschen 
Statistik ergibt. 

Um die genaue Form des Strahlungsgesetzes zu bestimmen, 
muß man also Zusatzhypothesen machen. Wenn die klassischen 
mechanischen und elektrodynamischen Gesetze auch auf die Vor
gänge in den Atomen anwendbar wären, so müßte das Gesetz von 
RAYLEIGH der Wahrheit entsprechen. Dieses ist aber, wie oben 
gezeigt, unmöglich. Die Atome könnten also überhaupt nicht 
existieren, wenn die klassischen, makroskopischen Gesetze für sie 
gültig sein sollteIl. Alle Abweichungen von den makroskopischen 
Gesetzen, die durch die Erforschung der atomaren Vorgänge 
deutlich geworden sind, werden in der Quantentheorie einheitlich 
zusammengefaßt; aus den Grundsätzen dieser Theorie folgt für 
die Wärmestrahlung zwingend die Gültigkeit des PLANcKschen 
Gesetzes. 
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1. Allgemeine Bemerkungen; lichtelektrischer Effekt. Die 
Quantentheorie ist gekennzeichnet durch Einführung einer neuen 
Größe, der PLANcKschen Konstanten h, die Energie und Frequenz 
miteinander verbindet: 

E=hy. (1) 

In allen Strahlungsvorgängen stellt man fest, daß die Energie 
sich so verhält, als ob sie aus einzelnen Elementen von endlicher 
Größe bestünde; die Größe der Elemente wächst mit zunehmender 
Frequenz. Wenn Licht auf die Metalloberfläche fällt und dem 
Metall Elektronen entreißt, so verlassen diese "Lichtelektronen" 
das Metall mit einer Geschwindigkeit, die von der Intensität der 
Bestrahlung unabhängig ist und nur durch die Frequenz des ein
fallenden Lichtes bestimmt ist. Diese Behauptung ist der Inhalt 
des berühmten EINSTEINschen Gesetzes der lichtelektrischen 
Emission. Die genaue Formulierung dieses Gesetzes lautet 

(2) 

wo E kin die kinetische Energie der Elektronen bedeutet und die 
Materialkonstante Wo die Arbeit darstellt, die erforderlich ist, um 
aus dem betreffenden Metall ein Elektron zu befreien, ohne ihm 
eine merkliche Geschwindigkeit zu erteilen. Die lichtelektrische 
Emission spielt sich also so ab, als ob die Energie in Quanten hY 
die Metalloberfläche trifft - und nicht in Übereinstimmung mit 
den kontinuierlichen Bildern der Wellentheorie. Die Intensität des 
einfallenden Lichtes bestimmt nicht die Energie der einzelnen 
ausgesandten Elektronen, sondern nur die Anzahl der Emissions
vorgänge_ 

Um den Widerspruch mit der Wellentheorie besser zu beleuch
ten, stellen wir uns ein ähnliches Ergebnis auf dem Gebiete der 
mechanischen Wellen vor: Es sollen schwache, kaum als Zittern 
erkennbare kurze Wellen auf der Wasseroberfläche. fähig sein, von 
Zeit zu Zeit einzelne Steine aus dem Uferdamm auszureißen und 
mit großer Wucht wegzuschleudern, während starker Wellengang 
mit langen und hohen Wellen diesem Damm nichts antun könnte. 
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Der photoelektrische Effekt steht nicht vereinzelt da.. Der um
gekehrte Prozeß - die Entstehung von Strahlung (Röntgenstrah
lung) durch Elektronenbombardierung einer Metalloberfläche -
gehorcht einem analogen Gesetz: die Frequenz der entstehenden 
Strahlen wird nach Gleichung (2) durch die Energie der Elektronen 
bestimmt. 

Die Strahlungsenergie entsteht also in Quanten von der end
lichen Größe hv und wird in diesen Quanten auch absorbiert. 
Dieses Gesetz ist ganz allgemein und bildet eines der wesentlichen 
Postulate der BOHRsehen Theorie. 

2. Rückkehr zur korpuskularen Strahlungstheorie. Angesichts 
der eindrucksvollen Gesamtheit der oben angedeuteten experi
mentellen Ergebnisse ist es verlockend, anzunehmen, daß die 
Strahlungsenergie auch zwischen ihrer Entstehung und Vernich
tung in Gestalt von einzelnen Quanten von der Größe hv existiert. 
Dies ist der Inhalt der EINsTEINsehen Lichtquantenhypothese. 
Statt "Lichtquanten" ist in der neueren Zeit auch die Bezeichnung 
"Photonen" gebräuchlich geworden. 

Wir begegnen somit einer fundamentalen Schwierigkeit. Eine 
große Menge von experimentellen Ergebnissen (die den Inhalt der 
"physikalischen Optik" ausmachen) zwingt uns zur Annahme 
einer Wellentheorie des Lichtes. Eine andere Reihe von Ver
suchen, die nicht minder wichtig sind, führt dagegen zu der Vor
stellung von der korpuskularen Natur des Lichtes. Der Streit 
zwischen den beiden Lichttheorien, der ebenso alt ist wie die 
Wissenschaft vom Licht selbst, dauert also fort. Noch schlimmer: 
dieser Streit kann offenbar überhaupt nicht beigelegt werden, so
lange man keine neue Theorie findet, die aus den beiden, sich 
scheinbar ausschließenden Hypothesen das Wesentliche übernimmt, 
und sie miteinander vereinbart. Viele Versuche in dieser Richtung 
sind bereits unternommen worden, doch ist eine voll befriedigende 
Lösung des Problems noch nicht gelungen. 

Wir werden jetzt die korpuskulare Lichttheorie näher be
trachten und die Gesetze der "Mechanik der Photonen" darstellen, 
die von EINSTEIN, LOUIS DE BROGLIE, COMPTON und vielen an
deren erforscht wurden. 

3. Die Photonen und die relativistische lUechanik. Die 
Mechanik der Photonen kann nur auf der Grundlage der Re
lativitätstheorie behandelt werden, da sich die Photonen (we-



Die Photonen und die relativistische Mechanik. 31 

nigstens im leeren Raume) mit der Grenzlichtgeschwindigkeit c 
bewegen. 

Wir beschränken uns zunächst auf den Fall des leeren Raumes. 
Zuerst werden wir die Bewegungsgesetze eines Teilchens mit der 
Ruhemasse mo aufstellen; dann gehen wir zu dem Grenzfall über, 
in dem die Masse mo unendlich klein wird, während die Energie 
endliche Werte beibehält. 

Ein Teilchen von der Masse mo hat im ruhenden Zustand die 
Energie m oc2 ; wenn sich dasselbe Teilchen mit der Geschwindig
keit v bewegt, so beträgt die Energie nach der relativistischen 
Mechanik: 

(3) 

Das, was man gewöhnlich als "kinetische Energie" des Teilchens 
bezeichnet, ist die Differenz zwischen E und der Ruheenergie mo c2 : 

Ekin = moc2 (V1-~ß2 - 1) . 
Bei kleinen v-Werten reduziert sich dieser Ausdruck in erster 

2 

Näherung auf Ekin = ~2~' Die Bewegungsgröße des Teilchens ist 

nach der Relativitätstheorie: 
-). 

-')00- mov 
P = --;----ccc::_ , 

Vl - ß2 
( 4) 

wobei durch Pfeile angedeutet ist, daß die Bewegungsgröße ein 
zum Geschwindigkeitsvektor parallel gerichteter Vektor ist. 

Stellen wir uns nun vor, daß die Masse mo gegen Null strebt. 
\Yenn die Energie E einen endlichen Wert behalten soll, so muß 
die Geschwindigkeit v entsprechend groß werden und der Grenze 
v = c zustreben. Wir nehmen also an, daß, während m o sich dem 
Wert Null nähert, das Verhältnis ß den Wcrt 1 erreicht, in einer 
solchen Weise, daß E in (3) einen konstanten Wert beibehält. 
Was sagt für diesen Fall die Beziehung (4) aus? Wir können 
sie folgendermaßen schreiben: 

-+ 
-+ v E 
P = E C2 "'" --

c 
(5) 

Die Bewegungsgröße wächst also und strebt dem GrenzwertEjc zu. 
Wir müssen uns also vorstellen, daß ein Photon mit der Energie 
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E = h J!, das sich im leeren Raum mit der Geschwindigkeit c be
wegt, eine Bewegungsgröße : 

->- E hv 
P = C = C (5a) 

mit sich führt. Die Richtung des Vektors p ist durch die Strahl
ri<;htung gegeben. 

Diese einfachen Ergebnisse gelten nur so lange, wie man eine 
einzige Welle betrachtet, die sich frei im Vakuum fortpflanzt. 

4. Strahlungsdruck; elementare Überlegungen. Was kann man 
über die Gleichung (5a) sagen? Sie scheint in guter Überein
stimmung mit der klassischen Theorie des Elektromagnetismus 
zu sein. Man weiß, daß bei der Reflexion einer elektromagnetischen 
Welle an einem Spiegel eine Druckkraft - der Lichtdruck -
auftritt. In der korpuskularen Theorie wird dieser Druck durch 
die Stöße der aufprallenden Photonen erklärt. Wenn auf den 
Spiegel pro Zeiteinheit n Photonen fallen, so ist die Intensität J 
der einfallenden Strahlung gleich nhJ!. Wenn {} den Einfallswinkel 
bedeutet, so ist die durch die Reflexion bedingte Änderung des 
Impulses eines einzigen Photons gleich 

hv 2- cos{} , 
c 

da bei der Reflexion nur die normale Impulskomponente das Vor
zeichen ändert, während die tangentielle unverändert bleibt. Die 
Druckkraft auf den Spiegel ist also: 

hv J 1= 2 n cos{} = 2- cos{}. (6) 
c c 

Wir erhalten somit das bekannte Ge
setz für den Strahlungsdruck wieder, 
nach dem dieser Druck proportional 
dem cos des Einfallswinkels und der 
Energiedichte der Strahlung ist. 

Abb.6. 
Nehmen wir an, daß wir einen 

Spiegel mit der endlichen Ober
fläche S haben und daß das einfallende Licht vollkommen diffus 
ist. Mit anderen Worten, die Energiedichte der Strahlen, deren 
Richtungen innerhalb eines räumlich~;n Winkelelementes dw 

liegen, ist durch den Ausdruck (}dw bestimmt, worin (! von der 
Richtung {} unabhängig ist. Die Gesamtdichte der Strahlung ist 

4n(} = NhJ!, (7) 
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worin N die Anzahl der Photonen im Kubikzentimeter bedeutet. 
Betrachten wir die Photonen, die unter den Winkeln f} bis f} + df} 
auf den Spiegel fallen. Ihre Anzahl sei n. Es gilt dann: 

nhl' = S cosf} eedw = See cosf}· 2n sin{}d{}, 

denn d w ist gleich 2 n sin f} d {}; und die Anzahl der in einer Sekunde 
auftreffenden Photonen ist gleich ihrer Anzahl in einem Zylinder 
mit der Höhe e und dem Querschnitt S cos {} . Der von diesen 
Photonen ausgeübte Druck ist: 

dP = {= 4necos2f}sinf}df}. 

Der Gesamtdruck für alle Einfallsrichtungen bestimmt sich durch 
Integration über alle f}-Werte von 0 bis n/2: 

(8) 

Wir finden also das gleiche Resultat wie früher in der Wellen
theorie wieder. 

5. DOPPLER-Effekt. Der DOPPLER-Effekt besteht in der Ver
änderung der Lichtfrequenz, die durch eine Bewegung des Be
obachters relativ zur Lichtquelle hervorgerufen wird. Vom Stand
punkt der Korpuskulartheorie muß der DOPPLER·Effekt in einer 
Veränderung der Energie E des Photons bestehen. 

Die ganze Erscheinung beruht in der relativistischen Mechanik 
auf dem Übergang von einem Koordinatensystem zu einem ande
ren, das sich relativ zum ersten bewegt. Für diesen Übergang gilt 
die LORENTz-Transformation. Es seien xyzt die Koordinaten im 
ruhenden, x' y' z' t' die in dem mit der Geschwindigkeit v in der 
Richtung Ox bewegten System. Dann ist (mit v = ße): 

, x + vt 
X = VC=ßi' 
y' = y, 

z'===z, 

vx 
t +---

, c2 
t=---VI - ß2' 

x' - vt' 
X = "--""---n - ß2' 

Y = y', 
, 

z = z, 
vx' 

t'-
c2 

t = --"""-VI - ß2. 

Betrachten wir zuerst die ebene Welle: 

Brillouin, Quantenstatistik. 

(9) 

(10) 

3 
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lX1 lX 2 lX3 sind die Richtungskosinusse der Wellennormalen. Im be
wegten System ist die Gleichung derselben Welle: 

i2nv' t'- 1 2 3 ( ,,' x'+c.' y'+,,' Z') 
H' = Ae c. 

Durch einfache Substitution findet man: 
I I + IXlß 

v = v Vl~--C-ß2- , 

I IX l + ß 
lXI = I + IXlß ' 

I V 
lXa = lX37' 

(11) 

Dieses Gleichungssystem bestimmt die Änderung der Frequenz 
und der Strahlrichtung beim Übergang zu dem bewegten Koordi
natensystem. 

Wie stellt sich dieser Übergang für ein Photon dar? Die Be
wegungsgröße PxPypz und die Energie E des Photons bilden einen 
Vierervektor mit den Komponenten: 

E 
Px, Py' Pz, c' 

der sich in der gleichen Weise transformiert wie die Größen: 

x, y, z und ct. 

Benutzen wir die Beziehungen (9) 
E 

Px+ßc 
p~ = VI ~ 712 ' 

p~ = Py, 

p~ = P., 

E 
E' c + ßpx 

c VI ~·ß2 . 

in folgender Form: 

(12) 

Unter Heranziehung von (5) erhalten wir für ein Photon, das 
sich in der Richtung lX1 lX2 lX3 bewegt, die Beziehungen: 

hv 
py = lX2 c' 
E= hv. 

hv 
pz = lX3 c' 
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Für den bewegten Beobachter gilt analog: 
, , h v' 

p." = iX l c' 
I I hv' 

Py = iX2 -;;- , 
, , hv' 

pz = iXac ' E' = hv'_ 

Wenn man diese Werte in die Gleichungen (12) einführt, er
hält man die Gleichungen (ll) wieder- Die beiden Standpunkte 
sind also vollkommen identisch_ In analoger Weise kann man 
auch alle anderen Formen des DOPPLER-Effektes - bei der Re
flexion, bei der Emission usw. - ableiten_ 

Man sieht, daß die Transformation auf ein bewegtes System 
die Frequenz ändert. Es ist also möglich, in der Strahlungslehre 
die Existenz nur einer Art von Photonen mit einer (in einem 
bestimmten System festgelegten) Frequenz Vo anzunehmen. Je 
nachdem, auf welches andere Koordinatensystem wir die Bewegung 
dieser Photonen beziehen, werden ihre Frequenzen v alle möglichen 
Werte annehmen. Nach den LORENTzschen Transformations
formeln wird dabei die Geschwindigkeit der Photonen in allen 
Systemen gleich c bleiben. 

6. COMPToN-Effekt. Die Beziehungen, an die wir oben den 
Leser erinnert haben, machen es möglich, in vielen Problemen der 
Optik die Vorstellung der Lichtwelle durch das Bild eines Schwar
mes von fliegenden Photonen zu ersetzen. Die Photonenhypothese 
erlaubt aber auch, neue, der Wellentheorie fremde Erscheinungen 
vorauszusehen. Zu diesen gehört der COMPToN-Effekt. 

Untersuchen wir die Erscheinungen bei dem Zusammenstoß 
eines Photons mit einem freien Elektron. Das Photon wird 
dabei abgelenkt. Wir kennen die Einzelheiten des Stoßvor
ganges nicht; doch können wir 
auf den Anfangs- und End
zustand dieses Vorganges die 
Gesetze der Erhaltung der 
Energie und des Impulses an
wenden. Das Elektron sei zu
erst als ruhend betrachtet; es 

Cg~Iz1b 

Abb.7. 

bekommt vom Photon einen Stoß und setzt sich mit der Geschwin
digkeit ßI c in Bewegung, deren Richtung den Winkel rp mit der 
Richtung des Photons vor dem Stoß bildet (Abb. 7). Die Energie 
des Photons vor dem Stoß war E o = hvo , nach dem Stoß ist sie 
EI = h '\; die Richtung seiner Bewegung sei um den Winkel {} 
von der ursprünglichen Richtung abgelenkt. 

3* 
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Die drei Flugbahnen müssen offenbar in einer Ebene liegen. 
Der Energieerhaltungssatz liefert die Beziehung: 

2 + E - moc2 + E moc 0-,/- l' 
r l - ß~ 

(13) 

der Impulssatz ergibt zwei Gleichungen: 

Eo = El cos{} + mOcßl cosg' I 
c c VI - ß~ , 

O El . _<1 + mOcßl . = - SInv ,r- sintp. 
c rl - ßi 

(14) 

Nehmen wir für {} einen bestimmten Wert an und bestimmen die 
Energie E der um diesen Winkel gestreuten Photonen. Durch 
Elimination von tp aus den beiden Gleichungen (14) erhält man: 

{} 2 2' 2 _ m~ c4 ß~ (Eo - EI COS ) + EI sm {} - i _ ßT . (14a) 

Jetzt eliminiere man ßi aus (14a) und (13). Dies gibt: 

EoEI (1 - cos{}) = moc2 (Eo - EI) . (15) 

Aus (15) erkennt man unmittelbar, daß die Energie des Photons 
- und somit auch seine Frequenz - infolge des Stoßes kleiner 
wird. Führen wir in (15) die Wellenlänge Ao und )'1 ein. Die 
Gleichung kann dann in der Form: 

2 sin2~ = moc2(~ _ L) = mo~ (~ _ ~) 
2 ~ ~ h ~ ~ 

moc 1 1 = T(/'I- AO) 

geschrieben werden. Es ist also: 

1 1_A1_2 h '2{} 
Al - AO - LJ A - - Sin -2 . 

moc 
(16) 

Führen wir eine "Frequenz" N und eine "Wellenlänge" A durch 
die Definitionen: 

h hN = moc2, A = ---. 
moc 

(17) 

em. Wir erhalten dann: 

LlA=2Asin2 :. (18) 

Für ein Elektron ist die nach (17) definierte Wellenlänge A 
gleich etwa 0,024 A. Die obigen Formeln wurden experimentell 



COMPTON -Effekt. 37 

durch die Untersuchung der Streuung von Röntgenstrahlen an 
leichten Atomen (an Kohle, Paraffin usw.) bestätigt. Die empi
risch gefundene Abhängigkeit der Frequenz der gestreuten Rönt
genstrahlen von dem Streuwinkel ergab sich in Übereinstimmung 
mit der Gleichung (16). 

Wir haben bis jetzt den Vorgang auf ein Koordinatensystem 
bezogen, in dem das Elektron ursprünglich ruhte. Dies war für 
die experimentelle Prüfung von Wichtigkeit. Es bereitet aber 
keine Schwierigkeit, auch das Ergebnis eines Zusammenstoßes 
zwischen einem Photon und einem bewegten Elektron zu be
stimmen. Man braucht nur die LORENTz-Transformation auf alle 
Anfangs- und Endgrößen in den obigen Gleichungen anzuwenden. 

Wir werden die Formeln, die man durch eine solche Transfor
mation erhält, nicht alle aufschreiben; denn sie lehren uns nichts 
Neues. Es sei nur bemerkt, daß durch die LORENTz-Transformation 
die Frequenzen (und die Energien) in einer solchen Weise verän
dert werden, daß die Energie des Photons infolge des Stoßes nicht 
unbedingt abnehmen, sondern unter Umständen auch zunehmen 
kann. 

Als Spezialbeispiel betrachten wir den von LANGEVIN zuerst 
behandelten Fall: das Elektron möge nicht vor, sondern nach 
dem Stoß in Ruhe sein; das entsprechende Koordinatensystem 
sei 0' x' y' z' . Das Elektron hat in diesem System ursprünglich 
eine bestimmte kinetische Energie, die es beim Stoß vollständig 
verliert. Die Geschwindigkeit, mit der das neue Koordinaten
system sich gegen das vorher benutzte bewegt, sei PI c; die Rich
tung dieser Bewegung bilde den Winkel rp mit der ursprünglichen 
und rp + {} mit der endgültigen Bewegungsrichtung des Photons. 

Nach den oben abgeleiteten Formeln (11) und (12) bestimmen 
sich die Energien vor dem Stoß in dem bewegten System zu: 

(Elektron) (19) 

und 
E' = E I - ß1cos",-

o 0 YI - ßi 
(Photon). 

Die Energien nach dem Stoß sind: 

und 
moc2 (Elektron) 

E' - E 1- ßI cos(& + '1') (Photon). 
1- 1 YI=-ßi 

(20) 
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Es ist nun bemerkens,vert, daß die Energien (19) und (20) 
dieselben sind wie in dem zuerst betrachteten Fall des ruhenden 
Elektrons, nur treten sie in umgekehrter Reihenfolge auf. Der 
Stoß (19) und (20) ist also eine genaue Umkehrung des Stoßes 
(13), (14) und (15): 

(21) 

Um dies zu zeigen, vergleichen wir z. B. die Gleichungen (19) 
und (14, I). Wir eliminieren cos9/ und erhalten: 

E' = E [, 1 __ Eo - EI COS {}] • 

o 0 VI _ ß" moc2 

Die Gleichung (15) ergibt aber 

E {} E 9 Eo - EI 
I COS = I - moc" ----Eo-- , 

so daß man die Beziehung 

E' = E [_1 __ Eo - EI _ - 1] + EI 
o 0 )11 _ ß2 moc2 

erhält. Man vergleiche damit die Gleichung (13); man erkennt, 
daß der Klammerausdruck verschwinden muß - und das Ganze 
reduziert sich somit auf die erste Beziehung (21). In ähnlicher 
Weise kann auch die zweite Beziehung (21) verifiziert werden. 

Wenn man also den COMPTON-Effekt einmal in einem System 
betrachtet, in dem das streuende Elektron vor dem Stoß ruht, 
ein anderes Mal in einem System, in dem dieses Elektron nach 
dem Stoß ruht, so erhält man zwei vollkommen inverse Prozesse. 

7. Andere Erscheinungen, in denen die Photonen eine Rolle 
spielen. Wir werden jetzt eine Reihe von Problemen kennenlernen, 
bei deren Lösung die Lichtquantenvorstellung eine entscheidende 
Rolle spielt. Zu den bekanntesten gehört das Problem der Schwan
kungen in der isothermen Strahlung; wir werden es aber erst später 
(viertes Kap., Abschnitt 11) behandeln. Dies war übrigens das 
Problem, bei dessen Diskussion EINST EIN die Hypothese der Licht
quanten zum erstenmal deutlich formulierte. PLANeK hatte aller
dings schon früher die Vorstellung von Energiequanten hv ein
geführt; er wagte aber noch nicht, diesen Quanten eine selbstän
dige Existenz zuzuschreiben. Die Konsequenzen der EINSTElN
sehen Theorie wurden von DE BROGLIE, COl\'[PTON und vielen an
deren Forschern ausgearbeitet. 
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EINST EIN führte zur Bestätigung seiner Hypothese einige Ar
gumente an; mehrere davon beruhen auf folgender Überlegung: 
Stellen wir uns einen leeren Hohlraum vor, der die konstante 
Temperatur T besitzt. Der Hohlraum ist von der Strahlung er
füllt, deren spektrale Energieverteilung der im vorhergehenden 
Kapitel abgeleiteten PLANcKschen Formel entspricht. Nun 
führen wir in den Hohlraum etwas Materie ein: ein Atom, ein 
Elektron oder auch ein Staubkörnchen - irgendein Teilchen, 
das Licht zu absorbieren oder zu reflektieren vermag. In jedem 
Fall wird zwischen dem Materieteilchen und der Strahlung ein 
Energieaustausch stattfinden. Wenn das Teilchen ein Elektron 
ist, so wird der Austausch durch seine Zusammenstöße mit den 
Photonen bedingt sein, also in einem COMPToN-Effekt bestehen. 
Wenn das Teilchen ein Atom ist, so wird es Licht absorbieren 
und wieder aussenden. In jedem Fall werden die Absorptions
und die Emissionsakte mit einer Impulsübertragung an das Teil
chen verknüpft sein. Bei der Absorption des Lichtquantes hv 
erhält das Atom den Impuls hv/c in der Richtung des einfallenden 
Strahles; dies ist keine unbegründete Hypothese, sondern einfach 
die Formulierung der wohlbekannten Erscheinung des Strahlungs
druckes in der korpuskularen Sprachweise. 

Wir kennen also den Impuls, den ein Atom bei der Absorption 
erhält. Wir wissen aber zunächst nicht, was bei der Emission 
vorgeht. Wenn die Energie hv vom Atom in Gestalt einer Kugel
welle nach allen Seiten ausgesandt wird, so gibt es keinen Rück
stoß, die Impulsänderung des Atoms bei der Ausstrahlung ist 
gleich Null. Wenn wir dagegen annehmen, daß die Energie hv 
in einer bestimmten Richtung ausgestrahlt wird - z. B. als ein 
räumlich begrenztes Photon fortfliegt -, so müssen wir an
nehmen, daß die Ausstrahlung von einem Rückstoß mit dem 

Impuls - "'-v begleitet wird. Wie kann man zwischen diesen beiden 
c 

Möglichkeiten entscheiden? 
EINSTEIN betrachtete die ungeordnete Bewegung der mate

riellen Teilchen im Strahlungsfeld, die durch die wiederholten 
Absorptions- und Emissionsakte entstehen muß und eine Analogie 
zur BRowNschen Molekularbewegung darstellt. Bei richtiger 
Behandlung muß man für jedes Teilchen im stationären Zu
stand die mittlere kinetische Energie .~. k T bekommen, in Über-
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einstimmung mit der klassischen Theorie (s. z. B. das folgende 
Kapitel). 

Um dieses Resultat zu erhalten, muß man aber - und dies 
ist der wichtige Punkt - die zweite von den beiden oben an
gedeuteten Möglichkeiten wählen. Man muß annehmen, daß nicht 
nur bei der Absorption, sondern auch bei der Emission des Lichtes 
auf das Teilchen ein Impuls von der Größe h1'/C übertragen wird. 

Dies ist ein sehr schwerwiegendes Argument zugunsten der 
Lichtquantenvorstellung. und gegen die Wellentheorie. Wir 
sehen von der vollständigen Ableitung des angedeuteten Ergeb
nisses ab; in den folgenden Kapiteln werden die Rechnungen kurz 
angedeutet!. In der Geschichte der Quantentheorie haben diese 
Probleme eine sehr wichtige Rolle gespielt und viele lebhafte Dis
kussionen veranlaßt ; heute hat aber das Interesse an ihnen be
deutend abgenommen. Denn wir wissen jetzt, daß weder die 
Photonen- noch die Wellentheorie für sich eine vollständige Er
klärung aller Lichterscheinungen geben kann. Es muß eine all
gemeine Lichttheorie aufgebaut werden, die die beiden Vor
stellungen in sich einschließt, analog wie dies in der neuen Wellen
mechanik und der Quantenmechanik von BORN und DIRAC für 
die materiellen Teilchen geschieht. In diesem Sinne werden jetzt 
viele Untersuchungen angestellt, die bereits zu erfreulichen Er
folgen geführt haben. 

Für alle statistische Betrachtungen über Strahlungsprobleme ist 
die Lichtquantenvorstellung ganz besonders bequem. Auf Grund 
dieser Vorstellung kann man klare Formulierungen der statisti
schen Gesetze geben und eine statistische Theorie der Strahlung in 
Analogie zu der kinetischen Theorie der Gase entwickeln. Wir 
werden daher in der folgenden Darstellung diese Betrachtungs
weise benutzen. EINSTEIN hat ihr Prinzip angedeutet; L. DE 
BROGLIE hat sie systematisch ausgebaut in einer Reihe von Ar
tikeln im "Journal de Physique", die kurz vor seiner berühmten, 
für die Wellenmechanik grundlegenden Dissertation erschienen. 
Wir werden uns in den folgenden Kapiteln der von BOSE erfun
denen Methode bedienen, die wesentliche logische Vorteile be
sitzt und mit der Zeit eine große Bedeutung erlangt hat. 

1 Man siehe z. B. die Arbeiten 23 und 29 des Literaturregisters. Die 
Ableitungen wurden in einer ganz strengen Form von LANGEVlN in seinen 
Vorlesungen im College de France (1927) gegeben. 
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8. Die Streuung von Photonen an einem Gitter. Wir wollen 
jetzt untersuchen, wie sich vom Standpunkt der Photonentheorie 
die Streuung des Lichtes durch ein Gitter darstellt. Wir betrachten 
ein ebenes Strichgitter; die Striche sollen zu der Ebene der Abb. 8 
senkrecht sein. Der 
Strichabstand betrage l. 
Die Welle soll unter 
einem Winkel {}I einfal
len und eine gebeugte _l--::>4I:C--'- ,..-f/l'--- ----< • .------,.Z" 
Welle mit dem Beu-
gungswinkel {}2 ergeben. 
Die Wellenoptik gibt 
die Bedingung: 

l(sim91-sin 192) =nA. (22) Abb.8. 

Was bedeutet diese Beziehung in der Sprache der Korpuskular
theorie? Die Photonen besitzen vor der Beugung den Impuls PI' 
nach der Beugung den Impuls P2; ihre Komponenten in der 
Richtung Ox sind: 

hv . -'1 h. Cl. 
PlZ = -- Sln'U't = --,-- sin 11'1 , 

C A 

hv . _Cl. h. Cl. 

P2z = -c sInv2 = T SIn1I2' 

Statt (22) erhalten wir also: 

(PIZ - P2X) l = nh . (23) 

Wenn ein Photon hY in dieser Weise aus der Richtung {}I in die 
Richtung {}2 abgelenkt wird, überträgt es auf das Gitter die Be
wegungsgröße: 

Px = PIx - P2z . (24) 

Das Gitter erhält also einen Rückstoß, dessen Geschwindigkeit v 
uns aber wenig interessiert. Gleichzeitig erhält es auch einen Im
puls parallel zur Gitterebene ; die entsprechende Geschwindigkeit 
bezeichnen wir mit vx . Nachdem sich das Gitter unter dem Ein
fluß dieses tangentiellen Impulses um l verschoben hat, ist -
wenn wir uns die Gitterebene als unendlich ausgedehnt denken 
- der ursprüngliche Zustand wieder vollkommen hergestellt, denn 
an die Stelle jedes Striches ist der Nachbarstrich gerückt. Wir 
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dürfen also - in Übereinstimmung mit den alten SOMMERFELD
sehen Quantelungsregeln - die Beziehung: 

f PdQ = Pxl = nh (25) 

aufstellen. Diese Bedingungen, die die Quantisierung der Gitter
bewegung darstellen, sind gleichbedeutend mit den klassischen 
Beugungsgleichungen; denn (24) und (25) bedeuten dasselbe 
wie (23). 

Diese merkwürdige Übereinstimmung ist nicht zufällig und 
zeigt deutlich, wie die Quantenbedingungen den Photonen 
Eigenschaften aufzwingen, die denen der Wellen ganz ähnlich 
sind. 

Die obige Betrachtung wurde von DUANE1 angedeutet, später 
von EpSTEIN und EHRENFEST wieder aufgenommen und verbessert. 
Es gelang ihnen, auf diesem Wege die Intensitäten der Beugungs
strahlen verschiedener Ordnung zu berechnen. Es wurde dabei 
von dem BOHRsehen Korrespondenzprinzip in einer für diesen Fall 
geistreich abgeänderten Form Gebrauch gemacht. Auch das 
Problem eines endlich ausgedehnten Gitters kann in dieser Weise 
behandelt werden. Man hat dabei eine bestimmte Elektronen
dichte, die regelmäßig entlang der Koordinate x im endlichen 
Bereich L verteilt ist. Man stellt diese Elektronenverteilung durch 
ein FOURIER-Integral dar. Jeder Term des Integrals ergibt ein 
sinusförmiges Gitter von unendlicher Ausdehnung. Man kann für 
jeden solchen Gitterbestandteil die für unendliche Gitter abgeleiteten 
Formeln benutzen; dann superponiert man alle Einzelergebnisse 
und integriert. In dieser Weise erhält man die Intensität der in 
verschiedenen Richtungen gestreuten Strahlung als Funktion des 
Winkels {} und der Länge L des Gitters. 

Nachdem in dieser Weise das Problem der Streuung von ebenen 
Wellen gelöst war, versuchten dieselben Autoren, auch die Streu
ung von sphärischen Wellen zu behandeln; auch für diesen Fall 
fanden sie ein passendes korpuskulares Bild. Doch scheinen die da
bei benutzten Methoden etwas künstlich zu sein, wenn man auch 
an ihrer mathematischen Korrektheit keine Zweifel hegen kann. 

1 DUANE, Proc. nato Aead. Sei. U.S.A. 9, 159 (1923).-CoMPToN, A. H .• 
Physic. Rev. 23, 118 (1924). - EpSTEIN, P. S., U. EHRENFEST, P., Proc. nato 
Aead. Sei. U.S.A. 10, 133 (1924); 13,400 (1927) - Physic. Rev. 23, 663 
(1924). - JAUNCEY, Physic. Rev. 23, 106 (1924); und viele andere Arbeiten. 
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Ohne zu lange bei liiesen Problemen zu verweilen, müssen wir 
die interessante Tatsache hervorheben, daß die Vorstellung von 
den Photonen im Verein mit den aufgelegten Quantenbedingungen 
eine weitgehende Interpretation lier Gesetze der physikalischen 
Optik zu geben vermag, die sich den Ergebnissen der Wellen
theorie auffallend nähert. 

Von den Formeln für die Beugung am eindimensionalen 
Gitter geht man leicht zu den Formeln für ein Raumgitter über. 
Man findet die Regeln von BRAGG und v. LAUE für die Intensität 
der Beugungsbilder bei der Streuung von Röntgenstrahlen durch 
Kristalle wieder. Der Übergang vom linearen Gitter zum Raum
gitter besteht nur in der Anwendung von drei Bedingungen -
statt der einen Bedingung (22) - für die drei Achsenrichtungen 
Ox, Oy und Oz, längs deren die Gitterpunkte periodisch an
geordnet sind. 

9. Wellen und Elektronen. In den vorangehenden Abschnitten 
haben wir geschildert, wie die Quantenphänomene uns dazu führen, 
eine diskontinuierliche Natur der Energie anzunehmen und kor
puskulare Vorgänge den Wellenerscheinungen des Lichtes zuzu
ordnen. 

Bei der Betrachtung der elementaren Teilchen der Materie be
finden wir uns, wie die neue Wellenmechanik zeigt, in einer ähn
lichen Lage. Das einzelne Elektron gehorcht nicht den Gesetzen 
der klassischen Mechanik. Um sein Verhalten zu bestimmen, muß 
man ihm eine Welle zuordnen, deren Ausbreitung durch die 
Gleichung: 

il'IjJ + 8"'~:n0 (E - P) 'IjJ = 0 (26) 

bestimmt ist, worin P die potentielle Energie des Elektrons, E 
die Gesamtenergie und 'IjJ (x, y, z) die Wellenfunktion bedeutet. 
Diese sog. SCHRÖDINGERSche Gleichung gilt allerdings nur für lang
same Elektronen, d. h. nur, wenn die relativistische Massenver
ändedichkeit keine Rolle spielt. Auch setzt Gleichung (26) die 
Existenz einer zeitunabhängigen potentiellen Energie P(x, y, z) 
voraus. 

Wenn wir (26) mit der gewöhnlichen Gleichung einer Sinus
welle mit der Frequenz 'I' und Ausbreitungsgeschwindigkeit V: 

1 62 1j1 4",2).2 

il'IjJ - V2 {)t2 = il'IjJ + - V2'IjJ = 0 
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vergleichen, so finden wir für die Frequenz und Ausbreitungs
geschwindigkeit der Materiewellen die Ausdrücke: 

V = hv (27) 
V2mo(E - P) 

und 
_ V h 
1.=-=-----. 

v jl2mo(E - P) 
(28) 

Wenn wir für die Energie die klassische Formel: 

E = P + imov2 (29) 

benutzen, so bekommen wir für die Wellenlänge der Elektronen
wellen: 

(30) 

- eine heute wohlbekannte Formel, die zuerst von L. DE BROGLIE 
abgeleitet wurde. 

Die Gleichung (26) beschreibt nur die Amplitudenverteilung; 
die vollständige Wellengleichung, die auch die Zeitabhängigkeit 
von '![! berücksichtigt, lautet dagegen: 

'![! = u(x, y, z) e-2nivt. (31) 

Für die Materiewellen ist unter Berücksichtigung der relativisti
schen Massenveränderlichkeit des Elektrons 

hv = E + moc2 

zu setzen. Die erweiterte SCHRÖDINGERsche Gleichung erhält so
mit die Form: 

A 4:rrmo 0'P 8:rr2 mo (P 2) - 0 LJ'![!+hiTt-h2 o+moc '![!- • (32) 

Wir nehmen an, daß (32) auch dann gültig bleibt, wenn P von 
der Zeit abhängt. 

Welche Auskunft gibt uns die Wellenfunktion ,![!, einmal be
stimmt, über die Lage und Bewegung des zugeordneten Teilc~ens 1 
Die Antwort auf diese Frage hat übrigens die gleiche Bedeutung 
auch für das Verhältnis zwischen Lichtwellen und Photonen. 

Betrachten wir zunächst eine ebene Welle: 

'![! = Ae+ 2ni <p, Cf! = -vt + ax + by + cz. 

Die Intensität der Welle (die dem Amplitudenquadrat A2 
proportional ist) bestimmt die Konzentration e der betrach-
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teten Teilchen. Unter Voraussetzung einer geeigneten Normali
sierung gilt: 

(33) 

Man stellt sich des weiteren vor, daß sich die Teilchen stets in 
der Richtung der Normalen zu der Wellenfläche bewegen; ihre 
Bewegungsgrößen sind: 

8q; 
p", = ah = h 8x' 

8q; 8q; 
py = bh = h [Ti!' pz = eh = h 8z . 

Der Strömungsvektor der Teilchen hat also die Komponenten 

qJ _ hA2 . 8q; 
"'- mo 8x' 

qJ =~A2.8qJ 
y m o 8y' 

qJ = hA2 • 8q; 
z mo 8z· 

(34) 

Die einfachen Formeln (33) und (34) gelten auch noch in den 
komplizierteren Fällen, wenn A und f{J beliebige reelle Funktionen 
der Raumkoordinaten und der Zeit sind. An Stelle der obigen, 
von L. DE BROGLIE angegebenen Darstellung, kann man nach 
SCHRÖDINGER1 auch die folgende wählen: 

e = "P"P, 

qJ =+_h_[-8 lP _ 8ipl 
x 4nmoi "P 8x "P 8x ' (35) 

worin 1jJ die zu "p konjugierte imaginäre Größe darstellt. 
Diese allgemeinen Formeln werden dadurch bestätigt, daß 

man, von ihnen ausgehend, zu einem Erhaltungsgefletz für die 
Gesamtzahl der Teilchen gelangt: 

~~= + 8<py + 8<p, + 8(2 _ 0 (36) 
8x 8y 8z 8t - . 

Die Beziehung (36) wird identisch erfüllt durch (32) und die ent
sprechende konjugierte imaginäre Gleichung für 1p. 

10. Ungenauigkeitsrelation von HEISI~NBERG. Die dualistische 
Auffassung, die für Materie und Licht teils Wellen-, teils Kor
puskeleigenschaften annimmt, führt zu einer Reihe von merk
würdigen Folgerungen. Eine der wichtigsten wurde von HEISEN-

1 SCHRÖDINGER, E., Ann. Physik 81, 138 (1926). 
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BERG als ein "Ungenauigkeitsprinzip" ausgesprochen. Wir wollen 
dieses Prinzip in elementarer Form darstellen, indem wir das 
Beispiel der Photonen wählen. 

Die klassische Mechanik geht bekanntlich von der V oraus
setzung aus, daß es prinzipiell möglich sei, die Anfangskoordinaten 
eines materiellen Systems mit einer unbegrenzten Genauigkeit zu 
bestimmen. Aus den so bestimmten Anfangsbedingungen können 
dann auf Grund der mechanischen Gesetze die Koordinaten des 
Systems zu jeder beliebigen späteren Zeit ebenso genau berechnet 
werden. In der Wellenmechanik ist eine solche genaue Angabe 
der Anfangsbedingungen unmöglich. Es bleibt immer eine be
stimmte Undefiniertheit, Ungenauigkeit bestehen, die von der Art 
der angewandten Meßmethoden abhängt. Durch die Ungenauig
keit der Anfangskoordinaten wird auch die genaue Voraussage des 
späteren Verhaltens des Systems unmöglich. Die Wellenmechanik 
erlaubt nur Angaben über Mittelwerte, nur statistisch gültige 
Voraussagen für das Verhalten von materiellen Systemen oder 
Lichtquanten. 

Diese allgemeine Aussage kann folgendermaßen präzisiert 
werden: Jeder Koordinate q kann bekanntlich ein Impuls p zu
geordnet werden. Es sei LI q die Ungenauigkeit der q-Bestimmung 
und Llp die der p-Bestimmung. Wenn wir den Versuch machen, 
LI q und LI p möglichst zu reduzieren, stoßen wir auf ein Hindernis 
von prinzipieller Bedeutung. Es zeigt sich, daß das Produkt 
A pLI q in keiner Weise kleiner als h gemacht werden kann: 

(37) 

Diese Beschränkung folgt aus der dualistischen Auffassung der 
Materie und des Lichtes. Einige Beispiele werden uns helfen, diese 
merkwürdige Folgerung zu verstehen. 

Betrachten wir zunächst eine ebene Welle mit unendlichem 
Querschnitt. Sie soll als "Führungswelle" die Bewegung eines 
St.romes von Teilchen bestimmen. Nach den oben durchgeführten 
Ableitungen können wir ganz genau die Bewegungsgrößen an
geben, die diese Teilchen besitzen müssen. Der Fehler LI p kann 
also - bei bekannter Wellenfunktion - beliebig klein gemacht 
werden. Dafür gibt aber die Wellenfunktion gar keine Auskunft 
über die Raumkoordinaten q der einzelnen Teilchen; die Ampli
tude A der Welle bestimmt nur die mittlere Dichte der Teilchen 
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(! (e = const. A 2). Während also L1 p = 0 ist, ist L1 q unendlich 
groß; die Grenzbedingung (37) wird also nicht verletzt. 

Um das Produkt A p . /1 q genauer zu bestimmen, versuchen 
wir, die Lage der Photonen im Strom durch zusätzliche Messungen 
zu ermitteln. Wir setzen zu diesem Zweck in den Weg der Welle 
einen Spalt, der einen räumlich be
grenzten Bezirk aus der Wellenfront 
ausschneidet (Abb.9). Wenn der Spalt 
in der z-Richtung unendlich ausgedehnt 
ist und in der y-Richtung die Breite 
2 d hat, so werden dadurch die y
Koordinaten der Teilchen hinter dem 
Spalt auf bestimmte Werte beschränkt. 
Die ebene Wellc mag die Normale x 

haben, also senkrecht auf den Spalt 
einfallen. Eine einfache Rechnung 
ergibt die Amplitude der durch die 
Ränder des Spalts gebeugten Welle für 

Abb.9. 

jeden Winkel (X (mit der Spitze bei y = 0 in der Mitte des Aus
schnittes). Man findet dafür dic Gleichung: 

2:l'i . Sin ---- Sin 0; +d . (2nd. ) 
afe-;:YSlll<X dy = 2ad __ J_, __ • 

2nd . 
-dfsmo; 

(38) 

Die Intensität hat ihren maximalen Wert für die Ablenkung 

Null «(X = 0 und sin~ = 1); sie fällt mit wachsendem Winkel (X 
0; 

rasch ab. Ein erstes Minimum wird bei: 

2nd. --r-- SIn (Xl = :n , 

also bei . ,\ c 
sm (Xl = 2d = "'Ü-; 

(39) 

erreicht. Es gibt keinen scharf definierten Höchstwert der Ab
lenkung; die Intensität nimmt stetig - unter Ausbildung von 
Diffraktionsstreifen - auf Null ab. Wir wollen - mit einer ge
wissen Willkür - die Größe des Winkels (Xl' der dem ersten In
tensitätsminimum entspricht, als Maß für die Ungenauigkeit der 
Winkelkoordinate der Teilchen nach dem Durchgang durch den 
Spalt betrachten. 
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Sofort nach dem Durchgang durch den Spalt von der Breite 
2d sind die y·Koordinaten aller Teilchen durch die beiden Grenz
werte +d und -d beschränkt: 

;jy = 2d. 

Der Impuls war vorher senkrecht zum Spalt gerichtet und genau 
bekannt. Nach der Einführung des Spaltes in den Strahlenweg 
ist aber eine so genaue Aussage über den Impuls nicht mehr mög
lich. Wenn wir, wie oben angegeben, IX I als den Maximalwert des 
Beugungswinkels betrachten, so können wir für die Impulskompo
nente Py, die früher gleich 0 war, jetzt nur die beiden Grenzwerte 

± h; sinIX l angeben. Wir erhalten somit, nach (39): 

A 2 hv . h 
LJPy = c sm IX I = d' 

also: 
Lly;j Pv = 2 h 

ein Ergebnis, das mit der Ungenauigkeitsrelation (37) verträglich 
ist. Die Formel (38) kann man etwas umformen; an die Stelle 

des Winkels IX kann man den Wert Pv = hv sinIX der Impuls-
e 

koordinate in der Richtung y einführen. Der Integrand erhält 
dann die Form: 

2.1li. 27ti 
--y SIn(\: ---Pyy 

ll=e)· =e h • 
(40) 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Photon die Bewegungs. 
größe Py besitzt und seine Lagekoordinate zwischen y und y + dy 
liegt, ist durch den Ausdruck 

[J2dy 

gegeben. Die Größe [J bezeichnet man als "Wahrscheinlichkeits
amplitude", da [J2 die Intensität mißt. Wir haben an diesem spe
ziellen Beispiel eine Formel abgeleitet, die in der neuen Mechanik 
ganz allgemein bewiesen wird und eine genaue Formulierung des 
Ungenauigkeitsprinzipes enthält. Betrachten wir irgendeine Ko
ordinate Q und den ihr konjugierten Impuls P. Die Wahrschein· 
lichkeitsamplitude wird immer die Form: 

~'-J 1'.Q 
ll= eh (41) 

haben. Der Ausdruck [J2dQ bestimmt die Dichte der Bildpunkte im 
Gebiet Q bis Q + dQ. Man erkennt sofort, daß, wenn man P in 
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(41) als genau bekannt voraussetzt, [J2 gleich 1 wird und alle 
Q-Werte gleiche Wahrscheinlichkeiten erhalten. Diesen Fall hatten 
wir bei der Betrachtung eines von einer unendlich ausgedehnten 
ebenen Welle getragenen Photonenstroms. 

Wenn für P eine gewisse Ungenauigkeitsgrenze zugelassen 
wird - wie in unserer gebeugten Welle - so wird [J2 abhängig 
von Q, und wir können mit einer gewissen Genauigkeit einen Mittel
wert für Q angeben. 

Andere Beispiele können uns eine bessere Verständnis des phy
si~alischen Sinns dieser Aussagen vermitteln. Betrachten wir eine 
sphärische Welle, die im Brennpunkt F konvergiert. Aus dieser 
Welle schneiden wir mit Hilfe einer Kreis-
blende vom Radius R einen Strahl aus 
(Abb. 10). Der Öffnungswinkel IX des 
Strahlkegels entspricht der Beziehung: ,. 

. R 
SllllX = j. 

Die Konvergenz der Strahlen in F wird 
unter diesen Bedingungen unvollkommen, 
um F bilden sich Beugungsringe aus. Die 

Abb.IO. 

Strahlungsintensität in einem Punkt M der Fokalebene, dessen Ab
stand von F gleich r ist, wird durch die Amplitudengleichung 

(42) 

bestimmt, worin J 1 die BEssELsche Funktion erster Ordnung be
deutet. Sie ergibt ein sehr ausgesprochenes Maximum für ~ = 0, 
eine Nullstelle bei ~ = 3,832 und eine Reihe weiterer, immer 
schwächer werdender Maxima für wachsende ~-Werte. Die mitt
lere Winkelabweichung von der ursprünglichen Strahlrichtung sei 
~o. Bei gegebener Wellenlänge und Blendendurchmesser ent
spricht einem bestimmten Wert ~o ein bestimmter Abstand ro 
in der Fokalebene : 

Die Größe robestimmt den mittleren Fehler LI r, den wir bei der 
Angabe der Lagekoordinate der Photonen machen. Welcher Feh
ler bei der Bestimmung des zugehörigen Impulses Pr entspricht 

Brillouin, Quantenstatistik. 4 
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diesen Bedingungen ~ 

± hv . . t I - sm iX; es IS a so: 
c 

und 

Die möglichen Grenzwerte für Pr sind 

A 2 hv . 
LJ Pr = - SlniX 

C 

(43) 

Das Produkt der beiden Fehler ist also auch in diesem Falle von 
der Größenordnung der Konstante h. Wie wir auch die Definition 
des Brennpunktes F ändern mögen - in keiner Weise werden wir 
für LI r LI Pr einen Wert herausbekommen, der kleiner wäre als der 
in (43) angegebene. 

Die Anzahl der Beispiele kann noch beliebig vermehrt werden; 
BORN und HEISENBERG haben viele davon angegeben1 ; immer 
erhält man das gleiche Ergebnis. Diese Tatsachen spielen in 
den statistischen Anwendungen der neuen Mechanik eine große 
Rolle; wir werden daher später noch ausführlich darauf zurück
kommen. 

An dieser Stelle schließen wir mit dem Nachweis ab, daß die 
eingeführte Ungenauigkeit der Koordinaten Q und P aUch eine 
Ungenauigkeit der Energie E bedingt, wenn man die Energie
angabe auf einen genau definierten Zeitpunkt t beziehen will. 
Tatsächlich weiß man aus der Mechanik, daß E und t ein konju
giertes Paar von Variablen bilden, das dem Paar P und Q analog 
ist. Diese Analogie ergibt sich in einfachster Weise aus den rela
tivistischen Formeln, die in den vorangehenden Abschnitten be
nutzt wurden. Wir erwarten somit eine Beziehung zwischen den 
Ungenauigkeitsbreiten LI E und LI t von der Form: 

LlELlt"2h. (44) 

Wenn E bekannt ist, kennt man auch die Frequenz '1'(= !) 
der zugeordneten Welle. Damit die Frequenz ganz genau defi
niert erscheint, muß die Welle zeitlich unbeschränkt sein. Die 
Annahme eines Fehlers LlE = 0 führt also zu einer völligen Un-

1 Bezüglich dieser Probleme sowie des gesamten in diesem Kapitel be
handelten Materials sei auf die Berichte dcs Solvaykongresses in Brüssel 
vom Oktober 1928 (erschienen bei Gauthiers-Villars, Paris 1929) verwiesen. 
Vgl. auch W. HEISENBERG, Die physikalischen Prinzipien der Quanten
mechanik. Leipzig: S. Hirzel 1930. 
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bestimmtheit des Zeitpunktes, in dem das Photon die Beobach· 
tungsstelle passiert; der Fehler LI t wird also unendlich groß, und 
die Beziehung (44) bleibt gewahrt. 

Versuchen wir, eine genauere Zeitangabe zu machen, indem 
wir die Ausdehnung der Führungswelle des Photons beschränken; 
der Wellenvorgang an der Beobachtungsstelle soll zur Zeit t = 0 
beginnen und zur Zeit t = T = NT plötzlich abbrechen. Es gelte: 

! 0 für t < 0, 

f = sin2n L für 0 < t < T, mit w = ~~, 
T T 

Ofürt>T. 

Ein solcher begrenzter Wellenzug kann nach FOURIER zerlegt 
werden 1. Man findet da bei: 

= . nT 

f = _4 f'dn sin n (t _ !) sm 2- . 
, , 2 n 2 - w 2 

(45) 

o 

1 Man siehe z. B. SOMMERFELD, Ann. Physik 44, 186 (1914). 
Um die Formel (45) zu beweisen, ist es zweckmäßig, die Integrale in 

imaginärer Form zu schreiben: 

-00 

Wir werden sehen, daß das zweite Glied in der Klammer cine Welle gibt, 
die bei t = 0 beginnt und unendlich andauert, das erste dagegen eine Wellc, 
die bei t = T einsetzt und den Teil der ersten Welle, der hinter t = T liegt, 
gerade aufhebt. Betrachten wir zunächst den Ausdruck: 

+= += 
f = =~ j'~~_. e- int = ~J'e-in, [-~- - -~--ldn 

T , n 2 - w2 2w, n - w n + w 
-00 

+00 +00 
= _.L j' [~i_n~. + ~nt 1 dn = =~ /' ~:"tdn . 

4:r, n-O) n-w 2:r. n-w 

In diesen Formeln bedeutet f nur den reellen Teil des Integrals. Das letzte 
Integral erstreckt sich auf die reelle Achse der Variablen n; ein Pol liegt 
bei n = w. Für negative t-\Verte dürfen wir den Integrationsweg auf der 
Halbebene ins Unendliche rücken, wo n die Form + ioo hat. Die Integra. 
tion ergibt dann Null. Bei positiven t-Werten bleibt bei analoger Verschie
bung des Integrationswegs ins Unendliche in der Halbebene, in der n die 

4* 
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Die Intensität der Schwingungen von der Frequenz n ist also 
dargestellt durch: 

[
nT ]2 _ 4 sin T 

J -----
- 'l n 2 - w 2 • 

(46) 

Dieser Ausdruck hat ein scharfes Maximum - von der Höhe 

(~;r = ::2 - bei der Frequenz n = w, und fällt an beiden 

Seiten des Maximums rasch ab. Bei nt = ±.n werden die ersten 

Nullwerte von J erreicht, auf die sekundäre Maxima folgen usw. 
Man erhält also statt einer bestimmten Frequenz wein ganzes 
Spektrum. Wenn man die ersten Nullwerte als ungefähre Fehler
grenzen für die n-Bestimmung benutzt, so erhält man: 

A 4.n A 2 AE=2Th. 
nn=T' nV=T' n 

Die Genauigkeit mit der die Zeit des Durchganges der Photons 
durch die Beobachtungsstelle angegeben werden kann, ist unter 
den betrachteten Bedingungen gleich T; wir erhalten also 

LlE·At=2h 

in Übereinstimmung mit der Ungleichung (44). 
11. Die Photonen und die Polarisation des Lichtes. In allen 

obigen Überlegungen wurde an keiner Stelle von der Polarisation 
des Lichtes gesprochen. In unserer statistischen Theorie haben 
wir keine Größe kennengelernt, die zu dem Polarisationszustand 
des Lichtes in Beziehung stehen könnte. Dies ist offenbar eine 
wichtige Lücke. Wir sind leider nicht imstande, genau anzugeben, 
welche Eigenschaften man einem Photon zuschreiben muß, damit 
das korpuskulare Bild der Lichtausbreitung auch in bezug auf 
Polarisation das Wellenbild ersetzen kann. Wir können nur auf 
einige Analogien hinweisen und die Art der in diesem Punkte auf
tretenden Schwierigkeiten näher schildern. 

Im Abschnitt 5 haben wir gesehen, daß die LORENTz-Trans
formation, auf ein bewegtes Photon angewandt, zur Änderung 

Form - ioo besitzt, die Umgebung des Poles w übrig. Der Umlauf um 
den Pol gibt für das Integral den Wert -2.ni e- iwt ; es ergibt sich somit: 
f = 0 für t < 0 und 

f = ie-iwt = sinwt 

für t> 0, was zu beweisen war. 
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der Frequenz führt. Diese Frequenzverschiebung - der DOPPLER
Effekt - kann aber auch aus der Wellentheorie errechnet werden, 
und beide Methoden führen zum gleichen Ergebnis. Man kann 
somit allgemein bei der Betrachtung der Photonen von der Existenz 
von Photonen verschiedener Frequenz absehen. An einer einzigen 
Photonenart müssen die Eigenschaften aller verschiedener Licht
arten zu erkennen sein, es genügt dazu, diese Photonen vom Stand
punkt verschieden bewegter Beobachtffi' zu betrachten und die 
LORENTZ-Transformation anzuwenden. 

Betrachten wir näher die Anwendung der LORENTz-Transfor
mation auf eine elektromagnetische Welle. Stellen wir uns eine 
ebene Welle vor, die sich in der Richtung Ox fortpflanzt und 
elliptisch polarisiert ist. Die elektrische Schwingung hat zwei 
Komponenten, hy und hz ; das Verhältnis hy/hz bestimmt den 
Grad der elliptischen Polarisation. 

Die gleiche Welle sei nun vom Standpunkt eines Beobachters 
beschrieben, der sich entlang der Ox-Achse bewegt. Die LORENTZ
Transformation wird die Feldkomponenten hy und hz in gleicher 
Weise verändern, das Verhältnis der beiden Größen - und somit 
die Elliptizität des Lichtes - bleiben also für den bewegten Be
obachter unverändert. 

Wenn wir also dem Photon eine Eigenschaft zuschreiben wollen, 
die der Polarisation analog ist, so muß sie invariant in bezug auf 
eine LORENTz-Transformation sein. Was für eine Eigenschaft 
dieser Art können wir uns vorstel- \< 

len? Man könnte daran denken, das ~~ 
Photon als einen rotierenden Kör- Il ~ .,.. I 
per zu betrachten. Stellen wir uns Abb. 11. 

(Abb. 11) ein Geschoß vor, das sich mit der Geschwindigkeit c 
in der Richtung Ox bewegt und gleichzeitig eine Rotation 
um die eigene Achse ausführt; diese Achse bilde den Winkel IX 

mit der Ox·Achse. Bei einer LORENTz-Transformation bleibt IX 

unverändert. Ein Kreis in der Ebene senkrecht zu 0 R gibt bei 
der Projektion auf eine Ebene senkrecht zu 0 x eine Ellipse; diese 
Ellipse kann man als Abbild der Polarisationsellipse des Lichtes 
ansehen; auch ihre Form ist relativistisch invariant. 

Es gibt somit eine Analogie zwischen einer polarisierten Licht
welle und einem Strom von Teilchen, die um ihre eigene Achse 
rotieren; die verschiedenen Polarisationsarten entsprechen den 
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verschiedenen möglichen Winkeln IX zwischen der Bewegungs
richtung und der Rotationsachse. Diese Analogie bleibt aber rein 
qualitativ; eine genauere Durchführung der angedeuteten Vor
stellung ist nicht möglich gewesen. 

Ein umgekehrtes Problem entsteht übrigens in der Wellen
mechanik der materiellen Teilchen. Die Vorstellung vom rotieren
den ("spinnenden") Elektron hat bekanntlich große Dienste bei 
der Deutung der Spektren geleistet. Es schien nun nötig zu sein, 
diese Vorstellung auch wellenmechanisch zu interpretieren, und 
DARWIN versuchte zu diesem Zweck, eine Polarisation der Materie
wellen einzuführen. Sein Versuch führte aber zu kein!ilm vollen 
Erfolg. DIRAC gelang es, das Problem formell zu lösen, indem er 
gleichzeitig ein ganzes System von Wellen betrachtete; diese 
Wellen sind aber von einem Typus, der sich von den üblichen 
transversalen Wellen der Optik und der Elastizitätslehre tief
gehend unterscheidet. 

Viele Forscher haben sich mit der Analogie zwischen Elek
tronendrall und Polarisation beschäftigt und die Polarisations
eigenschaften der Photonen genauer zu beschreiben versucht. 
Wir heben z. B. eine neuerdings erschienene Untersuchung von 
PROCA 1 hervor. Plausible Überlegungen führen diesen Verfasser 
zu der Vorstellung, daß die von den Wellen "geführten" Photonen 
in Abständen aufeinanderfolgen, die ganze Vielfache der Wellen
länge betragen. Die räumliche Verteilung der Photonen spiegelt 
also die Struktur der Welle wieder. Wenn die Welle intensiv und 
die Anzahl der Photonen groß ist, bilden die Photonen eine Art 
bewegtes Raumgitter. Man kann annehmen, daß jedes Photon 
ein elektrisches und ein magnetisches Feld mit sich trägt, und 
man gelangt in dieser Weise zu einer diskontinuierlichen Dar
stellung des elektromagnetischen Feldes der Lichtwelle. Diese 
Anregungen sind interessant und ihre Diskussion sehr lehr
reich; doch scheint es unmöglich zu sein, durch so naive Bil
der das. Geheimnis zu lösen, das immer noch die Natur des 
Lichtes umgibt. 

12. Eigenwerte und Eigenfunktionen; der harmonische 
Oszillator. Die alte Quantentheorie bestimmte die Energie-

1 PROCA, A., "Collection des suggestions scientifiques". Paris: Blanchard 
1928 - J. Physique et Radium 10, 186 (1929) - C. r. Acad. Sei. Paris 1, 
739, 1097 (1928). 
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niveaus eines abgeschlossenen Systems mit Hilfe der Quanten
bedingungen : 

(47) 

Jeder Koordinate qk entspricht ein Impuls Pk. Wenn man die 
Variablen so gewählt hat, daß die HAMILToNsche Gleichung se
parierbar wird, findet man, daß sich Pk und qk periodisch mit 
der Periode Tk ändern. Die Integrale (47) sind dann ausreichend, 
um die Energiewerte zu berechnen. 

Anders stellt sich das Problem in der neuen Mechanik. Diese 
geht von der Wellengleichung aus und sucht diejenigen Werte 
der Energie zu bestimmen, für die diese Gleichung stationäre und 
im Unendlichen verschwindende Lösungen besitzt. Diese Energie
werte sind die Eigenwerte des Parameters E in der Wellengleichung, 
und die ihnen entsprechenden Lösungen 1fJ sind die Eigenfunk
tionen. Man findet - in Übereinstimmung mit dem BOHRschen 
Korrespondenzprinzip - daß die Bedingungen (47) einer ersten 
Näherung bei der Bestimmung der Eigenwerte entsprechen. 

Nehmen wir als Beispiel einen harmonischen Oszillator, d. h. 
ein Teilchen von der Masse m, das sich entlang der Achse Ox 
unter dem Einfluß eines Potentials P = !kx2 bewegt. Die Pe
riode T der Schwingung ist in der klassischen Mechanik: 

T = 2n l / m = ~_ . r k " 
(48) 

Die Koordinate x und die Bewegungsgröße P = m:i; sind beide 
Sinusfunktionen. Die Bedingung (47) gibt für die Gesamtenergie 
folgende quantentheoretisch erlaubte Werte: 

E = nk h'l' ; nk = 1,2,3. . . (49) 

In der Wellenmechanik gehen wir von der Betrachtung der 
Wellen gleichung : 

~;1f + 8Jt2~(E _ ~kx2)111 = 0 (50) 
ox2 h2 2 • 

aus. Setzen Wir: 

und 

Die Wellengleichung reduziert sich dann auf: 

~_2~ + (21] _ 82) 1fJ = O. 
ds 

(51) 
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Wir versuchen eine Lösung von der Form: 
8' 

V' = U(8) e 2, (52) 

und erhalten durch ihre Einsetzung in die vorangehende Gleichung: 

u" - 28U' + (21) - 1) U = O. 

Wenn wir für U(8) eine Reihendarstellung: 

u = no + n1 8 + n2 8 2 + ... 
versuchen, so finden wir für die aufeinanderfolgenden Koeffi
zienten die Reduktionsformel : 

nn+2(n + 1)(n + 2) + (21) - 2n - 1) nn = O. (53) 

Wenn man für die Energie die Werte: 

1] = n + t, E = (n + t) hv (54) 

nimmt, so bricht die Reihe bei dem (n + l)-sten Glied ab. Sie stellt 
ein sog. HERMITEsches Polynom dar. Man kann nachweisen, daß 
für alle anderen E-Werte 'IfJ mit wachsendem 8 unendlich groß 
wird; denn die Reihe U wächst wie eS'. Die Werte (54) sind also 
die Eigenwerte des Energieparameters. Zwei aufeinanderfolgende 
Eigenwerte unterscheiden sich, wie in (49), um hv; doch sind die 
Koeffizienten jetzt "halbzahlig" (!, It ... ) und nicht mehr ganz
zahlig wie in der alten Theorie. 

Um die Koeffizienten der R~ihe (53) genauer zu bestimmen, 
stellt man die Forderung auf, daß das Integral von 'lfJn'Pn, ge
nommen über den ganzen unendlichen Raum, gleich 1 sein muß. 
Indem wir für die HERMITEschen Polynome die übliche Be
zeichnung Hn (8) benutzen, können wir das Ergebnis in der Fotm: 

1 (")' 1 x ----
'lfJn = -c=----;=- Hn(a) e 2 a 

aY2n n!Yn 

(mit n =V~) 
anschreiben. Es ist: 

f - {O bei n:+ m , 
'lfJn'IfJmdx=bnm = . 

I bel n = m. 
00 

(55) 

(56) 

'lfJm bezeichnet, wie schon einmal erwähnt, die zu 'lfJm konjugierte 
imaginäre Größe. 
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Die Orthogonalitäts- und Normalisierungsbedingungen (56) 
sind in der Atommechanik ganz allgemein in Benutzung. 

Wir wollen uns auch folgende Beziehungen merken, die wir 
später brauchen werden: 

Vn+l bei m = n + 1, a -2-' 

(x 1Pn 1pm dx = rn: bei 
(57) 

aVT' m = n -1, 

0, bei m=f:n±l. 

Diese Beziehungen können leicht aus den Reduktionsgleichungen 
der HERMITEschen Polynome abgeleitet werden. 

Hn+1 - 2sHn + 2nHn _ 1 = 0, 

Wir haben einige einfache Beispiele der Wellengleichung be
sprochen. Im allgemeinen Fall wird diese Gleichung in folgender 
Weise gebildet: Man schreibt für das gegebene Problem die klassi
sche HAMILToNsche Funktion H(qk' Pk) an, die die Koordinaten 
qk und die zugeordneten Impulse Pk enthält. Man bildet dann 

den Operator H, indem man die Pk durch die Operatoren -2h . :-
J/:~ uqk 

ersetzt, und man erhält die Wellengleichung, indem man H in 
den Ausdruck: 

(58) 

einführt. H1jI bedeutet das Ergebnis der Anwendung des Opera
tors H auf die Wellenfunktion 1fJ (ql ... qk ... ). Die Lösung des 
Problems besteht nunmehr in der Auffindung der Eigenwerte und 
der Eigenfunktionen der Gleichung (58). Die 1jI-Funktionen er
füllen die Bedingung der Orthogonalität; ihre vollständige Be
stimmung erfolgt mit Hilfe der Normalisierung nach (56). 

13. Störungsprobleme. Es gibt Fälle, in denen eine direkte 
Lösung der Wellengleichung schwierig ist, so daß man es vor
zieht, von einer etwas vereinfachten Näherungsgleichung aüszu
gehen. Es sei: 

(59) 

eine HAMILToNsche Funktion, die in einen Hauptbestandteil Ho 
und die Korrektionsglieder ').Hl , ').2H2 usw. zerlegt werden kann, 
wobei'). eine kleine Größe ist. Es sei möglich, die Gleichung (58) 
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zu lösen, wenn wir darin den ungestörten Wert Ho annehmen; 
1f'Oi seien die Eigenfunktionen dieses ungestörten Problems und 
EOi die ihnen entsprechenden Eigenwerte. Wir setzen voraus, 
daß keine Entartung vorliegt, daß also jeder Eigenwert eine ein
zige Eigenfunktion ergibt. 

Zwei verschiedene Methoden sind ersonnen worden, um von 
dem ungestörten Problem ausgehend zu einer vollständigen Lösung 
zu gelangen. Die eine Methode (SCHRÖDINGER; BORN, HEISEN
BERG, JORDAN) besteht darin, daß man nach einer Reihenentwick
lung für die Eigenfunktionen: 

1f'i = 1f'oi + A 1f'1i + ... (60) 

sucht und die Genauigkeit schrittweise steigert. Die zweite (von 
DIRAC ausgearbeitete) ist die sog. "Methode der Variation der 
Konstanten". Da wir die beiden Methoden später benutzen 
müssen, wollen wir sie kurz andeuten. 

Zunächst die erste: Die Eigenfunktionen mögen also die Form 
(60) besitzen und die Eigenwerte durch: 

Ei = E Oi + AEli + ... 
ausgedrückt sein. Setzen wir diese Werte in (58) ein. Die erste 
Näherung gibt E Oi und 1f'oi ; die zweite, die die in A linearen Glie
der berücksichtigt, ergibt: 

(61) 

Diese Gleichung kann nur dann endliche Lösungen besitzen, wenn 
das zweite Glied orthogonal zu allen Lösungen der transponierten 
homogenen Gleichung ist. Dies ist in unserem Fall die konjugiert
komplexe Gleichung, und sie hat nur die eine Lösung 11'0 i . Die 
Orthogonalitätsbedingung ist somit: 

ftFoi (HI - EI;) 1f'oi dr: = 0, (62) 

oder, entsprechend der Normalisierung (56): 

Eh = H] (i, i) } 

H I (k, i) = f 1'lok H I 1f'Oi dr: . 
(63) 

Es erscheinen somit die Diagonalelemente HI(i, i) der Matrix 
H I (k, i), die H 1 im System der Funktionen 1f'oi darstellt. Die 
Lösung kann jetzt in Form einer Reihe: 

(64) 
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gesucht werden. Wir tragen diese Summe in (61) ein und erinnern 
uns, daß '!pOk einer nichtgestörten Gleichung mit dem Eigenwert 
EOk genügt: 

1:Cki (Eok - E oi) '!pOk = -(HI - E li) '!pOi· 
k 

Jetzt multiplizieren wir die beiden Seiten mit JPo/c und integrieren; 
infolge der Orthogonalitätsbedingung (56) bleibt dabei nur der 
Ausdruck: 

k+i, Cii = 0 (65) 

übrig. Die Vorbedingung (62) hatte gerade den Zweck, die Be
freiung vor dem Glied Cii , das sonst unendlich geworden wäre, 
zu erreichen. 

Eine Schwierigkeit entsteht in dem Fall, wenn das Eigenfunk
tionensystem '!po i entartet ist, so daß einem Energiewert E Oi 
mehrere Funktionen '!pOil'" '!pOil entsprechen. Wir müssen in 
diesem Fall mehrere Bedingungen von der Art (62) anschreiben; 
und es wäre unmöglich, sie alle mit einer einzigen Konstanten 
E li zu befriedigen. Es erscheint hier notwendig, für jede Störungs
art die geeigneten Eigenfunktionen auszuwählen. Statt des ur
sprünglichen Systems '!pOil kann man ja auch alle linearen Kom
binationen: 

'!p~im = 2: (Xml '!pOil (66) 
I 

benutzen und nach einer Lösung der vollständigen Gleichung: 

'!pim = lPtfim + A'!plim + ... 
suchen. Die zweite Näherung wird stets durch (61) gegeben sein; 
die Orthogonalitätsbedingung wird lauten, daß das zweite Glied 
dieser Gleichung zu allen Lösungen '!pOil' der homogenen Gleichung 
orthogonal sein muß. Es ergeben sich somit die l Beziehungen: 

(67) 

mit 

HI(il', il) = !JPoiI'HI'!pOild-r. 

Wir haben somit l homogene Gleichungen (67), um die (Xml 

und E lim zu bestimmen. Eine Lösung existiert nur, wenn die 
Determinante: 

(68) 
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verschwindet. Dies gibt eine Säkulargleichung loten Grades zur 
Bestimmung der Energien EI im. Nachdem diese bestimmt worden 
sind, erhält man aus (67) die (X-Werte, und die Näherung kann 
in der gewohnten Weise fortgesetzt werden. 

14. Zeitabhängige HAMILToNsche Funktion. l\lethode der vari
ierten Konstanten (DIRAC). In den obigen Ableitungen wurde 
vorausgesetzt, daß die HAMILToNsche Funktion nur von den q 
und p abhängt und die Zeit t nicht explizite enthält. Die Wellen
gleichung (58) erlaubt in diesem Fall die Bestimmung einer nur 
von den Koordinaten abhängigen Lösungsfunktion VJi und die 
Auffindung der Eigenwerte Ei der Energie. Diese beiden Er
gebnisse können zusammen durch eine einzige, zeitabhängige 
Wellenfunktion ausgedrückt werden: 

2ni 
--Eit 

'I~ = VJi (q) e h (69) 

genau wie dies schon in Gleichung (31) geschah. Diese Wellen
funktion erfüllt die der Gleichung (32) analoge Beziehung: 

h {) 'JI 
H'P + 2;;i 7)t: = o. (70) 

Diese letzte Gleichung kann auch aus (58) abgeleitet werden, 
wenn man bedenkt, daß in der Mechanik -Eden zu der Zeit t 
konjugierten Impuls darstellt. Es ist also naheliegend, die Trans
formation (58) dadurch zu vervollständigen, daß man -E durch 

2~i • :t ersetzt. Die Formel (70) ist auch dann noch anwendbar, 

wenn die HAMILToNsche Funktion H die Zeit explizite enthält, 
also in einem Fall, in dem die Gleichung (58) unbrauchbar wird. 

Diese Verallgemeinerung führt zu einer ziemlich tiefgehenden 
Veränderung in dem Sinne der abgeleiteten Formeln. Es sei z. B. 
'PI' 'P2 , ••• , 'Pi' ... eine Reihe von Eigenfunktionen (69). Die 
lineare Kombination: 

'P = ..... c, 'I'. .::... , t 
i 

(Ci = konst.) (71) 

stellt die allgemeine Lösung von (70) dar. Was bedeutet diese 
Superposition der Wellenfunktionen ? Wir nehmen mit DIRAC an, 
daß sie eine Gesamtheit von Atomen darstellt, die auf die ver
schiedenen stationären Zustände 'Pi so verteilt sind, daß es im 
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Mittel ICil2 Atome im Zustand T; gibt. Dies ist eine natürliche 
Weiterbildung der früher besprochenen statistischen Anschauungen. 

Die einzelnen T; stellen stationäre Zustände dar; der all· 
gemeine Zustand P ist aber nicht mehr stationär. DIRAC bezeich
net ihn als einen "Eigenzustand ". 

Betrachten wir nunmehr das gestörte Problem: 

(72) 

wo Ho zeitunabhängig ist, während H 1 auch eine Funktion von t 
sein darf. Wir können eine Lösung in der Form: 

P = 2:ai(t) POi 
i 

(73) 

versuchen, wo die P Oi Funktionen von der Art (69) sind, die den 
Energiewerten EOi des nichtgestörten Systems entsprechen. Wir 
nehmen an, daß die Ausdrücke laii 2 die mittlere Anzahl von Sy
.stemen bestimmen, die sich im Zeitpunkt t im Zustand POi be
finden. Tragen wir (73) in (72) ein und erinnern wir uns daran, 
daß die Zeitabhängigkeit von POi durch die Exponentialfunktion 

_ 2;rr;i EOit 
e h bestimmt ist. Wir finden dann: 

).~aiHIPOi+ 2~{~aiPOi = o. 
i i 

Multiplikation mit IJ'Ok und Integration unter Berücksichtigung 
der Normalisierung von Pergibt: 

(74) 

2.ni ~ * h(Eok-Eo/)t 
worin H 1 (k, i) die durch (63) definierten und mit e 
multiplizierten Elemente der Matrix H 1 (k, i) sind. 

Wir können nunmehr die oben gegebene statistische Deutung 
der ai(t) durch Ableitung eines Erhaltungsprinzipes bestätigen. 
Die durch (74) dargestellten Schwankungen der a-Werte ver
ändern nicht die Gesamtzahl der betrachteten Systeme (etwa der 
Atome); denn es gilt: 

2:lail2 = 2:aiiii = konst. (75) 
i i 
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Eine analoge Feststellung - Gleichung (36) - dient zur sta
,tistischen Interpretation der SCHRÖDINGERSchen Gleichung. In 
der Tat berechnen wir: 

(76) 

denn a ist durch eine zu (74) konjugierte imaginäre Gleichung 
bestimmt, und es gilt definitionsgemäß : 

Ht(k, i) = Ht(i, k) (77) 

(die Hl sind HERMITEsche Matrizen). 
Es sei bemerkt, daß die Gleichungen (74) streng gültig sind; 

nur bei ihrer Lösung ist man zur Benutzung von Näherungsver
fahren genötigt. Wir werden im Kap. VIII die DIRACSche Methode 
zur Behandlung eines Problems gebrauchen, in dem die Störung 
von der Zeit abhängt; dort werden wir die Einzelheiten der Rech
nung kennenlernen. 

15. Eine Beobachtungsgröße wird durch eine Matrix dar
gestellt. Die quantenmechanischen Probleme wurden von uns 
bis jetzt in einer elementaren Weise behandelt, die für unsere An
wendungszwecke ausreicht. Eine tiefer gehende Analyse findet 
man in dem schönen Buch von BORN und JORDAN l . An dieser 
Stelle müssen wir aber noch auf die Darstellung von Beobachtungs
größen durch Matrizen eingehen. Jede Beobachtung bedeutet 
stets eine bestimmte Störung des untersuchten atomaren Systems. 
Diese Störung macht sich bei der mathematischen Behandlung 
durch ein Korrektionsglied H 1 (q, p) von charakteristischer Form 
in der HAMILToNschen Funktion bemerkbar. Wenn man das 
Problem nach den Methoden der Abschnitte 13 und 14 behandelt, 
so erscheint die Größe H1 in Gestalt einer Matrix. Die diagonalen 
Glieder H 1 (k, k) dieser Matrix beziehen sich auf einen bestimmten 
stationären Zustand; sie bestimmen den Mittelwert von H 1 in 
diesem Zustand. Die übrigen Glieder H (i, k) entsprechen Kom
binationen von je zwei stationären Zuständen; sie bedingen, wenn 

1 BORN, M., u. JORDAN, P., Elementare Quantenmechanik, Bd. IX der 
Sammlung "Struktur der Materie". Berlin: Julius Springer 1930. 
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man den statistischen Standpunkt des vorangehenden Abschnittes 
annimmt, die Übergänge der Atome aus dem einen in den andern 
Zustand. 

Nehmen wir in der Tat die Gleichungen (76) und unterdrücken 
darin die Summierung über die k-Werte. Wir sehen, daß die 
Änderung der Anzahl der Atome in dem koten Zustand durch 

dargestellt ist. Wenn die Matrix H I diagonal ist, ruft die Störung 
H I - d. h. die Beobachtung der Größe H I - keine Übergänge 
hervor: die Beobachtung von H 1 und die gleichzeitige Bestimmung 
der Energie E sind prinzipiell möglich; H I ist eine Funktion der 
Energie und eine mit E kommutative Größe. 

Wenn dagegen die Matrix nichtdiagonal ist, so reicht die 
Kenntnis von E (die durch eine frühere Messung erreicht werden 
kann) noch nicht aus, um H I zu bestimmen; wir kennen nur die 
Mittelwerte (oder die Wahrscheinlichkeiten bestimmter Werte) von 
H I • Die Größen H I und E können nicht gleichzeitig ermittelt 
werden, ihre Matrizen sind nichtkommutativ. 

An allen unseren Formeln können wir feststellen, daß der 
Gegenstand der Quantenmechanik von Funktionen gebildet wird, 
die Wahrscheinlichkeitsamplituden bestimmen. Die Quadrate die
ser Funktionen (oder ihrer Module) stellen ein Maß für die Wahr
scheinlichkeiten der verschiedenen Zustände dar. So bestimmt 
- man siehe Gleichung (35) in Abschnitt 3 - die SCHRÖDINGER
sche Funktion V'n durch das Quadrat ihres Moduls die Wahr
scheinlichkeit dafür, daß die Koordinaten der Bestandteile eines 
Atoms bei gegebener Energie En bestimmte Werte haben. Be
trachten wir einen nichtstationären Zustand - Gleichung (71) in 
Abschnit 14 -: die Koeffizienten Ci sind wiederum Amplituden, 
und das Quadrat ihres Moduls gibt die Wahrscheinlichkeit dafür 
an, daß ein Atom im Zustand lJf - Gleichung (71) - zu gegebener 
Zeit die Energie Ei besitzt. 

Wählen wir irgendeine Koordinate x des Systems und ver
suchen, sie durch Messung zu bestimmen. Wir müssen die Matrix: 

j._ 2ni (Ek-E;)t 

Xki = V'Ok X "POi dr . e h (78) 
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bilden, deren Amplitude schon durch (63) bestimmt ist, die je
doch nunmehr exponentiell von der Zeit abhängt, wie wir dies 
im Anschluß an Gleichung (74) bemerkt haben. Im Abschnitt 12 
- Gleichung (57) - wurden die Amplitudenwerte der Elemente 
dieser Matrix für den Fall eines linearen Oszillators abgeleitet. 
Man erkennt, daß in diesem Fall die diagonalen Glieder der Matrix 
gleich Null sind; somit verschwindet der Mittelwert x. Die der 
Diagonale benachbarten Glieder sind aber von Null verschieden. 
Die Koordinate x ist also mit Übergängen aus einem Zustand in 
den vorangehenden oder nachfolgenden Zustand verknüpft. 

In dieser kurzen Darstellung haben wir uns auf das Aus
gangsproblem der Quantentheorie beschränkt, in dem die 
Energie die primär bestimmbare Größe ist. Später wurde die 
Problemstellung bedeutend erweitert. Man findet in den Büchern 
von BORN und JORDAN und von DIRAC eine ganz allgemeine 
Behandlung. 

16. Beispiele der Anwendung der abgeleiteten Formeln. Ein 
Beispiel wird uns die Anwendungsart der aufgestellten allgemeinen 
Formeln zu verstehen helfen. Wir wählen ein Beispiel, das uns 
auf die Untersuchungen in Kap. VIII vorbereiten wird. 

Betrachten wir zunächst ein Elektron, das sich in der Richtung 
Oy in einem Gebiet konstanten Potentials Po bewegt. Seine Be
wegungsfreiheit sei auf den Zwischenraum zwischen zwei Punkten 
y = 0 und y = 1 auf der Oy-Achse beschränkt. Dieser Forderung 
würde z. B. ein Elektron in einem eindimensionalen Gefäß von 
der Länge 1 entsprechen. Wir betrachten aber ein etwas anderes 
Problem: wir nehmen an, daß die dem Elektron zugeordnete 
Welle gezwungen ist, sich auf der Achse Oy mit der Periode 1 zu 
wiederholen, d. h. daß in den Punkten y, y + 1, y + 21 usw. 
stets der gleiche Zustand herrscht. Die ungestörte 'P-Welle wird 
also folgende Eigenfunktionen besitzen: 

'POj(yt) = e-2ni (vjt-rJY) ; 

(j = ganze Zahl); (79) 

Die Funktion (79) befriedigt in der Tat die Wellengleichung 
(32) und auch die aufgestellten Randbedingungen. 
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Jetzt gehen wir zu einem gestörten Problem über, indem wir 
annehmen, daß die potentielle Energie P ein kleines Korrektions
glied enthält, das eine Sinusfunktion der Zeit darstellt: 

P = Po + JeA<p(y)e-2nivt. (Je klein) (80) 

Das Glied mit }, stellt die Störungsfunktion des Abschnittes 14 
dar. Wir wollen eine Lösung nach der DIRAcschen Methode suchen. 
Nach (73) und (74) erhalten wir: 

p = 2:aj(t) lJIOj ' 1 
rLaj'~f(k, j) + ~ak = 0, 

j n~ 

(81) 

mit: 
I 

Hf (k, j) = A f <p (y) e-2nivt 'JIOk lJIoj dy = A e2ni(v,-V-Vj)t<p (k, j). (82) 
o 

Der Ausdruck <p(k, j) stellt ein Element der Matrix: 

I 

<p (k, j) = f <p (y) e2ni (rrrk)Y dy 
o 

dar. Das Gleichungssystem (81) für a kann gelöst werden, wenn 
man die Anfangsbedingungen kennt und die Kleinheit von Je be
rücksichtigt. Nehmen wir an, daß sich ursprünglich alle Elek
tronen in einem gegebenen Zustand j befinden; d. h. 

aj'(O) = 1 

ist, während für alle anderen a-Werte (k:cF j) : 

ak(O) = 0 
gilt. 

Wir behalten in erster Näherung in den Gleichungen (81) nur 
die Glieder mit aj', und erhalten: 

JeA aj (0) e2"i(Vk-V- Vj) t <p(k, j) + 2:l,äk = 0 

- eine Beziehung, die so lange gilt, als t nicht zu groß wird. Man 
findet weiter: 

ak = - JeAa.(0)·_'P(k,JI_[e2ni (Vk -V-Vj)t_l]. (83) 
J h(Yk- Y - Y j ) 

Brillouin, Quantenstatist.ik. 5 
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Die Integrationskonstante wurde dabei so gewählt, daß für t = 0 
auch ak = 0 wird. Nun folgt: 

akak = lakl2 I 
- 212A2 2(0) 1 rp(k, j) 1

2 [1 2 ( ) t] (84) 
- A aj h2( ·)2 - cos n Vk - V - Vj • 

1Jk- Y ~ l'j 

Die Störung (80) äußert sich also, wie aus (84) ersichtlich, in einer 
fortschreitenden Änderung der Elektronenverteilung auf die 
Eigenfunktionen (79). 

Jetzt gehen wir zu einem etwas abweichenden Problem über. 
Stellen wir uns einen harmonischen Oszillator mit der Frequenz v 
vor. Wir können eine der in (80) beschriebenen durchaus analoge 
Störung dadurch hervorrufen, daß wir eine Kopplung zwischen 
dem Oszillator und dem oben betrachteten freien Elektron ein
führen. Die Schwingung des Oszillators soll längs der x-Achse 
geschehen. Wir setzen: 

x = Ae- 2 :ri"t, 

und für die Kopplungsenergie : 

H 1 = Ax q;(y). (85) 

Wir finden wieder eine Störung von der Form: 
lA<p(y)e-2nivt, 

die der Störung (80) sehr ähnlich ist. Die beiden Probleme wären 
sogar identisch, wenn wir die Amplitude A der Schwingungen des 
harmonischen Oszillators genau kennen würden. Doch können wir 
diese Amplitude nicht genau angeben, denn der Oszillator gehorcht 
selbst der Wellenmechanik, die nur eine Wahrscheinlichkeits
verteilung der möglichen Amplituden zu bestimmen erlaubt. Wir 
wollen das sich dadurch bietende Problem ausführlich behandeln, 
um zu zeigen, auf welche Weise in der Lösung die Matrixelemente 
(57) erscheinen; diese Elemente bestimmen die relative Wahr
scheinlichkeit der verschiedenen möglichen Werte dcr Amplitude A. 

Das ungestörte System besteht aus dem Elektron mit seiner 
Wellenfunktion (79) und dem unabhängigen Oszillator mit der 

Funktion (55): 12 (1) 
1 (X) ---"', -2ni n+-- vt (86) 

'l'n = -,r;:=---== H n -- e 2 a e 2; 
a r2nn!Y; a 

(h" 
a=VT' 

- denn der Funktion 'l'n entspricht die Energie (n + !-) hv. 
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Wenn man die beiden Objekte - Elektron und Oszillator -
ohne Wechselwirkung zu einem System zusammenfaßt, so ist die 
Wellenfunktion des Gesamtsystems: 

IPO(j, n) = lJfOj ' lJfn 

Um die Kopplung nach (85) zu berücksichtigen, 
DIRAcsche Methode (Abschnitt 14) anwenden. 
(73), (74) geben: 

müssen wir die 
Die Formeln 

'lf =.2; aj,n (t) 'lfOj lJfn 

j,n 

},.2;aj,nH f(k, m; j, n) + 2:i ak,m=O, 
(87) 

j,n 

mit: I += 

H't(k, m; j, n)= fdyfdxxrp(y) lJfoklJfm lJfOjlJfn 

u -= ) (88) 

= e2:ri [Vk- Vj-f-(m-n)v]t x(m, n) ({J(k, j). 

Hier bedeutet x(m, n) ein Matrixelement (57), und ({J(k, j) ein 
Matrixelement (82). Die Elemente (57) sind aber nur für m = n ± 1 
von 0 verschieden 1 : j~--

x(n + 1, n) = 11 2k (n + 1), 

l/h-;-
x(n-1,n)= '2kn. 

Setzen wir nun voraus, daß ursprünglich ein einziger Zustand 
mit n Schwingungs quanten des Oszillators und der Quantenzahl 
j des Elektrons vorhanden war: 

t=O, aj,n(O)=l, ak,m(O)=O für k+j oder m+n. 

Wenn t nicht zu groß ist, reduzieren sich die Summen (87) 
auf ein einziges Glied und geben: 

m=n±l, 

},aj,n (0) eZ"i(Vk-Vj±V)t x(n ± 1, n) ({J (k, j) + 2~T ak,n±1 = 0, 

ak ±l = - la· (0) =('/'b ±l,_nL't'Jk, j) [eZni(vk-Vj±V)t - 1] (89) 
,n J,n h(Vk _ "j ± v) , 

ak,n±lak,n±l = [ak,n±1[2 

= 2A,2 a 2 (0) x 2 (n-=:Ll."--n) I (~(~,j~ [1 - cos2 n (Yk - y. ± Y) t] . ____ J~'-_ h2 (Vk - 1'j ± 1')2 J 

1 Der in Formel (86) sowie in den folgenden Formeln vorkommende 
Koeffizient der elastischen Kraft k soll nicht mit dem Index k der 
Matrizenelemente in (87), (88) usw. verwechselt werden! 

5* 
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Diese Formel hat große Ähnlichkeit mit (84). Wenn wir in (89) 
unsere Werte von x (n ± 1, n) einsetzen, so erhalten wir: 

I 12_ hV 12 2 Irp(k,j)12 2 ) J{(n+l) ( 
iak,n±1: - -k-/l. ajnitf(j'k_Vj±v)2[I-cos n(Yk-Yj±Y t n 90) 

Wenn wir einfach Gleichung (84) benutzt hätten, so hätten wir 
ein ungenaues Resultat erhalten. Dieses Verfahren wäre identisch 
mit der Annahme, daß der Oszillator in dem Energiezustand 
(n + t) hY eine bestimmte Amplitude: 

besitzt. Durch Einsetzen dieses A-Wertes in (84) hätten Wir 
statt der Formel (90) den Ausdruck: 

lak,n±112= tA2a;llh2{:~~~)rV)2[1- cos2n (Yk-Yj±Y) tJ( n + ~-) (91) 

gefunden, d. h. gleiche Wahrscheinlichkeit für die beiden Über
gänge n ~ n + 1 und n -,;'n - 1. 

Die Formeln (90) und (91) haben, wie man leicht erkennen 
kann, wichtige Unterschiede. Stellen wir uns z. B. vor, daß sich 
der Oszillator in dem tiefsten Zustand: 

E = thY, n=O 

befindet. Die Formel (90) zeigt, daß der Oszillator unter diesen 
Umständen vom Elektron die Energie hY aufnehmen kann: 

Yk = Yj - Y, übergang n = 0 -'; n = 1; 

der Oszillator kann aber keine Energie verlieren, denn nach (90) 
ist die Wahrscheinlichkeit des Überganges n ~ n - 1 proportio
nal n; für n = 0 wird also diese Wahrscheinlichkeit gleich Null. 

Die Formel (91) ergibt dagegen gleiche Wahrscheinlichkeit für 
Energieaufnahme und Energieverlust ; im ]'alle n = 0 erhält man 
daher ein physikalisch widersinniges Ergebnis. Wenn aber die 
Quantenzahl n nicht zu klein ist, so gibt (91) als Mittelwert zwi
schen den beiden Werten (90) eine gute Annäherung an die wirk
lichen Verhältnisse. 

Zusammenfassend dürfen wir also behaupten, daß die Quanten
theorie jede Möglichkeit, die Existenz der minimalen Energie 
~-hy des Oszillators direkt nachzuweisen, unmöglich macht. Denn 
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um diese Energie zu beobachten, müßte man die Wechselwirkung 
des Oszillators v mit irgendeinem anderen System untersuchen. 
Diese Wechselwirkung kann aber nur in Energieübertragung be
stehen. Die "Nullpunktsenergie" ! hv stellt aber einen nicht
übertragbaren Restbetrag dar, den der Oszillator unter keinen 
Umständen verlieren kann. 

17. Systeme mit mehreren gleichen Teilchen. Symmetrische 
und antisymmetrische W cllenfunktionen. Die oben gemachten 
Definitionen und Ausführungen können ohne besondere Schwierig
keiten auf Systeme angewandt werden, die aus lauter verschiedenen 
Teilchen bestehen; die Teilchen dürfen sich in beliebigen Kraft
feldern befinden. 

Eine erste Erweiterung, die an den bisherigen Formeln ange
bracht werden muß, besteht in der Einführung einer neuen, zu
sätzlichen Variablen. Das Elektron ist keine einfache punktförmige 
Ladung; es besitzt auch ein Drehimpulsmoment (Drall oder Spin 
genannt). Um seine räumliche Lage vollständig zu beschreiben, 
braucht man außer den drei Schwerpunktskoordinaten x, y, Z 

noch eine vierte, 0, die die Richtung der Drallachse im Raum be
stimmt. Diese Variable kann übrigens nur zwei verschiedene Werte 
annehmen (z. B. ± I), da die Drallachse sich entweder parallel 
oder antiparallel zum örtlichen magnetischen Feld einstellt. Wir 
können an dieser Stelle nicht ausführlich auf die physikalische 
Begründung dieser Vorstellungen eingehen, die eine ungeheure 
Bedeutung für die ganze Theorie der Spektren besitzen. Analog 
ist übrigens die Lage auch bei den Photonen: auch dort braucht 
man eine zusätzliche Variable zur Beschreibung des Polarisations
zustandes des Lichtes. Wir haben schon einmal - in Abschnitt II 
- auf den Parallelismus hingewiesen, der zwischen den beiden 
Erscheinungen besteht. 

Eine grundsätzliche Schwierigkeit tritt ein, wenn das System 
mehrere vollkommen gleiche Teilchen enthält. Stellen wir uns vor, 
daß wir auch in diesem Fall die üblichen mechanischen Methoden 
anzuwenden versuchen. Wir bezeichnen zunächst die N gleichen 
Teilchen mit Indices von I bis N; ihre Koordinaten seien Xl' Yl' 
Zl' °1 ; X 2 , Y2' Z2' 02' ••• , XN, YN, ZN, ON. Wir führen also eine künst
liche Unterscheidung zwischen den einzelnen identischen Teilchen 
durch. Betrachten wir z. B. einen ZUHtand, der durch eine Funk
tion 1p(XIYIZ~01' X2Y2Z202, ••. , XNYNZNoN) dargestellt wird. Es 
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ist unmöglich, ihn etwa von dem Zustand '/1' (X2Y2Z202' X 1 Y1 Zl °1 , 

•.• , XNYNZNGN) zu unterscheiden, der durch einfachen Austausch 
der beiden ersten Teilchen entsteht. Um diesen physikalisch ohne 
weiteres klaren Sachverhalt mathematisch zu charakterisieren, 
müssen wir eine spezielle Wahl der Wellenfunktion 'tjJ treffen. 

Wenn wir die Bildung von 'tjJ ohne besondere Vorsichtsmaß
nahmen vornehmen, so wird die erhaltene Funktion im allgemeinen 
gegen einen Austausch von zwei Teilchen nicht unempfindlich sein. 
Wir haben aber ein N !-fach entartetes System vor uns. Bezeichnen 
wir etwa, zur Vereinfachung, mit 'tjJ(x) eine bestimmte Wellen
funktion aller Koordinaten, und mit '111 (P x) die gleiche Funktion 
nach einer Permutation von Teilchen, d. h. nach einem Austausch 
von Indizes zwischen zwei Koordinatengruppen x, Y, Z, a. Alle 
möglichen Funktionen 'tjJ(Px) sind Lösungen, die der gleichen 
Energie des betrachteten Systems entsprechen, Wir wissen, daß 
wir in einem solchen Entartungsfall ein neues System von Funk
tionen'tjJ bilden können, z. B. mit Hilfe von Linearkombinationen : 

<P(x) = L,cp'tjJ(Px), (92) 
p 

wo cp in irgendeiner Weise zu bestimmende Koeffizienten sind. 
Doch sind alle 'tjJ(Px) vollkommen gleichberechtigt; es wäre also 
unzulässig, Koeffizienten cp von verschiedenem Absolutbetrag für 
die einzelnen 'IJ! (Px) zu benutzen. Alle cp müssen also - bis auf 
das Vorzeichen - untereinander gleich sein. Was ist das Ergebnis 
unter solchen Bedingungen? 

Ein Austausch von zwei Teilchen wird den Absolutwert von 
<P nicht ändern, kann aber zu einer Änderung des Vorzeichens von 
<P führen. 

Wenn der Austausch zweier Teilchen das Vorzeichen der 
Wellenfunktion unverändert läßt, nennt man diese Funktion 
symmetrisch in bezug auf diese beiden Teilchen. Beim Vorzeichen
wechsel spricht man von einer antisymmetrischen Funktion. 

Es muß bemerkt werden, daß infolge der Gleichheit der N 
Teilchen die Symmetrie von 'tjJ in bezug auf alle möglichen Aus
tausch vorgänge zwischen je 2 Teilchen die gleiche sein muß. Wir 
können uns also auf die Betrachtung von vollkommen symme
trischen oder vollkommen antisymmetrischen Funktionen be
schränken. Wenn 'tjJ etwa in bezug auf n s Teilchen symmetrisch 
und in bezug auf die N - n s übrigen Teilchen antisymmetrisch 
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wäre, so hätte dieses bedeutet, daß wir eben zwei Gruppen von 
unterschiedlichen Teilchen vor uns haben. 

Die HAMILToNsche Funktion H ist ihrerseits symmetrisch in 
bezug auf alle Teilchen, und zwar in allen Näherungen. Kein 
physikalisches Verfahren kann uns erlauben, etwa ein gegebenes 
Elektron zu bezeichnen und später von einem andern zu unter
scheiden. Es ergibt sich daraus fast intuitiv, daß die Symmetrieart 
einer Wellenfunktion für immer unverändert bleiben muß. Man 
kann zeigen, daß die Symmetrieeigenschaften auch in bezug auf 
jede kanonische Transformation der Koordinaten invariant sind. 

Wenn man also künstlich eine Unterscheidung der N iden
tischen Teilchen durchführt, so erhält man eine große Anzahl 
(N! - 1) von Nebenlösungen, die die erforderliche Symmetrie 
nicht aufweisen und eliminiert werden müssen. Nur eine einzige 
Wellenart von allen ist als physikalisch möglich auszusondern. Es 
wird dies, je nach den Umständen, die Welle mit der symmetrischen 
oder mit der antisymmetrischen Eigenfunktion sein. 

Die Symmetrie der Eigenfunktionen ist ein Abbild von be
stimmten Grundeigenschaften der Teilchen, denen die Wellen zu
geordnet sind. 

Die symmetrische Lösung ist offenbar: 
1 ,,--, 

tP. = N!~ "P(PX) , 
l' 

und die antisymmetrische : 

tPa = N~.L7 (-1)k"P(PX) , 
p 

(93) 

(94) 

wobei k die Anzahl der geraden Permutationen bedeutet, die man 
zur Realisierung der Permutation P braucht. 

Unter den Lösungen unterscheidet man insbesondere solche, 
die in bezug auf die räumlichen Koordinaten allein symmetrisch 
("partiell symmetrisch") sind. Ihnen entsprechen Gruppen von 
Zuständen, die durch besondere Eigenschaften ausgezeichnet sind. 

Besonders wichtig ist das Beispiel einer Reihe von Systemen, 
deren jedes nur ein Teilchen enthält, z. B. einer Anzahl von ein
elektronigenAtomen. Es seien "PI (Xl 01 ) , "P2(X202) , ... , "PN(XN0:N) 
die Eigenfunktionen der einzelnen Atome, solange sie voneinander 
unabhängig sind. Das erste Elektron (Xl 01 ) sei zunächst dem 
ersten Atom "PI zugeordnet usf. Jetzt bilden wir aus allen N 
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Atomen ein einziges System. Die Atome sollen dabei in eine 
schwache Wechselwirkung treten. Die Eigenfunktion des Ge
samtsystems ist in erster Näherung 

(95) 

Die symmetrische Funktion qJ wird dann nach (93) definiert; und 
die antisymmetrische kann in der Form der Determinante: 

1fJj (XlOl ) 1f'1 (X2 0 2) 

1jJa = 
1fJ2 (Xl 0 1) 1fJ2 (X2 0 2) 

1fJl (XNGN) 

1fJ2 (XNGN) (96) 

geschrieben werden. Die Permutation von zwei Elektronen ist 
gleichbedeutend mit dem Austausch von zwei Spalten in (96), 
und dieser führt bekanntlich zur Änderung des Vorzeichens der 
Determinante. 

Bei der symmetrischen Funktion entsteht keine Besonderheit, 
auch wenn zwei oder mehr Teilsysteme die gleiche Wellen funktion 
1fJi = 1fJk haben; die antisymmetrische Funktion wird aber in 
diesem Fall gleich Null, wie man dies aus (94) und (96) sofort er
kennt. Dieser Unterschied wird uns ermöglichen, zu entscheiden, 
bei welchen Teilchen die symmetrische und bei welchen die anti
symmetrische Funktion zu wählen ist. Man weiß z. B., daß man 
eine beliebige Menge von Photonen mit gleicher Wellenlänge 
haben kann; gleiche Wellenlänge bedeutet aber gleiche Wellen
funktion 1fJ. Bei den Photonen kommen also nur symmetrische 
Wellen/unktionen in Frage. 

Bei den Elektronen besteht dagegen das Paulische Verbot, 
das die Existenz von zwei Elektronen mit vier identischen Quanten
zahlen - also mit gleichen Eigenfunktionen - innerhalb eines 
Systems (eines Atoms, Moleküls oder Kristallgitters) unmöglich 
macht. Daraus folgt eindeutig, daß die Wellenfunktionen, die den 
Elektronen zugeordnet sind, antisymmetrisch sein müssen. 

Wir werden zu diesem Thema im fünften Kap. bei der Unter
suchung der Statistik der Strahlung und des Elektronengases zu
rückkehren. Dem Unterschied in den Symmetrieeigenschaften der 
Eigenfunktionen entspricht der Unterschied zwischen der BOSE
EINsTEINsehen Statistik der Lichtquanten und der FERMI-DIRAC
sehen Statistik der Elektronen. 
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Für die Protonen kann man von vornherein die gleichen Ver
hältnisse erwarten, wie für die Elektronen - also antisymmetrische 
Eigenfunktionen und Gültigkeit der FERMI-DIRAcschen Statistik. 

Betrachten wir ein System von Wasserstoffatomen. Jedes 
Atom besteht aus einem Elektron und einem Proton. Ein Aus
tausch von zwei Atomen ist also gleichbedeutend mit einem dop
pelten Austausch von Elementarteilchen. Das Vorzeichen der 
Eigenfunktion kehrt sich zweimal um, bleibt also letzten Endes 
unverändert. Die Eigenfunktion de8 SY8tem8 muß al80 in bezug auf 
die einzelnen Atome 8ymmetrisch 8ein. Für die H -Atome gilt die 
Statistik von BÜSE-EINSTEIN. 

Ein Atomkern mit der Ladung + Ze enthält N Elektronen 
und N + Z Protonen. Wenn das Atom als Ganzes neutral ist, 
enthält es N + Z äußere Elektronen. Ein neutrales Atom enthält 
somit stets eine gerade Anzahl 2 N von Teilchen (Elektronen und 
Protonen) mit antisymmetrischen Eigenfunktionen. Wenn wir 
für die Elektronen und Protonen im Kern die8elben Symmetrieeigen
schaften annehmen dürften, die diese Teilchen im freien Zustand 
besitzen, so hätten wir die Schlußfolgerung ziehen können, daß 
die Eigenfunktionen aller neutralen Atome 8ymmetri8ch 8ind und daß 
alle solche Atome der BÜSE-Statistik gehorchen. Dasselbe wäre 
für alle Ionen von gerader Wertigkeit (Ladung ± 2e, ± 4e ... ) 
der Fall, während Ionen mit ungerader Ladung immer antisym
metrische Eigenfunktionen haben müßten und der FERMI-Statistik 
gehorchten. 

Es ist aber möglich und sogar wahrscheinlich, daß die Pro
tünen und Elektronen in den Atomkernen besondern Gesetzen 
unterworfen sind und daß daher die eben gemachten allgemeinen 
Schlüsse nicht zwingend sind. 

Die ganze bisherige Darstellung beruhte auf der Anwendung 
der am Anfang dieses Abschnittes beschriebenen Methüden. Es 
wurden also stets zunächst alle Teilchen als unterschiedlich 
(numeriert) angesehen; dies ergab eine große Anzahl (ungefähr N!) 
von Lösungen, von denen nur eine sinnvoll war. In der Statistik 
treten ganz ähnliche Verhältnisse auf. Auch dort werden wir (im 
fünften Kap.) Methoden kennenlernen, die von der künstlichen 
Unterscheidung der an sich identischen Teilchen ausgehen und diese 
Unterscheidung erst am Schluß der Rechnung fallen lassen -
daneben gibt es aber auch Methoden, die von vornherein an der 
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Identität der Teilchen festhalten. Im sechsten Kap. werden wir 
Beispiele besprechen, in denen durch die Unterscheidung der 
Teilchen die Anzahl der Lösungen im Verhältnis N! vergrößert 
wird und solche, in denen die Lösungszahl unter N! bleibt. 

Solange wir die Wechselwirkung der Teilchen vernachlässigen, 
ist es leicht, ihren speziellen Eigenschaften Rechnung zu tragen. 
Wenn wir von einer Unterscheidung der Teilchen absehen und 
ihre Identität von vornherein berücksichtigen wollen, so müssen 
wir so vorgehen, wie es oben [Gleichung (95) und (96)] geschah. 
Wir bilden die einzelnen Eigenfunktionen "Pi(X, a), die unter den 
Bedingungen des Problems möglich sind und begnügen uns mit 
der Bestimmung der Zahlen n i , die die "Besetzung" jeder Eigen
funktion "Pi mit Teilchen bestimmenI. Die Zahlen n i dürfen für 
Teilchen mit ungerader Ladung (Elektronen, Protonen) nur die 
Werte 0 oder I besitzen; für neutrale oder geradzahlig geladene 
Teilchen (Photone, neutrale Atome) dürfen es beliebige ganze 
Zahlen sein. Am Anfang des fünften Kap. kehren wir zu diesen 
Beziehungen zurück. Wir werden dort speziell die Äquivalenz 
kennenlernen, die zwischen den Begriffen der stationären Eigen
wellen und denen der PLANcKschen Phasenraum zellen besteht. 

18. Quantisierung der Strahlungsresonatoren. Im zweiten Kap. 
(Abschnitt 2 und 3) haben wir gesehen, wie man die Strahlung 
im geschlossenen Gefäß in ein System von stehenden Wellen zer
legen kann. Wir wollen diese Betrachtung näher ausführen und 
die Anwendung der Quantentheorie auf diese Art von Resonatoren 
untersuchen. 

Um die Darstellung zu vereinfachen, stellen wir uns statt 
eines geschlossenen Volumens V einen Raum von zyklischer Be
schaffenheit vor (Kap. II, Abschnitt 3). Wir betrachten also nur 
solche Wellenvorgänge, die sich in bestimmten Abständen ll' l2' l3 
entlang der drei Koordinatenachsen identisch wiederholen; der 
Zustand in Xl + m 1 l1 , x 2 + m 2l2 , x3 + m 3 l3 (m = ganze Zahl) 
ist also stets der gleiche, wie in Xl' X 2 , x 3 • 

Die Rechnung soll für Lichtwellen im Vakuum durchgeführt 
werden; ganz analog lassen sich aber auch elastische oder beliebige 
andere Wellen behandeln. 

1 Das Wesentliche ist, daß man nur die Zahl der Teilchen angibt, die 
einer bestimmten Eigenfunktion entsprechen und nichts darüber aussagt, 
welche Teilchen es sind. 
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Nach MAXWELL gelten im betrachteten Fall folgende Be
ziehungen zwischen dem elektrischen und dem magnetischen Feld-
vektor: ->- ->- ->-

oH3 _ 0I!2 _ 2-~~! = 0 
oX2 oXa C ot ' 

->- ->- ->-

?!}3 _ oE2 +~_?!l1 = 0 
oX2 oXa C ot ' 

(97) 

->- ->-
div E = 0, div H = O. 

Wir suchen diese Gleichungen zu befriedigen, indem wir die 
Feldstärken E und H in Reihen entwickeln: 

->- ->-
E = '" B I ( ) eZni(alXt+a,x,+a3Xa) 1 1 ~ ~~~ , 

a1azaa 

->- ->-
H = '" GI ( ) e2Jli(alxl+a,x,+a,x,) 

1 ~ ala2aa • 
a1 aZaj 

(98) 

Damit die Feldstärken E und H reell werden, müssen die 
Größen: ->- ->-

BI(ala,a,) = BI(-a" --a" -a,) , 

->- ->-

G 1 (a 1 a,a,) = G1(-al, -a" -a,) 

zueinander konjugiert komplex sein. 
Die Bedingungen für die zyklische Struktur lauten: 

(99) 

(n1 , n 2 , n 3 = ganze Zahlen). 
Diese Bedingungen sind durchaus analog denjenigen, die wir 

im Kap. II, Abschnitt 3 abgeleitet haben, als wir nach den Wellen
längen der stehenden Wellen fragten, die sich im Volumen V 
(= l1l2l3) ausbilden können. Wir fanden dort [Kap. II, Glei
chung (3, 4)]: 

(99a) 

Eine stehende Welle im Volumen V entsteht durch Überlage
rung von 8 Wellen vom Typus (98), mit den Koeffizienten ± a1 , 

± a2 und ± a3 ; denn jede Spiegelung an der Wand kehrt das 
Vorzeichen von einem Koeffizienten a um. In (99a) müssen die 
a-Werte positiv sein; in (99) dürfen sie positiv oder negativ sein. 
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Durch Eintragen von (98) in (97) erhält man für jeden Wert der 
Koeffizienten al a2 aa : -->-

• -->- -->- 1· 
2n~(a2Ca - a3C2) -BI = 0, 

c 
• -->- -->- 1--;>" 

2n~(a2B3 - aa B 2) + - Cl = 0, c 
-->- -->- -->-

alBl + a2B 2 + a3B a = 0, 
-~ ----+ ----+ 

at Cl + a2 C2 + a3 Ca = O. 

Die zwei letzten Gleichungen zeigen, daß die Vektoren B 

und C senkrecht auf a stehen. Wir wollen zwei Einheitsvektoren, 
iX und ß, wählen, die senkrecht zueinander und zu dem Vektor a 
gerichtet sind (also in der Wellenebene liegen); die gegenseitige 
Orientierung von iX, ß, a soll dieselbe sein, wie die von Xl X 2 Xa : 

liXI2 = :ß12 = 1, 
(a • iX) = (a • ß) = (iX • ß) = 0, 

a2 iX 3 - a3 iX2 = ßl I a I , 

a2ß3 ~ a3ß2 = - iXllaj, 
wo lai den Absolutbetrag des Vektors a bedeutet. 

-->- -->-

(100) 

Die Vektoren Bund C können wir in je zwei komplexe Kom-
ponenten in den Richtungen iX und ß zerlegen; wir wollen aber 
jetzt lauter reelle Variablen ~rx'YJcx~ß'YJß einführen. In (101) schrei-

-->- -->-

ben wir die konjugiert-komplexen Größen BUla2u, und B-al - a2 -ag 
nebeneinander auf: 

it l u2 a, = 2n lai c l~ 
[ -->- -->- -->- -->- 1 
iX~rxulu2a, -+ iiX'YJrxala,a, +ß~ßUIU2U, +iß'YJßaIU2U, . 

-->- V'2nc 
B-al-a,-a, = 2n lai c -y-

[-->- -->- -->- -->- 1 
iX ~IX al a, u, - i iX 'YJ a al a2 a, + ß ~/;alU2a, - i ß 17ß UI a2 a" , (101) 

-->- 1/2nc 
Cala2u, = / -y-

[-->- -->- -->- -->- 1 
iXPllßUla2U,- iiXPI;ßala2U, - ßP'laala,a, + ißP!;aala,a, , 

-->- Vl2nc 
C-al-a,-a, = V 

[ -, -->- -->- -->- 1 J 
iXp'} ßala,u, + iiXP~ßala2a, - ß Pli aala,a, - iß P~ rxala2a, . 
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Die Koeffizienten wurden so gewählt, daß sich der Energie
ausdruck später vereinfacht: die P~ IX Pn IX P; ß P'i ß sollen die Bedeu
tung der zu ~ IX 'YJ cx ;ji 1) ß konj ugierten Impulse erhalten. Da wir 

->- -->-

in (101) die B-u.-a, -a, und C -u.-a, -a, gesondert angeführt haben, 
müssen wir darauf achten, daß in den Summen (98) dieselben Terme 
nicht zweimal gereehnet werden; das kann man z. B. so durch
führen, daß man für al nur positive Werte annimmt, während a2 

und a3 positiv oder negativ sein dürfen; eine solche Summierung 
werden wir mit Z' bezeichnen. 

Wir tragen die Werte (101) in die MAXWELL sehen Formeln 
ein und erhalten folgende separierte Gleichungen: 

~",-P2!X=0, 4n2Ia2:e2~",+p"",=0, (102) 

sowie analoge Bedingungen für die anderen Variabeln rJ", ;/1, 1)/1' 

Für jede dieser Variablen gilt also die Gleichung eines harmoni
schen Oszillators mit der Frequenz: 

y = laie. 
Die Analogie wird vervollständigt durch Bildung des Energie
ausdrucks: 

_ 1 ~'[4 21 '12 2( 1:2 + 2 /:2 ,2) + 2 2 2 +2 ] -2"";;:;'" n a e <""a l)lXa+"ßa+1Jßa Pi',lliu+P'1",a+P;ßa '1ßa· 

Zur Abkürzung wurde zuletzt a statt a l a2 a3 gesetzt. IX und ß 
sind die beiden Polarisationsrichtungen ; für jedes Wertsystem 
a1a2a3 [al nur positiv!] bekommt man vier Variablen ;",rJ"';ßtlp 
- also insgesamt zweimal so viel Variablen, wie man a l a2a3-

Wert systeme hat, wenn man den drei Zahlen a l a2a3 alle mög
lichen positiven und negativen Werte zuschreibt. 

Die unendliche Folge von Variablen ;,1') ersetzt die kontinuier
liche Größe E; ~ und Pi', bilden nach (101) ein konjugiertes Paar, 
wie im Falle eines Oszillators von der Frequenz y: 

(104) 

(103) 
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Fragen wir jetzt nach der Anzahl der Oszillatoren mit einer 
Frequenz zwischen v und v + dv. Wir betrachten den Raum 
a1 a2a3 und bestimmen die Anzahl von Punkten (99), die in diesem 

Raum zwischen den Sphären mit den Radien _1' und 
c 

liegen. Sie beträgt: 

v + dv 
c 

(105) 

denn infolge von (99) gibt es 11 12 13 Punkte in der Volumeinheit_ 
Jedem System von Zahlen n1 n 2 n3 entspricht, wie wir gesehen 
haben, ein Paar von Resonatoren. Die Gesamtzahl der Resona
toren ist also: 

8"",,2 
dN = V~3- dv. 

C 
(106) 

Dieses Ergebnis ist der Formel (11) in Abschnitt 3 des zweiten Kap. 
analog. In der Tat sind die Zahlen a1 a2 a3 für ein abgeschlossenes 
Volumen durch die Bedingungen (99a) bestimmt. Dies gibt zwar 
eine achtmal größere Dichte, doch die Zahlen a müssen alle positiv 
sein, so daß die Summe (105) nur über einen Oktanten des Raumes 
zu erstrecken ist (wie dies im Abschnitt 4 des Kap. 11 geschehen 
war). Auf diese Weise fällt der Faktor 8 wieder aus, und die 
beiden Resultate werden identisch. 

Die ganze Rechnung ist bis zu diesem Punkt streng klas
sisch. 

In Ermangelung einer vollständigen Quantentheorie des elek
tromagnetischen Feldes ist man bis jetzt meistens folgendermaßen 
verfahren: Man ging von den Bewegungsgleichungen (101) und 
der Energiegleichung (102) aus; diese wurden, wie in den voran
gehenden Abschnitten, zur Bildung einer Wellengleichung verwen
det. Da die Energie eines Oszillators n1 n 2n3 j durch: 

bestimmt ist, so erhält man eine Wellengleichung von der Form: 

(107) 

indem man p~, wie in der Wellenmechanik üblich, durch 2~-'· ~~ 
J'l~ u~ 

ersetzt. 
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Wir überlagern somit der klassischen elektromagnetischen Welle 
eine ,,'ljJ- Welle". 

Die Gleichung (107) ist die wellenmechanische Darstellung 
eines harmonischen Oszillators (vgl. Abschnitt 12 dieses Kapitels). 
Indem wir die Ergebnisse des Abschnittes 12 [Gleichung (54)] 
heranziehen, finden wir für die Energieniveaus : 

Wn,n2 nai = (m + !) hVn,n2 na' (108) 

Wenn bei allen Wechselwirkungen zwischen Materie und Strah-
--+ 

lung der Effekt proportional der elektrischen Feldstärke Eist, 
so ist das einzige Beobachtbare an diesem Effekt - nach Ab
schnitt 15 und 16 - die entsprechende Matrix. Die Matrix, die 
die Komponente (n1 n 2naj) des Feldes darstellt, wird die Form 
(57) haben. In (57) tritt ein Koeffizient: 

auf [worin k durch Vergleich von (50) mit (107) gewonnen wurde]. 

Die E-Matrix hat also nur die Komponenten: 

V/~:r~-;-f~(m + I) m=m+ 1 
--+ 
EiX~n,n2n.(m', m) = 

r-~~--

V~~jJcm m=m-I 

o m' m± 1. 

Unter v ist dabei die Frequenz (104) zu verstehen. 

19. Ist die Nullpunktsenergie beobachtbar? Die gewonnenen 
Ergebnisse erfordern einige Kommentare: 

1. Die Formeln (93) erlauben die Ansammlung einer beliebigen 
Anzahl von Quanten hv auf jeder Welle. Sie sind somit in Über
einstimmung mit der Vorstellung von Photonen, die der BOSE
EINSTEIN-Statistik gehorchen (vgl. Abschnitt 18). Wenn die den 
Wellen zugeordneten Teilchen dem PAuLI-Prinzip unterworfen 
sind, so hört die Gültigkeit der obigen Ableitungen auf. 

2. Die Formel (93) weist auf eine minimale Energie t hv, die 
jedem Resonator eigen ist. Wie wir gesehen haben, gibt es aber 
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. . 8n2 ,,2 • 
pro Volumemhmt --3 - dv Resonatoren 1m Frequenzgebiet v bis 

c 

v + d t'. Die gesamte Nullpunktsenergie für alle Frequenzen: 
00 

Eu = I 4nc~ ,,3 dv (llO) 

o 
wäre somit unendlich groß. Diese Folgerung ist schwer zu ver
stehen. Einer unendlichen Energie müßte unendliche Masse und 
unendliche Schwerkraft entsprechen. ROSENFELD 1 hat dieses 
Problem systematisch untersucht. Ein Teil der Schwierigkeiten 
kann dadurch beseitigt werden, daß man quantisierte Gravitations
wellen einführt. Die Unendlichkeit der Gravitationsenergie bleibt 
aber auch in diesem Fall bestehen, und man kann sich damit 
schwer abfinden. 

Die Energie eines elastischen oder elektromagnetischen Os
zillators kann sich in verschiedener Weise bemerkbar machen. 
Der Resonator kann z. B. die Bewegung eines Teilchens, eines 
Elektrons oder eines Photons (d. h. die Ausbreitung der ent
sprechenden Welle) beeinfhlRsen. In Abschnitt 16 haben wir ein 
einfaches Beispiel dieser Art untersucht: die Störung eines Elek
trons durch einen elastischen Resonator. Der Fall eines Resona
tors, der die Ausbreitung einer elektromagnetischen Welle stört, 
wäre durchaus analog. Wir haben gesehen, daß alle Versuche über 
die Wechselwirkungsvorgänge solcher Art nur die Energieüber
tragung festzustellen erlauben und somit keine Auskunft. über 
den nichtübertragbaren Restbetrag ihv geben können. 

Im achten Kapitel werden wir eine Verallgemeinerung des in 
Abschnitt 16 behandelten Beispiels kennenlernen. Dort werden 
an Stelle eines einzigen störenden Oszillators alle stehenden elasti
schen Wellen auftreten, die sich in einem festen Körper ausbilden 
können. Die Störung der elektromagnetischen Welle durch eine 
elastische tritt auch bei der Lichtstreuung sowie bei der Ver
waschung der Punkte im LAUE-Diagramm durch die thermische 
Bewegung des streuenden Kristalls auf. Diese thermische Bewe
gung kann in ein System von stehenden elastischen Wellen auf
gelöst werden. DEBYE 2 , der die alte Quantentheorie benutzte, er-

1 ROSENFELD, L., Z. Physik 65, 589 (1930) - Ann. lnst. Poincanl I 
(1931). 

2 DEBYE, P., Ann. Physique 43, 49 (1914). - WALLER, J., Z. Physik 
17, 198 (1923). 
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hielt für diesen Fall eine Formel vom Typus (91), die jetzt durch 
zwei Formeln vom Typus (90) zu ersetzen ist. Die DEBYEschen 
Formeln haben durch Messungen von BRAGG eine befriedigende 
experimentelle Bestätigung gefunden, was dadurch zu erklären 
ist, daß die Formel (91) den Mittelwert aus den beiden Formeln (90) 
ergibt. 

Die Energie eines Resonators muß sich in einem Strahlungs
druck äußern. Wenn man ein schwingendes System beobachtet 
und einen Parameter ~ der Schwingung sehr langsam variiert, 
so daß sich auch die Periode ändert, so wird vom System Arbeit 
verbraucht, denn die Schwingung wehrt sich mit der Kraft 3 
gegen die Änderung des Parameters ~. Eine solche unendlich 
langsame Transformation muß adiabatisch reversibel sein. BORN 
und JORDAN haben mit der alten, BORN und FOCK! mit der 
neuen Quantentheorie bewiesen, daß in diesem Fall der 
Quantenzustand des Systems während der Transformation 
unverändert bleibt. Wenn vor der Transformation n Quanten 
vorhanden waren, behält der Resonator auch zum Schluß n Quan
ten. Wenn speziell n = 0 ist, der Resonator also zunächst die 
Energie i h v hat, so hat er nach dem Prozeß immer noch null 
Quanten, seine Energie ist aber infolge der Frequenzänderung 
nicht mehr ihv, sondern z. B. ihv'. Gegen den Strahlungsdruck 
ist also die Arbeit: 

JE = 13M = ih(v - v') (Ill) 

geleistet worden. Die Messung des Strahlungsdruckes müßte also 
den Nachweis der Nullpunktsenergie ihv erlauben. Die Messung 
ist aber nur an einem elastischen Resonator, nicht aber an den 
Strahlungsresonatoren möglich. Denn wenn die Nullpunktsenergie 
der Strahlung unendlich ist, muß auch der Strahlungsdruck 
unendlich sein. Wenn wir die Strahlung in einem Hohlraum, etwa 
mit Hilfe eines Kolbens komprimieren, so wirkt auf diesen Kolben 
nicht nur von innen, sondern auch von außen ein - ebenfalls 
unendlicher - Strahlungsdruck, denn auch die Umgebung ist von 
einer Wärmestrahlung erfüllt. Wir können also auf diese Weise 
keine Auskunft über die Veränderung des Strahlungsdruckes 
durch Komprimierung erhalten. 

1 BORN, M., Z. Physik 40,167 (1927); BORN, M., u. FOCK, V., Z. Physik 
51, 165 (1928). 

BriIIouin, Quantenstatistik. 6 
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Viertes Kapitel. 

Die statistische Thermodynamik. 
Allgemeine Definitionen. 

1. Problemstellung. Wir haben oben die zur Zeit herrschenden 
Vorstellungen über die Struktur von Atomen und Molekülen kurz 
zusammengefaßt, und wir sahen, wie wichtig die Rolle ist, die in 
diesen Vorstellungen der Begriff der Quanten spielt. Jetzt müssen 
wir zu dem Problem zurückkehren, mit dem wir uns in den ersten 
Kapiteln dieses Buches beschäftigt haben - zur Untersuchung 
der isothermen Strahlung. Die Quanten wurden von PLANCK zu
erst eingeführt, um die experimentell gefundenen Gesetze der 
schwarzen Strahlung zu erklären. Die ursprünglichen PLANCK
sehen Hypothesen waren von den oben geschilderten theoretischen 
Auffassungen noch sehr verschieden. Es erscheint daher erforder
lich, den Nachweis zu führen, daß auch diese neuen Hypothesen eine 
genügende Grundlage zur Ableitung der PLANcKschen Strahlungs
formel bilden. Um dieses Ziel zu erreichen, müssen wir uns zuerst 
an einige Grundsätze der statistischen Thermodynamik erinnern. 
Es handelt sich um die Definition der "Wahrscheinlichkeit" eines 
Zustandes, die von GIBBS und BOLTzMANN gegeben wurde, als es 
sich noch um Lösung von "stetigen" Problemen handelte, d. h. 
um das Studium von Systemen, bei denen jeder nachfolgende 
Zustand von dem unmittelbar vorangehenden nur unendlich wenig 
verschieden ist. In dieser Weise verhalten sich z. B. unsere ge
wöhnlichen makroskopischen mechanischen Systeme; anders da
gegen die BOHRsehen Atommodelle mit ihren diskontinuierlichen 
Zustandsreihen. Es ist also notwendig, den Sinn des Wahrschein
lichkeitsbegriffes für solche "diskontinuierliche" Systeme zu 
untersuchen und die möglichen Anwendungen dieses Begriffes 
festzustellen. 

Jedes Atom oder Molekül kann nur in einer bestimmten Reihe 
von Formen (oder Komplexionen): 

existieren, die sich deutlich voneinander unterscheiden. Es seien: 
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die inneren Energien, die den einzelnen Komplexionen entsprechen. 
In speziellen Fällen können einige E i -Werte untereinander gleich 
sein. Die Energie des behandelten Systems kann sich bei der 
Wechselwirkung mit Strahlung oder mit einem anderen Körper 
nicht kontinuierlich ändern. Die Änderung erfolgt vielmehr in 
Sprüngen von der Größe eines Quantes hv. 

Betrachten wir einen zusammengesetzten Körper, der aus meh
reren Atomen oder Molekülen der beschriebenen Art besteht, die 
aufeinander wirken können. Wenn dieses System bestimmten 
makroskopischen Bedingungen (Druck, Volumen, Gesamtenergie, 
chemische Zusammensetzung) entspricht, so ist damit ein makro
skopischer Zustand definiert, den wir etwa mit A bezeichnen 
können. Es sei P die Anzahl der Komplexionen, die alle mit den 
gegebenen makroskopischen Bedingungen verträglich sind. Die 
einzelnen Komplexionen scheinen uns nicht weiter unterscheidbar 
zu sein; denn sie entsprechen alle einem und demselben thermo
dynamischen Zustand A. 

Unter den Variablen, die A bestimmen, spielt infolge des Ener
gieerhaltungssatzes die Gesamtenergie E eine besondere Rolle. 
Wenn man ein abgeschlossenes System betrachtet, so können sich 
andere makroskopische Variabeln ändern, die Energie E bleibt 
aber konstant. 

2. Wiederholung der thermodynamischen Definitionen. Zäh
len wir zunächst die hauptsächlichen thermodynamischen Be
griffe auf, deren statistische Deutung wir geben wollen: 

Wärmeinhalt oder Wärmemenge eines Körpers. Dies ist in 
der statistischen Auffassung die Energie der ungeregelten Bewegung 
der einzelnen Teilchen, der Atome oder Moleküle, aus denen die 
Körper aufgebaut sind. Eine genauere Beschreibung der Einzel
heiten der Wärmebewegung ist nicht möglich; wir verfolgen nur 
ihre summarischen Ergebnisse. Auch ist es unmöglich, diese Ener
gie direkt in nutzbringende Arbeit zu verwandeln. 

Gleichgewichtszustand eines Körpers. Als solchen bezeichnet 
man einen thermodynamisch stabilen Zustand. Vom statistischen 
Standpunkt aus ist dies nicht der einzig mögliche, sondern nur 
der wahrscheinlichste Zustand, und wir nehmen an, daß ein 
Körper bisweilen von selbst, ohne äußeren Einfluß, aus dem wahr
scheinlichsten in einen weniger wahrscheinlichen Zustand über
gehen kann. Allerdings können wir solche Übergänge praktisch 

6* 
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fast nie beobacht,en. Die Erscheinungen der "Schwankungen" und 
der BRowNschen Bewegung geben aber einen Beweis für ihr tat
sächliches Vorkommen. 

Temperatur. Wir charakterisieren jeden stabilen Zustand 
eines Körpers durch die Angabe einer Größe f), die man als" Tem
peratur" dieses Körpers bezeichnet und deren Bedeutung man mit 
Hilfe folgender experimentellen Ergebnisse beschreibt: 

a) Wenn man dem Körper Wärme zuführt und andere Ver
änderungen (z. B. Ausdehnung oder chemische Umwandlung) ver
meidet, so erhöht man seine Temperatur. 

b) Zwei Körper von gleicher Temperatur sind miteinander in 
Gleichgewicht (vorausgesetzt, daß sie außer dem Wärme austausch 
keiner anderen physikalischen oder chemischen Wechselwirkung 
fähig sind). 

c) Wenn die ursprüngliche Temperatur von zwei Körpern Cl 

und C2 ungleich war (z. B. 6 1 > 8 2), so findet bei ihrem Kontakt 
ein irreversibler Wärmeübergang von Cl auf C2 statt, der bis zum 
völligen Temperaturausgleich andauert. 

Vom statistischen Standpunkt aus müssen wir allerdings den 
eben beschriebenen Prozeß nur als den wahrscheinlichsten an
sehen, prinzipiell aber auch die Möglichkeit eines inversen Vor
ganges - des Wärmeüberganges vom kalten zum warmen Körper -
zulassen. 

Die Punkte a) bis c) gestatten noch nicht, eine Temperatur
skala zu definieren. Wenn man irgendeine 8-Skala willkürlich an
nimmt, so kann auch jede davon abgeleitete Skala T = 1(8) den
selben Dienst leisten, vorausgesetzt nur, daß der Quotient dt/d8 
überall positiv bleibt. 

Entropie und absolute Temperatur. Um eine willkürfreie Tem
peraturskala zu definieren, muß man den zweiten Hauptsatz der 
Thermodynamik heranziehen. Betrachten wir einen Körper, 
dessen Temperatur wir reversibel ändern können, indem wir ihm 
Wärme unendlich langsam zuführen oder entziehen. Bei jeder 
Temperatur wird sich der Körper in seinem stabilen, d. h. wahr
scheinlichsten Zustand befinden. Es sei dQ die dem Körper zu
geführte Wärmemenge (die gleich der Zunahme dE seiner inneren 
Energie ist). Der zweite Grundsatz behauptet, daß die Größe: 

(1) 
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unter diesen Umständen ein vollständiges Differential sein muß. 
Die Funktion S nennt man Entropie des Körpers. Die durch (1) 
definierte Temperaturskala T besitzt die oben unter a), b) und c) 
beschriebenen Eigenschaften. Diese Skala ist für alle Körper 
gleich; man nennt sie absolute Temperaturskala. Die Größe S 
wird in der Thermodynamik (als Integral von dS) nur bis auf 
eine additive Konstante definiert. 

Entropie und Wahrscheinlichkeit. Der stabile Zustand jedes 
Körpers bei einer gegebenen Temperatur ist durch einen maximalen 
Entropiewert gekennzeichnet. In statistischer Auffassung ist der 
stabile Zustand als der wahrscheinlichste Zustand zu interpretie
ren; es muß also zwischen der Entropie und der Wahrscheinlich
keit eines Zustandes eine direkte Beziehung bestehen. Da die 
Entropie S eine additive, die Wahrscheinlichkeit II dagegen eine 
multiplikative Eigenschaft ist, liegt es nahe, zwischen den beiden 
Größen die Beziehung: 

S = klogll (2) 

anzunehmen. Dies ist die grundlegende Formel von BOLTzMANN. 
Die darin enthaltene universelle Konstante Je kann durch Unter
suchung der idealen Gase zu der Gaskonstante R des BOYLE
MARIOTTEschen Gesetzes pv = RT in Beziehung gebracht werden. 
Es ist: 

woN die AvoGADRosche oder LoscHMIDTscheZahl (N = 6,06.1023 ) 

bedeutet. Der Zahlenwert von R beträgt 8,313· 107 cgs-Ein
heiten (pro Grammol). 

3. Statistische Definition der Entropie. Die Wahrscheinlich
keit eines Zustandes - und somit auch seine Entropie - kann 
in verschiedener Weise statistisch definiert werden. Eine erste, 
naheliegende Definition dieser Art wurde von BOLTzMANN ge
geben; auch jetzt wird sie noch oft verwendet, und nicht immer 
gibt man sich dabei volle Rechenschaft über die ihr zugrunde 
liegenden Voraussetzungen. Nach BOLTzMANN wird angenommen, 
daß alle elementaren Zustände (Komplexionen) 2,' eines Körpers 
an sich gleich wahrscheinlich sind, unabhängig von den ihnen ent
sprechenden Werten der makroskopischen Parameter (etwa der 
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inneren Energie E). Die Wahrscheinlichkeit eines makroskopi
schen Zustandes A ist demnach: 

n - PA 
A- m' 

worin PA die Anzahl der Elementarzustände oder Komplexionen 
bedeutet, die alle den makroskopischen Zustand A ergeben. Der 
Proportionalitätsfaktor m gibt in (2) nur eine additive Konstante 
- klogm. Wir werden gleich sehen, daß man m praktisch einfach 
fortzulassen pflegt. 

Auf den ersten Blick scheint diese Definition der Wahrschein
lichkeit einfach und einleuchtend zu sein; doch ergeben sich bei 
näherer Betrachtung zahlreiche Schwierigkeiten. Ro bedeutet 
z. B. m eigentlich die Gesamtzahl aller möglichen Zustände des 
Systems und ist daher gewöhnlich unendlich groß. Die Wahr
scheinlichkeit jedes speziellen Zustandes müßte also unendlich 
klein sein. Nach vielen Diskussionen hat schließlich die Meinung 
Oberhand gewonnen, daß man die Entropie einfach durch: 

S = klogPA (2a) 

statistisch definieren soll, ohne auf den Begriff der Wahrscheinlich
keit näher einzugehen. Die additive Konstante -k logm in (2) 
wird also einfach gleich Null gesetzt. Dadurch wird der Absolut
wert der Entropie eindeutig bestimmbar, und die Quantentheorie 
erlaubt eine vollständige Abzählung der zu einem bestimmten 
Typus A gehörigen Komplexionen. Dieses Verfahren zur En
tropiebestimmung entspricht den Forderungen des NERNsTschen 
Theorems. 

Wie soll man die Komplexionen PA abzählen? Für dieses 
Problem sind mehrere verschiedene Lösungen vorgeschlagen 
worden, und es gibt noch keinen Grund, um sich eindeutig für 
eine davon zu entscheiden. Wenn der makroskopische Zustand A 
gegeben ist, so muß natürlich vor allem die Gesamtenergie E, 
die diesem Zustand entspricht, bekannt sein. Man hat dann, 
wie PLANCK gezeigt hat, folgende Möglichkeiten: 

1. Man könnte alle Komplexionen zusammenzählen, die 
E <::: E A ergeben (und dabei allen anderen gestellten Bedingungen 
entsprechen). Diese Anzahl sei Pu. 

2. Man könnte nur solche Komplexionen zählen, die zu 
E = EA führen (dieses Verfahren scheint vernünftiger zu sein, 
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als das unter 1 angegebene); die Anzahl solcher Komplexionen 
sei Pu. 

3. Man kann den Kreis der zu berücksichtigenden Komplexio. 
nen noch enger ziehen: man wählt nur solche darunter aus, die 
dem wahrscheinlichsten Zustand unter den gegebenen Bedingungen 
entsprechen. Die Anzahl solcher Komplexionen wollen wir mit 
Pu bezeichnen. 

Offenbar ist stets 
PlA > Pu > P aA • 

Jedoch ist der Unterschied zwischen diesen drei Größen für 
Systeme, die aus einer sehr großen Anzahl von Bestand· 
teilen bestehen, verschwindend klein. Andererseits hat der Be· 
griff der Entropie überhaupt nur für solche Systeme einen Sinn. 
Die drei Definitionen sind also praktisch äquivalent. Diese Aqui. 
valenz kann sogar als ein Kriterium für die Anwendbarkeit des 
Entropiebegriffs benutzt werden. LORENTZ hat diese Unemp. 
findlichkeit der Boltzmannschen Formel in seinen Vorlesungen im 
College de France besonders ausdrücklich betont. 

Wir können diese Behauptungen an einem einfaehen Beispiel 
erläutern (s. Literaturverzeichnis 49 und 50). Stellen wir uns vor, 
daß die Anzahl PlA von der Form EI sei, wo f eine sehr große 
Zahl ist. Die Gesamtenergie E A des Systems A ist nicht ganz 
genau, sondern nur bis auf einen kleinen Fehler i1EA definiert. 
Man kann also nur behaupten, daß der Zustand A eine Energie 
besitzt, die zwischen E A und E A + i1EA liegt. Die Anzahl der 
Komplexionen Pu, die der Energie E A (bis E A + i1EA ) ent· 
sprechen, ist: 

Pu = i1PlA = (EA + i1EA )f - ~. 

Wenn nun f sehr groß ist, so kann man die beiden Ungleichungen: 

i1EA ~ E A und i1PlA :P PlA 

gleichzeitig befriedigen; denn es ist: 

~PlA = \/ 1 + L1EA)' _ 1, 
PlA , E A 

= fL1E~ + {~t -1) (~EA)2 + 
E A 2 E A 

Die Anzahl Pu von Komplexionen, die die erforderliche Energie 
ergeben, wird also viel größer sein als die Gesamtzahl aller Kom. 
plexionen mit kleineren Energiewerten. Die Definitionen 1 und 
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2 werden in diesem Fall praktisch äquivalent. Auch die De
finition 3 wird von den beiden anderen nur wenig abweichen. 

Diese allgemeinen Überlegungen sollen später noch an ver
schiedenen Spezialfällen geprüft werden. 

4. Stetige Wahrscheinlichkeit; die klassische statistische 
Mechanik; der Satz von Liouville. Die klassische Mechanik war 
das Gebiet, auf dem die Grundbegriffe der Statistik früher am 
meisten angewandt und diskutiert wurden. Wir beginnen mit 
einer kurzen Erinnerung an die Ergebnisse dieser Diskussion, 
da wir uns darauf später oft beziehen werden. Vollständige 
Ableitungen findet man in jedem der klassischen Werke über die 
statistische Mechanik. 

Wir betrachten ein mechanisches System, das durch eine sehr 
große Anzahl r von Parametern qI' q2' q3' ... , qr charakterisiert 
wird. Dies können z. B. die 3N räumlichen Koordinaten von N 
Molekülen sein. Bei genauerer Analyse müßte man die Mole
küle nicht als materielle Punkte, sondern als Systeme von 
Atomen oder von einzelnen Elektronen ansehen und die Koordi
naten aller dieser Bestandteile einzeln als Parameter benutzen. Es 
sei angenommen, daß für das betrachtete System die klassische 
Mechanik gilt. Im Gegensatz zu einem "gequantelten" System 
kann also unser System eine ,kontinuierliche Reihe von Zuständen 
durchlaufen, die nur unendlich wenig voneinander verschieden 
sind. Um diesen Prozeß zu verfolgen, ist es zweckmäßig, den je
weiligen Zustand des Systems durch einen Punkt in dem 2 r
dimensionalen Phasenraum des Systems zu charakterisieren. 
Dieser Punkt hat die r Koordinaten qlo q2' ... , qr und die gleiche 
Anzahl von Koordinaten PI' P2' ... , Pr' die den Impulskomponenten 
der einzelnen Teilchen entsprechen. Warum benutzt man die 
Impulse, statt z. B. der Geschwindigkeiten qI' 1]2' ... , qr? Dies 
erklärt sich aus der wohlbekannten Symmetrie, die die Be
wegungsgleichungen erhalten, wenn man in sie statt der Geschwin
digkeiten die Impulse einführt. Es entstehen dann die HAMILTON
sehen "kanonischen" Gleichungen: 

. iJH . iJH 
q, = iJ Pi ' Pi = - 7Jq. , 

worin H (qI' q2' ... , qr; PI' P2' ... , Pr) die sog. HAMILToNsche 
Funktion darstellt. Für konservative Systeme bedeutet H ein
fach die Gesamtenergie des Systems. 
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Die Änderung des betrachteten Systems wird sich durch eine 
Bewegung des ihm entsprechenden Punktes im Phasenraum sym
bolisieren. Wenn das System abgeschlossen ist, so bleibt seine 
GeRamtenergie konstant. Der Bildpunkt des Systems muß also 
eine "Kurve" beschreiben, die auf einer (2 r - l)-dimensionalen 
"Fläche" H = konst. im Phasenraum liegt. 

Das sog. Theorem von Liouville erlaubt für diesen Fall eine 
Reihe von wichtigen Folgerungen. Stellen wir uns vor, daß die 
ursprünglichen Bedingungen nur mit einer gewissen Ungenauig
keit bekannt sind. Man weiß nur, daß zur Zeit t = 0 der Bild
punkt des Systems sich innerhalb eines kleinen Volumens dw von 
der Größe: 

dw = dql dq2 ... dqr • dpl dp2 ... dpr 

befindet. Unsere Meßmethoden erlauben uns tatsächlich nur 
die Angabe, daß sich z. B. die Koordinate ql innerhalb der 
Grenzen ql bis ql + dql befindet, oder daß der entsprechende 
Impuls zwischen PI und PI + dpl liegt usw. 

Das LIOUVILLEsche Theorem behauptet, daß das Volumen dw 
im Laufe der Zeit unverändert bleibt, wie sich das System auch 
verändern mag. Die Bildpunkte, die ursprünglich eng beisammen 
lagen, können sich im Laufe der Zeit auf ungeheuer große Ent
fernungen trennen. Das ursprünglich kubische Volumelement 
kann seine Form beliebig ändern, doch sein Inhalt bleibt immer 
der gleiche. Ähnliche Invarianz von dw besteht auch in bezug 
auf Änderungen des Koordinatensystems. Geht man von den 
Koordinaten q zu irgendwelchen neuen Koordinaten Q über und 
führt statt der Impulse P die den neuen Koordinaten entsprechende 
Impulse P ein, so gilt nach dem LIOUVILLEschen Satz immer noch: 

dw = dql ... dqr· dpI ... dpr = dQI··. dQr· dPI ... dPr =d[J. (3) 

Diese Gesetze erlauben uns, die Behauptung aufzustellen, daß 
allen Phasen-Volumelementen von der Größe dw, die sich in 
einer Energieschicht E (bis E + dE) befinden, die gleiche a priori
Wahrscheinlichkeit entspricht. Stellen wir uns eine große An-· 
zahl von gleichen Systemen vor, deren Bildpunkte sich zunächst 
gleichmäßig auf die Schicht E verteilen. Nach dem LIOUVILLE
schen Satz muß die Gleichförmigkeit der Verteilung für immer 
erhalten bleiben. Die gleichförmige Verteilung hat also eine be
sondere Stabilität. Wir dürfen irgendein konstantes Volumen Q 
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in dem Phasenraum zur Bestimmung der Anzahl der entsprechen
den Komplexionen benutzen. Wir schreiben etwa: 

1 
PA=-QA' (4) a 

Die klassische Mechanik lehrt uns nichts über die Zahl a, die 
in (4) als Proportionalitätsfaktor auftritt. Weiter unten werden 
wir sehen, daß die Quantenmechanik zu der Annahme a = hr 

führt. Der Phasenraum wird in der Quantentheorie in Zellen von 
der Größe hT eingeteilt. 

5. Die Ergodenhypothese. Man war bestrebt, diese Ergebnisse 
zu erweitern und zu präziseren Aussagen zu gelangen als die, 
die das Theorem von LroUVILLE an sich zu liefern vermag. Be
trachten wir ein System, das kein anderes vollständiges erstes Inte
gral besitzt außer der Energie. BOLTzMANN kam auf den Gedanken, 
daß ein solches System ergodisch sein muß, d. h. eine beliebige, 
in die Vergangenheit und in die Zukunft unendlich fortgesetzte 
Bahn muß die Schicht im Phasenraum, die der Energie E 
entspricht, gleichmäßig dicht erfüllen. Sie muß an jedem Punkte 
dieser Schicht unendlich nahe vorbeikommen. Statt einer einzigen 
Bahn kann man auch ein Bündel davon betrachten, das zur Zeit 
t = 0 von einem kleinen Phasenvolumen dw ausgeht. Dies führt 
dann zu der sog. Quasi-Ergodenhypothese. 

Trotz der großen Wahrscheinlichkeit, die der Ergodensatz für 
sich zu haben scheint, ist ein strenger Beweis bis jetzt noch nicht 
gelungen. Dabei hat die Hypothese eine große Bedeutung, denn 
sie erlaubt es, die zeitlichen Mittelwerte für eine beschränkte 
Gruppe von Systemen durch Mittelwerte für eine gleichmäßige 
Verteilung von sehr vielen ähnlichen Systemen auf die ganze 
Schicht E zu ersetzen. Es ist möglich, wie wir weiter unten sehen 
werden, den Ergodensatz in die Sprache der diskontinuierlichen 
Wahrscheinlichkeitslehre zu übertragen. Die Behauptung ist 
dann, daß ein gegebenes System im Mittel die gleiche Zeit in jedem 
der quantenmäßig erlaubten Zustände mit der gleichen Energie E 
verweilt. 

Wenden wir uns der Quasi-Ergodenhypothese zu. Wir müssen 
die Entwicklung einer gewissen Anzahl von Systemen betrachten, 
deren Bildpunkte zur Zeit t = 0 in einem kleinen Volumelement 
dw versammelt waren. Notieren wir in regelmäßigen Zeitabständen 
die Lagen dieser Systeme im Phasenraum. Wir nehmen an, daß 
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dieses System von Punkten die ganze Zone E bis E + dE gleich
mäßig ausfüllt. Es wird nicht behauptet, daß die Verteilung, die 
in einem bestimmten Augenblick beobachtet wird, um so gleich
mäßiger ist, je später dieser Augenblick ist. Eine dauernde An
näherung an die gleichmäßige Verteilung (oder an einen anderen 
endgültigen Zustand) darf sogar nicht stattfinden, denn die Ele
mentarvorgänge der Wechselwirkung zwischen Atomen, Mole
külen usw. sind alle reversibel. Zu jedem solchen Vorgang gehört 
daher ein ebenso denkbarer und möglicher umgekehrter Prozeß. 
Nur die oben definierte mittlere Verteilung kann einer Grenze 
'Zustreben, und unsere Hypothese behauptet, daß diese Grenz
verteilung eine gleichmäßige sein muß. 

Die gleichmäßige Verteilung soll übrigens um so viel wahr
scheinlicher sein, als jede andere, daß sie praktisch immer reali
siert ist. Diese Behauptung folgt aus der Tatsache, daß für 
ein System aus einer ungeheuer großen Anzahl von Einzelkompo
nenten die drei Definitionen der Entropie, die in Abschnitt 3 ge
geben wurden, praktisch übereinstimmen. Die Anzahl der Kom
plexionen p;{ A, die der wahrscheinlichsten Verteilung entsprechen, 
ist also kaum kleiner als die Anzahl P 2A von Komplexionen, die 
.allen Verteilungen mit derselben Gesamtenergie E zusammen zu
geordnet sind. Wenn man von einer beliebigen Verteilung aus
geht, der P Komplexionen (also die Entropie S = k log P) ent
sprechen, so darf man behaupten, daß die normale Entwicklung 
des Systemes sich in der Richtung der Erreichung wahrschein
licherer Zustände, (d. h. Zustände mit größerer Entropie) voll
ziehen wird, wobei der angestrebte Grenzzustand die Entropie 
B = k log P:1A besitzen wird. Es ist aber nicht so leicht, dieses 
Ergebnis, das sog. BOLTzMANNsche H-Theorem, genau zu beweisen. 
Die Schwierigkeit ist durch den vollständigen Determinismus be
dingt, der in der klassischen Mechanik herrscht. 

In der neuen Mechanik verschwindet diese Schwierigkeit aus 
zwei verschiedenen Gründen: erstens wegen der unvermeidlichen 
unvollständigen Definition des Ausgangszustandes (HEISENBERG, 
vgl. drittes Kapitel, Abschnitt 10, S. 45), zweitens aber deswegen, 
weil die Quantenmechanik für jedes isolierte System keine be
stimmte Entwicklung vorschreibt, sondern nur die Wahrschein
lichkeit der verschiedenen möglichen Entwicklungen angibt. Dieser 
Punkt soll von uns später (sechstes Kapitel, Abschnitt 11) diskutiert 
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werden. Dort soll auch gezeigt werden, wie sich in der neuen 
Mechanik das H-Theorem beweisen läßt. 

6. Adiabatische Invarianz von tJ); Definition der Entropie. 
Wir haben in den oben gegebenen kurzen Bemerkungen gesehen, 
wie man vom Rtandpunkt der klassischen Mechanik die Anzahl 
der elementaren Komplexionen zu bestimmen hat. Die :Fläche 
E =EA im Phasenraum begrenzt ein bestimmtes inneres VolumenqJ. 
Dieses Volumen bildet ein Maß für die Anzahl Pu von Kom
plexionen, deren Energie kleiner oder gleich EA ist. Die bei den 
ersten Definitionen von Abschnitt 3 erhalten [entsprechend der 
Formel (4) des Abschnittes 4] die Formulierungen: 

S1 = k log qJ - k log a , 

fJ<P 
S2 = klogag/JE - kloga, 

(5) 

Diese Definitionen sind nur möglich, wenn qJ adiabatisch in
variant ist. Der Zustand des Systems sei durch die Koordinaten 
aller beteiligten Moleküle definiert. Es existiere ein Parameter ~, 
der sehr langsam geändert werden kann. Die mechanischen Grund
gleichungen erlauben uns die Veränderung des Systemes, die durch 
die Änderung von ~ bedingt ist, vollständig zu beschreiben. Bei 
der Änderung von ~ wird Arbeit geleistet, und die Energie des 
Systems verändert sich. Die Entropie muß aber konstant 
bleiben. 

Es muß also gezeigt werden, daß auch das Volumen qJ, das 
von der Fläche EA eingeschlossen ist, eine adiabatische Invariante 
darstellt. In diesem Fall wird offenbar auch das Volumen Ll qJ 

zwischen den Flächen E A und E A + dEA invariant sein. 
Der Beweis der Invarianz von P wurde von P. HERTZ gegeben. 

Doch wurde dabei die Ergodenhypotllese benutzt, indem der zeit
liche Mittelwert der kinetischen Energie durch den Mittelwert 
für die gleichmäßige Verteilung in der Schicht LlE ersetzt wurde. 
Ohne auf einen strengen Beweis Anspruch zu erheben, wollen wir 
hier versuchen, das in Frage stehende Problem zu den Invarianten
problemen der Quantentheorie in Beziehung zu bringen. 

Stellen wir uns ein mechanisches System vor, bei dem eine 
Separation der Variablen möglich erscheint. Wenn man von einer 
Reihe von Anfangskoordinaten ql' ... , qr ausgeht, so wird man 
imstande sein, ein System aus r neHen Variablen Q1' ... , Qr zu 
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bestimmen, in denen das Problem separierbar ist. Folgende 
Integrale stellen dann adiabatische Invarianten dar: 

Jr = <J5 Pr dQr. 

Was bedeutet etwa das Integral J l ~ Nichts anderes als 
die Fläche, die in der Ebene PI QI von der Kurve eingeschlossen 
wird, die die Bewegung des Systemes in dem Raum der Variablen 
QI,PI beschreibt - mit anderen Worten: das Integral von dPl dQl' 
erstreckt über das Innere der Kurve E. Daß jedes einzelne J 
adiabatisch invariant ist, kann man elementar einsehen. Bildet 
man nun das Produkt: 

J I J 2 •.• J r = J dQl dQ2 ... dQr' dP1 ••. dP, = q), (6) 
E<iEA 

so ist auch q) eine adiabatische Invariante; außerdem bleibt 
aber q) auch beim Übergang von den Koordinaten q zu beliebigen 
neuen Koordinaten Q invariant. 

Die vorstehende Bemerkung stellt vielleicht sogar einen all
gemeinen Beweis dar, wenn man an die Richtigkeit der Arbeiten 
von CHERRY (Literaturverzeichnis Nr.47) glaubt. Dieser Ver
fasser behauptet, daß jedes stabile mechanische System notwendig 
quasi-periodisch sein muß. Es gibt aber im allgemeinen keine 
einfache Regel zur Auffindung der Variablen Ql _ .. Qr, in denen 
ein mechanisches Problem separierbar ist. Für Anfangsbedin
gungen, die untereinander sehr ähnlich sind, können diese Va
riablen unter Umständen ganz verschieden sein. Man begreift daher, 
daß die Integrale J, die für jede Bewegungsart konstant sind, 
oft in gar keiner einfachen Beziehung zu den Koordinaten q, . - . q, 
stehen, mit deren Hilfe man die betreffende Bewegung üblicher
weise beschreibt. Es sind dies stets Integrale der Bewegung, ihre 
physikalische Bedeutung ist aber nicht immer die gleiche. Der 
einzige Ausdruck, dessen Bedeutung in allen Fällen unverändert 
bleibt, ist das Produkt aller J-Werte, das stets das Volumen q) 

ergibt. Dieses Volumen ist, wie wir sehen, ein für allemal adiaba
tisch invariant. 

7. Gleichgewicht von zwei Körpern in Berührung; Tempera
turgleichheit. Die obigen Betrachtungen reichen aus, um ein 
allgemeines Problem zu betrachten. Gegeben sei ein System C, 
bestehend aus zwei sich berührenden Körpern Cl und C2 , die von 
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der Umgebung vollständig isoliert sind. Die beiden Körper C} 
und C2 können Wärme austauschen, üben aber sonst keine phy
sikalischen oder chemischen Wirkungen aufeinander aus. Ihre 
Gesamtenergie ist konstant: 

E 1 + E 2 = E. 

Wir wollen die wahrscheinlichste Energieverteilung auf die beiden 
Körper feststellen. Es wird vorausgesetzt, daß die Anzahl der 
elementaren Komplexionen P1 (E1 ) , die jedem möglichen Energie
wert E1 von Cl entspricht, bekannt ist. 

Die erlaubten Werte der Energie E1 sollen eine diskontinuier
liche Reihe: 

Ei, EI, .. . ,EI, ... 
bilden. 

Auch für den Körper C2 soll die Reihe der möglichen Energie
werte und die zu jedem solchen Wert gehörige Anzahl von Ele
mentarzuständen P 2 bekannt sein. 

Man kann nun fragen, welche Kombinationen der Zustände 
von Cl und C2 der obigen Bedingung: 

E 1 + E 2 = E 

genügen. Wir bilden die Anzahl P von Komplexionen, die der 
Energie E 1 des ersten und E 2 = E - E 1 des zweiten Körpers 
entsprechen. Diese Anzahl ist offenbar: 

(7) 

Die Formel (7) gilt allerdings nur unter der Voraussetzung, daß 
beide Körper vollkommen unabhängig voneinander sind: die An
zahl P 1 (E1 ) der Zustände des ersten Körpers soll von der Energie 
E 2 des zweiten Körpers (und von allen anderen vom Zustand des 
C2 bestimmten Größen) in keiner Weise abhängen. 

Welche Verteilung der Energie auf Cl und C2 wird am wahr
scheinlichsten sein? 

Um diese Frage zu beantworten, setzen wir voraus: 
1., daß die Energiedifferenzen i1E1 zwischen den aufeinander

folgenden erlaubten Zuständen des Körpers Cl klein sind, und 
2., daß die Anzahl P 1 (E1 ) sowie P 2 (E 2) der Komplexionen, 

die den Energien E 1 und E 2 entsprechen, in genügender Annähe
rung durch stetige, differenzierbare Funktionen von E1 und E<;; 
ausgedrückt werden können. 
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Ein Körper, der diesen Voraussetzungen genügt, soll ein "nor
maler" Körper genannt werden. 

Die wahrscheinlichste Energieverteilung ist durch die For
derung bestimmt, daß P einen Maximalwert haben soll. Diese 
Forderung kann in der :Form: 

d logP = 0 
dEI 

geschrieben werden. Wenn man die Bedingung 

dEI = -dE:!. 

berücksichtigt, kann man statt (8) auch 

() log PI 
BEI 

(8) 

(9) 

schreiben. Diese Formel bestimmt den wahrscheinlichsten Zu
stand. Aus ihr kann man die Werte Er' und E~ ableiten, die 
der wahrscheinlichsten Energieverteilung zwischen Cl und C2 

entsprechen. 
Wir benutzen nun die beiden folgenden thermodynamischen 

Definitionen: 
1. Wenn sich zwei Körper im Gleichgewicht (d. h. im wahr

scheinlichsten Zustand) befinden, so ist 

Tl = T 2 • 

2. Die absolute Temperatur T ist durch die Gleichung (1): 

1 () SI 

bestimmt. Tl 8EI 

Die thermodynamische Gleichgewichtsbedingung ist demnach 
für unseren Fall: 

~~~ = ~-~;. (10) 

Vergleichen wir die Beziehung (10) mit der wahrscheinlich
keitstheoretischen Formel (9). Wir sehen, daß der Logarithmus 
der Zahl P für jeden Körper die gleiche Bedeutung hat, wie die 
Entropie. Wir kommen in dieser Weise wieder zu der Definitions
gleiehung: 

S = klogP, (2 a) 

wo P die Anzahl der Elementarzustände bedeutet, die der ge
gebenen Energie (Abschnitt 3, Definition 2) entspricht. 
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Durch Vergleich von (1) mit (2a) erhält man: 

1 
kT' (11) 

Diese Gleichung bestimmt die Temperatur, für die der betrachtete 
makroskopische Zustand (mit der Energie E) den wahrschein
lichsten Zustand des untersuchten Körpers darstellt. 

8. Thermostat; kanonische Gesamtheit von GIßBS. Wir wollen 
nun genauer den Zustand eines Körpers mit vorgegebener Tem
peratur T beschreiben. Nachdem wir den wahrscheinlichsten Zu
stand definiert haben, wollen wir die Wahrscheinlichkeit der an
deren bei dieser Temperatur möglichen Zustände feststellen. 

Wir wollen uns die experimentellen Bedingungen veranschau
lichen, die der Problemstellung entsprechen. Es sei C2 ein Ther
mostat, in dessen Innerem sich der Körper Cl befindet. Der Ther
mostat ist ein großer Wärme behälter von der Temperatur T. Die 
GesamtenergieE2 des Thermostats wird als ungeheuer groß an
gesehen im Vergleich zu allen betrachteten Energieänderungen : 

LJE2 = E2 - Er!'. 

Des weiteren nehmen wir an - ebenso wie in den Abschnitten 6 
und 7 -, daß die beiden Körper Cl und C2 außer dem Wärme
austausch keiner anderen Wechselwirkung fähig sind. Weiter 
unten werden wir sehen, welche Abweichungen von den jetzt ab
geleiteten Formeln entstehen, wenn die Anzahl der Komplexionen 
des Körpers Cl (oder die des C2 ) bei einer gegebenen Energie EI 
von der Anwesenheit und dem Zustand des zweiten Körpers ab
hängt. 

Unter den gemachten Voraussetzungen können wir die Größe 
log P 2 in eine Taylorreihe entwickeln und uns mit dem ersten 
Glied der Entwicklung begnügen. Nach (11) findet man: 

Daraus folgt: 

1 
LJ log P2 = krr LJ E 2 • 

JE2 

P 2 = Pr!'. ekT • (11 a) 

Der Thermostat muß natürlich ein Normalkörper sein, bei dem 
man an der Zahl P Differenziationen und Integrationen vornehmen 
darf. 
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Der Körper Cl darf dagegen beliebig sein, seine Eigenschaften 
dürfen sich von denen eines Normalkörpers stark unterscheiden. 
Vorausgesetzt wird nur, daß die Heihe seiner erlaubten Energie
\verte: 

EI, ... , Ei, ... , E'l' 

bekannt ist und daß wir zu jedem Energiewert Ei die zugehörige 
Anzahl Pi der Elementarzustände kennen. Nach (7) und (11 a) 
ist die Anzahl der Fälle, in denen der Körper Cl (in Berührung 
mit C2 ) die innere Energie Ei besitzt, gegeben durch: 

Li B2 

Pi = PiP2 = PI (Ef) P~' ek l' . (12) 

Es gilt aber: 
JE2 = E2 - E~' = E'I- Ei, 

denn die Gesamtenergie EI + E 2 wird als konstant angenommen. 
Die Wahrscheinlichkeit des Energiezustandes El bestimmt sich 

durch den Quotienten aus der oben gegebenen Anzahl P und der 
Gesamtzahl N der Komplexionen, die mit der Gesamtenergie E 
verträglich sind, 

oder: 

(13) 

worin 1p einen von der Temperatur T abhängigen Koeffizienten 
darstellt. 

Der Wert von 1p wird durch die Forderung bestimmt, daß die 
Summe aller Ih Werte gleich 1 sein muß: 

also: 

1p-E; 

~Ili=4Pl(Ei)e-kl' = 1, 

'11' 

e-Vj' ="4 Pl(Ei)e kl' = Z. 

(14) 

(14a) 

Bei stetigen Problemen treten in (14) Integrale an die Stellc 
der Summenzeichen. 

Die oben angegebenen Formeln wurden von GIBBS in seinem 
Werk als apriori gültig aufgestellt. Auch PLANCK benutzt immer 

Brillouin, Quantenstatistik. 7 
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wieder die Formel (l4a). Die darin vorkommende Summe Z be
zeichnet er als "Zustandssumme". 

Unsere Formeln geben die Möglichkeit, für einen beliebig 
"anomalen" Körper C die kanonische Gesamtheit von GIBBS zu 
bilden, d. h. die relative Wahrscheinlichkeit der verschiedenen 
Komplexionen dieses Körpers in einem Thermostaten zu be
stimmen. Praktisch kann ein solcher Thermostat durch einen 
Hohlraum ersetzt werden, der von isothermer Strahlung erfüllt ist. 
Das Ergebnis lautet: 

Das Auftreten jedes inneren Zustandes :E eines Körpers wird 
bei gegebener Temperatur T durch einen Wahrscheinlichkeits
faktor: 

1p-E 

w = e kT (15) 

bestimmt. Die Bedeutung dieses Wahrscheinlichkeitskoeffizienten 
hängt davon ab, was wir unter der 'Vahrscheinlichk~it selbst ver
stehen. 

Nehmen wir z. B. mit EINSTEIN an, daß die "Wahrscheinlich
keit" eines Zustandes die Zeit bedeutet, während deren der Körper 
im Mittel in dem betreffenden Zustand verweilt. Dann bestimmt 
der Koeffizient w die mittlere Verweilzeit des Körpers in dem 
mikroskopischen Elementarzustand :Ei bei der Temperatur T. 

Aus den gewonnenen Formeln können wir leicht den klassi
schen Ausdruck für das thermodynamische Potential 1p als Funk
tion der Entropie ableiten. Es genügt dazu, in der For
mel (14a) die Anzahl der Komplexionen P(Ei ) durch den ent-

S(Ei) 

sprechenden Ausdruck e k- zu ersetzen: 

(14b) 

Für gewöhnliche Körper, die aus einer sehr groI3en Anzahl von Ein
zelbestandteilen aufgebaut sind, haben die Summanden der rechten 
Seite ein sehr ausgesprochenes Maximum bei einem bestimmten 
Wert E (T) , der der Normalenergie des Körpers bei der Temperatur 
T entspricht. Das Glied, welches diesem E-Wert zugeordnet ist, 
ist um so viel größer, als alle anderen zusammen, daß man es 
allein benutzen und alle übrigen vernachlässigen darf. Die Formel 
(14 b) vereinfacht sich dann zu: 

1p = E(T) - TS(T). (16) 
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Bestätigen wir dies an einem Beispiel: Stellen wir uns - wie 
am Ende des Abschnittes 3 - vor, daß die Anzahl der Kom
plexionen mit der Energie <- E die Form EI hat, wo j eine un
geheuer große Zahl ist. Ein ideales Gas ist ein Beispiel eines 
Systems mit solchen Eigenschaften. Die Anzahl P(Ei ) der Zu
stände, die den Energien E bis E + dE entsprechen, hat dann 
die Form jEI-ldE. Das Integral (14a) ist in diesem Fall: 

1/, 00 E 

e-"'l; =IfEf le-k'l'dE= f!(kT)f. 
o 

Gehen wir zu Logarithmen über und verwenden die STIRLINGSche 
Formel [mit den bei den ersten Gliedern: log j! = j (log j - 1)]. 
Wir erhalten dann: 

'!jJ = -jkT[log(jkT) -1]. 

Man erkennt leicht, daß die obige Reihe ein sehr ausgesproche
nes Maximum bei dem Glied besitzt, dessen Energie gleich der 
wahrscheinlichsten Energie E (T) bei der Temperatur T ist. Dabei 
ist E (T) = (f - 1) k T co..) j k T. Die Anzahl von Komplexionen, 
die diesem E(T)-Wert entsprechen, ist E(T)!, und die Entropie 
beträgt: 

S(T) = kflogE(T) = kflogfkT. 

Vergleichen wir dieses mit dem Ausdruck für 1f!. Wir finden 
tatsächlich: 

'!jJ = E(T) - TS(T). 

Die obigen Ergebnisse sind allerdings nur angenähert gültig. 
Sie finden Anwendung nur auf Körper, die aus einer sehr großen 
Anzahl von Atomen, Molekülen oder Strahlungsresonatoren be
stehen. Die Entropie kann übrigens überhaupt nur für solche Kör
per eindeutig definiert werden; denn nur in diesem Fall stimmen 
die drei Definitionen des Abschnittes :3 praktisch überein. Wenn 
man über die Entropie eines einzigen Moleküls oder einer kleinen 
Anzahl davon sprechen wollte, so müßte man eine Entscheidung 
zwischen diesen drei Definitionen treffen. 

Ebenso wie die Energie E und die Entropie S besitzt auch das 
thermodynamische Potential 1j) die Eigenschajt der Additivität. 
Wenn man zwei Körper Cl und C2 von gleicher Temperatur in 
Berührung bringt, so ist das thermodynamische Potential des' 

7* 
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Gesamtsystems gleich der Summe der Potentiale 71\ und V'2 
der beiden Körper - natürlich unter der Voramlsetzung, daß 
zwischen diesen Körpern keine Reaktion stattfindet. Es seien 
E:, Ei, ... , Ei, ... die möglichen Energiewerte des Körpers C\; 
E~, E~, ... , Et die des Körpers C 2' Nach der Definition (14a) 
haben wir: 

und 

Z2 = e kl' = 2:P2(E~)e k1' 

i 

Für die Gesamtheit (\ + O2 sind die Energiewerte durch alle 
möglichen Kombinationen Ei + E~ gegeben. Die entsprechende 
Anzahl von Komplexionen ist jeweils PI' P 2 • Es folgt also: 

'I' 
Z = e-"l' = L;L;PI(E;) P2(E~) e 

i j 

E{ + B~ 1/'1 '1'2 

k'l' - = e k1 I e-k'l'. 

Dies ist das erwartete Ergebnis, denn aus der Formel folgt, daß 
7/1 = V'I + V'2 ist. 

9. Mittlere Energie eines Systems bei gegebener 'remperatur. 
Es sei ein diskontinuierliches System gegeben, das in einer Reihe 
von Zuständen: 

mit den Energien: 

existieren kann. Die Funktion V', bei der Temperatnr T, ist dnrch: 

'I' ]<,,'i 

Z = e -i l' = ~ Pi e - k l' (14a) 

definiert. Die mittlere Energie des t-lystemH bestimmt sich allH 

der Gleichung: 

(17) 

Um den zweiten Ausdruck zu gewinnen, hahen wir 7jJ durch 
seinen Wert aus der vorangehenden Gleichung ersetzt. Der 
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Nenner stellt einfach e - kT dar. Der Zähler kann in der Form: 

8Z 

geschrieben werden. Daraus folgt die allgemeine Formel: 

ologZ E= .. - (I7a) 

0(--11') 
Nehmen WIr z. B. einen Körper, der die Energie in ganzen 

Vielfachen eines Quants q aufnehmen kann (einen PLANcKschen 
Oszillator). Die Energiewerte sind also: 

E 3 = 2q, ... , E m = (m-I)q. 

Die Formel (14a) ergibt: 

_.'1'_ q 2q 

Z = e kl' = 1 + e -,,1' + e -k'i' + (18) 

1 kl' -- e 

Nach (l7a) folgt daraus: 

E = __ ~_ ~o Z __ = q 
Z (1) q o k1' ekl' - 1 

(I8a) 

Hetzen wir q = h}J, so erhalten wir die PLANCKsche Strah
lungsformel. Diese Ableitung stammt von JEANS l . 

Wenn das Energiequant q gegen Null strebt, so nähert sich 
die Schwingungsenergie dem Wert k T, der dem Äquipartitions
gesetz entspricht. :Für jeden endlichen Wert von q geschieht das
selbe bei unendlich wachsender Temperatur T. 

Man kann auch den Fall eines Oszillators mit nur zwei Energie
stufen, EI = 0 und E 2 = q, betrachten. Diese Annahme ent
spricht der Statistik von FERMI und DIRAC, mit der wir uns 
weiter unten ausführlich beschäftigen werden. In diesem Fall gilt: 

q 

Z = 1 + e-I.· 1' 

1 JEANS, .J. H., "Report on radiation and quantum Theory" London; 
Physical Society H1l4. 
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und: E=- q 
q 

ek'l' + 1 

In den beiden behandelten Beispielen mußten wir annehmen, 
daß die Anzahl der Koniplexionen P(E) für jeden möglichen Zu
stand gleich 1 ist. Dies bedeutet, daß wir die Energiequanten q 

(bzw. die Photonen) als voneinander nicht unterscheidbar be
trachteten. 

Dieser Punkt ist wichtig, und wir müssen etwas bei ihm ver
harren. Stellen wir uns N Energiequanten vor, die alle gleich groß 
sind, die wir aber durch irgendeine andere Eigenschaft unter
scheiden können. In diesem ]1~all hätten wir die Möglichkeit, auf 
verschiedene Weisen eine Anzahl m von diesen N Quanten aus
zuwählen. Die Gesamtzahl solcher Möglichkeiten ist: 

N! 
m!(N - m)!' 

und dieses wäre dann die Anzahl von Komplexionen, die zu einem 
Zustand mit m Quanten gehören. Unter diesen Umständen wäre 
das Ergebnis ein ganz anderes als das oben abgeleitete gewesen, 
nämlich: 

q N' _mq 
Z = 1 + Ne k '1' + ... + ------.- - e k'I' + 

m!(N-m)! 

Um auf statistischem Wege Formeln zu erhalten, die mit der 
Erfahrung übereinstimmen (PLANcKsche Strahlungsformel), muß 
man also ausdrücklich annehmen, daß die Energiequanten von
einander prinzipiell nicht zu unterscheiden sind. 

Die obigen Überlegungen setzten stets voraus, daß die beiden 
Körper Cl und C2 nur ihre Energie austauschen können. Nehmen 
wir jetzt auch die Möglichkeit eines Materieaustausches an. Es sei 
NI die Anzahl der Atome einer bestimmten Art in Cl und N 2 die 
der gleichen Atome in C2 . Die Komplexionenanzahl PI (bzw. P 2 ) 

muß eine Funktion der beiden Variablen EI und NI (bzw. E 2 und 
N 2) sein. Eine Überlegung, die der des Abschnitts 7 durchaus 
ähnlich ist, ergibt dann die beiden Bedingungen für den wahr
scheinlichsten Zustand: 
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und: 

Die zweite Bedingung ergibt sich aus der Forderung N 1 + N 2 = N 
= einer Konstanten. Die Abgeleitete (; log P 1/ aN 1 ist nichts 
anderes als das sog. chemische Potential des Körpers Cl in bezug 
auf die Atomart NI. Wir wollen die chemischen Potentiale von 
Cl und C2 mit 1X1 und 1X 2 bezeichnen. 

Wir nehmen an, daß der Körper C2 ein sehr großes Reservoir 
von Atomen darstellt, und sein Energieinhalt so groß ist, daß er 
auch als Thermostat wirken kann .. Für kleine Variationen (jNl 

und bEl darf man dann schreiben: 

Ein Zustand: 

blogP2 = 1X 2 (jN2 + Ir IJE2 • 

NI = Nt + (jNl ((jNl = -bN2 ), 

EI = Er' + oE l (oE l = -oE2 ), 

des ersten Körpers im Kontakt mit dem Behälter C2 wird dann 
durch den Wahrscheinlichkeitsfaktor : 

l1'l- B 1 
. ---,,--iX1 N 1 

'W = e k2 

charakterisiert sein. Wir haben somit eine Verallgemeinerung der 
Formel (15) erreicht. 

Das auf S. 101 behandelte Beispiel der PLANcKschen Resona
toren kann ebenfalls unter der Annahme untersucht werden, daß 
die Anzahl der verfügbaren Energiequanten q nicht unendlich, 
sondern ebenso beschränkt ist, wie die Anzahl der materiellen 
Atome in dem eben betrachteten Fall. Wenn der Körper m 
Quanten aufnimmt, so ist: 

(jE=qm, 

Die Summe (18) wird dann: 

Z = 1 + e-(k~'+"') + ... + e-m(k~'+"') + ... 
1 

-( q.+a)· 
1 - e k1' 
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Die mittlere Anzahl der Energiequanten, die ein Körper unter 
solchen Umständen aufnehmen wird, beträgt: 

1 
IJ lX+k1J 

e - 1 
und seine mittlere Energie: 

E = __ f{ __ 
q 

tX+k'p" e . - 1 

10. Methode von DARWIN und FOWLER. An den angeführten 
Beispielen sieht man die Bedeutung, die der Berechnung der 
PLANcKschen Zustands summe zukommt: sie führt unmittelbar 
zur Kenntnis der Mittelwerte der Energie (und anderer wichtigen 
Größen), unter Vermeidung von Unsicherheiten, die bei der sta
tistischen Definition der Entropie entstehen. Statt nach der 
wahrscheinlichsten Verteilung zu fragen, sucht man direkt die 
Mittelwerte der Zustandsgrößen zu bestimmen. DARWIN und 
FOWLER haben diese Eigentümlichkeit der PLANcKschen Methode 
an einer Reihe von Beispielen anschaulich dargestellt und ihre 
Allgemeinheit gezeigt. 

Betrachten wir zunächst zwei Systeme von PLANcKschen Os
zillatoren A und B. Das Energiequant des ersten sei q", das des 
zweiten qb' Die Anzahl der Oszillatoren vom ersten Typus sei 
Na, die vom zweiten Nb. Die Gesamtenergie E sei vorgegeben. 

Die Energieverteilung auf die Oszillatoren kann als bekannt 
angesehen werden, wenn man die Zahlenreihen ao , a1 , a2 , ••. , 

ar , ••• sowie bo, b1 , b2, ••• , bs , ••. kennt, die die Anzahl der Oszilla
toren von beiden Arten in den "nullquantigen", "einquantigen" 
usw. Zuständen bestimmen. Die Zahlen ar und bs müssen die Be
dingungen: 

;Ear = Na, 

erfüllen. Wie viele Verteilungen gibt es, die diesen Bedingungen 
genügen? Ihre Anzahl ist gleich der Anzahl von Permutationen, 
die in einem System von Na Gegenständen bei einer Verteilung auf 
Gruppen mit der Besetzung ao , a1 , a2 , ••• , ar , •.. möglich sind, 
multipliziert mit der Anzahl von möglichen Permutationen in den 
Gruppen bo , b1 , b2 , ••• , bs , • •• in einem System aus Nb Gegen. 
ständen: N,,! N.! 

ao!aJ-:--.. -a~--:--:-:· bo!bJ ! ... b,! ., .. 
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Die Gesamtzahl von Komplexionen mit der Energie E bestimmt 
sich durch Summierung der Ausdrücke für die einzelnen Ver
teilungen zu: 

(wobei ar und bs den drei oben angeführten Bedingungen genügen 
müssen). Wir führen jetzt die Zustandssummen Za und Zb ein: 

1 

Die Variable z ersetzt den Ausdruck e - k '1' und vereinfacht das Aus-
sehen der .Formeln. Wir bilden für die Na Oszillatoren A und die 
Nb Oszillatoren B den Ausdruck: 

Unter Zuhilfenahme des wohlbekannten Polynomialsatzes können 
wir die N-ten Potenzen der eingeklammerten unendlichen Reihen 
entwickeln. Das allgemeine Glied der Entwicklung ist: 

N,,!N.,,! "'ra q + "'sb 'lb --, -"-- . z- r a ~ s 
IIa,! 1]/),.! 

Die Summe C, die wir zu bestimmen suchen, stellt den Koeffi
zienten des Gliedes mit ZE in der gegebenen Entwicklung dar. 
Unter Benutzung des Residualsatzes von CAUCHY können wir das 
Ergebnis in der Form: 

C = I, rZSazNb~~~ 
2ni.. a b ZE+ 1 

(19) 

r 

schreiben. Das Integral ist übel' einen kleinen Kreis um den Mittel
punkt in der komplexen z-Ebene zu nehmen l . 

1 Man weiß, daß bei der Integration über den Kreis)' alle Glieder zm 
KulI ergeben, mit Ausnahme desjenigen mit m = -1. Dieses Glied gibt 
2 ni. Die angegebenen Formeln setzen implizite voraus, daß E eine ganze 
Zahl ist, d. h. daß man die Energie in solchen Einheiten mißt, daß sich 
die GrundquanteIl qa und qb durch ganze Zahlen darstellen. 
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Es sei nun nach der mittleren Energie der Oszillatoren A ge
fragt. Sie bestimmt sich zu: 

C EA = "" t2:ra,j')J\Ta~ N,,! 
....:::... IIa,! IIb,! . 
a. b 

Eine Überlegung, die der oben angestellten vollkommen analog 
ist, zeigt, daß C EA der Koeffizient des Gliedes ZE in der Potenz
entwicklung des folgenden Ausdruckes: 

[z 1z (1 + zqa + z2qa + ... )Nal· (1 + zqb + ... )Nb 

d " ,. 
= N z -logZ . Z·'a Z·'" a dz a I( b 

ist. Die CAucHYsche Formel gibt uns: 

- 1 f d Z Na Nb dz CEA =o2°·' Nazd-Iog ,,·Zn Zu -,,+i· 
nl,. • Z Z 

(20) 

Y 

Die abgeleiteten Ausdrücke für C und CEA sind streng gültig. 
Wir können eine angenäherte Abschätzung der Werte von C und 
CEA durchführen, wenn wir eine Methode der komplexen Inte
gration anwenden, die unter der Bezeichnung "Sattelpunkt
methode" bekannt ist. Betrachten wir den Integrand in 
Formel (19). Er wird unendlich für z = 0 und z = 1, und hat 
ein Minimum auf der reellen Achse im Punkte: 

d " " 
_0. (Z-E-l Z""Z"''') = 0 dz ((" . 

Den so definierten Punkt bezeichnen wir mit z ={}. Als In
tegrationskreis nehmen wir einen Kreis, der durch den Punkt {} 
durchgeht. Die Eigenschaften der komplexen Funktionen er
lauben leicht den Nachweis, daß der Modul der zu integrierenden 
Größe bei der Entfernung vom Sattelpunkt z = H außerordentlich 
schnell verschwindet. Das Verschwinden. geschieht so schnell, daß 
wir uns bei der Bestimmung des Integrals für CE A ausschließlich 
mit der nächsten Umgebung des Sattelpunkts z = () zu befassen 
brauchen. Wir dürfen die langsam veränderlichen Funktionen vor 
das Summenzeichen nehmen und schreiben also: 

. 1 (d r Na Nb dz 
CEA = 2;'i N a{) elf} 10gZa. Z" Z" ZE+l· 

y 
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nas verbleibende Integral ist nichts anderes als C selbst, so daß 
wir erhalten: 

(20a) 

Kehren wir nun zu der Gleichung zurück, die die Lage des 
Sattelpunkts z = '0 mittels einer Minimumforderung bestimmt. 
Wenn wir in diese die Ausdrücke für Za und Zb einführen, er
halten wir: 

Der Wert z = {f, dem der Sattelpunkt entspricht, wird durch 
die Temperatur Tl bestimmt bei der die wahrscheinlichste Ener
gie des SYHtems gerade gleich Eist: 

1 

Die Integration auf die Umgebung des Sattelpunkts zu beschränken, 
ist ein mathematisches Verfahren, dem physikalisch die oben be
nutzte Methode entspricht: ein isoliertes System mit der Gesamt
energie E durch ein System in Berührung mit einem Thermo
staten T zu ersetzen, dessen Temperatur so gewählt ist, daß die 
wahrscheinlichste Energie Eist. 

Die Formel für E A erhält jetzt die Form: 

- d logZa 
E A = N a-----

d (-k1T) 
und wird somit identisch mit der früher abgeleiteten Formel 
(l7a). 

Diese Methode von DARWIN und FowLER ist sehr allgemein. 
Wir haben sie an einem einfachen Beispiel entwickelt, in dem die 
materiellen Systeme PLANcKsche Oszillatoren sind. Sie ist aber 
auch auf beliebige andere quantisierte Systeme anwendbar. 
Bezüglich dieser Anwendungen muß aber auf die Originalarbeiten 
und auf das Buch von FowLER verwiesen werden. 

11. Energieschwankungen. Wir haben die wahrscheinlichste 
Energieverteilung zwischen zwei sich berührenden Körpern Cl und 
C2 bestimmt. Jetzt sei nach den Schwankungen um diese Vertei
lung gefragt. Zur Vereinfachung nehmen wir, wie in Abschnitt 8, 
an, daß der Körper C2 einen Thermostaten darstellt. C2 hat daher 
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eine sehr große Anzahl von wenig voneinander verschiedenen 
Komplexionen, und wir dürfen diesen Körper als stetig veränder
lich betrachten. Die Formeln des Abschnittes ß finden daher auf 
O2 Anwendung. Als Entropiedefinition benutzen wir die zweite 
Definition des Abschnittes 3: 

ij<p 
S=klog "E";jE, ao 

P = ~- iJ<l) ;JE = P.;jE. 
a fJF} -

Es seien EI mund E 2m die wahn;cheinlichsten Energiewerte von 
Cl und C2 und E die augenblickliche A hweichung davon: 

Die Anzahl der Komplexionen des Gesamtsystems, die dem Ener
giebereich E bis E + dE enb;prechen, i"t dann: 

(21) 

Wenn die Abweichungen E nicht zu groß sind, darf man die 
Reihenentwicklung nach TAYLOR vornehmen: 

I 1 fJ log Pt m ,2 [;2 log P, m 
ogPI = ogPlm + E- fJRI -- + 2 oEI + 

[; log P2m 
logP2 = logPtm - E fJE

2
- + .... 

Für den Körper Cl behalten wir die Glieder zweiter Ordnung, für 
den Thermostaten O2 reicht das Glied erster Ordnung vollkommen 
aus. 

Wir haben andererseits definitionsgemäß : 

o logPtm I 1 oT 
-8E--;-- k T ' kT2 • {jE,~' 

Die Abgeleitete 
stantem Volumen. 

CiElm/Ci T i"t die Wärmekapazität Cl bei kon
Wir erhalten daher: 

F F,2 

logPI = logPlm +kT" 2 kT2 
Cl' 

oder 
1,:2 

PI = PI In ek'L'--:'Xc,i:i'-' . 

Dieselbe Hechnung gibt für den Thermostaten einfach: 
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~Führen wir diese Ausdrücke in (21) ein. Man bekommt dann: 

(22) 

Diese Formel bestimmt, wie oft die Abweichung um E von der 
wahrscheinlichsten Verteilung vorkommt. Die Integration I von 
E 2 d P und Division durch daR Integral von d P ergibt den Mittel
wert 1'2: 

(22a) 

Das mittlere Quadrat der Energieschwankungen ist also 
[wegen des Koeffizienten lc in (22a)] außerordentlich klein. 

Erinnern wir uns jetzt an die Definition des thermodynamischen 
Potentials nach GIEßs (Abschnitt 8). Die jetzt durchgeführten 
Rechnungen erlauben die Anbringung gewisser Korrekturen an 
der Formel (Hi). Nach (14a) müssen wir '1/) durch Ermittlung 
der Summe: 

1/' ]!.'i 

e -/c'/' = 2: P(E;) e - kT 

bestimmen. Nach der oben gewonnenen Formel für PI ist aber: 
]'..'i Ern"'~ 

Pe kT = Pm e -leT e-;ic,k'L" dE, 

denn es gilt: 

Es ist ahm: 

Der Exponentialausdruck unter dcm Integralzeichen kann bei 
sehr kleinen Werten von Einfolge der Kleinheit von lc vernach
lässigt werden. Wir dürfen daher von - 00 bis + 00 integrieren, 
un(l dies ergibt: 

V' Hm 
- - ---! -

e k l' = Pm e k T l' 2 n Cl lc 112 • 

Zu Logarithmen übergehend, erhalten wir: 
_ _ ( _ ;----2' 

111 - Ern lcT ,log Pm t- log~2ncllcT ). 

Wir haben (Abschnitt 3, Definition 2): 

S = lclogPm 

1 Siehe Zusatz 2, Form"l (18). 
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angenommen. An die Stelle der Gleichung (16) muß also die ge
nauere Formel: 

treten, mit: 

(23} 

Das Korrektionsglied ist praktisch vollkommen unbedeutend in
folge des Auftretens des Koeffizienten k, dessen Zahlenwert be
kanntlich k = 1,4 . 10 - 16 beträgt. Durch Zahlenbeispiele kann 
man sich leicht überzeugen, daß der Logarithmus in (23) die 
Größenordnung 1, höchstem; 10 hat. Die Größe So hat also etwa 
die Größenordnung 10- 16 • Es ist übrigens einleuchtend, daß ein 
Ausdruck von der Form k log k beim Verschwinden von k eben
falls gegen Null streben muß. 

Das erhaltene Ergebnis stimmt somit mit dem am Ende des. 
Abschnittes 8 angekündigten überein. 

12. Strahlungsschwankungen. Die angeführten Überlegungen 
wurden von EINSTEINI in einer scharfsinnigen Abhandlung ver
wandt, um den Mechanismus des Strahlungsgleichgewichts aufzu
klären. Wir wollen seinen Standpunkt kurz andeuten: Man stelle 
sich ein Volumen V vor, das frei von jeder Materie ist. Es sei durch 
eine isotherme Hülle von der Temperatur T umgeben. Die Energie 
der Strahlung von der Frequenz v (bis v + dv) ist nach dem 
PLANcKschen Gesetz im Volumen V gleich: 

8nh,,3 d" E y = V-- -----
c3 -""--

(24; 

ekT _ 1 

Die Energie E y ist sehr klein im Vergleich zu der Gesamtenergie 
des betrachteten Systems. Die letztere kann die Rolle des "Ther
mostaten" spielen. Wir dürfen die Formel (22a) des vorangehen
den Abschnittes anwenden, um die Schwankungen der Energie E y , 

die der Strahlung von der .Frequenz v entspricht, zu bestimmen. 
Man findet leicht 

1 VgI. LORENTZ, H.A., Vorlesungen im College de France, S. 41 u. 71. -
EINSTEIN, A., Berichte des Solvaykongresses für Physik in Brüsscl. Gauthier
Villars: Paris 1912. 
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eine Umformung ergibt: 

1'2 = h1'E + S;-"2d,, V . (25) 

Das Ergebnis ist insofern merkwürdig, als sich ii aus zwei Be
trägen zusammensetzt; der eine ist proportional E, der andere E2. 

Wir nahmen an, daß die Strahlung dem PLANcKschen Gesetz 
gehorcht. Man kann auch untersuchen, wie groß die Energie
schwankungen in einer Strahlung sein werden, die den anderen, 
am Schluß des zweiten Kapitels erläuterten Gesetzen entspricht. 
Das WIENsehe Gesetz bildet, wie wir dort gesehen haben, eine 
gute Näherung für hohe Frequenzen. Dieses Gesetz ergibt nur 
das erste Glied in der Schwankungsformel. Dagegen gibt das für 
relativ kleine Frequenzen gültige Gesetz von RAYLEIGH nur das 
zweite Glied. Auch hier erscheint also das PLANcKsche Gesetz als 
eine Synthese der beiden, für entgegengesetzte Grenzfälle gültigen 
Näherungsformeln. 

Wie kann man die beiden Glieder in (25) deuten? Das zweite 
Glied ist leicht zu verstehen: es folgt, wie die ganze RAYLEIGH
sche Formel, aus klassischen Überlegungen und bedeutet die 
Energieschwankungen, die durch die Wellennatur des Lichtes be
dingt sind. In jedem Punkte des Raumes V kreuzen sich in jedem 
Augenblick viele Wellen von der Frequenz 1', mit den verschieden
sten Richtungen und Phasen. Sie interferieren und bilden ein ver
wickeltes System von stehenden Schwingungen, dessen Aussehen 
sich fortwährend verändert. Zwei Wellen von der gleichen Pe
riode mit den Amplituden a l und a2 geben bei ihrer Interferenz 
stehende Wellen, deren Intensität (Energiedichte) von (al + a2)2 

bis (al - a2)2 schwanken kann. Die mittlere Intensität ist a~ + a~. 
Wenn die beiden Amplituden im Verhältnis 8 vergrößert werden, 
wächst die Energie E proportional 8 2• Auch die Energieschwan
kungen sind proportional 8 2. Das Quadrat der Schwankungen 
wächst also wie 8 4 oder wie E2. Eine genaue Verfolgung dieses 
Bildes erlaubt eine vollständige Ableitung des zweiten Gliedes von 
(25) mit seinem numerischen Koeffizienten. Was soll nun das 
erste Glied bedeuten, das der ersten Potenz der Energie proportio
nal ist? Wir betrachten jetzt die Strahlung als eine korpusku
lare Erscheinung, bestehend aus Quanten von der Größe h1'. Die 
mittlere Anzahl der Quanten im Volumen V ist offenbar: 

E 
n = h-;. 
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Diese Anzahl ist aber Schwankungen unterworfen. In jedem ge
gebenen Augenblick wird die tatsächliche Anzahl von Quanten 
etwas von n abweichen, etwa gleich n + m sein, 'vo m eine relativ 
kleine Zahl ist. Wir stellen uns vor, daß die Quanten voneinander 
vollkommen unabhängig sind. Man kann dann nach den Regeln 
der klassischen Wahrscheinlichkeitslehre das mittlere Schwan
kungsquadrat 1rt2 berechnen!, und man erhält: 

m2 = n, also t;2 = nh2 y2 = hvE. (26) 

Die Vorstellung von Photonen oder Lichtquanten, die vollkommen 
unabhängig voneinander sind, gibt also eine einfache Erklärung 
für das erste Glied in der Schwankungsformel. Man sieht, daß 
weder die reine Wellentheorie noch die reine Korpuskulartheorie 
an sich ausreichen, um die Strahlungsgesetze zu erklären. Das 
wahre Gesetz wird stets eine MittelsteIlung zwischen dem "kor
puskularen" und dem "wellentheoretischen" einnehmen. Wenn 
man die Photonenhypothese annimmt, so müssen die Photonen 
miteinander so reagieren, daß eine größere Anzahl von ihnen ein 
Analogon zu einer Welle bildet. Nur die Vorstellung von solchen 
gekoppelten Lichtq1lanten vermag die beiden Glieder in der 
Formel (215) gleichzeitig zu erklären. 

13. Ein Beispiel der klassischen Statistik: ideales Gas. Bei 
der Darstellung der Quantentheorie werden wir genötigt sein, eine 
ganze Reihe von Problemen zu behandeln, deren Lösung auf der 
Feststellung der wahrscheinlichsten Verteilung einer Anzahl von 
gleichen Gegenständen auf eine Anzahl von Behältern beruht. Wir 
beginnen hier mit dem einfachsten Beispiel. Es sei ein Volumen V 
gegeben, in dem N einatomige Moleküle Platz finden sollen. Die 
räumlichen Lagen und die Geschwindigkeiten der Moleküle werden 
vom Zufall - aber unter Fjrfüllung der Energiebedingung - be
stimmt. Der Zustand eines Moleküls sei stets durch Angabe der 
drei räumlichen Koordinaten x, y, z und der drei Impulskoordi
naten Px' Py ' pz definiert. Es gibt somit sechs unabhängige Va
riablen für jedes Molekül. Zur Beschreibung der Bewegung eines 
Moleküls kann man sich einen sechsdimensionalen Phasenraum 
der Koordinaten x, y, z, Pz' Py' ]Jz konstruieren. Wir stellen uns 
die Moleküle als vollkommen voneinander unabhängig vor. Das 

1 Die Rechnung soll später als Spezialfall eines allgemeinen Problems 
angeführt werden. Siehe sechstes Kapitel, Abschnitt 6, Gleichung (32). 
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Vothandensein eines Moleküls an eiRer Stelle des Raumes stört 
also in keiner Weise ein anderes Molekül, auch wenn sich dieses 
in der nächsten Nähe befindet. Die Moleküle sollen nur in den 
äußerst kurzen Zeiten ihrer Zusammenstöße aufeinander wirken. 
Ihre gegenseitige potentielle Energie soll im Mittel verschwindend 
klein sein. 

Um das Problem der Molekülverteilung auf einen einfachen 
Fall der Kombinationstheorie zurückzuführen, stellen wir uns vor, 
daß der Phasenraum in eine sehr große Anzahl von kleinen Zellen 
von gleichem Volumen a eingeteilt it-;t. Wir wollen wissen, wieviel 
Moleküle eine kinetische Energie besitzen, die zwischen zwei be
stimmten Werten Ei und Ei + AEi liegt. Einer solchen Energie 
entspricht ein zwischen bestimmten Grenzen (etwa Pi und Pi + A Pi) 
gelegener Impuls p. Es gilt: 

(27) 

Alle Moleküle mit der geforderten Energie befinden sich in 
einem bestimmten Teil des Phasenraumes. Zu seiner Bestimmung 
spalten wir den Phasenraum in einen gewöhnlichen Konfigurations
raum x, y, z und einen Impulsraum Px, Py, pz. Für die Lage des 
Moleküls im ersten Raum besteht nur die Forderung, daß es 
innerhalb der Gefäßwände bleiben soll. Das verfügbare Volumen 
im Koordinatenraum ist also V. Im Impulsraum wird dagegen 
durch die Bedingung (27) die mögliche Lage des Moleküls auf eine 

sphärische Schicht mit dem Radius Pi = YP;:-+P7u + P;z und 
mit der Dicke A Pi begrenzt. Das Volumen dieser -Schicht ist 
4np; A Pi' 

Das Volumen im sechsdimensionalen Phasenraum, das dem 
Teilchen von der Energie Ei zur Verfügung steht, ist also: 

qJ;.= V· 4np;Api_ (28) 

Die Anzahl der Zellen in diesem Volumen ist: 

(28a) 

Um die Geschwindigkeitsverteilung der Moleküle zu bestimmen, 
betrachten wir eine Reihe von konzentrischen sphärischen Schichten 

Brillouin, Quantenstatistik. 8 
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im Impulsraum, denen die Energien EI' E 2 , •.• , Ei, ... (mit 
Ei+! - Ei = 11 E.i ) entsprechen. Die Anzahl der Zellen darin soll 
gl' g2' ... , gi, ... sein. Jeder speziellen Geschwindigkeitsverteilung 
entspricht eine Reihe von Zahlen n l , n 2 , ••• , ni, ... , die die "Be
setzung" der einzelnen Schichten durch Moleküle bestimmen. 

Um die Wahrscheinlichkeitsrechnung anzuwenden, müssen wir 
die Anzahl der verschiedenen Weisen bestimmen, auf denen eine 
gegebene Verteilung n l , n 2' ••• realisiert werden kann. ';ViI' be
ginnen mit der Annahme, daß die N Moleküle alle voneinander 
unterschieden werden können. Nachdem die Rechnung durch
geführt sein wird, können wir diese Differenz verwischen und zur 
Annahme von vollkommen identischen Teilchen zurückkehren. Zu
nächst handelt es sich also darum, N verschiedene Gegenstände 
auf alle mögliche Weisen auf Gruppen zu n l , n 2 , •.• , ni, ... zu 
verteilen. Die Gesamtzahl solcher Verteilungen für eine gegebene 
Zahlenreihe n I , n 2 , •.• ist durch den Ausdruck l : 

N! 

bestimmt. 
Wir betrachten jetzt die ni verschiedenen Moleküle, die zu 

einer Schicht gehören. Sie sollen aufs Geratewohl auf die gc 
Zellen, aus denen diese Schicht besteht, verteilt werden. Da die 
Moleküle voneinander unabhängig sind, kann sich ein jedes davon 
mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jeder der gi Zellen befinden. 
Dies gibt g~i verschiedene Verteilungen. Bei der Annahme von 
unterschiedlichen Molekülen ist also die Gesamtzahl P der Ver
teilungen von N Molekülen auf die gl + g2 + ... + gi + ... Zellen, 
die den Besetzungen nv n2 , • •• der einzelnen Schichten ent
sprechen, durch: 

(29) 

bestimmt. 
Die Wahrscheinlichkeit J.V einer Besetzung nl , n2 , ••• ist gleich 

dem Verhältnis von P zu der Gesamtzahl aller möglichen Ver
teilungen. Diese Anzahl ist offenbar GN, wo G die Summe aller 
gi-Werte bedeutet. 

1 Vgl. Zusatz 2, Formel (7). 
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EH if.;t also: 

(30) 

Es wurde dabei !{J = 2:,cf>i gesetzt. cf> ist also das Gesamt-
i 

phasenvolumen des untersuchten Systems. Wenn die Zellen a 
sehr klein werden, wird die Wahrscheinlichkeit W unabhängig 
von ihrer absoluten Größe. Dies gilt -aber nicht für die Anzahl 
der Komplexionen P. 

Die Hypothese der unterschiedlichen Teilchen ist dem gestellten 
Problem nicht adäquat, denn alle Moleküle eines einheitlichen 
Gases Hind untereinander gleich. Wenn wir die Identität aller 
Teilchen wiederherstellen, werden auch viele bis jetzt als ver
i-lchieden angesehene Verteilungen identisch. Nehmen wir z. B. 
eine Verteilung, bei der m l Zellen je ein Molekül enthalten, m2 

Zellen je zwei, allgemein m, Zellen je 8 Moleküle. Die Gesamtzahl 
der Moleküle i;.;t: 

N = m l + 2m 2 + ... + 8m s + ... 
Bei der obigen Ableitung haben wir die Anzahl: 

N! 

(1 !)"'1 (2!)"'" ... (s!)"" '" 
(31) 

von Verteilungen gesondert gerechnet, die alle derselben Zahlen
reihe m l , m 2 , ..• entsprechen und sich voneinander nur durch Aus
tausch von Molekülen zwischen den einzelnen Zellen unterschei
den l . Um die Anzahl P von wirklich verschiedenen Verteilungen 
zu bestimmen, müssen ·wir die früher berechnete Zahl (29) durch 
den Ausdruck (BI) dividieren. 

Wir müssen also die Natur der verschiedenen Komplexionen 
näher betrachten und diejenigen von ihnen aussondern, bei denen 
die Zellen mehr als ein Teilchen enthalten. In der klassischen 
Mechanik hat man aber glücklicherweise die Möglichkeit, die 
Zellen a beliebig zu verkleinern, da ihre Benutzung darin nur 
einen mathematischen Kunstgriff darstellt. Wir dürfen also a 
auch so klein wählen, daß keine Zelle mehr als ein Teilchen ent-

1 Dies ist eine direkte Folgerung der Formel (7) des Zusatzes 2. 

8* 
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hält. Der ganze Ausdruck (31) reduziert sich dann auf NL Die 
Anzahl P' der unterschiedlichen Komplexionen wird dann für 
gleiche Moleküle: 

p' = . P,- = rr g~:i = -~vrr ~~. 
..LV. . . ni- a . nio 

(29a) 

" " 

Und da auch die Gesamtzahl aller Verteilungen ON durch denselben 
Faktor N! zu dividieren ist., bleibt die relative Wahrscheinlichkeit 
jeder Verteilung n 1 , n 2 , ••• beim Übergang von verschiedenen zu 
gleiehen Molekülen unverändert!. 

14. Ideales Gas: wahrscheinlichster Zustand; Vergleich der 
verschiedenen Definitionen der Entropie. Fragen wir jetzt nach 
der wahrscheinliehsten Energieverteilung. Wir nehmen die Ge
samtzahl N der Moleküle und die Gesamtenergie : 

U = LEini 
i 

als gegeben an. 
Benutzen wir die STIRLINGSche Formel [Zusatz 2, Formel (14)] 

und ersetzen log n! durch n (log n - 1). Wir erhalten dann: 

logW = N(logN -logO - 1) - zni(logni -loggi - 1); (32) 
i 

log P' = - ~ni(logni - loggi - 1). 
i 

Wenn wir von einer Verteilung ni zu einer anderen, wenig ver
schiedenen Verteilung ni + (>ni übergehen, so wird die Variation 
von log P' durch: 

ologP' = 2'0ni(loggi - logni) 
i 

gegeben. Wir müssen diese Variation für den wahrscheinlichsten 
Zustand gleich Null setzen und die Zusatzbedingungen: 

oN=Loni = 0 
und 

o U = L Ei ()ni = 0 

1 Die Berechtigung der Division durch N! hat Anlaß zu einer aus
gedehnten Diskussion zwischen PLANCK, EHRENFEST, EINSTEIN, SCHRÖ

DINGER (Zitate 19, 20, 23, 41, 53 usw.) gegeben. Die obige Überlegung 
scheint uns dazu geeignet, dieses Problem endgültig zu klären und deutlich 
zu zeigen, wann. die Division durch N! berechtigt ist. 
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berücksichtigen. Um diese beiden Beziehungen zu verwerten, 
addieren wir sie (nach vorheriger Multiplikation mit frei wähl
baren Konstanten - cX und - ß) zu dem Ausdruck für b log P'. 
Wir erhalten: 

o 10gP' - cXbN -/JO U = 2: bni(lOg gi - log ni - cX - ßEi ) = O. 

Damit die Gesamtvariation Null bleibt, muß der Klammeraus. 
druck für jeden Summanden verschwinden. Somit gilt: 

gi log .. = cX + ßEi , 
n i 

(33) 

Der Vergleich dieser Formel mit der in Abschnitt 8 abgelei
teten Formel (13) zeigt eine vollkommene Identität. Die Zahl ni 
ist die Zahl der Moleküle im Energiezustand Ei, und gi die An. 
zahl der Komplexionen, die diese Energie ergeben [früher mit 
P (Ei) bezeichnet]. Der Vergleich der beiden Gleichungen lehrt 
uns, daß ß gleich 1jkT sein muß. Was das Glied e-C< betrifft, 

'I' 

so ersetzt es den Koeffizienten ek1' in (13). Die Bedeutung der 
Größen cX und ß soll weiter unten noch genauer untersucht 
werden. 

Die ·Formel (33) gibt uns das klassische Gesetz MAxwELLs für 
die Geschwindigkeitsverteilung bei der thermischen Bewegung in 
einem Gas wieder. Um dieses Gesetz abzuleiten, war es auch hier, 
wie in Abschnitt 8, notwendig, eine vollständige wechselseitige 
Unabhängigkeit der Moleküle anzunehmen. 

Wir können an diesem ersten praktischen Beispiel die drei in 
Abschnitt 3 gegebenen Definitionen der Entropie miteinander ver· 
gleichen. Betrachten wir zunächst die erste Definition, die die 
Entropie mit der Anzahl P l von Komplexionen in Verbindung setzt, 
die einer Gesamtenergie E::c::: U entsprechen. Um diesen Wert P l zu 
bestimmen, gehen wir ebenso wie in Abschnitt 4, Formel (4), oder 
in Abschnitt 6, Formel (5) vor. Wir betrachten aber diesmal einen 
Phasenraum von 6 N (statt von 6) Dimensionen. Die sechs ersten 
Koordinaten Xl' X 2 , X 3 , Pl' P2' P3 entsprechen dem ersten, die fol
genden sechs dem zweiten Molekül usw. Dieses Vorgehen setzt 
die Möglichkeit einer individuellen Unterscheidung der einzelnen 
Moleküle voraus. Um zu dem Fall von identischen Molekülen 
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überzugehen, werden wir also wie oben I die zuerst erhaltene Zahl 
der Komplexionen durch N! dividieren müssen. Die Größe der 
Zellen wird jetzt aN sein, statt a in dem seclu;dimensionalen Fall. 

Die Gleichung der Fläche U = konst. im 3 N-dimensionalen 
Impulsraum der N Moleküle ist: 

pi-+-p~-+- ... +p~x=2mU, 

wo m die Masse der einzelnen Moleküle bedeutet. Diese Fläche 

ist eine "Hyperkugel" mit dem Radius 112m U und dem Volumen 

3'" 
C(2mU) 2 • 

Wenn N sehr groß ist, kann der numerische Koeffizient C ange
nähert durch: 

3N ( 2" ') 10gC = 2 10g:lN -+- I 

dargestellt werden. 
Im Konfigurationsraum beträgt das Volumen des Rystems VN • 

Seine Ausdehnung im Phasenraum ist also: 
3 ,,-

cf> = CVN (2mU) ~ 

und die Anzahl der Komplexionen: 

<J> 
PI = a"'N! . 

Unter Benutzung der RTIRLINGSchen Formel: 

10gN! = N(logN - 1) 

erhält man für die Entropie: 

[ V (4orm U):l5 '.1 SI = klogP1 = kN logaN -31\'- ~ -+- 2 . (34) 

Die Anzahl der Komplexionen, deren Energie den Betrag U 

nicht übersteigt, ist also einer sehr hohen Potenz f = 3: von U 

proportional. Die am Schluß des Abschnittes 3 gemachten Bemer-

1 Die im vorigen Abschnitt gemachten Bemerkungen über die Zu
lässigkeit dieser Division werden unschwer auf das neue Problem über
tragen. Einer Zelle a in einem sechsdimensionalen Raum, die 2 EiIdpunkte 
enthält, entspricht jetzt eine Zelle von der Cröße w\ die sich in gleicher 
Entfernung befindet von zwei Gruppen zu 6 Achsen, die zwei Molekülen ent
sprechen und so fort. 
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kungen beweisen, daß in diesem Fall die beiden ersten Defini
tionen der Entropie praktisch zusammenfallen. 

Wir sind jetzt imstande, auch die dritte Definition anzuwenden, 
nach der die Anzahl der Komplexionen, die der wahrscheinlichsten 
Verteilung entsprechen, die Entropie bestimmt. Diese Anzahl ist 
durch die Gleichungen (29a) und (33) gegeben, d. h. in der STIR

LINGSchen Näherung durch: 

log P3 = 2: n;(log!Ji - log ni + 1) , (35) 
i 

= 2:ni(ßEi + cx + 1). 

Um die Rechnung zum Ziele zu führen, bestimmen wir cx mit 
Hilfe der Beziehung: 

-, c-" 4nV -;-- V 2"m 2 f ßp' 3_ 

lV =.2 ni = e-"'.2 !Jie- ßEi = -a- e-~ e 2m p2dp = e-"'a( ß) . 
Es folgt also: V ~ 

cx = 10gaN (2nmkT)2, (36) 

d .. ß 1 enn es 1st Ja = kT' 
In dieser Rechnung haben wir von der Formel (28a) dieses 

Kapitels und der Beziehung (16) aus dem Zusatz 3 Gebrauch ge
macht. Wir erhalten jetzt: 

83 = k log P 3 = kN(cx + 1) + kßU = kN(cx + 1)' 
denn die gesamte kinetische Energie des Gases U ist gleich t N k T 
(ein klassisches Ergebnis, das man in unseren Formeln leicht wie
derfinden kann). Der letzte Ausdruck ist identisch mit (34). Wir 
bestätigen damit, daß auch die dritte Entropiedefinition in dem 
betrachteten Fall praktisch mit den beiden ersten übereinstimmt. 

Wir kehren nun auch zur Berechnung des thermodynamischen 
Potentials '1' zurück. Auf diese Weise werden wir die in Abschnitt 8 
aufgestellten Behauptungen verifizieren können. Wenn wir von 
der Entropieformel ausgehen und eine bekannte thermodynami
sche Gleichung verwenden, so finden wir: 

Ijf = U - T 8 = - kN T (cx + 1) . (37) 

Wir wollen jetzt zeigen, wie man dasselbe Ergebnis mit Hilfe der 
PLANcKschen Zustandssumme wiederfinden kann. Betrachten 
wir zunächst ein einzelnes Molekül in einem kleinen Volumen v 
bei der Temperatur T. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß dieses 
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Molekül die kinetische Energie Ei hat, ist durch die Gleichungen 
(33) bis (36) zu: 

mit: 
V :i 

(Xl = log- (2 nmkT) 2 
a 

bestimmt. Vergleichen wir diesen Ausdruck mit (13). Die Iden
tität ist vollkommen. Sie gibt uns die Beziehung: 

'lf'l = -kT!X I · (37a) 

Ob man 'lf'l durch Bildung der Zustandssumme bestimmt oder 
!Xl nach dem Integrationsverfahren berechnet, das uns zur Glei
chung (36) führte, ist gleich. 

Betrachten wir jetzt N Zellen, jede vom Volumen v, die 
je ein Molekül enthalten. Bilden wir die lj)-Funktion für dieses 
System. Wir gehen genau so vor, wie es am Ende des Abschnittes 8 
gesagt wurde. Die Zustandssumme des Systems ist: 

~ ~~ ( ~)N 
e k'l' =IIe kl' = e k2' . 

Es ist also: 
(37b) 

Man hätte erwartet, Gleichung (37) wiederzufinden. Dies ist 

aber nicht der Fall. Wenn wir jeder Zelle das Volumen v = ~
zuschreiben, so ist das Gesamtvolumen wohl gleich V, und (X hat 
somit wieder den Wert (36); jedoch ist die mittels der Zustands
summe bestimmte, durch (37b) gegebene Größe 'If' von dem ther
modynamischen Potential '1' verschieden. Dieses scheinbare Para
doxon löst sich leicht auf. Es wurde schon einmal betont, daß die 
Zustandssumme nur für solche Körper das richtige thermodyna
mische Potential liefert, die aus sehr viel Einzelmolekülen be
stehen. In (37a) und (37b) haben wir aber die Zustandssumme 
für einzelne Moleküle gebildet und dann N solche Moleküle ein
fach zu einem System zusammengefaßt. Dieses Verfahren reicht 
nicht aus, um ein korrektes Bild von einem wirklichen Gas zu 
gewinnen. 

Um dieses Ziel zu erreichen, nehmen wir an, daß die Zellen v, 
die den einzelnen Molekülen von vornherein zugeteilt werden, 
sehr klein gegenüber dem Mittelwert des einem Molekül "zur 
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Verfügung stehenden" Raumes V/N sind. Nachdem wir die Zu
stands summe für jedes Molekül bestimmt haben, vereinigen wir 
die N kleinen Zellen vom Volumen v zu einem System; wir müssen 
aber noch eine Verteilung dieser Zellen auf das Gesamtvolumen V 
vornehmen. Das Verhältnis V: v bezeichnen wir mit M. Die An
zahl der verschiedenen möglichen Verteilungen ist: 

M! 
Q = Ni (iI-=N)T ' 

(Es ist dies ein einfaches Problem der Verteilung von N Gegen
ständen auf M Kästen.) 

Die so bestimmte Zustandssumme des Gesamtgassystems wird 
demnach folgende Form erhalten: 

e ~I~, = Q(e Z'~r. 
Wir können uns leicht überzeugen, daß wir auf diesem Wege 

zu einem korrekten Wert des thermodynamischen Potentiales kom
men. Durch Anwendung der STIRLINGSchen Formel erhalten wir: 

M-N M-N M . N' 
log Q = N log ---,N- - M log -j,f- '=" N log N - M log (1 - M) 

M 
~NlogN + N, 

(denn es wurde angenommen, daß N sehr klein gegen Mist). 
Wir setzen diesen Wert in die vorangehende Formel ein und 

erhalten: 

'jf ('IJ11 M.' ( V) --leT = N --FT + 10gN + 1) = N <Xl + 10gNv- + 1 
= N [log-~ (2nmkT)~ + 1] . Na 

Dies Resultat ist vollkommen identisch mit dem in (37) enthal
tenen Ergebnis der direkten Rechnung. An diesem Beispiel können 
wir erkennen, welche Vorsichtsmaßnahmen man zuweilen bei der 
Anwendung von allgemeinen Definitionen anwenden muß, damit 
man zu korrekten Ergebnissen gelangt. 

15. Wiederholung einiger Formeln der klassischen Thermo
dynamik. Wir haben oben Definitionen für die Gesamtenergie U 
und die Entropie S eines Körpers gegeben. Jetzt wollen wir die 
Gleichgewichtsbedingungen von zwei sich berührenden Körpern 
unter verschiedenen Bedingungen untersuchen. Wenn das Vo
lumen beider Körper gegeben ist und zwischen ihnen nur ein 
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Energieaustausch stattfinden kann, so wird - wie oben gezeigt -
das Gleichgewicht (oder, was dasselbe ist, der wahrscheinlichste 
Zustand) dann erreicht, wenn die Bedingungen: 

(38) 

erfüllt sind. Es sei jetzt angenommen, daß die beiden Körper 
während der Berührung einen Druck aufeinander ausüben. In 
Ergänzung zu den Bedingungen (38) gilt in diesem Fall noch die 
Gleichgewichtsbedingung : 

8UI 8U2 
PI = -8V;- = - cF';; = P2· (39) 

Wir dürfen auch annehmen, daß zwischen den beiden Körpern 
außer dem Energieaustausch noch Materieaustausch auftritt, in
dem irgendeine Art von chemischen Molekülen oder Atomen von 
einem zum anderen Körper übergeht. Das Gesamtvolumen soll 
aber auch bei diesem Vorgang konstant bleiben. Auch soll der 
Austausch stets reversibel erfolgen. 

Es sei dmk die Anzahl der Atome des k-ten Bestandteiles der 
beiden Körper, die vom Körper 1 zum Körper 2 hinübertreten. 
Beide Körper sollen sich in einem gemeinsamen Thermostaten 
von der Temperatur T befinden. Die von dem Thermostaten an 
die beiden Körper abgegebene Wärmemenge beträgt: 

dQ = (8"'-2 _ 8 !!!) dmk. 
8m. 8 mk 

Damit der Vorgang reversibel und das Gleichgewicht in jedem Augen

blick vorhanden sein kann, muß dQ auch gleich T(~S2 - ~Sl)dmk 
umk umk 

sein. Wir erhalten daher die Gleichung 
8 'ffl 8 'ff2 

fLk l = am~ 8mk = Ilk,· (40) 

IP=U-TS. 

Die Größe fLk l ist das sog. chemische Potential des Systems 
für den Bestandteil k. Die Funktion 'I' bedeutet das thermody
namische Potential beim konstanten Volumen l . Statt den Vor-

1 Die Betrachtung wurde von uns vom thermodynamischen Stand
punkte aus durchgeführt. Man kann aber alle Formeln auch in statistischer 
Form aufstellen. Dies eben wurde am Ende des Abschnittes 9 für den 
Spezialfall von zwei Körpern mit konstantem Gesamtvolumen und kon
stanter Gesamtenergie (ohne Thermostaten) durchgeführt. 
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gang bei konstantem Volumen sich abspielen zu lassen, kann man 
auch seinen Ablauf bei konstantem Druck betrachten. Wir haben 
dann zwei Körper in einem Thermostaten zu untersuchen, in dem 
der Druck unverändert gehalten wird. Die Reversibilitäts
bedingung ist in diesem Fall: 

T(OS2 _ a_~) dmk = dQ = (0 f{2 -+ pO V2 _. oll]. _ P 0 V1')dmk ' 
omk omk omk omk omk omk 

Daraus ergibt sich die Bedingung der Gleichheit des chemischen 
Potentials hei konstantem Druck in der Form: 

o <PI 0 <P2 
I}k, = om~ = om. = I}k,· (41) 

Diese Potentiale I) sind partielle Ableitungen der Funktion: 

c]J=U-T8-+pv, (42) 

die WIr als das "thermodynamische Potential bei konstantem 
Druck" bezeichnen wollen. Diese Bezeichnungen beruhen auf 
folgenden Beziehungen: Die Energie U ist zweckmäßig als Funk
tion des Volumens, der Entropie und der Zahlen mk> die die Kon
zentrationen der verschiedenen Atomarten bestimmen, darzustellen. 
Das vollständige Differential der Energie ist also: 

dU = -pdv -+ Td8 -+ ""'~[~dmk' (43) 
~(,mk 

/,; 

Für das Potential lJ' erhalten wir: 

dlJI = - pdv - 8dT -+:E f-lkdmk; 
k 

(44) 

P wird naturgemäß als eine Funktion von v, T und mk darge
stellt. Dagegen wE'rden wir gleich sehen, daß cfJ am einfachsten 
als eine ~Funktion von p, T und m k darstellbar ist. Denn es ist: 

dcfJ=vdp-8dT-+};I7kdmk' (45) 
k 

Für ein ideales Gas haben wir also folgende Werte der charak
teri"tischen Größen gefunden: 

a) 8= kN (rx -+ l), 

1 b) '11 = -kNT (rx -+ 1), 

c) cfJ=-kNTrx, (da p V = N k 1') , I 
(46) 

d) 
V ~ 

rx= log aN (2nmkT)2. 
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Um 'Jf vollständig anzugeben, müssen wir den Ausdruck (46d) 
einsetzen, der cX als Funktion von V, T und N darstellt. Für die 
Darstellung von rp muß man dagegen cx als Funktion von p" 
T und N ausdrücken: 

kT B 
cx = log (211mkl')2 . (47) 

ap 

Wir können diese Zusammenstellung noch durch die Ausdrücke 
für die chemischen Potentiale Jl bzw. r; vervollständigen: 

f) IJf ( f) IX ') <P 
P'=f)N=-kT cx-il+N iJN =-kTcx=N' (48) 

f) <P <P 
r/ = aN = -kTcx = )1[' (49) 

denn in rp ist cx durch den Ausrlruck (47) zu ersetzen, und dieser 
enthält die Anzahl der Atome N nicht. 

rp ist also eine der Atomzahl N direkt proportionale Funktion. 
Dieser Umstand erleichtert sehr ihre Anwendung. Wir werden 
sehen, daß die Gleichung (48) auch in den neuen Arten der Sta
tistik ihre Gültigkeit behält. 

Fünftes Kapitel. 

Quantenstatistik. 

1. Einführung der Quanten; Zellen endlicher Größe im Phasen
raum. In den vorausgehenden Überlegungen war die Einteilung 
des Phasenraumes in kleine Zellen vom Volumen a nur eine 
Rechenmethode. Beim Übergang von individuell verschiedenen 
zu vollkommen gleichen Molekülen mußten wir sogar annehmen, 
daß die Zellen a unendlich klein sind und daher nie mehr als ein 
einziges Molekül enthalten können. Wir werden jetzt sehen, daß 
die Grundannahmen der Quantentheorie eine bestimmte end
liche Größe der Zellen fordern. Bei einem Freiheitsgrad beträgt 
diese Größe h, bei r Freiheitsgraden allgemein h'. Im Problem 
des idealen Gases müssen wir z. B. a = h3 setzen. Die Annahme 
von Zellen endlicher Größe zwingt uns dazu, alle bisher gemachten 
Ableitungen zu revidieren. 

Stellen wir zunächst an einigen Beispielen die Form und Größe 
der Elementarzellen fest. Als erstes Beispiel betrachten wir einen 
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linearen Oszillator von der Frequenz l' (nach den Vorstellungen 
der älteren Quantentheorie). Seine Lagekoordinate sei x, sein 
Impuls p. Die Bewegungsgleichungen lauten: 

E = E + E = 2n2y2rnx2 + p; . 
p v 2m' Px = mx. (1) 

E ist die Gesamt-, E p die potentielle und E v die kinetische Energie. 
In der Quantentheorie darf der Oszillator nur Schwingungen 

ausführen, bei denen die Energie die Größe nh1' (n = ganze Zahl) 
hat. In der Ebene x, Px - die in diesem Fall den ganzen Phasen
raum darstellt - beschreibt der Bildpunkt des schwingenden 
Teilchens die durch (1) definierte Kurve. Es ist dies, wie aus 
der Form von (1) ersichtlich, eine ß:r: 

Ellipse. Die x-Werte oszillieren 
dabei zwischen + a und - a, 
die Werte von Px zwischen + b 
und - b (s. Abb. 12): 

a = ~J/=~h 
Jl ' 2mv ' 

Die Fläche der Ellipse beträgt: 

nab = nh. (2) 

f-b 

-b 

Abb.12. 

Wenn wir also die Folge der Schwingungen n = ] ,2,3, ... in 
der Phasenebene darstellen, so erhalten wir eine Schar von kon
zentrischen Ellipsen. Die von zwei aufeinanderfolgenden Ellipsen 
begrenzten Ellipsenringe haben die Fläche h. Statt die Bildpunkte, 
wie früher, beliebig im Phasenraum zu zerstreuen, müssen wir sie 
jetzt in die einzelnen ringförmigen Zellen - genauer gesagt auf 
die einzelnen diese begrenzenden Ellipsen - setzen. Zwei Punkte 
auf derselben Ellipse sind dabei physikalisch nicht unterscheidbar. 
Der Übergang zu der "halbzahligen" Quantisierung nach der 
neuen Quantenmechanik läßt die Zellen unverändert; nur die 
Verteilung der Bildpunkte in den Zellen wird dabei eine andere. 

Betrachten wir jetzt ein zweites Beispiel: ein Teilchen, das 
sich nur längs einer Geraden Ox bewegen kann, wobei es in zwei 
voneinander um II entfernten Punkten immer wieder zurück
geworfen wird, so daß der Impuls ohne Änderung seiner Größe 
sein Vorzeichen umkehrt. Der Phasenraum eines solchen Teilchens 
ist wiederum, wie beim Oszillator, die Ebene (x, Px)' Seine Bahn 
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in dieser Ebene ist ein Rechteck (Abb. 13) von der Länge Zl' Die 
Quantenbedingungen lauten: 

cf;Pxdx = nh; (3) 

Die :Fläche der Rechtecke in Abb. 13 ist nh. Zwei aufeinander
folgende Rechtecke begrenzen eine Zelle mit der :Fläche h. ,Jede 
Zelle besteht aus zwei Streifen von der Breite hj2 Zl' die symme-

ßx 

------~--~O~r-------x 

~--- -f;-"?>

Abb.13. 

trisch ober- und unterhalb der 
Achse Ox liegen. 

Wir können dieseH Beispiel ver
allgemeinem: da;; Molekül soll sich 
in einem dreidimensionalen recht
eckigen Raum mit der Kante Zr 
läng;; der Ox-AchHe, Z2 läng;; der 
Oy- und Z3 längH der Oz-Achse be
finden. Bei jedem Stoß gegen eine 
Wand wird das Vorzeichen einer 
von den drei Impulskomponenten 
Px' P" oder Pz geändert. Wir er
halten dann drei getrennte Be
dingungen von der Art (3): 

(4) 

Die Bahn im Phasenraum wird eine dreidimensionale Fläche 
mit dem Inhalt: 

8PXPyPZZ1Z2Z3 = n 1 n2 nah3 

überstreichen. Die Zahlen n 1 , n 2 und n3 können sich nur um 1, 
2, 3, ... ändern. Jede Änderung einer Quantenzahl um 1 führt 
zur Vergrößerung des eingeschlossenen Volumens um h 3 , RO daß 
die Gesamtheit der Flächen den Phasenraum in lauter Zellen von 
der Größe h3 einteilt. 

Bei der Behandlung von komplizierteren Problemen mit r 
Freiheitsgraden wird ·man stets r Quantenbedingungen vom BOHR
sehen Typus 

nih = cf;Pidqi = ffdpidqi; i = 1,2, ... , r (5) 

ansetzen müssen, je eine für jeden Freiheitsgrad. Jedem Frei
heitsgrad entspricht eine Ebene im Phasenraum, in dem die Be
dingung (5) eine Folge von Zellen mit der Fläche h definiert. Der 
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Gesamtphasenraum aller r Freiheitsgrade wird in dieser Weise, wie 
schon einmal angekündigt, in Zellen mit dem Inhalt hT eingeteilt. 

Im dritten Kapitel haben wir schon die dualistische Auffassung 
des Lichtes - Photonen, die von Wellen geleitet werden - ent
wickelt. Die Wellenmechanik gibt für die Bewegung der mate
riellen Teilchen (Atomen oder Elektronen) ein vollkommen ähn
liches Bild. Jedem Teilchen ist eine Welle ("DE-BROGLIE-Welle") 
zugeordnet, deren Ausbreitung die Bewegung des Teilchens be
stimmt. 

Kehren wir daher zum Prohlem der Ausbreitung von Wellen in 
einem rechteckigen Raum l1l2l3 zurück, das wir bereits im zweiten 
Kapitel, Abschnitt 3, untersucht haben. Wir fanden dort, daß es 
eine unendliche Folge von stehenden Wellen gibt, die sich in 
einem solchen Raum ausbilden können. Jeder 'Welle entspricht 
ein System von ganzen Zahlen n 1 , n 2 , n 3 , die die Anzahl von 
Bäuchen der Schwingung in den drei zueinander senkrechten 
Richtungen bestimmen. Eine von der Wellenamplitude abhängige 
Größe wird also in jedem Punkt in dem betrachteten Raum durch 
eine Formel bestimmt, die den Ausdruck: 

COS nn1 X cos lr~2 11 cos .nnaz cos2 nyt 
11 12 13 

enthält. Dieser Ausdruck entsteht durch Superposition der ein
fallenden Welle: 

cos2n(yt - n1 x _ n2 y _~az) 
211 212 213 

mit den Wellen, die an den spiegelnden Begrenzungsflächen des 
Raumes V reflektiert sind. 

Der angegebenen Welle entspricht in der Wellenmechanik ein 
Teilchen mit den Impulskoordinaten : 

n 1 h 
Px = Fr ' 

1 

und n3 h 
pz = 2l ' 

3 

wie dies leicht aus den Formeln (28) bis (34) im dritten Kapitel ge
schlossen werden kann. Diese Bedingungen sind mit den in (4) 
gegebenen identisch. Wir sehen also, daß jeder Zelle von der 
Größe h:l im Phasenraum eine bestimmte stehende Welle im 
Inneren des betrachteten Raumes entspricht. Diese Korrespon
denz werden wir in unseren Ableitungen noch oft antreffen und 
verwenden. 
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Eine enge Beziehung besteht auch zwischen den Betrachtungen 
dieses Abschnittes und der HEISENBERGschen Ungenauigkeits
relation (drittes Kapitel, Abschnitt 10), nach der wir die Anfangs
bedingungen der Bewegung nur innerhalb bestimmter Fehlergrenzen 
angeben können. Wenn der Fehler in der p-Bestimmung mit L1p 
und der in der q-Bestimmung mit L1 q bezeichnet wird, so ist bei 
der maximalen erreichbaren Genauigkeit ilpL1q = h - d. h., wir 
können die Lage eines Punktes in der Phasenebene nur durch An
gabe einer Zelle von der Größe h definieren, innerhalb deren sich 
der Punkt befinden muß. 

2. Die BOSE-EINSTEINsche Statistik; die Gasentartung. Die 
Einteilung des Phasenraumes in Zellen von der endlichen Größe 
hr führt zu einer Revision der in den Abschnitten 13 und 14 des 
vorigen Kapitels gegebenen Ableitungen. Bei der strengen Be
handlung wäre es notwendig, für jedes spezielle Problem die Form 
und Anordnung der Elementarzellen zu bestimmen. Die Klein
heit der Zellen erlaubt es aber, sich mit einer Näherungsrechnung 
zu begnügen. Wenn ein Gebiet des Phasenraumes (]Ji eine sehr 
große Anzahl von Elementarzellen enthält, so wird diese Anzahl 
ungefähr: <Pi 

gi = 1"7 (6) 

betragen. Es ist nützlich, sich eine Vorstellung von der ungefähren 
Größe der Elementarzellen zu bilden. Wir nehmen das Beispiel 
des idealen Gases, das oben bereits behandelt worden ist. In dem 
sechsdimensionalen Phasenraum jedes einzelnen Moleküls ist die 
Anzahl von Zellen mit einer Energie kleiner (oder gleich) E durch 
den Ausdruck: 

V 4 4",V ß 4;rV lt 
g = h3 • -;r np3 = 3h3 (2mE)2 = 37,,3- (3mkT)2 (7) 

gegeben; denn in dem Impulsraum ist das Volumen, das von einer 
Kugel mit dem Radius p = Y2-:mE eingeschlossen ist, gleich 
t np3, und die Energie E ist in der üblichen "klassischen" Weise 
mit der Temperatur T verknüpft. Wir wollen die Anzahl der 
Zellen g mit der Anzahl der zu verteilenden Moleküle N ver-

gleichen: g 4", V II l/T 
N = 3Nl,,3 (3mkT)2 = 2 /2; e"'. (8) 

Hier ist IX dieselbe Größe, die schon im Abschnitt 14 des voran
gehenden Kapitels eingeführt wurde. Für diese erhielten wir da-
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mals den Ausdruck (36). Unter Verwendung dieses Ausdruckes 
berechnen wir: 

er< = ~3 (2nmkT)~- = N~h3 (2nMRT)l. (9) 

Um die Größenordnung von er< zu bestimmen, wählen wir als Bei
spiel Wasserstoff (M = 2) unter Normalbedingungen. Es ist dann 
V = 2,23 . 104 cm3 ; R = 8,3' 107 cgs -Einh.; N = 6,06 . 1023 (Lo
sCHMIDT-AvoGADRoscheZahl); undh = 6,55 ·10- 27 erg. sec; schließ
lich T = 300 0 abs. Für e" erhält man daraus etwa 105 • Die Anzahl 
der Zellen ist also unter solchen Bedingungen viel größer als die 
Anzahl der zur Verfügung stehenden Moleküle. Doch ist das Ver
hältnis giN nicht so ungeheuer groß, daß es sich nicht gelohnt 
hätte, die Folgen seiner Endlichkeit genauer zu untersuchen. 

Es wäre ungünstig, bei dieser Untersuchung von individuell 
verschiedenen Molekülen auszugehen, wie wir es früher gemacht 
haben. Wir betrachten von vornherein N vollkommen identische 
Moleküle, die wir auf die Gruppen n l , n 2 , ••• , ni, ... zu verteilen 
haben, die den Energiewerten EI' E 2 , ••• , Ei, ... entsprechen. In
folge der Identität der Moleküle entspricht jeder Zahlenreihe ni 
nur eine Verteilung. 

Wenn man die Anzahl von Molekülen, die jede der gi Zellen 
mit der Energie Ei enthalten können, für unbeschränkt hält, so 
ist die Anzahl der möglichen Verteilungen von n i gleichen Teilchen 
auf gi gleich große Zellen durch die Formel der Kombinationen 
mit Wiederholungen [Zusatz 2, Formel (12)] gegeben. Sie beträgt: 

(ni + rl< - I)! 
nil ((li - I)! . 

(10) 

Für alle Energieniveaus zusammen ist die Gesamtzahl der 
Komplexionen: 

p=II(ni+(li- I )!. 
. nil ((li-I)! 

(11) 

• 
Um die Wahrscheinlichkeit W zu bestimmen, muß man P durch 
die Anzahl aller möglichen Verteilungen dividieren. Diese letztere 
ist durch: 

(N+G-I)! 
N!(G-l)!-' N="L,ni' G="L,gi (12) 

gegeben. Es ist also: 

W= _N~_~)~ .II(ni+(li- I )! 
(N + G - I)! nil ((li - I)! . (13) 

i 

B rillouin, Quantenstatistik. 9 
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Da die Zahlen n und g sehr groß sind, darf man die STIRLING
sehe Formel anwenden und gleichzeitig g - 1 durch gersetzen: 

log W = NlogN + GlogG - (N + G) 10g(N + G) I 
~ (14) + -T [-g;loggi - ni log ni + (ni + gi) log (ni + g;)] . 

Fragen wir nach der wahrscheinlichsten Verteilung. Für eine 
Variation bni der Zahlen ni erhalten wir aus (ll): 

blogP = blogW = ~bni [log (ni + gi) -logn;]. (15) 
i 

Da bei konstanter Molekülzahl N und Gesamtenergie U die 
Bedingungen: 

bN = 1:bni = 0 und 

erfüllt sein müssen, so dürfen wir diese Gleichungen mit beliebigen 
Koeffizienten -iX und -ß multipliziert an den Ausdruck (15) 
addieren. Es ergibt sich: 

"'"' ( n i + Yi ') b log P - iX bN - ß b U = ,L.,; bni log-----n:- - iX - ßEi = O. (16) 
i 

Dies führt uns zu der Gleichung: 

oder: Yi n·=------
, elX +ßEi _ 1 

(17) 

(17 a) 

Das Ergebnis weicht von dem der klassischen Rechnung 
[Gleichung (33) im vorigen Kapitel] ab. Die Ursache liegt darin, 
daß die neue Hypothese der dort gemachten Annahme der völligen 
gegenseitigen Unabhängigkeit der Moleküle widerspricht. Zwei 
Moleküle, die sich in der gleichen Zelle befinden, werden in der 
neuen Theorie als· nicht voneinander unterscheidbar angesehen 
(Abschnitt 1), während die klassische Statistik eine solche voll
kommene Identität zweier Teilchen überhaupt nicht kennt. 

Welche Bedeutung haben die Koeffizienten (\, und ß? Der erste 
ist durch die Bedingung: 

N - "'"' n· - "'"' _Y,_' -,L.,; '-,L.,; elX + ßEi - 1 
i . 

(18) 

bestimmt. Was die Größe ß betrifft, so ist ihre Bestimmung 
sehr einfach: Stellen wir uns vor, daß das betrachtete System 
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aus N Teilchen nicht mehr isoliert ist, sondern sich in einem Ther
mostaten befindet, dessen Temperatur T beträgt. Wir haben 
dann eine Bedingung von der Art der Formel (11) (Abschnitt 7 
des vorigen Kapitels) zu befriedigen. Diese Bedingung ergibt: 

1 
ß=kT' (19) 

In der Tat: wenn wir in Formel (15) die wahrscheinlichste Ver
teilung (17) als realisiert ansehen, so erhalten wirl: 

= ß2:,Ei öni = ßöU 

(da 2.:öni = öN gleich Null bleiben muß). Unter Heranziehung 
der Gleichung (ll) des Abschnittes 7 (viertes Kapitel) folgern wir 
also für das Gleichgewicht mit dem Thermostaten die Bedingung: 

~log~ = (J = ~ 
iJU kT' 

Wir müssen die Gleichung (17) mit dem Ausdruck: 
V'-Ei 

Wi = e kl' 

vergleichen, den wir im vierten Kapitel [Abschnitt 8, Formel (15)J 
durch eine sehr allgemeine Ableitung gewonnen haben. Dieser 
Vergleich kann folgendermaßen durchgeführt werden: Betrachten 
wir eine bestimmte Zelle im Phasenraum, der die kinetische Ener
gie Ei entsprechen mag. Bei der Temperatur T kann diese Zelle 
0, 1 , 2, ... , n, ... Teilchen enthalten. Diesen Besetzungszahlen 
entsprechen die Gesamtenergien 0, Ei, 2Ei , ... , nEi , ••. usw_ 
Bei der Temperatur T hat jede Besetzung eine bestimmte a priori
Wahrscheinlichkeit iii; _ Die mittlere Anzahl der Teilchen in der 
betreffenden Zelle wird sich so berechnen lassen, wie dies im vierten 
Kapitel, Abschnitt 9, durchgeführt wurde. 

Was lehrt uns nun die Formel (17)1 Sie zeigt, wie groß die 
Gesamtzahl ni von Teilchen ist, die in den gi Zellen des Energie
gebietes Ei enthalten sind, wenn das System aus N Molekülen 
sich in dem Zustand der wahrscheinlichsten Verteilung befindet. 

1 Da das Gas sich jetzt in Berührung mit einem Thermostaten be
findet, ist die Energie U keine Konstante mehr. 

9* 
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Es wurde bei unseren Rechnungen vorausgesetzt, daß ni und gi sehr 
groß sind, so daß eine Möglichkeit zur Anwendung der STIRLING
sehen Formel besteht. Das Verhältnis njgi bestimmt unter diesen 
Bedingungen die mittlere Anzahl von Teilchen, die jede Zelle bei 
der Temperatur T enthält. Wir finden eine vollständige Über
einstimmung zwischen der Formel (17) und der Gleichung, die wir 
am Schlusse des AbRchnittes 9 im vierten Kapitel abgeleitet haben 
(der verbesserten PLANcKschen Formel). \Venn wir bei der eben 
durchgeführten Rechnung nicht auf die Konstanz von N zu achten 
hätten, so müßten wir (16) ohne Einführung von (x(jN schreiben. 
Dies wäre gleichbedeutend mit der Annahme iX = O. Die Formel 
(17) wäre dadurch identisch geworden mit der Formel des PLANCK
sehen Gesetzes [Abschnitt 9 des vierten Kapitels, Gleichung (I8a)]. 
Ähnliche Bemerkungen beziehen sich auch auf die Statistik von 
FERMI und DIRAc, mit der wir uns im nächsten Abschnitt be
schäftigen werden. 

Die Statistik von BosE und EINSTEIN werden wir weiter unten 
auf das Strahlungsgas anzuwenden haben. Rie führt in diesem 
Fall zum PLANcKschen Gesetz. Bei materiellen Gasen erhält man 
durch Anwendung dieser Statistik Abweichungen vom klassischen 
MAXWELLschen Verhalten. Dies ist das Problem der sog. Gas
entartung. Es wurde aber schon gezeigt, daß praktisch die Zahl N 
der Moleküle stets klein ist im Vergleich zu der Zahl der verfüg
baren Zellen. Es kommt daher sehr selten vor, daß zwei oder 
mehr Teilchen in die gleiche Zelle geraten. Die aus der BosE
EINSTEINSchen Statistik sich ergebenden Formeln weichen daher 
bei materiellen Gasen kaum von den klassischen Formeln ab. Die 
Zahl e'" bleibt immer sehr groß (ca. 105 ), und die Formel (17a) 
dieses Kapitels ist daher von der Formel (33) des vorangehenden 
Kapitels kaum verschieden. 

3. Statistik von FERlUI und Duuc. In den bisherigen Rech
nungen wurde angenommen, daß man in jede Zelle eine beliebige 
Anzahl von Teilchen setzen kann, ohne daß sie sich gegenseitig 
stören. Man kann sich aber eine andere Hypothese bilden und 
vorstellen, daß jedes einzelne Teilchen eine Zelle vollständig "be
setzt", so daß man kein zweites oder drittes mehr darin unter
bringen kann. Diese Hypothese gründet sich auf das sog. Aus
schließungsprinzip von PAULI. Bei der Untersuchung der Elek
tronenverteilung auf die verschiedenen atomaren Energieniveaus 
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kam PAULI auf den Gedanken, daß es eine Regel gibt, nach der 
keine zwei Elektronen vollständig identische Quantenzahlen haben 
dürfen. Diese Regel setzt voraus, daß jedes Elektron durch vier 
Quantenzahlen charakterisiert wird. Drei davon - n, l und m -
bestimmen seine Bahn nach Durchmesser, Exzentrizität und 
räumlicher Orientierung. Eine vierte Zahl, ms , die nur Werte 
+1/2 oder _1/2 annehmen darf, bestimmt, wie heute,. allgemein 
angenommen wird, die räumliche Orientation der Achse der 
Eigenrotation (des "Dralls") des Elektrons. 

Für ein Atom in einem leeren Haum V gibt es nur drei Quanten
zahlen, die seine Bahn bestimmen. Wir können untersuchen, was 
die Ausdehnung des PAuLI-Prinzipes auf diesen Fall ergibt. Sie 
führt zu der Annahme, daß jedes Atom eine eigene Kombination 
der drei Quantenzahlen n1 , n 2 , n3 haben muß, d. h., daß jedem 
Atom immer eine eigene Zelle h3 entspricht. 

Die Anzahl der Zellen mit der Energie Ei bleibt auch in diesem 
Fall gleich gi. Die Anzahl der Atome, die auf diese Zellen ver
teilt werden sollen, ült ni. Die verschiedenen Verteilungen werden 
jetzt durch die Formel der einfachen Kombinationen (ohne Wieder
holungen) beschrieben. Der Ausdruck dafür lautet nach Glei
chung (4) des Zusatzes 2: 

gi! 
nil (gi- nil! 

Für alle Energieniveaus zusammen erhalten wir folgende An
zahl der Komplexionen: 

P =JI g,! (20) 
ni!(g,-n,}! . 

i 

Die Wahrscheinlichkeit einer Verteilung erhalten wir durch 
Division von P durch die Anzahl von Komplexionen, die alle 
Verteilungen zusammen ergeben: 

W= N!(G-N)!n gi! " 
G! ,ni! (gi - n;)! 

t 

(21) 

N=2 n i' 

In der STIRLINGSchen Näherung erhalten wir: 

log W = N log N -+ (G - ..\T) log (G - N) - G log G ) 

-+ 2 [gi loggi - n;logni - (gi - n;) log (gi - nil] . 
i 

(21 a) 
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Die wahrscheinlichste Verteilung kann man in derselben Weise 
bestimmen, wie dies im vorangehenden Abschnitt geschehen ist. 
Die Endformeln können daher ohne Ableitung einfach angeführt 
werden [vgl. oben die Formeln (15) bis (19)]: 

~ [g.-n. ] MogP - IXJN - ßJU = ..::.. oni log.~ - IX - ßEi = O. 
, 

Daraus folgt: 
g,- n, = elX + ßEi 1 

ni 
g, n· = --_._---

, e'" + l' Ei + 1 . 

Die Koeffizienten IX und ß werden durch: 

1 
ß = kl' 

und: 

(22) 

N = ~ ;;':f7i~! + 1 (22 a) 

bestimmt. • 
Die FERJ\u-Statistik führt zu Abweichungen von den klassi

schen Formeln, die dem Vorzeichen nach den von der Theorie 
von BüSE und EINSTEIN geforderten entgegengesetzt sind. 

Für alle Fälle ist die Größe e-" unter den praktisch erreich
baren Bedingungen sehr klein und kann nach (9) bestimmt werden. 
Die Formeln (18) und (22a) der beiden neuen Arten der Statistik 
führen daher zu Ergebnissen, die praktisch nur sehr wenig von
einander abweichen. Wir werden uns in den nächsten Abschnitten 
näher damit beschäftigen. 

4. Die heiden neuen Arten der Statistik und die Thermo
dynamik. Es ist wichtig festzustellen, daß die oben abgeleiteten 
verschiedenen Formeln alle in sich widerspruchslos sind und leicht 
thermodynamisch interpretiert werden können. Um dies zu zeigen, 
verallgemeinern wir zunächst die Ergebnisse, indem wir die Exi
stenz einer potentiellen Energie zulassen. In jeder Schicht Pi (bis 
Pi + dpi) sind gi Zellen mit n i Atomen enthalten. Die kinetische 

Energie Ei beträgt 21m p;. Es sei nun angenommen, daß außer 

der Energie Ei noch eine potentielle Energie U p auftritt. 
Diese potentielle Energie kann unter Umständen auch von 

der Geschwindigkeit der Teilchen abhängen. Zur Vereinfachung 
nehmen wir aber an, daß sie eine reine Funktion der Raumkoor-
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dinaten x, y, z ist. Wir teilen unser gesamtes Volumen V in Ab
teilungen von der Größe LI V = LI x LI y LI z ein. Jeder Abteilung 
entsprechen [viertes Kapitel, Gleichung (28a)]: 

4np: 
g;(x, y, z) = LI V --,,3 dPi 

Zellen, für die die Bewegungsgröße dem Bereich Pi bis Pi + dPi 
angehört. Es sei ni (x, y, z) die Anzahl der Teilchen in diesen 

Zellen. Ihre kinetische Energie ist Ei = -l~ (pro Teilchen). Die 

gesamte potentielle Energie des Systems ist eine mehr oder weniger 
komplizierte Funktion der Zahlen ni (x, y, z). Es wird im all
gemeinen nicht möglich sein, diese Energie in eine Summe von 
Einzelgliedern zu zerlegen, die sich auf je ein Teilchen beziehen. 
Eine solche lineare Darstellung ist nur in einem unveränderlichen 
Kraftfeld möglich. 

In der Elektrostatik z. B. wird die potentielle Energie nicht 
durch einen linearen, sondern durch einen quadratischen Ausdruck 
dargestellt. Im allgemeinen Fall dürfen \vir für die Gesamtenergie 
den Ausdruck: 

U = Up(ni) + 2.' ni (x, y, z) Ei (23) 
i,x, y,z 

verwenden. Einer Änderung dni der Anzahl von Atomen in der 
Schicht ni entspricht somit eine Änderung der Gesamtenergie um: 

dU = -~dn-= - +E- dn-. ~8U ~(fJUp ) 
_ fJ ni t _ fJ n, ' t , , 

Was wir tun müssen, ist nur, in den Ableitungen der voran
gehenden Abschnitte auf diese Formel zu achten. Wir setzen an: 

o log P - (X 0 N - ß 0 U = 0 

und wir gelangen in den beiden neuen statistischen Theorien 
zu folgendem Ergebnis, das die früheren Formeln (17) und (22) 
verallgemeinert: 

mit: 

und: 

n-(x y z) = __ fliix.:JI~ = 
t , , i) U 

"'+ß~ e on'=F 1 

1 
ß=kT 

fl,(x, y, z) 

IX+ß ~+Ei (0 U ) , 

e un, =f 1 

N = 2: ni(x, y, z). 
i,x,y,z 

(24) 
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Um weitere Schlüsse zu ermöglichen, berechnen wir nun den Wert 
von log P, der der wahrscheinlichsten Verteilung (24) entspricht. 
Für die Statistik von BOSE und EINSTEIN entnehmen wir dabei 
logP aus den Gleichungen (11) oder (14): 

logP = 2: [- g)og gi - ni log ni + (ni + gi) log (ni + g;)] 
i,x,y,z 

= "" [gi log ni + y, + ni log ni + Y'1 . 
.:::.,; y, n, J 

i,x,y,z 

Unter Verwendung von (24) erhalten wir daraus: 

"" f) U log P = cxN + ß .:::.,; ni-(jn~- (251) 

( iJU) - 2: gi log I - e- IX -ß a n, . 

Eine analoge Rechnung in der FERMI-Statistik muß die Glei
chung (20) berücksichtigen. Durch Einsetzen von (24) in (20) er
hält man: 

logP = cxN + ß 2:ni~{f + 2:g;IOg(1 + e-IX-ß~~). (25II) 

Die Formeln (25 I) und (25 Ir) müssen mit der entsprechenden 
klassischen Formel [Gleichung (35) des vorigen Kapitels] ver
glichen werden. 

Nehmen wir nunmehr an, daß 'wir die potentielle Energie all
mählich ändern, indem wir einen Parameter A in geeigneter Weise 
langsam variieren. Die kinetische Energie behält ihre Form, und 
die Definition der Impulse bleibt unverändert. Daher bleiben auch 
die elementaren Zellen h3 die gleichen. Doch ändert sich die 
potentielle Energie, die einer gegebenen Zelle entspricht. Einer 
Änderung des Parameters um dA entspricht die Änderung der 
gesamten potentiellen Energie des Systems um: 

dUp = f),U;.pdA = -dA. 
o. 

Diese Zunahme der potentiellen Energie entspricht einer Arbeit 
dA, geleistet von der Kraft, die den Parameter Averändert. 
Nehmen wir die Änderung von A als sehr langsam und reversibel 
an, so daß sich für jeden }.-Wert der entsprechende Gleichgewichts
zustand (der wahrscheinlichste Zustand) ausbilden kann. Die Be-
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setzungszahlen n i der einzelnen Zellen werden sich dabei ändern. 
Nach Einstellung des Gleichgewichtes wird die Änderung der 
Energie: 

~OU oU" dU = ·-on· -l-- ~~-dJ,. on, "(12 

betragen. Die im Laufe dieser nachträglichen Veränderung der 
Verteilung verbrauchte Wärme wird gleich: 

dQ = dU + dA = ~ ~~; oni + ~ Eioni = 2: ~-~oni 
sein. Wie groß wird nun die Variation von log P sein? 

Wir führen die Rechnung für den Fall der BOSE-EINSTEIN
Statistik durch. Ganz analog gestaltet sie sich auch in der FERMI
Statistik. Wir gehen von der Gleichung (25 I) aus. Für eine 
Variation Oni und dA erhält man daraus: 

ologP=Norx+ß""(?U on.+n.~!LdA)+ ""n,~oß 
~ on, ' 'on,o}. ..:::.. 'on, 

DU 
-ex-ß-

- "" gi_e ___ ~~ [oa + oßoU + ß 02U dA] . 
..:::.. _IX_ß!J(L on, on,o). 

1- e uni 

Wir müssen aber auch die Beziehungen (24) berücksichtigen. Aus 
ihnen folgt, daß die Glieder mit 0 rx, 0 ß und dA in dem Ausdruck 
für 0 log P sich kompensieren müssen; denn es ist: 

1 
~1 U = gi -~+~ß~iJ=U=--- = ni . 

-ex-ß- ~ 
1 - e Uni e an, - 1 

Es bleibt also übrig: 
,,~oU 

OlogP = ß ..:::.. on. oni =7J.dQ. 
. . , 

1 
Wir finden in dieser Weise, wenn wir noch ß = kT 
Entropieformel : 

öS = kölog P 

(26) 

setzen, die 

wieder, und zwar diesmal entsprechend der dritten Definition 
des Abschnittes 3 (viertes Kapitel); denn P ist die Anzahl der 
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Elementarzustände, die der wahrscheinlichsten Verteilung bei der 
Energie U entspricht. 

Um diese Ergebnisse zu vervollständigen, berechnen wir ex
plizite den Wert der Entropie. Wir müssen zu diesem Zweck das 
letzte Glied des Ausdruckes (25 I) ausrechnen: 

_ ~ gilog(l _ e-ex-ß ~~) 
i,x,y,z 

4""f f= (-ex-ß~UP-ßJC) =-h}l dxdydz. p2 dplog 1- e oni 2m. 

v 0 

Wir benutzen dabei unsere Methode der Summierung über die ein
zelnen Schichten Pi bis Pi + dPi' und führen den Ausdruck für gi: 

4"" gi = h}ldxdydzp2 dp 

ein. Wir bilden das Integral durch partielle Integration um und 
erhalten: 

4h:fdxdYdzfJ!3~ßmP dp 
ex+ß~'!J'+ßJC 

v 0 e on 2m_ 1 

Unter Berücksichtigung des Ausdruckes (24) finden wir, daß 
das Integral durch den Ausdruck: 

L '"' n. t = 2'- Uk · 3 ~ 'm 3 m 
i,x,y,z 

ersetzt werden kann. 
Führen wir diesen Ausdruck in (25 I) ein. Wir erhalten: 

log P = IX N + ~ ß U kin + ß ~ ni ~~: . (27) 

i,x,y,z 

Die Größe cx bestimmt sich aus der ziemlich verwickelt aus
sehenden Beziehung: 

= 
N = ~ni(x, y, z) = t'!dXdYdZ! o~:dP p' 

.~ a+ß--+ß--
'l"x,y,z e oni 2m _ 1 

v 0 

Betrachten wir einen einfachen Fall, in dem die potentielle 
Energie U p von den Koordinaten x, y, Z unabhängig ist und nur 
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durch die Gesamtzahl der Teilchen N bestimmt wird. Wir haben 
dann: 

(27a) 

da ß = I~ ist. Diese Formel stimmt mit der klassischen Formel 

(34) oder (37) des vierten Kapitels überein, die wir damals für 
die potentielle Energie Null abgeleitet hatten. Die FERMI-Statistik 
gibt übrigens dasselbe Resultat. 

Setzen wir: 

(28) 

Zur Bestimmung von IX' erhalten wir dann die Beziehung: 

V 3 = Jiä- (21l m k T)2 F 1 (IX') , 

mit: 

(29 T) 

wenn IX' > 1 ist. 
Die Reihenentwicklung gilt nur für den Fall, wenn IX' größer 

als 1 ist, d. h. wenn die Entartung schwach ist. Weiter unten 
werden wir andere Näherungsformeln kennenlernen. Auf alle 
Fälle dürfen wir schreiben: 

, ( N) IX=fT,y. 

Ein ganz ähnliches Ergebnis erhält man mit der FERMI-Statistik. 
Nur hat hier die Funktion F(IX) die Form: 

(29II) 
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Die gesamte kinetische Energie U kin des Systems erhält man mit 
Hilfe der Formell: 

" U. = ""'V n.E- =~ VkT(2~mkT)"H(ex') = .. 'J_NkTH(IX') 
km ..::.." 2 h3 2 F (IX')' (30) 

mit: 

4 f z~ dz e-2 ",' e- 3 "" 
H(ex') = --- -,-.-._~ e- iX ' ± -- + --0- ± 

3 ,e '" +z l- 1 5., 
f"" e = ~ 2' 3" o 

wiederum unter der Voraussetzung ex' > 1. Das Minuszeichen 
entspricht der Statistik von BOSE-EINSTEIN, das Pluszeichen der 
FERMI-Statistik. 

Diese Formeln erlauben uns, wenn wir noch die Gleichung: 

S = N kex' +S !!.k"'. 
3 T (27 a) 

heranziehen, die verschiedenen thermodynamischen Potentiale zu 
berechnen2 : 

lJf = U - T S = - N k T ex' - l Ukin + U p , ) 

i[J = U - TS + pV = -NkTex' + Up - ViJiJ~p. (31) 

Im Potential i[J müssen wir den Druck p durch: 

P = _(iJ_!) = NkT~~ +~ iJUkifl _ iJUp 

iJV iJV 3 iJV iJV 

ersetzen. Doch ist nach (30): 

iJUkin = Ukin + Uk . _!_. iJH. fJlX' = Uki<> __ s..NkTiJlX~ 
iJV V In H iJlX' iJV V 2 iJV 

(da ~~ = -F ist). Also erhält man: 
da 

pV =} Ukin - ViJiJi. (31a) 

Diese Formeln bilden eine direkte Verallgemeinerung der für ein 
ideales Gas abgeleiteten Ausdrücke [Abschnitte (13) und (14) im 

1 Die Funktion H(oi) wird in der Literatur oft mit G(a) bezeichnet; 
wir haben den Buchstaben H vorgezogen, um eine spätere Kollision mit 
dem Faktor G(= 2) in der Elektronentheorie zu vermelden. 

2 Die Bezeichnung des Druckes und des Impulses mit dem gleichen 
Buehstaben p wird wohl zu keinem Mißverständnis führen können. 



Besprechung der Ergebnissc; Bedingungcn der Entartung. 141 

vierten Kapitel]. Wir können auch die chemischen Potentiale, auf 
deren Bedeutung dort hingewiesen wurde, wieder ableiten: 

für konstantes Volumen: 

8 'I' ,8a' ( 2 8Ukin) 8 Up 

ft = BN = -kTIX - 8N NkT + -37i;t' + 8N' 
(32) 

für konstanten Druck: 

1] = ~ .. ~ = -kTIX'-NkT:~+ 8~(Up- V~e~~)' 
Es muß beachtet werden, daß in den Ausdrücken für <P und 1] die 

Größe IX' als eine ]'unktion von p, T und N zu betrachten ist (wie 
dies schon amEnde des vierten Kapitels bemerkt wurde). Man sollte 
also die Gleichungen (29) und (31 a) benutzen, um Y zu eliminieren. 

Das erste dieser beiden Potentiale, ft , stellt einen sehr einfachen 
Ausdruck dar. Denn die Berechnung seiner Abgeleiteten ergibt: 

~l!k'U = Uk . _1 eH __ F Uk . = _ ~-NkT 
8a' lllHiJa' H III 2 . 

Wir erhalten somit: 

p = -kTIX' + ~r;; = cp + ~fv, 
worin cp als Abkürzung für: 

cp = -kTIX' 

gesetzt worden ist. Es ist also: 

<p=Nm+U _y~l!..E 
, P 8V 

(32a) 

Wenn keine potentielle Energie vorhanden ist, ist cp gleich <P/N 
und stellt für stark entartete Gase einen sehr einfachen Ausdruck 
dar. Die oben abgeleiteten Größen besitzen die Form: 

p = NFo(~,T), 

Ukin = Nto(~,T), 

p = Po(~,T), 
da IX' nur eine Funktion von l' und N/V ist. 

(33) 

5. Besprechung der Ergebnisse; Bedingungen der Entartung .. 
Es wurden oben Näherungsdarstellungen für die Funktionen 
F (IX) und H (IX) gegeben, die für normale Bedingungen (IX sehr groß) 
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gelten. In welcher Richtung werden nun die Abweichungen vom 
idealen Gaszustand liegen ~ Wenn wir uns auf die heiden ersten 
Glieder der Reihen für Fund H beschränken, so erhalten wir aus 
(31 a), (30) und (29): 

pV=RT 1±---, =RT 1±-----" . ( e - "') l I N h3 1 
22 16 V(nmkT)2 

(34) 

Das Zeichen - entspricht der Statistik von BOSE und EINSTEIN , 
das Zeichen + der von FERMI. Die erste Statistik gibt also eine 
vergrößerte, die zweite eine verkleinerte Kompressibilität im Ver
gleich zu der des idealen Gases. Wir können die Untersuchung 
auf das extreme Gebiet - die unmittelbare Nähe des absoluten 
Nullpunktes und sehr hohe Konzentrationen - ausdehnen und 

uns fragen, was unter diesen 
Bedingungen, bei denen die 
Gasentartung merklich werden 
kann, eintreten soll. 

Vom Standpunkt derTheorie 
von BOSE-EINSTEIN kann iX 

nicht kleiner als Null wer
den, da dann die Nenner mit 
e"+fiE - 1 verschwinden müs
sen. Die Reihenentwicklungen 

><-----<lt>---------,e-er (29 I) und (30) sind bis zu 
Abb.14. dieser Grenze gültig. Sie stre-

ben dabei den Grenzwerten 
F = 2,615 und H = 1,34 zu. Das Verhältnis HjF nähert sich also 
einem Grenzwert von etwa 0,5, was einer bedeutenden Abweichung 
vom idealen Gaszustand entspricht. 

Da die Funktion F einem endlichen Grenzwert (F = 2,615) zu
strebt, so scheint es, als ob bei tiefen Temperaturen T die Anzahl 
der Moleküle, die man in einem kleinen Volumen V unterbringen 
kann, nach (29) auf den Wert: 

Nm = ~ (2nmkT);· 2,615 

beschränkt bliebe. Wenn man den Versuch machte, mehr Mole
küle in dieses Volumen hereinzubringen, so müßte man sie in die 
Zelle Eo = 0 (ruhende Moleküle) setzen; sie würden dann eine Art 
flüssiger Phase bilden, und sich von dem gasförmigen Rest trennen. 
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Diese Bemerkung EINSTEINS 1 wurde aber von UHLENBECK2 
als unzutreffend bezeichnet. In der Furmel (29) ist die Summe: 

durch ein Integral ersetzt worden, wobei für {Ji der Ausdruck 
[(28a), viertes Kapitel bzw. (6), fünftes Kapitel] benutzt wurde, 
d. h. eine Näherung, die nur gilt, wenn die Zahl der Zellen {Ji 

groß ist. Dieses Verfahren ist nur dann berechtigt, wenn die zu 

integrierende Funktion -+-·/-lE1 -- sich langsam verändert. Für 
e'" '- 1 

ex = 0 wird aber diese Funktion bei Ei = 0 unendlich. Wir haben 
also kein Recht, bei der Behandlung von Zellen mit geringer 
Energie (Ei in der Nähe von Null) die Summe ~ durch ein Inte
gral zu ersetzen. Die Beziehung: 

N = :. (2nmkT);F(ex) 

ist in diesem Gebiet nicht mehr gültig. Die Anzahl N darf daher 
unbeschränkt vergrößert werden, denn die erlaubten Besetzungs
zahlen ni der einzelnen Zellen mit kleiner Energie wachsen un
geheuer an. Es gibt also keinen Grund, eine Trennung in zwei 
Phasen zu erwarten. 

Die Methode von FERMI, die eine "Undurehdringlichkeit" der 
Atome im Phasenraum postuliert, gibt dagegen eine kleinere Kom
pressibilität als die klassische Theorie des idealen Gases. Hier 
darf IX unbeschränkt abnehmen und beliebig große negative 
Werte erreichen. Man findet dabei (Rechnungen s. Zusatz 2, Ab
schnitt 10): 

FII(ex) =3~(- ex)~[l + 8n~2 + ... ]; (35) 

HII(ex) = 158y';;(- ex)~[l + ~:: + ... ]. 
Eine Näherungslösung von (35) unter Berücksichtigung 

(29) ergibt: 

-ex =_l!.~ (3~_)i [1- (2nmlc !)2( 3N)_~ + ... ] 
2mkT 4nV 12h4 4nV, 

1 EINSTEIN, A., Ber. Akad. Berlin 1925, 3. 

(36) 

von 

(37) 

2 UHLENBECK, G~ E., "Over statistische Methoden in de Theorie der 
Quanta", Verl. M. Nijhof, den Haag, 1927. 
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H 

U = ~ VkTi~n~kT)~H(IX) = U + }yVT2 
2 h3 0 2 ' 

und: 
(38) 

U = 3N~(}N)i y = ~n3mY(_3lV_)t 
o lOm 4nV ' 3h2 4nV . 

mit: 

Es gibt also eine kinetische Energie Uo beim absoluten Null
punkt. Dies ist leicht verständlich. Von allen Zellen im Phasen
raum entspricht ja eine einzige der Energie Null, und sie kann 
nur ein Molekül beherbergen. Die übrigen Moleküle müssen sich 
beim absoluten Nullpunkt auf die Zellen verteilen, die möglichst 
kleinen Energiewerten entsprechen. Nehmen wir an, daß die N 
Moleküle in dieser Weise eine Sphäre im Impulsraum vollständig 
ausfüllen, deren Mittelpunkt in der Zelle mit der Energie 0 liegt 
und deren Radius Po beträgt. Das Volumen dieser Sphäre muß 
gleich Nh 3/V sein: 

4 :1_ N h3 
3.npo - V ' ·3N)" PO=(4nV ·h. 

Die entsprechende Energie U 0 berechnet sich leicht zu: 
Po f p2 4n V 3 (3N )i h2 

Uo = 2m ----,;;a p2dp = N· 10' 4~V . m ' (39) 

o 
zwischen p und p + dp liegen ~~; p 2dp Zellen mit der denn 

Energie p2/2 m. Diese sehr einfache Überlegung zeigt, wie aus 
der FERMI-Statistik die Annahme einer Nullpunktsenergie folgt. 

Die angeführte elementare Rechnung zeigt unter anderem 
auch, daß es beim absoluten Nullpunkt nur eine einzige mögliche 
Verteilung der Moleküle gibt. Die Anzahl der Komplexionen P 
ist also in diesem Fall gleich 1 und log P gleich Null. Wir erhalten 
also aus den allgemeinen Formeln (31): 

So = 0, I 
IJ'. = U - TS = U 

o 0 0 0' Nh2 15mp'?' 
Wo = Uo - TSo + pv = -NkTIX = 2m (Tnh2) . 

(40) 

Wie schon in Anschluß an Gleichung (32) bemerkt wurde, 
muß IX in dem Ausdruck für Wals eine Funktion von p, T und 
N betrachtet werden. Aus (31a) und (38) erhält man, für T = 0: 

2 Uo 4nh2 (3N)g 
p = -3- -V- = -15m 4;-V ' 

also: 
-IX = 2:~T (43~~)K = 2:~T (~5~~t 
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Andererseits können wir folgende einfache Beziehung registrieren: 

Uo=f;lPo· 
Wie in Abschnitt 14 des vierten Kapitels gezeigt, sind die sog. 

chemische Potentiale die Ableitungen der thermodynamischen 
Potentiale 'P und r:p in bezug auf N. Elementare Rechnungen er
geben daher für den absoluten Nullpunkt: 

iJ '[fO <Po 
flo =()N N (konstantes Volumen), (40a) 

(konstanter Druck). (40b) 

Diese Formeln spielen eine wichtige Rolle bei der Anwendung der 
Theorie auf die Elektronen in Metallen. (40a) ist als ein Spezialfall 
von (32 a) zu betrachten. 

Für reale Gase sind die Abweichungen von dem klassischen 
Verhalten, die die beiden neuen Theorien voraussagen, offenbar 
sehr schwer zu beobachten. Die Entartung müßte erst bei sehr 
tiefen Temperaturen und enormen Drucken merklich werden. Unter 
solchen Bedingungen wird sie aber durch die Wirkungen der Ko
häsionskräfte vollständig überdeckt. Die von der v AN DER WAALS
schen Zustandsgleichung geforderten Abweichungen vom idealen 
Gaszustande übertreffen um ein Vielfaches die Abweichungen, die 
aus der Statistik von BÜSE oder FERMI abgeleitet werden können. 

6. Prüfung an Hand der Dampfdruckkurve. Eine Möglichkeit 
zur Prüfung der Grundlagen der Quantenstatistik ist vorhanden. 
STERN war der erste, der auf sie hinwies. Unter Heranziehung des 
NERNsTschen Prinzips kann man die Richtigkeit der Ausdrücke 
(31) und (33) für das Potential lJ! prüfen. Die drei Arten der Sta
tistik stimmen in diesem Punkt (unter gewöhnlichen Druck- und 
Temperaturbedingungen) überein, so daß man zwischen ihnen prak
tisch nicht unterscheiden kann. Die wesentlichen Grundannahmen 
der Ableitungen, die durch die Prüfung bestätigt oder widerlegt 
werden sollen, sind die folgenden: Erstens haben wir in allen 
unseren Rechnungen angenommen, daß die Entropie, entsprechend 
der Verabredungen im Abschnitt 3 des vorangehenden Kapitels, 
ohne additive Konstante definiert ist. Und zweitens wurde von 
uns die Anzahl der Komplexionen durch die Quantenbedingung 
bestimmt, durch die die Größe (h 3 ) der Zellen im Phasenraume vor
geschrieben wurde. Dies sind die beiden wichtigen Annahmen, die 
durch den Erfolg der STERNschen Rechnung gerechtfertigt werden. 

Brillouiu, Quantenstatistik. 10 
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Betrachten wir ein einatomiges Gas, das sich in Berührung 
mit seinem (flüssigen oder festen) Kondensat befindet und das 
Volumen V einnimmt. Gleichgewicht ist vorhanden, wenn die 
chemischen Potentiale des Dampfes und des Kondensates (für 
konstantes Volumen) einander gleich sind (viertes Kapitel, Ab
schnitt 15): 

flGas = !lKond. (41) 
Das Potential des Gases wurde von uns bereits berechnet. 

Jetzt müssen wir dasjenige des Kondensates bestimmen. Das 
thermodynamische Potential 'Jf ist proportional der Zahl der 
Atome N. Wir können daher für !lKon<! das thermodynamische 
Potential pro Gramm-Molekül einsetzen. Beim absoluten Null
punkt besteht eine Sublimationswärme, die wir mit }'o bezeich
nen. Die innere Energie des festen Kondensates beim absoluten 
Nullpunkt ist also - 20 • Es sei c (T) die spezifische Wärme bei der 
Temperatur T. Die innere Energie bei T ist dann: 

U = -Ao + fcdT = -Ao + E(T). (42) 

Für die Entropie nehmen wir mit NERNsT beim absoluten Null
punkt den Wert Null an. Dies gibt uns: 

B =I c~:; = I dff . (43) 

Wir können daher schreiben: '1' 7' 

fdE J'EdT 'JfKond = U - TB = -20 + E - T, -iF = -20 - T '1'2-- (44) 
o 0 

(letzteres durch partielle Integration), Wenn sich alle angeschrie
benen Größen auf ein Mol beziehen, so stellt der Ausdruck (44) 
das chemische Potential !lKon,! dar, 

Kehren wir jetzt zum Potential des Gases [Gleichungen (32) 
und (33)] zurück: 

V H 
!lGas = -RTtX = -RTlog N4h3 (2nMRT)2 

= R T [-lOg V _3_ log T __ 3_ log M + log _~!}t3 :i] . 
2 2 (2JlR)' 

Wenn die Beziehung zwischeu V, p und T durch das ideale Gas
gesetz ausgedrückt wird, so kann man V eliminieren und man 
erhält: 

flGas = R T [log p - 52 log T - 32 log 111 + log ___ ~4:3 ;,]. (45) 
(2 Jl)' R' 

Hier wird auch fl pro Mol berechnet. 
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Das letzte Glied dieses Ausdruckes enthält nur universelle 
Konstanten, ist also selbst eine Konstante, die wir mit C bezeichnen 
wollen. Es ist: c ~ 10,17. 

Vergleichen wir (44) mit (45), und wir finden: 

l' 

I 5 I T 3 ;'0 I j'EdT C ogp = ... - og +--loglJlI - _.- - - -- + 2 2 RT R T2 . (46) 
o 

Diese Gleichung bestimmt die Änderung des Dampfdruckes 
mit der Temperatur. Sie enthält keine willkürlichen Konstanten 
mehr. Die Drucke werden gewöhnlich nicht in absoluten Ein
heiten, sondern in Atmosphären gemessen. Auch pflegt man ge
wöhnliche Logarithmen statt der natürlichen zu benutzen. Die 
Konstante C in (46) erhält in diesem Fall den Wert -1,59. Es 
ist also: 

Log10 Patm = ~ LoglO T + ~ Log 10 lJII 
7' 

+ ... 1 (_ ~o _ j' ~. d~) _ 1 59 (47) 
2,3026 T T2 ,. 

() 

Die aus empirischen Daten berechneten Werte von C liegen 
in der nächsten Nähe des theoretischen. Für die einatomigen Gase 
Quecksilber und Argon findet man z. B. C = -1,62(=]= 0,03) und 
C = -1,65(=]= 0,06); für Wasserstoff (ein nichteinatomiges Gas) ist 
C = -1,69(=fO,15). Die Übereinstimmung ist befriedigend und 
rechtfertigt vollständig die auf S.145 formulierten Grundannahmen 
der Quantenstatistik; u. a. wird durch dieses Ergebnis die wichtige 
Rolle, die die Konstante h in der ganzen Statistik spielt, unmittel
bar veranschaulicht. 

Die abgeleiteten Formeln gestatten weitere Anwendungen. 
So können z. B. die NERNsTschen chemischen Konstanten be
rechnet werden. In einem Rezipienten von gegebenem Volumen 
sollen sich Atome befinden, die zu verschiedenen Molekülen zu
sammentreten können. Es sei E k die innere Bildungsenergie eines 
Moleküls k. Die freie Energie oder das thermodynamische Po
tential 'i/k , das der Bildung dieser Molekülen entspricht, ist 
nach (31): 

'l'k = Nk(-kTlXk + Ek) - ~Uk I 
= 11\ { kT [- 1 - log N:h3 ( 2nmk kT)i] + E k }, (48) 

10* 
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WO N k die Anzahl der Moleküle von der Art k bedeutet. Es wird 
angenommen, daß diese Moleküle sich wie ein ideales Gas verhalten. 
Diese letzte Voraussetzung erlaubt die Verwendung des Ausdruckes 
(9) für (Xk und die Substitution i U k = NkkT. 

Für die Gesamtheit der Moleküle von verschiedenen Arten, die 
sich in unserem Gefäß bilden können, ist die freie Energie gleich 
der Summe der freien Energien der einzelnen Arten. Auf diese 
Weise kann man zu einer Formel für das chemische Gleichgewicht 
gelangen. Doch läßt die bisherige Rechnung den Umstand un
berücksichtigt, daß die Moleküle auch Rotationsenergie besitzen 
können. Es wurden bis jetzt einfach die Formeln verwendet, die 
zuerst für einatomige Gase abgeleitet wurden. Für das chemische 
Gleichgewicht zwischen mehratomigen Molekülen ist daher noch 
eine Reihe von Nebenbedingungen maßgebend, die in einer Arbeit 
von EHRENFEsT und TRKAL sehr klar entwickelt worden sind. 

7. Atome, die verschiedene innere Energien besitzen können. 
Unsere Ableitungen gingen bis jetzt an der Tatsache vorbei, 
daß ein Atom eine Reihe von verschiedenen Werten der inneren 
Energie besitzen kann. Wir rechneten nur mit der kinetischen 
Energie der ganzen Atome. Diese Lücke muß jetzt ausgefüllt 
werden. Es seien: 

die verschiedenen erlaubten Energiewerte eines Atoms, und 

YI' Y2' Y3' ... , Ym' .. , 

die den verschiedenen Zuständen entsprechende Anzahl von Kom
plexionen. Die Gesamtenergie eines Atoms im m-ten Zustand, das 
die kinetische Energie Ei besitzt, ist: 

Jedem Energieniveau E im entsprechen (fi Zellen und Ym innere 
Komplexionen, insgesamt also (fiYm verschiedene Möglichkeiten. 
Bezeichnen wir mit n im die Anzahl der Atome, die bei einer be
stimmten Verteilung dem Niveau E im angehören. Die weitere Be
rechnung ist der in Abschnitt 3 durchgeführten vollkommen ana
log. Es sei N die Gesamtzahl der Atome und U die Gesamtenergie : 

N=~nim, 
i,m 

U = 'Znim(Ei + Fm)' 
~, rn 

(50) 
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Die Anzahl der Verteilungen der nim Atome auf die {mgi Zellen 
des Niveaus (i, m) beträgt in der FERMI-Statistik: 

(Ymgi)l --_._---

und die Anzahl der Komplexionen, die einer bestimmten Ver
teilung, also einer bestimmten Zahlenreihe nim, entsprechen, ist: 

P=IT ____ (Ymrli[l ___ • (51) 
. - niml(Ymgi - nim)l 
un 

Durch diese Formel ist die frühere Gleichung (20) zu ersetzen. 
Durch einen Übergang zu den Logarithmen und Anwendung der 
STIRLINGSchen Formel erhalten wir: 

logP = 2: y",gi log Y",fli 
'I:m 

- 2:[nim log nim + (Ymg; - nim)log(Ymgi - nim)]' 
im 

Wir wollen nach der wahrscheinlichsten Verteilung fragen. Diese 
entspricht dem Maximum von log P [unter Berücksichtigung der 
Bedingungen (50)]. Wir schreiben daher die Extremalbedingung 

auf: 0 = ologP - IX oN - ßoU 

~ [Y g·-n· 1 = ..::.. onim log -"'--~-.'''' - IX - ß(Ei + em) , 
. im 
'tm 

und gewinnen daraus den Ausdruck: 

n· .. = -----Y"'-~--
<In elX + fI(Hi + Em) + I ' 

(52) 

der an die Stelle des Ausdruckes (22) in Abschnitt 3 treten muß. 
Dieses Ergebnis kann folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Für jede innere Struktur des Atoms mit der Energie em, erhält 
man eine eigene Verteilung der Atome auf die verschiedenen Werte 
der kinetischen Energie. Diese Verteilung entspricht den Glei
chungen eines entarteten Gases mit dem Koeffizienten: 

(52a) 

Die Ym verschiedenen inneren Strukturen, die der gleichen 
Energie E'", entsprechen, stören einander in keiner Weise. 

Analoge Formeln gelten auch in der Statistik von BüSE und 
EINSTEINI. Die Entropie Sm der Atome mit der inneren Energie 

1 LEWIS, G. N., u. MAYER, J. E., Proc. Nat. Acad. Sei. U.S.A. 15, 208 
(1929). 
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1::", wird durch die folgende Gleichung bestimmt, die eine Ver
allgemeinerung von (27 a) darstellt: 

Sm = ~ ~";j.~' + Nmkex,n = ~ 0>;,';.' + ~7J-m + Nrnkcx, (53) 

die Gesamtentropie des Gases ist deshalb: 

S = L: Sm = -~. ~~n_ + Ei,j,"-'}. + N kex. (54) 

Die Größe cx bestimmt sich dabei durch die Bedingung: 

N = ~n- = ~nV~" f- . .------E2
_dP..--

..::;..; 1 m h3"::;"; , rn Pm p2 . 
im m lX+kT-I-zmk'l' 1 

e + 
(55) 

Diese Ergebnisse sind denen von Abschnitt 4, die wir für den all
gemeinen Fall einer von Null verschiedenen potentiellen Energie 
abgeleitet haben, durchaus analog. Betrachten wir z. B. die 
Gleichung (27) und nehmen an, daß die potentielle Energie eine 
lineare Funktion der Teilchenzahlen ni ist (was der hier gemachten 
Hypothese entspricht). Wir erhalten dann, mit: 

Up = 2ni Up ,;, 

S =!'- ~kin +[J.P_ + N kcx 
3 T T 

- eine Formel, die der Gleichung (54) durchaus ähnlich ist. Eben
so ist Formel (28) der Formel (52a) äquivalent. Diese beiden Bei
spiele zeigen, wie man die gewonnenen Ergebnisse leicht verall
gemeinern und auf kompliziertere Probleme anwenden kann. 

In dem hier behandelten Falle kann man leicht nachprüfen, 
daß sich in dem Energiezustand I::m : 

nm = ?'mFII(CXm) 

Atome befinden müssen, wobei F Il die durch (29 II) definierte 
Funktion ist. Unter Berücksichtigung des oben gefundenen Wertes 
für CX m erhält man daraus: 

nm )'m FIl(cx + ~T) 
nm, r-"'~ :;Il: + -I~) , 

statt des Verhältnisses: 
f:m'-f'm 

nm -1!>o..ekT-
nm, i'm' , 
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zu dem die klassische Theorie (viertes Kapitel, Abschnitt 9) führt. 
Das Unabhängigkeitspostulat, das zur Ableitung der klassischen 
Formel notwendig ist, findet in der neuen Theorie keine An
wendung!. 

8. Atome, die einen Drehimpuls besitzen; strenge Anwendung 
des PAuLI-Prinzipes. Die FERMI-Statistik beruht, wie wir es ge
sehen haben, auf dem Ausschließungsprinzip von P AULI. Es wäre 
jedoch falsch, sie als eine direkte Folgerung aus diesem Prinzip 
zu betrachten. In der Tat: was behauptet PAULI? Er findet auf 
Grund der Untersuchung der Spektren, daß in den Systemen 
von Elektronen, die einen Atomkern umgeben, niemals zwei Elek
tronen mit vollständig gleichen Quantenzahlen auftreten. Wenn 
man P AULI glaubt, so soll es nie zwei vollkommen "äquivalente" 
Elektronen geben. Man nennt daher das PAuLI-Prinzip auch 
"Äquivalenzregel" 2. Um das PAuLI-Prinzip anzuwenden, muß 
man jedem Elektron vier Quantenzahlen geben; drei davon be
stimmen seine Umlaufsbahn, die vierte bezieht sich auf seine 
Eigenrotation. 

FERMI benutzt in seiner Statistik eine analoge Regel, indem 
er behauptet, daß jede Zelle im Phasenraum nur ein einziges Elek
tron enthalten darf. Für zwei Elektronen dürfen also die drei 
Quantenzahlen der fortschreitenden Bewegung nicht identisch 
sein. Es ist aber nicht ohne weiteres statthaft, eine Regel, die für 
vier Quantenzahlen aufgestellt wurde, auf drei anzuwenden. 
PAULI nahm daher die statistische Untersuchung für Teilchen 
(Atome oder Elektronen), die einen eigenen Drehimpuls besitzen, 
wieder auf. 

Um die verschiedenen räumlichen Orientierungen solcher Teil
chen unterscheiden zu können, nehmen wir an, daß eine V orzugs
richtung im Raume durch ein schwaches magnetisches Feld H 
definiert ist. Es sei j die gesamte Anzahl der Rotationsquanten, 

1 Sehr wichtige Anwendungen auf das Problem der Dissoziation findet 
man in einer Arbeit von E. A. MILNE, Monthly Notices R. A. S. 90, 769 
(1930). 

2 Eines der einfachsten Beispiele gibt das Element Helium. Im Grund
zustand befinden sich beide Elektronen auf äquivalenten Bahnen. Ihre 
drei Bahnquantenzahlen sind identisch, deshalb müssen die Eigenrotationen 
verschieden sein. Die magnetischen Eigenmomente der Elektronen sind 
also von verschiedenen Vorzeichen. Das Gesamtmoment ist Null und das 
Heliumatom daher unmagnetisch. 
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die das Teilchen besitzt und m die Anzahl der Rotationsquanten 
um die Richtung des Feldes H. Wir stellen uns das Teilchen als 

einen Kreisel vor, dessen Achse einen Winkel -&( cos D = T) mit 

der Feldrichtung bildet und eine Präzession um diese Richtung aus
führt. Nach den früher üblichen Quantisierungsregeln müssen die 
Zahlen mund j ganz sein. Man weiß aber jetzt (auch aus der Er
fahrung), daß man dafür oft "halbzahlige" Werte annehmen muß. 
Die Zahl m nimmt bei einem bestimmten Wert von j die Werte 
-j, (-j + 1), ... , (j - 1), j an. Die Anzahl der möglichen räum
lichen Orientierungen des Teilchens ist also: 

G = 2j + 1. 

Stellen wir uns vor, daß das äußere Feld H eine merkliche 
Stärke hat, dann besitzt das Teilchen eine zusätzliche magnetische 
Energie: 

worin Pa sein magnetisches Moment bedeutet. In der statistischen 
Theorie muß Sm dieselbe Rolle spielen wie die im vorigen Ab
schnitt eingeführte innere Energie des Atoms. Die dort abgelei
teten Formeln können auch auf diesen Fall angewandt werden. 

Was geschieht nun, wenn das Feld H allmählich verschwindet? 
Im Grenzfall sind die Energien Sm unabhängig vom m-Wert alle 
gleich Null. In der Gleichung (52) werden also alle G Werte von 
nim, die der gleichen Zahl i entsprechen und sich nur durch m 
unterscheiden, untereinander gleich. Wir erhalten somit: 

(56) 

Es ist also, als ob die Anzahl der Zellen mit der Energie Ei 
nicht mehr gi, wie in Abschnitt 3, sondern Ggi wäre. Es ist leicht 
zu sehen, wie sich die Formeln von :FERMI durch dieses Ergebnis 
modifizieren. Die Gleichung (29) erhält die Form: 

V ß 
N = G h,3 (2nmkT)2 Fll(ex) , (57) 

so daß dort, wo wir früher für ex einen Ausdruck f (T, NI V) an
nahmen, wir jetzt den Ausdruck: 

setzen müssen. 
ex = t(T, ~~) (58) 
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Die Gesamtenergie, die früher durch (30) gegeben war, ist 
jetzt: 

3 

U - "n.E- = G 3 VkT-~'7:!,!!'!'J!- HII(IX) = ~-NkTlIlI(()() (59) 
-..:::;.. "2 h3 2 FlI(rx) . , 

Für die Entropie bleibt der Ausdruck (27) bestehen. In den For
meln (31) und (32) muß unter IX durchweg der neue Ausdruck (58) 
verstanden werden. Zusammenfassend können wir behaupten, 
daß die allgemeinen Formeln (33) durch die Formeln: 

'1' = NFo (~~" T), 

U=Nfo(~Vv,T), (60) 

p = Gpo(ffv' T) 
ersetzt werden müssen!. 

Unser Gas benimmt sich also einfach wie ein Gemisch aus 
gleichen Teilen von G verschiedenen, statistisch voneinander un
abhängigen Gasen mit gleichen Molekulargewichten und ohne 
Eigenmomente. 

Dieses Ergebnis ist fast selbstverständlich. Es bedeutet, daß 
in einem Gas, dessen Atome Eigenrotation besitzen, die statistische 
Entartung Gmal schwerer zu beobachten ist als in einem Gas 
ohne Atomrotation. Bei gleicher Temperatur T werden gleiche 
Abweichungen von der Kompressibilität eines idealen Gases erst 
bei Gmal höheren Dichten auftreten. 

Wir wissen im übrigen nicht, ob man sich bei der Anwendung 
dieses Prinzips auf Gase auf die Berücksichtigung des Drehimpulses 
der Elektronen beschränken darf oder auch das Drehmoment des 
Kerns in die Überlegungen einbeziehen muß. 

9. Der Magnetismus eines entarteten einatomigen Gases; An
wendung auf freie Elektronen in Metallen. Wir kehren zu dem 
Fall eines Gases im Magnetfeld H zurück und fragen nach seiner 
Suszeptibilität. Aus den spektralen Daten, insbesondere denen des 
ZEEMAN-Effektes, weiß man, daß die Energie Em eines Atoms im 
Feld H: 

Em = mg floH (61) 

1 Diese Formeln wurden von PAULI [Z. Physik 41, 97 (1927)] in einer 
etwas ungenauen Form abgeleitet. 
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beträgt, worin g der sog. LANDEsche Faktor! und Po das "BOHR. 
sche Magneton" ist. Wenn man eine Summierung über alle m

Werte von + j bis - j ausführt, so erhält man: 
+i 

L..~sm = 0 (62) 
-j 

und + j +i 
L(sm)2 = g2p5H22.,~(m2) = tGfl2H2, 
-j -j 

wo G wie früher gleich 2 j + 1 ist, und fl, das "effekti ve magne
tische Moment", durch: 

fl =jj(j + l)gflo (63) 

definiert ist. Man bestätigt leicht, daß diese Formeln auch für 

haI bzahlige j -Werte (von der Form 2 k ;-_1) ihre Geltung behalten. 

Berechnen wir jetzt die Gesamtzahl Nm der Atome, deren Trans
lationsenergie beliebig ist, die aber gleiche Orientierungen (gleiche 
Zahlen m) besitzen: 

= la (2nmkTr~ F n( cx -!-- 1'T) . 
Man erhält diese Formel aus (52), indem man, wie gewöhnlich, 

die Anzahl der Zellen gi durch den Ausdruck ~ 4n p 2dp ersetzt. 

Der Ausdruck im Nenner folgt aus der Formel (29), wenn man 
darin, um zu der FERMI-Statistik überzugehen, das Zeichen -
durch + ersetzt. Der Wert von F n ist in Gleichung (29 Ir) an
gegeben worden. 

Der Beitrag der betrachteten Atome zur magnetischen Energie 
des Gases ist Nm Sm. Die Gesamtenergie des Gases im Magnetfeld 
-MH bestimmt sich durch Summierung über alle m-Werte: 

m=+ j +i 

MH = - "2.N mSm = -; (2nmkTr~4 Sm Fn (cx + ,:-~). (65) 
m=-J ~ 

1 Der Faktor (f soll nicht mit der Anzahl der Zellen im Phasenraum, 
die oben mit (fi bezeichnet wurde, verwechselt werden. 



Der Magnetismus eines entarteten einatomigen Gases. 155 

Die Größe .x berechnet sich wieder aus der Forderung, daß die 
Gesamtzahl der Atome N betragen soll: 

{; T V ~ {t, (' <m ) 
N = ~ F. m = }i'j (2nmkT)-~ F n .x + kT . 

-J -J 

(66) 

Für alle gewöhnlich angewandten Felder H ist fm/k T sehr 
klein. Man darf F in eine Taylorreihe entwickeln und die Reihe 
beim zweiten Glied abbrechen. Die Formel (66) führt dann zu 
demselben Ergebnis, wie wenn das Feld abwesend wäre, denn in
folge von (62) heben die Glieder mit positiven m-Werten die mit 
negativen m-Werten auf. Man erhält wieder die im vorigen Ab
schnitt abgeleitete Beziehung: 

V x 
N = G h3(2nmkT)2FIl(.x). (57) 

In derselben Näherung gibt Formel (65): 
+i 

V kT)? 1 I ) ~ )2 MH = -h3(2nm 2 -kTFn(.x ~ (Fm. (65) 
-i 

Unter Berücksichtigung von (59) und (62) erhält man für die 
Suszeptibilität: 

M (2nrnkT)i 1 f12 N fl2 [ F'JI(rx)] 
X =vil = -G---,;:J- . 3TT F'n(.x) =3VkT - Fn(00 . (67) 

Für sehr hohe Temperaturen reduziert sich Fn(.x) , wie wir 
früher gezeigt haben, auf e- a [Gleichung (29II)]. Die letzte Klam
mer wird dann gleich 1, und das Magnetisierungsgesetz ist das von 
CURIE. Was tritt nun im Falle der Entartung - also bei niedrigen 
Temperaturen und hohen Drucken - ein 1 Aus der Formel (35) 
des Abschnittes 5 können wir ableiten: 

und somit: 

-FiI(rx) __ 3 1" _ (4nGV)* 3rnkT 
, FlI(o.f - -2 (=-a) - ,--:flr ~ 

., 
_ N fl2 rn (4nGV)fi 

Xo - Vh2 3N . (68) 

Wenn wir den Wert E o der Nullpunktsenergie eines Atoms ein
führen: 

so erhalten wir: 
3 N ft2 

Xo = 10 Y Eo· (69) 
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Klassische Theorien lassen unter diesen Bedingungen eine Sättigung 
erwarten. Die P AULI·Statistik ergibt dagegen auch für den abso
luten Nullpunkt noch eine endliche Suszeptibilität. Man versteht 
dieses Ergebnis anschaulich, wenn man sich überlegt, daß unter 
diesen Umständen die Atome sich auf die Zellen mit der kleinsten 
Energie verteilen (wobei jede Zelle 0 Atome aufnimmt). Das re
sultierende magnetische Moment wird durch diese Verteilung fast 
vollständig vernichtet. 

P AULI wandte diese Ergebnisse auf das Verhalten von freien 
Elektronen in Metallen an. Es ist sehr merkwürdig, daß gewöhn
liche Metalle nur sehr schwach paramagnetisch oder sogar dia
magnetisch sind. Man nimmt ja an, daß jedes Elektron ein magne
tisches Moment besitzt, und die Gesamtheit der freien Elektronen 
in einem Metallstück müßte diesem sehr stark paramagnetische 
Eigenschaften verleihen. Die Lösung dieses Problems ist - wenig
stens angenähert - durch die oben abgeleiteten Formeln gegeben. 
Man kann die Elektronen im Metall als ein Gas betrachten, für 
das die FERMI-PAuLlsche Statistik gilt. Der Paramagnetismus 
dieses Gases ist dann durch (67) und (69) bestimmt. Betrachten 
wir z. B. die Alkalimetalle. Sie sind wahrscheinlich aus einer 
gleichen Anzahl von einwertigen Ionen und freien Elektronen auf
gebaut. Die Ionen sind edelgasähnlich und besitzen daher kein 
resultierendes magnetisches Moment. Sie können nur zu einem 
schwachen Diamagnetismus des Metalles Anlaß geben. Die freien 
Elektronen bilden dagegen ein sehr stark komprimiertes und 
daher entartetes paramagnetisches Gas. Wegen der fast voll
ständigen Entartung wird seine Suszeptibilität (in erster Annähe
rung) durch (68) bestimmt. Wir setzen darin!: 

j=t, g=2, also 0=2, ,u=l'3/1o =V3.0,921.1O- 20• (70) 

Für m ist die Ruhemasse des Elektrons (9,02 . 10- 28 ) und für NjV 
die Anzahl von Elektronen in einem Kubikzentimeter einzusetzen; 
letztere setzen wir gleich der Anzahl der Atome in einem Kubik-

zentimeter des betreffenden Alkalimetalles. Wenn wir n = .~ 
in cm - 3 messen, so erhalten wir: 

1 
Xo = n 3 ·2,209 . 10- 14. 

1 Der Eigenrotation eines Elektrons entspricht ein halbes Quant des 
mechanischen Drehimpulsmomentes (j = !), aber ein ganzes BOHRsches 
Magneton (jg = 1). 



Der Magnetismus eines entarteten einatomigen Gases. 157 

1 
In der Reihe der Alkalimetalle ändert sich n3 von 3· 107 (Natrium) 
bis 2 . 107 (Cäsium). Wir erhalten somit: 

Na 

107 • Xo (berechnet) 6,57 

K 

5,2 

Rb 

4,88 

Cs 

4,54 

Man darf erwarten, daß die experimentellen Werte kleiner aus
fallen als die berechneten, denn von der paramagnetischen Sus
zeptibilität des Elektronengases muß die diamagnetische der po
sitiven Ionen abgezogen werden. Der diamagnetische Beitrag muß 
von Na zum Cs ständig zunehmen. Folgende Zahlen wurden ex
perimentell gefunden 1 : 

Na K Rb Cs I LANE 

6,5 5,4 

1 - McLENNAN 5,9 4,5 1,7 1,8 
0' . %0 

SUCKSMITH 5,9 5,1 0,7 -0,5 

HONDA und ÜWEN 5,1 4 0,7 -0,10 

Die Differenzen liegen in der erwarteten Richtung und die 
Größenordnung ist die erwartete; die neuesten Messungen - von 
McLENNAN und LANE - sind mit den theoretischen Werten in 
recht guter Übereinstimmung. In Ermangelung einer genauen 
Theorie kann man diese Ergebnisse vorläufig nur als ein inter
essantes Zeichen zugunsten der Anwendung des P AULI-Prinzipes 
auf die freien Elektronen in Metallen betrachten. Es ist 
schon wichtig genug, daß diese Theorie den Ursprung eines sehr 
schwachen und temperaturunabhängigen Paramagnetismus der 
Alkalimetalle prinzipiell zu verstehen erlaubt; denn diese Ab
weichung von dem CURIEsehen Gesetz blieb früher vollkommen 
unverständlich. 

Im siebenten Kapitel werden wir zum Problem der freien 
Elektronen in Metallen zurückkehren und die Theorie von SOM
MERFELD entwickeln, die durch eine konsequente Anwendung der 
FERMI-Statistik auf das Elektronengas die Deutung der elektrischen 
und thermischen Eigenschaften der Metalle zu geben versucht. 

1 McLENNAN, J. C., RUEDY, R., U. COREN, Proc. Roy. Soc. A. HG, 
468 (1927); BIELER, E. S., J. Franklin lnst. ~OG, 65 (1928); DARRow, K. K., 
Einführung in die physikalische Statistik, Hirzel, Leipzig, 1931. 
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Sechstes Kapitel. 

Statistik der Strahlung. 
Untersuchung der Elementarvorgänge, die zur 
Realisierung der wahrscheinlichsten Verteilung 

führen; das H-Theorem. 
1. statistik der Strahlung; Photonenmethode. Die bis jetzt 

entwickelten Methoden können auf verschiedene Weise zur Unter
suchung der Energieverteilung in der isothermen Strahlung an
gewandt werden. Wir fangen mit den Gedankengängen an, die 
von BÜSE stammen und eine fast wörtliche Übertragung der von 
uns bereits in Abschnitt 2 des fünften Kapitels wiedergegebenen 
Rechnungen darstellen. Die Rolle der Teilchen, die auf die ver
schiedenenZelIen verteilt werden müssen, spielen nunmehr die Licht
quanten oder Photonen hv. Ihre Ruhemasse ist verschwindend, 
ihre Geschwindigkeit stets gleich der Lichtgeschwindigkeit. Die 
Relativitätstheorie gibt für diesen Fall folgende Beziehung zwischen 
der Energie E, der Bewegungsgröße p und der Frequenz v: 

E=hv, (1 ) 

Die Photonen sind apriori ununterscheidbar. Ihre individuelle 
Existenz ist nur durch ihre kinetischen Eigenschaften bedingt, 
d. h. durch ihre Zugehörigkeit zu bestimmten Zellen im Phasen
raum. Einem Energiegebiet Ei bis Ei + dEi entspricht ein Im-

I b' E, b' Ei + dE, D' A hl d Z II . Ph pu sge let C IS --c ---- . 1C nza er e en 1m asen-

raum einer Strahlung, die den Hohlraum V ausfüllt, müßte daher: 

0. = ~ 4 np2 dp = ~nV E2 dE = 4nT' v2dv (2) 
,n h3 h3 c3 c3 

betragen. Dieser Ausdruck ist aber noch zu verdoppeln, um der 
Tatsache Rechnung zu tragen, daß einer bestimmten Frequenz 
und Strahlrichtung zwei verschiedene Photonen entsprechen 
können, die sich durch ihren Polarisationszustand unterscheiden. 
In Formel (2) ist also statt des Koeffizienten 4 n ein Koeffizient 
8 neinzusetzen. 

Wir erinnern uns an den Abschnitt 3 des zweiten Kapitels 
[Gleichung (11 )], in dem wir die Anzahl von Eigenfrequenzen eines 
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V olumens V berechnet haben, die dem Intervall J! bis J! + d J! an
gehören. Diese Anzahl ist l gleich der Zahl der Zellen im Phasen
raum, die durch den (verdoppelten!) Ausdruck (2) gegeben ist. 
Es liegt nahe, die beiden Begriffe zu koordinieren. Jeder Zelle 
i h3 im Phasenraum soll eine Eigenschwingung des Hohlraumes 
zugeordnet sein. Diese Parallelität wurde schon am Anfang des 
fünften Kapitels bei der Definition der Zellen h3 diskutiert. 

Nach erfolgter Abzählung der Zellen mit der Energie Ei gehen 
wir weiter wie in Abschnitt 2 des vorangehenden Kapitels vor, 
indem wir ni Teilchen (Photonen) auf diese Yi Zellen zu verteilen 
suchen. Die Anzahl der verschiedenen möglichen Verteilungen ist 
durch Formel (11) aus dem fünften Kapitel gegeben. In der 
SnRLINGSchen Näherung lautet sie: 

10gP = Z[ - YilogYi -: n)ogni + (ni + Yi)log(Yi + nilJ· (3) 
/, 

Unter welchen Bedingungen haben wir jetzt die wahrschein
lichste Verteilung zu suchen? Die Gesamtenergie ist gegeben: 

U = LniEi, vU = 2::,Eioni = 0. (4) 

Dagegen ist die Anzahl der Photonen völlig unbekannt. Wir 
dürfen sogar annehmen, daß sie unendlich groß ist. Denn ohne 
die Gesamtenergie zu ändern, können wir beliebig viel Photonen 
in die Zelle mit der Energie Null hinzufügen! 

Bei der Bestimmung des Maximums von log P haben wir also 
nur eine beschränkende Bedingung (4). Anstatt der Gleichung (16) 
des fünften Kapitels erhalten wir daher: 

ologP-ßvU= ~oni[logni~gi-ßEi] =0, (5) 

woraus ni +_gi = efiEi 
n i ' 

gi n·= --, ellEi - 1 
(6) 

folgt. Daraus ergibt sich unmittelbar 2 die PLANcKsche Formel für 

1 In den Formeln des zweiten Kapitels wurde zwischen der Phasen
geschwindigkeit V und der Gruppengeschwindigkeit U unterschieden. Im 
leeren Raume sind beide gleich c. Das Volumen des Hohlraumes wurde 
dort mit G bezeichnet. Wir bezeichnen es jetzt mit V. 

2 Wir hätten ebensogut auch von dem Ausdruck [(14), fünftes Kapitel] 
für die Wahrscheinlichkeit Wausgehen können. Wir müßten für n i alle 
beliebigen Variationen zulassen und erhielten dann, mit l5N =2:l5ni : 

'1 W ,--., 1 N(gi+ni) 
u og = ~un· og· ----

I ni(G+N)· 
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die isotherme Strahlung. Der Anzahl n i von Quanten entspricht 
die Energie nihv. Die Energie der Frequenz v (bis v + dv) beträgt 
also im Spektrum eines Hohlraums mit dem Volumen V: 

8nh,,3 d" 
Vn(v T) dv = n·hv = V-----. \:;" , L c3 hv (7) 

ek1' _ 1 

Für ß haben wir, wie im Abschnitt 2 des fünften Kapitels, den 
Wert IjkT angenommen. Der Beweis ist derselbe wie dort. Bei 
der wahrscheinlichsten Verteilung beträgt die mittlere Anzahl der 
Quanten in jeder Zelle: 

ni 

(j. hv 

ek'T _ 1 

Durch Multiplikation dieses Ausdruckes mit hv finden wir die 
alte Formel für die mittlere Energie eines Oszillators von der Fre
quenz v bei der Temperatur T wieder. 

Wie schon oben bemerkt wurde, entspricht jeder Zelle im 
Phasenraum eine besondere Eigenfrequenz des Hohlraumes. 

Im Falle von materiellen Gasen ist die Anzahl der Zellen groß 
gegenüber der Anzahl der Moleküle. Die Art der benutzten 
Statistik ist daher von geringer Bedeutung für das Ergebnis. 

Doch ist N unendlich, während G endlich bleibt. Bei gegebener Energie 
N 

ist auch G bestimmt. Daher ist G+N gleich 1, und wir erhalten: 

(j.+n. 
iJ 10gW = 1:iJnilog-'--' . 

ni 
Indem wir 

iJ log W - ß iJ U = 0 

setzen, kommen wir wieder zur Gleichung (6) und somit zum PLANcKschen 
Gesetz. 

Wenn wir die Anzahl N von Photonen als endlich und bekannt voraus
setzen (wie das für den Fall zutrifft, wenn die Strahlung einen Hohlraum 
mit vollkommen spiegelnden Wänden ausfüllt, in dem sich gar keine 

N 
Materie befindet), so müssen wir für das Verhältnis N + G einen von 1 ver-

schiedenen Wert e'" behalten. Statt des PLANcKschen Gesetzes erhält 
man dann die Formel: 

die an die Formel eines entarteten Gases in der BOSE-EINSTEINSchen Sta
tistik erinnert. 0; würd~ dabei eine Funktion von T sein. 
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Anders beim Lichte. Für kleine Frequenzen (hv ~ k T) ist die Zahl 
der Photonen sogar viel größer als die der Zellen. Die verschiede
nen Statistiken geben daher abweichende Resultate, und es zeigt 
sich, daß die einzige, die sich hier bewährt, die von BOSE ist. 

Die Methode von PAULI-DIRAC müßte zu einem Nenner 
hv 

(6kT + 1) führen, was der Erfahrung widersprechen würde. Die 
klassische Statistik (Abschnitt 12, viertes Kapitel) ist nicht an
wendbar, da es hier unmöglich ist, zuerst die Individualität der 
einzelnen Teilchen [so Gleichung (31)] vorauszusetzen und nur 
nachträglich in geeigneter Weise der vollkommenen Identität 
der Photonen Rechnung zu tragen. 

Wir können nunmehr ohne Schwierigkeit die Entropie der 
Strahlung berechnen, wenn wir die Definition 3 (Abschnitt 3 
des vierten Kapitels) benutzen. Nach dieser ist die Anzahl von 
Komplexionen, die der wahrscheinlichsten Verteilung entsprechen, 
für die Entropie bestimmend. Es müssen also die Werte (6) in 
Formel (3) eingesetzt werden: 

S = klogP = kßU - k ~gilog(1 - e-ßE,) 1 

= u _ kVjOOS.1I:1'210g[1 _ e-Z~']dv = .!T/ J (8) 
T c3 3T' 

o 

Die Ausrechnung des Integrals ist sehr einfach. Man integriert 
partiell: 

00 

fsn1'2 [ -"-"-] V !8.11:1'3 hdv 1 U -kV r;alog l-e kT dV='r 3c3 hv =31" 
o 0 ek'l'_l 

Die Rechnung von BÜSE erlaubt also, alle Gesetze der iso
thermen Strahlung in einfacher Weise aus der Vorstellung von 
Lichtquanten abzuleiten. Dabei wird angenommen, daß man in 
jeder Zelle eine beliebige Anzahl von Lichtquanten unterbringen 
kann (oder, was dasselbe bedeutet, daß ein Oszillator eine beliebige 
Anzahl von Schwingungs quanten aufzunehmen vermag). 

Nachdem die Entropie bekannt ist, können die Ausdrücke für 
das thermodynamische Potential des Strahlungsgases leicht abge-

leitet werden: lJf = U - T S = - tU, } 

1) = U - T S + P V = O. (9) 

Brillouin, Quantenstatistik. 11 
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Das Potential ifJ ist gleich Null, da der Strahlungsdruck gleich 
einem Drittel der Energiedichte U / V ist. 

Der Ausdruck für 'P kann auch direkt gewonnen werden. Wir 
haben im vierten Kapitel, Abschnitt 9 [Gleichung (18)], das Po
tential 'Ip eines PLANcRschen Oszillators zu: 

'Ip = kT log [1 - e-:;,1 
bestimmt. Da die Größe Vi additiv ist, braucht man zur Be
stimmung von 'Ir nur eine Summierung über alle Frequenzen vor
zunehmen: 

"'" !8,,;,,2 [_"-2'] 1 'P=..:::;.; 1J'Ip = kTV --;;:Jlog 1- e k~' dv = --3-U, (10) 

das Integral ist dasselbe wie in (8). 
2. Die Statistik von PLANeR; Verteilung von Energiequanten 

auf Oszillatoren. Die PLANcRsche Methode ist viel älter als die 
von BüSE. An sie ist die Entstehung des Quantenbegriffes (1900) 
gebunden. Wir wollen zeigen, daß sie zu fast gleichen Formeln 
führt, diese aber in einer ganz anderen Sprache ausdrückt. Wir 
folgen in der Darstellung einem neueren zusammenfassenden Be
richt von PLANCR. Bei dieser Gelegenheit werden wir die Folgen 
der drei Entropiedefinitionen (viertes Kapitel, Abschnitt 3) ver
gleichen können. Um die Beziehung zu den Ableitungen des vorigen 
Abschnittes klarer erscheinen zu lassen, werden wir nach Möglich
keit korrespondierende Größen mit gleichen Symbolen bezeichnen. 

Betrachten wir eine große Anzahl IJ von Oszillatoren von der 
gleichen Frequenz v, die alle apriori unterscheidbar sein mögen. 
Eine bestimmte Energie U soll in Quanten von der Größe E auf 
diese IJ Oszillatoren verteilt werden. Die Anzahl der Quanten 
sei n: U=nE. (11) 

Die Anzahl der möglichen Verteilungen bestimmt sich aus der 
Kombinationsformel [Zusatz 2, Gleichung (12)] zu: 

(n+g-l)! 
P 2 (n, IJ) = --'-(-'::::'-1)' . (12) n. g . 

Der Index 2 bei P erinnert daran, daß diese Zahl der zweiten De
finition von Abschnitt 3 (viertes Kapitel) entspricht. Es ist dies 
die Anzahl von Komplexionen, die eine bestimmte Energie U er
geben. Wir können ohne Schwierigkeit auch die Anzahl P l von 
Komplexionen bestimmen, die zu einer Energie führen, die kleiner 



Die Statistik von PLANCK. 163 

oder gleich U ist. Zu diesem Zweck kann folgender Kunstgriff 
angewandt werden. Es sei eine Verteilung der Energie u« U) 
auf die g Oszillatoren gegeben. Wir fügen einen (g + 1) sten Os
zillator hinzu und geben ihm die Energie U - u. Man erhält auf 
diese Weise eine Verteilung der Energie U auf g + 1 Oszillatoren, 
und zwar kann man in dieser Weise alle solche Verteilungen reali
sieren. Die Gesamtzahl der Komplexionen PI' die der Energie 
u < U entsprechen, ist demnach: 

(n+g)! 
PI (n, g) = P 2 (n, g + 1) = -,-, . (13) 

n. g. 

Es ist klar, daß, wenn n und g sehr groß gegen 1 sind, die 
Größen PI und P 2 kaum voneinander verschieden sind. Beide 
werden (nach STIRLING) annähernd durch den Ausdruck: 

logPI = logP2 = (n + g) log(n + g) - glogg - nlOgn) 

= g [( 1 + ;) log( 1 + ~) _ ; log-;-] (14) 

bestimmt. Fragen wir nunmehr nach der wahrscheinlichsten 
Energieverteilung auf die verschiedenen Oszillatoren von der 
Frequenz v . Wir wollen bestimmen, wieviel Oszillatoren eine Energie 
mE haben. Ihre Anzahl sei Nm. Das Energieverteilungsgesetz 
wird dann durch einen Ausdruck: 

Nm = f(mE) 
beschrieben. Die Bedingungen: 

g = ,LNm und U = nE = EJ:mNm (15) 

sind dabei zu berücksichtigen. 
Es ist leicht, die Anzahl von Komplexionen zu berechnen, die 

diesem Verteilungsgesetz entsprechen. Wir können sie bestimmen, 
indem wir zunächst Gruppen von Energiequanten bilden: No 
"Gruppen" zu Null Quanten, NI Gruppen zu einem Quant, 
N 2 zu zwei Quanten, allgemein Nm Gruppen zu m Quanten. 
Diese Gruppen müssen wir auf g Oszillatoren verteilen. Da die 
Gruppen aus gleicher Anzahl von Quanten identisch sind, ist die 
Anzahl der Verteilungen durch die Formel von Variationen mit 
Wiederholungen gegeben: 

g! 
P= IiNm ! ' logP = ~N log··~-

...::.. m 2v m 
(16) 

(in der Näherung von STIRLING). Man kann leicht die wahrschein
lichste Verteilung bestimmen, indem man die Forderung aufstellt, 

11* 
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daß P einen maximalen Wert haben muß, unter Berücksichtigung 
der Bedingungen (15). Die Rechnung ist fast gleichlautend mit 
der im Abschnitt 13 des vierten Kapitels [Gleichung (32) und (33)] 
gegebenen. Es ergibt sich: 

Nm = e- IX - ßmE • (17) 

Die zunächst willkürliche Konstante <X bestimmt sich aus der 
Bedingung (15) in einer Weise, die den Rechnungen im Abschnitt 9, 
[viertes Kapitel, Gleichungen (17) und (18)], vollkommen analog ist. 
Man erhält: 

g = ""'"' N = ~-'" ""'"' e-(imE = e-~ (18) ~ In ~ ~ l_e- fiE " 

n = ~mNm = - a(~~) = e-IX(i-~~~~E)2 = -;111/'=-1' 
Was die Konstante ß betrifft, so ist diese auch hier gleich 1jk T, 
was in derselben Weise wie früher bewiesen werden kann. Aus 
diesen Formeln schließen wir, daß die wahrscheinlichste Energie 
eines Oszillators Null ist [Gleichung (17)], daß aber die mittlere 
Energie [Gleichung (18)]: 

nE E 
'J eßE - 1 

beträgt. Dies ist die Formel von PLANCK, zu der wir schon wieder
holt auf verschiedenen Wegen gelangt sind. Wenn man statt der 
Systeme aus Einzeloszillatoren solche aus je p zusammengefaßten 
Oszillatoren untersucht hätte, so wäre man zur Schlußfolgerung 
gekommen, daß die wahrscheinlichste Energie eines Systemes aus p 
Oszillatoren mit genügend wachsendem p dem p-fachen des Mittel
wertes für die Energie eines Einzeloszillators zustrebt. 

Jetzt können wir auch noch die Anzahl Pa von Komplexionen 
bilden, die der wahrscheinlichsten Verteilung bei der Energie U 
entsprechen (viertes Kapitel, Abschnitt 3, Definition 3). Es ge
nügt dazu, den Wert (17) in die Formel (16) einzusetzen und (18) 
zu berücksichtigen: 

10gPa = ~ Nmlog: = ~ Nm(rx + ßmE + logg) 
m 

= nßE - ~ N m log(1- e- filt ) = nßE + glog ; + gßE 

= (n + g)log(1 + ~) + glog ; 

= (n + g)log(n + g) - nlogn - glogg. 
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Wir finden genau den Ausdruck (14) wieder. Auch in diesem Fall 
sind also die drei Definitionen der Entropie praktisch identisch. 
Um zwischen PI' P 2 und P 3 zu unterscheiden, müßte man auch 
hier - wie beim idealen Gas (viertes Kapitel, Abschnitt 13) - auf 
die Vernachlässigung von 1 neben g und n verzichten und in der 
STIRLINGSchen Formel mehr als die zwei ersten Glieder benutzen. 
Die Zusatz glieder sind nicht mehr proportional der Anzahl g von 
Oszillatoren. Es werden Glieder auftreten, die proportional 
log g oder log n sind und auch solche, die mit wachsendem g 
oder n abnehmen. Praktisch ist aber die Bedeutung dieser Glieder 
gleich Null. 

Wir haben im vorigen Abschnitt die Verteilung der isothermen 
Strahlung auf verschiedene Frequenzen untersucht. Die PLANCR
sche Rechnung erlaubt uns, die Energieverteilung auf verschiedene 
Oszillatoren gleicher Frequenz zu bestimmen. Da aber die Begriffe 
"Oszillator" und "Zelle im Phasenraum" einander äquivalent 
sind, so bestimmt das nach PLANCR abgeleitete Gesetz für die 
Verteilung von Energiequanten auf Oszillatoren auch die Ver
teilung von Photonen auf die Zellen mit bestimmter Energie 
im Phasenraum. 

3. Versuch einer Statistik, die auf Elementarvorgänge anwend
bar wäre. Die verschiedenen bis jetzt wiedergegebenen Methoden 
(BOSE-EINSTEIN, FERMI-DIRAC, PLANCR) haben dasjenige ge
meinsam, daß sie sich alle ausschließlich mit der endgültigen Ver
teilung (von Molekülen, Atomen oder Lichtquanten) beschäftigen, 
ohne nach dem Mechanismus zu fragen, der zur Einstellung dieser 
Verteilung führt. Durch Berufung auf die offenbare Gleichheit 
der Eigenschaften aller untersuchten Teilchen entgeht man der 
Notwendigkeit, die Geschichte jedes Teilchens einzeln zu verfolgen. 
Wonach man fragt, ist nur die Anzahl der Teilchen in jeder Zelle. 
Man kümmert sich nicht darum, wie diese Teilchen dorthin ge
raten sind. 

Diese Art der Untersuchung ist sehr geeignet zur Feststellung 
des wahrscheinlichsten Zustandes, zur Ableitung der Gleich
gewichtsbedingungen usw. Es gibt aber Probleme, die man auf 
diese Weise nicht aufklären kann. Dies sind die Probleme der 
Kinetik (die denen der chemischen Kinetik analog sind). Z. B. 
können wir nach der Wahrscheinlichkeit dafür fragen, daß ein 
bestimmtes Molekül (von gegebener Lage und Geschwindigkeit) 
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mit einem anderen Molekül unter vorgeschriebenen Bedingungen 
des Druckes und der Temperatur zusammenstößt. Analoge Fragen 
kann man auch in bezug auf die Wechselwirkung von Molekülen 
mit Elektronen oder Lichtquanten stellen. Alle diese Fragen sind 
nach den bisher dargestellten Methoden nicht beantwortbar, da 
alle statistischen Rechnungen bis jetzt auf einem bewußten Gleich
setzen aller Teilchen (Atome, Quanten, Elektronen ... ), deren 
Verteilung man untersuchte, beruhten. Bei der Untersuchung 
der Elementarprozesse ist es aber ein bestimmtes Molekül oder 
ein bestimmtes Elektron, dessen Schicksal man verfolgen will. 
Infolge verschiedener Vorgeschichte besitzen die Teilchen von 
diesem Standpunkte aus eine Individualität, man darf sie nicht 
mehr einfach miteinander verwechseln. Um die Elementarvor
gänge zu untersuchen und die kinetischen Gesetze abzuleiten, 
müssen wir von einer Statistik ausgehen, die auf einer a priori
Identifizierung der untersuchten Teilchen beruht; die Teilchen 
müssen an sich alle gleich sein, dürfen aber eine individuell 
verschiedene Geschichte besitzen. Von dieser Statistik müssen wir 
fordern, daß sie trotz des abweichenden Ausgangspunktes zu den 
gleichen Ergebnissen führt, wie die oben angewandten Methoden. 

Man kann den Unterschied der beiden Standpunkte noch ver
anschaulichen, indem man sagt: in den bis jetzt verwandten Sta
tistiken wurden alle Teilchen auf einmal in die zu ihrer Aufnahme 
bestimmten Zellen geworfen. Jetzt wollen wir dagegen nach den 
Gesetzen suchen, die wir bei einer sukzessiven Verteilung der ein
zelnen Gegenstände auf die offenstehenden Zellen zu befolgen 
haben. Die erste Betrachtungsart ist theoretisch korrekt, ent
spricht aber keinem praktisch ausführbaren Vorgang. Die zweite 
beschäftigt sich dagegen mit den Prozessen, die auch in der Natur 
zu der Einstellung des wahrscheinlichsten Zustandes führen. 

Der Verfasser hat gezeigt, daß man auf folgendem Wege zu 
der gewünschten Lösung kommen kann. Man stelle sich N in
dividuell verschiedene Kugeln vor. Sie müssen auf die Energie
niveaus E l , E 2 , ••• , Ei verteilt werden, wobei in die gi Zellen des 
i-ten Niveaus n i Kugeln kommen sollen. In dieser Form ist das 
Problem sehr ähnlich dem in Abschnitt 13 des vierten Kapitels 
untersuchten Problem der klassischen Statistik. Jedoch soll jetzt 
eine neue Hypothese Anwendung finden, die die ganze Sachlage 
vollkommen ändert. 
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Diese Hypothese lautet: Jedes Teilchen soll ein bestimmtes V 0-

lumen b im Phasenraum vollständig ausfüllen. Wenn man das Vo
lumen der einzelnen Zelle als Einheit benutzt, so bleibt also in 
einer Zelle, die schon ein Teilchen enthält, nur ein "freier Raum" 
von der Größe 1 - b übrig, usw. Die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß in eine Zelle, die bereits eine Besetzung p aufweist, noch ein 
Teilchen gelangt, ist dann proportional (1 - pb). 

Die klassische Theorie entspricht von diesem Standpunkte aus 
dem Extremfall b = O. Die einzelnen Teilchen sind in dieser 
Theorie voneinander vollständig unabhängig und können sich 
nicht gegenseitig stören. In der FERMI-DIRACSchen Theorie ist 
b = 1, jedes Teilchen füllt eine ganze Zelle aus. Um die Formeln 
von BosE und EINSTEIN zu gewinnen, muß man die Annahme 
b = - 1 machen. Wenn die Wahrscheinlichkeit für die Aufnahme 
eines Teilchens für eine leere Zelle 1 beträgt, so wird sie bei der 
Annahme in eine bereits mit einem Teilchen besetzte Zelle gleich 
2, für eine Zelle mit 2 Teilchen ist sie gleich 3, allgemein für eine 
Besetzungszahl p gleich p + 1. 

Es wurde schon gezeigt, daß die BOSE-EINSTEINsche Statistik 
den einzigen Weg darstellt, um das PLANcKsche Gesetz aus der 
Vorstellung des Lichtquantengases abzuleiten. Wir haben schon 
darauf hingewiesen, daß bei dieser Statistik jede Zelle eine belie
bige Anzahl von Teilchen (oder jeder Oszillator eine beliebige An
zahl von Energiequanten hv) akkumulieren kann. Die vorstehende 
Bemerkung verschärft noch diese früheren Aussagen. Wenn man 
das Verhalten der Lichtquanten zeitlich verfolgt, muß man eine 
Tendenz zur Anhäufung, zur Assoziation möglichst vieler Quanten 
in einer Zelle feststellen. Diese Gruppen von assoziierten Licht
quanten muß man als ein Äquivalent zu den "Wellenzügen" in der 
klassischen Wellentheorie des Lichtes betrachten. Die Tendenz 
zur Gruppierung ist offenbar sehr groß, denn wenn die Wahrschein
lichkeit dafür, daß eine Zelle nur ein Teilchen enthält, gleich 1 
gesetzt wird, so ist die apriori-Wahrscheinlichkeit dafür, in einer 
Zelle (p + 1) Teilchen anzutreffen, gleich: 

1·2·3 .... (p+ 1) = (p+ I)!, 

wie man dadurch feststellt, daß man die Wahrscheinlichkeiten für 
das Einfangen des ersten, zweiten, dritten ... [usw. bis zum 
(p + l)-ten] Teilchens superponiert. 
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4. Ausbau der vorstehenden Hypothese. Um die Folgen der 
oben formulierten Hypothese zu entwickeln, werden wir den Über
legungen des Abschnitts 13 (viertes Kapitel) folgen. Wir müssen 
zuerst unsere N Teilchen auf die Gruppen n I , n 2 , ••• , n i , •.. ver
teilen, die den Niveaus EI ,E2 , ••• , Ei' ... zugeordnet werden sollen. 
Für diese Verteilung gibt es: 

N! 
(19) 

verschiedene Möglichkeiten. Jetzt nehmen wir uns die n i Teilchen 
vor, die auf die gi Zellen des Niveaus Ei verteilt werden sollen. 
Für das erste Teilchen gibt es g, verschiedene freie Plätze, für das 
zweite gi - b, allgemein für das p-te gi - (p - l)b. 

Die Anzahl der unter diesen Umständen möglichen verschie
denen Verteilungen ist: 

gi(gi - b) (gi - 2b) ... [gi - (ni - l)b] 

= bni • ~~ (~~ - 1) . .. [.~- (ni - 1)] 
r( ~i + 1) 

= bni • ---;---'.-

r(~- n l + 1) 

(20) 

Bei der letzten Umformung machen wir von den Eigenschaften 
der F-Funktion Gebrauch [so ZURatz 2, Formeln (19) bis (24)]. 
Die gesamte Anzahl der verschiedenen Verteilungen der N Teil
chen auf alle Zellen wird durch das Produkt der Ausdrücke (19) 

und (20) gegeben: (.g. ) 
bni l' . '. + 1 

p=N!II b. . (21) 
i ni ! r ({i, - n, + 1 ) 

Um von der Zahl der Komplexionen zu der Wahrscheinlichkeit 
einer bestimmten Verteilung überzugehen, muß man (21) durch 
die Anzahl aller möglichen Verteilungen von N Teilchen auf 
o Zellen aller Energieniveaus (0 =2: g;) dividieren. Diese An
zahl ist durch den zu (20) analogen Ausdruck: 

1'(0 + 1) 
bN b 

r(-~ - N + 1) 
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gegeben. Wir erhalten somit: 

N! r (~ - N + 1) bfH r (~i + 1) 
W = bNr(~+ 1) . Ir ni!r(~'-- n, + Ir (22) 

Da die Zahlen G, (J, N und n sehr groß sind, wenden wir die STIR
LINGSche Formel an: 

log W = ~ [~(Ji log(Ji - G logG] 
i 

+ Nlog$ + (f - N) log(G - bN) (23) 

~,r ((J) ] + .:...l-nilogni + ni - i log((Ji - bni) . 
i 

Je nachdem, welchen Wert wir der Größe b zuschreiben, können 
wir die Formeln der drei verschiedenen Statistiken wiederfinden. 
Mit b = 0 wird die Rechnung identisch mit der des Abschnittes 14 
(viertes Kapitel) und führt zu den Formeln der klassischen Sta
tistik. Wir können dieses zeigen, indem wir in (23) b gegen Null 
streben lassen. Der Ausdruck: 

~-logg+(n- ~)log(g-bn)=- ~ log(l-b;)+nlcg(g-bn) 

konvergiert dabei gegen: 
n(logg+l), 

und wir erhalten somit die Formel (32) des Abschnittes 14 (viertes 
Kapitel) wieder. 

Wenn wir b = 1 setzen, kommen wir zu den Formeln von 
PAULI, FERMI und DIRAC [fünftes Kapitel, Abschnitt 3, Formel 
(21 a)]. 

Um zu den Aussagen der BOSE-EINSTEINSchen Statistik zu ge
langen, ist man, wie schon oben bemerkt, genötigt, für b den Wert 
b = - 1 anzunehmen. 

Bei diesem Vergleich haben wir die Werte der Wahrschein
lichkeit W benutzt. Diese besitzen, wie schon im vierten Kapitel 
(Abschnitt 12) bemerkt wurde, den Vorzug, bis zu einem ge
wissen Grade von der Annahme identischer oder unterscheidbarer 
Teilchen unabhängig zu sein. 
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5. Vergleieh der Anzahl von Komplexionen naeh den ver
schiedenen Hypothesen. Um vollständig zu sein, muß unser 
Vergleich auch auf die Ausdrücke für die Komplexionenzahlen P 
ausgedehnt werden. Wir haben dafür die allgemeine Formel (21) 
abgeleitet. Durch Einsetzen der verschiedenen b-Werte erhalten 
wir daraus!: 

b= 1, 

b = 0, 

b = -1, 

p= NI II gi! 
. nil (gi- nil!' 

i rr gn, 
P = N! -I' 

ni • 
i 

P = NI II(g,+n;-I)! 
. nil (g, -I)! . 

i 

(24) 

Die erste Formel (24) ist mit der Formel (20) des fünften Ka
pitels (Abschnitt 3) zu vergleichen, die aus der FERMI-DIRACSchen 
Theorie folgt, die zweite mit der klassischen Formel (29) des 
vierten Kapitels (Abschnitt 13). Die dritte erinnert an die BOSE

EINSTEINSehe Formel (11) im fünften Kapitel (Abschnitt 2). 
In allen Fällen sind aber die Ausdrücke (24) im Verhältnis N! 

größer, als die aus der Vorstellung von identischen Teilchen ab
geleiteten Formeln. 

Was hat dieser Faktor N! zu bedeuten? Es lohnt sich, ihn 
näher zu betrachten; denn es wurden schon früher [viertes Ka
pitel, Abschnitt 13, Gleichung (31)] die Schwierigkeiten ange
deutet, die bei der "nachträglichen" Identifizierung der Atome 
oder Photonen entstehen. Die Division durch N! ist zunächst 

-1 
1 Um die dritte Formel zu erhalten, setze man b = 1 _ ;, wo c sehr 

klein ist, und wende die Formel (22) des Zusatzes 2 an: 

r({- + 1) = J'(I- g + gel = Y'TgJ_g-;'j' sinng71 _ c) 

= (-JX. ___ 1_ N _(- 1)"--. 
ge r(g-gc)--ge(g-I)!' 

in analoger Weise erhält man: 

r (L _ n + 1) = (- 1)'~-,,- . ___ 1 __ N __ (=-}t~ 
b gc l'(g+n-ge) - gc(g+n-l)!' 

Im Grenzfall, wenn e gegen Null strebt, kompensieren sich die Potenzen 
von (-1) mit bn, und man erhält in dieser Weise aus (21) die Formel 
(24III). 
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nur erlaubt, wenn jede Zelle höchstens ein Teilchen enthält, 
d. h. in der Hypothese von FERMI-DIRAC (b = 1). In den beiden 
übrigen Fällen (b = 0 und b = -1) kann eine Zelle mehrere Teil
chen enthalten, und wir müssen uns mit der Frage nach ihrem 
Verhalten etwas genauer beschäftigen. 

Greifen wir irgendeine spezielle Verteilung heraus, die durch 
m1 "einfach besetzte", m 2 "doppelt besetzte", allgemein ms ,,8-fach 
besetzte" Zellen gekennzeichnet ist. Welche Wahrscheinlichkeit 
haben wir einer solchen Verteilung zugeordnet? ]'ür die Zellen, 
die ein einziges Teilchen enthalten, setzten wir die a priori-Wahr
scheinlichkeit gleich 1. Für das erste Teilchen in einer doppelt 
besetzten Zelle war die Wahrscheinlichkeit 1, für das zweite 1 - b, 
die Gesamtwahrscheinlichkeit also 1 (1 - b). Durch Verallgemei
nerung gewinnt man den folgenden Ausdruck für die a priori
Wahrscheinlichkeit einer 8-fach besetzten Zelle: 

1(1 - b)(l - 2b) ... [1 - (8 - l)b]. 

Die von uns betrachtete Verteilung wird als Ganzes durch den 
Wahrscheinlichkeitskoeffizienten: 

1mJ [1(1 - b)]m, •. . {1(1 - b)(l - 2b) ... [1 - (8 - l)b]}m, (25) 

gekennzeichnet. Andererseits haben wir in Abschnitt 13 des vierten 
Kapitels [Gleichung (31)] die Anzahl der Verteilungen solcher Art 
bestimmt, die in der Hypothese der individuell verschiedenen 
Teilchen als besondere Verteilungen gelten, in der Hypothese der 
identischen Teilchen jedoch als eine einzige Verteilung angesehen 
werden müssen. Diese Anzahl beträgt: 

N! 

Um von der Komplexionenzahl (24) für unterscheidbare Ob
jekte zu der Komplexionenzahl für identische Objekte überzu
gehen, müssen wir aber, wie im Anfang dieses Abschnittes gezeigt 
wurde, die erste Zahl einfach mit N! - und nicht mit dem eben an
geführten Ausdruck [viertes Kapitel, Gleichung (31)] - dividier:m. 

Dieses Verfahren bedeutet, daß man gleichzeitig auch den 
apriori -Wahrscheinlichkeitskoeffizienten ändert, den man den 
mehrfach besetzten Zellen zuordnet. Wenn 'wir die Anzahl der 
Komplexionen durch N!, statt durch den obigen Ausdruck [viertes 
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Kapitel, Gleichung (31)) dividieren, so führen wir damit an Stelle 
des Faktors (25) den Wahrscheinlichkeitsfaktor: 

Im'[I(I- b)]m2 ••• {1(1- b) ... [1-(s-l)b]}m, 

1"" (2!)m2 ••• (s!)m, 

für die oben betrachtete Verteilung ein. Eine 8 -fache 
einer Zelle .hätte demnach die Wahrscheinlichkeit: 

1(1- b)(I- 2b) ... [1-(s -1)b] 
. ._-------~~-

1. 2. 3 ..... 8 

(26) 

Besetzung 

(26a) 

In der "klassischen" Hypothese ist b = O. Wenn die Teilchen 
als unterscheidbar angesehen werden, sichert diese Annahme ihre 
Unabhängigkeit. Die Chance für eine weitere Besetzung einer 
Zelle bleibt 1, unabhängig von der Anzahl der schon darin ent
haltenen Teilchen. Indem wir bei der Identifizierung der Teilchen 
durch N! dividieren, ändern wir den Wahrscheinlichkeitsfaktor 
für die mehrfache Besetzung. Statt 1 wird er nach (26a) gleich 
1/8 !. Eine wiederholte Besetzung von Zellen, die bereits mehrere 
Teilchen enthalten, wird in dieser Weise bedeutend erschwert. 

Die Annahme b = - 1 führt uns im Falle von unterscheidbaren 
Teilchen zu etwas merkwürdigen statistischen Folgerungen: die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Teilchen in eine bestimmte Zelle 
gerät, wird um so größer, je mehr Teilchen diese Zelle bereits ent
hält. Auch hier änderten wir aber diese Wahrscheinlichkeit in 
dem Augenblick des Überganges zu identischen Objekten. Die a 
priori-Wahrscheinlichkeit einer 8-fach besetzten Zelle wird nach 
(26a) gleich 1. Es ist also natürlich, daß wir auf diesem Wege 
zu den Formeln der Theorie von BOSE-EINSTEIN kommen, die ja 
auf der Hypothese der gleichen Wahrscheinlichkeit aller Besetzungs
zahlen beruht. 

Wir können unsere Methode auch an einem anderen Beispiel 
prüfen, nämlich an dem in Abschnitt 9 des vierten Kapitels dis
kutierten. Wir haben dort festgestellt, daß es in der Rechnung von 
JEANS notwendig ist, die Energiequanten als ununterscheidbar 
anzusehen. Wenn wir jetzt die Hypothese von individuell ver
schiedenen Quanten einführen wollen, so müssen wir - genau 
wie oben - neue Verteilungsgesetze für diese Quanten aufstellen. 
Nehmen wir den Fall von Lichtquanten. Stellen wir uns eine 
große Anzahl N davon vor, die alle individuell verschieden sein 
mögen, obwohl sie die gleiche Energie q = hy haben. Wir schreiben 
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mdavondemResonator und (N - m) dem Thermostaten zu. Diese 

Verteilung kann auf -'(NN~ -)1 verschiedene Weisen geschehen. m. m. 
Nun verteilen wir die m Photonen des Resonators. Für das erste 
gibt es eine Möglichkeit; für das zweite (1 - b) = 2, usw. Ins
gesamt gibt es also: 

1. 2. 3 ..... m = m! 

verschiedene Verteilungen. Um die verbleibenden (N - m) Licht
quanten des Thermostaten zu verteilen, müssen wir die Anzahl g der 
in ihm enthaltenen Resonatoren von der Frequenz l' berücksich
tigen. Die Anzahl der verschiedenen Arten, auf die die Verteilung 
der (N - m) Photonen durchgeführt werden kann, ist dann: 

(g +N -m-I)! 
g(g + 1) ... (g + N - m - 1) = (g _ I)! . 

Der Vergleich der gewonnenen Formeln lehrt, daß die Wahr
'scheinlichkeit, auf einem Resonator im Kontakt mit einem Ther
mostaten m Energiequanten zu finden, durch den Ausdruck: 

NI (fL+ l! - m -=-IL! 
. (g - I)!(N - m)! 

bestimmt ist. Die Fakultäten m! heben sich auf. Diese Rechnung 
beruht auf der Vorstellung von unterscheidbaren Photonen und 
ihrem Streben zur Anhäufung (b = -1). Die Gleichgewichtsver
teilung der Photonen auf die (g + 1) Resonatoren (g im Thermo
staten und 1 außen) bei der Temperatur T wird durch den Aus-

druck: N = ~1_. ~.+g±~ = ek ;' 
q , N 

ek'l' - 1 

bestimmt; denn der dritten Formel (24) ist die Formel (11) 
des fünften Kapitels äquivalent, und diese letztere führt zur 
Gleichung (17). Wenden wir die STIRLINGSche Formel auf das 
früher erhaltene Ergebnis an: 

(g+N -m-I)! 
log (g _ I)!(N _ m)! = (g + N - m - l)log(g + N - m -1) 

- (g - l)log(g - 1) - (N - m)log(N - m) 

= (g + N - l)log(g + N - 1) 
- (g - l)log(g - 1) 
- NlogN - m [log (g + N - 1) -logN] 

+ m2 ( ... ) + ... = A - iF'i. 
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Dieses Ergebnis wird durch die Entwicklung in eine Taylorreihe 
(in bezug auf m, das klein gegen N angenommen werden kann) 
gewonnen. Man berücksichtigt die vorangehende Formel und 
vernachlässigt 1 neben N + g. A stellt die Zusammenfassung der 
konstanten Glieder dar. Insgesamt ergibt sich die Wahrscheinlich
keit dafür, m Quanten auf einem Oszillator im Kontakt mit einem 
Thermostaten zu finden, zu: 

4-!"Q mq 

N!e' k1' = konst.e k1' 

- was genau dem m-ten Glied in Formel (18) des vierten Ka
pitels entspricht, die mit Hilfe der gewöhnlichen Statistik und 
der Vorstellung von untereinander gleichen Photonen gewonnen 
wurde. 

Es kann merkwürdig erscheinen, daß wir die Koeffizienten b 
in einer solchen Weise wählen, daß die daraus für die Wahrschein
lichkeit W gewonnenen Ausdrücke sich zu einem leichten Ver
gleich eignen und nicht darauf achten, daß die Rückkehr zur Zahl 
der Komplexionen ziemlich kompliziert erscheint. Dies entspricht 
aber gerade den Forderungen der Praxis, wie wir es weiter unten 
bei den Anwendungen auf die Probleme der Reaktionsgeschwindig
keit erkennen werden. 

Was wir dort werden bestimmen müssen, ist die relative 
Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustände. Die Anzahl der 
Komplexionen wird dagegen nicht explizite vorkommen. Sie ist 
nur für die Berechnung der Entropie von Bedeutung. 

6. Energieschwankungen in der isothermen Strahlung. Um 
die Energieschwankungen zu bestimmen, fragen wir nach der 
Wahrscheinlichkeit der Verteilungen, die nur wenig von der 
wahrscheinlichsten Verteilung abweichen. Die Ableitungen können 
in einer sehr allgemeinen Weise ausgeführt werden, so daß sie 
sich auf alle drei Typen der Statistik (mit b = 0, - 1 oder + 1) 
anwenden lassen. 

Die Formel (23) gibt uns für eine Variation oni der Anzahl 
der Photonen, die dem Niveau i entsprechen: 

ologW = ONlog-~.i\T, - ~ on;log_n_i - ) 
G - bJli ~ gi - bni 

~ N g. _ bn. (27) 
= on·log--·-'--'· 

, ni G - bN' 
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denn die Variation b N ist die Summe der Variationen bni . Der 
logarithmische Koeffizient von 0 n i stellt die Abgeleitete f) log W I f) n i 

dar. Eine zweite Differentiation ergibt: 

o21ogW 1 b b 1 anT = N + G - bN - n, - g, - bn, 
(28) 

G g, A 
= N(G - bN) - n,(g, - bn.) = - . 

Betrachten wir nunmehr eine Verteilung, die der wahrscheinlich
sten eng benachbart ist. Es seien nl + mt> ... , ni + mi, ... die 
ihr entsprechenden Photonenzahlen. Entwickeln wir log W in eine 
TAYLoRsche Reihe: 

~ OlogW 1 ~ 98210gW 
logW = logWmax + mi-o- + -2 mi~2-· 

. c~ . u~ 
1. t 

Für die wahrscheinlichste Verteilung (W max) verschwindet die 
Summe der Glieder erster Ordnung, wenn man die Bedingungen: 

(konstante Gesamtenergie) berücksichtigt. Wir haben tatsächlich 
(vgl. oben Abschnitt 1, sowie Abschnitt 2 und Abschnitt 3 Im 
fünften Kapitel): 

Olo~Wma, = (X. + ßEi . 
uni 

(X. ist von Null verschieden, wenn 2'mi gleich Null ist; bei LmifO 
ist dagegen (X. = o. Es bleibt jetzt nur der Ausdruck: 

~Am2 logW = logWmax - .::.,; __ ' + ... 
i 2 

übrig. Daraus folgt: 
A1n~ 

W = Wmax • n e--2". 
i 

(29) 

Daraus bestimmt sich das mittlere Schwankungs quadrat (s. 
·Formel (18) im Zusatz 2] zu: 

-2 1 
m i = A· (30) 

Sehen wir jetzt zu, zu welchen Folgerungen die verschiedenen 
Statistiken führen. In der PAULI-FERMI-DIRACSchen Theorie mit 
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b = 1 sind die Ergebnisse kompliziert. Wenn N sehr klein gegen 

G ist, bleibt von dem Ausdruck für m~ nur: 

2_ m i - --c1c----
--1 

(31) 

]( 
ni (1 -~~) 

(b= 1, N<G) 

übrig. Wenn man außerdem noch N als groß gegenüber n i an-
nimmt, so ist: 

(31a) 

Dieselbe Formel erhält man auch, wenn man fordert, daß N kon
stant bleiben soll, wodurch die Glieder mit N und G in (27) und 
(28) zum Verschwinden gebracht werden. Diese Ergebnisse 
können in der Theorie des entarteten Gases Anwendung finden. 

Für die Strahlung sind die beiden anderen Statistiken (b = 0 
oder - 1) von größerer Bedeutung. In diesem Fall ist - bei vor
gegebener Gesamtenergie - die Anzahl N völlig unbestimmt, 
oder, genauer gesagt, N ist unendlich, denn wir können, ohne die 
Gesamtenergie zu ändern, stets noch Teilchen in die Zelle mit 
der Energie Null zufügen. Die Ausdrücke vereinfachen sich unter 
diesen Umständen bedeutend, denn in (28) ist jetzt das erste 
Glied gleich Null. Die Formel (30) ergibt jetzt: 

b = 0, 

b= -1, 
(32) 

Die erste Formel (32) gilt für die klassische Statistik, angewandt 
auf unterscheidbare und vollkommen voneinander unabhängige 
Teilchen. Die zweite bezieht sich auf Teilchen, die ebenfalls in
dividuelle Existenz haben, aber durch eine Tendenz zur Anhäufung 
ausgezeichnet sind. Man kann diese Formel auch nach den Me
thoden von BOSE-EINSTEIN oder von PLANCK ableiten, angewandt 
auf Teilchen, die voneinander apriori nicht unterschieden werden 
können und deren unbegrenzte Akkumulation in einer Zelle er
laubt ist. 

Erinnern wir uns an die Diskussion in Abschnitt 12 (viertes 
Kapitel). Dort wurden die Schwankungen der Strahlung von 
einem ganz anderen Standpunkt aus untersucht. Wir betrach-
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teten das PLANcKsche Gesetz als von der Erfahrung gegeben und 
fragten nach den durch dieses Gesetz bedingten Schwankungen. 
Das Ergebnis sollte uns zur Aufklärung der Struktur der Strahlung 
dienen. An dieser Stelle gehen wir den umgekehrten Weg: wir 
bestimmen die Schwankungen, die den verschiedenen Grundan
nahmen über die Natur der Strahlung entsprechen müßten. 

Die erste Formel (32) ist dieselbe, die im Abschnitt 12 [Glei
chung (26)] abgeleitet wurde. Sie entspricht, wie schon erwähnt, 
dem Fall von unabhängigen, apriori unterscheidbaren Objekten. 

Die zweite Formel (32), die auf der Vorstellung von der Neigung 
der Quanten zur Anhäufung beruht, stellt den richtigen Ausdruck 
für die Schwankungen der isothermen Strahlung dar. Um sie mit 
der Gleichung (25) des Abschnittes 12 (viertes Kapitel) zu ver
gleichen, genügt es mit h2 v 2 zu multiplizieren. Bezeichnen wir 
mit E(= nhv) die Gesamtenergie von n Quanten; I:: sei die ihr 
entsprechende Schwankung mhv. Wir erhalten dann: 

mit: 

_ E2 
1::2 = hvE + --, 

g 

Sn Vv2 dv 
g = --c3 -

Dieser Ausdruck ist mit Formel [(25), viertes Kapitel] tatsäch
lich identisch. Das Streben der Photonen zur Anhäufung in regel
mäßigen Gruppen spielt dieselbe Rolle, wie das Auftreten von 
Wellenzügen in der Wellentheorie. Man findet im Ausdruck für 
die Schwankungen auch das zu E2 proportionale Glied, das ge
wöhnlich auf die Interferenz zurückgeführt wird, wieder. Dieser 
Punkt wurde von BOTHE hervorgehoben. Gegen seinen Beweis 
können aber Einwände erhoben werden, während unsere oben 
gegebene Ableitung die Sachlage vollkommen klärt. 

7. Emission und Absorption der Strahlung durch ein Atom. 
Der erste Versuch einer Ableitung der Gesetze, die bei der Ab
sorption und Emission von Licht durch die Atome ins Spiel treten, 
wurde 1917 von EINSTEIN durchgeführt. Die von ihm aufgestellten 
Prinzipien haben in der Geschichte der Atomtheorie eine wichtige 
Rolle gespielt. Die von EINSTEIN angewandte Methode war weit
gehend empirisch. Er ging von sehr allgemeinen Gesichtspunkten 
aus und gab ihnen eine genauere Formulierung nur dadurch, daß 
er das PLANcKsche Gesetz von vornherein als notwendiges Er
gebnis der Rechnungen postulierte. 

Brillouin, Quantenstatistik. 12 
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Wir können jetzt anders vorgehen und die EINSTEINschen 
Regeln direkt aus den statistischen Prinzipien ableiten, die wir 
in den vorangehenden Abschnitten kennengelernt haben. Be
trachten wir ein Atom oder ein Molekül, dessen quantentheoretisch 
erlaubten Zustände die Energien: 

besitzen mögen. 
Unter diesen Energiewerten dürfen einige untereinander gleich 

sein. Wir werden solche Fälle noch näher betrachten. An dieser 
Stelle nehmen wir an, daß die Untersuchung der betreffenden 
Atome bis zu einer vollkommen eindeutigen Kennzeichnung jedes 
- durch einen Index 1 , 2, ... , l, m, ... beschriebenen - Zustands 
durchgeführt worden ist. Im Falle des Wasserstoffatomes besteht 
diese vollständige Kennzeichnung in der Angabe der vier Quanten
zahlen, drei für die Umlaufbahn des Elektrons und einen für seinen 
Drall. 

Diese vier Quantenzahlen reichen aus, um die Energie eines 
ruhenden Wasserstoffatomes eindeutig zu bestimmen. Wenn das 
Atom frei ist, so kann es sich noch als Ganzes in dem ihm zur Ver
fügung gestellten Raum bewegen. Dieser translatorischen Be
wegung entsprechen drei weitere Quantenzahlen. Dadurch wird, 
nach den Angaben vom vierten Kapitel, die Zelle h3 bestimmt, 
der das Atom angehört. 

Wir stellen uns nun vor, daß sich das betrachtete Atom in 
einem Hohlraum von der Temperatur T befindet, das Atom ist 
also von einer isothermen Strahlung von dieser Temperatur um
geben. Die relative Wahrscheinlichkeit seiner verschiedenen Zu
stände im Gleichgewicht mit dieser Strahlung ist durch die For
mel (15) des Abschnitts 8, viertes Kapitel, gegeben: 

11'-Bl 

Wz = e kT . 

Die Größen Wz bestimmen die mittlere Verweilzeit jedes Atoms 
in dem loten Zustand. Wenn sich die Beobachtung über eine ge
nügend lange Zeit 7: eJ:streckt, so muß jedes Atom abwechselnd 
alle energetischen Zustände durchlaufen. Dabei wird die Summe 
aller Zeitintervalle, während der es sich im loten Zustand be
findet, durch den Ausdruck WZ7: bestimmt sein. 

Wir wollen jetzt die Bedingungen, unter denen eine Umwand
lung des Atoms aus dem Zustand E z in den Zustand Em stattfindet, 
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näher betrachten. Die Energie E m sei größer als EI. Die Umwand
lung muß durch die Absorption einer Frequenz v bedingt sein, 
die der Gleichung: 

(33) 
entspricht. 

Es sei zunächst angenommen, daß sich das Atom vor der 
Umwandlung in bezug auf die Wände des Hohlraumes in Ruhe 
befindet. 

Die Energie hl' wird dem Strahlungsfeld entnommen. Bei dem 
umgekehrten Prozeß l -->- m wird ein gleicher Energiebetrag vom 
Atom an die Strahlung abgegeben. Das Atom tauscht also seine 
Energie mit einem der g Resonatoren der Frequenz v aus. Man 
kann auch sagen, daß das Atom ein Photon aus der einen der g 
Zellen absorbiert, die der Strahlung dieser Frequenz entsprechen. 
Es wurde schon oben (Abschnitt 1 und 2) wiederholt darauf hin
gewiesen, daß die Begriffe "Resonator" und "Phasenraumzelle" 
Synonyme sind. 

Im thermischen Gleichgewicht sei die mittlere Anzahl der Pho
tonen in einer Zelle gleich p; wir haben dann nach (6): 

gp= n, 
hv n -__ ekT = 1. 

g+n 
(34) 

Die Anzahl g der Zellen und die Anzahl n der Quanten von der 
Frequenz v sind für ein Volumen V durch die Gleichungen: 

nhv = Ve(v, T)dv (35) 

gegeben,worin e die Energiedichte der Strahlung v (bis v + dv) 
bedeutet. 

Bei der Absorption nimmt das Atom einen Lichtquant aus 
einer v-Zelle auf. Wir setzen die Wahrscheinlichkeit eines solchen 
Vorganges proportional der Zahl g der Zellen und der Zahl 7ft 
der Quanten in jeder Zelle: 

(36) 

wo al ", einen numerischen Koeffizienten bedeutet. Die Anzahl der 
Absorptionsvorgänge in der Zeiteinheit erhält man durch Multipli
kation von P1m mit der relativen Verweilzeit Wl im l-ten Zu
stand: lp-El 

IIlm = almn e k'F. (37) 

12* 
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Welche Formeln gelten nun für den umgekehrten Vorgang, für 
die Rückkehr des Atoms aus dem Zustand m in den Zustand l 
unter Emission des Quantes hY1 Wenn das Atom dieses Photon 
aussendet, so muß das letztere von einem der g Resonatoren (einer 
der g Zellen) aufgenommen werden, die der Frequenz J' entsprechen. 
Die Wahrscheinlichkeit dafür muß proportional 1 + 15 gesetzt 
werden, wie dies aus den Abschnitten 3 und 4 dieses Kapitels 
folgt. Wir setzen also: 

(38) 
und: 

1J)-Em 

IIml = aml(g + n) ekT. (39) 

Wir schreiben nun die Gleichgewichtsbedingung (gleiche An
zahl von Umwandlungen in beiden Richtungen) auf: 

(40) 

Die Beziehung (33) hat uns eine Umformung des Exponenten 
erlaubt, und die Bedingung (34) führte zu einer endgültigen Ver
einfachung der Formel. Die Koeffizienten alm und aml müssen dem
nach gleich sein. Welche Gesetze der Absorption und Emission 
ergeben sich aus dieser Ableitung? Für die Absorption ist ihre 
Formulierung einfach: die Beziehung (36) ergibt: 

P lm = alm n = Blme(y, T) (41) 
mit: 

V 
B lm = al mhy dy. 

Die Absorption ist demnach proportional der Energiedichte der 
entsprechenden Strahlung. 

Für die Emission finden wir: 

P ml = alm (g + n) = Alm + Blme, (42) 
mit: 

Dieses ist das EINSTEINSche Gesetz: die Aussendung eines Strah
lungsquantes hY kann spontan mit einer Wahrscheinlichkeit Alm 

geschehen; in einem Strahlungsfeld von der Frequenz y wird aber 
die Wahrscheinlichkeit der Emission um einen der Strahlungs
dichte proportionalen Betrag erhöht. Das Glied B lm (! in (42), 
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das diesem Einfluß des Feldes Rechnung trägt, nennt man die 
Wahrscheinlichkeit der erzwungenen Ausstrahlung. 

8. Diskussion; Fall der Entartung. Die ganze Ableitung be
ruht auf einer einfachen Hypothese, die uns zu der Beziehung (40) 
führte: Wir nehmen an, daß jede Umwandlung im Gleichgewicht 
durch eine vollständig entsprechende Umwandlung in entgegen
gesetzter Richtung kompensiert wird. Dies ist die Hypothese des 
vollständigen (oder mikroskopischen) Gleichgewichtes, das nicht nur 
in bezug auf den Gesamtzustand, sondern auch in bezug auf alle 
Einzelvorgänge herrschen soll. Nicht immer hat man diese An
nahme gemacht. Oft wurde angenommen, daß sich .z. B. die PLANCK
sche Energieverteilung zwar als Ergebnis aller Einzelprozesse zu
sammen einstellt, nicht aber ein entsprechendes Gleichgewicht 
jedes Einzelprozesses für sich voraussetzt. Dieser Standpunkt 
scheint aber unlogisch zu sein. Denn wenn irgendwelche isotherme 
Prozesse an sich zu einem Verteilungsgesetz führen, das von 
dem PLANcKschen abweicht, so wäre es sicher möglich, experi
mentelle Bedingungen zu finden, unter denen diese Prozesse be
sonders begünstigt erschienen gegenüber denen, die gewöhnlich 
ihren Einfluß kompensieren. Man müßte dann Energieverteilungen 
beobachten, die von dem PLANcKschen Gesetz abweichen. Solche 
Beobachtungen sind aber niemals gemacht worden. Es ist also 
folgerichtig anzunehmen, daß jede Wechselwirkung zwischen 
Materie und Strahlung schon an sich zu der PLANcKschen Energie
verteilung führt. G. N. LEWIS hat wiederholt darauf hingewiese~, 
daß man ohne die Annahme eines solchen mikroskopischen Gleich
gewichts nicht auskommt. 

Es kann vorkommen, daß das betrachtete atomare System 
eine Entartung zeigt, d. h. daß mehrere Zustände des Systems 
gleiche Energie besitzen. Man wird dann in einer vollständigen 
Analyse des Problems Yl verschiedene Komplexionen mit der 
Energie EI zu berücksichtigen haben, die nach den Werten eines 
neuen Parameters l' unterschieden werden müssen. Dem Niveau 
Em werden Ym Konfigurationen entsprechen, die wiederum zu 
Gruppen mit verschiedenen Werten eines Parameters m' vereinigen 
werden. Die Niveaus Eil' bzw. E mm, sind nur so lange gleich, als 
kein äußeres Störungsfeld die Entartung aufhebt. 

Alle oben gemachten Ableitungen bleiben ohne weiteres gültig, 
wenn man sie auf die Elementarprozesse l, l' -<--+ m, m' anwendet. 
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Wir müssen aber die Auswahlregeln berücksichtigen. Es wird 
nicht möglich sein, von jeder beliebigen der y, Komplexionen des 
Zustandes EI zu jeder der Ym Komplexionen des Zustandes E m über
zugehen. Die erlaubten Änderungen des zweiten Index werden 
gewissen Bedingungen entsprechen müssen. Für jede dieser Um
wandlungen können wir die Gesetze (41) und (42) der Absorption 
und der Emission ableiten. Ihre Koeffizienten werden Funktionen 
der beiden Indizes sein: A (l, l'; m, m') und B (l, l'; m, m'), so
lange alle Energieniveaus getrennt bleiben. Was geschieht nun 
mit ihnen beim Verschwinden des äußeren Feldes und Eintreten 
der Entartung 1. 

Die Intensität der unter diesen Umständen beobachteten 
Spektrallinien muß gleich der Summe der Intensitäten ihrer Kom
ponenten sein, die man bei Anwesenheit eines störenden Feldes 
getrennt beobachtet. Diese Regel der spektroskopischen Stabilität 
zeigt uns, wie wir die Bedingungen für die Emission und Ab
sorption durch ein entartetes Atom zu formulieren haben. Wir 
führen die "Gewichte" YI und Ym des Anfangs- und des Endzu
standes des atomaren Systems ein, die wir gleich der Gesamtzahl 
der zusammenfallenden Einzelzustände setzen. 

Wir nennen dann, wie im vorigen Abschnitt: 

A(m, l), B(m, l), B(l, m) 

die Wahrscheinlichkeitskoeffizienten, die die Emission und Ab
sorption bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit der Emission ist 
dann proportional: 

P,"l = Ym[A(m, l) + B(m, l) e], 

und die der Absorption proportional: 

P Zm = yzB(l, m) (J. 

Aus der spektroskopischen Stabilitätsbedingung folgen dann 
die Beziehungen: 

yzB(l, m) = YmB(m, l) =2:,B(l, l'; m, m), 
l',m' 

YmA(m,l)=LA(l,l'; m,m'). 
r,m' 

Unter Berücksichtigung von (40) und (42) folgt daraus: 

c3 

yzB(l, m) = y",B(m, l) = YmA(m, l) 8~hv3. (42 a) 
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9. COMPToN-Effekt; allgemeine Formeln für alle Vorgänge, 
an denen das Licht beteiligt ist. In dem Beispiel, das wir soeben 
behandelt haben, wurden Absorption und Emission getrennt be
handelt. In vielen Fällen müssen wir aber mit einem gleichzeitigen 
Auftreten beider Prozesse rechnen. Ein Quant wird absorbiert, 
ein anderes gleichzeitig emittiert. Welche Wahrscheinlichkeits
gesetze sind dann anzuwenden 1 Viele. Autoren haben dieses Pro
blem zu lösen gesucht, indem sie von den EINSTEINSchen Grund
sätzen ausgingen. Man fing mit der Aufstellung einfacher a priori
Regeln an und bestimmte dann die zunächst willkürlichen Wahr
scheinlichkeitskoeffizienten durch die Forderung, daß man bei 
ihrem Einsetzen das PLANcKsche Gesetz wiederfinden muß. 

Viel einfacher lassen sich aber dieselben Ergebnisse aus den 
statistischen Grundsätzen der Abschnitte 3 und 4 ableiten. Wir 
beginnen mit dem Beispiel des COMPTON-Effektes, der gewöhnlich 
als ein Zusammenstoß eines Lichtquants mit einem Elektron 
betrachtet wird. 

Die Bedingungen des Prozesses können folgendermaßen kurz 
beschrieben werden: Vor dem Stoß haben wir ein Lichtquant 
h'l'l und ein Elektron mit der kinetischen Energie EI. Nach dem 
Zusammenstoß ein Lichtquant h'l'2 und ein Elektron mit der 
Energie E 2 • Vom Standpunkt der Strahlungsstatistik besteht 
also der Vorgang darin, daß man ein Quant aus der Zelle Al (Fre
quenz '1'1) entnimmt und eins in die Zelle A 2 (Frequenz '1'2) setzt. 

Das Gesetz der Erhaltung der Energie gibt: 

(43) 

Wenn PI und P2 die Anzahl der Photonen in den Zellen Al und A 2 

vor dem Stoß bedeuten, so sind die Besetzungszahlen nach dem 
Stoß PI - 1 und P2 + 1. Unsere statistische~ Regeln besagen, 
daß die Wahrscheinlichkeit für die Entnahme eines Quants aus 
Al proportional PI ist und daß die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
ein Quant in die Zelle A 2 eintritt, proportional 1 + P2 gesetzt 
werden muß. Die resultierende Wahrscheinlichkeit des Über
ganges von Al nach A 2 ist also: 

P12 = a12 PI(1 + P2)· (44) 

Der umgekehrte Vorgang würde in einem Übertritt des Pho
tons aus der (1 + P2)-fach besetzten Zelle A 2 in die (PI - 1)-fach 
besetzte Zelle Al bestehen. Die Zellen Al und A 2 bestimmen dabei 
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die Frequenz und die Richtung der Ausstrahlung. Die Frequenzen 
sind die gleichen wie beim umgekehrten Vorgang, die Richtungen 
sind in den beiden Fällen entgegengesetzt. Die Wahrscheinlichkeit 
des Überganges A 2 ---+ Al bestimmt sich durch den Ausdruck: 

P21 = a21 p~(p~ + 1), (45) 
mit: 

p~=1+P2 und 

Im Gleichgewicht, wenn das System sich in einer isothermen 
Hülle mit der Temperatur T befindet, müssen die Übergänge in 
den beiden Richtungen gleich oft vorkommen. Die mittlere An
zahl der Photonen in den Zellen Al und A 2 ist aber in diesem Fall 
durch folgende Ausdrücke bestimmt, die aus der PLANcKschen 
Strahlungsformel folgen: 

_ _, 1 
PI=Pl=~' 

ekT -1 

- -, 1 
P2 = P2 = hv--;--~ . 

(46) 

ekT _ 1 

Es muß berücksichtigt werden, daß sich das Elektron seltener 
in dem Zustand mit der Energie EI' als in dem mit der Energie 
E2 befindet, wenn EI größer als E 2 ist. Die Verteilung ist nach der 
wohlbekannten statistischen Formel durch den Ausdruck: 

E 

Be- kT (47) 

bestimmt. Wir erhalten somit für die mittlere "Frequenz" der 
Vorgänge Al ---+ A 2 die Formel: 

Die Frequenz der umgekehrten Prozesse ist: 
-E,+hv, 

e~ 

Ba21 (h V l )(~. )' 

ekT _ 1 ekT - 1 

(48) 

(48a) 

Gleichgewicht erfordert Gleichheit von (48) und (48 a). Nach (43) 
sind die Exponenten in den Zählern dieser beiden Ausdrücke iden
tisch, so daß die Gleichgewichtsbedingung sich auf die Forderung: 

(49) 
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reduziert. Die beiden Wahrscheinlichkeiten (44) und (45) sind so
mit gleich. 

In dieser Ableitung wurde implizite angenommen, daß die Än
derung der kinetischen Energie (und somit auch der Bewegungs
größe) des Elektrons keinen bestimmenden Einfluß auf den Ab
lauf des Prozesses hat. Dieses trifft in der klassischen Statistik 
in aller Strenge zu. Praktisch geben aber alle Statistiken in An
wendung auf Elektronen (wie auch auf Atome) die gleichen Er
gebnisse wie die klassische Statistik, solange die Anzahl der Elek
tronen klein bleibt gegenüber der der offenstehenden Zellen. Un
sere statistischen Sätze führen also dazu, daß bei den Zusammen
stößen zwischen Elektronen und Photonen für die ersten die Ver
teilung (47), für die zweiten diejenige (46) erhalten bleibt. Die 
Verteilung (47) ist übrigens nichts anderes als die in der kinetischen 
Theorie wohlbekannte MAxwELLsche Geschwindigkeitsverteilung. 

Was können wir aus dieser überlegung entnehmen? Das 
Wesentliche ist die Gleichheit der Koeffizienten a12 und a21 für 
die beiden inversen Vorgänge. Das übrige, d. h. die Formeln (46) 
und (47), war nur eine einfache Folge der schon früher abgeleiteten 
Gesetze. Die Hypothese, die unserer Statistik der unabhängigen 
Teilchen zugrunde lag (Abschnitt 2 und 3 dieses Kapitels), hat 
uns erlaubt, die einfachen Beziehungen (44) und (45) aufzustellen, 
deren Übereinstimmung mit dem PLANcKschen Strahlungsgesetz 
wir im voraus behaupten durften. 

Welche praktisch anwendbare Formeln können wir aus diesen 
Gesetzen entnehmen? Es genügt, von den Zahlen PI und P2 zu 
den Ausdrücken für die Dichte der Strahlungsenergie überzugehen, 
um solche Formeln abzuleiten. Die Rechnung ist dieselbe wie im 
vorigen Abschnitt [Gleichungen (41) und (42)], und sie ergibt!: 

P12 = e (1'l)[A~ + B' e (1'2)]' } 
P 21 = e(1'2)[A~ + B'e(1'I )] , 

(50) 

1 Nehmen wir z. B. die Gleichung (44). Wir ersetzen darin die Mittel
werte Pl und P2 durch ihre Ausdrücke: 

- n1 e(Yl)dYl c3e(Yl) und: - C3e(y2) 
Pl = (11 = (11 hYl = 8.nhy~ P2 = 8.nhY; , 

und erhalten damit die erste Formel (50). Die zweite Formel für P21 wird 
in analoger Weise aus (45) erhalten. Wir bezeichnen die Koeffizienten in 
(50) mit A' und B', um ihren Unterschied von den Koeffizienten A und B 
in den vorangehenden Formeln hervorzuheben. 
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A' = B' 8nhv~ I 2 C3 

A'l = B' 8nhv~. 
c3 

(50a) 

Dies sind genau die von EINSTEIN, EHRENFEST und PAULI auf an
derem Wege abgeleiteten Gesetze. 

10. Verallgemeinerungen; stöße 'zwischen Teilchen, die ver
schiedenen statistischen Gesetzen gehorchen. Wir können die 
Ergebnisse des vorangehenden Abschnittes noch yerallgemeinern. 
Wir betrachten einen Stoß, an dem mehrere Teilchen von ver
schiedener Art beteiligt sind. Es seien dies die Teilchen Al' A 2 , ••• , 

Ai, ... , deren charakteristische, in Abschnitt 3 und 4 definierte 
"Häufungszahlen" bl , b2 , ••• , bi , ... betragen sollen. Das Er
gebnis des Stoßes soll im Übergang des Objektes Ai aus einer 
PI i-fach besetzten Zelle in eine Zelle mit P2i Teilchen bestehen. 
Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Teilchen die erste Zelle 
verläßt, setzen wir proportional PI i, die Wahrscheinlichkeit für 
die Aufnahme in die zweite Zelle proportional (1 - bi P2i). Die re
sultierende Wahrscheinlichkeit für den Übergang ist: 

Pl-+2 = al -+ 2 llpli(1 - biP2i). 
i 

(51) 

Beim umgekehrten Vorgang muß ein Teilchen aus einer mit 
~i = 1 + P2i Teilchen besetzten Zelle entnommen und in eine 
pi i-fach (pii = Pli -1) besetzte Zelle gesetzt werden. Die Wahr
scheinlichkeit dafür ist: 

P 2 -+ I = a2 -+ l ll p;i(l - bipii). 
i 

(52) 

Die Energie des Teilchens Ai mag EI i betragen, solange es 
sich in der ersten Zelle befindet. Sie nehme in der zweiten Zelle 
den Wert E2i an. Der Energiesatz fordert: 

(53) 

Wir wollen das Problem etwas verallgemeinern und stellen uns 
vor, daß das Teilchen Ai nicht aus einer bestimmten Zelle ent
nommen wird, sondern aus einem Bereich des Phasenraumes, der 
(Jli Zellen enthält. Der Endzustand soll analog nur dadurch ge
kennzeichnet sein, daß sich das Teilchen in einem anderen Phasen
raumbereich befindet, der (J2i Zellen enthalten mag. Die Zahlen 
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nli und n2i sollen die Gesamtzahl der Teilchen in den beiden Be
reichen vor dem Vorgang bezeichnen. Es ist dann im Mittel: 

und die Formeln (51) und (52) erhalten die Form: 

P1--+ 2 = a1 --+ 2 lln1i(1J2i - bi n2i) ' 
i 

P 2 --+ 1 = a2--+1lln~i(lJli - bini i )· 
i 

(54) 

(55) 

Wir müssen jetzt die Gleichgewichtsbedingung aufstellen. Die 
Zahlen ni sind im thermischen Gleichgewicht durch den Ausdruck: 

(56) 

bestimmt. Diese Formel enthält die von BOSE-EINSTEIN und die 
von FERMI-DIRAC als Spezialfälle (b = -1 oder b = + 1) in sich. 
Das Einsetzen dieser n-Werte in (54) ergibt: 

Die Formel für die inverse Reaktion ist: 

Die Produkte der e-Potenzen enthalten nach dem Ausmultipli
zieren die Energiesummen (53) im Exponenten. Infolge der Be
ziehung (53) werden die Brüche in (57) und (58) identisch, und die 
Gleichgewichtsforderung Pu = P 21 führt zu 

a12 = a2l • (59) 

Die Gleichheit der Koeffizienten a12 und a21 gibt somit die Gewähr 
dafür, daß im thermischen Gleichgewicht die Übergänge 1 --+ 2 
ebenso oft stattfinden wie die Übergänge 2 --+ 1. 

Wenn die betrachteten Teilchen Photonen sind, so können wir 
von den Formeln (54) und (55) wiederum zu solchen übergehen, 
die sich auf die Energiedichte der Strahlung beziehen. Die Trans-
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formation geschieht genau wie in Abschnitt 9, und das Ergebnis 
lautet: 

mit: 

Pl2 = If (! ('V1i) [A2i + B i (!('V2i)] ' ) 

P21 - II (! ('V2i) [A li + Bi (! ('V1i)] , 
i 

) 

(60) 

(61) 

Diese letzten Formeln bestimmen die Gesetze der verschieden
sten photochemischen Vorgänge. Wenn eine photochemische Re
aktion von der Absorption der Frequenzen 'V1i und Emission der 
Frequenzen 'V2i begleitet ist, so muß die Reaktionsgeschwindig
keit nach einem Gesetz von der Form (60) von der Strahlungs
dichte abhängen. 

11. Das H-Thcorem von BOLTZMANN. Die Entropiezunahme. 
Die Formeln, die wir abgeleitet haben, erlauben uns, den Mechanis
mus der Energieübertragung bei Stößen zwischen verschiedenen 
Teilchen näher zu betrachten. Bis jetzt untersuchten wir nur den 
Fall des bereits eingetretenen thermischen Gleichgewichtes. Jetzt 
nehmen wir an, daß zu Beginn des Prozesses eine ganz willkürliche 
Verteilung besteht; und es soll gezeigt werden, wie sich diese 
Verteilung infolge von Stößen ändert und der wahrscheinlichsten 
Verteilung zustrebt!. Diese Entwicklung bildet den Gegenstand 
des berühmten "H-Theorems" von BOLTzMANN. Der Beweis des 
H -Theorems bildete in der klassischen Mechanik ein sehr heikles 
Problem, während er sich auf Grund der Quantenmechanik ohne 
Schwierigkeit geben läßt. 

Betrachten wir eine Reaktion vom Typus der im vorigen Ab
schnitt betrachteten. Wir fragen nach der Änderung der Gesamt
zahl nli von Teilchen im Bereich (1, i) des Phasenraumes, der gli 
Zellen umfaßt. Diese Änderung wird durch die Bilanz der ent
gegengesetzten Vorgänge (54) und (55) bestimmt: 

dn li II] Te =P21-P12=a12[IIn2k(gu-bknU)- n1k(g2k- bkn2k). (62) 
k k 

1 PAULI, W., in "Probleme der modernen Physik" (SOMMERFELD-Fest
schrift). S. 30. Leipzig: Hirzel 1928. - SCHRÖDINGER, E., Ann. Physik 83, 
956 (1927). - NORDHEIM, L., Proc. Roy. Soc. Lond. A 1l9, 689 (1928). 
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Die Entropie ist nach den Formeln (24) [vgl. fünftes Kapitel, 
Gleichungen (11) und (20)] durch: 

10gP= ~ =4[(ni-t)log(gi-bini)-nilogni+{~10ggi] (63) 
, 

gegeben. Einer Variation dni entspricht also folgende Variation 
der Entropie: 

(64) 

Am Anfang sei eine durch eine bestimmte Reihe von ni-Werten 
charakterisierte Verteilung vorhanden. Nehmen wir an, daß sich 
diese Verteilung infolge eines Vorganges ändert, der durch For
mel (62) beherrscht wird. Einfachheitshalber tun wir so, als ob 
nur eine Art von Vorgängen möglich wäre. Wenn mehrere Pro
zesse auf einmal auftreten, hat man nur die Ausdrücke (62) über 
alle solche Prozesse zu summieren. Wir kennen - dies ist der ent
scheidende Punkt - nur die Wahrscheinlichkeiten der Vorgänge 
1 --* 2 und 2 --* 1. Wir können aber nicht mit Sicherheit angeben, 
in welchem Augenblick der eine oder der andere Prozeß wirklich 
eintreten wird, genauer gesagt, können wir nicht wissen, welcher 
von diesen beiden Prozessen zuerst stattfindet. Unter diesen Um
ständen wird die Unterscheidung von na und n~k (d. h. der Zahlen 
von Teilchen in den einzelnen Zellen vor dem Vorgang 1 --* 2 von 
den Zahlen der Teilchen in den Zellen vor dem Vorgang 2 --* 1) 
unmöglich. Wir müssen diese beiden Zahlenreihen einander gleich 
setzen. Sie stellen die mittlere Verteilung in dem betrachteten 
Augenblick dar. Mit der Zeit ändern sie sich, mit einer durch (62) 
bestimmten mittleren Geschwindigkeit, was nach (64) auch zu 
einer bestimmten mittleren Geschwindigkeit der Entropieänderung 
führt: 

Wir haben in diesem Ausdruck die Änderungen dnl;fdt berücksich
tigt, die durch (62) bestimmt werden und die Änderungen dn2i/dt, 
für die dieselbe Formel, aber mit umgekehrtem Vorzeichen, gilt. 
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Man kann die obige Formel noch umformen. Wir ersetzen die 
Summe der Logarithmen durch den Logarithmus des Produktes 
und führen die Variablen: 

Xl =rrf1!:-=-~!!l~ 
nlk 

k 

X 2 =TIg2k - bk n2k 

n2k 
k 

(65) 

ein. Wir finden dann: 

dS 
dt = a12 kil nlk n2dX 1 - X 2) (logXI - logX2) • (66) 

k 

Diese Formel genügt, um den angestrebten Beweis zu erbringen. 
In der Tat: Beachten wir zunächst, daß Xl und X 2 zwei positive 
Zahlen sind; denn in der Statistik von BOSE-EINSTEIN ist bk 

gleich -1, alle Faktoren werden somit positiv; und in der Statistik 
von FERMI-DIRAC ist bk zwar gleich + 1, dafür ist aber immer 
nlk < glk. Andererseits müssen wir berücksichtigen, daß der Lo
garithmus eine im Gebiet 0 bis 00 monoton ansteigende Funktion 
darstellt. Das Vorzeichen von (log Xl - log X 2) ist also immer das
selbe wie das von (Xl - X 2 ). Es folgt daraus: 

(Xl - X 2) (logXI - logX2):> 0, 

wobei der Wert 0 nur bei Xl = X 2 möglich ist. Gleichung (66) gibt 
jetzt: 

dS 
dt~O. (67) 

Wir sehen jetzt, worin der genaue Sinn des Entropiegesetzes 
besteht: die wahrscheinlichste Veränderung der Entropie geht 
stets in der Richtung nach ihrer Vergrößerung. Schwankungen 
sind nicht ausgeschlossen, bisweilen kann die Entropie auch etwas 
abnehmen. Die allgemeine Entwicklung geht aber immer in der 
durch (67) bestimmten Richtung. Dieses folgt eindeutig aus den 
Bemerkungen, die wir am Anfang .dieses Abschnittes gemacht 
haben. Über die Evolution eines einzigen isolierten Systemes 
können wir nichts aussagen, da wir die.genauen Gesetze der Ele
mentarvorgänge nicht kennen. Alles, was wir darüber wissen, 
wird in den Wahrscheinlichkeitsformeln (62) zusammengefaßt, 
die uns die wahrscheinlichste Änderung einer gegebenen Größe, 
n i oder S, vorauszusagen gestatten. 
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Die obige Überlegung kann noch weiter geführt werden. Es 
ist möglich, auf dem eingeschlagenen Weg auch zu der Charakte
risierung der stabilen Gleichgewichtszustände (also zu den Ver
teilungsgesetzen von BüSE-EINSTEIN oder von FERMI-DIRAC) zu 
gelangen. Das Gleichgewicht kann nur vorhanden sein, wenn die 
Größen Xl und X 2 gleich sind. Es ist dann: 

logXI -logX2 = ",,",logg'k-b~,~_ ",,",loggH-bk n2 k =0. (68) 
...::... n, k ...::... n2k 

k k 

Diese Bedingung muß für alle Prozesse zutreffen, die sich 
zwischen den betrachteten Teilchen abspielen können. Die einzige 
einschränkende Bedingung stellt der Energieerhaltungssatz: 

2: Eu - 2: E2k = 0 (69) 
k k 

dar, wo Eu und E2k die Energien der Teilchen vor und nach dem 
Prozeß bedeuten. Damit aus der Bedingung (69) stets die Beziehung 
(68) folgt, muß offenbar: 

(70) 

sein. Die Größe IX kann von Null verschieden sein, wenn die 
Anzahl der betrachteten Teilchen während des Prozesses nicht 
geändert wird, so daß einem jeden Teilchen (1, k) nach dem Prozeß 
ein Teilchen (2, k) von gleicher Art entspricht. Diese Voraus
setzung ist bei materiellen Teilchen erfüllt, und die Formel (70) 
führt in diesem Fall zu den Verteilungssätzen von BüSE oder 
FERMI: 

g n=----, 
elX+1iE + b 

1 
ß=kT' 

wobei b = + 1 (FERMI) oder -1 (BüSE) ist. 
Für den Fall von Lichtquanten müssen wir aber eine andere 

Überlegung anstellen; denn ihre Anzahl braucht nicht konstant 
zu bleiben. Wenn wir in diesem Fall eine Gleichung vom Typus 
(70) angenommen hätten, wä~e uns in (68) ein Restglied von der 
Form - NIXübriggeblieben, worin N die Anzahl der während des 
Prozesses neuentstandenen Photonen bedeutet. Wir müssen also 
IX = 0 annehmen und erhalten dann - wie schon am Beginn dieses 
Kapitels gezeigt wurde - die PLANcKsche Strahlungsformel wieder. 

Die gegebene allgemeine Ableitung beruht wesentlich auf der 
Unsicherheit in bezug auf die Elementargesetze. Schon infolge 
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der HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsrelation (drittes Kapitel) 
können wir die Anfangskoordinaten eines Systemes nur mit einer 
begrenzten Genauigkeit kennen. Wenn wir gleichzeitig eine Ko
ordinate q und das entsprechende Moment p messen wollen, 
können wir dies nur innerhalb bestimmter Fehlergrenzen 11 q und 
11 p machen, wobei das Produkt 11 p LI q nicht kleiner als h gemacht 
werden kann, wenn h die Größe der PLANcKschen Zelle im Phasen
raum eines eindimensionalen Gebildes bedeutet. Wir können also 
nur aussagen: das Teilchen befindet sich in dieser oder jener Zelle. 
Die Form der Zellen hängt von der Art der angewandten Messung 
von q und p, also von experimentellen Bedingungen ab. Da Ener
gie E und Zeit t "konjugierte" Größen sind, die sich wie ein Im
puls zu der entsprechenden Koordinate verhalten, so kann man 
E nur genau messen, wenn die Zeitdauer der Messung genügend 
groß ist (die Messung von E ist ja mit einer Bestimmung der Fre
quenz Y gleichbedeutend). 

Zu dieser Unsicherheit bezüglich der Anfangsbedingungen 
kommt aber noch eine solche in bezug auf die Elementargesetze 
hinzu. Wir mußten diesen Gesetzen eine statistische Formulierung 
von der Art der Gleichung (62) geben. Man kann sich leicht über
zeugen, daß auch die neue Mechanik nichts Eindeutigeres geben 
kann. Betrachten wir z. B. die Emission und Absorption von 
Licht seitens eines Atoms. Wir berechnen das elektrische Moment 
des Atoms, das sich in der Form einer Matrix ergibt, d. h. als 
Gesamtheit einer Reihe von Gliedern: 

wo hYn und hYm die beteiligten: Energieniveaus bedeuten. Jedem 
Term entspricht eine bestimmte Frequenz Y n - Y m der Emission 
(wenn Yn > Ym) oder der Absorption (wenn Yn < Ym). Was wissen 
wir aber über qnm 1 

Dies ist eine imaginäre Größe, bnmei<Xnm, deren Amplitude 
bnm = bmn zwar bestimmt, deren Phase lXnm aber unbekannt ist 
und nur der Bedingung lXnm = -lXmn genügen muß (d. h. die 
Matrix muß eine HERMITEsche sein). Daraus folgt, daß der Augen
blick der Emission sowie ihre Phase unbestimmt bleiben. Man 
kennt nur die Wahrscheinlichkeit der Emission, die durch das 
Quadrat: 

bestimmt wird. 
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Die Bedingung, daß die Matrix vom HERMITliJschen Typus 
sein muß, führt zur Forderung einer gleichen Wahrscheinlichkeit 
für zwei inverse Vorgänge n ~ mund m ~ n. Diese Forderung 
entspricht genau der oben abgeleiteten Forderung nach der Gleich. 
heit der Koeffizienten a12 und a21 : 

a 12 = Ib12 12 , a21 = Ib21 12 • 

Diese allgemeinen Bemerkungen finden auf alle Spezialfälle der 
Wechselwirkung zwischen atomaren Systemen und Licht An
wendung, wie dieses zuerst von PAULI (in der am Anfang dieses 
Abschnittes zitierten Arbeit) betont wurde. 

Siebentes Kapitel. 

Die Anwendung der FERMI - Statistik auf die freien 
Elektronen in Metallen. 

1. Einige elementare Vberlegungen, die die Bedeutung der 
FER~II-Statistik für die Theorie der freien Elektronen in Metallen 
veranschaulichen. Bereits im fünften Kapitel, Abschnitt 9, wurden 
einige Folgerungen erwähnt, die sich aus der FERMI-Statistik für 
das Elektronengas in Metallen ergeben. Die wesentlichste Be· 
hauptung ist, daß dieses Gas fast vollständig entartet ist. Wir 
kehren jetzt zu diesem Problem zurück und betrachten zunächst 
die Größenordnungen der in Frage kommenden Ausdrücke. Wir 
hatten [Gleichung (29) im fünften Kapitel]: 

Nh3 __ 3 N 4 h3 _.3 
Fn(lX) = V2 (2nmkT) 2 = -1- (2nMRT) lr, (1) 

worin M für das Molekulargewicht und R für die allgemeine Kon
stante der idealen Gase steht. Es sei daran erinnert, daß die Funk
tion Fn(lX) folgende Form hat: 

Fn(lX) = -~f Vzd~, 
y"" e'" + Z + 1 

o 
und durch die Näherungsgleichungen : 

e-2 '" e-3 ", 
Fn(lX) = e-a.; - -,- + --_ 

2~ 3'~-

Fn(IX)= ~_(-IX)t[l+~+"'] 
3y'"" 81X2 

oder: 

Brillouin, Quantenstatistik. 13 
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dargestellt werden kann. Die erste davon [Gleichung (29 II) vom 
fünften Kapitel] gilt für große iX- und kleine F-Werte, die zweite 
[Gleichung (35) vom fünften Kapitel] für negative iX-Werte von 
großem Absolutbetrag. 

Schon früher [fünftes Kapitel, Abschnitt 2, Gleichung (9)] 
hatten wir einmal die Berechnung der rechten Seite der Glei
chung (1) durchgeführt: für Wasserstoff (M = 2) erhielten wir 
(mit dem Molvolumen 2,23' 104 cm 3 bei der Temperatur T = 300 0 

abs.) F-Werte von der Größenordnung 10- 5 • Unter diesen Um
ständen ist FII(iX) durch die erste Entwicklung [fünftes Kapitel, 
Gleichung (29 II)] darstellbar. Man darf sich sogar auf das erste 
Glied e -IX beschränken. Das Gas verhält sich wie ein ideales klas
sisches Gas. 

Sobald die Identifizierung von F II (iX) mit e-" unstatthaft wird, 
und man auch das zweite Glied von Gleichung (29 II) heranziehen 
muß, darf man sagen, daß das Gas Entartungserscheinungen zu 
zeigen beginnt. Wir dürfen als Beginn der Entartung etwa den 
Augenblick betrachten, in dem Fn(iX) die Größenordnung 0,01 
erreicht. Dann ist auch e- IX von der Größenordnung 10- 2, und 
das zweite Glied von Gleichung (29 II) bedeutet eine Korrektion 
von etwa 1 %. Die FERMI-Statistik fordert also in diesem Fall 
schon eine merkliche Abweichung von den Eigenschaften eines 
idealen Gases. Nach (1) wird der eben gekennzeichnete Zustand 
bei einer Temperatur T erreicht, die durch: 

( T)~_ = 10- 5 = 10-3 (2) 
300 10- 2 

bestimmt ist, also bei T = 3 0 abs. (immer für V = 2,23' 104 cm3 

gerechnet). Eine weitgehende Entartung wird sicher vorhanden sein, 
wenn das zweite Glied in (29 II) die Größenordnung des ersten 
erreicht. Um diesen Zustand zu realisieren, müßte man z. B. 
Wasserstoff so stark komprimieren, daß man statt V = 2,23' 104 

etwa: 
V = IOcm3 , T = 3 0 abs. (3) 

erreichte. 
Wenden wir uns jetzt den freien Elektronen in Metallen zu 

und setzen wir, wie dies PAULI machte, die Anzahl der freien Elek
tronen in der Volumeneinheit eines einwertigen Metalls gleich 
der Anzahl der Atome. Aus dieser Annahme folgt für das Elek
tronengas ein Molvolumen von der Größenordnung 10 cm 3 • Bei 
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welcher Temperatur ist für dieses Gas starke Entartung zu er
warten? Nach (1) ist diese Temperatur dem Molekulargewicht 
umgekehrt proportional. Ein dem Zustand (3) beim H 2 äquiva
lenter Zustand wird also beim Abkühlen des Elektronengases 

schon bei: T = MB, .3 = 2 . 1800.3 = 10800 0 abs 
MElektron 

erreicht. Das Elektronengas ist also bei allen praktisch erreich
baren Temperaturen fast vollständig entartet. 

Wir haben es hier mit Bedingungen zu tun, die schon in Ab
schnitt 5 des fünften Kapitels untersucht wurden. An den dor
tigen Ergebnissen muß nur eine Korrektur angebracht werden, 
die der Eigenrotation des Elektrons Rechnung trägt: In jeder 
Phasenraumzelle können wir nicht ein einziges, sondern zwei 
Elektronen unterbringen, die sich durch ihren Drallsinn unter
scheiden. Mit einer solchen Hypothese haben wir uns schon in 
Abschnitt 8 des fünften Kapitels beschäftigt. 

Solange kein magnetisches Feld vorhanden ist, streben die 
Elektronen danach, sich so auf die Zellen zu verteilen, daß die 
kinetische Energie den kleinsten möglichen Wert erhält. Nehmen 
wirl die elementare Rechnung des fünften Kapitels [Abschnitt 5, 
Gleichung (39) und (40)] wieder auf. Wir geben jeder Phasenraum
zelle die Gesamtausdehnung des Systemes V im Koordinatenraum. 
Im Impulsraum soll ihr dagegen eine sphärische Schicht ent
sprechen, deren Begrenzung die Kugeln mit den Radien P und 
P + dp bilden. Das Volumen der Zelle im Phasenraum ist also: 

d ([> = .fdxdydzdPxdpydpz = V· 4:np2 dp = h3 • (5) 

Beim absoluten Nullpunkt der Temperatur werden sich die Elek
tronen auf die Zellen verteilen, die den p-Werten von p = 0 bis 
zu einer gewissen oberen Grenze p = Po entsprechen. Die Gesamt
zahl der besetzten Zellen ist! N, wenn N die Zahl der Elektronen 
hedeutet. Es ist also: 

4 :JV _ h3Z _ N h3 :f :npo - 0 - -2- . (6) 

Die thermische Nullpunktsenergie eines Elektronengases ist so-
mit: p, 

U =J'2P~ ~~!' 2 d = ~ -"-~ "= !lN h2 
( 3N )l 

o 2m h3 p P 5mh3PO 10 m 8nV ' (7) 
o 

1 Siehe FRENKEL, J., Z. Physik 49, 31 (1928). 

13* 
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eine Formel, die sich von der früheren Formel (39) (fünftes Kapitel) 
nur durch Einführung eines numerischen Koeffizienten G = 2 
unterscheidet. 

Jetzt stellen wir uns vor, daß ein magnetisches Feld H einge
schaltet wird. Die bis jetzt betrachtete Verteilung ist dann nicht 
mehr diejenige mit der minimalen Gesamtenergie, denn außer der 
kinetischen muß jetzt auch die magnetische Energie der Elektronen 
im Feld berücksichtigt werden. Betrachten wir ein Elektronenpaar 
in einer Zelle. Das eine Elektron steht parallel, das andere anti
parallel zum Feld. Eine Drehung des zweiten Elektrons um 180 0 

- wenn eine solche möglich wäre - hätte seine magnetische Ener
gie um 2 Po H vermindert (wenn Po das magnetische Moment des 
Elektrons bedeutet). Eine solche Drehung hätte aber zu zwei 
Elektronen mit paralleler Orientierung in einer Zelle geführt. 
Alle vier Quantenzahlen dieser beiden Elektronen wären iden
tisch, was von dem PAuLI-Prinzip für unmöglich erklärt wird. 
Um das Elektron in die Richtung des Feldes zu setzen, 
müssen wir es vorher in eine freie Zelle im Phasenraum über
führen, d. h. seine kinetische Energie vermehren. Der Gewinn 
an magnetischer Energie wird praktisch den Verbrauch an 
Translationsenergie nur dann übersteigen, wenn diese letztere 
vorher hoch genug war, d. h. nur bei Elektronen, die sich in den 
äußersten Schichten des sphärischen Volumens (6) befinden. Das 
Feld kann also nur auf die schnellsten Elektronen orientierend 
wirken. 

Es sei N 2 = 2 Z2 die Anzahl der Elektronen, die im Magnetfeld 
zu einem Verlassen der doppelt besetzten Zellen veranlaßt werden 
können. Die Zo - Z2 verbleibenden Zellen werden nach wie vor 
ihre doppelte Besetzung behalten. Diese Zellen werden eine 
Kugel im Impulsraum einnehmen, deren Radius wir mit PI be
zeichnen wollen. Zwischen Pl und einer anderen Grenze P2 wird 
der Impulsraum von Einzelelektronen bevölkert, die alle parallel 
zum Feld orientiert sind. Ihre Anzahl und die Anzahl der von ihnen 
besetzten Zellen ist 2 Z2' Statt (6) gilt jetzt: 

4nV 3-h3(Z Z) -3-P1- 0 - 2' (8) 

4nV :l _ h3 (Z Z) 
-3-Pt - 0 + 2' 
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Die kinetische Energie der Elektronen ist nunmehr: 

(9) 

Unter Berücksichtigung von (8) und Einführung des resul
tierenden magnetischen Moments des gesamten Elektronen
systems: 

M = flON2 = 2floZ2' 

Z2 M 

Zo fto N ' 
(10) 

erhält man für die kinetische Energie: 

1 [( M)5 ( M )5] U = - Uo 1 - - -:r + 1 + - 1f • 
2 ftoN, ftoN 

(11) 

Die Gesamtenergie ist gleich der Summe der kinetischen und der 
magnetischen Energie: 

E = U - M H . (12) 

Die Forderung eines Minimalwertes von E führt zur Beziehung: 

~=~U -H=O' 
iJM iJM ' 

daraus folgt: 

H = !~!:!o_ [(1 + ~)t - (1 - ~)l] . (13} 
6fto N fto N fto N 

Bei allen praktisch erreichbaren Feldstärken ist die Anzahl N 2 der 
"Einzelelektronen" nur sehr klein. M ist also klein gegen Po N. 
Durch Reihenentwicklung und Fortlassung aller Glieder außer 
dem ersten erhalten wir: 

H = 19° ~~~- =!~ ftf; M, (14) 

wo E o die mittlere kinetische Energie eines Elektrons bedeutet. 
Wir erhalten in dieser Weise die magnetische Suszeptibilität beim 
absoluten Nullpunkt: 

M 9 ft~N 
Xo = Yll = 10 EoV ' (15) 

in Übereinstimmung mit unserer Formel (69) vom fünften Kapitel 
[unter Berücksichtigung der für das Elektron gültigen Beziehungen 
(63), (fünftes Kapitel), nach denen fl2 = 3 P6 gesetzt werden muß]. 
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Diese elementaren Überlegungen zeigen, durch welchen Mecha
nismus der (praktisch temperaturunabhängige) Paramagnetismus 
des Elektronengases hervorgerufen wird. FRENKEL hat eine Ver
allgemeinerung dieser Ergebnisse versucht, um eine Erklärung der 
ferromagnetischen Erscheinungen zu ermöglichen. Er führte zu 
diesem Zwecke die Vorstellung von einer Kopplung zwischen den 
magnetischen Momenten der einzelnen Elektronen ein. Diese 
Kopplung soll bewirken, daß alle Elektronen nach einer zuein
ander parallelen Orientierung streben. Eine solche kann aber nur 
durch Vermehrung der kinetischen Energie (Verdoppelung der 
Anzahl von besetzten Zellen in der obigen anschaulichen Dar
stellung) erreicht werden. Diese Hypothese der Kopplung zwischen 
den Elektronenmagneten ist prinzipiell nicht neu; sie spielt schon 
in der Theorie der Multiplettspektren eine wichtige Rolle. Jedem 

-)0 

Elektron wird dort ein Vektor l zugeordnet, der dem Dreh-

impuls seiner Bahn entspricht, und ein Vektor -;, der den Dreh
impuls seiner Eigenrotation bestimmt. Um die Mannigfaltigkeit 
der Spektralterme zu erklären, mußte man die verschiedenen 
Kopplungsmöglichkeiten der einzelnen l-Vektoren und der ein
zelnen B-Vektoren untereinander in Erwägung ziehen, sowie - in 
zweiter Näherung - die Kopplung der Resultierenden aller l
Vektoren mit der Resultierenden aller B-Vektoren berücksichtigen. 

Es liegt also nahe, den Ferromagnetismus auf solche Kopplungs
erscheinungen zurückzuführen. Man müßte erstens die Kopplung 
der Elektronenmagnete untereinander, zweitens die Kopplung 
der Atommagnete untereinander und drittens die Wechselwirkung 
des magnetischen Momentes des Elektronengases mit dem des 
Atomgitters berücksichtigen. In dieser elementaren Form führt 
die angedeutete Theorie zu keinen neuen Ergebnissen: sie ist eine 
einfache Wiederholung der WEIssschen Theorie des Ferromagnetis
mus unter Ersatz des Ausdruckes "inneres Feld" durch den Aus
druck "Kopplung". Interessanter wird das Problem, wenn man 
über die Art der Kopplung etwas Genaueres auszusagen versucht. 
Solche Aussagen sind in der letzten Zeit auf Grund der wellen
mechanischen Vorstellungen möglich geworden. Mit Hilfe der 
Gruppentheorie und der neuen Mechanik kann man eine voll
ständige Beschreibung der Kopplungskräfte zwischen Elektronen 
und Atomen geben (was auch eine Erklärung der chemischen 
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Bindungskräfte und des Valenzbegriffes ermöglicht). HEISEN
BERG1 hat dieselben Rechnungsmethoden auch auf das Problem 
des Ferromagnetismus angewandt und Formeln abgeleitet, die 
näherungsweise mit denen von LANGEVIN und WEISS überein
stimmen. 

Aus den geschilderten allgemeinen Vorstellungen kann man 
auch eine interessante Folgerung in bezug auf den COMPTON
Effekt in Metallen ziehen 2. Man erinnere sich daran, daß der 
COMPToN-Effekt auf den Zusammenstößen von Elektronen mit 
Lichtquanten beruht. Die Elektronen werden abgelenkt, ihre ki
netische Energie verändert, die Lichtquanten ebenfalls abgelenkt 
und ihre Frequenz modifiziert. In der Sprache dieses Kapitels 
müssen wir sagen, daß das Elektron in eine andere Zelle im Phasen
raum springt. Dieses ist aber nur möglich, wenn die neue· Zelle 
einen freien Platz enthält; andernfalls ist der Vorgang durch die 
PAuLI-Regel verboten. In den Metallen sind die kinetischen Ener
gien der meisten Elektronen von der Größenordnung 10 - 11 erg 
(ca. 6 Volt). Bei der Verwendung von sichtbarem Licht kann die 
COMPToN-Verschiebung höchstens 10- 16 erg betragen. Solche Ver
schiebungen würden fast stets in bereits besetzte Zellen führen 
und sind somit verboten. Erst mit Röntgenstrahlen könnte man 
die Überführung der Metallelektronen in freie Zellen mit einer 
Ausbeute erreichen, die die Beobachtung des COMPToN-Effektes 
möglich machen würde. 

2. Elektrische und thermische Leitfähigkeit (SOMMERFELD
sche Theorie); Problemstellung. In dem vorangehenden Ab
schnitt wurde mehrmals wiederholt, daß das Elektronengas in 
Metallen fast vollständig entartet ist. Man muß wohl verstehen, 
was diese Aussage bedeutet : Wenn wir ein leeres Volumen V mit 
einem aus freien Elektronen bestehenden Gas so ausfüllen könnten, 
daß die Elektronendichte dieselbe wie in einem Metall wäre, so 
müßte dieses Gas die Merkmale einer vollkommenen Entartung 
zeigen. Die Elektronen würden sich auf eine bestimmte, begrenzte 
Anzahl von Bahnen (jeder Zelle h3 entspricht eine besondere Bahn) 
verteilen und auf jeder dieser Bahnen sehr lange verweilen. 

1 HEISENBERG, W., in "Probleme der modernen Physik", SOMMERFELD
Festschrift S. 114. Leipzig: S. Hirzel 1928. - S. auch BLOCH, F., Z. Physik 
53, 216 (1929). 

2 BOTHE, W., Z. Physik 46, 333 (1928). 



200 Anwendung der FERMI-Statistik auf die freien Elektronen in Metallen. 

In einem Metall ist aber die Bewegung der Elektronen nicht ganz 
frei, sondern durch das Feld der positiven Ionen, die das Gitter 
bilden, gestört. Wir werden diese gestörte Bewegung im nächsten 
Kapitel näher untersuchen. Die Vorstellung eines vollkommen 
freien entarteten Gases können wir also nur als Näherung ver
wenden, solange wir über die wirklichen Bahnen der Elektronen 
in dem Gitterfeld noch nichts wissen. 

Betrachten wir nochmals die Größenordnungen. Für Silber 
- um ein Beispiel zu wählen - ist die Anzahl der Atome in 1 cm3 

bei 300 0 abs. gleich 5,9.1022. Wenn wir ein freies Elektron pro 
Atom annehmen, ist das Atomvolumen des Elektronengases unter 
diesen Bedingungen gleich 10,3 cm3 • Der Ausdruck: 

Nh3 3 
F = GV (2nmkT)-Y = 2330 (16) 

(mit G = 2) 

ist, wie man sieht, in diesem Fall viel größer als 1. Die Entartung 
muß also sehr stark sein. Die Gesamtbewegungsenergie der Elek
tronen in der Volumeneinheit ist gleich 3.1011 erg (= 3000 kgm). 
Der innere Druck des Elektronengases auf die Metalloberfläche ist 
von der Größenordnung 2.10 5 at. 

Wichtig ist für uns die Feststellung des Beitrages, den die freien 
Elektronen zu der spezifischen Wärme des Metalles liefern. Nach 
den Gleichungen (38, 57 und 60) vom fünften Kapitel ist die Trans
lationsenergie U glp-ich: 

U = : G V~T (2nmkTr~H((X) = Uo + ~ yVT2, (17) 

mit: 

U = 3Nh
2 (~)i I o 10m 4nGV ' 

= 4n3 mG k2(~)t 
y 3h2 4nGV· 

(18) 

Die spezifische Wärme Cv pro Elektron ist: 

_ ~ fJ~ _ ~ T _ n2 mk2 (4nG V)t T 
Cv - N fJT - Y N - h2 3N . (19) 

Sie verschwindet - in Übereinstimmung mit dem NERNsTschen 
Prinzip - beim absoluten Nullpunkt. Mit den oben berechneten 
Größenordnungen für die in (18) vorkommenden Größen können 
wir Cv ungefähr bestimmen und mit der spezifischen .Wärme ,~ k 
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vergleichen, die einem einatomigen idealen Gase zukommt und die 
nach den älteren Theorien auch das Elektronengas besitzen müßte: 

~~ = ~Jt2mk(8Jt~)§.300 = 16.10- 2 
3 k 3 h2 3N ,. 

Infolge der Entartung hat also das Elektronengas nur etwa 1/60 

der ihm "klassisch" zustehenden spezifischen Wärme. Dieser 
kleine Betrag ist praktisch kaum meßbar. Eine grundlegende 
Schwierigkeit, die sich früher der Theorie der freien Elektronen in 
den Weg stellte und in dem "zu kleinen" Wert der spezifischen Wärme 
der Metalle bestand, wird in dieser Weise von der neuen Theorie 
überwunden. 

Das Wesentliche in der neuen Theorie ist die Verteilungs-
funktion: 1 

F 0 = ----;cE,-
a+-

e kT + 1 

(20) 

die die Anzahl der Elektronen bestimmt, die sich bei der Tempe
ratur T in den Phasenraumzellen mit der kinetischen Energie E 
(= ! mv2) befinden. Wenn IX positiv und groß ist, gibt (20) die 
klassische, glockenförmige Verteilungskurve wieder. Für ein 
stark entartetes Gas ist aber IX J 

/(Iassisch negativ (und von einem großen 
Absolutbetrag). Die Verteilungs
kurve hat unter solchen Um
ständen eine ganz andere Form 
(Abb.15). Sie verläuft auf einer Fl7tartet r---~--r--_ 

Strecke parallel zu der Ab
szissenachse und fällt dann sehr 
steil auf Null ab. Diese Form 
der Kurve rechtfertigt die ele-

L------~----~-v 

Abb.15. 

mentaren Rechnungen des vorangehenden Abschnittes. Dort wurde 
nämlich so gerechnet, als ob die Verteilungskurve aus einem hori
zontalen und einem senkrecht abfallenden Ast bestände (wie dies 
beim absoluten Nullpunkt zutrifft). Der Stelle dieses senkrechten 
Abfalles v = v' entspricht auf der stetig abfallenden Kurve die 
Stelle, an der die Ordinate auf die Hälfte abgenommen hat: 

also: 

m v'2 = _ k T IX , 
2 

v'=-~-V2mkTa 
m 

(IX = -a). 
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Wir geben nochmals die iX-Werte an, die wir schon früher für die 
beiden verschiedenen Hypothesen abgeleitet haben: 

V 3 
eO< = --G(2:rcmkT)2-Nh3 , 

(21) 

für die alte Theorie -, siehe fünftes Kapitel, Formeln (28), (29), 
(58); und 

iX = -2!2kT(4!~V}~-[1- (2"li:ß')2(4!~V)-t], (22) 

für die Entartung -, siehe fünftes Kapitel, Formeln (37) und (58). 
Wir können die Geschwindigkeit Vi für den Fall der Entartung 

aus (22) leicht berechnen: 

, = l7,_(~)t 
v m 4"GV . (23) 

Die Quadratwurzel Vm aus dem mittleren Geschwindigkeits
quadrat erhält man mit Hilfe der Beziehung: 

m 2 = Uo = ~~ (~)t 2 vm N 10m 4"GV -
Es ist also: 

Vm =flv' = 0,774 v'. (24) 

Die Werte Vi und Vm sind in erster Näherung temperaturunab
hängig. 

Wir gehen jetzt zu den eigentlichen Problemen der elektrischen 
und thermischen Leitfähigkeit der Metalle über. 

3. Allgemeine Formeln von LORENTZ. Wir werden jetzt Schritt 
für Schritt die klassischen Ableitungen von LORENTZ 1 wieder
holen - mit der einzigen Änderung, daß wir an die Stelle der 
MAxwELLschen Funktion die neue Verteilungsfunktion 10 ein
führen. 

Wir betrachten einen Leiter, der von einem stationären elek
trischen und einem ebensolchen Wärmestrom durchflossen ist. Es 
sei E die elektrische Feldstärke. Ihre Richtung sei die der Ox
Achse. Die beiden Ströme sollen ebenfalls in dieser Richtung 
fließen. Die Eigenschaften des Metalles dürfen dabei in der 
Richtung der x-Achse variabel sein. Wir bilden eine Funktion: 

I(x,~, 1), C) = lo(X,~, 1), C) + ~x(x,~, 1), C). (25) 

1 LORENTZ, H. A., "Theorie of electrons", S. 63-67 und 266-273. 
Teubner 1909. 
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Darin ist lu die zu jedem Punkt zugehörige normale Verteilungs
funktion 1. X ist eine andere Funktion derselben Variabeln. Beide 
Funktionen lu und X hängen von den Geschwindigkeitskompo
nenten ;, rj und!; nur in der Kombination: 

v = -V~2 + r}2 + !;2, 

d. h. nur von der resultierenden Geschwindigkeit v ab. 
Wir wollen alle diese Behauptungen beweisen und die spezielle 

Form der Funktion l bestimmen, indem wir die Störung als klein 
ansehen (~X ~ lu)· 

Betrachten wir die Elektronen, die sich in dem Volumen dT 
(x, y, z) befinden und deren Geschwindigkeiten zwischen den 
Grenzen ;, ; + d;; 'YJ, 'YJ + d'l); !;, !; + d!; liegen. Ihre Anzahl ist: 

n = IdTMd'l)d!;. (26) 

Nach einer kurzen Zeitspanne dt werden sich diese Elektronen 
in dem Punkt: 

x + ;dt, z + !;dt 

befinden und ihre Geschwindigkeiten werden: 

eE ; + -dt, 'YJ, !; m 

betragen, infolge der Beschleunigung, die sie im elektrischen 
Felde erfahren haben. Im übrigen werden durch Zusammenstöße 
a dT d; d'YJ d!; dt Elektronen von diesem Typus "zum Verschwin
den gebracht" und gleichzeitig b dT d; d'l) d?; dt solche Elektronen 
"neu entstehen". Wir stellen uns vor, daß in dieser Weise ein stabiler 
Zustand erreicht sei, d. h. daß die Funktion 1 auch nach Ablauf 
der Zeit d t immer noch richtig die Verteilung der Elektronen be
schreibe. Diese Annahme gibt uns die Bedingung: 

eE 
f(x -I- ;dt,y + 'l)dt,z + !;dt,; + -dt,'I),!;) = f + (b - a)dt, 

m 

1 Unsere FunktionFo [Gleichung (20)] stellte die Anzahl von Elektronen 
in einer Phasenraum zelle von der Ausdehnung h3 dar. Einem Volumen dr 
und einem Geschwindigkeitsbereich ~ bis (~ + d~), 1] bis (1] + d1]), r:. bis 
(i; + d i;) entspricht im Phasenraum ein Bereich m3 d T d ~ d YJ d i;; dieser ent-

m3 
hält h3 d r d ~ d 1] d i; Zellen. Mit G = 2 ergibt sich: 

1 
mv' 

'"+--
e 2kT + 1 

(25a) 
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oder durch Differenzieren: 

eE ~+ ~~ = b - a 
mol; OX ' 

(27) 

denn 1 ist nur von x abhängig, nicht aber von y und z. Es 
bleibt uns noch übrig, die Werte a und b zu bestimmen. Wir 
führen als neue Größe die freie Weglänge l (v) der Elektronen ein. 
Dies ist eine empirische Funktion der Geschwindigkeit v. Für 
eine Strecke vdt ist die Anzahl der verschwundenen Elektronen 
gleich: 

(28) 

also: 

a=.yl. 

In dem Zustand des thermischen Gleichgewichts ist die Ver
teilungsfunktion 10' und die Anzahl der Elektronen vom beschrie
benen Typus muß zeitlich unveränderlich bleiben. Es ist also not
wendig, daß durch Stöße die gleiche Anzahl von Elektronen von 
betrachteter Art entsteht wie gleichzeitig verschwindet. Wir be
kommen als Gleichgewichtsbedingung : 

b = ~ 10. (29) 

Was wird nun aus der Zahl b, wenn die Verteilungsfunktion nicht 
10 ist, sondern 10 + ~X [Gleichung (25)]1 Es ist unmöglich, diese 
Frage zu beantworten, ohne spezielle Hypothesen einzuführen. 
Stellen wir uns vor, daß alle Stöße unelastisch verlaufen. Die a 
verschwindenden Elektronen sollen z. B. durch unbeweglich im 
Raume angeordnete Atome "absorbiert" werden, während gleich
zeitig b Elektronen von den Atomen neu ausgesandt werden. Wenn 
wir eine solche Hypothese machen, so zwingt sie uns dazu, die 
Emission als eine Erscheinung anzusehen, die vollkommen durch 
die lokalen Bedingungen der Temperatur, Konzentration usw. be
stimmt ist, und wir müssen annehmen, daß die Anzahl b der neu
entstandenen Elektronen von der Geschwindigkeitsverteilungs
funktion unabhängig und stets durch die Formel (29) (mit der 
Funktion lu' die der Temperatur des betreffenden Punktes im 
Metall entspricht) gegeben ist. 

Man kann auch andere Hypothesen ins Auge fassen, die zu 
abweichenden Resultaten führen. Nehmen wir z. B. an, daß die 
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Elektronen elastisch mit den unbeweglichen Atomen oder Ionen 
zusammenstoßen. Ihre Geschwindigkeit wird dann unverändert 
bleiben, und nur die Richtung dieser Geschwindigkeit ändert sich. 
Es sei fl (G) d OJ der Wahrscheinlichkeitskoeffizient für die Ab
lenkung um einen Winkel G, den wir als Achse eines Raumwinkel
elementes dw definieren. Innerhalb der Zeit dt fallen auf das 
streuende Volumen d-r im ganzen vfdt Elektronen. Daraus folgt 
(durch Integration über alle Richtungen G): 

n 

a = Vf(~,17,02nffl(G)sinGdG. (30) 
o 

Der Vergleich mit (28) gibt die mittlere freie Weglänge l: 

I " 
T = 2nf!1(G)sinede. (30a) 

() 

Um b zu berechnen, betrachten wir den Elektronenaustausch 
zwischen einer bestimmten Richtung OA (mit den Komponenten 
~, 1],0 und einer anderen Richtung OB W, 1]', ('). Wir stellen 
uns vor, daß der Absolutbetrag der b 
Geschwindigkeit in beiden Fällen 
der gleiche ist, da ja nach unse-
rer Annahme die Streuung ohne 
Energieverlust erfolgt: V[5,O,b) 

v2 = ~2 + 1]2 + '2 = ~'2 + 1]'2 + ('2. 

Um zu vereinfachen, wählen wir 
die Achsen so, daß 1] = 0 wird (an 
dem Resultat wird dadurch nichts ?J 

~--'-----t 

Abb.16. 

geändert). Es sei e der Winkel A OB zwischen den beiden Rich
tungen (Abb. 16) und Cf' der Winkel zwischen den Flächen AO~ 
und BOA. Es sei weiter B C die Senkrechte zu 0 A, die durch 
B geht. Projizieren wir OCB auf O~. Wir haben dann: 

Projekt. OB = t = Projekt. OC + Projekt. CB 

= ~ cos e - , sin G cos Cf' , 
doch ist: 

also folgt: 

t = ~ [ cos G - V;: - 1 sin e cos Cf' ] • 
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Die Anzahl der Elektronen, die von 0 B nach 0 A abgelenkt werden, 
ist v t W 1]' n ft sin e d e drp dt nach unserer Definition des Koeffi
zienten ft ( e). Es folgt: 

b = v!t(~', 1]', C) ft sin ed edrp. 

Unter Benutzung der Beziehung (25) erhalten wir: 

b - a = v![f(~', 1]', n - f(~, 1], mfLsin ed edrp } 
, (30b) 

=vX!(~ - ~)ftsinededlJ)· 

Entnehmen wir den Wert für e aus der vorangehenden Formel 
und integrieren über IJ}: 

2,. 

!(;' - ~)drp = 2n~(cose - 1). 
o 

Daraus folgt: 
n 

b - a = 2nx~v!(cose - l)p;(B)sin ede. (31) 
o 

An Stelle dieses Resultates hätte uns die zu einfache Hypothese 
(29) zu der Formel (31a) geführt: 

v v 
b - a = T (10 - f) = -I h· (3la) 

Die Formel (31) stellt das genauere Ergebnis dar. Wenn wir bei 
der Behandlung der elektrischen Leitfähigkeit von der freien 
Weglängesprechen wollen, so müssen wir, wie ersichtlich, nicht 
die wahre freie Weglänge meinen, die durch die Gleichung (30a) 
bestimmt ist, sondern eine etwas abweichende Größe ll' die durch 
die Beziehung: 

'" -I; = 2 n f (1 - cos e) ft ( B) sin e d e (31 b) 
o 

definiert ist. Durch Einführung von II statt l erhalten die beiden 
Ausdrücke (31) und (31a) die gleiche Form. Wenn der Streuungs
koeffizient ft unabhängig von e ist, so fallen die beiden Defi
nitionen (31a) und (31b) zusammen. Andernfalls ist es die zweite, 
die man in der Rechnung verwenden muß. Diese Definition wurde 
von HOUSTON 1 gegeben. 

1 HOUSTON, W. F., Z. Physik 48, 449 (1928). Wir kommen später auf die 
vollständige Bestimmung von l durch HOUSTON, FRENKEL und F. BLOCH 
zu sprechen. Man vgl. auch KRETSCHMANN, E., Z. Physik 48, 739 (1928). 
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Wir werden in den weiteren Rechnungen den Index 1 fort
lassen und mit l einfach die durch (31b) definierte freie Weglänge 
bezeichnen. 

Kombinieren wir die Formeln (27) und (31). Wir erhalten dann: 

~ = _ -"-- [~ti + ~E ti] N _ -"-- [~olo + eE 010] 
X v OX m o~ v OX m o~ , 

denn wir können im zweiten Glied die Korrektion ~ X neben der 
Größe 10 vernachlässigen. Infolge der Symmetrieeigenschaften 
von 10 erhalten wir: 

010 010 ov ; 010 
(5f = av o~ = v· av· 

Daraus folgt als Schlußergebnis : 

__ -,,--rolo + eE 010] 

X - v lox mv ov . (32) 

Diese Formel stellt im Verein mit der Definition (31b) die Grund
lage der SOMMERFELDschen Theorie dar, die somit von der Vor
stellung von elastischen Zusammenstößen zwischen Elektronen 
und Gitterionen ausgeht. 

4. Berechnung der Leitfähigkeiten; elektrische Leitfähigkeit, 
Diskussion der freien Weglänge der Elektronen. Wir wollen den 
elektrischen Strom J und den Wärmestrom C berechnen, die 
durch eine Einheitsfläche senkrecht zu der Achse Ox fließen. 
Diese sind durch die Gleichungen: 

J=ef~/d~dYJd" 1 
f (33) 

C =:g- ~V2 Id~ d1J d1; 

bestimmt, worin die Integration über alle Geschwindigkeitswerte 
~1J1; auszuführen ist. Unter Berücksichtigung von (25) und der 
Tatsache, daß 10 und X nur von der Gesamtgeschwindigkeit v ab
hängig sind, erhalten wir: 

co 

J = ef ~2 X d~ d1J d1; =;/v2 X d~ d1J d1; = ; f v2 X 4nv2 dv. (34) 
u 

In der Tat verschwindet das Integral über ~ 10' und wir können 
;2 durch t v 2 ersetzen. 

In gleicher Weise erhalten wir: 
co 

C= ;f~2V2Xd~d1Jdt= :fV4Xd~d1Jd1;= ~fv4x4nv2dv. (35) 
o 
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Wir müssen jetzt X aus den Gleichungen (32) und (25a) ent
nehmen, und wir setzen voraus, daß die freie Weglänge l irgend
eine Funktion der Geschwindigkeit v und der Temperatur l' ist. 
Wir finden dann: 

00 

J = - 4", eG m3 feE flv2 oFo dv +flv3~!:O dV] 
3 h3 m. rJ v rJ x ' 

o 0 

"" 
(36) 

C = - ~'"-mG_m3 [eJE flv4 rJFo dv + (lvS i}~(J dV]. 
3 h3 m. rJv • ox 

o 0 

Das erste Integral können wir durch partielle Integration um
formen: 

J = h eGrT/,3 [~.~f~ (lv2 ) F dv -j'lif oFo dV] I 3 h3 m rJ v 0 iJ x ' 
(37) 

, 2", m3 leE . rJ f rJFo ] C = -mG~~- -J ~_(lV4) F dv - lv5 -dv. 
3 h3 m ov 0 • ox 

Andererseits wirdFo durch den Ausdruck (20) dargestellt und kann 
von x nur durch Vermittlung von [\; und Tabhängen: 

mv' 
,,+-~ 

°rJ~~ = -[-~-0>:'-~-'l2 [~: - 2k~2 ~~]. 
e"'+2k1'+ 1 

Führen wir eine neue Variable u ein: 
mv2 1 oFo 

u = 2kT-' Fo = e"'+U+ l' 7fU 

(38) 

(39) 

Der Bruch, der in Gleichung (38) steht, stellt nichts anderes als 
die abgeleitete OF%u dar. Wir führen diese neue Variable u 
auch in die anderen Integrale (37) ein. Die freie Weglänge l (v, T) 
wird dann eine neue Funktion der unabhängigen Variablen u 

und T: ) 
L(u, T) = l(v, T) = l (V2k: U , T . (40) 

Wir erhalten somit: 

lv2 = 2kT uL = ~~LI(U T) 
m m " 

LI = uL, 

lv4 = (2~TY u 2 L = (~~'11} L 2 (u, T), 

L 2 = u2 L, 
L 3 = u3 L. 

(41) 
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Die Bezeichnungen L, LI' L 2 entsprechen den im mathematischen 
Zusatz (am Schluß des Buches) verwandten. 

Nach allen diesen Transformationen erhalten schließlich die 
Formeln (37) die Form: 

J = Sne_mG leE k T!F -!- (Lu) du - k2 T2 OlXf?Fo Lu du 
3 h3 ,0 0 u 0 x 0 u 

+ k2 T oT !?_~ Lu2 dU] 
OX, OU ' 

+ k2T~~f°:U° Lu3 dU]. 

In jedem von diesen beiden Ausdrücken können die beiden letzten 
Integrale partiell integriert werden. Ebenso wie bei der Umformung 
(36) bis (37) muß man auch hier die Annahme machen, daß die 
mittlere freie Weglänge auch für die Elektronen von sehr kleinen 
Geschwindigkeiten endlich bleibt und bei großen Geschwindig
keiten nicht exponentiell ansteigt, so daß der Ausdruck [Lun Fo]~ 
Null wird. 

J =-----kT eE+kT--- F --du-k--- F - --du SnemG [( OIX)f OLl oT( iJL2 ] I 
3h3 OX 0 OU ox 0 OU ' 

.; (43) 
C = SnmG kZT2[(eE+kT?-IX)fF oL2du _ k oT r F OL3du]. 

3h3 OX °ou ox) °ou 

Die verschiedenen Integrale, die in diesen Formeln auftreten, sind 
von folgendem allgemeinen Typus: 

V"-l = -k1, (FO?,I-k du. 
" cu 

Ihre Berechnung wird im Zusatz II, Abschnitt 10, Gleichung (42) 
beschrieben. Unsere Endformeln erhalten die Form: 

J = ~7me~ kTV leE - 2k OTV!. + kT?~] 
3h3 0 OX Vo ox ' 

c = If3nmG lc2T2V feE - 3k f2_~ V!. + kT?~l. 
3h3 1 ex VI OX I (44) 

Diese allgemeinen Formeln sind auf alle Fälle anwendbar. Wenn 
IX groß und positiv ist, haben wir den klassischen Fall vor uns, 
für den die alte Theorie von LOREN TZ entwickelt worden ist. Für 
negatives IX (mit einem großen absoluten Betrag) erhalten wir 

Brillouin, Quantenstatistik, 14 
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dagegen die neue Theorie, die auf der Vorstellung von dem ent
arteten Elektronengas beruht. 

Die Anwendung auf die Leitfähigkeitsprobleme ist unmittelbar 
gegeben. Um die elektrische Leitfähigkeit zu berechnen, stellen 
wir uns vor, daß im Metall nur ein elektrisches Feld E herrscht, 
daß dagegen die Temperatur T konstant ist und auch die Zu
sammensetzung (Atomkonzentration) von Ort zu Ort unveränder
lich bleibt (0;, = konst.). Wir erhalten dann: 

J 8ne2 mG 
o=-=--~--kTV E 3h3 0 • 

(45) 

Die alte Theorie kann aus dieser Formel leicht entwickelt wer
den. Es genügt, sich ein nichtentartetes Gas (0;, > 0) vorzustellen. 
Nehmen wir an, daß die freie Weglänge I konstant und unabhängig 
von der Geschwindigkeit ist. Wir erhalten dann nach (21): 

N lh3 
Vo = I Uo = le- IX = ~-_. --------;; , 

GV (2nmkT)2 

4 N e2 l 
0= 3V V2~mkT 

woraus: 
(46) 

folgt. 
Unsere neue Theorie setzt dagegen eine vollständige Entartung 

des Elektronengases voraus (0;, < 0). Nach der Formel (44) des 
Zusatzes erhalten wir unter Berücksichtigung von (40): 

Vo = aL(a) = al (}/2k;::a , T), 
mit: 

a=-o;,=~(~)t+ ... 
2mkT 4nGV ' 

nach (22). Vergleichen wir damit die Gleichung (23). Wir sehen, 
daß die freie Weglänge I (v, T) in unseren Formeln denjenigen 
Wert besitzt, den sie für die durch (23) definierte Geschwindig
keit v' annimmt. Mit G = 2 erhalten wir also als Endresultat 
die Formel: 

o = ~,,:~2l(V_~."1')(3~.-__ -.-)3_; I 3 _ h SnV' 

v' = 1/ 2ic-T.r!. = h (3!V)*. 
V m m S:rV 

(47) 

Dieses Ergebnis steht in tiefem Gegensatz zu der klassischen For
mel (46). Was vor allem in die Augen springt, ist die Tatsache, 
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daß in (47) die Temperatur T nicht explizite vorkommt. Wie 
können wir nun hoffen, trotzdem den Einfluß der Temperatur auf 
die elektrische Leitfähigkeit durch diese Formeln darzustellen? 
Wir müssen entweder die Anzahl N der freien Elektronen oder 
ihre freie Weglänge laIs temperaturabhängig ansehen. Beide 
Effekte können selbstverständlich auch gleichzeitig auftreten; 
doch sieht man leicht ein, daß der zweite an Bedeutung weit 
überwiegen muß. Die Geschwindigkeiten der Elektronen sind im 
entarteten Zustande fast unabhängig von der Temperatur (vgl. 
Abschnitt 1). Ihre freie Weglänge kann und muß aber in hohem 
Maße temperaturabhängig sein. Wir werden im nächsten Kapitel 
sehen, in welcher Weise verschiedene Autoren auf Grund wellen
mechanischer Vorstellungen versucht haben, die freien Weglängen 
der Elektronen in ihrer Abhängigkeit von der Temperatur des 
Metalles zu berechnen. 

5. Wärmeleitfähigkeit. Das WIEDEMANN-FRANzsche Gesetz. 
Stellen wir uns vor, daß der elektrische Strom J = 0 sei, daß aber 
im Metall ein Temperaturgradient herrscht. Die Formel (44 I) gibt 
uns dann: 

VI oT ON 
eE=2k-~-~--kT-. 

Vo OX 0 x 
(48) 

Das elektrische Feld E im Innern des Metalles wird also in diesem 
Falle nicht verschwinden, obwohl keine elektrischen Ströme vor
handen sind. Tragen wir den Wert (48) in die zweite Gleichung (44) 
ein. Wir erhalten dann: 

C = 16nmG k3T2 oTV (2 VI _ 3 V2 ) 

3ha OX 1 Vo Vl • 
(49) 

Daraus bestimmt sich die Wärmeleitfählgkeit u zu: 

x = ~T = 16~mG (-}t T2Vl (3 ~: - 2t~). (50) 

-ax-
Wir schreiben zum Vergleich die alte Formel von LORENTz, wie 
sie sich bei der vereinfachten Annahme einer konstanten freien 
Weglänge ergibt, nochmals an: 

Vo = Vl = Vz = le~lX, 

(51) 

14* 
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In Wirklichkeit ist aber das Elektronengas entartet. Wir müssen 
also die Formel (44) des Zusatzes anwenden_ In erster Annäherung 
erhalten wir, wie leicht einzusehen ist: 

3 V2 _ 2 V1 = 0, 
VI Vo 

Die Geschwindigkeit der Elektronen ist ja fast unabhängig von 
der Temperatur, und eine Temperaturdifferenz zwischen zwei be
nachbarten Punkten verursacht daher nur eine sehr geringe 
Änderung der Elektronengeschwindigkeit. Dementsprechend ist 
auch die Überführung der kinetischen Energie durch die Leitungs
elektronen aus dem Gebiet höherer in ein Gebiet tieferer Tempe
ratur nur sehr gering. Die zweite Annäherung gibt uns aber 
einen von Null verschiedenen Beitrag für die W-ärmeleitfähigkeit: 
nach Gleichung (45) des Zusatzes bekommen wir: 

Vl(3~~ - 2-~:) = ~2 aL(a) = Ö2al (V'). 

Mit G = 2 folgt daraus: 

(52) 

Es ist uns jetzt ein leichtes, das Verhältnis uja T zu bestimmen, 
das nach Aussage des WIEDEMANN-FRANzschen Gesetzes kon
stant sein soll. 

In der alten Theorie [Formeln (46) und (51)] erhält man für 
dieses Verhältnis, wie zuerst LORENTz fand: 

x = 2(~)2. 
aT e 

(53) 

Unsere neue Theorie (47) und (52) gibt dagegen: 

(54) 

Dieses Ergebnis ist bemerkenswert; denn der Koeffizient 2, den 
die LORENTzsche Theorie ergab, konnte durch die experimentellen 
Ergebnisse nicht bestätigt werden. Diese schienen eher für einen 
Koeffizienten 3 zu sprechen, den DRUDE damals mit Hilfe einer ver
einfachten, sicher unkorrekten Theorie ableitete. SOMMERFELD er
hielt, wie aus Gleichung (54) ersichtlich, einen Koeffizienten 3,3, 
der mit den Erfahrungswerten in guter Übereinstimmung steht. 
Messungen, die von JÄGER, DIESSELHORST u. a. ausgeführt worden 
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sind und bei denen die 12 Metalle Al, Cu, Ag, Au, Ni, Zn, Cd, Pb, 
Sn, Pt, Pd, Fe berücksichtigt wurden, haben als Mittelwert (bei 
18° C): 

" = 7 11 . 1010 
o ' 

ergeben, während aus der SOMMERFELDsehen Beziehung (54) der 
Wert: 

" - 7 1. 10ie ,,- , 

folgt. Die Übereinstimmung ist also ausgezeichnet. 
Wir müssen noch hinzufügen, daß die für die elektrische Leit

fähigkeit und die Wärmeleitfähigkeit abgeleiteten Formeln in 
guter Übereinstimmung mit den empirischen Ergebnissen über die 
Leitfähigkeit von Legierungen und den Einfluß der Verunreini
gungen stehen l • Der elektrische Widerstand Ijo ist umgekehrt 
proportional der freien Weglänge l, d. h. direkt proportional dem 
Absorptionskoeffizienten fl. Man findet für 1/0 empirisch - wie 
es für fl theoretisch zu erwarten ist - ein einfaches additives Ver
halten. 

6. 'l'hermoelektrische Erscheinungen in einem homogenen 
ltIetall (THoMsoN-Effekt). Die allgemeinen Formeln (44) enthalten 
bereits in sich die Beschreibung aller thermoelektrischen Erschei
nungen. Es bleibt nur übrig, sie für die verschiedenen Fälle aus
zuarbeiten. Zwischen den vier Größen J, G, E und 0 T ja x bestehen 
zwei Beziehungen. Es bleiben somit zwei Unbekannte, die durch 
die experimentellen Bedingungen bestimmt werden. Wir folgen 
jetzt den Überlegungen, die neuerdings von N. H. FRANK2 vor
gebracht wurden und unterscheiden vier Arten von thermoelek
trischen Erscheinungen in einem homogenen Metall (d. h. einem 
Metall, in dem 1X nur von T abhängig ist). {) T 

1. Fall: Man bestimmt J bei konstanter Temperatur. ax = o. 
Unsere Gleichungen geben für diesen Fall: 

E =~., G = 16;h7G k2 T2 eV1 E =2!_kT ~: E. (55) 

1 Siche i,p.sbesondere eine Diskussion der empirischen Ergebnisse durch 
BORELIUS, G., Ann. Physik 84, 907 (1927). 

2 FRANK, N. H., Z. Physik G3, 596 (1930) (in dieser Arbeit sind einige 
Formeln durch Druckfehler verunstaltet). - FRANK, N. H., und SOMMER
FELD, A., Rev. of Modern Physics. 3, 1 (1931). 



214 Anwendung der FERMI· Statistik auf die freien Elektronen in Metallen. 

Diese Gleichungen beziehen sich auf Bedingungen, die experimen. 
tell bei der Messung der elektrischen Zeitfähigkeit 0 vorliegen. 
Unsere Gleichungen geben dafür den Wert (45). Man sieht, daß 
in diesem Falle neben dem elektrischen Strom auch ein Wärme
strom entsteht, dessen Größe proportional dem angelegten elek
trischen Felde ist und der mit der J oULEschen Wärme nichts zu 
tun hat. 

Wir können diesen "THOMSON . Wärmestrom" durch den Ko
effizienten: 

(56) 

charakterisieren. 

2. Fall: .1l1an mißt J bei verschwindendem Wärmestrom. C = O. 
Unter diesen Bedingungen - die übrigens praktisch schwer 

zu realisieren sind - muß im Metall eine Potentialdifferenz und 
ein Temperaturgradient auftreten. Man findet dafür: 

aT 
2X 

eJ 1 
(57) 

Das Feld E innerhalb des Metalles ist also infolge des Temperatur
gradienten nicht mehr gleich dem äußeren Feld J / o. Die zweite 
Gleichung (57) bestimmt den THoMsoN-Temperaturgradienten mit 
dem charakteristischen Koeffizienten: 

PT = (~~~)c=o = ~ (·3.!'"2.~;.c9<X-)· 
VI aT 

(58) 

3. Fall: Man mißt iJ T/iJx bei verschwindendem elektrischem 
Strom. J = O. Dies sind die experimentellen Bedingungen für 
die Messung der Wärmeleitfähigkeit, die wir im vorangehenden 
Abschnitt diskutiert haben. Für diesen Fall gelten die Gleichungen 
(48) und (50): 

c = -u ~~, 

Im Metall entsteht also infolge des Wärmestromes ein elek
trisches Feld E, obwohl das von außen angelegte Feld gleich 0 
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ist. Für diesen THOMSONschen Potentialgradienten finden wir den 
charakteristischen Koeffizienten 

flp = (:T) = ~-(2~ - T ;;). 
ox J=O 

(59) 

4.Fall: Man mißt d Tj8x bei verschwindendem elektrischen Feld. 
E = O. Das Metall wird in diesem Fall von einem elektrischen 
Strom durchflossen, der das von dem Temperaturgradienten 
stammende Feld (s. Fall 3) gerade kompensiert. Es gilt dann: 

J=~OT(T~~_2VI) l 
e ox. oT Vo ' 

C = 2a~ZT VI ~Y(T0(X~ _ 3 Vz). 
e Vo OX oT VI 

(60) 

Wir erhalten unter diesen Umständen einen THOMsoNschen 
elektrischen Strom mit dem Koeffizienten: 

fls = (/T) = ~~~ ( T ;; - 2 ~;) = - 0 flp • 

OX E=O 

(61) 

Unter diesen verschiedenen Effekten können einige als invers an
gesehen werden. Das THoMsoNsche elektrische Feld im Fall 3 
(bei verschwindendem elektrischen Strom) bildet den inversen 
Effekt zum Fall 2, dem THoMsoNschen Temperaturgradienten 
(bei verschwindendem Wärmestrom). Auch die Fälle 1 und 4 
können als zueinander invers betrachtet werden. Was man üb
licherweise als "thermoelektrischen Effekt" beobachtet, ist keiner 
von diesen vier Einzeleffekten : man mißt praktisch die Wärme, 
die in der Volumeneinheit des Leiters entwickelt wird, wenn er 
gleichzeitig von dem elektrischen Strom J und dem Wärmestrom 
C durchflossen wird. Nach Abzug der JouLEschen und der durch 
Wärmeleitung zugeführten Wärme bleibt noch ein Betrag übrig, 
den man als die "THOMsoNsche Wärme" bezeichnet. 

Die von den elektrischen Kräften in einer Sekunde geleistete 
Arbeit ist J. E. Der Wärmestrom trägt die Wärme aCj8x fort. 
Die in der Zeiteinheit in der Volumeneinheit freiwerdende Wärme 
ist also: 

oe 
Q=.JE-~. 

ox 
(62) 
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Die erste Gleichung (44) gibt uns aber - wenn man den in 
(45) berechneten Wert von (J berücksichtigt -: 

J k 81' V, kT oa E - - ..L 2 - ---- - -- --
- 0 I e 0 x Vo e 0 x . 

Tragen wir diesen Wert in die zweite Gleichung (44) ein. Wir er
halten dann: 

C = 16nmG k2 T2 V [eJ + k ß'!. (2 VJ - 3 !~)] . 
3h3 1 0 8x ,Vo V, 

Unter Benutzung der Formel (50), die die Wärmeleitfähigkeit x 
bestimmt, erhalten wir: 

C=2kTVIJ _ x iJ..r.. (63) 
e Vo 8x 

Tragen wir diesen Wert in (62) ein. Wir erhalten dann folgendes 

Ergebnis: Q = J2 + _0_ (x ~ T) _ J ~ r. _8_ (IX + 2 Y,,-) . 
o ox 8x e 8x V o (64) 

Es wurde dabei angenommen, daß der Strom J konstant und un
abhängig von x ist_ 

Das erste Glied in Formel (64) stellt die JouLEsehe Wärme dar, 
das zweite die Wärmemenge, die infolge der Wärmeleitung zu
geführt wird. Das dritte enthält den THoMsoN - oder den PELTIER
Effekt (je nachdem, ob wir das Metall als homogen annehmen 
oder nicht). 

THoMsoN-Effekt. Das Metall sei als homogen vorausgesetzt, je
doch soll die Temperatur entlang der x-Richtung variabel sein_ 
Wir führen einen charakteristischen Koeffizienten flE ein, so daß 
das letzte Glied in (64) die Form: 

8T 
- flE J aX" (65) 

annimmt; flE bedeutet also den Ausdruck: 

flE = ~TiJ (IX + 2 V,,-) . (66) 
e 8T Vo 

Diese Formel kann auch in der Form: 

flE = i~ (I'aw) - flp (67) 

geschrieben werden. Diese letzte Gleichung hat einen einfachen 
physikalischen Sinn. Die THoMsoN-Wärme wird in einem Volum
element dr = dx (dydz = 1) des Metalls entwickelt, durch das ein 
Strom J fließt und in dem ein Gradient a T/ax besteht_ Diese 
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Wärme wird bestimmt durch die Differenz der beiden THoMsoNschen 
Wärmeströme (56), die durch die Stirnfläche x ein- und durch die 

Fläche x + dx austreten, vermehrt um die Arbeit flp ~ ~ des inneren 

THoMsoNschen Feldes (59). In der Formel (67) tritt der Differen

tialquotient 0 ~ (1:'~v) auf, da das Feld E an den Flächen x und 

x + dx verschiedene Werte besitzt. Da J konstant ist, muß E 
(= J ja) proportional Ija sein. 

Auch in diesem Falle ergibt die neue Statistik Resultate, die 
von denen der klassischen Statistik stark abweichen. Die alte 
Theorie der Thermoelektrizität erhält man, wenn man für IX den 
Wert (21) einsetzt. Andererseits ist V1jVo praktisch gleich 1 und 
die Abgeleitete davon gleich Null. Es bleibt also übrig: 

PE = ;: [1- -~ T; a~l(:)]' (68) 

Dieser Ausdruck für den THoMsoN-Koeffizienten ist ganz unmög
lich. Er gibt viel zu hohe Werte. Die nach dieser Theorie zu er
wartende Wärmeentwicklung ist um ein Vielfaches größer als die 
(an sich bedeutenden) thermoelektrischen Effekte, die man bei 
solchen Metallen wie Bi, As, Sb beobachtet. 

Wir müssen also unsere Zuflucht zu der neuen Statistik nehmen. 
Diese ergibt in erster Näherung (wegen a = -IX): 

Wir müssen also die zweite Näherung berechnen, unter Benutzung 
der vollständigeren Reihenentwicklung, die in dem mathematischen 
Zusatz [so dort Formel (45)] angegeben ist. Diese Entwicklung gibt: 

VI = _a_ [1 + -",,22 (1 + a Olog!-:) + ... ], (69) 
Vo 2 3a OU u~a 

und somit: 
/JE = ~~ ~ ~_ (~+ 0 log L) . 
" .3e oT a oa 

(70) 

Erinnern wir uns, daß nach (22), (23) und (40) folgende Beziehun
gen gelten: 

L(u) = l(v) = freie Weglänge, 
mv2 

u = 2kT' 
a = ;kv; = 2::T(s3:V)§ - ;~ 2h~~(83:V)-i + ... 
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Wir setzen: A = 1 + o log L = 1 + ~ o log 1 
a oa 2 0'11' (70a) 

und wir bemerken, daß unter Annahme einer konstanten mittleren 
freien Weglänge, die von der Elektronengeschwindigkeit nicht ab
hängt, A in erster Näherung gleich 1 gesetzt werden kann: 

T ~a = _ ~ (3N-lt _ ~ 2mkT( 3N_)-t\ 
o T 2mkT 8",V 12 h2 8",V 

(N) (70b) 

+ ~ ~ (~)t (N)-t 0 V + ... 
3 2mk 8", V oT 

Wir vernachlässigen allgemein die Änderung der Anzahl N der 
Elektronen mit der Temperatur, sowie alle Glieder, die hohe ne
gative Potenzen von NjV enthalten. Auf diese Weise finden wir: 

f-lE=~8T a .",2kT 0 (A) I 
=112 k A?mk,!,( 3N )-t[1 _!!.!'.. ~_ (lV .. ) + Tolo.gA + ... ] (71) 

3 e h2 8", V 3 NoT V 0 T . 

Dieser Ausdruck stellt die erste Näherung dar. Um die Größen
ordnung von f-lE zu bestimmen, nehmen wir darin A = 1 an. Wir 
erhalten: 

flF:~eue Statistik) '" 2",2 (Xl 0 01 
f'E (LORENTZ) _. 9a - , . 

Der Berechnung lagen die Werte: 

T = 300 0 abs und 
N 
V = 5,9 .1022 

zugrunde; letzterer Wert entspricht der Elektronendichte im 
Silber. Auf diese Weise erhält man für die THoMsoN-Wärme eine 
durchaus plausible Größenordnung, die den beobachteten Effekt 
ungefähr wiedergibt. Die Formel (71) fordert übrigens, daß der 
Effekt proportional der absoluten Temperatur ist, was bei hohen 
Temperaturen tatsächlich beobachtet wird. Es muß dabei be
rücksichtigt werden, daß die SOMMERFELDsehe Theorie für zu 
niedrige Temperaturen keine vollständige Gültigkeit beanspruchen 
darf, wie dies im nächsten Kapitel gezeigt werden soll. Die Kor
rektionsglieder, die in unserer ersten Annäherung vernachlässigt 
wurden und in (71) auftreten, können bewirken, daß der THoMsoN
sehe Koeffizient unter Umständen auch negativ werden kann. 
R. H. FowLER hat - wie aus einer Bemerkung in der zusammen-
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fassenden Arbeit von SOMMERFELD und FRANK hervorgeht -
neuerdings darauf hingewiesen, daß der TRoMsoN-Effekt sogar 
in den meisten gewöhnlichen Metallen ein Vorzeichen hat, das 
dem nach (71) zu erwartenden entgegengesetzt ist; die theo
retischen Schwierigkeiten sind also in diesem Punkt noch nicht 
überwunden. Nur beim Blei und Zinn beobachtet man einen 
"negativen" TRoMsoN-Effekt - also einen, der nach (71) die 
Regel sein sollte. 

Es ist von Interesse, auch die übrigen oben definierten TRoM
sONschen Koeffizienten zu berechnen. Wir werden als Beispiel die 
Berechnung von flp und flw durchführen, um die Bedeutung der 
verschiedenen Glieder in der Formel (67) zu verdeutlichen. Er
innern wir uns, daß a = -,x ist. Wir können dann (59) auf die 
Form: 

k ( VI oa ') k ( n 2 A oa) flp=- 2--+T--- =- a+--+T-
e Vo oT e 3 a oT 

bringen, indem wir die Beziehungen (69) und (70a) benutzen. Neh

men wir für a und T ;; die Ausdrücke, die in (70) und (70b) be

rechnet worden sind. Wir bemerken, daß die Glieder erster Ord
nung einander kompensieren. Es ist: 

(71 a) 

(Wir vernachlässigen die Änderung von NI V mit der Temperatur 
und setzen wieder A = 1.) 

Gehen wir nun zu flw (56) über. Unter Benutzung derselben 
Annäherung wie oben erhalten wir: 

flw = 2 VI ~.~ = kT (a + l'2 A ) 
o Vo e e 3a ' 

_~_ (11.111) = '!.. [a + T 0 a_ + n2 A + n2 T ~ (_~)] 
oT 0 e aT 3a 3 aT a 

= n 2 Je [~ _ _ L _ T A _~ + ... ] 
3 e a 2 a a2 0 T . 

Setzen wir wieder A = 1. Wir erhalten dann: 

(71 b) 



220 Anwendung der FERMI-Statistik auf die freien Elektronen in Metallen_ 

Wir erhalten also folgende Beziehungen zwischen den verschiede
nen Gliedern der Formel (67): 

3 /JE c::"2 6 IIp "'" 2 fL (flW) ."" ~2_~ • 
" " 8 T (5 ae 

Die Verwechslung der verschiedenen f-l-Werte hat zu vielen Miß
verständnissen geführt. So hat z. B. FOWLER1 eine Ableitung ge
geben, die auf Gleichgewichtsbetrachtungen beruhte und zu einer 
Bestimmung von f-lp statt von f-lE führte. FOWLER hat daraus 
einen um die Hälfte zu kleinen Wert für den THOMsoN-Effekt ab
geleitet, was zunächst unverständlich zu sein schien. N. H. FRANK 
hat in der bereits zitierten Arbeit den Ursprung dieses Mißver
ständnisses klargelegt. 

Als BENEDIcKs-Effekt 2 bezeichnet man das Auftreten einer 
elektromotorischen Kraft in einem Kreis, der aus einem einzigen 
Metall zusammengesetzt ist, bei einer ungleichmäßigen Erwärmung 
des Metalles. Dieser Effekt kann auf das elektrische Feld zurück
geführt werden, das (0 TjoX)3 proportional ist. Wir haben bis 
jetzt die Näherung noch nicht so weit getrieben, uns vielmehr mit 
den Gliedern begnügt, die 0 T / 0 x proportional sind. Es wäre sehr 
wünschenswert, wenn die Theorie in dieser Richtung ergänzt 
werden könnte. 

7. Thermoelektrische Effekte in nichthomogenen Leitern. 
Wir gehen jetzt zu dem sog. PELTIER-Effekt über. Wir stellen 
uns vor, daß das Metall zwar eine konstante Temperatur besitzt, 
aber nicht homogen ist. Unsere Formel (64) zeigt, daß dort, wo 
eine Änderung in der Zusammensetzung des Leiters auftritt, beim 
Stromdurchgang eine bestimmte Wärmemenge entwickelt wird. 
Stellen wir uns zwei metallische Leiter 1 und 2 in Berührung mit
einander vor. An der Berührungsstelle soll innerhalb einer dünnen 
Schicht ein kontinuierlicher Übergang von der Zusammensetzung 1 
zu der Zusammensetzung 2 stattfinden. Die Wärme - []12' die 
in dieser Schicht durch den elektrischen Strom J = 1 entwickelt 
wird, wenn J von Metall 1 zu Metall 2 fließt, ist durch die 
Gleichung: 2 

kTj'8( VI) kT! VI '2 IJ =- -- iX+2-- dX=-liX+2--! 
12 e 8 x V 0 e V 0 1 

(72) 
1 

1 FOWLER, R. H., "Statistical Mechanics", S. 549. - STERN, T. E., Proc. 
Roy. Soc. 126, 570 (1930). 

2 BENEDICKS, C., Erg. exakt. Naturwiss. 8, 25 (1929). 
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bestimmt. Man kann dieses Ergebnis folgendermaßen verständ
lich machen. Wenn kein Strom vorhanden ist (J = 0) und 
die Temperatur konstant bleibt, besteht nach (44, I) ein elek-

. k T OCX 
tnsches Feld E = -- -- . also eine Potentialdifferenz: 

e ox' 
kl' 

PI - P 2 = (IX 2 - IXI ) • (72a) 
e 

Wenn aber J von 0 verschieden ist, so wird an der Be
rührungsstelle eine Wärmemenge frei, die gleich dem Unterschied 
der THoMsoN-Wärme"tröme !.lw/(J in beiden Metallen ist, ver
mehrt um die Arbeit, die beim überwinden des Potentialsprungs 
gewonnen wird: 

II ( flW) (/lW) kT kTI VI, 1
2 b) = -- - - + . (IX - IX ) = 12., -t- IX • (72 

12 a 2 ale 2 1 elf 0 1 ' 

diese Formel ist der Formel (67) analog. 
In diesen Formeln muß man auf die Vorzeichen achtgeben; 

in der Literatur findet man nämlich zwei entgegengesetzte Defi
nitionen des "positiven" bzw. "negativen" thermoelektrischen 
Verhaltens. 

In der alten Theorie ist VI = Vo ' und IX ist durch den Aus
druck (21) gegeben. Es ist also: 

. kT (N N) ll12 (alte TheorIe) = e' logv; - log V: . (73) 

In d~r von uns benutzten FERMI-Statistik ist [JI2 in erster Näherung 
gleich Null. Die Formeln (69) und (70) gestatten uns aber - ge
nau wie im Falle des Thermoeffektes - eine genauere Berechnung, 
die in zweiter Näherung zu dem Ausdruck: 

lll2 = '"'..2 ~'!'. [(~') - (~)' 1 
3e a2 \al 

(74) 

führt. Die Formel (74) ist der Beziehung (7l) ganz analog. 
Wenn wir A in erster Näherung gleich 1 setzen, so können wir 

den PELTIER-Koeffizienten II abschätzen und erhalten dafür die 
Größenordnung von einigen Zehntel Volt.. Dieses Ergebnis ist 
durchaus annehmbar. 

Die Bestimmung der thermoelektrischen elektromotOTischen Kraft 
entspricht etwas anderen Bedingungen. Die Effekte von PELTIER 
und THoMsoN treten beim Durchgang eines gegebenen Stromes 
durch eine Lötstelle auf. Statt dessen wollen wir jetzt die elektro-
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motorische Kraft bestimmen, die beim offenen Stromkreis, also 
bei der Stromstärke 0, auftritt. Betrachten wir eine Kette, die 
in folgender Weise zusammengesetzt ist: Freies Ende P des Me· 
talles 1 bei der Temperatur T; Lötstelle (1,2) bei der Temperatur 
T', zweite Lötstelle (2, 1) bei der Temperatur T"; Metall 1 bei 
der Temperatur T; freies Ende Q. Gesucht sei die Potential
differenz zwischen den beiden freien Enden P und Q. 

Der elektrische Strom J ist gleich O. Die Formel (44) gibt 
also für das elektrische Feld E: 

E_2kVIOT kTolX 
- -e- Vo ax - e ox' 

Die gesuchte Potentialdifferenz ist somit: 

J~ 2k 9VI oT kJ9 OIX 
(9= - Edx = --e-j V~ a-x dx + e T ox dx 

P P P 

T" 

=~J'I-2 VI + T.a~_12dT 
e Vo 0 T 1 

T' 

(75) 

Mit Hilfe des THoMsoNschen Koeffizienten flp (59) und der Kon· 
taktspannung (72a) können wir statt (75) schreiben: 

T" 

e = (U1 Pl - !hP,) dT + (Pl - P 2)T' - (P l - P 2)p". 
T' 

Diese Formel kann in der alten Theorie unter Benutzung des Aus
drucks (21) für IX ausgewertet werden. Zur Vereinfachung nehmen 
wir wieder an, daß die freie Weglänge l konstant ist, so aaß A 
gleich 1 wird und das erste Integral verschwindet. Das zweite 
Integral in (75I) gibt dann: 

Q Q 

e = -~f'T~ log~.dx + _3_ ~rT ologT dx 
e OX V 2 e OX 
~ ~ 

Q 

= -~- /log~- i~dx; 
'p 

(denn das zweite Glied verschwindet und das erste kann partiell 
integriert werden). 
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Indem wir die Integration von P bis Q entlang der oben be
schriebenen Kette ausführen, erhalten wir: 

T" 

e = : .f[log(~t -log(~)J dT. (76) 
'1" 

Vergleichen wir nun damit das Ergebnis, das die neue Theorie er
gibt. Genau wie bei der Berechnung der Effekte von PELTIER 
und THoMsoN müssen wir auch hier von dem Ausdruck (69) für 
das Verhältnis VI/Vo ausgehen; denn die erste Näherung gibt auch 
hier den Wert 0: 

f oT .f0e<· 0 
aa;;;dx- 8x Tdx =}ox(aT)dx=O. 

a = -iX. 

Die zweite Näherung gibt uns, mit den in (70a) definierten Be
zeichnungen: 

Q T" 

e = - n 2 kj' ~ß! dx = n 2 k.f[(A) - (~) 1 dT. 
3e a OX 3e a 1 a 2 

(77) 
P T' 

Um weiterzukommen, müssen wir Annäherungen einführen, die 
offenbar ziemlich grob sind: Wir nehmen an, daß A = 1 ist und 
daß die Elektronendichten NI/VI und N 2/V2 von der Temperatur 
unabhängig sind. Dann folgt: 

h2 (3N )~ Cf! 
a= 2mkT 8nV = kT' 

Da der Koeffizient rp konstant ist, ist a proportionall/T. Das In
tegral (77) gibt nunmehr: 

e (neue Theorie) = n 2 k2 (~ - ~\ (T"2 - T'2). (78) 
6 e '1'1 '1'2) 

Die alte Theorie gibt im Gegensatz dazu: 

e (alte Theorie) = -~ (log ~~ - log NI') (T" - T') . (79) 
e, V2 VI 

Man weiß, daß die thermoelektrische Kraft e praktisch eine Funk
tion zweiten Grades der Temperaturdifferenz f} ist. Dieses Ergebnis 
entspricht durchaus der neuen Theorie (78). Die alte forderte eine 
Proportionalität mit der ersten Potenz der Temperaturdifferenz. 

T" - T' = {}, T"2 - T'2 = (T" - T') (T" + T') =0 (2T' + {}). 
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Das Verhältnis des Gliedes, das {f enthält, zu dem Glied mit {}2 

ist also in unserer Formel (78) gleich 1/2 T', d. h. bei gewöhnlicher 
Temperatur etwa }J(I' Dieses Ergebnis entspricht gut dem ex
perimentellen Mittelwert. 

Bestimmen wir jetzt die Größenordnung der elektromoto
rischen Kräfte, die bei thermoelektrischen Erscheinungen auf
treten. Betrachten wir die Metalle Natrium und Silber. Die theo
retische Berechnung gibt: 

f) Co'! - 2 . 10 - 6 Volt, 

was nicht fern von der Wahrheit ist. Dabei ist die Formel (78) 
nur eine grobe Näherung. Speziell darf man von ihr nicht ver
langen, daß sie zur Bestimmung der richtigen Reihenfolge der 
Thermokräfte verschiedener Metalle führt. Die vollständige For
mel (77) zeigt den Einfluß der mittleren freien Weglänge, den wir 
in der Näherungsformel (78) ganz vernachlässigt haben. Vom 
thermodynamischen Standpunkt aus ist es von Interesse, daß die 
abgeleiteten Formeln folgenden Forderungen genügen: 

Erhaltung der Energie. Für die Zirkulation einer elektrischen 
Einheitsladung in einem Kreis, bestehend aus verschiedenen und 
verschieden temperierten Metallen, erhalten wir: 

,:p" 

(>.) + llT" - IIT, + I (/hE, - !-tE,) dT = O. (80) 
']" 

Die Energie des Thermoelementes wird also vollkommen kompen
siert durch die Effekte von PELTIER und THoMsoN und die Poten
tialdifferenz (72a). 

Andererseits gibt uns der zweite Wärmesatz für einen reversiblen 
Prozeß: T" 

!f1''' __ IIT~ _'_I·fhEl._~ ... fhE'dT = 0 (8l) 
TI! 1" I T . 

T' 
Diese Formeln werden am einfachsten aus (66), (72), (72a) und 
(75) abgeleitet. Die gleichen Ergebnisse könnten allerdings auch 
aus den alten Formeln von LORENTZ abgeleitet werden, denn sie 
hängen nur von den Grundhypothesen ab, die allen Formen der 
Theorie gemeinsam sind. 

8. Der RICHARDsoN-EUekt; das Entweieh(m von Elektronen 
aus llIetallen. Die Aussendung von Elektronen durch heiße Me
talle muß ohne neue Hypothesen aus den Grundlagen der bis-
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herigen Theorie ableitbar sein; denn auch bei Temperaturen von 
einigen Tausend Grad bleibt das Elektronengas noch praktisch 
vollständig entartet_ Stellen wir uns vor, daß die Begrenzungs
fläche des Metalles senkrecht zu der x-Achse liegt und daß nur 
solche Elektronen diese Begrenzungsfläche durchdringen können, 
die in der Richtung x eine Geschwindigkeit ~ haben, die einen 
bestimmten Betrag ~o überschreitet. Mit anderen Worten, wir 
setzen die Existenz einer bestimmten Austrittsarbeit: 

(82) 

voraus, die eine für das Metall charakteristische Konstante dar
stellt. Die Ursache für das Auftreten der Austrittsarbeit liegt in 
der Anziehung, die die positiven Ionen des Gitters auf die negativen 
Elektronen ausüben. Wir werden etwas später, wenn wir das 
Problem der Kontaktpotentiale besprechen werden, die Gelegen
heit haben, auf den Sinn der Bezeichnung "Austrittsarbeit" 
zurückzukommen. 

Die Elektrizitätsmenge, die in der Zeiteinheit die Einheit der 
Oberfläche durchdringt, ist: 

wie in der Formel (33). Das Wesentliche ist, daß wir jetzt zwar 
über 17 und , immer noch von - 00 bis + 00 integrieren, für ~ 
aber die Integration auf den Bereich von ~o aufwärts beschränken 
müssen. 

Führen wir an die Stelle der Koordinaten ~, 1], 'die Zylinder
koordinaten ~,e, fJ! ein: 

Die Integration über fJ! ist ohne weiteres durchführbar. Wir er
halten: 

+00 
• ~ d ~ 

JI.' = j e,"+rc'+r;' + 1 ' 
~o 

Brillouin, Quantenstatistik. 

(83) 

15 
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mit der Abkürzung: 
m 

Setzen wir: 
y = 2kT' 

B = e-",-ye', 

Wa 

X o = er;-.' = ekT • 

x = er;-', 

Das Integral JI! erhält dann die Form: 

und kann genau berechnet werden: 
00 

J = J...f(~ - _1_) dx =L log (1 + B) 
I! 2)' x x + B 2)' xo 

x, 

1 ( _",_.wa_YI!') 
= 2;; log 1 + e k T • 

(84) 

(85) 

Kehren wir nun zu dem Integral (83) zurück. Wir erhalten daraus 
für den Gesamtelektronenstrom den Ausdruck: 

00 

(86) 
mit 

J = 2ne2~ ~: flog(l + e-O- ye') ede, 
o 

-" Wa U=iX+ kT · 

Eine partielle Integration wird uns ermöglichen, dieses Integral 
auf einen bekannten Typus zurückzuführen: 

00 00 

m3J e- iJ - ye' m3 j' (ldg J = neG-h3 ---, -,e3de = neG-h3 -'--+ -,--, 
1 + e- u - yg , eU ye + 1 

o 0 

(87) 

Dies ist ein Integral von der Art des in Gleichung (25) des Zu
satzes behandelten Integrals U, Unter Verwendung der dortigen 
Ergebnisse erhalten wir: 

J = 2:n:err/,G (kT)2 U (iX + Wa ) 
h3 1 kT . (88) 

Beim Vergleich von (87) mit dem Integral U I des Zusatzes müssen 

wir (j = iX + l!; an die Stelle des dortigen iX setzen. 
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Das Argument 0 der Funktion U1 wird im allgemeinen ziem
lich große Werte haben, so daß man die im ZusatzlI, Gleichung (26), 
gegebene Näherung verwenden darf: 

Wa 

U1(o) = e-<l, J = 2:n:;::eq (kT)2 e- lX -kT (89} 

(Diese Behauptung über die Größenordnung von 0 soll weiter unten 
gerechtfertigt werden.) 

Um die Rechnung abzuschließen, bleibt es nur noch übrig, 
den Wert von IX einzuführen. Nach der alten LORENTzschen 
Theorie erhält man: 

_ ,---- W a 

J - elV v- kT -k1' 
- V 2:n:m e . (90) 

Dies ist die von RICHARDSON zuerst abgeleitete Beziehung mit 
dem charakteristischen Koeffizienten yrr. 

Wir wollen aber statt der alten Theorie die neue Hypothese 
des entarteten Elektronengases (22) verwenden, nach der: 

h2 (3N )_~_ 
IX = - 2mkT 4:n:GV d (91) 

ist. Führen wir an die Stelle von IX eine Variable rf! ein - das thermo
dynamische Potential bei konstantem Druck, bezogen auf ein 
Elektron [vgl. fünftes Kapitel, Gleichung (32)]: 

rp = -kTIX = ;~ (4:~VY~' 
Die Glühelektronenemission ist nach (89) und (92): 

<p -wo 
J - ~:n:emG (k T)2 e kT - h3 

(92) 

(93) 

Eine Gleichung solcher Form wurde schon früher von DUSH
MAN, V. LAUE und SCHOTTKY vorgeschlagen. Es muß bemerkt 
werden, daß Wa die Änderung der potentiellen Energie bei dem 
Austritt eines Elektrons bedeutet, während die tatsächlich be
obachtete "Austrittsarbeit" nur Wa - rp beträgt. 

Es sei in der Tat Up die potentielle Energie der im Metall be
findlichen Gesamtheit von Elektronen. U p wird eine mehr oder 
weniger komplizierte Funktion der Anzahl N von Elektronen sein, 
denn die gegenseitige Abstoßung der Elektronen spielt sicherlich 

15* 
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eine wichtige Rolle bei der Bestimmung von U p' Wenn wir Ö N 
neue Elektronen in das Metall einführen, ändern wir U p um: 

(94) 

Die kinetische Energie der Elektronen im Metall ist aber nach 
(38) und (40) im fünften Kapitel: 

Uü=}Nrp. (95) 

Die Gesamtenergie des Elektronengases beträgt also: 

U= Uo + Up=}Nrp+ Up' (96) 

. Einer Vermehrung der Elektronenzahl um 0 N entspricht die 
Energieänderung : 

( OUp 3 30 fp ) 
oU=fJN + r;qJ + 5- N oN oN = (rp - Wa)oN; 

denn nach (92) ist: (jrp 2 
N (jN = Trp· 

Die Arbeit, die zur Entfernung eines Elektrons aus dem Metall 
nötig ist, ist also in der Tat gleich: 

A=W,,-qJ. 

Dieses Ergebnis kann auch auf ganz anschaulichem Wege ge
wonnen werden. Betrachten wir eine Kugel vom Radius Po im 
Impulsraum. (Wir kehren also zu dem in Abschnitt 1 dieses Ka
pitels benutzten Bild zurück.) Alle Metallelektronen befinden sich 
innerhalb dieser Kugel. Wenn wir einige Elektronen entfernen 
(indem wir sie aus einer beliebigen Zelle entnehmen), so werden 
die verbleibenden Elektronen sich "zusammenschließen" und eine 
Kugel von vermindertem Radius ausfüllen. Der Prozeß läuft also 
letzten Endes stets auf die Entnahme von äußersten Elektronen, 
d. h. solcher mit der höchsten Geschwindigkeit, hinaus. Die 
maximale Elektronenenergie ist aber [Abschnitt 1, Gleichung (6)]: 

PÖ h2 (3N).~ 
2m = 2m 8nV 3= rp. (97) 

Dieser Wert ist natürlich verschieden von der mittleren 
Energie [Abschnitt 1, Gleichung (7)]: 

-1 U 0 = -1· :::a pe = -} rp. 
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Die Austrittsarbeit ist also gleich dem Energiesprung W a , ver
mindert um die kinetische Energie rp der austretenden Elektronen. 

Bei der Aufstellung der Gleichung (89) setzten wir voraus, daß 
der Ausdruck: 

t:5 = IX + Wa = _ cp - W a 

kT kT 

positiv und ziemlich groß ist. Wir können jetzt die Begründung 
dafür geben: - (rp - W a ) ist die Extraktionsarbeit eines Elektrons. 
In allen gewöhnlichen Metallen ist diese Arbeit von der Größen
ordnung einiger Elektronenvolt. Die Größe k T ist dagegen auch 
bei 10000° nicht größer als Bruchteile eines Volts. Die benutzte 
Näherung war somit zulässig. 

Wir führten Wa in Gleichung (82) als die Energie ein, die einer 
bestimmten Elektronengeschwindigkeit ~o entspricht. Da die Aus
trittsarbeit positiv ist, muß 

also 
/2 

~ > V: oder ~o > v' 

sein. Wenn wir die in Abschnitt 2 (Abb. 15) wiedergegebene 
Kurve der Geschwindigkeitsverteilung betrachten, so sehen wir, 
daß ~o sich hinter v' auf dem absteigenden Ast der Kurve befindet 
(der, wie in Abschnitt 2 gesagt, sich annähernd durch eine Ex
ponentialfunktion darstellen läßt). Die aus dem Metall austreten
den Elektronen müssen daher eine Geschwindigkeitsverteilung be
sitzen, die nur unwesentlich von der klassischen MAxwELLschen 
Verteilung abweicht. Auf diese Weise wird der "klassische" empi
rische Befund über die Geschwindigkeitsverteilung der Glüh
elektronen auch vom Standpunkt der neuen Theorie aus ver
ständlich: die Verteilung der austretenden Elektronen ist an
nähernd eine MAxwELLsche, obwohl die Elektronen im Innern des 
Metalles einem ganz anderen Verteilungsgesetz gehorchen1. 

Die Frage nach der Geschwindigkeit von Glühelektronen wurde 
von verschiedener Seite noch genauer untersucht2 • Es scheint 
sicher zu sein, daß die Formel (93) durch Einführung eines "Re
flexionskoeffizienten" r für die Reflexion von Elektronen an der 

1 HERzFELD, K. F., in "Probleme dcr modernen Physik" (80MMERFELD
Festschrift), 8. 14-3. 

2 NORD HEIM, L., Z. Physik 46, 833 (1928). - FowLER, R. H., Proc. 
Roy. 80c. Lond. A lIi, 549 (1928). 
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Grenzfläche Metall-Luft korrigiert werden muß. Der SOMMER
FELDsche Ausdruck (93) muß mit dem Faktor (1 - r) multipliziert 
werden. Experimentell erhält man für r Werte in der Nähe von 
0,5, so daß G(l - r) ungefähr gleich 1 wird. Wenigstens erhält 
man dieses Ergebnis, solange die Metalloberfläche rein ist. Für 
den Koeffizienten 2nemk2 jh3 erhält man, wenn man den Strom 
in Ampere pro Quadratzentimeter mißt, etwa 60,2. Was kann 
theoretisch über den Reflexionskoeffizienten r ausgesagt werden? 
In der Korpuskularmechanik müßte r = ° sein. Die Wellenmecha
nik bietet dagegen eine Erklärung für von Null abweichende 
r-Werte. Den von innen gegen die Oberfläche des Metalles an
laufenden Elektronenstrom muß man bei der wellenmechanischen 
Behandlung durch eine ebene DE BROGLIE-Welle ersetzen. Auch 
wenn die kinetische Energie der zugeordneten Elektronen den 
kritischen Wert ~o, der zur Überwindung der Potentialschwelle 
nötig ist, übertrifft, findet man noch eine nicht zu vernach
lässigende reflektierte Welle, also einen von Null verschiedenen 
Reflexionskoeffizienten. 

Die Meßdaten bestätigen im allgemeinen gut eine von DUSH
MAN empirisch aufgestellte Formel: 

b 

J = AT2 e-T", 

die formal mit der theoretischen Gleichung (93) übereinstimmt. 
DUSHMAN1 berechnete schon vor Jahren für den Koeffizienten A 
den universellen Wert 60,2 A . cm - 2. Grad - 2, der für alle reinen Me
talle gelten sollte. Empirisch wurde der gleiche A-Wert am Wolf
ram, Molybdän und Tantal gefunden. Andere Metalle - Pt, K, 
Au, Ag, Cu - zeigen Abweichungen. Man beobachtet bei ihnen 
u. a. Schwankungen der b-Werte je nach der Art der thermischen 
Vorbehandlung (Entgasung durch Ausglühen). Man findet aber 
stets eine lineare Beziehung zwischen log A und b. Ähnlich ver
hält sich auch thoriertes Wolfram in verschiedenen Stadien der 
Aktivierung. BRIDGMAN und DU BRIDGE 2 interpretieren dieses 

1 DUSHMAN, S., Physie. gev. 21, 623 (1923); 25, 338 (1925). 
2 DU BRIDGE, L., Physie. Rev. 29,451 (1927); 31,236 (1928); 32,961 

(1928) - Proe. Nat. Aead. Sei. U.S.A. 14,788 (1928). - ZWIKKER, C., Vers!. 
Akad. Wetenseh. Amsterd., Wis- en natuurkd. Afd. 29, 792 (1926). -
GOETZ,A., Z. Physik 43, 731 (1927).-FoWLER,R.H., Proe. Roy. Soc. Lond.A 
122, 36 (1929). - BRIDGMAN, P. W., Physic. Rev. 31, 862 (1928). 
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Ergebnis als einen Beweis für die Temperaturabhängigkeit von b. 

Wenn: b = bo - IXT 

gilt, so erhält man. b, b, 

J = A T2 e a- T = A' T2 e - -ij , 

10gA' = 10gA + IX, 

d. h. man findet empirisch einen "zu großen" A-Wert. Tatsächlich 
ist z. B. bei Platin A' fast 230 mal größer als der "normale" A-Wert. 

Die Beobachtung der roten Grenze des photoelektrischen 
Effektes erlaubt eine direkte Bestimmung der Größe b sowie des 
Koeffizienten IX, der die Temperaturabhängigkeit von b bestimmt. 
Für die Metalle, die der DusHMANschen Regel gehorchen (z. B. 
Wolfram) ist IX = O. Für Platin erhält man einen von Null ver
schiedenen IX-Wert von der erwarteten Größenordnung 

Wir müssen also annehmen, daß die Potentialstufe Wa an der 
Metalloberfläche von der thermischen Behandlung des Metalles 
und unter Umständen auch von der Temperatur abhängt. 

Unter besonderen Bedingungen kann die Austrittsarbeit be
deutend erniedrigt werden. Ein solcher Effekt tritt nach Ver
suchen von LILIENFELD1 und von MILLIKAN und EYRING2 bei der 
Anlegung eines starken elektrischen Feldes an das kalte Metall 
im Vakuum auf. Es ist möglich, durch ein solches Feld einen 
starken Elektronenaustritt zu erzwingen. Wenn wir die Aus
trittsarbeit als klein annehmen, so müssen wir die Integrale (87) 
und (88) neu berechnen: 

00 

U -J .udu_ 
1 - i+u + l' 

o 
Wesentlich sind jetzt für uns die kleinen negativen b-Werte. In 
dem mathematischen Zusatz werden dagegen nur die Fälle b::p I 
und b ~ 0 durchgerechnet. In dem uns interessierenden Fall dür
fen wir folgende Entwicklung vornehmen: 

-6-e -~+e 

Ul =.r u(l - eHu + e2 (Hu) - ... ) du + !i- du 
o -6-e 

+.f u(e- Ö- U - e- 2 (ö+ u ) + e-3(Hu) ... ) du. 
-ö+e 

1 LILIENFELD, Physik. Z. 23, 306 (1922). 
2 MILLIKAN, R., u. EYRING, H., Physic. Rev. 27, 51 (1926). 
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Wir erhalten daraus: 

U1 = ~ b2 + ~2 - eJ + -l- e2ä - ..• (98) 

HOUSTON1 hat diese Reihenentwicklung, die auf Vernachlässigung 
von Gliedern mit E 2 , E 3 usw. beruht, zuerst angewandt und unter
sucht. Die Reihe konvergiert schnell, wenn b ein kleine negative 
Zahl ist. Für b = 0 erhält man direkt: 

",,2 

U1 = 12' 

Mit Hilfe dieser verschiedenen Reihenentwicklungen kann man 
eine Tabelle von numerischen Werten berechnen, aus der zu ent
nehmen ist, daß die von LILIENFELD und MILLIKAN beobachtete 
Elektronenemission fast unabhängig von der Temperatur sein 
muß. Praktisch kann der Temperatureinfluß - mindestens bis 

leP 

Metall 

Abb.17. 

1000 0 - ganz vernachlässigt werden, sobald Wa - rp kleiner als 
-0,2 Volt wird. Die neue Theorie vermag also die merkwürdige 
Erscheinung der "kalten Entladung" wenigstens qualitativ zu er
klären. 

Bei der Diskussion dieses Problems muß man aber noch die 
wichtigen Folgerungen berücksichtigen, die sich aus der Wellen
mechanik ergeben. Eine Welle vermag über einen Potentialwall 
zu dringen, der für die zugeordneten Teilchen nach der Korpus
kulartheorie ein absolutes Hindernis darstellen mußte. Stellen wir 
uns (s. Abb. 17) ein Feld F vor, das an die Metalloberfläche an
gelegt ist. Das Potential in der Umgebung der Oberfläche mag, 
wie dies FOWLER und NORDHEIM angenommen haben, den in 
Abb. 17 angedeuteten Verlauf haben: auf eine senkrechte Stufe 
von der Höhe Wa folgt ein gleichmäßiger, vom angelegten Feld 

1 HOUSTON, W. F., Z. Physik 47, 33 (1928). 
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herrührender Abfall. Als Ordinate ist in der Abbildung die po
tentielle Energie e P des Elektrons aufgetragen, deren Vorzeichen 
dem Vorzeichen des Potentials umgekehrt ist. 

Eine vom Innern des Metalles kommende DE BRoGLIE-Welle 
wird von der Wand reflektiert. Neben der reflektierten entsteht 
aber auch eine gebrochene Welle, und zwar auch dann, wenn die 
kinetische Energie der Elektronen kleiner als Wa ist. Die Rechnung 
kann für solche vereinfachte Bedingungen vollständig durch
geführt werden, und man findet!, daß die genaue Form der Po
tentialkurve keine sehr große Bedeutung für den Elektronen
austritt besitzt. Die gestrichelte abgerundete Kurve und die aus
gezogene gebrochene Linie geben fast gleiche Resultate. 

Folgende Formel bestimmt nach FowLER und NORDHEIM die 
Anzahl der heraustretenden Elektronen: 

(99) 

mit K 2 = ~n2~ 
h2 • 

W ist die kinetische Energie der Elektronen in der Richtung Ox 
senkrecht zur Oberfläche: 

Der obige Ausdruck muß über alle Elektronengeschwindig
keiten integriert werden. Direkte Berechnung erscheint schwierig. 
HOUSTON hat eine Näherungsrechnung für tiefe Temperaturen aus
geführt und erhielt für die Elektronenstromstärke den Ausdruck: 

/ 
(Wa-lf): eil cp -4](--- [32n4 mk2 1 

J=2nhWa (Wa_cp)e 3F F2 +-------ah2--(Wa-<p)T2 . (99a) 

Die Bezeichnungen in (99a) sind dieselben wie in (93). F ist das 
angelegte Feld_ T muß so klein sein, daß die Emission beim Feld 
Null vernachlässigt werden kann. 

Man sieht in (99a), daß der Temperatureinfluß auf die "kalte 
Entladung" nur klein sein darf. Die Stromstärke hängt fast nur 
von der Feldstärke F ab. Die Erfahrung ist in guter Überein-

1 RICHARDSON, Ü. Wo, Proc. Roy. Soc. Lond. A 111, 719 (1928). -
FOWLER, R. H., u. NORDHEIM, L., Proc. Roy. Soc. Lond. A1l9, 173 (1928). 
- ÜPPENHEIMER, J. R., Proc. Nat. Acad. Sei. U.S.A . • 4, 363 (1928). -
HousToN, W. F., Physic. Rev. 33, 361 (1929). 
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stimmung mit dieser Formel, und die von der Theorie gelieferten 
Größenordnungen der einzelnen Koeffizienten sind durchaus plau
sibel. 

9. Kontaktpotentiale. Um die Kontaktpotentialdifferenzen zu 
bestimmen, müssen wir das Gleichgewicht zwischen zwei Metallen 
betrachten, die imstande sind, ihre Elektronen auszutauschen. 
Der Einfachheit halber nehmen wir an, daß die Metalle auch mit 
dem Vakuum, d. h. mit einem sehr großen Gefäß von der Tempe
ratur T, in dem die Elektronendichte sehr klein ist, Elektronen 
austauschen können. Die Elektronen im Vakuum sollen sich wie 
ein äußerst verdünntes ideales Gas verhalten. Um Komplikationen 
durch elektrostatische Aufladung zu vermeiden, können wir an
nehmen, daß das Vakuum außer den Elektronen auch eine ent
sprechende Anzahl von positiven Ionen enthält, die die Raum
ladung kompensieren. In genügender Entfernung vom Metall 
haben die Elektronen unter diesen Bedingungen die potentielle 
Energie Null und die mittlere kinetische Energie~- k T. Das ther
modynamische Potential IflVak solcher Vakuumelektronen ist durch 
Gleichung (46) aus dem vierten Kapitel bestimmt: 

IflYak = fl = ';- = -kTlog :h3 (2JtmkT(~. (100) . . 
Hier bezeichnet IflYak das thermodynamische Potential eines einzigen 
Elektrons, if> dasjenige der Gesamtheit von N. Elektronen im 
Volumen Ve. Wenn die Konzentration Ne/V. sehr klein ist, ist 
auch IflVak eine sehr kleine Größe. 

Wenn wir nach den Bedingungen für das Gleichgewicht 
zwischen den beiden Metallen und dem Vakuum fragen, so ist 
dies ein Problem, das dem im letzten Abschnitt des vierten Ka
pitels behandelten durchaus analog isV. Wir haben wieder ein 
System von Körpern Cl C2 ••• Cm ••• vor uns, die einen Be
standteil (diesmal die Elektronen) austauschen können. Gleich
gewicht ist erreicht, wenn die chemischen Potentiale flm aller Kör
per gleich geworden sind. In unserem Fall ist das chemische Po
tential flm der Elektronen im Körper Cm gegeben durch die poten
tielle Energie e Pm (wo Pm das mittlere elektrostatische Potential 

1 SOMMERFELD, A., Naturwiss. 15, 829 (1927). - ECKART, C., Z. Physik 
47, 38 (1928). - HERZFELD, K. F., in "Probleme der modernen Physik" 
(SoMMERFELD-Festschrift). Leipzig: Hirzel 1928. 
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im Innern des Metalle~ bedeutet), vermehrt um das kinetische 
Glied f{!m: 

(101) 

Dieses Ergebnis braucht kaum bewiesen zu werden. Wir können 
(101) bereits aus den Formeln des fünften Kapitels [Abschnitt 4, 
Gleichung (28) oder Abschnitt 7, Gleichung (52a)] entnehmen. 
Wir haben dort die Verteilung von Teilchen untersucht, die der 
FERMI-Statistik gehorchen und außer ihrer kinetischen Energie 
noch bestimmte Beträge an potentieller Energie besitzen. Der 
dortigen Größe au pliJ N entspricht in dem jetzt behandelten Falle 
die Energie ePm • Ein weiteres ähnliches Problem wurde in Ab
schnitt 7 des fünften Kapitels besprochen, in dem wir ein System 
von Teilchen in verschiedenen Anregungszuständen (Energie sm) 
untersuchten. Jedem Zustand entsprach ein entartetes Gas, für 
das die Gleichung: <m 

(Xm = IX + leT 

galt, worin IX eine für das Gesamtsystem charakteristische Kon
stante bedeutete. Gleichgewichtsbedingung war: 

-kTIXm + Sm = f{!m + Sm = -kTIX, (102) 

wenn man nach (92) die Größe f(!m = - k T (Xm einführte. In allen 
diesen Formeln spielte die Anregungsenergie Sm genau die gleiche 
Rolle wie jetzt die potentielle Energie ePm • Gleichung (102) 
bedeutet also nichts anderes als die Forderung nach der Gleichheit 
der chemischen Potentiale der verschiedenen koexistierenden Gase. 
Die elementare Überlegung, die im vorigen Abschnitt durchgeführt 
wurde, erklärt den physikalischen Sinn dieser Formeln: Wenn 
man aus dem Metall ein Elektron auszieht, ohne ihm eine end
liche Geschwindigkeit zu erteilen, es ins Unendliche befördert und 
dort ruhend beläßt, so verbraucht man die Arbeit -ePm, wo Pm 
das mittlere elektrische Potential im Metall bedeutet, während 
das Potential im Unendlichen Null ist!. Wenn aber der Pro
zeß bei der Temperatur T stattfindet, so besitzt das Elektron 
vor dem Austritt die kinetische Energie f(!m [Maximalenergie nach 
Gleichung (97)]. Nach Abschluß des Prozesses behält das Elektron 
im Vakuum die kinetische Energie -~- k T und das chemische 

1 e ist die Elektronenladung, also die negative Größe -1,591.10 - 20 

el. magn. Einh. 
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Potential CfJVak nach (100). Das Gleichgewicht ist erreicht, wenn die 
bei dem Prozeß gewonnene Arbeit gleich Null wird, d. h. wenn: 

ePm + CfJm = CfJVak (103) 
ist. In dem vorangehenden Abschnitt haben wir die Vorstellung von 
einem Potential wall von der Höhe W a eingeführt, die das Elektron 
beim Entweichen zu überwinden hat. Diese Größe Wa muß eine 
charakteristische Konstante des Metalles 'sein und ist durch die 
Existenz einer Doppelschicht an seiner Oberfläche zu erklären. 
Die Doppelschicht muß aus positiven Ladungen auf der inneren 
und negativen an der äußeren Seite der Metalloberfläche bestehen. 
Es ist leicht, die physikalischen Gründe für die Bildung dieser 
Schicht zu verstehen. 

Vom korpuskularen Standpunkt aus stellt das Metall ein Punkt· 
gitter aus positiven Ionen dar, zwischen denen sich negative 
Elektronen bewegen. Die potentielle Energie des Elektrons in 

+ o 
+ 

+ _ einem solchen Gitter wird natürlich von 

+-

eP 

eP' 

Ort zu Ort stark verschieden sein. Nichts
destoweniger kann man einen Mittelwert 
e Pi dieser Energie definieren. Da die Me· 
talle bei tiefen Temperaturen ihre Elek
tronen nicht verlieren, muß ePi negativ, 
Pi also positiv sein. Wir erklären uns die
ses positive innere Potential dadurch, daß 
die Ionen durch Wechselwirkungskräfte 
zusammengehalten werden und daß das 
Ionennetzwerk als Ganzes auf jedes Elek
tron eine Anziehung ausübt und es fest
hält. Wenn ein Elektron von innen gegen 
die Außenfläche des Metalles anläuft, so 

~ 
----1--=--1--1---- wird es nach Durchdringen der äußersten 

eil 
+-

Abb.18. 

Ionenschicht nach innen zurückgezogen. 
Wenn seine kinetische Energie nicht sehr 
groß ist, wird es die Bewegungsrichtung 
umkehren und wieder ins Innere des Me-

talles verschwinden müssen. Die Gesamtheit solcher, gerade um
kehrender Elektronen wird in jedem Augenblick eine negative 
Schicht über der Metalloberfläche bilden (s. Abb. 18). Zusammen 
mit der positiven äußeren Ionennetzebene bilden sie die elektrische 
Doppelschicht, von der oben die Rede war. 
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Umgekehrt bedingt die Existenz einer solchen Doppelschicht 
einen bestimmten konstanten Potentialsprung Wale auf der Ober
fläche des Metalles. Es ist bekannt, daß eine Doppelschicht in 
einem Aufpunkt A ein Potential M Q besitzt, worin M die Stärke 
der Doppelschicht und Q den Raumwinkel bedeutet, unter dem 
die positive Seite der Schicht von A aus gesehen wird. In unserem 
Falle bildet die Doppelschicht eine geschlossene Hülle um das Me
tall herum. Für jeden Punkt außerhalb des Metalles ist daher Q 
gleich Null, während für jeden inneren Punkt Q = 4n gilt. Die 
Kurve, die den Verlauf der potentiellen Energie beim Über
schreiten der Oberfläche darstellt, muß also von dem in Abb. 18 
angedeuteten Typus sein. 

Wenn P' das Potential in einem äußeren Punkt in der nächsten 
Nähe der Metalloberfläche bedeutet, so ist das innere Potential: 

P i = P' + 4nM, d. h. ePi = eP' - Wa . 

Die Hypothese der Doppelschicht wurde in einer sehr geist
reichen Weise von FRENKEL1 unterstützt. Er versuchte, die 
Rechnung auf wellenmechanischer Grundlage durchzuführen. Das 
Bild sieht dann etwas verändert aus: 

Die Spiegelung von DE BRoGLIE-Wellen, die den gegen die 
Oberfläche des Metalles von Innen anlaufenden Elektronen zuge
ordnet sind, wird, wie aus der Optik bekannt, von der Ausbildung 
einer exponentiell auf Null abfallenden gebeugten Welle hinter der 
spiegelnden Fläche begleitet. Dieser Welle entspricht eine Art 
von Elektronenatmosphäre, die das Metall umgibt. Infolge von 
Interferenzerscheinungen wird dagegen im Inneren des Metalles, 
in der Nähe der Oberfläche, die Elektronendichte zu klein, so 
daß eine Schicht mit positiver Raumladung entsteht. Die genaue 
Berechnung der so gebildeten Doppelschicht wird dadurch er
schwert, daß die entstandene Ladungsdichte ihrerseits auf die 
Verteilung des Potentials und somit auf die Wellenfunktionen 
rückwirkt. 

Wir müssen jetzt folgende Ergebnisse miteinander kombinieren: 
Erstens: (104) 

1 FRENKEL, J., Philosophie. Mag. 33,297 (1917) -Z. Physik 51,232 (1928). 
- KLEIN, 0., Z. Physik 53, 157 (1929). - Die Rechnungen sind mit denen 
von FOWLER und NORDHEIM zu vergleichen, die am Schluß des vorigen 
Abschnittes erwähnt wurden. 
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- die aus (103) sich ergebende Beziehung zwischen den mittleren 
inneren Potentialen der beiden Metalle [man vgl. auch Abschnitt 7, 
Gleichung (72a)]. 

Zweitens: An der Oberfläche jedes Metalls besteht ein bestimm
ter Potentialsprung, Wa,/e im ersten, Wa,/e im zweiten Metall. 

Was ergibt sich aus diesen beiden Bedingungen für das gegen
seitige Verhalten der Metalle? 

Stellen wir uns zwei Metallplatten vor (Abb. 19), die einen 
ebenen Kondensator bilden. Die beiden Metalle 1 und 2 sind in 

F 

• • , J • • 
'I t 

F leitend verbunden, so daß sie ihre Elektronen 
frei austauschen können. Die Bedingung (104) 
wird dann erfüllt sein und die inneren Poten
tiale PI und P 2 müssen sich entsprechend ein
stellen. 

Me/oll tltrKvum Ne/oll 

Wenn wir die Potentiale in den Punkten 1 
und 2 im Innern der beidenMetalle vergleichen, 

so gilt: P _ P __ .!.( -) (105) 
2 1 - e Cf!2 Cf!I· 

#, ~ 
Abb.19. 

Jetzt betrachten wir die Potentiale P3 und P 4 in zwei Punkten 
nahe an der Oberfläche der beiden Metalle. Es ist: 

1 
P4 = P2 + e Wa, . Pa = PI + .!. Wal' e 

(106} 

Die Potentialdifferenz zwischen 3 und 4 ist somit: 

P 4 -- P 3 = 1 [Wa, - Cf!2 - (Wal - Cf!I)]. 
e 

(107) 

Neloll, , . 
__________ Jf., 

rr, elj 

+ 

/loKuum 
J 'f . . 

Zu 
I/iel 

Zu 
wenig 

Abh.20. 

+ 

Nelollt 
;: 
• 

elj 

Dies ist die Größe, 
die wir experimen
tell als das VOLTA
sehe Kontaktpoten
tial des Paares 1 und 
2 messen. Diese Po
tentialdifferenz be
dingt die Existenz 
eines homogenen 
elektrischen Feldes 
zwischen den Plat
ten 1 und 2. Dies 

bedeutet, daß in einem der beiden Punkte 3 und 4 (in Abb. 20 in 3) 
ein Überschuß, in dem anderen ein Mangel an negativen Ladungen 
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besteht. In der Tat reduziert sich die POISsoNsche Gleichung in 
diesem Fall auf eine Dimension und ergibt: 

82 P 
AP = 8x2 = -4ne. (lOS) 

Eine positive Elektrizitätsdichte gibt eine Krümmung der Poten-, 
tialkurve e P nach oben, die der Dichte proportional ist. Der nega
tiven Raumladung entspricht eine Krümmung -nach unten. 

Wenn man die Verbindung F (Abb. 19) löst und die beiden 
Metalle trennt, findet man sie geladen. Das Verhältnis dieser frei
gewordenen Ladung zur Kapazität des Kondensators gibt die 
Potentialdifferenz P 4 - P 3 . 

Die Austrittsarbeiten Wa treten nur auf, wenn ein Elektron 
aus dem Metall ins Vakuum überführt werden soll. Sie spielen gar 

#ettT/1 
eP 

+ In VbersC'l1vß 
Abb.21. 

!/tT!rtltll!l 

keine Rolle bei den Vorgängen im Innern des Metalles wie auch 
in den Effekten von PELTIER, THoMsoN und JOULE, die bei der 
Bewegung von Elektronen durch ein oder mehrere sich berührende 
Metalle ohne Übergang ins Vakuum auftreten. 

Aus diesen Ausführungen erhellt die Bedeutung, die der Zu
stand der Metalloberfläche (Reinheitsgrad, Oxydation) für die 
glühelektrische Emission und für die Höhe der Kontaktpotentiale 
besitzt. 

Betrachten wir jetzt ein Metallstück im Innern eines Hohl
raumes von der Temperatur T, mit dem es Elektronen austauschen 
kann. Die Temperatur soll so hoch sein, daß eine schwache Elek
tronenemission möglich ist. Der Potentialverlauf wird in diesem 
Fall durch Abb'. 21 dargestellt. Die Gleichgewichtsbedingung (103) 
führt zur Annahme, daß e P + rp eine sehr kleine positive Größe 
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ist, da sie dem Potential IPVak gleich sein muß. In der Nähe der 
Metalloberfläche ist das Potential des Vakuums P3 positiv. Es 
muß also ein Überschuß an negativer Ladung bestehen, der in 
der Umgebung des Metalles ein Feld F hervorruft. Dieses ist zu
nächst konstant und fällt dann allmählich - nach dem COULOMB
schen Gesetz - auf Null ab. In genügender Entfernung vom Me
tall wird das Potential umgekehrt proportional dem Abstand sein. 

Die Elektronen, die dem Metall durch Erhitzen (oder durch Be
lichten) entzogen werden, werden also durch ein Potential P 3 

beschleunigt. Sie werden aber beim Eintreten in eine zweite Elek
trode aus gleichem Metall dieselbePotentialhöhe wieder überwin
den müssen. Wenn die Auffangelektrode aus anderem Metall be
steht, wird man zwischen den beiden nur die oben bestimmte Kon
takt-Potentialdifferenz (107) beobachten können. 

Vielleicht könnte man aber den Absolutwert von P 3 dadurch be
stimmen, daß man die Minimalgeschwindigkeit der vom Metall im 
Vakuum emittierten Elektronen mittels Ablenkung im magnetischen 
Feld mißt. 

Da wir die Größen Wa theoretisch nicht vorausbestimmen 
können, ist auch jede theoretische Aussage über die Größe der 
Kontaktpotentiale unmöglich. Als Hinweis soll die unte~stehende 
Tabelle dienen, die sich auf die Größe IP bezieht. Nach (92) ist IP 

proportional (NI/VI)!' wo NI die Anzahl der freien Elektronen 
im Volumen VI bedeutet. In einwertigen Metallen dürfen wir ein 
freies Elektron pro Atom annehmen. Es ist dann: 

IP =h_2 (3N1_)* = h 2 (3NA _ri)1 (109) 
2m 8nV1 2m 8n M ' 

wo NA die A VOGADROSche Zahl, d die Dichte des Metalles und M 
das Atomgewicht bedeutet. Wir ordnen die Metalle nach den ge
messenen Kontaktpotentialen und vergleichen die Reihenfolge der 
d/M-Werte: 

Metall: + Rb 

d 
M .103 18 

K Na 

22 42 

Metall: Fe Cu Ag 

~. 103 
M 

(140) (140) 97 

Al Zn Pb Sn 8b Bi 

(100) (108) 54 61 (55) (47) 

Au Pt Pd C 
(llO) 

98 llO 112 190 

Wenn man von den eingeklammerten Werten absieht, ist die 
Reihenfolge die erwartete. Al, Zn, Fe, Cu haben dagegen "zu 
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große", Sb und Bi "zu kleine" Werte. Letztere Abweichung könnte 
darauf zurückgeführt werden, daß in diesen Metallen jedem Atom 
mehr als ein freies Elektron zukommt. 

In der Tabelle (1l0) nehmen die Kontaktpotentiale von links 
nach rechts regelmäßig ab. Dies bedeutet nach (107) eine regel
mäßige Zunahme von Wa - cp. Da dlM gleichzeitig zunimmt, so 
bedeutet dies, daß auch cp einigermaßen regelmäßig vom Rb bis 
zum C zunimmt. Es muß also angenommen werden, daß Wa 

und Wa - cp sich beide im gleichen Sinne wie cp verändern. 
10. Einfluß eines ll'Iagnetfeldes. Dieselbe Theorie kann uns 

auch die verschiedenartigen Effekte erklären, die beim Anlegen 
eines Magnetfeldes an einen elektrischen Leiter auftreten. Wir 
werden hier einer Abhandlung von SOMMERFELD folgen, die eine 
ursprünglich von GANS entwickelte Methode benutzt. Die Be
handlung wurde später von FRANK genauer durchgeführt I. 

Die Elektronen seien einem elektrischen Feld mit den Kom
ponenten Ex, E y und einem magnetischen Feld Hz ausgesetzt. 
Dies ist die übliche Anordnung bei der Messung des HALL-Effektes 
an einer metallischen Platte, die in der Ebene xy liegt und dem 
Einfluß eines dazu senkrechten Magnetfeldes unterliegt. Nehmen 
wir die Rechnung des Abschnittes 3 wieder auf. Wir suchen nach 
einer Verteilungsfunktion f (x, y, ~, 1) ,C) von der Form: 

f(x, y,~, 1), C) = fo(x, y,~, 1), C) + hdx, y,~, 1), C) } (Ill) 
+ 1)X2 (x, y, ~, 1), C). 

10 ist die Verteilungsfunktion von FERMI, die nur von der resul
tierenden Geschwindigkeit v = -V ~2 + 1)2 -+ 12 abhängt. Wir neh
men in erster Näherung an, daß auch Xl und X2 von nur v abhängen. 
In Abwesenheit des magnetischen Feldes gibt es einen elektrischen 
Strom J und einen Wärmestrom C nur in der Richtung x. 

Betrachten wir die Elektronen, die sich im Volumen dxdydz 
befinden und Geschwindigkeiten ~ bis ~ + M, 1) bis 1) + d1), C 
bis C + dC haben. Nach einer kurzen Zeit dt werden sich diese 
Elektronen im Raumelement: 

x+~dt, Y+1)dt, z+Cdt 

1 GANS, R., Ann. Physik 20, 293 (1906). - SOMMERFELD, A., Z. Physik 
41,43 (1928). - FRANK, N. H., Z. Physik 63,596 (1930). - FRANK, N. H., 
und SOMMERFELD, A., Rev. of Modern Physics 3, 1 (1931). 

Brillouin, Quantenstatistik. 16 
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befinden, und ihre Geschwindigkeitskomponenten werden: 

t = § + e!z dt + -ift HzYJ dt, 

YJ' = YJ + eEy dt - ~ Hz ~ dt , 
m m 

sein. Daneben werden durch Zusammenstöße a dt dx dy dz 
d$dYJd~ Elektronen vom betrachteten Typus verschwunden und 
b dt dx dy dz d$ dYJ d~ neu entstanden sein. Wir stellen uns vor, 
daß der Zustand stationär ist. Dann gilt: 

f (x + ~dt, Y + YJdt, z + !;dt, e, YJ', !;) 
= f(x, y, z,;, YJ, 1;) + (b - a)dt. 

Durch Differenziation erhält man daraus: 

( e E + eH) 01 ~ 01 + (e E e H ~) 01 + Oll 
m x m zYJ iJ1+ ox m Y- m z ar/ YJ oy (112) 

=b-a; 

denn wir haben in n11) angenommen, daß f von z nicht abhängt. 
Die Berechnung von (b - a) geschieht wie früher [Gleichung (31) 
und (31 b)] mit gleichen Vorbehalten in bezug auf den Wert der 
freien Weglänge l. Wir erhalten: 

(113) 

Wir tragen diesen Ausdruck in (112) ein und nehmen in erster 
Näherung an, daß man im ersten Glied an Stelle von fauch 10 
(in den von Hz unabhängigen Ausdrücken) einsetzen darf. Wir 
erhalten dann nach einigen einfachen Reduktionen: 

Xl - ~~ X2 = - ~ 11' I 
ftl l (114) 

%2 + V Xl = - V 12' 
mit den Abkürzungen: 

(114a) 
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Die Auflösung von (114) gibt sofort: 

,ul 
1 11 + V f2 

Xl = -v --ft21~ , 
1+-;;2 

ftl 
1 12 - v- 11 

X2 = - V --ft212 . 
1+--;;2 
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(115) 

Wir berechnen jetzt - genau wie in Abschnitt 4 - die Kom
ponenten J"" J y, G", Gy des elektrischen und thermischen Stro
mes [s. Gleichungen (33), (34), (35)]: 

J", = e j; Id~ dr; dt; = : IV2 X14nv2dv, 

J y = ; Iv2 X2 4nv2 dv, 

G",= ~I~v2Id;dr;dt;= ;jv4xI 4nv2dv, 
(116) 

Gy = ; j v4 X24nv2 dv. 

Betrachten wir als Beispiel näher die Berechnung von Ja; aus 
(114) und (115): 

a; 3 ft2 12 m ov ox fl mv ov iJy 
J = -~;n;~f lv2 [eEz ofo + v Bfo + l(eE'L ofo + Ofo)]dv. 

1+--;;2 

Man integriert partiell die beiden Glieder mit a 10/8 v. Was die 
Glieder mit Mo/8x und 8/0/By betrifft, so erinnere man sich daran, 
daß das Metall in diesem Beispiel als homogen vorausgesetzt wird, 
so daß 10 von x und y nur als Folge von Temperaturunterschieden 
abhängen darf. Andererseits gilt nach (25a) (Abschnitt 3, Be
merkung 1): 

worin: 

10 = G(~Y F o• 

1 
F 0 = --m----."'

IX+-
e 2kT + 1 

16* 
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die FERMISehe Funktion bedeutet. Wir erhalten somit: 

-f-~- fJFo(v~ + fllfJ~) dvj. 1+,u2z:. fJT fJx fJy 
v2 

In dieser Gleichung erscheinen folgende zwei Typen von In
tegralen1 : 

(117 I) 

(117 II) 

Wir wollen versuchen, diese Ausdrücke unter Voraussetzung 
der FERMI-Statistik zu bestimmen. Das erste Integral berechnet 
sich sofort mit Hilfe der Formeln (38) bis (41) des Zusatzes. Führen 
wir eine Hilfsvariable u und die Abkürzungen des Abschnittes 4 
[Gleichung (39)] ein: 

K'k = (~k~)ifF ~- ( lJU:') du 
J m 0 fJu r 1+-u 

o 

1 SOMMERFELD und FRANK benutzen die Bezeichnungen: K 1 = Ku; 
K 2=K12 ; K 5 =K23 ; K 6 =K14 ; K~=K~2; K~=K;3; K7=K~4; 
K~ = K~5' Man achte darauf, daß in den folgenden Formeln der Exponent 
k nicht mit der thermischen Konstante k verwechselt werden darf. 
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Um die Rechnung zu vereinfachen, nehmen wir an, daß l von der 
Geschwindigkeit v (also auch von u) unabhängig ist. Man findet 
dann: 

K. =(~'!'!'.)2 _lia2 1+)1;:2 \2- 1 +a -2--2 +2a2 2+1 . (118) 
k k l k I k ) l' (k2 

) 1'2 k (k )j 
J k m l' 6 a2 (r )2 1 +- 1+-a a 

Das zweite Integral Kif.; kann auf das erste zurückgeführt 
werden, mit Hilfe einer Transformation, die der vom Abschnitt 4 
[Gleichung (38) bis (42)] analog ist: 

Doch ist nach (70 b) : 

mv'2 
-a = IX = 2kT' 

Otx iJa )1;2 
T-o =-T =a+ + .... oT iJT 6a 

Daraus folgt· 

iJFo 
-aT = .~ ?8~O (u - a - .~~ .. -). 

Das Integral Ki Tc erhält also die Form: 

Wir können partiell integrieren, da die Ausdrücke Fo ~ 
an den Grenzen 0 und 00 verschwinden: 1 + X 

u 

(119) 
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Dies gibt unter Benutzung der Entwicklungen (118): 
k-l 

Kik =n:~ (2akT\ 2 _l_j _ 
6am m-' 1+.1.-

a 

l k - 1 + 2k : + (k +. 1) f~ - 2-::-2 (k - 1) (k - 3)] 
. - 1 + -------,-------;----

(1 +~y 

2nmG(m)3[ e e {)T , {)T f] 
0Y=-3- h -fl;nE",K2 :l + mElIK14 +,UrT-;;K21-cXyK15 . 

Die Größen J"" J y, 0"" Oy sind Stromdichten (nicht Strom
stärken). 

Die Gleichungen (120) müssen, nach der SOMMERFELDschen 
Theorie, alle magnetischen Effekte in elektrischen Leitern er
klären. 

11. Der isotherme HALL-Effekt; Widerstands änderung im 
magnetischen Feld. Wir betrachten zunächst die Erscheinungen 
unter streng isothermen Bedingungen. Der primäre elektrische 
Strom soll in der Richtung Ox fließen. Es ist also: 

J",4=O, Jy=O, 0",4=0, Oy4=0; 

E E ()~ = ° ~T - ° "', y' {)x ' {)y - . 

Die zweite Gleichung (120) gibt: 

E K21E ft K 21J 
y=flK- "'=-K- "', 

12 °a.i 12 
(121) 
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wobei mit 0H,i die isotherme Leitfähigkeit im Felde H bezeichnet 
wird, wie sie sich aus der ersten Gleichung (120) und aus (121) 
ergibt: 

0H i = 4:n:eG (1n)3 ~ [Ku + fl2 ~~bl = 00 K12 (1 + fl2 K: '). (122) , 3 h m K 12 K 12lO) K '2 

K 12 (0) bedeutet in (122) den Wert des Integrals K l2 bei H = O. 
Die Gleichung (121) ergibt einen Potentialgradienten senkrecht 

zur Stromrichtung. Dies ist der isotherme HALL-Effekt mit der 
charakteristischen Konstanten: 

1 3)' 3 y2 
012 -T - 2 a + 4" a2 

1 + 6a2 ------;--,)0---
=_e_(2~C!)_il __________ (~1~+~~~2 

mOH.i m n 2 y2 
1 + ---;--"----,-

3a4 (1 + ~r 

(123) 

Wie etwas später gezeigt werden soll, ändert sich die Leitfähig
keit ° nur mit H2. Wenn wir also den Wert von R i in schwachen 
Feldern suchen, so dürfen wir setzen: 

e '2akT)_1 R· N - ( --_. 2 l. 
t moo \ m 

Ersetzen wir 00 und a durch ihre Werte (47). Wir finden dann: 

2akJ' __ = !!.2 (~3N)l 
m m 2 8nV ' 

° = 8n2 e2 m2 2ak! 1 = 8n~2~~ (3N )i~ 
o 3 h3 m 3h 801 V ' I (124) 

Auf Grund der gleichen Annahmen (N unabhängig von T, 1 un
abhängig von der Elektronengeschwindigkeit v) soll jetzt die 
Widerstands änderung berechnet werden, die nach (122) auftritt. 
Wir benutzen dabei die im vorigen Abschnitt eingeführten Werte 
von fl und y. 
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Wir entwickeln diesen Ausdruck nach Potenzen von 'Yla: 

: = ~ 2~2~2T = ~~;': = (~r = (e~'r (8;;)t. (125) 

Hier bedeutet l die freie Weglänge eines Elektrons mit der Grenz
geschwindigkeit v'. R ist der Krümmungsradius der Bahn solcher 
Elektronen im Magnetfeld H. In der Entwicklung von OH';/OO 

gibt die erste Näherung, bei der nur der von a unabhängige Aus
druck behalten wird, Eins. Die zweite (Glieder mit n2/a 2) gibt 
nach elementaren Rechnungen: 

:n;2 1'2 

( 1 1 l' 1 1'2) 
-1- :n;2 1' T+2a+T a2 

- 3aS (1+-~Y . 

Es gilt somit: 

LI e LI 0 :n;2 1' B H2 

e = -~ = 12aS (1 + :) = 1+CH2' (126) 

Indem man a und 'Y durch die entsprechenden Ausdrücke er
setzt, erhält man: 

B = :n;2 ~mlkT)2 (~_.;T17)2 1 
3 h6 3N' 

(127) 
C=(el)2(8:n;V)t= 2R2 ( 1124) h2 3N 0 0 • vg. . 

SOMMERFELD leitete das erste Glied ab, das die Variation des 
Widerstandes in schwachen Feldern widergibt. FRANK vervoll
ständigte die Ableitung und gab die Formel (126) an, die für alle 
Feldstärken ausreicht!. In sehr hohen Feldern muß eine "Sätti
gung" auftreten, indem ;j eie dem Endwert: 

Lle B 

1 SOMMERFELD, A., Z. Physik 47', 43 (1928). - FRANK, N. H., Naturwiss. 
18, 751 (1930) - Z. Physik 64, 650 (1930). 
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zustrebt. Man erkennt aus (127), daß das Erscheinen des Gliedes 
in C mit einer bedeutenden Krümmung der Elektronenbahn ver-
knüpft ist. ~ 

Welche experimentelle Be- (to 
0,8 

deutung haben die abgeleiteten 
Formeln? Der berechnete Ko- ~7 

effizient B erweist sich als viel Oß 

zu klein. Man berechnet z. B. 
für Silber, nach (127), einen fJ,5 

B-Wert von 1,2 '10- 17, was 0,9 

um etwa 4 Zehnerpotenzen zu 
fJ,J 

wenig ist. Hier liegt offenbar 
eine prinzipielle Schwierigkeit fJ,Z 

vor. Es scheintl, daß man sie (},1 

durch Anwendung der Wellen
mechanik und Berücksichtigung 0 

des elektrischen Feldes des 

I V V-

I/ 'l' 
,/ 

/ / 
~I oV 

11/ 
11 

I 
/ 

JOO ZOU JOU '1UU SUD 6UO 7QU 800 
It il7f(i/ogITtJB 

Ionengitters wird überwinden 
Abb.22. Widerstandsänderung von Kupfer. 

können. Auch die Tatsache muß beachtet werden, daß die Energie
kurve in Wirklichkeit stark von der klassischen Parabel abweicht. 

Vom Absolutwert von B abgesehen, scheint aber die Formel (126) 
die experimentellen Ergebnisse von KAPITZA, der den magnetischen 
Einfluß bis zu sehr hohen 
Feldstärken verfolgte, gut 
wiederzugeben. Die beiden 
Abb. 22 u. 23, die aus der Ar
beit von FRANK entnommen 
sind, zeigen die gute Überein
stimmung. Abb. 22 bezieht 
sich auf Kupfer (T= 88 0 abs), 
Abb. 23 auf Gold (Kurve I) 
und Tellur (Kurve II). Auf 
der letzten Kurve sieht man 
bereits die Annäherung an 
den Sättigungszustand. 

...-~ 
Il .L.~ 

0,2 

/" 0 ./ 

j. 
~ // 

0,3 

f /~I 
'~ V· ... li 
o 1UO 2UO JUO '100 500 6(/0 

tI in f(i/ogau/J 

Abb. 23. Widerstands§nderung von Gold (1) 
und Tellur (II). 

Des weiteren soll nach (127) fC = GoR sein. In folgender 
Tabelle sind die aus der Widerstandsänderung auf diese Weise 

1 PEIERLS, R., in "Leipziger Vorträge 1930". Leipzig: S. Hirze1 1930. 
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bestimmten R-Werte für die normalen Metalle Cu, Ag und Au zu
sammengestellt. Die Leitfähigkeit 0 ist für die Temperatur, bei der 
die magnetischen Versuche ausgeführt wurden, aus der Leitfähigkeit 
bei Zimmertemperatur und dem Verhältnis der Leitfähigkeiten 
bei beiden Temperaturen berechnet worden. Die zweite Spalte der 
Tabelle enthält Mittelwerte von R, die aus direkten Messungen bei 
Zimmertemperatur entnommen sindl , in der dritten stehen die nach 
SOMMERFELD berechneten Werte. Die angegebenen Temperaturen 
sind die, bei denen die Widerstandsänderungen bestimmt wurden. 

Metall R·lO' R·IO' J' 
aus LI eIe o abs 

CUf (getempert) 7,5 5,5 88 
CUII (halb getempert). 6,8 5,5 88 
CUf (hart gezogen) 5,0 5,5 88 
Ag (getempert) . 12,5 8,4 88 
Ag (gezogen) . 7,8 8,4 =90 
AUf (getempert) 17,5 6,5 88 
AUII (gezogen) . 12,8 6,5 10,5 CX)90 
AUll 

2 19,7 6,5 10,5 . 20A 

Man darf die Übereinstimmung als befriedigend ansehen. Es 
ist zu bedenken, daß R für diese Metalle erfahrungsgemäß3 mit 
abnehmender Temperatur steigt. Ferner sind die benutzten Werte 
von 0 nach FRANK wahrscheinlich zu klein (also die aus LI. ola be
rechneten R-Werte zu groß), weil die verwendeten Metalle - ins
besondere das Gold von MEISSNER und SCHEFFERS - außerordent
lich rein waren. Schließlich muß berücksichtigt werden, daß die 
R-Werte bei verschiedenen Proben desselben Metalls schwanken, 
so daß man nicht erwarten darf, mehr als die Größenordnung von 
R theoretisch richtig zu erhalten. 

In der folgenden Tabelle sind die Ergebnisse an einer Reihe 
anderer Metalle zusammengestellt: 

Metall Zn Zn I Zn I Cd ! Cd l Al I Al ! Al . Sb I Sb I Sb I Bi 

R.103 (ausLielg} 3,7 4,2 :12,818,1 112,511,611,2 :1,3 1781105! 361 800 
R· lOS (gemessen) 0,760,760,760,880,88:0,400,4010,40219219:21916330 

1 Vgl. BRIDGMAN, P., Physic. Rev. 2", 644 (1924). 
2 Messungen von MEISSNER, W., und SCHEFFERS, H., Physik. Z. 30, 

827 (1929). 
3 Vgl. GERLACH, W., in "Handb. d. Phys. von GEIGER u. SCHEl<iL". 

13, 228ff. Berlin: Julius Springer 1928. 
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Auch bei diesen mehr oder minder anomalen Metallen ergibt 
sich aus G die richtige Größenordnung von R. Eine Ausnahme 
bilden Cd und Bi. Bekanntlich zeigt aber Cd einen abnorm großen 
Anstieg des HALL-Effektes mit abnehmender Temperatur. Im 
Falle von Wismut ist eine bessere Übereinstimmung nicht zu er
warten, u. a. weil das Gesetz 8 = aR hier nicht mehr gilt 
(8 = 20· 10- 7) 1. 

Zusammenfassend kann man sagen, daß durch die FRANK
sehe Theorie die Notwendigkeit der Annahme eines besonderen 
Mechanismus für die Erklärung der Widerstandsänderung im 
Magnetfeld beseitigt wird. 

Die Bedingung der Isothermität, die wir in diesem Abschnitt 
als erfüllt voraussetzten, ist in aller Strenge praktisch schwer zu 
erfüllen, da gleichzeitig ein transversaler Wärmestrom Gy entsteht: 

G = 2:neG IJ. (m)3 K'4 K 21 - K 12_ K2'j E (128) 
y 3 ," h K 12 x· 

Man müßte also, um Temperaturgleichheit zu sichern, in einem 
Thermostaten mit sehr gutem Wärmeaustausch experimentieren 
oder den Versuch sehr schnell durchführen, wie dies KAPITZA 
machte. Der Strom Gy hat dann zu wenig Zeit, um das Wärme
gleichgewicht empfindlich zu stören. 

12. Die Effekte von HALT, und ETTINGSHAUSEN; adiabatische 
Versuche. In den üblichen Versuchen über den HALL-Effekt be
nutzt man eine metallische Platte, die von einem Strom J x durch
flossen wird, und man beobachtet die Potentialdifferenz senkrecht 
zur Stromrichtung. Da die Platte von der Luft - also von einem 
schlechten Wärmeleiter - umgeben ist, entsteht durch den pri
mären transversalen Wärmestrom Gy auch ein Temperaturgradient 
senkrecht zur Stromrichtung (ETTINGsHAusEN-Effekt). Im statio
nären Zustand führt dieser Temperaturgradient zur völligen Kom
pensation des Wärmestromes Gy. Die Bedingungen für den statio
nären Zustand sind also: 

Gy = 0, 

ßT 
OX = 0, ~~4co. 

1 S ist die weiter unten in Gleichung (135) definierte Größe. 
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Versuche unter solchen Bedingungen nennen wir im folgenden 
"adiabatisch". Für die Konstanten Ra und Pa des HALL- und 
ETTINGSHAUSEN-Effektes, wie sie sich durch adiabatische Versuche 
bestimmen, finden wir die Ausdrücke: 

Diese Formeln lassen sich direkt durch Auflösung der zweiten 
und vierten Gleichung (120) ableiten. 0H,a ist die Leitfähigkeit im 
magnetischen Feld unter adiabatischen Bedingungen. Man be
stimmt sie durch Eintragen der Werte (129) in die erste Gleichung 
(120) : 

_ K 12 [1 + 2 (K21 mRaoH,a K~2m __ 2 P~O-"OII=,a)] ) 0H -0 -- t.t ------
,n 0 K 12 (O) Ku e Ku e2 

= aoKu_ [1 + t.t2(K21)2 + t.t2(K21 K; 3 -; K 12 K~~) (K21 K 14 -: K 1"-!C23 )]. (130) 
Ku(o) Ku K'2(K12 K'5 - K 14 K'3) 

K 12 (O) bedeutet den Wert von K 12 für H = 0 (1' = t.t = 0). 
Wir müssen jetzt folgende Ausdrücke berechnen: 

(131) 

Wir können bei der Berechnung von Ra und Pa die Korrektions
glieder in n 2ja 2 in den Klammerausdrücken vernachlässigen, da 
sie bei gewöhnlichen Temperaturen mit (2nkTjmv'2)2 ver
schwinden. 
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Man erhält dann: 

P = ~ ~ (2akT)-i 
a m2 (Jn.a m ' 

R - _e_K21 -+- 'J11,Kia P 
a - man, a K l2 e K l2 a (132) 

= ~(2akT)_t[1 +",2. (1 + 4~ + 3~ + "')j. 
mOn,a m 12a2 (1 + ~r 

Das zweite Glied im Ausdruck für Ra kann vernachlässigt 
werden!. Andererseits ist in der benutzten Näherung (JH,a kaum 
von 00 verschieden, denn die Widerstandsänderung ist nur ein 
Effekt zweiter Ordnung. Es ist also nach (123) und (124): 

V 
Ra = Ei = eN . (133) 

Ersetzen wir 00 und a durch ihre Werte. Es folgt dann: 

P = mT ~(8"'V)§ (134) 
a h2 N 3N . 

Als Beispiel nehmen wir Silber bei Zimmertemperatur. Wir finden 
für den HALL-Effekt: 

Ra = R i = 10,4.10- 4 

gegen Ra (gemessen) = 8,4.10- 4 und für den ETTINGSHAUSEN
Effekt: 

P" = 0,3.10- 9 

gegen Pa (gemessen) = 1,6' 10- 9 • 

Der Größenordnung nach stimmen also die theoretischen Werte 
mit den beobachteten überein. 

1 Die Gleichung (132) hat übrigens einen klaren physikalischen Sinn: 
Der adiabatische HALL-Effekt Ra ist gleich dem isothermen Effekt R i , 

vermehrt um die Potentialdifferenz, die von dem transversalen Tem
peraturgradienten 0 T/oy stammt. Diese Potentialdifferenz wurde schon in 
Gleichung (7la) als "THoMsoN-Effekt f'p" bestimmt. Es gilt danach: 

",2 k 
Ra = Ri+f'pPa = Ri +-6-- Pa, 

a e 

R = R +}'''- ",2 (~~_~~)-t 
a , mo 12a2 m ' 

wobei das zweite Glied mit ",2Ja2 verschwindet. 
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13. Thermomagnetische Erscheinungen (Effekte von NERNST 
und RIGHI-LEDUC); Beziehungen der einzelnen Effekte zuein
ander. Die thermomagnetischen Effekte treten auf, wenn ein 
Leiter im Magnetfeld von einem Wärmestrom durchflossen wird. 
Wir setzen angenähert adiabatische Bedingungen voraus: 

J", = 0, 

iJT 
8X' 

Cy = 0, 

iJT 
ay' 

Man beobachtet unter diesen Umständen nach NERNST ein trans
versales elektrisches Feld Ey und nach RIGHI und LEDue einen 
transversalen Temperaturgradienten a T/iJy _ Die charakteristi
schen Konstanten sind: 

und 

iJT 
7iii 

Sa = ----aT' 
HiJx 

(135) 

Der NERNsT-Effekt kann auch für isotherme Bedingungen be
rechnet werden, die aber experimentell schwer zu realisieren sind: 

iJT 
fiX' 

Unter solchen Bedingungen wäre: 

Qi = H~T 
iJx 

iJT ay=O. 

die charakteristische Konstante des Effektes. 

(136) 

Indem man die entsprechenden Bedingungsgleichungen in 
(120) einträgt und das erhaltene System von linearen Gleichungen 
auflöst, erhält man leicht: 

S =.~ (K12 K;. - K21K~,) (K2,K14 - K'2 K 23) - (K~. +1'2 K~,)(K2' K~4 - K 23 K~2) 
m (K'2K;3+.u2 K~2K2') (K21 K,c K'2Kn) - (K~. + .u2KU (K21K;5-K23K~3)' 

(137 
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Wir müssen also - in Ergänzung zu (131) noch folgende 
Ausdrücke berechnen: 

2K2 + K2 _ (2akT)2 l2 [1 + ] ft 21 12 - -- ••• , 

m I+ L 
a 

n 2 k (2akT)t [3 

K u K 15 - K u K 13 = 3am m- (1 + ~t [1 + ... ], 

2 2 (1+4'-'-+51':+21':) 
2K' K +K K' = n k (2akT)2_l ~ a a a... (138) 

ft 22 21 12 13 6am m l' (1')3 ' 
1+-a 1+-a 

, , n 2 k (2akT)~ 13 
K 12 K 22 - K 21 K 13 = -6- -- " ( )2 [1 + ... ]. 

am m I+ L 
a 

Die vernachlässigten Glieder sind in n 2 ja 2 • Sie haben für die 
Berechnung von Q und S keine Bedeutung. Zur Berechnung der 
Änderung der thermischen Leitfähigkeit im magnetischen Felde 
wären sie aber notwendig. 

Man findet mit den Werten (138): 

Q. =,!~~(~(J,kT)-t_l_ = n2 k 2mIT_l_8nV 
, 6am m l' 3 h3 r 3N' 

1+a- 1+a-

( l' 1'2 1'3) 
2k 1+4-+5 2 +2 3 (139) _ . m S-~ a a a 

Qa - Q, + e 6am (1' )3 ' 
1+ a 

S = ~(2akT)_t = ~(8nV)t . 
m m h 3N 

Bei der Berechnung von S stellt man bald fest, daß die ersten 
Gliedergruppen im Zähler wie auch im Nenner mit n 2 ja 2 ver
schwinden und vernachlässigt werden können. Die Berechnung 
wird dadurch vereinfacht. 
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Uns interessieren zunächst die Werte von Q und S in schwachen 
Feldern. Wir vernachlässigen daher die Glieder in r / a und er-
halten: 

(140) 

Die letzte Beziehung hat wieder einen einfachen physikalischen 
Sinn, genau wie die Gleichung (132) des adiabatischen HALL-Effek
tes. Das transversale elektrische Feld Qa ist gleich dem isothermen 
Feld Qi, vermehrt um das Feld, das der Temperaturdifferenz S 
entspricht. Dieses letzte Feld wird durch den Koeffizienten ßp 
des THoMsoN-Effektes [Gleichung (71 a)] bestimmt: 

;n;2k 

Qa = Qi + ßpS = Qi + -6aeS, (141) 

Es wurde aber in (140) gezeigt, daß Qa doppelt so groß ist wie Qi. 
Es folgt daraus: 

(142) 

Andererseits findet man leicht durch Vergleich von (124) mit 
(139) : 

S = Ra. (143) 

Diese letzte Beziehung wird durch die Versuche gut bestätigt. 
Die Formel (142) ähnelt sehr einer von MOREAU1 angegebenen 
empirischen Beziehung: 

Q=ßS, (144) 

in der aber der genaue Sinn von Q und ß etwas unklar ist. Aus 
dem Abschnitt 6 [Gleichungen (59), (67) und (71 a)] wissen wir 
übrigens, daß der energetische TnoMsoN-Koeffizient ßE, wie er 
gewöhnlich gemessen wird, etwa gleich dem doppelten Koeffi
zienten ßp ist - wenigstens in der hier benutzten Näherung. 
Aus (142) kann man also ableiten: 

(145) 

In Ermangelung genauer Angaben über die Versuchsbedin
gungen (isotherm oder adiabatisch?) bei der Untersuchung des 
NERNsT-Effektes dürfen wir vorläufig annehmen, daß das 

1 MOREAU, C. r. Aead. Sei. Paris 130,412, 562 (1900). - GERLACH, W., 
Handb. d. Phys. von GEIGER und SCHEEL, 13, 228ff., Tab. 24 u. 26. 
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MOREAusche Gesetz in Wirklichkeit irgendeiner von den beiden 
theoretischen Gleichungen (142) oder (145) entspricht. 

Außer den obigen Beziehungen bestätigt man noch folgende, 
von LORENTZ und BRIDGMAN 1 aufgestellte Formel: 

1 
Q, = -TxP, (146) 

worin x die Wärmeleitfähigkeit [Abschnitt 5, Gleichung (52)] be
deutet. Dividieren wir (146) durch (143). Dies gibt: 

(147) 

In (147) erscheint das WIEDEMANN-FRANzsche Verhältnis x/aT. 
Die Formel (146) wurde von BRIDGMAN aus folgender Über

legung gewonnen, die auf der einzigen Annahme beruht, daß alle 
in diesem Abschnitt behandelten Effekte reversibel seien: Ein 
Wärmestrom Cx , der eine dünne Metallplatte durchfließt (wobei 
a TjiJy = 0 ist), erzeugt zwischen den beiden Rändern der Platte 
eine Potentialdifferenz (136): 

LlV=QOx H . , x 

Vereinigen wir die bei den Ränder durch einen Draht. Dieser 
wird von einem Strom iy durchflossen, der in der Zeiteinheit die 
Arbeit LI A leistet: 

LlA = iyLl V = ~QiC",Hiy. 
x 

Der Strom iy ruft im Feld H eine Temperaturdifferenz entlang Ox 
hervor (ETTINGSHAUSEN-Effekt): 

oT = PHiy. 

Wenn der Wärmestrom C'" diese Temperaturdifferenz über
windet, leistet er pro Zeiteinheit die Arbeit: 

LlA = C"'~~ = GxPHfll 
T T 

Die beiden LI A-Beträge müssen gleich sein. Ihr Gleichsetzen 
führt zu der BRIDGMANschen Beziehung (146). 

1 BRIDGMAN, P., Physie. Rev. 24, 644 (1924) - Proc. Kat. Acad. Sei. 
U.S.A. 15, 768 (1929). Diskussion BRIDGMAN-LoRENTZ-HALL beim vierten 
Solvaykongreß, Bruxelles 1924. - Paris: Gauthiers-Villars 1927, S. 350 
bis 360. 

Brillouin, Quantenstatistik. 17 
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Wir geben jetzt einige Zahlenwerte wieder, die die Bestätigung 
der abgeleiteten Formeln durch die Erfahrung veranschaulichen: 
Statt des theoretischen Wertes 2,45' 108 für das Verhältnis 
RQ/PS erhält man experimentell (nach FRANK) folgende Werte: 

Metall A~ 

Ril 10-8 34 
PS ' 

Im Hinblick auf die Schwierigkeiten der genauen Messung kann 
man die Übereinstimmung als gut bezeichnen. Eine Ausnahme 
bildet Wismut, vielleicht auch Antimon und Kobalt. Die klassi
sche Theorie von LORENTZ und GANS ergab für das Verhältnis 
RQ/PS einen offenbar etwas zu kleinen Wert 1,7' 10 8 . 

Die SOMMERFELDsehe Theorie stellt sicherlich einen großen 
Fortschritt im Vergleich zu der klassischen Theorie von LORENTZ 
dar. Die Einführung der FERMI-Statistik löst sofort eine Reihe 
von grundlegenden Schwierigkeiten, die bei der Anwendung der 
klassischen Statistik auf freie Elektronen auftraten. Um weiter
zukommen und die noch verbleibenden Unstimmigkeiten zu über
winden, muß man das physikalische Bild des Elektronengases im 
Metall präzisieren_ Es muß berücksichtigt werden, daß sich die 
Elektronen im periodischen Felde des positiven Ionengitters be
wegen und nicht, wie in den obigen Ableitungen einfachheitshalber 
angenommen wurde, in einem Raum mit der Feldstärke Null. 
Die Durchführung dieser Verbesserungen ist nur durch Anwendung 
wellenmechanischer Methoden möglich geworden. 

In der SOMMERFELDschen Theorie spielt der Begriff der freien 
Weglänge eine Rolle. Diese soll durch elastische Stöße zwischen 
Elektronen und Ionen bestimmt sein. Mit anderen Worten: man 
nimmt an, daß die Elektronen durch Zusammenstöße abgelenkt 
werden, aber in keinen Energieaustausch mit den Ionen treten_ 
Eine solche Vorstellung ist sicher unrichtig. Die Wellenmechanik 
führt zur Annahme, daß zwischen Ionengitter und Elektronengas 
tatsächlich ein Energieaustausch stattfindet. Wir werden weiter 
unten sehen, daß dieser Umstand den Gültigkeitsbereich des 
WIEDEMANN-FRANzschen Gesetzes beschränkt. Bei Zimmer
temperatur können allerdings die Energieänderungen, die die 
Elektronen bei Zusammenstößen erleiden, praktisch vernach
lässigt werden. Die Hypothese der elastischen Stöße ist also zwar 
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nicht genau korrekt, führt aber unter gewöhnlichen Bedingungen 
zu annehmbaren Folgerungen. Alles in allem ist die SOlVllVlERFELD
sehe Theorie für gewöhnliche Temperaturen als eine sehr gute 
erste Näherung zu betrachten. 

Achtes Kapitel. 

Bestimmung der mittleren freien Weglänge 
der Elektronen. 

1. Freie Weglänge der Elektronen; Problemstellung in der 
Wellenmechanik. In den letzten Jahren hat sich eine Reihe von 
Forschern mit dem etwas heiklen Problem der freien Weglänge 
von Elektronen in Metallen befaßt!. In allen diesen Arbeiten 
wird, wie es auch zweckmäßig zu sein scheint, das Problem mit 
den wellenmechanischen Methoden angefaßt. In der Korpuskular
theorie haben wir eine Anzahl N von Elektronen zu betrachten, 
die sich in der Richtung Ox bewegen und zu fragen, wieviele davon 
eine gewisse Strecke x ohne Ablenkung zurücklegen. Wir finden 
dafür eine exponentielle Funktion vom Typus e-f'X, worin fl 
das Reziproke der mittleren freien Weglänge darstellt: 

p = +. (1) 

Anders ist das Bild in der Wellenmechanik. Der Elektronen
strom wird durch eine DE BRoGLIEsche VI-Welle ersetzt, nach den 
im dritten Kapitel dargestellten Methoden. Die Intensität der 
Welle A 2 ist ein Maß für die Elektronendichte. Beim Durchgang 
durch ein Kristallgitter wird die Welle zerstreut; ihre Intensität 
wird immer kleiner. Jede elementare Streuwelle ergibt durch 
ihre Intensität die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmte Ab
lenkung der Elektronen aus der Richtung Ox. Die Intensität A 2 

nimmt mit dem Abstand x exponentiell ab. Aus ihrer Abnahme 
bestimmt sich die Größe p im Ausdruck e - .ftX für die Elektronen
dichte und somit auch die "freie vVeglänge". 

1 HOUS'I'ON, W. V., Z. Physik 48, 449 (1928). - FRENKEL, J., Z. Physik 
47, 819 (1928). - FRENKEL, J., u. MIROLUBOW, N., Z. Physik 49, 885 
(1928). - BLOCH, F., Z. Physik 52, 555 (1928); 59, 208 (1930). - PEIERLS, 
R., Ann. Physik 4, 121 (1930); 5, 244 (1930). 
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Wir versuchen zunächst, eine qualitative Beschreibung der 
Streuung einer 1f'-Welle durch ein Kristallgitter zu geben. Beim 
absoluten Nullpunkt, wenn alle Ionen in den Gitterpunkten sitzen, 
muß die Ausbreitung der Welle ganz regelmäßig erfolgen. Es 
findet keine Streuung statt, die Welle pflanzt sich ungestört mit 
einer bestimmten mittleren Geschwindigkeit U durch das Gitter 
hindurch fort: genau so, wie eine Lichtwelle einen Kristall ohne Zer
streuung und mit einer bestimmten Geschwindigkeit durchdringt. 
Wenn die Temperatur höher wird und die thermische Bewegung 
die Regelmäßigkeit des Gitters zu stören beginnt, wird auch die 
Fortpflanzung der Welle durch die Schwingungen der Ionen be
einflußt und gestört. Die dadurch bedingte Streuung ist um so 
größer, je höher die Temperatur. Unter gewöhnlichen Bedingungen 
ist die Schwingungsenergie des Gitters etwa proportional der ab
soluten Temperatur. In gleicher Weise muß sich auch der Streu
ungskoeffizient fl ändern. Die mittlere freie Weglänge müßte 
demnach umgekehrt proportional der absoluten Temperatur sein. 

Im siebenten Kapitel [Abschnitt 4, Gleichung (47)] fanden wir, 
daß die elektrische Leitfähigkeit (J proportional der freien Weg
länge l der Elektronen ist. Auch a muß sich also bei gewöhnlichen 
Temperaturen mit T-I ändern. Um ein allgemeineres Gesetz ab
zuleiten, das für alle Temperaturen gültig wäre, muß man den 
Mechanismus der Streuung der Elektronenwellen etwas näher 
untersuchen. 

Das Problem hat eine große Ähnlichkeit mit dem der Streuung 
von elektromagnetischen Wellen durch ein Gitter. Die ersten in 
dieser Richtung angestellten Rechnungen von HOUSTON waren 
fast genaue Wiederholungen der für Röntgenstrahlen durch
geführten Rechnungen von DEBYE und W ALLER. In analoger 
Weise versuchte FRENKEL, die BRILLoUINschen Rechnungen, die 
sich auf die Streuung von Licht bezogen, auf Elektronenwellen 
zu übertragen. Diese Versuche ignorierten aber noch die charakte
ristischen Eigenschaften der 1f'-Wellen, die sie von den elektro
magnetischen Wellen unterscheiden und ihre Streuung wesentlich 
beeinflussen. Wir sehen daher von der Wiedergabe dieser ersten 
Arbeiten ab und folgen den späteren, viel genauer durchgeführten 
Untersuchungen von F. BLOCH und PEIERLS. 

2. Streuung der tl,·Wellen; Vorbemerkungen. Wir beginnen 
mit dem einfachen Fall, in dem eine 1jl-Welle in ihrer Ausbreitung 
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auf ein isoliertes Hindernis - etwa ein einzelnes Ion stößt, 
und wir suchen den Streuungskoeffizienten für diesen Fall zu be
stimmen. Das Ion mag sich im Koordinatenanfangspunkt be
finden. Wir stellen einen wesentlichen Unterschied zwischen den 
'If'-Wellen und den Lichtwellen fest: Für Lichtwellen ist die In
tensität der Streuung bekanntlich proportional }. - 4 (RAYLEIGH
sches Gesetz); für die 'If'-Welle findet man dagegen in erster 
Näherung eine von A unabhängige Streuung. Man kann diese 
Gesetze ohne weiteres aus den "\Vellengleichungen entnehmen: 

Betrachten wir eine Lichtwelle, deren Ausbreitung durch eine 
Gleichung vom Typus: 

1 021jJ 

11 'If' - U2 at2 = 0 

bestimmt wird. In dem kleinen Raum, der von dem streuenden 
Ion eingenommen ist, wird die Fortpflanzungsgeschwindigkeit U 
von der normalen Geschwindigkeit Uo etwas verschieden sein. 
Setzen wir: 1 1 

TI? = U2 (1 + 8) . 
u 

Die Wellengleichung erhält dann die Form: 

1 -2 f 10 (außerhalb des Ions) 
L1 t - Tl' ~t2 = .!_ ~2f (in dem vom Ion ein-

" U~ ot2 genommenen Gebiet). 

Diese Gleichung kann durch Näherungen gelöst 
Wir nehmen an, daß die einfallende Welle eben ist: 

tl = Al cos w (t - ; J . 

(2) 

werden. 

Wenn wir den Einfluß des Ions berücksichtigen, so erhalten wir 
eine sekundäre Welle, deren Quelle im Ion lokalisiert ist und 
durch den Ausdruck: 

f: 02/1 ({)2 
. --- = -8 --- A coswt Ue ot2 Ue I 

beschrieben wird. Von dieser Quelle breitet sich also eine sphä-
2 

rische Welle aus, deren Amplitude proportional e ~, Al ist -
" wenigstens solange das vom Ion eingenommene Volumen klein 

ist im Vergleich mit der Wellenlänge. Die gestreute Intensität ist 
somit proportional zu: 

2 A2 w 4 _ 16 4 2 At 1 e 1 u1 - n e l' 24 . (3) 
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Der Koeffizient 1/).4 folgt also direkt aus der Existenz eines Gliedes 
in fßf/ot2 in der Wellengleichung. 

Die Gleichung der DE BROGLIE-Wellen enthält aber kein solches 
Glied. Betrachten wir die Gleichung (32) im dritten Kapitel. In 
dem vom Ion eingenommenen Gebiet ist die potentielle Energie P 
von dem Normalwert Po verschieden: 

P = Po + PI' 

Wie oben nehmen wir an, daß die Welle 1fJ aus einer ebenen 
einfallenden Welle 1fJI und einer gestreuten Welle 1fJ2 besteht. Die 
Wellengleichung hat dann die Form: 

ihp __ n~--':E!_~rrl,(p + mc2) 11'2= 8n2m . (4) 
4 iJ 8 2 10 (außerhalb des Ions) 

2 h~ iJt h2 0 h 2 PI'/'I (1m Ion) . 

Wir nehmen wieder an, daß die Abmessungen des Ions klein sind 
im Vergleich zu der Wellenlänge. Wir erhalten dann eine sphä
rische Streu welle : 

8",,2 m 1 -i",(1 ') 
1fJ2 = K -"'2-- P1A I r e \ '" (5) 

mit einer Energie, die proportional PiAi und somit unabhängig 
von der Wellenlänge ist. Dieses Verhalten folgt somit direkt aus 
der Existenz eines Gliedes mit P1fJ in der Wellen gleichung, dem 
eine sekundäre Streuwelle P I 1f\ mit einer frequenzunabhängigen 
Intensität entspricht. Wir wundern uns also nicht, daß der klassi
sche Faktor 1 p. 4 in dem Streuungsgesetz für Elektronen wellen 
nicht auftritt. 

Betrachten wir jetzt die Ausbreitung einer 1fl-Welle in einem 
Kristallgitter. Wir nehmen zunächst an, daß die Ionen unbeweg
lich in den Gitterpunkten sitzen wie beim absoluten Nullpunkt, 
daß also alle thermische Bewegung aufgehört hat. F. BLOCH 
einerseits, ROSENFELD und WITl\1ER l andererseits haben das 
Problem unter diesen Bedingungen verfolgt und gefunden, daß 
sich die Welle 1fJ durch den Ausdruck: 

1fJI(X, y, z, t) = A1(x, y, z) e-2 -'Til",I-(a,xjb,v+ r ,z)] (6) 

darstellen läßt, d. h. 1fJ ist eine ebene Welle mit einer von Punkt 
zu Punkt veränderlichen Amplitude Al' Die Art der Funktion 

1 BLOCH, F., Z. Physik 52, 555 (1\)28). - WITcvmR, E. E., u. ROSEN
FELD, L., Z. Physik 48, 530 (1928). 
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Al hängt wesentlich von der Frequenz v sowie von der Aus
breitungsrichtung der Welle im Kristall und der Potentialver
teilung P(x, y, z), d. h. der Ionenanordnung im Gitter, ab. Nach 
den allgemeinen Definitionen [Gleichung (34) im dritten Kapitel] 
entspricht die Welle (6) einem geradlinigen Elektronenstrahl. Die 
Elektronen werden also durch das Gitter nicht gestreut. Die 
SOMMERFELDsehe Theorie der vollkommen freien Elektronen ent
spricht dem Grenzfall, in dem das Potential P von seinem Mittel
wert Po nur unmerklich verschieden ist, so daß die örtlichen 
Schwankungen der Amplitude Al in Formel (6) sehr gering bleiben. 
Die Welle (6) stellt bei konstantem Al einen Strom von Elektronen 
dar, der sich mit einer konstanten Geschwindigkeit: 

h h h 
Vlx=m;al , VtY=m-b1' VI Z =m;C1 

bewegt. 
(7) 

Jetzt stellen wir uns vor, daß das Gitter durch Wärmebewegung 
gestört wird. Infolge von lokalen Sehwankungen in der Ionen
dichte tritt nunmehr eine Streuung der Elektronenwelle auf. Wie 
soll man den Zustand des Gitters in diesem Fall analytisch darstel
len? Die geeignete Methode wurde von BORN und KARMAN und von 
DEBYE1 angegeben. Sie besteht in der Zerlegung der thermischen 
Schwankungen in ein System von harmonischen elastischen Wellen, 
die in allen Richtungen durch den Kristall hindurchwandern. Einer 
elastischen Welle mit der Frequenz v schreiben wir pro Freiheits
grad die Energie h v (ehvjk l' - 1) -1 zu. Die Gesamtenergie dieser 
Wellen bestimmt die innere Energie des festen Körpers bei der 
gegebenen Temperatur T, und ihre Ableitung nach der Temperatur 
die spezifische Wärme. 

Es ist bekannt, daß man durch eine solche harmonische Ana
lyse der Wärmebewegung in Kristallen zu einer sehr befriedigenden 
Darstellung des Verlaufes der spezifischen Wärme gelangen kann. 
Sie wurde von DEBYE auch dazu benutzt, um den Einfluß der 
Temperatur auf die Streuung von Röntgenstrahlen zu untersuchen 
und BRILLOUIN 2 verwandte dieselbe Methode auch bei der Be
rechnung der Streuung von Licht in einem homogenen durch
sichtigen Körper. 

1 BORN, M., U. V. KARMAN, T., Physik. Z. 13,297 (1912). - DEBYE, P., 
Ann. Physik 39, 789 (1912). 

2 BRILLOUIN, L., C. r. Aead. Sei. Paris 158, 1331 (1914-) - Ann. Phy
sique 17, 88 (1922). 
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3. Eigenfrequenzen der elastischen Wellen in einem Volumen V. 

Wir beginnen mit der näheren Beschreibung der Zerlegung der 
Wärmebewegung in einem festen Körper in elastische Wellen. 
Unter folgenden physikalischen Bedingungen ist eine genaue Be
rechnung möglich: Man stelle sich das Volumen V von spiegelnden 
Wänden umgeben vor, die alle in Betracht kommenden Wellen 
unverändert reflektieren. Dieses ist allerdings praktisch nur in 
wenigen einfachen Fällen möglich. Im allgemeinen tritt folgende 
Erscheinung auf: wenn eine beliebige (z. B. longitudinale) elasti
sche Welle auf eine Oberfläche trifft, so entstehen außer der reflek
tierten Welle von gleicher Beschaffenheit, noch andere, transver
sale elastische Wellen. Es wird daher unmöglich, die einzelnen 
Wellenarten gesondert zu behandeln. Diese erste Schwierigkeit 
kann in der Rechnung dadurch überwunden werden, daß man die 
Wände, die das Volumen V umgeben, als absolut starr behandelt. 
Eine solche Wand ist tatsächlich imstande, alle Wellen einzeln ohne 
Strukturänderung zu reflektieren, allerdings nur, wenn das Vo
lumen V isotrop oder kubisch kristallisiert ist. Bei der Behandlung 
von Kristallgittern mit schiefen Achsen entsteht aber wiederum eine 
Schwierigkeit, da in solchen Fällen die Ausbreitungsgesetze (z. B. die 
Geschwindigkeiten) der reflektierten Wellen im allgemeinen von 
denen der auffallenden Wellen verschieden sind. Aus allen diesen 
Gründen ist es wohl das einfachste, die Rechnung für ein unendlich 
ausgedehntes Gitter durchzuführen, an das man nur die Forderung 
stellt, daß sich sein Zustand in allen drei Richtungen periodisch 
wiederholen muß. Es genügt also, die Wellenverteilung in einem 
begrenzten Volumen V zu kennen, um den Zustand des ganzen 
Gitters zU' beherrschen. Das Gitter soll also Eigenschaften haben, 
die wir in Abschnitt 18 des dritten Kapitels als zyklisch bezeichnet 
haben. Das Problem des zyklischen Gitters enthält genau so viel 
Freiheitsgrade und hat dieselben Eigentümlichkeiten wie das 
Problem des beschränkten Gittervolumens V. Wir wollen uns im 
folgenden wiederholt der Methode des zyklischen Gitters be
dienen. 

Betrachten wir einen einfachen kubischen Kristall mit der Gitter
konstante d und dem Gesamtvolumen V, das N Atome enthält. 
Wenn das Volumen V die Form eines Kubus hat und seine Kanten
länge gleich Gd ist, so gilt: 

V = G3 d3 , N= G3. 
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Es sei u die Verschiebung, die irgendein Atom im Gitter durch 
eine elastische Welle erleidet. Die Gleichung der ebenen Welle ist: 

- -+ 
Ua,b,c,j = la,b,c,j e-2ni(vt-ax-by-cz). (8) 

Dieser Ausdruck stellt eine Welle dar, die den ganzen Kristall 
durchdringt und sich in der Richtung (a, b, c) fortpflanzt. Der 

-+ 
Vektor l hat bei einer longitudinalen Welle ebenfalls die Richtung 
(a, b, c), bei einer transversalen Welle steht er senkrecht dazu. 
Wenn man einen Ausdruck der Form (8) in die Wellengleichung 
einträgt, erhält man stets drei verschiedene Lösungen, die den 
Indizes j = 1, 2, 3 entsprechen. In einem isotropen Medium 
oder einem Kristall des kubischen Systems bedeuten die drei 
Lösungen zwei transversale und eine longitudinale Welle. 

~ 

Es muß nun berücksichtigt werden, daß sich die Verschiebung 
U nicht überall beobachten läßt, sondern nur in den Punkten, in 
denen die Gitteratome sitzen, d. h. unter Voraussetzung eines 
kubischen Gitters in den Punkten: 

x = m l d, y = m2 d, Z = mad 

(m l , m2 , ma = ganze Zahlen). 

Daraus folgt eine gewisse Unbestimmtheit der Koeffizienten 
a, b, c, denn eine Welle (8) kann von einer Welle mit den Koeffi
zienten: 

b' = b + 1, (9) 

(n l , n2 , n3 = ganze Zahlen) praktisch nicht unterschieden werden. 
In allen Gitterpunkten (mI' m 2 , ma) geben beide Wellen zu gleichen 
Verschiebungen: 

->- ->-
U = l e- 2 "i[l't-d(altl.+bm.+cm,)] 

Anlaß. 
Man wählt in diesem Fall für die Koeffizienten a, b, c die 

kleinsten möglichen Absolutwerte, so daß alle a-, b- und c-Werte 

zwischen den Grenzen - 2~ und + 2~ liegen. Unter diesen Be

dingungen gibt es für jede Kombination (abc) drei charakteristi
sche Lösungen, die eine longitudinale Welle mit der Ausbreitungs
geschwindigkeit Wl und zwei transversale Wellen mit der Ge
schwindigkeit Wt darstellen. 

Es ist dabei; 
(10) 
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Die angenommene Definition führt für sehr lange Wellen 
(a, b, c sehr klein) zu der üblichen Beschreibung der elastischen 
Wellen im festen Körper. Die Geschwindigkeit W kann bei einer 
Näherungsrechnung als konstant angesehen werden. 

Was folgt nun aus der Bedingung, daß das Gitter zyklisch 
sein soll? Aus der Gesamtheit der Wellen (8) müssen wir offenbar 

solche auswählen, die die gleiche Verschiebung -; für alle Atome 
geben, deren Koordinaten den Beziehungen: 

x=xO+NIGd, Y=~YO+N2Gd, z=zo+N3 Gd 

(NI' N 2 , N 3 = ganze Zahlen) genügen. 
sprechen die Wellen: 

a = G~' b = Jj, 
Dieser Bedingung ent-

13 
c=Od (11) 

(11,/2,13 = ganze Zahlen). Um die oben getroffene Wahl der Ab
solutwerte von a, b, c aufrechtzuerhalten, müssen 11,/2,13 den 
Bedingungen: G _ / G 

2 --/I-"~-2·' 

G . G 
-2 0- 12 c= 2-' (11a) 

G G 
--2 ,C: la <~ T 

entsprechend gewählt werden. Betrachten wir einen Raum dcr 
Koordinaten a, b, c. Die Punkte (11) bilden darin ein Raumgitter. 
Die Dichte der Bildpunkte im (abc)-Raum ist G:Jd 3 • Sie füllen 
ein Volumen (1/d)3 aus. Ihre Gesamtzahl ist also: 

G3= N. 

Jedem Punkt a, b, c entsprechen, wie oben erwähnt, drei Lösungen. 
Die Gesamtzahl der verschiedenen elastischen Wellen, die in dem 
betrachteten Kristall möglich sind, ist also 3 N. Diese Zahl er
gibt sich übrigens auch aus der Überlegung, daß ein kubischer 
Kristall aus N Atomen gerade 3 N Freiheitsgrade besitzt. 

Die Bedingungen (H) und (Ha) bestimmen für die Bildpunkte 
a, b, c eine äußere Begrenzungsfläche von kubischer Form. Dieses 
ist nicht immer bequem, denn die kürzeste Wellenlänge, die das 
elastische Spektrum enthält, wird in diesem .Fall nach (10) von 
der Richtung des Vektors IjJ. mit den Komponenten a, b, c ab
hängen. Es ist daher in den praktischen Anwendungen bequemer, 
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die kubische Begrenzungsfläche durch eine sphärische von gleichem 
Inhalt zu ersetzen. Die Bedingung des gleichen inneren Volumens 
muß befriedigt sein, damit die Anzahl der Elementarwellen gleich 
3 N und somit gleich der Zahl der Freiheitsgrade bleibt. Man er· 
hält beim Übergang zum sphärischen (abc)-Volumen eine für 
alle Richtungen gleiche minimale Wellenlänge An, die durch die 
Beziehung: 

(12) 

definiert ist. Für die longitudinalen bzw. transversalen Wellen 
folgen daraus die Höchstfrequenzen : 

VD(I) = Wt = Wz (3N ).~ (longit.), l Af) 4:r V 

VD(t) = _l!::! = Wt(·31V)~ (transv.). 
AlJ 4:r V 

(12a) 

Diese Definitionen sind von DEBYE1 abgeleitet worden und sind 
sehr bequem für praktische Anwendungen. DEBYE nahm aller
dings die gleiche Grenzfrequenz für longitudinale und transversale 
Wellen an. Dieses ist nicht ganz korrekt; es ist also besser, statt 
der DEBYESchen Definitionen die :Formeln (12a) zu benutzen. Von 
den Grenzfrequenzen 1'n kann man zu den "charakteristischen 
Temperaturen" e übergehen, die durch die Gleichungen: 

h1'[ = ker, hVt = ket 

definiert sind. Wie im Falle der Lichtwellen, kann man auch für 
die elastischen Wellen die Anzahl von Oszillatoren bestimmen, 
deren Frequenz zwischen zwei Werten v und v + dv liegt: 

T 8"",2 dA t = ---.-- V dv. 
Wil 

Um ganz korrekt vorzugehen, müßte man allerdings statt W 3 

den Ausdruck U JV2 einführen, worin U die Gruppengeschwindig
keit bedeutet2 • Einfachheitshalber nehmen wir aber an, daß W 
von der Frequenz v unabhängig ist und daß daher die beiden Ge
schwindigkeiten U und W identisch sind. 

4. Stationäre tI,·Wellen im Volumen V. Untersuchen wir jetzt 
die Gestalt der 1/' -Wellen in dem betrachteten Gitter etwas näher. 

1 DEBYE, P., Ann. Phys. 39, 789 (1912). 
2 Vgl. erstes Kapitel. 
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Wir setzen voraus, daß die potentielle Energie P eine Periode d 
nach allen drei Richtungen x, y, z besitzt. Wir suchen nach einer 
Lösung, die sich nach x, y, z mit der Periodizität Gd (die vom 
Volumen V bestimmt ist) identisch reproduziert. Betrachten wir 
die verschiedenen Wellen "PI (x, y, z), '1'2 (x, y, z), ... , "Pk (x, y, z), 
die dem gleichen Energiewert E entsprechen. Wir nehmen an, 
daß diese Funktionen "Pk ein vollständiges Lösungssystem dar
stellen, so daß jede Welle mit der Energie E in dieses System von 
Elementarwellen zerlegt werden kann. Betrachten wir eine da
von, '1'2, und bilden den Ausdruck 1j};. (x + d, y, z). Infolge der 
Periodizitätskonstante d des Gitters bildet auch diese Funktion 
eine Lösung und stellt eine Welle von derselben Energie E dar. 
Auch sie kann also in eine Linearkombination von Wellen "Pk zerlegt 
werden: "P). (x + d, y, z) = 2,;aA/,1j}1' (x, y, z). (13) 

I' 

Die Koeffizienten aAl' bilden eine Matrix mit k Zeilen und k Spalten. 
Eine analoge Überlegung gilt auch für die Richtungen y und z. Sie 
ergibt: ( d ,",' b ( "PA x,y+ ,z)=...;;., Ä,,,"PI' x,y,z), 

I' 

"PA (x, y, z + d) = l:CA,u "P," (x , y, z). 
/' 1 

(14) 

Die Beziehungen (13) und (14) können durch geeignete Wahl 
von Ausgangsfunktionen "PI' "P2' ... , "Pk vereinfacht werden. Das 
System aus k Funktionen "P kann durch ein System aus k vonein
ander unabhängigen Linearkombinationen: 

"P~ = ~ cXI,u "PI' 

1j';, = .1: cX k I" "PI' 

ersetzt werden. Man kann diese Kombinationen so bilden, daß 
die Tabellen der Koeffizienten a)", bAu und CA" in (13) und (14) 
zu Diagonalmatrizen werden, cl: h. daß alle 'Koeffizienten mit 
Je 4: fl verschwindeni. Die Bedingung (13) erhält für diesen Fall 
die einfache Form: 

"PA (x + d, y, z) = au "PA (x , y, z). (15 ) 

1 Die Matrizen IX, a, b, c müssen dann die Bedingungen: 
IX- 1 aIX=a', IX- 1 bIX=b', IX- 1 CIX=C' 

erfüllen, wo a', b' und c' Diagonalmatrizen sind. Eine Lösung ist möglich, 
weil die Matrizen a, b, c kommutativ sind. 
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Durch Wiederholung derselben Transformation erhält man: 

tp). (x + 2d, y, z) = aAl. tp;. (x + d, y, z) = a~;.tp).(x, y, z), 

G 
tp;. (x + Gd, y, z) = aV. tp). (x, y, z). 
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Gd ist aber die Kante des Volumens V. Nach einer Verschiebung 
um Gd muß die Funktion tp wieder die ursprüngliche Gestalt an
nehmen; - das folgt aus der angenommenen zyklischen Natur 
des Gitters. Wir erhalten somit die Bedingung: 

(16) 

(/1 = ganze Zahl). av muß also eine von den G-ten Einheits-
wurzeln sein. 

Gleiche Überlegungen führen für die Achsen y und z zu Be-
dingungen: 2;r ,: 

bf;.=I, bu=e-u -U1 

G 
Ci.!. = 1, 1 

(17) 

(gI und h1 = ganze Zahlen). 

Jede ganze Zahl 11 gibt in bezug auf das uns interessierende 
Problem dasselbe Resultat wie die Zahlen /1 ± G, /1 ± 2 G, ... 
Es kann also höchstens G verschiedene Lösungen geben, die einem 
bestimmten Energiewert E entsprechen. Das gleiche bezieht sich 
auf die Zahlen g1 und h1. Für einen gegebenen Energiewert E 
gibt es also höchstens G3 Lösungen. Dies ist der maximale mög
liche Entartungsgrad des Problems. 

Wenn die Energie von den Zahlen 11' g1' h1 abhängt, dann 
können wir nicht mehr behaupten, daß die Lösungen /1 und 11 + G 
äquivalent sind. Die Anzahl der verschiedenen Lösungen wird in 
diesem Fall unendlich. 

Unsere Funktion tp muß bei allen x-Werten den Bedingungen 
(15) und (16) genügen. Dazu ist es notwendig, daß: 

2;7 i flX 

'IjJ = A(x) e d G 

gilt, wo A eine in x periodische Funktion mit der Periode d ist. 
Für alle drei Koordinaten zusammen findet man: 

2:Ti(fl X +17tJI+h1Z) 
'I1'=A(x,y,z)ed (J G G, (18) 



270 Bestimmung der mittleren freien Weglänge der Elektronen. 

wobei A in x, y, z die Periode d besitzen muß. Wenn wir noch 
die Periodizität in der Zeit berücksichtigen, finden wir unsere all
gemeine Gleichung (6) wieder. Die im zyklischen Gitter möglichen 
1j!-Wellen sind durch (6) mit den Koeffizienten: 

(/1' 1J1, h1 = ganze Zahlen) bestimmt. Wir nehmen an, 
lp-Funktionen orthogonalisiert und so normalisiert sind, 

Beziehung: fjAj2dxdydz =fAAdxdydz = 1 

gilt. v v 

(19) 

daß die 
daß die 

(20) 

Man kann die Form der 1j! -Wellen genauer feststellen. Man 
geht dabei von der allgemeinen SCHRÖDINGERschen Gleichung: 

J1j!+ s~:m (E - P)1j! = 0 (21) 

aus. Wir zerlegen die potentielle Energie P in einen konstanten 
und einen veränderlichen Bestandteil: 

P = Po + P' (x, y, z) . (22) 

Auch die Energieeigenwerte wollen wir als Summen betrachten: 

E = Eo + E'. (23) 

Wir suchen (21) durch eine Lösung vom Typus (6) zu befriedigen: 

1j!1 = Al (xyz) e-2rri (",t-u,x-b,y-c,z) , 

mit: 
hY1 - mc2 = E = E o + E'. 

Wir erhalten: 

__ -' = ___ I + 4nia ~ _ 4n2a2A e-2:n:i(v,t-u,x-b,y-c,z). 62 1jJ (iJ 2 A a 4 ) 
iJ x2 a x2 1 a x 1 1 

Die Werte a1 , bl1 Cl und Eu sollen so gewählt werden, daß sie 
die SCHRÖDINGERsche Gleichung (21) mit konstantem P-Wert 
(P = Po) erfüllen. Dies bedeutet die Beziehung: 

4 2 (2 b2 2) Sor2m (E P ) - 0 - n al + I + Cl +"'2- 0 - 0 - • (24) 

Für Al bleibt somit die Formel: 

A A . ( iJ A, iJ AI iJ Al) I LJ + 4nt a - +- b - - + C .. 
1 1 iJx 1 iJy 1 iJz 

+ ~;2~ (E'- PI )A 1 = 0 

(25) 

übrig. 
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Wir werden diese Formeln im folgenden noch gebrauchen 
müssen. An dieser Stelle kann zunächst folgendes allgemeine Er
gebnis formuliert werden: Nehmen wir für Po den Mittelwert von 
P, so daß P' eine oszillierende Größe mit dem Mittelwert 0 wird. 
Integrieren wir alle Glieder (25) über das ganze Volumen V. Die 
ersten bei den Glieder sind oszillierend und geben daher bei der 
Integration O. Die beiden letzten ergeben: 

EfA I dv =fA I P' dv, 
v v 

oder: 
E' AI,o = Al P'. (26) 

Darin bedeutet AJ,o den Mittelwert der Amplitude Al (x, y, z) 
(die, wie wir wissen, eine periodische Funktion mit der Periode d 
in x, y und z ist). 

5. Eindimensionales Problem; Gleichung von MATHIEU. Um 
die Lösungen der Wellengleichung zu gewinnen, ist es nützlich, zu
nächst ein vereinfachtes Problem zu betrachten und die potentielle 
Energie P als eine Sinusfunktion einer einzigen Variablen x an-

zusehen: P P A 2"" x (27) = 0 - cos-a 
In der Wellengleichung : 

setzen wir: 
1jJ = u(x) e2 n:i(h,y+c,z). 

Daraus folgt: {Pu 8n2 m ( 2;rX') 
ox2 + h2 EJ+Acos-d - u=O, (28) 

mit: 
EI = E - Po - :: (bi + ci). (29) 

Die Gleichung (28) gehört dem unter dem Namen der MATHIEU
sehen Gleichung bekannten Typus an l . 

1 MATHIEU, Cours de Mathematique physique, S. 122 (1873). - RUM
BERT, Fonctions de Lame et de Mathieu. Paris: Gauthier-Villars 1926. -
TISSERAND, Mecanique celeste 3, 1 (1894). - POINCARE, Methodes nou
velles de la mecanique celeste 2, 228. - SIEGER, Diss. Würz burg 1908. -
POOLE, Proc. Math. Soc. Lond. 20, 374 (1922). - INcE, Proc. Roy. Soc. Edin
burgh 46,316 (1926). - WHITTAKER U. WATSON, "Modern Analysis" S.404 
(1920). - STRUTT, M. J. 0., Ann. Physik 84, 485 (1927); 85, 129 (1928); 
86, 319 (1928). Dieser Verfasser bemerkte die Anwendungsmöglichkeiten 
der MATHIEuschen Gleichung auf die Probleme, die uns hier beschäftigen, 
machte aber einige Fehler bei der physikalischen Interpretation der Er
gebnisse. - LIAPOUNOFF, Ann. Faculte Sei. Toulouse (2), 9, 406. 
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Führen wir eine neue Variable: 

~ = ::_x_ 
- d 

ein. Unsere Gleichung nimmt dann die Form an: 

[Pu 
iJ e. + (1} + y cos 2 ~) u = 0 , 

mit: 

(30) 

(31) 

FLOQUET hat gezeigt, daß die allgemeine Lösung folgender
maßen aussieht: 

(32) 

wo (jj eine in ~ periodische Funktion mit der Periode n bedeutet, 
während fJ einen konstanten, von rJ und y (also von Ei und A) 

/'1=1' 

8 

-1'1 -15 -8 t7 8 16 2'1 .JZ I//J 
--1/ 

Abb.24. 

abhängigen Koeffizienten darstellt. Diese Zerlegung entspricht 
genau dem Ergebnis, das wir in den vorigen Abschnitten auf Grund 
der Arbeiten von F. BLOCH angedeutet hatten. Wir interessieren 
uns für die Integrale von u, die niemals unendlich werden, also 
für solche, für die fJ eine rein imaginäre Zahl ist. 

Die Abb. 24 stellt in der Ebene rJ, y die Gebiete dar, in denen 
fJ reell oder rein imaginär ist (letztere schraffiert). Wenn y gleich 
Null ist (räumlich konstantes Potential), so ist fJ, wie wir sehen, 
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imaginär für alle positiven l)-Werte (also für alle positive Energien 
EI)' Dieses Ergebnis ist, wie man leicht erkennen kann, trivial. 
Wenn y positiv ist, so daß das Potential durch eine Wellenkurve 
dargestellt wird, ist für 1) < -y gar keine befriedigende Lösung 
möglich. Denn fh bleibt in diesem Gebiet reell. Zwischen 1) = -y 
und 1) = +y existieren schmale Streifen, in denen fh imaginär 
wird. Wenn1) größer als +y wird, werden diese Streifen breiter 
und fließen schließlich zu einem breiten Gebiet zusammen. Wir 
wollen uns nun den physikalischen Sinn dieser Ergebnisse veran
schaulichen. 

1. 1) < -y bedeutet EI< - A. Es gibt somit keine Lösungen 
für Elektronenenergien, die kleiner sind als das Minimum der po
tentiellen Energie. 

2. -y < I) < +y bedeutet - A < EI < + A. Die Elektronen 
besitzen in diesem Fall Energien, die ihnen Oszillationen innerhalb 
bestimmter Potentialmulden erlauben, ohne daß sie die Kraft 
finden, aus diesen Mulden zu entweichen. Nach den früheren 
Ableitungen muß man für diesen Fall eine diskrete Reihe von 
Energiewerten bekommen. Man bestätigt leicht, daß die ersten 
davon (EI' E 2 , ••• ) näherungsweise durch die Ausdrücke thv, 
t hv, ... bestimmt sind, worin v die Frequenz bedeutet, mit der 
das Elektron in dem tiefsten Punkt der Mulde unendlich kleine 
Schwingungen ausführt. In der Tat erhält der Potentialausdruck 
am Boden der Mulde die Form' 

- y cos 2 ~ '" - y (l - 2 ~2) . 

Kleine Schwingungen um diese Gleichgewichtslage erfolgen mit der 
Frequenz: 

hvo = 2 y2y 

[in der Wellengleichung (30) ist der Faktor 8 ~22m = 1. Die Einheiten 

sind also so gewählt, daß die Masse gleich h2 j8 n;2 ist]. Die Energie
niveaus des Oszillators können für kleine Schwingungen ohne 
Schwierigkeit bestimmt werden. In diesem Fall (1) nur wenig 
größer als -y, Energie wenig größer als die Potentialenergie am 
Boden der Mulde) erhält man in erster Näherung: 

EI = - Y + ·~hvo' E2 = - Y + ~hl'O' E3 = - Y +~hl'O' ... 

d. h.: 

1)1=-Y+i2Y, 172=-y+3V21', lla=-y+5y'2y .... (33) 
Brillouin, Quantenstatistik. 18 
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Die verschiedenen Kurven der Abb. 24 streben mit wachsendem r 
(bei 1] wenig oberhalb -r) diesen Werten zu. In der alten Kor
puskularmechanik würden wir sagen, daß die Schwingungen eines 
Elektrons in einer Mulde vollkommen unabhängig seien von den 
Schwingungen seiner Nachbarn, die in anderen Mulden einge
schlossen sind. In der Wellenmechanik gibt es keine solche Un
abhängigkeit. Die Wellen 'ltJ (~) in den einzelnen Mulden sind 
alle miteinander gekoppelt - wie dies aus der Existenz des 
Faktors eU ; (mit einem imaginären ,u-Wert) folgt. Wir erhalten 
daher ein Phänomen derA usbreitung, auch für gebundene Elektronen, 
die in Mulden eingeschlossen sind. Die Kopplung hat noch eine 
zweite Folge: Während die ersten Niveaus EI' E z noch scharf 

Abb.25. 

sind, werden sie mit Annäherung von 1] an +r (von E' an A) 
immer breiter und bilden ganze Banden, wie dies schematisch in 
Abb. 25 dargestellt ist . 

3. Für 1] > r, d. h. für EI > A , werden in der Korpuskular
mechanik alle Energiewerte zulässig, die kinetische Energie der 
Elektronen erlaubt ihnen, alle Potentialhöhen zu erreichen. In der 
Wellenmechanik ist die Lage komplizierter. 

Die Banden, die man für EI < A bekommt, werden zwar 
immer breiter, bleiben aber immer getrennt. Ihre Abstände werden 
immer geringer, aber sie verschwinden nicht ganz. Bestimmte 
Energiewerte bleiben also ausgeschlossen. Sie bilden mit wachsen
dem EI immer schmalere Banden, bis man schließlich bei Ei :P A 
ein praktisch kontinuierliches Spektrum von erlaubten Energie
werten erhält. 

Diese Kontinuität des Spektrums kommt in folgender Weise 
zustande: 
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Die Kurvenäste in Abb.24, die die Gebiete mit imaginären 
,u-Werten begrenzen, vereinigen sich auf der li-Achse in den Punk
ten l' = 1, 4, 9, ... , n 2 • Ihnen entsprechen die Fälle, in denen 
unsere Gleichung (30) (mit y = 0) die periodischen Lösungen: 

cos ~ und sin ~ , cos 2 ~ und sin 2 ~ , cos n ~ und sin n ~ 

besitzt. Im noten dieser Punkte er; = n 2) besitzen die Kurven eine 
Berührung (n - l)-ten Grades. Letztere wird mit wachsendem 17 
immer inniger, und die schraffierte Zone (Gebiet imaginärer ,u
Werte) wird praktisch zusammenhängend. 

Für y = 0, also entlang der 17-Achse, hat (30) allgemein die 
Lösungen: 

cos k~, sin k~, mit k =i~. 

Wir bezeichnen als allgemeine MATHIEusche Funktionen solche 
Lösungen der Gleichung (30), die sich für y = 0 auf die beiden 
obigen Ausdrücke reduzieren und sich für alle anderen y--Werte 
als Entwicklungen nach Potenzen von y darstellen lassen. Wir 
führen für diese Funktionen die Symbole: 

CedY, ~) und Sek(Y, ~) (34) 

ein. In den klassischen Lehrbüchern findet man Entwicklungen der 
MATHIEuschen Funktionen, die den ganzen Werlen des Index k 
entsprechen. Wenn k keine ganze Zahl ist, gehören die Funktionen 
dem von FLoQuET angegebenen allgemeinen Typus (32) an, und 
es gilt: 

i k = fl = Funktion von 1] und Y . (35) 

Im stabilen Gebiet (schraffierte Zone der Abb. 24) entspricht jedem 
Wert von k (oder ,u) eine Kurve in der Ebene (1],1'), die durch 
die Gleichung (35) bestimmt ist. In jedem Punkt dieser Kurve 
gibt es zwei Lösungen Cek und Sek mit dem gleichen Wert des In
dex k. 

Die Punkte 17 = n 2 , die auf der 17-Achse liegen, bilden eine 
Ausnahme: von jedem dieser Punkte gehen zwei Kurven aus. Auf 
der linken finden wir eine Lösung Sek (k = n = ganze Zahl), und 
eine zweite Lösung, die aperiodisch ist. Auf der rechten Kurve 
gibt es außer der periodischen Lösung Cek (k = n) ebenfalls noch 
eine aperiodische. Die Kurven sind die in Abb. 24 dargestellten 
Begrenzungslinien der Gebiete mit imaginären ,u-Werten. Auf 

18* 
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die Art ihrer Berührung in den Schnittpunkten mit der 17-Achse 
wurde schon einmal hingewiesen 1. 

Es folgt aus diesen Überlegungen, daß für einen gegebenen 
Wert 7'0 von 1', d. h. für eine bestimmte Sinuskurve des Potentials 
der Index k kontinuierlich alle Werte zwischen 0 und + 00 durch
läuft; dem entspricht aber eine diskontinuierliche Änderung der 
l)-Werte (d. h. der Energien E 1 ); auf kontinuierliche Energie
gebiete folgen plötzliche Sprünge. Um physikalische Folgerungen 
aus diesen Tatsachen zu ziehen, müßte man die Beziehungen 
untersuchen, die zwischen dem Index k (der die Periodizität der 
Funktion in bezug auf x bestimmt) und der Energie E existieren. 

Man kann versuchen, eine Vorstellung über die Beziehungen 
zwischen kund 1) auf graphischem Wege zu gewinnen. Tragen 
wir in Abb.24 eine Gerade I' = 7'0 ein und untersuchen, bei 
welchen 1)-Werten diese Gerade die Kurven k = konst. schneidet. 
Wir betracliten zunächst den Fall I' = 16, dem die erste Kurve 
der Abb. 26 entspricht. Betrachten wir die k-Werte zwischen 0 
und 1. Sie geben, wie auf Abb. 24 ersichtlich, ein Kurvenbündel, 
das die 1)-Achse zwischen 1) ='0 und 1) = 1 schneidet. Später 
fließen die Kurven fast vollständig ineinander und bilden eine 
einzige Kurve, die die Gerade 7' = 1'0 in einem bestimmten Punkt 
(Abszisse 1)1) schneidet. In analoger Weise verhalten sich die 
Kurven 1 < k < 2, die die 1)-Achse zwischen 1) = k 2 = 1 und 
1) = k 2 = 4 verlassen und sich zu einem engen Bündel vereinigen. 
Die Abszisse des Punktes, in dem dieses vereinigte Bündel die Ge
rade I' = 1'0 schneidet, bezeichnen wir mit 1)2' Die nachfolgenden 
Bündel werden immer breiter, die Zwischenräume zwischen ihnen 
immer enger. Für jeden ganzzahligen Wert von k tritt aber stets 
eine Diskontinuität auf. Die Abszissen, bei denen sich diese 
Sprünge ereignen, entsprechen mit wachsendem k immer genauer 
den Werten: 

1) = k2 (k = ganze Zahl). (36) 

Diese Ergebnisse sind in Abb. 26 (linke Kurve) veranschau
licht. Die Kurve k = /(1)) besteht aus einer Folge von Ab
schnitten, die sich allmählich immer näher an die Parabel (36) 
anschmiegen. 

1 Die Gleichungen dieser Kurven wurden von MATHIEU abgeleitet [siehe 
z. B. WHITTAKER U. WATSON, Modern Analysis. 2. Auf!. S. 404, GI. (2). 
Cambridge 1915]. Unserem '7 entspricht dort a, unserem)' der Ausdruck 16q. 
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Betrachten wir nochmals (29) und (30). Wir sehen, daß das 
Grenzgesetz (36) dem Fall: 

E = Po + ::(bi + ci + iz2)~ Po +:~ [bi + ci + (2kdrl (37) 

entspricht. Die Beziehung (37) ist für ganz freie Elektronen streng 
gültig [vgl. z. B. das Verhalten von (24), wenn E' gegen Null kon
vergiert). Der Ausdruckk/2d hat die Bedeutung des Koeffizienten 

k I d n. das Reziproke der Wellenllinge 'F) 
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schraffierten Gebieten der Abb. 24 hat die Gleichung von MATHIEU 
eine Lösung, die einen positiven Exponenten f.l aufweist. An die 
Stelle einer sich ausbreitenden tritt somit eine "verschwindende" 
Welle, die exponentiell abfällt. 

Stellen wir uns vor, daß auf den betrachteten Kristall eine 
Welle mit der Energie E (Frequenz 11 = E/h) einfällt. Es sind 
dann zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. Die Frequenz 11 und der Einfallswinkel sind so beschaffen, 
daß f.l imaginär ist. Die Kurve der Abb. 26 bestimmt einen reellen 
k-Wert. Man erhält eine gebrochene Welle, die in den Kristall 
eindringt (daneben auch eine reflektierte Welle). Die relative 
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Intensität der beiden Wellen wird durch die Oberflächenbedingun
gen bestimmt. Die reflektierte Welle wird gewöhnlich schwach 
sein. Ihre Intensität wird aber zunehmen, wenn sich die Fre
quenz v einer Zone mit reellem f-l nähert. 

2. Die Frequenz v und der Einfallswinkel bestimmen einen 
reellen tl-Wert. Es gibt unter diesen Umständen keine gebrochene 
Welle, die gesamte Energie wird reflektiert. Dies entspricht den 
Verhältnissen bei der totalen Reflexion in der Optik. Im Innern 
des Kristalles entsteht nur eine exponentiell abfallende Welle, deren 
Intensität gleich hinter der Oberfläche rasch auf Null abnimmt. 

Den Unterbrechungen in der Reihe der möglichen Energie
werte entsprechen also Wellen, die vom Kristall total reflektiert 
werden. Der Kristall besitzt Streifen selektiver Reflexion. Es läßt 
sich leicht nachweisen, daß für schnelle Elektronen die selektiven 
Reflexionen dem BRAGGschen Gesetz gehorchen. Betrachten wir 
in der Tat einen Elektronenstrom , dessen 1/'-Welle die Koeffizienten 
a 1 bl Cl haben mag. Es bedeutet: 

(), = Wellenlänge, {}11?2'/?a = Winkel, die die Wellennormale mit den 
Achsen xyz bildet). Für hohe Energien gibt die Bedingung (36) fol
gende Formeln für die selektive Reflexion: 

Tj = k 2 , a l = }J = eO;{}j, also k}. = 2d COS{)I' 

also genau das BRAGGsche Gesetz für die selektive Reflexion von 
Röntgenstrahlen an einer Folge von parallelen Netzebenen mit 
dem Abstand d. 

Für langsamere Elektronen werden die Gesetze komplizierter, 
denn der Brechungsindex wird von 1 verschieden. Die selektiven 
Reflexionen treten auch jetzt noch bei ganzen k-Werten auf; doch 
wird die Beziehung zwischen k einerseits und der Frequenz (bzw. 
Energie) und dem Einfallswinkel andererseits komplizierter. Man 
erhält (vgl. Abb.25) mehr oder weniger breite Spektralbanden, 
in denen sich selektive Reflexion zeigt. 

Die rechte Kurve der Abb. 26 entspricht dem Fall, in dem die 
Potentialschwankungen sehr klein sind (y<z:: 1). Die Kurve unter
scheidet sich nur wenig von einer Parabel, die in den Punkten 
k = 1, 2,3, ... in einzelne Äste zerschnitten ist. Diesen Punk
ten entsprechen BRAGGsche Reflexionen. 
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Bei der Zeichnung der Kurven in Abb. 26 wurden Ergebnisse 
verwandt, die erst in nachfolgenden Abschnitten begründet werden 
können. Die Kurven sind symmetrisch in bezug auf die ~-Achse, 
denn das Vorzeichen von k ist unbestimmt. 

6. Gleichung von HILL; allgemeine Sätze. Bis jetzt haben wir 
nur den Fall des sinusförmigen Potential verlaufes besprochen. Wir 
können aber die Rechnungen auch für eine beliebige periodische 
Potentialfunktion durchführen. Wir erhalten dann eine sog. HILL-
sche Gleichung l : ()2 U 

(9 ~2 + [~ + y F(t)]u = 0, (38) 

wo die Funktion F (Potential mit entgegengesetztem Vorzeichen) 
periodisch mit der Periode 2 ]I; ist. F ist reell, gerade, endlich und 
zweimal differenzierbar. Wir nehmen des weiteren an, daß auch 
1) und y reell sind, und daß: 

2n 

./Fdt = 0 (39) 
o 

ist. Auch auf Gleichung (38) findet der Satz von FLOQuET An
wendung. Die allgemeine Lösung ist auch hier vom Typus (32), 
genau wie für die Gleichung von MATHIEU. 

Bezeichnen wir mit FM den größten Wert von F, und mit Fm 
den Absolutbetrag des kleinsten (negativen) Wertes dieser Funk
tion. Wir können dann leicht die Ergebnisse der früheren Dis-
kussion wiedergewinnen. In der )' 
Ebene (~, y) betrachten wir nur 1J~-l'~ 
die positiven y -Werte. Wir 1j=;'';' 

zeichnen die Geraden: 

~ = -yFM und ~ = yFm (40) 

auf (Abb. 27). Die Zone links 
von der ersten da von bezeichnen 
wir mit I; in ihr ist f1, reell. Hier 

I /ll 

------~~-------------1J 

Abb.27. 

gibt es also keine Lösung, die für unsere Zwecke verwendbar wäre. 
In der Zone H, zwischen den beiden Geraden (40), ist f1, im 

allgemeinen auch reell. Doch gibt es einzelne schmale Streifen, 
in denen !l imaginär wird. Diesen Banden entsprechen wie oben 

1 HILL, Acta Math. 8, 1 (1886). - FLOQUET, Ann. Ecole Norm. Super. 
12, 47 (1883). - STRUTT, M. J. 0., Math. Ann. 101, 559 (1929). - MORSE, 
P. M., Physic. Rev. 35, 1310 (1930). 



280 Bestimmung der mittleren freien Weglänge der Elektronen. 

Elektronen, die an gewisse Potential mulden gebunden sind. Sie 
führen Schwingungen in diesen Mulden aus - allerdings mit der 
durch die Wellenmechanik geforderten gegenseitigen Kopplung und 
der dadurch bedingten Möglichkeit eines Entweichens. Schließlich 
ist in der Zone III, rechts von der Kurve Yj = yFm , der Wert von 
p, fast überall imaginär und nur in engen Streifen reell. Diesem 
Gebiet entspricht die Existenz von "freien" Elektronen. 

Die Grenzen zwischen den Gebieten I, II und III sind nur in 
genügender Entfernung vom Koordinatenanfangspunkt scharf, 
d. h. nur, wenn die Summe IYjI + 11' 1 groß ist. Bei kleinen Werten 
von Yj und I' können einige Schwierigkeiten entstehen. 

Die nähere Diskussion führt - wenn sie auch etwas schwieriger 
ist, als in dem zunächst behandelten Falle der MATHlEuschen Glei
chung - zu durchaus analogen Ergebnissen. Als Beispiel sei die 
Abb. 28 wiedergegeben. Sie veranschaulicht den gesamten Verlauf 
der Kurven in der (1) y)-Ebene, für den Fall, daß die Potentialkurve 
sich aus einzelnen horizontalen Abschnitten zusammensetzt, in 

7r---~----------~----------, 

J 2 

Abb.28 . 

der in der linken obe
ren Ecke der Abbildung 
angedeuteten Weise: 
das Potential springt 
plötzlich von - A auf 
+ A und dann, nach 
einem Abstand dj2, 
wieder auf - A zu
rück. Um die Lösung 
zu finden , muß man 
sich eine Überlagerung 
von zwei ebenen Wel
len vorstellen, die sich 
in entgegengesetzter 

Richtung fortpflanzen (wie eine senkrecht einfallende und eine 
reflektierte Welle). Man stellt die Forderung der Kontinuität 

für die Ebenen: x = 0, ±~, ± d, ±3 .~ ... auf, in denen das 

Vorzeichen des Potentials umspringt!. Die Abb. 28 veranschau-

1 VAN DER POL U . STRUTT, M. J. 0., Philosophie. Mag. 5, 18 (1928). 
Man s. aueh KRONIG, R . DE L., u. PENNEY, Proe. Roy. Soe. Lond. 130, 
499 (1931). 
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licht die von VAN DER POL und STRUTT auf dieflem Wege erhalte
nen Ergebnisse und gibt eine Erweiterung der durch Diskussion 
der MATHIEuschen Gleichung gewonnenen und in Abb. 24 darge
stellten Vorstellungen von dem Verhalten der Elektronen im Gitter. 

Die dargefltellten Ergebnisse wurden von MORSE in dem am 
Anfang dieses Abschnittes zitierten Artikel dazu gebraucht, um 
die Verteilung und Intensität der Streumaxima zu berechnen, die 
bei der Reflexion von Elektronen an Kristallen (Versuche von 
DAVISSON und GERMER!) entstehen. 

7. Das Raumgitter und die DE BROGLIE-Wellen der Metall
elektronen. Das dreidimensionale Problem ist bedeutend schwerer 
zu behandeln als das bis jetzt besprochene. Doch kann man auch 
für diesen Fall dieselben allgemeinen Ergebnisse wiederfinden 1. 

Das Theorem von FLOQUE'f wird durch unsere Formeln (6) bzw. 
(18) verallgemeinert; die Ableitung im Abschnitt 4 ist fast iden
tisch mit der von FLOQUET. 

Wir betrachten jetzt einfachheitshalber den Fall von fast freien 
Elektronen, d. h., wir nehmen an, daß die Potentialschwankungen 
im Kristall klein sind im Vergleich mit den Energien der Elek
tronen. Diese Annahme erlaubt, das Problem durch schrittweise 
Näherung zu behandeln 2. 

Wir gehen von der Wellengleichung : 
8n2 m 

L11jJ + }Ir (E - P) 1jJ = 0 (41)' 

aus. Wir teilen, wie in (22), P in ein mittleres Potential Po und 
ein variables Zusatzpotential P' ein, das wir als klein voraus-
setzen: 

P = Po + P'(xyz). 

Betrachten wir zunächst einen kubischen Kristall mit der 
Gitterkonstante d. P' soll in x, y und z die Periode d besitzen. 
Man kann P' in eine dreifache FOURIERsehe Reihe zerlegen, mit 
verschwindendem konstanten Glied: 

211i 

P'(xyz)=2:,'POi (lYc- d (OiX"fiV+YZ) (iX,ß,y=ganzeZahlen). (42), 
Oi(li 

1 BRILLOUIN, L., C. r. Acad. Sci. Paris 191, 198, 292 (1930) - J. Phy
sique et Radium (VII) I, 377 (1930). 

2 Im folgenden wird cin kurzer Überblick über die allgemeine Methode 
von SCHRÖDINGER gegeben. Ihre Anwendung auf die uns interessierenden 
Probleme wurde von PEIERLS, R., Ann. Physik 4, 121 (1930), angegeben .. 
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Wir bilden zunächst die Eigenfunktionen für P = Po. Es 
sind dies ebene Wellen: 

(43) 

Dieser Amplitudengleichung (in der also der zeitabhängige 
Koeffizient noch fortgelassen ist) entsprechen die Energie-Eigen-
werte: 

T,!() _ P --L h2
_ ( 2 + b2 + 2) 

1JJ'tbc- 0 I 2m a c , (43a) 

worin a, bund c durch die Bedingungen (19) bestimmt sind. Die 

Normalisierung (20) gibt für A o den Wert Ao = I/YV. 
In unserem Fall betrachten wir P' als eine kleine Störung. 

Wir setzen daher die Lösung in der Form: 

1pabc = 'IjJ~bC + 1p~bC + "', Ea!>c = ~"c + E;t'''· + .. , (44) 

an. Tragen wir diese Entwicklung in (41) ein und lassen wir die 
Glieder zweiter und höherer Ordnung fort. Wir erhalten: 

(45) 

Nach einem bekannten allgemeinen Satz kann (45) nur dann 
eine endliche Lösung haben, wenn das rechte Glied orthogonal 
ist zu allen Lösungen der entsprechenden homogenen Gleichung. 
Dies sind nach obigem die Funktionen 'If'~IJC' an die wir noch alle 
Funktionen 1p~'b'c' anschließen können, die der Bedingung: 

a'2 + b'2 + C'2 = a2 + b2 + c2 + E (46) 

genügen. Diese Funktionen sind Lösungen von etwas verschie
denen Gleichungen mit etwas abweichenden Energieeigenwerten 

E o + 2h~ E und können mit 1p~bC durch Vermittlung der Störung 

P' gekoppelt werden. Die Orthogonalitätsbedingungen lauten 
dann: 

./(E' - P')1fJ~:I,Jp?'bC dx dy dz = E' = 0 (47) 
und!: v 

j(E' - P')1f'~I,c-:;;'~:'b'c,dxdydz= -:.r P' e2 ;ri(a-a')rdx dydz=O. (48) 
v v 

1 Durch a' r wird auch hier wieder der Ausdruck ax + by + cz be
zeichnet. 



Das Raumgitter und die DE BROGLIE-WelJen der Metallelektronen_ 283 

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
1. Entweder sind die Bedingungen (48) automatisch erfüllt_ 

Dann gibt (47) E' = O. Das Störungspotential P' hat in erster 
Näherung keinen Einfluß auf die Energie der ebenen Welle und 
bewirkt nur eine geringe Änderung ihrer Form. 

2. Oder es bleiben bestimmte von den Forderungen (48) un
erfüllt. Das Problem war also in Abwesenheit der Störung ent
artet. Es bedarf dann einer besonderen Diskussion. 

Die Integrale (48) sind Elemente der Matrix, die P' im System 
der Funktionen 'ljJ~bC darstellt. Benutzt man (42), so erhält man: 

1" (ab" a' b' cl ~ -~ j 1"""".-.), dx dyd, \ 

= ~.2: P cxfir (/n+-a'+'d) dxdydz. I 

cxßr v J 

(49) 

Das Integrationsvolumen V ist ein Kubus mit der Kante Gd 
(G = ganze Zahl). Daher sind fast alle Elemente der Matrix 
gleich Null. Eine Ausnahme bilden nur diejenigen, für die: 

I a 
a-a+i[=O, b' - b +~. = 0 und c' - c + ~ = 0 (50) 

zutrifft, worin cx, ß, y ganze Zahlen sind. 

Die Bedingungen (50) sind es, die auf Entartung hinweisen!. 
Suchen wir zunächst den physikalischen Sinn der bei den Formeln 
(46) und (50), die gleichzeitig erfüllt sein müssen, zu deuten. Die 
drei ganzen Zahlen cxßy, die positiv oder negativ sein dürfen, 
bestimmen ein System von Netzebenen im Kristall. Der kon
stante Ebenenabstand ist: 

o =.. d -. (51) 
Va 2 + /12 + y~ 

Nehmen wir die Werte (60) für a', b' und c' und tragen sie 
in (46) ein. Wir erhalten: 

a 2 + ~: +~2 _ 2 a.~ + ~_t2 = c. (52) 

1 Es scheint, daß PEIERLS in der eingangs zitierten Arbeit sie weder 
klar formuliert noch ihren physikalischen Sinn erkannt hat. 
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Die Koeffizienten cX ß Y sind Komponenten der Normalen zu 
unseren Netzebenen; abc dagegen die der Normalen der ebenen 
Welle V'~bC (mit der Wellenlänge A): 

1 
'2 = a2 + b2 + c2 • (53} 
I. 

Nennen wir {} den Winkel zwischen den Vektoren -;; und -;;. Die 
obige Bedingung schreibt sich dann: 

A - 20COS19· = eAo2 = sehr kleine Größe. (54) 

Dies sind die Bedingungen für die selektiven BRAGGschen Reflexionen 
(strenge Bedingung ist E = 0). In der Formel erscheint nur die 
Reflexion erster Ordnung. Die Reflexionen höherer Ordnung findet 
man durch Betrachtung der Ebenen ncX, nß, ny (n = ganze Zahl). 

Wenn die BRAGGsche Bedingung annähernd erfüllt ist, haben 
wir eine Entartung vor uns. Bekanntlich muß man in einem 
solchen Falle, um weiter zu kommen, eine andere Auswahl der 
Eigenfunktionen erster Ordnung treffen. Wir haben zwei Wellen 
V'~bC und V'~' b' c', die beide der gleichen, nichtgestörten Gleichung: 

,11/) + 8~:m (E - Po) V' = 0, E = E:;,,,_~ E~:,h' - rj (55) 

annähernd genügen. Der Eigenwert E von (55) liegt zwischen den 
nach (43), (44) und (46) streng definierten WertenE~bC und E~'b'c" 

In erster Näherung müssen wir von einer linearen Kombination 
der beiden V'-Funktionen ausgehen und diese so wählen, daß der 
Weg zu einer zweiten Näherung geöffnet wird. Wir betrachten 

I} und die Differenz E/,'b'C' - jif~bc = 2h~ E als unendlich klein von 

erster Ordnung. Wir suchen nach einer Lösung: 

(56) 

die der SCHRÖDINGERSchen Gleichung genügt und dem Eigenwert 
E entspricht. 

Die zweite Näherung lautet nunmehr: 

J I 8:r2 m (E P) 'Bo [8n 2 m ( PI) 2 » ]1 . V' + ~ - 0 V' = V'''bc ~ 'Yj + - WE } 

. B' 0 [8n 2 m ( P') 2 2 ] J (57) 
., 1f!u'b'c' -hz.- 1) + + 7l E • 

Wir benutzen in (57) die Tatsache, daß V'~bC und V'~'b'c' an sich 
zwar nicht die Gleichung mit den Eigenwerten E, wohl aber 

h2 

die mit den Eigenwerten E + 'Yj ±4m E streng erfüllen. 
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Die obige Näherung ist annehmbar, wenn 'IjJ' klein von der 
ersten Ordnung ist. Damit eine nichthomogene Gleichung vom 
Typus (57) eine solche Lösung besitzt, muß die rechte Seite ortho· 
gonal zu 'IjJ~bC und 'IjJ~'b'c' sein. Andernfalls finden wir eine sehr 
große Lösung 'IjJ'. Sie wird zwar nicht unendlich sein - aus dem 
Grunde, weil 'IjJ~bC und 'IjJ~'b'c' die homogene Gleichung nur an· 
nähernd und nicht genau erfüllen -, sie wird aber schon von der· 
selben Größenordnung sein, wie 'ljJo, und eine solche Lösung kön
nen wir nicht gebrauchen. 

Die erwähnten Orthogonalitätsbedingungen lauten: 

B (1) -:~ e) + B' P' (abc, a' b' c') = 0, 1 
B P' (a b c, a' b' c') + B' (1) + *~ e) = 0 . 

(58) 

Diese homogenen Gleichungen sind nur dann lösbar, wenn ihre 
Determinante gleich Null ist. Diese Bedingung gibt für 1} die 

Gleichung: _ ±VP'2(-b- ;~b;--')- -h4--;'2 
1} - . a c, a c + TIfm2 • (59) 

P' ist ein Element der in (49) definierten Matrix. Die a'b'c' sind, 
wie wir annehmen, durch (50) bestimmt. Wir erhalten somit: 

P'(abc, a'b'c') = P"ßY' (59a) 

Man erhält gleichzeitig für die Koeffizienten Bund B': 

~ = ~~1_ [h2 E 1/p'2- h~E~] 
B' P'(abc,a'b'c') 4m±r +16m2 ' 

(60) 

Die 'IjJ~bC wurden als normalisiert vorausgesetzt. Wenn wir 
dasselbe für die beiden neuen Funktionen 'IjJ in (56) erreichen 
wollen, so müssen wir offenbar: B2 + B'2 = 1 fordern, wodurch 
in Verbindung mit (60) die Koeffizienten B endgültig bestimmt 
werden. 

Die Formel (59) zeigt, daß in der Umgebung eines kritischen 
Punktes (50) die Energie eine ganz eigentümliche Änderung er
fährt. Nehmenwirz.B.dieNetzebenen: (\;=±l, ß=O, )'=0 
und bestimmen die Energie E als Funktion von a (während die 
Parameter bund c gleich Null sind). Wir erhalten eine Kurve, 
wie sie in Abb.29 wiedergegeben ist. Infolge des Gliedes 1} ist 
die Kurve von einer Parabel (43a) verschieden. Doch ist die Ab
weichung nur in der Nähe von a = ±1/2d (sowie bestimmter an
derer, höherer a-Werte) bedeutend. Die Kurve zeigt an diesen 
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Stellen Diskontinuitäten. Es tritt ein Energiesprung um 2 P ±l,O,O 

auf, wie aus (59) zu ersehen ist. An den beiden freien Endpunkten 
hat die Kurve senkrechte Tangenten. 

Die Kurve der Abb.29 ist sehr ähnlich derjenigen, die wir 
durch Diskussion der Gleichung von MATHIEu gewonnen haben 

a (Abb. 26). Tatsächlich haben wir ja 
f-k wieder ein ebenes Beispiel behandelt. 

J 
-ld 

Abb.29. 

Der allgemeine Fall läßt sich aber 
schwer graphisch veranschaulichen. 

Es ist interessant, festzustellen, 
E welche Wellen durch diese Anomalien 

- die auf selektiven BRAGGschen Re
flexionen beruhen - besonders beein
flußt werden. Bilden wir das reziproke 
Gitter des Kristalls l . Seine Gitter
punkte besitzen die Koordinaten 

(Xjd, ßjd, yjd; es hat kubische Symmetrie. Jeder Vektor, der 
vom Koordinatenanfangspunkt nach einem der Gitterpunkte zeigt, 
entspricht einer Netzebenennormale im eigentlichen Kristallgitter, 
und seine Länge ist gleich dem Reziproken des entsprechenden 
Netzebenenabstandes 15 [Gleichung (51)]. In Abb. 30 ist ein Teil 
des reziproken Gitters dargestellt. In demselben Koordinaten-

--+ 
system soll der Vektor OP mit den Komponenten a, b, c die 
Normale zu einer ebenen DE BROGLIE-Welle V'~bC darstellen. Die 
Länge OP ist gleich dem Reziproken der Wellenlänge, bestimmt 
also den Impuls p der betreffenden Elektronen (in Einheiten k). 

Es ist a = ~x, b = ~ , c = {'. Eine bestimmte 1f'-Welle wird, 

nach (52), dann BRAGGsche Reflexionen zeigen, wenn der End
punkt P des entsprechenden Vektors sich auf einer zum Vektor 
((Xjd, ßjd, yjd) senkrechten, durch seine Mitte gelegten Ebene 
befindet 2 • In Abb. 30 sind die Schnittlinien einer Reihe solcher 

1 Man vgl. z. B. EWALD, P. P., im Handb. d. Physik von GEIGER u. 
SCHEEL, 24" 240, oder EWALD, P. P., "Kristalle und Röntgenstrahlen". 
Berlin: Julius Springer 1923. 

2 In seiner Diskussion dieses Problems hat sich PEIERLS (1. c.) auf die 
Ebenen beschränkt, die den drei Koordinatenebenen parallel sind. Die All
gemeinheit der Ergebnisse scheint ihm entgangen zu sein. In Abb. 30 sind 
die schrägen Ebenen für den Fall eines zweidimensionalen Gitters angedeutet. 
Der dreidimensionale Fall ist sehr schwer zu zeichnen, man siehe Abb. 34. 
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Ehenen mit der Zeidwllebene angedeutet. Die BedingungPll (i-;4) 
für da,< Auftreten von Anomalitiiten ;.:ind in der Tat: 

2 cosü 
i. 

(61) 

und ihnen entHpreehen gerade die Umgebungen der eben definierten 

Ebenen. :\1an ;.:ieht, daß für lange \Vellen (kmze Vektoren 01') 

ZOI7E' J Z 3 ~ fi 7 8 .9 10 

~DDDIIIDII 
.\ i>h. :1O. 

keine merklidlPn Anomalien auftreten, daß alwl' mit abnehmen
der Wellenliinge (wHehscllder Oj>.Liinge) die Zahl der abnormen 

Die S('hraffil'l"Illlgen I)('zi .. lll'n sieh auf .. ine spill<'!" 7011 disklltierendp Frage 
(H. Absdmitt 11). Dip dlln·h 111IH('('(' /kdingllng (H1) definierten EbeJl('n 
sind R('nkn'dlt ZII dpn VP]d,O!'PIl c<{i;' und g"hpn r!u!'"h ih!'e ;\fittelpllllkte 
hindll!' .. h. Sie Hiwi alHo parallpl dell ~(·t>';(·)JPnl'n. Ein Systl'11l von Netz· 
"be}](,11 in "inell! einfadwn kllbisdH'1l (litk!' ('nthiilt aber sh'ts eine Ebenl', 
dip durdl den :\UIlPll11kt dll)'('hgeht [W('idlllll)! (fil)l. lJas Ebem'nsystem (61) 
hat den kOIlHtal1l<'11 Abstand J jä. /)Pr d)('n ('('wilhnt(' ~\llIp\lnkt hpfindet sich 
halhwpgH zwisclH'n z\\,pi Ebp!H'n di"s('s 11('\1('1} Nystel1ls. 
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Reflexionen bedeutend zunimmt und die Anzahl der Wellen, 
die sich ohne Störung durch den Kristall fortpflanzen, sich ent
sprechend stark vermindert. 

Auch für Gitter mit einer komplizierteren Symmetrie als die 
kubische kann man das reziproke Gitter konstruieren und die 
Spuren der Ebenen einzeichnen, die die Gittervektoren in der Mitte 
unter geraden Winkeln schneiden. Es kann also nicht schwer sein, 
,die erhaltenen Ergebnisse zu verallgemeinern. 

Die Formel (59) zeigt, daß, wenn man sich einer von diesen 
Ebenen senkrecht nähert (10 -., 0), die Energie einem bestimmten 
Grenzwert Eabc ± PIXßr zustrebt und ihn mit einer Neigung Null 

{~~ = 0) erreicht. Beim Durchgang durch eine Ebene erfährt 

die Energie eine diskontinuierliche Änderung um den Betrag 
2 P IXßr (wie dies in Abb. 29 dargestellt war). 

Fragen wir jetzt nach der mittleren Dichte der "kritischen" 
Flächen in einem Abstand e vom Anfangspunkt im reziproken 

Abb,31. 

Gitter. Wir wählen einen Abschnitt 
PP' (e bis e + de) und bestimmen 
die mittlere Anzahl von Ebenen, die 
diesen durchschneiden. Diese Ebenen 
PR, P' R' (Abb.31) liegen senkrecht 
zu irgendeinem der Vektoren 0 T , 
OT', deren Spitzen sich in den 
Gitterpunkten (iXjd, ßjd, yjd) des 
reziproken Gitters befinden müssen. 
Es ist also die Anzahl der Gitter-
punkte zu bestimmen, die zwischen 

zwei Kugeln mit den Mittelpunkten P, P' und den Radien e und 
e + df2liegen. Das von den beidenKugeln begrenzte Volumen ist 
4ne2de, und die mittlere Anzahl von Punkten darin: 

da es ja d 3 Punkte pro Volumeinheit gibt. Die Größe on stellt 
die gesuchte Anzahl von "Anomalitätsebenen", die den Abschnitt 
PP' durchschneiden, dar. Mit wachsendem e nimmt on rasch zu. 

Von Bedeutung ist aber nicht nur die Ebene selbst, in der die 
BRAGGsche Bedingung streng erfüllt ist, sondern eine ganze, mehr 
oder weniger breite Zone in der Umgebung dieser Ebene, die 
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genügend kleinen Werten von E in den Formeln (46), (52), (54) 
entspricht. 

Die Formel (52) zeigt, daß einer Abweichung E ein Abstand 
von der Anomalitätsebene im reziproken Gitter entspricht, der 
durch den Ausdruck: 

bestimmt ist!. 
Für die Gesamtheit der zwischen zwei Kugeln mit den Mittel. 

punkten P, P' gelegenen Gitterpunkte ist der Ausdruck: 

d 

Ycx 2 + ß2 +),2 
(reziprok dem Abstand von 0) proportional e- 1 • Wenn wir also 
statt der Anzahl On von Ebenen, die den Abschnitt PP' durch
schneiden, die Länge IJl desjenigen Teils dieses Abschnitts zu be
stimmen versuchen, auf der infolge der Nach barschaft eines Schnitt
punktes Anomalitäten zu erwarten sind, so finden wir, daß diese 
Länge proportional Ee -1 bn sein muß: 

(62) 

Das Verhältnis bljoe der Anzahl von selektiv reflektierten Wellen 
zu ihrer Gesamtzahl wächst also mit d3 e . 

8. Die Wellen im Gitter und die Anomalien, die den BitAGO. 

sehen Reflexionsbedingungen entsprechen. Wir sind jetzt an 
einen Punkt angelangt, wo wir eine zweite Näherung für die Lösung 
der Wellengleichung gewinnen Cd. h. 1jJ' in Gleichung (44) ab
schätzen) müssen. Betrachten wir zunächst eine normale Welle, 
die keine BRAGGsche Reflexionen geben kann. Die Funktion 1/,' 

ist bestimmt durch die Gleichung (45). Wir suchen diese durch 
eine Entwicklung nach Funktionen 1jJ~bc zu befriedigen: 

I ,,-, A () 
1fJab c =..:- a' b' c' 1fJa' b' c' . 

a' b' c' 

Die Gleichung (45) ergibt: 

2: A a, b' c' 1fJ~' b' c' (E~bc - E~'b' c') = - [EI - pI (x Y z)] 1jJ~bc' 

(63) 

1 Die Koordinaten in dem betrachteten Raum sind a, b, c. Der Ab
stand eines Punktes (al' bI, Cl) von einer Ebene Aa + Bb + Ce + D = 0 
ist bekanntlich: Aal + Bb! + Cc! + D 

L1 = yA2 +-B2 + Ci 

Brillouin, Quantenstatistik. 19 
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Multiplizieren wir beide Seiten mit 1fJ?bc und integrieren wir unter 
Berücksichtigung der Orthogonalität der "PO-Funktionen zuein
ander. Wir erhalten dann: 

P' (abc, a'b' c') 
Aa'b'c' = 0 0--' Eabc - Ea'blel 

(64) 

wo P' ein Element der durch (49) definierten Matrix darstellt. 
Diese Formel macht es deutlich, warum das zweite Glied in (45) 
der Orthogonalitätsbedingung (47), (48) genügen muß. Wenn 
diese Bedingung nicht erfüllt wäre, hätte man unendlich große 
Koeffizienten A erhalten oder mindestens solche von der Größen
ordnung 1/(EO - E/O), was mit der angenommenen Entwicklung 
(44) unvereinbar wäre. 

Die Elemente der Matrix P' (abc; a' b' c') sind, wie wir gesehen 
haben, alle gleich Null, bis auf diejenigen, bei denen a und a' 
den Beziehungen (50) genügen. Unter diesen Umständen erhält 
man: 

P'(abc, a'b'c') = P IXßY ' (65) 

indem man die Entwicklung (42) in die Formel (49) einführt. Es 
ergibt sich alles in allem, nach (63), (64) und (65) folgende Gleichung 
für die zweite Näherung "P': 

(66) 

Wenn die Reihe (42) konvergiert, so konvergiert die Reihe 
für "p' noch schneller wegen des Ausdruckes ((\2 + ß2 + y2) im 
Nenner. 

Im allgemeinen ist "P' klein, mit Ausnahme von Fällen, in 
denen der Nenner in (66) klein wird. Diesen letzten Verhält
nissen entspricht aber (52) und die selektiven Spiegelungen nach 
BRAGG. 

Die vollständige Funktion 1Pabc nach (44) hat also, wie wir 
in Abschnitt 4 [Gleichung (18)] vorausgesehen haben, die Form 
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eines Produktes aus einer Exponentialfunktion e2"i(az+bv+cz) 

und einer periodischen Funktion mit der Periode d in x, y und z: 
2n:i 

P - d(lXz+ßv+r z) 
_ 1 2md2 ~ IXßye 

A(xyz)-Ao+}ivc--hi--""';;::" 2d(a'lX)-llXi 2 , 

"'ßr 

(67) 

wo übrigens Ao gleich l/yV ist. 
Was geschieht, wenn wir den Fall einer Entartung vor uns 

haben, die zu den BRAGGschen Reflexionen Anlaß gibt? Schon 
die erste Näherung ist dann nicht mehr durch eine ebene Welle 
1jJ~bc darstellbar, sondern nur durch 'IfJ aus Gleichung (56). Nach 
(59) und (60) erhalten wir für diesen Fall: 

'IfJ =!!.- e+2"i(az+bv+ cz ) 1 - P"'ßy-"'---_d_~~~_. (68) [ 

- 2"i_("'z+ßv+yz) 1 
VV 1/ 2 h4 E2 h~, 

± V P "'ßr + 16 m2 + 4m 

Die Berechnung der zweiten Näherung kann ebenso wie oben ge
schehen. Die Lösung wird wieder vom Typus (18) (vgl. Ab
schnitt 4) sein. 

Worin bestehen die Anomalien? Um es deutlich zu sehen und 
ihren physikalischen Sinn zu verstehen, müssen wir den elektrischen 
Strom berechnen, den die von der betreffenden Welle mitgeführten 
Elektronen transportieren. Dazu genügt es, die mittlere Ge
schwindigkeit dieser Elektronen zu berechnen, die sich aus den im 
dritten Kapitel besprochenen Formeln von DE BROGLIE bestimmen 
läßt. Diese Formeln sind den von GORDON für die elektrische 
Stromstärke angegebenen Formeln vollkommen äquivalent. 

Nehmen wir eine Welle, deren Gleichung nach DE BROGLIE 
die Form: 

2ni 
-'I' 

'IfJ = Ae h 

hat. A und rp seien beide reell. Die Elektronengeschwindigkeit v 
und die ihr entsprechende Stromstärke j haben dann die x-Kom-
ponenten: 

1 o<p v = -- --
x m ox' (69) 

Dieses Ergebnis entspricht der GORDoNsehen Formel: 

. eh [- o>p 01jJ] 
7x = 4nmi 1P8x - 'lfJ8x ' (70) 

19* 
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wo ljJ die zu 'If' konjugierte komplexe Größe bedeutet!. Wenden 
wir Formel (70) auf eine Welle: 

2Jli 

ljJ = (A + iA') eh'" 

an, deren Amplitude eine komplexe Größe ist. (Von dieser Natur 
sind die Wellen, mit denen wir augenblicklich zu tun haben.) Die 
Funktionen A, A' und Cf! mögen reell sein. Wir erhalten: 

. = ~ (A2 + A'2) orp +!!!_ (A 01--' _ A' o~)' . 
]'" m ox 2Jlm ox ox (71) 

Das erste Glied ergibt sich ohne weitere Rechnungen. Es ent
spricht der DE BROGLIESchen Formel (69). Doch enthält das Er
gebnis (71) noch ein zweites Glied, das die physikalische Lage voll
kommen verändert. Die mittlere Elektronengeschwindigkeit ist 

nunmehr: (A oA' _ A' !JA) 
locp h ox ox 

Vx = m ax + 2Jlm -A2 + A'-z- . (72) 

Bei Wellen, deren Verhalten wir vorher als "normal" bezeich
neten, enthielt die Wellenfunktion eine durch (67) dargestellte 
Amplitude A (x, y, z) mit sehr kleinen imaginären Bestandteilen, 
die erst in zweiter Näherung zum Vorschein kamen. In der ersten 
Näherung erhält man daher in diesem Fall für die Stromdichte 
die einfache Formel (69). In Anwendung an eine Welle 'If'~bC 
aus (43) gibt diese Formel: 

h 
Vx = ma , (73) 

Bei "anomalen" Wellen, deren Ausbreitung durch selektive 
Reflexionen gestört wird, finden wir - nach (68) - schon in erster 
Näherung ein bedeutendes imaginäres Glied im Amplitudenaus
druck. Nehmen wir den 'If'-Ausdruck aus (68), so erhalten wir 
für A und A' Ausdrücke von der Form: 

[ l/-~h4--;;2- hZe 2Jl ] 
A = K ± P~ßr + 16m2 + -4-m - PIX!lr cosd-(Cxx+ßY+'1 z) , 

A' = K PIXßrsin~: (lXX + ßy + '1z). 

1 Hier wurden nur die Diagonalglieder der Strommatrix j berechnet. 
Die übrigen Glieder sind im allgemeinen klein; für BRAGGsche anomale 
'Vellen dürfen sie aber nicht mehr vernachlässigt werden. Ihre Bedeu
tung hätte eine besondere Untersuchung verdient. 
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Die Wurzeln erscheinen immer mit doppeltem Vorzeichen. 
Weiter unten werden wir die Bedeutung dieses Vorzeichens er
klären. K ist eine Konstante, die durch Normalisierung fest
gelegt wird: 

f(A2+A'2) dxdydZ= 2K2V [p2+ ~4,2 ±h~El!p;+_h~~~]=1. (74) J I _ 16m2 4m 16m2 

l' 

Der Ausdruck für die Geschwindigkeit v'" wird in diesem Fall 
ziemlich verwickelt. Die Formel für die elektrische Strom dichte j", 
lautet: 

j", = ~ [(A2 + A'2) a 

<X { (l/--~h4E2 h2E) 2:1r }] - KL . p2 + ± I p2 + ---- + ...... Pcos-(lXx+ßy+yz) . 
d 16m2 4m d 

Uns interessiert der Mittelwert der Stromdichte : 

(75) 

Erinnern wir uns daran, daß, wenn die BRAGGsche Bedingung er
füllt ist, e gleich Null wird. Der Ausdruck (75) wird bei kleinen 
e-Werten von dem Normalwert (73) bedeutend verschieden. Wir 
wollen dieses Ergebnis etwas näher diskutieren: 

Wenn e groß und positiv ist, ergibt sich: 
1. mit positivem Vorzeichen vor der Wurzel: 

. eh 
]x = mV a (Welle abc), 

2. mit negativem Vorzeichen: 

J~ = f;tv (a - -J) (Welle a' b' c) . 

Wenn e abnimmt verändern sich die elektrischen Ströme, die 
den beiden Vorzeichen der Wurzel entsprechen, nach Maßgabe 
von (75), und bei e = 0 wird: 

Tz = ~~(a - 2:) = ~~a 1_al (76) 

(für heide Vorzeichen der Wurzel). 
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Wenn e negativ wird und sein Absolutwert größere Werte er
reicht, so findet man wieder die beiden ursprünglichen Wellen, 
die sich jedoch ausgetauscht haben: 

Welle a'b'c' beim positiven Vorzeichen der Wurzel; 
Welle abc beim negativen Vorzeichen. 

Diese Ergebnisse können graphisch veranschaulicht werden. 
Stellen wir uns eine bestimmte abc-Welle vor, die sich in der Rich
tung Ox fortpflanzt (b = c = 0). Eine zweite Welle gleicher 
Frequenz soll sich unter einem Winkel lf zu Ox ausbreitell : 

a' = acoslf, b' = asinif, c'= o. 
Für jeden '!?-Wert können wir die entsprechenden Stromdichten 

j", (und jy) berechnen und ihre Abhängigkeit von'!? graphisch dar
stellen. Wenn bei keinem '!?-Wert selektive Reflexion auftritt, so 
erhalten wir für j", und für jy je ein Kurvenpaar: eine Kurve ist 
eine gerade Linie, die andere eine Sinuskurve. Stellen wir uns da-

~1Z'bC' 

~abc 

Jy T 
"x 

2Jt o 

Abb.32. 

gegen vor, daß etwa bei 17 = {)1 eine BRAGGsche Reflexion an irgend
einem System von Netzebenen stattfindet und eine Wechsel
wirkung zwischen den beiden Bündeln bedingt. Die Kurven er
halten dann den in Abb. 32 veranschaulichten Verlauf. Die Äste, 
die den beiden Vorzeichen der Wurzel entsprechen, zeigen nun
mehr eine Überkreuzung. 

Es ist nicht uninteressant, zu zeigen, daß die zuletzt erwähnte 
Wechselwirkung die Gesamtstromstärke der beiden Wellen unver
ändert läßt. Man leitet nämlich aus (75) ohne Schwierigkeiten die 
Beziehung: 

jz+ + ix---- = ~~. (2a - ~) = ~hV (a + a'l (77) 

ab. Die Wechselwirkung ändert auch die Gesamtenergie nicht, 
denn die Gleichungen (55) und (59) geben: 

(77a) 
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Wenn somit die beiden Wellen (die den Zeichen + und - vor der 
Wurzel zugeordnet sind) in einem Metall immer gleich stark angeregt 
wären, so würde ihre Wechselwirkung weder auf die Stromstärke, 
noch auf die Gesamtenergie einen nachweisbaren Einfluß haben. 

In Wirklichkeit liegen aber die Verhältnisse anders. Bei einer 
bestimmten Temperatur T (und in Anwesenheit eines elektrischen 
und magnetischen Feldes) wird jede Welle (abc) mit einer eigenen 
Intensität angeregt, die sich aus der mittleren Anzahl der Elek
tronen bestimmt, welche dieser Welle zugeordnet sind. Die 
Intensität hängt somit von der Energie E und den Werten jxjyjz 
der Stromkomponenten ab. Die Anregung der "positiven" und 
der "negativen" Welle wird im allgemeinen verschieden stark 
sein, denn diesen Wellen entsprechen verschiedene Energien und 
Stromdichten. Wir können somit apriori noch nichts darüber 
aussagen, welchen äußeren Effekt die vorher abgeleiteten gegen
seitigen Störungen der beiden Wellen praktisch ergeben werden. 

9. Strenge Behandlung der Wellen im Raumgitter. In allen 
vorangehenden Ableitungen wurde eine Methode der sukzessiven 
Näherungen benutzt und die Funktion ljJ mittels einer Reihen
entwicklung (44) gesucht. Es gibt aber noch einen anderen Weg zur 
Behandlung des Problems. Nach der BLocHschen Verallgemeine
rung des Theorems von FLOQUET muß die ljJ-Welle die Form (18): 

ljJ = A (xyz) e+ 2",i(ax+by+cz) 

besitzen, wo A eine Funktion mit der Periode d in x, y und z 
ist. Wir entwickeln A in eine dreifache FOURIER-Reihe: 

2ni 
~ - -(",X+ß,y+y,z) 

A(xyz)=~A",ß,y,e d , (78) 

",ß,y, 

worin 1X1ßIYl negative oder positive ganze Zahlen sein können. 
Nachdem das Potential P [so (22) und (42)] in gleicher Weise ent
wickelt worden ist, spaltet sich die Wellengleichung (41) in eine 
dreifach unendliche Schar von Gleichungen. So erhält man z. B. 

durch Nullsetzen des Koeffizienten von e +2"'i(ax+ ... -%,x+ .. -) die 

Bedingung: 

[(a -ir + (b - ~lY + (c - I~r - 2h": E] A",ßlY' I (79) 
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Unter diesen Gleichungen finden wir - für IX I = ßI = YI = 0 
auch die von uns früher abgeleitete Gleichung (26) wieder. 

Betrachten wir zunächst den ungestörten Fall, in dem alle 
P"'ßr außer Pooo verschwinden. Alle A-Werte müssen ebenfalls 
gleich Null werden, mit Ausnahme von einem, A"'lßlrl' Dadurch 
wird die Energie E bestimmt, denn zur Befriedigung der Gleichung 
mit IXIßIYI muß die Bedingung: 

( iXl)2 ( ßl)2 ( Yl)2 2 m ( ) a - d + b - d + c - d- - 7,,2- ,E - Po = 0 (80) 

erfüllt sein. Dieser Bedingung entspricht eine ebene Welle mit 
den Koeffizienten: 

b' = b _ ßI 
d' 

, Y, 
c = c - -ri' 

Uns interessiert speziell der Fall, in dem die Welle a' b' c' identisch 
ist mit der Welle abc selbst, d. h. die Energie E den Wert (43a): 

h2 

Eo = Po + 2m (a2 + b2 + c2 ). 

hat. 
Eine Anomalie muß entstehen, wenn durch diesen Wert Eo 

Gleichung (80) auch mit andern, nichtverschwindenden Wellen 
IXIß I YI zum Verschwinden gebracht wird. Wir finden in dieser 
Weise die BRAGGsche Bedingung (46) oder (52) für anomale Re
flexion wieder. 

Nehmen wir zunächst solche Anomalitäten als ausgeschlossen 
an und untersuchen wir, was eintritt, wenn die P "'ßr aufhören 
gleich Null zu sein. Wir suchen nach einer Lösung, die einem 
zuEo benachbarten Energiewert E o +E' entspricht. Unter solchen 
Umständen müssen alle A"'lßl rl klein sein außer Aooo . Wir erhalten 
daher eine erste Näherung dadurch, daß wir in (79) im Ausdruck 
1: alle Glieder außer denen mit A ooo vernachlässigen. Auf diese 
"'(Ir 
Weise werden die Gleichungen (64) und (67) wiedergefunden. Denn 
in der Tat zeigt die zu IXI = ßI = YI = 0 zugehörige Gleichung (79), 
daß in der betrachteten zweiten Näherung die Energie unverändert 
bleibt. Die übrigen Relationen (79) reduzieren sich dann auf (64), 
(67). Man erkennt ohne weiteres den Weg, auf dem die Näherung 
weitergeführt werden kann. 

Es gibt Ausnahmefälle, die dadurch gekennzeichnet sind, daß 
E o noch einen anderen Ausdruck (80) sehr klein macht, d. h. daß 
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die Bedingungen (46) oder (52) für selektive Reflexion erfüllt sind. 
In diesem Fall enthält die erste Näherung (bei verschwindender 
Störung P) zwei Koeffizienten Aooo und A",ß,Y, von gleicher 
Größenordnung. Das Gleichungssystem (79) reduziert sich auf 
zwei gleichzeitig zu erfüllende Gleichungen, die keine anderen 
sind als die von uns in (56), (57) und (58) aufgestellten. Die weitere 
Annäherung wird ebenso durchgeführt wie in dem vorangehenden 
normalen Fall. 

Wir erkennen also, daß das System von strenggültigen Gleichun
gen (79) zu genau der gleichen Problemstellung führt, wie das früher 
besprochene Näherungsverfahren. Um die Frage ganz allgemein zu 
behandeln, müßte man die Forderung aufstellen, daß die (dreifach 
unendliche) Determinante des Gleichungssystems (79) verschwinden 
muß und die Wurzel E der so gebildeten Gleichung untersuchen. 
Sie reduziert sich auf E o , wenn alle P gleich Null werden. Dieses 
Problem erscheint verwickelt. Es muß aber durch eine Ver
allgemeinerung der Methoden von HILL1 lösbar sein. In der Tat 
hat HILL für den Fall eines eindimensionalen Gitters (HILLsche 
Gleichung in Abschnitt 6) die Rechnung vollständig durchzuführen 
und den genauen Wert der Determinante zu bestimmen vermocht. 

10. Gebundene Elektronen und die Kopplung ihrer Wellen. 
In den vorangehenden Abschnitten haben wir das Verhalten von 
fast freien Elektronen untersucht, die sich in einem Raum mit 
schwach wellenförmigem Potential bewegen. Im eindimensionalen 
Fall (Abschnitt 5, Gleichung von MATHIEU) ergaben sich solche 
Bedingungen durch Annahme einer genügend hohen kinetischen 
Energie der Elektronen. In derselben Gleichung von MATHIEU 
haben wir aber auch einen zweiten einfachen Grenzfall erkennen 
können, nämlich den Fall von sehr langsamen Elektronen [Glei
chung (33)]. Wir wollen jetzt denselben Grenzfall auch für das 
dreidimensionale Problem untersuchen. 

Wir werden dabei dem Verfahren von F. BLocH 2 folgen und 
das Gitter (einfachheitshalber von kubischer Symmetrie!) aus 
einer Reihe von relativ weit voneinander entfernten positiven 
Ionen aufbauen. Das Potential in der nächsten Nähe eines Ions 
wird dann in erster Näherung nur von diesem Ion selbst stammen. 
Die Koordinaten eines Ions bezeichnen wir mit Yl d, Y2d, Y3 d 

1 V gI. z. B. WHITTAKER U. WATSON, "Modern Analysis". 2. Auf I. S. 408. 
2 BLOCH, F., Z. Physik 52, 555 (1929). 
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(gI' g2' g3 = ganze Zahlen). U(xyz) mag das Potential eines ein
zelnen, im Anfangspunkt des Koordinatensystems gelegenen Ions 
bedeuten. Die Funktion U ist im Mittelpunkt des Ions negativ 
unendlich, im Unendlichen wird sie gleich Null. Wir nehmen an, 
daß U im Abstand d vom Ion schon sehr klein ist. Das Potential 
eines anderen Ions, (gd2g3), beträgt im Punkt (xyz): 

U(J,(J,a,(xyz) = U(x - gld, Y - g2d, z - g3d), (81) 

und das Gesamtpotential aller Ionen: 

P(xyz) = 1:: U(J,(J,(J,(xyz). (82) 

Wir gehen in erster Näherung von der auf ein Ion bezogenen 
Wellengleichung aus: 

8n2 m 
L1 Cf!(J,(J,(J, + h 2 (E - U(J,Q, (J,) ({ig,g,ga = o. (83) 

Wir wählen eine (im Unendlichen verschwindende) Eigen
funktion: 

aus, die etwa dem niedrigsten Energiewert E o entsprechen mag. 
Von der Funktion Cf! nehmen wir an, daß sie im Abstand d von 
dem betrachteten Ion bereits sehr klein wird. 

Betrachten wir jetzt einen Gitterkubus mit der Kante Gd, 
der G3 Ionen vom betrachteten Typus enthält. Das System ist 
G3-fach entartet. Wir müssen daher in erster Näherung nicht die 
Wellenfunktionen Cf!(J,(J,y" sondern ihre Linearkombinationen be
nutzen 1. Wir setzen: 

E = Eo + c, V' = ~ ag,y,y"f{!(J,(J,(J, + v(xyz), 
(/1("'(13 

(84) 

worin e und v unendlich klein von der ersten Ordnung sind. Tragen 
wir diese Ausdrücke in die vollständige Wellengleichung (41) ein und 
vernachlässigen wir die Größen, die unendlich klein von höherer 
Ordnung sind. Wir erhalten dann: 

8~m I L1v + --h,2- (Eo - P) v 

8n2 m 
= - ---h,2- 1:: a(JIO,(J, Cf!y,y,(J, (c - P + UY,(J,(J,)· 

(11(1,,(13 

(85) 

1 Methode von SCHRÖDINGER, Ann. Physik 80, 437 (1926), die wir 
schon im Abschnitt 7 [Gleichung (55) bis (60)] angewandt haben. 
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Diese inhomogene Gleichung für v besitzt nur dann eine endliche 
Lösung, wenn die rechte Seite orthogonal ist zu allen Lösungen 
der entsprechenden homogenen Gleichung. Diese Lösungen unter
scheiden sich nach den Hypothesen (81) und (82) nur wenig von 
den Funktionen rpu.u,u •. 

Da wir die genauen Lösungen der homogenen Gleichung nicht 
kennen, beziehen wir die Orthogonalitätsbedingungen auf die 
Funktionen rp: 

L: au.u,u,.! (e - U~.u,u,) rpu.u,u. rrh.h,ha dx dy dz = 0, (86) 
g.u,u, h.h,h, 

mit: 

U' ist das (sehr kleine) Potential der dem Ion (glg2g3) benach
barten Ionen. Durch die Annahme eines schnellen Abfallens der 
Funktionen U und rp sind wir imstande, die Gleichung (86) stark 
zu vereinfachen. Die N ormalisierungsvorschrift lautet: 

.! rpu.y,u. "(h.h,h, dx dy dz = 1, 

wenn gl = h1, g2 = h2, g3 = h3 ist. 

Wir nehmen an, daß dieses Integral in allen anderen Fällen -
(gi 4= hi) - zu vernachlässigen sei. Wir müssen jetzt noch den 
Ausdruck: 

abschätzen. Bei der Bildung von U' brauchen nur die unmittelbar 
benachbarten Ionen Berücksichtigung zu finden, da das Potential 
der weiter entfernten Ionen vollständig zu vernachlässigen ist. 
Wir führen folgende Bezeichnungen für dieses Integral ein: 

1X bei gl = h1 g2 = h2 g3 = h3 

r gl = h1 ± 1 g2 = h2 g, ~ h, ) 
ß bei 1 gl = h1 g2 = h2 ± 1 g3 = h3 6 Ionen 

gl = h1 g2 = h2 g3 = h3 ± 1 

r'~h'±l g2 = h2 ± 1 
(87) 

g, ~ h, ) 
y bei gl = h1 ± 1 g2 = h2 g3 = h3 ± 1 12 Ionen 

gl = h1 gz = h2 ± 1 g3 = hz ± 1 

c5 bei gl = h1 ± 1 g2 = hz ± 1 g3 = h3 ± 1 8 Ionen. 
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Man kann die Näherung auch weiter führen, ohne daß die 
Resultate prinzipiell beeinflußt werden. Die Gleichung (86) hat 
jetzt die Form: 

(f - IX) ayly,g, - ß (ay,+l,y,g, + agl-l,t"g, + ag"g,+l,y, + ... ) I 
- I' (ag,+l,y,+l,g" + au,+l,(J,-l,u, + ag'-1.Y'+l,~ + ... ) (88) 

- !5 (ay,+l,y,+l,g,+l + ay,-l,y,+l,g,+l + ... ) - O. 

Wir haben somit G3 Gleichungen zur Darstellung unseres Säkular
problems. Um keine speziellen Randbedingungen einzuführen, be
nutzen wir - wie in Abschnitt 4 - die Hypothese eines unend
lich ausgedehnten zyklischen Gitters. 

Es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Werte von e 
und der Koeffizienten aglg,(J,' Aus dem Abschnitt 4 [Gleichungen 
(18) und (19)] wissen wir aber, daß diese Koeffizienten die Form: 

(89) 

haben müssen, wobei für 11' 12' 13 insgesamt G3 verschiedene 
Kombinationen von ganzzahligen Werten möglich sind, etwa: 

G G 
-2< 11,/2,13 <-2' 

- oder auch ein anderes System von Werten, das die G3 mög
lichen Fälle in sich enthält (vgl. S. 269). Wir werden uns später 
mit der Auswahl eines geeigneten Systems von I-Werten be
schäftigen. 

Wir können leicht bestätigen, daß die Ausdrücke (89) tatsäch
lich eine Erfüllung von (88) erlauben. Wir erhalten mit ihrer 
Hilfe: 

t f I ß( 2:n:tl 2:n:t2 2:n: ta) e ( 1 2 3) = IX + 2 cos-a- + cosQ -- + cos--o-

( 2:n:t, 2:n:t2 2:n:t2 2:n:ta 2:n:tl 2:n: t a) + 41' cos-- cos-- + cos-- cos-- + cos-- cos-- (90) 
G G G G G G 

s 2:n:tl 2:n:t2 2:n:ta + 8 u cos--o- cos-7Y cos--o- + .... 

Der Verlauf der Funktion f ist in Abb. 33 dargestellt in der 
G G 

Annahme, daß I zwischen - 2 und + -if schwankt und daß ß 
negativ ist. 
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Wir haben somit die geeigneten Wellenfunktionen erster Nähe
rung, für die sich nach (90) die Entartung aufhebt, gefunden: 

2ni 
_ ", 'Z/(t.gl+f,Udf3Y') 

'I.jJ - ..::.,. f{'YIU,g, e 

Diese Lösungen haben tatsäch· 
lich die typische Form (6), die wir 
vorausgesehen haben. Welchen 
elektrischen Strom transportieren 
diese Wellen? Wir finden die 
Antwort durch Anwendung der 
Formel (70) unter der Annahme, 
daß die ({J-Funktionen (SCHRÖ
DING ER-Wellen für den Fall eines 
isolierten Ions) reell sind. Die 

~ 
Gd 
1 2d f-----,--,---

1 
- 2d f----'-----'---

Stromdichte ergibt sich zu: Abb.33. 

(91) 

. eh (- (hp (hl") eh ~ ~ O'Phth,h, • 2,,; 
]'" = 4Jlmi 1Piix -lp{)x, = -2Jlm"::'" ..:::.. ({JY'U,u,~tix--sIll7I 

(J,Y,fh h1h.h, 

• [/1 Üh - h1 ) + 12 (g2 - h2) + 13 (g3 - h3)]· 

Uns interessiert der Mittelwert der Stromdichte. Wir erhalten dafür: 

-::- 1 f· d d d eh ~ ~ . 2,,; 
7x = Y Jx x Y z = - 2JlmV"::'" ..::.,. SIll zr 

glUaYa h1hzha 

· [/1 (gI - hJ + 12 Üh - h2) + 13(g3 - ha)] (92) 

f· O'Phth,h, d d d 
• ({JYIU'fI'-ox ' X Y z. 
V 

Die Funktionen ({J haben sphärische Symmetrie um das Ion 
herum. Außerdem haben wir angenommen, daß sie bei der Ent
fernung vom Ion rasch auf Null abfallen. Unter den Integralen, 
die im Ausdruck für jx enthalten sind, werden nur wenige nennens
werte Beiträge liefern, nämlich nur diejenigen, die sich auf die 
beiden benachbarten Ionen auf der Achse Ox beziehen: 

hl = gj ± 1 , h2 = g2' h3 = ga· 
Setzen wir also: 

1 r 0 
K x = v-J ({JUIU'fhox({JU1+l,g'(J,dxdydz 

v 1/ 0 = -V !Pu,y,y'ox({JYl-l,u'(J,dxdydz. 
v 

(93) 
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Wir erhalten dann: 
-; eh G3K . 2n/1 
J = - --~ Sln---. 
x nm x G (94) 

Der Koeffizient G3 stammt von der Summe L' die über alle 
Ionen im Volumen V zu erstrecken war. g,g,y, 

Infolge der Kleinheit von Ty,y,y, in Abständen von der Größen
ordnung der Gitterkonstante d wird das Integral und somit auch 
die Stromdichte jx sehr klein ausfallen. 

Elektrizitätstransport findet dabei nur durch Elektronenaus
tausch zwischen benachbarten Ionen statt. Auch bei einer kleinen 
kinetischen Energie haben die Elektronen in der Wellenmechanik 
die Fähigkeit, die Potential wälle , die die Ionen voneinander 
trennen, zu durchdringen. 

11. Numerierung der Elektronenwellen. In Abschnitt 4 haben 
wir die Wellenfunktion in der Form (6): 

1;; = A (xyz) e2ni (ux+bY+cz) 

angesetzt, wobei die Amplitude A eine Funktion mit der Periode 
d in x, y und z sein sollte. Dieser Voraussetzung entspricht nur 
ein kubisches Gitter. Wir wollen auch im folgenden zur Verein
fachung an diesen einfachen Symmetrieverhältnissen festhalten. 

Wie soll man die Koeffizienten a, bund c wählen? Es gibt 
hier eine Unsicherheit, die betont werden muß. In der Tat kann 
die Welle 1fJ ebensogut auch auf die Form: 

1fJ = A' (xyz) e2ni (u'x+b'Y+c'z) , (95) 
mit: 

I l 
a=a+-a-' b'=b+~ d' 

I n 
C =c+1T 

(lmn = beliebige ganze Zahlen) und 

- ~,,-i(lx+my+nz) 
A' (xyz) = A (xyz) e d 

gebracht werden. Die Amplitude A' ist immer noch eine periodische 
Funktion von xyz, genau wie A. Wir haben also unendlich viel 
verschiedene Möglichkeiten zur Formulierung einer und derselben 
Welle V', und wir müssen eine davon auswählen. 

Um eine bestimmtere Vorstellung von der Bedeutung der 
folgenden Überlegungen zu haben, kehren wir zum eindimensio
nalen Problem, also zu der Gleichung von MATHIEU (Abschnitt 5), 
zurück. In diesem Fall sind wir zu einer eindeutigen Definition 
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gelangt, die aus den Abb.24 und 26 folgt. Wir schrieben dort 
die Wellengleich ung nach (32): 

u = ef'~ <P(~) = eik~ tJ> (~) = tJ> (ndx) eik :
x, 

wo <P in ~ eine Periode Jl, in x also eine Periode d besaß und kj2d 
dem Koeffizienten a der Formel (6) entsprach. In der Abb. 26 
haben wir den verschiedenen Wellentypen die Koeffizienten von 
k = - 1 bis k = + 1, oder von k = 1 bis k = 2 und von 
k = -1 bis k = -2 zugeordnet. Diese Numerierung war, wie 
man sich bei näherer Betrachtung überzeugt, nicht willkürlich, 
sondern durch die Forderung, daß sich die Welle beim allmählichen 
Verschwinden aller Potentialschwankungen auf den normalen 

Typus: Ao e+2niax (Ao = konst.) 

reduziert, notwendig geworden. 
Die Überlegungen des Abschnittes 5 wurden für ein unendlich 

ausgedehntes Gitter durchgeführt; k konnte daher eine kontinuier
liche Reihe von Werten durchlaufen. Wenn wir statt dessen ein 
begrenztes Gitter betrachten, das G Potentialmulden enthält 
(oder ein zyklisches Gitter mit der Elementarzelle G), so sind für 
k nur die Werte der diskontinuierlichen Reihe: 

21 1 
k = -0' a = Gd (f = ganze Zahl) (96) 

möglich, wie wir dies schon in Abschnitt 4 festgestellt haben. 
Die tiefsten Energieniveaus erhält man (nach dem im vorigen 

Abschnitt beschriebenen Verfahren), indem man die einquantigen 
Zustände der isolierten Oszillatoren miteinander koppelt. Den G 
Kopplungswellen ordnen wir die G verschiedenen a-Werte zu, die 
den Ungleichungen: 

-l<k<+l, 
I 1 

-2d<a< +2J 
entsprechen. 

Die Kopplung der zweiquantigen Oszillationszustände ergibt 
ebenfalls G neue Wellen mit: 

-2< k < -1 und 1<k<2 1 
1 1 

- -d < a < - -2d und 
1 1 

2(j<a<([. 
I (96a) 

In dieser Weise kann man die N umerierung von Schritt zu Schritt 
fortsetzen. Erinnern wir uns daran, daß jeder stehenden Welle 
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Zone 1: Zentralkubus. Zone 2. Zwischen dem 
Zentralkubus und dem regulären Dodekaeder. 

Zone 3. Zwischen dem Dodekaeder und der ge
zeichneten Oberfläche (einem Doppeldach über 

jeder Kubusfläche). 

Zone 4. Zwischen der äußeren Fläche der Zone 3 
und der gezeichneten Fläche. 

Abb.34. 

Reduktion der Zone 2. 

Reduktion der Zone 3. 

Reduktion der Zone 4. 
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einem bestimmten Koeffizienten (96) in der Sprache der Korpus
kulartheorie eine eigene "Phasenraumzelle" entspricht. Womit 
wir uns hier beschäftigen, ist im wesentlichen eine Gruppierung 
der Phasenraumzellen in Zonen mit G Zellen in jeder Zone. Infolge 
von Diskontinuitäten in der Energiekurve (Abb.26) sind die 
Energien der einzelnen Zonen voneinander getrennt. 

Diese Bemerkungen geben uns die Möglichkeit, auch die viel 
komplizierteren Fälle des zwei- und dreidimensionalen Gitters 
richtig zu verstehen. Die korrekte Numerierung ergibt sich, 
genau wie im eindimensionalen Problem, aus der Forderung, 
daß man beim allmählichen Verschwinden der Potentialuneben
heiten des Gitters schließlich die einfache ebene Welle: 

Ao e+2ni(ax+bv+cz) (Ao = konst.) 

wiederfinden muß. Die Rolle des Gitters besteht darin, daß, so
bald die dafür charakteristischen Potentialmulden in Erscheinung 
treten, sich eine Reihe von Zonen bildet. Die Zonen sind von
einander durch Ebenen getrennt, die den BRAGGschen Bedin
gungen (Abschnitt 7 -9) genügen. 

In Abb. 30 hatten wir den zweidimensionalen Fall veranschau
licht. Die Linien entsprachen Gebieten, in denen Energiesprünge 
stattfinden, also die BRAGGschen Bedingungen erfüllt werden. 
Diese Geraden begrenzen eine Folge von konzentrischen Zonen mit 
der Oberfläche Ild2, deren jede G2 Zellen im Phasenraum oder G2 
Wellen im zyklischen Gitter enthält: 

a = ~a' b = ~~ (/1/2 = ganze Zahlen). 

Die Form der Zonen ist in diesem Fall ziemlich kompliziert. 
Die verschiedenen Schraffierungen in Abb. 30 sollen zu ihrer Er
kennung dienen. Auch für ein dreidimensionales Gitter findet man 
eine Folge von konzentrischen Zonen, deren Trennungsebenen den 
Gebieten BRAGGscher Reflexion entsprechen. Das Volumen jeder 
Zone ist Ild3 , sie enthält G3 Zellen im Phasenraum oder die gleiche 
Anzahl von Wellen im zyklischen Gitter: 

a = Ja' b = ~2d' c = ~3d (/1/2/3 = ganze Zahlen). 

Die Begrenzungsflächen der Zonen sind Polyeder, die durch 
Überschneidung von Ebenen BRAGGscher Reflexion entstehen. 

Die Abb. 34 zeigt die ersten Polyeder dieser Art. Der erste 
ist ein Kubus mit der Kante lid, der zweite ein reguläres 

Brillouin, Quantenstatistik. 20 
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Dodekaeder usw. Der Raum, der zwischen zwei aufeinanderfolgen
den Polyederflächen eingeschlossen ist, bildet jeweils eine Zone. 

Die Form der einzelnen Zonen ist somit ziemlich kompliziert. 
Da aber die nachfolgende immer die vorangehende vollständig in 
sich enthält, so ist das gesamte von der äußeren Begrenzungsfläche 

der p-ten Zone eingeschlossene Volumen einfach gleich p' -}a . 
Diese Beziehung erlaubt uns, die Wellenlängen der Wellen in der 
p-ten Zone abzuschätzen. Ersetzen wir in erster, grober Näherung 
die p-te Zone durch eine sphärische Schicht vom Radius e und 
einer genügend kleinen Dicke be: 

1 e2 = a2 + b2 + c2 = J:2' 

e ist proportional der reziproken Wellenlänge 11 A. Das Volumen 
der Kugel ist: 

4 3_ P 
3 Jle - d3 ' 

. 1 1 (3P)t somlt e =T = -,i 4"" . 

Die p-te Zone enthält also Wellenlängen von der ungefähren 
Größe: 

(97) 

In dem eindimensionalen Gitter enthielt nach (96) die p-te 

Zone Wellen mit der Länge Ap (=~) zwischen ~1·· und 2d . 
a P- P 

Betrachten wir jetzt ein Gitter aus einwertigen Ionen mit der 
Kernladung Z. Wir nehmen für Z einen ungeraden Wert an: 

Z = 2k + 1. 

Das Gitter soll 2 k gebundene und 1 freies Elektron pro Kern ent
halten. Es sei angenommen, daß sich das eine "Valenzelektron" 
im isolierten Atom vor der Gitterbildung auf. einer ni-Bahn be
findet. Auch im Gitter soll die Bewegung der Valenzelektronen 
durch Wellen bestimmt werden, die den Quantenzahlen nl ent
sprechen. Es muß jetzt untersucht werden, welche von den oben 
beschriebenen Zonen die Wellen enthalten, die durch Kopplung 
der nl-Bahnen [der Energieniveaus E(nl)] entstehen. 

Die Folge von Energieniveaus mit Quantenzahlen kleiner als 
n gibt eine Reihe von SCHRÖDINGER-Wellen, die aus: 

1 + 4 + ... (n _ 1)2 = (n - 1) n (2n - 1) 
6 
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Einzelwellen besteht. Die Reihe von Niveaus nr (l' < 1) gibt noch: 

1 + 3 + 5 + ... + (2l - 1) = l2 

Einzelwellen. Wir nehmen an - was plausibel zu sein scheinP -, 
daß jeder Eigenwelle aus den angeführten Reihen eine, durch 
Kopplung der .G3 Atome der Elementarzelle entstandene eigene 
Zone entspricht und daß alle diese Wellen sich innerhalb der Zone 
nz befinden. Die Nummer der Zone nz ist dann: 

p = (n - l)r~(2n -=-!l + l2 + 1. (98) 

Diese p-te Zone enthält, wie oben abgeleitet, Wellen von der 
Größenordnung: 

T - d (4.1l)t - d ( S.1l )t '" 2d (~)t (99) 
P-3p - (n-l)n(2n-l)+612 +6 -- n 2 . 

Wir kommen somit zur Folgerung, daß bei der Bildung eines 
Gitters aus Atomen mit Valenzelektronen auf der nrten Bahn 
die wahren Wellenlängen der SCHRÖDINGER-Wellen, die den "frei
gewordenen" Leitungselektronen im Gitter entsprechen, etwa 2d/n 
betragen (worin d den Abstand der positiven Ionen voneinander 
bedeutet). 

Die Zone, die die Leitungselektronen ausfüllen, enthält 
G3 Zellen, könnte also nach dem PAuLI-Prinzip 2 G3 Elektronen auf
nehmen, während wir nur G3 Elektronen zur Verfügung stellen, 
wenigstens solange wir die Gitterionen als einwertig annehmen. 

Es ist leicht zu verstehen, warum die Wellenlängen Ap nach 
(99) so klein sind. In der Nähe und im Innern der Ionen muß die 
tp-Welle eine Reihe von eng benachbarten Knotenflächen be
sitzen. Im weiteren Abstand von den Ionen sind die Knoten
flächen seltener . Wenn man sich nur für die Form der Welle 
zwischen den Ionen interessiert, so findet man eine scheinbare 
Wellenlänge, die viel größer als Ap ist. Diese größere Wellenlänge 
ist es, die man für die ganze Elektronenwelle finden müßte, wenn 
die Ionen keine Ausdehnung hätten, sondern einwertige punkt. 
förmige Ladungen wären. 

1 Nicht alle inneren Niveaus sind immer als besetzt vorauszusetzen. Aus 
der Elektronenverteilung in freien Atomen wissen wir, daß manche über
sprungen werden. Es werden also auch nicht alle Zonen unterhalb der 
p-ten (k < p - 1) mit Wellen ausgefüllt sein. Diejenigen, die zu hohe 
Energiewerte ergeben, bleiben leer. 

20* 
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Das Problem ist durchaus analog demjenigen, dem man bei 
der Zuordnung von Quantenzahlen zu den Elektronenbahnen der 
äußeren Elektronen in komplizierten Atomen begegnet. Wenn 
man den ganzen Rumpf als punktförmige einwertige Ladung an
sieht, wird die Bahn des Leuchtelektrons eine Ellipse, wie im 
Wasserstoff, und seine "effektive" Quantenzahl n* wird fast 
gleich 1. Wenn man aber die Ausdehnung und Struktur des 
Rumpfes berücksichtigt, findet man die "wahren" Quantenzahlen 
der äußeren Elektronen, die je nach der Periode, der das Element 
im MENDELEJEwschen System angehört, 2, 3, 4, . .. betragen. 
Für die mittlere Energie des Elektrons auf der n-ten Bahn bleibt 
aber nach der RYDBERGschen Gleichung: 

E=_Rh 
n*2 

die kleinere "effektive" Quantenzahl n* maßgebend. 
12. Hypothese der freien Elektronen. Durch ein dem oben an

gewandten analoges Verfahren können wir auch den Übergang 
zu der Hypothese von vollständig freien Elektronen vollziehen. 
Mit Hilfe von Transformationen vom Typus (95) können alle 
Wellen aus der oben [Gleichung (97) bis (99)] betrachteten p-ten 
Zone in das Innere der ersten kubischen Zone: 

1 , 1 
-2d<a <2d' 

1 b' 1 
- 2([ < < 2d' 

überführt werden. Um diese Überführung zu erreichen, wird 
man so viel verschiedene Transformationen vornehmen müssen, 
wie die Zone p Unterabteilungen enthält. Erinnern wir uns an 
die Abb.30, die sich auf ein zweidimensionales Gitter bezieht. 
Wir sehen dort, daß die einzelnen Zonen aus folgender Anzahl von 
Abteilungen bestehen: 

Zone 3 I 4 I 5 I 6 ' 7 ! s 9! 10 

Zahl der Abteilungen. 8 I 12 I 20 I 20 112 1 12 i 20 ' 28 

Diese Tabelle bestimmt auch die Anzahl der im zweidimensio
nalen Fall zur Erreichung unseres Zieles erforderlichen verschie
denartigen Transformationen. 

Im einfacheren Fall des eindimensionalen Gitters (MATHIElJ
sche Gleichung) besteht die Transformation in der Addition (oder 



Hypothese der freien Elektronen. 309 

Subtraktion) eines ganzen Vielfachen von lid zu der Größe a. 
Die Addition von lid zu a bedeutet aber eine Vergrößerung 
von k um 2 l. Die Abb. 26 erhält dann das in Abb. 35 dargestellte 
Aussehen. Die Kontinuierlichkeit der einzelnen Kurvenäste ist 
durch die Tatsache gesichert, daß die Tangente in allen freien 
Endpunkten der Kurve in Abb. 26 senkrecht zur x-Achse steht 
(dies folgt aus den genaueren Diskussionen in Abschnitt 7 und 10, 
Abb.29 und 33). Die Kurven, die in Abb. 35 dargestellt sind, 
zeigen für a' = 0 abwechselnd ein Minimum oder ein Maximum. 
Wenn man diese Ergebnisse auf die mehrdimensionalen Gitter 
auszudehnen versucht, so überzeugt man sich leicht, daß die Funk
tion E (Energie) in bezug auf die reduzierten Koeffizienten a' b' c' 
[Gleichung (100)] immer kontinuierlich bleibt. Doch besitzt sie 
eine ziemlich komplizierte Form mit einem Maximum, Minimum 

,k l I ,\ 
1 Cl ~ 2d + d {l gallzzall/ig, 

zd 

-15 -3 3 

1 : 
I -Zd I 
~gl?bulldelle Elelr/ro!7e!7 ~.~I-' -freie Eleldro!7e!7 

Abb.35. 

oder Sattelpunkt bei a' = b' = c' = O. Man erkennt dieses 
Resultat deutlich an den Formeln (90), die sich auf gebundene 
Elektronen beziehen. 

Die Transformationen (95), die die Überführung aller Teile 
einer äußeren Zone in die innere kubische Zone erlauben, tragen 
den Charakter von Translationen um ein ganzes Vielfaches von 
lid (d=Kantenlänge des Zentralkubus), die entlang den Achsen 
erfolgen. 

Die Abb. 36 zeigt, wie in einem zweidimensionalen Gitter die 
Reduktionen (95) die Zonen p = 2, 3, 4, ... in das Innere der 
Zone 1 überführen. Die einzelnen Zonen fügen sich nach der 
Transformation zu einem lückenlosen Quadrat zusammen wie in 
einem Kinderspiel. Durch angenäherte Abschätzung der Energie 
(aus dem Abstand vom Zentrum in Abb. 30) wurden die in Abb. 36 
vermerkten wahrscheinlichen Lagen der Maxima (M) und Minima 
(m) der Energie bestimmt. Auch die Bedeutung des Anfangs-
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punktes (Maximum, Minimum oder Sattelpunkt) ist angegeben. 
Wichtig ist, daß in der reduzierten Zone (a' b' c') scheinbar keine 
Diskontinuitäten der Energie auftreten können. 

Für ein dreidimensionales Gitter erhält man ähnliche Er
gebnisse. Die Abb. 34 zeigt, wie sich die einzelnen Zonen bei der 
Reduktion zusammenfügen. 

Diese erste Diskussion zeigt die Möglichkeit, eine eineindeutige 
Korrespondenz vom Typus (100) zwischen jeder äußeren und der 
inneren Zone (a' b' c') aufzustellen. Wir haben bis jetzt angenom
men, daß das Potential im Kristallgitter vorgegeben und unver
änderlich ist, während das Elektron jeder beliebigen möglichen 

m m M mm mM )( m 

'~~J~~~m~. 
m m )( mm mM )(){ m M 

Zone 2 M Zone 3 Sattel Zone 4 m Zone 5 m Zone 6 M 

Zone 7 Sattel ZoneS m Zone 9 m 

Abb.36. 

Welle zugeordnet werden kann. In Wirklichkeit ist die Sachlage 
eine andere. Wenn man die Elektronen in das Ionengitter ein
bringt, füllen sie zunächst alle Wellen mit kleinsten Energien aus, 
wobei nach der PAuLI-Regel auf jede Einzelwelle zwei Elektronen 
kommen. In dieser Weise wird also zuerst die erste Zone voll
besetzt. Wenn sie voll ist, hat man zwei gebundene Elektronen 
um jeden Kern. Das elektrische Feld wird dadurch bedeutend 
geändert. Die nächsten Elektronen werden ein ganz anderes Po
tential im Gitter vorfinden als die bis jetzt eingebrachten. Die 
Hypothese der freien Elektronen behauptet, daß bei der Verteilung 
der letzten Elektronen (der Valenzelektronen) das Feld nicht sehr 
stark von dem Feld eines Systemes von einwertigen punktförmigen 
positiven Ladungen verschieden ist. Wenn man unter dieser 



Hypothese der freien Elektronen. 311 

Voraussetzung [nach (95) und (100)] die Transformation der p-ten 
Zone in die Zentralzone a' b' c' durchführt, so erhält man eine 
Energie, die sich annähernd durch: 

E = E o + 2~*(a'2 + b'2 -+- C'2) (101) 

darstellen läßt, wie wenn wir es mit Elektronen zu tun hätten, die 
sich mit einer Geschwindigkeit (ha' jm*, hb' jm*, hc' jm*) in 
einem Raum von konstantem mittleren Potential EO bewegten. 
Diese Näherung kann für das Innere der Zone a' b' c' Verwendung 
finden, in der Nähe der (kubischen) Begrenzungsfläche müssen 
aber Abweichungen auftreten, die mit den BRAGGschen selektiven 
Reflexionen verknüpft sind. 

In der Formel (101) spielt E o zwar die Rolle des mittleren Po
tentials, doch gibt es keinen Beweis dafür, daß es auch in Wirk
lichkeit diese einfache Bedeutung besitzt. Der Koeffizient m* 
in (101) spielt die Rolle der Masse. Es ist aber keinesfalls sicher, 
daß m* mit der wahren Masse mo der Elektronen übereinstimmt. 
Im Falle von gebundenen Elektronen, den wir in Abschnitt 10 
(im Anschluß an F. BLOCH) behandelt hatten, ist es klar, daß man 
von (90) ausgehend, durch Entwicklung der Kosinusfunktionen in 
TAYLORSche Reihen ebenfalls eine Formel vom Typus (101) ge
winnen kann. Behalten wir in der Reihenentwicklung nur die 
Glieder mit ß, so erhalten wir: 

E = <X + 2ß(cos2nad + cos2nbd + cos2ncd) + ... 
= <X + 6ß - 4n2 ßd2 (a2 + b2 + c2) + ... , 

denn es gilt ja a = ~~. Der Koeffizient -4n2ß d 2 entspricht 

unserem h 2j2m* in (101) und zeigt, daß es keine einfache Be
ziehung zwischen m* und mo gibt. Der Koeffizient m* kann unter 
gewissen Umständen sogar negativ werden, da die Energiefunktion 
im Mittelpunkt der reduzierten Zone a' b' c' , wie oben festgestellt 
wurde, ein Maximum besitzen kann. 

Es ist also wichtig, in jedem Fall die Formel (101) und die 
analoge Formel (43a) auseinanderzuhalten. Die Formel (43a) 
stellt die Änderung der Energie für Elektronen, die sich in eineJ;ll 
Gitter mit sehr schwachen Unebenheiten des Potentials bewegen, 
dar. Sie findet vor allem auf hohe wahre, nicht reduzierte (abc)
Werte Anwendung, und zwar durch alle Zonen hindurch (solange 
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man die Diskontinuitäten, die an den Zonengrenzen durch selek
tive Reflexionen verursacht werden, vernachlässigen darf). Die 
in Formel (43a) enthaltene Masse mo ist die wahre Masse der 
Elektronen. 

Wir haben uns bei der ganzen Darstellung einer geometrischen 
Sprachweise und zahlreicher Bilder bedient, um den Sinn der 
Formeln zu veranschaulichen. Die Möglichkeit, den Impulsraum 
abc (Px/h, Pv/h, pz/h) in Zonen vom Volumen 1/d3 zu zerlegen, 
deren jede G3 Zellen (oder Resonatoren '!jJ) enthält, ergibt sich 
ganz allgemein aus den Überlegungen des Abschnittes 4. [Man 
vgl. die Bemerkungen, die sich an Gleichung (17) anschließen.] 
Die Möglichkeit, jede dieser Zonen durch Transformationen (95) 
in die Zentralzone abzubilden, ist eine Folge der Forderung, daß 
die Exponentialfunktionen (16) und (17) Einheitswurzeln G3-ter 
Ordnung sein müssen. 

Die Überlegungen des Abschnittes 4 zeigen uns auch, daß 
jeder Zone ein bestimmtes Energieniveau der isolierten Atome 
entspricht. Die Kopplung der G3 Ionen des Gitters ergibt G3 
einzelne '!jJ-Wellen oder ebensoviel Zellen im Phasenraum. 

13. Über die Rolle der Diskontinuitäten (der BRAGGschen 
Reflexionen) bei wirklichen ll'Ietallen. Betrachten wir freie Elek
tronen in einem Metall. Nach der oben geschilderten Hypothese 
müssen wir diese Elektronen auf die 1j1-Wellen verteilen, die der 
reduzierten Zone (a' b' c') um den Koordinatenanfangspunkt ent
sprechen. Wenn diese erste Zone nicht ausreicht (was durch eine 
größere Anzahl von freien Elektronen pro Metallatom bedingt 
werden kann), müssen die Nachbarzonen zur Hilfe genommen 
werden. 

Die früheren Ableitungen gelten für kubische Gittersymmetrie. 
Sie lassen sich aber leicht verallgemeinern. Da die Metalle niemals 
einfache kubische Gitter bilden, müssen wir hier etwas näher 
auf die wirklichen Metallgitter eingehen. Nehmen wir an, daß 
jedes Ion im Gitter das Volumen v beansprucht, und daß es y 
freie Elektronen pro Atom gibt. Die Gitterionen müssen also 
y-fach geladen sein. 

Wenn die freien Elektronen vollkommen entartet sind, 
müssen sie alle Geschwindigkeiten zwischen 0 und einem Grenz
wert v' [siebentes Kapitel, Abschnitt 2, Gleichung (23)] be
sitzen. 
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Die Wellenlängen der entsprechenden DE BROGLIE-Wellen 
liegen zwischen CXl und einem Minimalwert Amin: 

h 3N -t 3y-t 
Amin = m17 = (8 n V) = (8nv) (102) 

Bezeichnen wir mit b den maximalen Netzebenenabstand in einem 
Kristallgitter. BRAGGsche Reflexionen (bzw. die ihnen ent
sprechenden Anomalien in der Wellenausbreitung) können nur 
auftreten, solange: 

Amin< 2b 
ist. 

Wir wollen daher den Ausdruck: 

C;~ny = 3~~3 (103) 

abschätzen. Wenn er größer als 1 ist, gibt es keine Anomalien. 
Wenn er unter 1 liegt, ist mit solchen Anomalien zu rechnen. 

Betrachten wir jetzt einzeln die Verhältnisse bei den ver
schiedenen experimentell festgestellten Typen von Metallgittern : 

1. Flächenzentrierter Kubus. Es sei a die Kante des Kubus. 
Die Elementarzelle enthält 4 Ionen, es ist also: 

v = !a3 

Der größte Netzebenenabstand ist der zwischen den Ebenen (lll); 
er beträgt: b _~_ 

-(:fa. 

Der Ausdruck (103) erhält somit den Wert: 

" (Am~)3 _ 3 2 n _ 1,36 
2b - 12y - y • (104) 

Die einwertigen Metalle (y = 1) sollten demnach keine selek
tiven Reflexionen zeigen, wohl aber smd solche Anomalien bei 
mehrwertigen Metallen (y = 2,3, ... ) zu erwarten. Folgende 
Tabelle! zeigt die experimentellen Ergebnisse für Metalle mit dem 
betrachteten Kristalltypus : 

Metall Cu I Ag I Au I Ca I Ba i Al I 
Ceß I Th I Pb I 

Zahl der Valenz- { 2 I 1 3 2 I 2 3 I 3 I 
4 I 2 

elektronen y. . . 1 1- 1 - - 1 (?)I - -
I 

-
Leitfähigkeit bei 0° I I 

I ("0.10- 4 cgs) . 64 I 68 45 10 I ? 38 I ? 
I 

? i 5 

1 Vgl. l\'!AUGUIN, "La structure des cristaux". Paris: Presses Uni
versitaires. 
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Metall Fey COß Ni", I Rh I Pd I Ir I Pt I In 

3 i 3 2 3 4 ! 4 I 4 i 3 
Zahl der Valenz- { 

I 

! 

elektronen )' _ . . 
2 2 - - 2 3 I 2 

i 
1 

- - - - - 2 I - -
Leitfähigkeit bei 0 0 

I 

I 
I 

[ ("0' 10-4 cgs) . 11,3 10 I 14,4 21 9,5 16 9 12 

Außer den Metallen, die wirklich kubisch-flächenzentriert kri
stallisieren, enthält die Tabelle noch das Indium, dessen Gitter 
nur wenig von dieser Symmetrie abweicht. Man erkennt in der 
Tabelle ganz deutlich das überragende Leitvermögen der ein
wertigen Metalle. Man ist versucht, auch Aluminium zu ein
wertigen Metallen zu rechnen, indem man annimmt, daß von 
seinen drei Valenzelektronen nur das eine 3p-Elektron im 
Gitter frei wird, während die beiden 3s-Elektronen gebunden 
bleiben. 

2. Raumzentrierter Kubus. Die Kante des Kubus sei wieder 
mit a bezeichnet. Der Elementarkörper enthält zwei Atome; es 
ist somit: 

Die am weitesten entfernten Netzebenen sind (llO), ihr Abstand 
beträgt: 

Der Ausdruck (103) erhält die Form: 

(105) 

Auch in diesem Fall sind Störungen nur bei mehrwertigen Metallen 
möglich. Die einwertigen Metalle mit diesem Kristalltypus sind 
gute Leiter, doch stehen ihnen die mehrwertigen nicht um vieles 
nach: 

Metall J"i I Na I K I v 
I 

Ta Cr I Mo I W IFe(a,ß) 

Zahl der Valenz-{ 
1 I 1 1 4 

I ~ 3 4 I 6 ! 3 

elektronen )'. . . 
- - - 3 2 2 4 ! 2 

2 
, I - - - - - - I - -

Leitfähigkeit I 

"0.10-4 cgs. 11,7 23 14 ? 6,85 38 ? 
i 

? I 11,3 I 
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3. Hexagonale dichteste Kugelpackung. Wenn a die Kante des 
Grundsechseckes und c die Prismenhöhe bedeutet, so ist das 
Volumen, das einem Atom zukommt, gleich: 

v = a2 cV;. 

Bekanntlich ist bei der dichtesten Kugelpackung: 

c 1/2 a = 2 ! 3 = 1,633. 

Die Netzebenen mit maximalen Abständen sind die der Basis 
parallelen Ebenen. Für sie gilt: 

Man erhält somit: 
b = ~c. 

( Amin)' 3 _ 2Jl a2 

2b - rva c2 ' 
(106) 

Das Verhältnis (106) kann nur dann größer als 1 werden, wenn 
y = 1 und cja < 1,9 ist. 

Folgende Tabelle enthält die empirischen Daten: 

Metall I Be I Mg I Zn I Cd I Tl I Ti 

.{ 
2 2 I 4 

I 
2 3 4 I 

Zahl der Valenzelektronen r -

1,6241 

2 I - 1 3 
- - I - - 2 

Verhältnis c/a 1,58 1,86 
I 

1,89 1,62 1,59 
Leitfähigkeit "0· 10 - 4 cgs ? 23 18 14 5,6 31 

Metall Zr 
I 

Hf I Ce", I Co", I Ru I Os 

Zahl der Valenzelektronen r . { 4 
I 

4 3 3 3 4 
3 

I 

- - 2 - 2 
Verhältnis c/a 1,59 1.64 1,63 1,633 1,59 1,59 
Leitfähigkeit "0 • 10 - 4 cgs . ? ? ? 1O(?) ? 1O(?) 

Außer den bis jetzt zusammengestellten Gittern gibt es noch 
solche vom Diamanttypus (C, Si, Ge, graues Sn). Die dazu ge· 
hörigen Metalle sind vierwertig, so daß man für sie von vorn
herein mit der Möglichkeit von Störungen rechnen darf. 

Weißes Zinn, Antimon und Selen, die eigene Gittertypen be
sitzen, können infolge ihrer Vielwertigkeit ebenfalls zu Stoffen ge
zählt werden, bei denen selektive Reflexionen möglich sind. Es 
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bleiben nur noch Quecksilber (unbekanntes Gitter, Valenz 1) und 
der Graphit übrig. 

Zusammenfassend darf man sagen, daß einwertige Metalle in 
keiner (oder fast keiner) Kristallform anomale Reflexionen von 
freien Elektronen geben können. Tatsächlich findet man unter den 
einwertigen Metallen die besten bekannten Leiter. Es scheint also, 
daß die durch selektive Reflexionen bedingten Störungen in der 
Fortpflanzung von DE BROGLIE -Wellen tatsächlich eine bedeutende 
Rolle bei der Entstehung des metallischen Widerstandes spielen. 

Es sei zum Schluß bemerkt, daß die ganze in diesem Abschnitt 
durchgeführte Diskussion auf der Benutzung der scheinbaren und 
nicht der wahren Wellenlänge der 1p-Wellen beruht. 

14. Wechselwirkung zwischen den ll' -Wellen und den ther
mischen Schwingungen; allgemeine Überlegungen; Fall des kon
tinuierlich ausgedehnten Mediums. Wir gelangen jetzt zu dem 
wesentlichen Punkt bei der Erklärung der elektrischen Leit
fähigkeit: zur Bestimmung der "freien Weglänge" von Elektronen. 
In einem ungestörten, vollkommen regelmäßigen Gitter pflanzen 
sich die lJ)-Wellen ohne Energieverlust fort (wenn man von den 
Störungen durch BRAGGsche Interferenzen absieht). Anders, wenn 
das Gitter durch die mechanischen Wellen der thermischen Be
wegung gestört ist. Wir beschäftigen uns zunächst mit einem verein· 
fachten Modell, an dem wir uns die Wechselwirkung von Elektronen
wellen mit den elastischen Wellen veranschaulichen können. Dieses 
Modell reicht aus, um die wesentlichen Ergebnisse der Theorie von 
F. BLOCH zu gewinnen. Im Anschluß daran werden wir später 
die Einzelheiten dieser Theorie genauer schildern. 

Betrachten wir ein Kristallgitter, in dem das Potential P(xyz) 
nur wenig um einen Mittelwert Po schwankt. Die Elektronen 
können dann in erster Näherung als frei angesehen werden. Dieses 
Gitter soll durch longitudinale und transversale elastische Wellen 
gestört sein. Letztere deformieren das Gitter, ohne seine mittlere 
Dichte zu beeinflussen. Sie werden daher auch den Mittelwert 
von P an einer bestimmten Stelle im Gitter nicht verändern. Da
gegen rufen longitudinale Wellen Dilatationen und Kompressionen 
hervor, die Schwankungen der örtlichen P-Werte bedingen müssen; 
denn die Abstände der Ionen werden dabei vergrößert oder ver
kleinert. Die longitudinalen elastischen Wellen müssen also 
Störungen in der Ausbreitung von 1p-Wellen verursachen. 
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Wir nehmen vorläufig an, daß P nur von der Dichte ab
hängt. Wir dürfen dann ansetzen: 

P = Po + BIJ, (llO) 

worin IJ die Abweichung der Dichte vom Mittelwert IJo bedeutet. 
Eine longitudinale elastische Welle mit der Wellenlänge A, Fre
quenz y und Ausbreitungsgeschwindigkeit W ruft Dichteschwan
kungen hervor, die durch folgende Formel bestimmt werden: 

IJ = D cos 2n [yt - (ax + by + cz)] , (Ill) 
mit 

IX IXv b = ßv l'V 
a = A = -W- , w ' c = W' 

2 b2 2 ,,2 1 
a + + c = W2 = Ai! . 

und 

IX, ß und y sind die Richtungskosinusse der Wellennormalen. Der 
Energieinhalt der betrachteten elastischen Welle beträgt: 

pro Kubikzentimeter, wenn x der Kompressibilitätskoeffizient des 
betrachteten Körpers ist. Wir stellen uns vor, daß die elastische 
Welle sich in einem Volumen V mit einer Elektronenwelle '!jJ trifft. 
Entsprechend der einfachen Hypothese (llO), nach der das Po
tential des undeformierten Gitters konstant (P = Po) sein soll, 
setzen wir an: 

'!jJl = Al e-2 ;ri(v,t-a,x-b,y-C,z) , 1 
hYl = moc2 + Po + 2h~ (ai + bi + cD, (1l2) 

mit einer konstanten Amplitude Al' 
Wir müssen jetzt die durch die Welle (llI) hervorgerufene 

Störung bestimmen. 
Im ganzen Volumen V, das die elastische Welle durchdringt, 

gilt für die '!jJ-Wellen eine Gleichung vom Typus (4): 

4nm 01p 8n2 m 2 8n2 m 
Ll'!jJ - ht ot - -hZ-(PO + mc)'!jJ = h 2- BIJ '!jJ. (1l3) 

Wenn wir B als klein voraussetzen, können wir eine Lösung 
durch schrittweise Näherung versuchen. Die erste Näherung bildet 
die Welle '!jJl' die der entsprechenden homogenen Gleichung genügt. 
Die zweite Näherung '!jJl + 1f'2 wird einer Gleichung genügen, die 
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man aus (113) dadurch erhält, daß man "Pl + "P2 im linken und lfll im 
rechten Glied einsetzt. Man kann dieses Verfahren fortsetzen und 
erhält eine Reihe von Funktionen "Pl' "P2' "P3' .•. , deren Summe 
die Lösung von (113) darstellt: 

"P = "Pl + "P2 + "P3 + 
Wenn B klein ist, konvergiert diese Reihe. Bestimmen wir ge
nauer die rechte Seite der Gleichung, die uns zur Berechnung von 
"P2 dienen soll: 

h2 't'l- h2 1 
8n2 m B/j", - 8n2 m BA Dcos2:n(vt - ~ .-;) e-2ni (y,t-:.:n I 

4 2 m { [ --->- -+] [ --->--+]} (114} = ~2 BAlD e-2Jli (y,+y)t-(a,+a)'r +e-2Jli (y,-y)t-(a,-a)'r 

Mit--;·-;usw. ist in (114) das skalare Produkt der Vektoren 

({(a, b, c) und-;(x, y, z) bezeichnet. Jedes Glied in (114) ist eine 
Sinusfunktion im Raume V. Das erste hat die Frequenz v + Vl , 

das zweite v-vl . 

Diese Frequenzänderung ist das charakteristische Ergebnis der 
Wechselwirkung der beiden Wellen. Wir müssen bei diesem wich
tigen Ergebnis etwas verweilen l . 

Bilden wir die Funktion "P2 unter der Annahme, daß die elastische 
Welle plötzlich im Augenblick t = 0 im Volumen V entsteht. Für 
t <: 0 muß also "P2 = 0 sein. Die Funktion "P2 können wir als eine 
Summe darstellen aus einer Wellenfunktion, die die homogene Glei
chung erfüllt und einer erzwungenen Welle, die die nichthomogene 
Gleichung (mit "Pl auf der rechten Seite) befriedigt. Diese beiden 
Summanden müssen sich für t = 0 im ganzen Volumen V voll
ständig kompensieren. Ihre Abhängigkeit von x, y, z muß daher die 

1 Diese Bemerkung fand sich schon in meiner älteren Arbeit über die 
Streuung von Lichtwellen (1. c.). In diesem Fall war aber die Bedeutung 
der Frequenzänderung praktisch zu vernachlässigen. FRENKEL u. MIRo
LUBOW wandten die von mir angegebene Methode auf die Streuung der 
ljJ-Wellen an, wobei sie aber auch hier die Frequenzänderung unberück
sichtigt ließen. Diese Vernachlässigung sowie die Benutzung zu grober An
näherungen macht ihre Rechnungen praktisch wertlos. F. BLOCH wies sehr 
nachdrücklich auf die Bedeutung der Frequenzänderung hin. HOUSTON, 
Physic. Rev. 34, 279 (1929) hat diese Bedeutung ebenfalls erkannt. Seine 
Anwendung dieses Prinzipes ist aber unkorrekt, da er die Eigentümlich
keiten, die wir im Abschnitt 15 kennenlernen werden, vollkommen außer 
acht läßt. 
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gleiche sein, und auch die Amplituden A 2 müssen miteinander 
übereinstimmen. Wir suchen nach einer Lösung mit folgender Ab· 
hängigkeit von x, y, z: 

A 2 e2;ti(a,x+b,v+c,z). 

Wir bilden zunächst eine Lösung für das Glied in v I + v, 
a l + a usw. Die Lösung für das Glied mit VI - v, a l - a, ... , 
wird sich daraus leicht ergeben. 

Das erste Glied von '1/12' das die homogene Gleichung befriedigt, 
wird eine Frequenz V 2 aufweisen, die durch die zu (112) analoge 
Bedingung: 

(115) 

bestimmt wird. Die Frequenz des zweiten Bestandteiles von 'I.P2' 

der erzwungenen Schwingung, wird gleich der Frequenz VI + V 

des rechten Gliedes der Wellengleichung sein. 
Die Funktion 'IP2 wird also die Form: 

'1/12 = A 2[ _e-2niv,t + e-2ni (V,+v)t]e2 Jl:i(:,.-n (116) 

-+ -+ -+ 
besitzen, wo a2 ' r das skalare Produkt der Vektoren a2 (a2 , b2 , c2 ) 

-+ 
und r (x, y, z) bedeutet. Diese Funktion erfüllt die oben gestellte 
Forderung, indem sie bei t = 0 für das ganze Volumen V ver
schwindet. 

Tragen wir diesen Ausdruck in die Gleichung (113), (114) ein. 
Wir erhalten dann: 

8n2 m . (~ ~) 4n2 m . --+ ~ 
---)! ( - V 2 + VI + v) A 2 e2nt a,' r = ---,;:;:- BAI De21lt (a,+a)' r • 

Diese Bedingung kann im ganzen Volumen V nur erfüllt werden, 

wenn: I a2 = a1 + a, 

b2 = b1 + b, (117) 

c2 = Cl + C 

gilt, so daß sich die beiden Exponentialfunktionen gerade aufheben. 
Der Koeffizient A 2 erhält dann den Wert: 

A - ~ ___ BAI~ (118) 
2 - 2 h (l't + " - "2) , 

woraus: 
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Was uns interessiert, ist vor allem die Intensität dieser Welle: 

(119) 

Wir erkennen in dieser Formel das Auftreten von Schwebungen: 
die Intensität der sekundären Welle '!p2 schwankt periodisch 

B2A2D2 
zwischen 0 und h2( + I )". Aus dem Ausdruck im Nenner 

VI Y - V 2 ... 

ersieht man, daß die sekundäre Welle nur dann merkliche Inten
sität hat, wenn VI + V - l'2 genügend klein ist. 

Indem wir uns auf die Formeln (112), (115) und (117) beziehen, 
erhalten wir: 

h ( ) h2 (0 b2 2 2 bO 2) h 1 VI +V-V2 = 2m ai +- I + Cl - a2 - ;; - C2 + V 

h2 (120) 
= - 2m (a2 +b2+c2 +2aal +2bbl +2cc1)+hv. 

Zu dieser Lösung '!p2 müssen wir eine zweite, ganz ähnliche 
hinzufügen, in der - entsprechend der Formel (114) - vor v, 
a, bund c Minuszeichen stehen. 

15. Geometrische Darstellung der Ergebnisse. Die Welle '!p2 

hat nur dann merkliche Intensität, wenn der Ausdruck (120) sehr 
klein ist. Betrachten wir den optimalen Fall, also VI + V - 1'2 = O. 
Welchen praktischen Bedingungen entspricht dieser Fall? Die 
rechte Seite von (120) muß verschwinden. Die elastische Welle 
(v, a, b, c) muß zu diesem Zwecke einer speziellen Beziehung ge
nügen. Bezeichnen wir mit IXßy die Richtungskosinusse der Nor
malen der elastischen Welle und mit 1X1 ßlYl die der Normalen der 
einfallenden Elektronenwelle '!pI. Diese letzteren sind durch die 
Gleichungen: 

mit den Wellenkonstanten a1 b1 c1 und VI (Geschwindigkeit der von 
der Welle '!pI mitgeführten Elektronen) verknüpft. Die Bedingung 
(120) erhält bei Berücksichtigung von (111) die Form: 

oder: 

2mv1 cosi1 + 'W = 2m W. 
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Wenn man mit il den Winkel zwischen den beiden Wellennormalen 

bezeichnet, so ist: hy = 2m W(W - VI cosil) (121) 

Dieses Ergebnis bezieht sich auf den Fall (120) und setzt l' 

als positiv voraus; mit anderen Worten: W - VI COS i1 ist positiv. 
Die Anwendung der gleichen Rech- Ii 
nung auf die zweite Lösung (114) / 

d b " - d. h. auf diejenige mit en 1 / 

Minuszeichen vor 1', a, bund c - . / 
l1/ 

hätte die Beziehung: 

hy = -2m W(W - VI cosil) 

ergeben, die nur für den Fall 
(W - VI cos i 1 ) < 0 gilt. Wir sehen 
also, daß sich die beiden Lösungen 
ergänzen und daß die Formel (121) 
alle möglichen Fälle in sich enthält, 
wenn man darin für y nicht nur 
positive, sondern auch negative 
Werte zuläßt. 

Nehmen wir an, daß die ur
sprüngliche Welle '11'1 gegeben sei. 
Sie soll sich in der Richtung Oy 
fortpflanzen (al = 0, Cl = 0) . 
Suchen wir eine Fläche S so zu 
bestimmen, daß die darauf liegen
den Punkte abc denjenigen ela
stischen Wellen entsprechen, die 
die stärkste Einwirkung auf die 
Welle '11'1 haben können. Aus (121) 
sehen wir, daß diese Fläche S 
Rotationssymmetrie um die Fort
pflanzungsrichtung Oy der Welle 
'11'1 besitzt. Die Abb. 37 zeigt einen 
Schnitt durch S. 

2mJ1l>2b 
h. 1 

JV>lJ1 

Abb.87. 

Betrachten wir eine Richtung OR, die den Winkel i1 mit Oy bildet 
und versuchen wir, den entsprechenden Vektor(a, b, c)zu bestimmen. 
Seine Länge ist nach (111) gleich l'/W, und die Gleichung (121) gibt: 

v . 2mW 
W = - 2 bl COS t 1 + -h- , 

BriIlouin, Quantenstatistik. 21 
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Wir tragen also von dem Schnittpunkt P mit dem Kreise 0 
(Durchmesser 2 b1 ) aus die, Länge 2 m W /h ab. Den erhaltenen 
Punkt bezeichnen wir mit M. In dem in Abb. 37 dargestellten 
Fall ist 0 M negativ, l' also ebenfalls negativ, was der zweiten 
von den beiden oben geschilderten Möglichkeiten entspricht. 
Dieser Fall tritt nur ein, wenn 2 m W /h kleiner als 2 b1 , d. h. wenn 

W<v1 

ist. Dem Winkel i 1 + ;n entspricht der Punkt M'. 
Für W 2: VI liegt die ganze Kurve S außerhalb des Kreises C. 

Allgemein entspricht der äußere Zweig SI der Bildung der Welle 
mit der höheren Frequenz 1'1 + 1', der innere Zweig SII dagegen 
einer gestreuten Welle mit einer verminderten Frequenz. Der 
Vektor (a 2 , b2 , c2), der die sekundäre Welle "P2 veranschaulicht, 
stellt die Summe der Vektoren (0, b1 , 0) und 0 M (a, b, c) dar. Er 
wird als.o durch den Abschnitt 0 1 M bestimmt. Seine Länge muß 
gleich mv2/h sein, worin V 2 die Geschwindigkeit der Elektronen in 
der Welle 1.f'2 bedeutet. 

Besinnen wir uns, daß der Radius von C gleich mv1/h ist. Wir 
erkennen dann, daß der Ast SlI der Bedingung: 

Iv2 1 < lVII, 
der Ast SI dagegen der Bedingung: 

Iv2 1> lVII 
entspricht, wodurch unsere Aussagen über die Bedeutung dieser 
beiden Aste, genauer gesagt der beiden Flächen, deren Schnitt
kurven mit der Zeichenebene diese Aste darstellen, bestätigt 
werden. 

16. Eine Hypothese über die Natur der Wechselwirkung 
zwischen den elastischen Wellen und Elektronenwellen im Kristall
gitter. In Abschnitt 14 untersuchten wir die Wechselwirkung von 
1.f'-Wellen und elastischen Wellen mit Hilfe eines Modells, das zu 
einfach erscheinen kann. Ganz ähnliche Ergebnisse haben aber 
F. BLOCH und PEIERLS auch bei einer genaueren Durchführung 
der Theorie gewonnen. Wir wollen jetzt die Überlegungen dieser 
Autoren kurz zusammenfassen. 

Es sei U (r) die potentielle Energie eines Elektrons im Ab
stand r von einem Gitterion. Stellen wir uns - wiederum nur 
zur Vereinfachung der Formeln - vor, daß das Gitter einfache 
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kubische Symmetrie besitzt. Die gesamte potentielle Energie des 
Elektrons als Funktion von xyz wird im undeformierten Gitter 
durch die Summe der U-Werte für alle Einzelionen bestimmt: 

P(xyz) = L:U(x - dnl , y - dn2 , z - dn3) (122) 
nlnanS 

(n1 n 2n3 = ganze Zahlen zwischen -00 und +00); d bedeutet 
die Gitterkonstante; nld, n 2d, n3 d sind die Koordinaten des 
Ions mit den Indizes n1 n Zn 3 • 

Wenn das betrachtete Gitter durch eine elastische Welle de
formiert wird, so erleiden die Ionen eine Verschiebung aus ihrer 
Gleichgewichtslage. Wir nehmen die Ionen als deformierbar an l : 

Wenn man mit UXuyu. die Verschiebungskomponenten bezeichnet, 
so wird die potentielle Energie P durch den Ausdruck: 

P*(xyz) = L:U(x - dn1 - u x , y - dn2 - u y , z - dn3 - u.) 

bestimmt. In der Wellengleichung erscheint gleichzeitig ein 
Störungsglied : 

[ ->- ->- ->- ->- ->- 1 
W(xyz) = P* - P = L: U(r - dn - u) - U(r - dn) (123) 

(wobei die Differenzen in den Klammern vektoriell zu bilden sind). 
Die elastische Welle soll den Typus [(8), Abschnitt 3] besitzen: 

->- ->-
uabc.i = labc,i e-Z"'i(vt-ax-by-cz) • 

Die ungestörte Wellengleichung, in der das Potential P(xyz) 
erscheint, ergibt als Lösung eine Welle 'ljJ1 vom Typus [(6), Ab
schnitt 2): 

mit: 

Wir haben es eigentlich mit einem begrenzten Gitter von der 
Ausdehnung V = G3d3 zu tun. Wir benutzen aber denselben 
Kunstgriff wie in Abschnitt 3 und 4 und ersetzen es durch ein un
endlich ausgedehntes zyklisches Gitter. 'ljJl ist eine Eigenfunktion, 
wenn 11' fll' hl ganze Zahlen sind. Wenn die Störung W ein
setzt, erscheinen neben 'ljJ1 sekundäre gestreute Wellen 'ljJ2' 

1 Im Zusatz III wird diese Hypothese näher diskutiert; in einer 
neueren Arbeit hat NORDHEIM die Hypothese starrer Ionen benutzt. 

21* 



324 Bestimmung der mittleren freien Weglänge der Elektronen. 

Wir suchen die Lösung des gestörten Problems als eine Summe: 

VJ = VJI + VJ2 + ... , 
darzustellen, wobei wir 'IP2 (und die zugehörige Störungsenergie W) 
als ein kleines Korrektionsglied ansehen. Wir erhalten dann als 
Gleichung für die zweite Näherung: 

iJlII _ ~~n_~ OljJ2 _ ~;'l2m (P + mc2)1/~ = S,,2 m WlII (124) 
'1'2 hi ot h2 2 h2 '1'1 • 

Wir bemerken sofort, daß nach (8) und (6) das Glied auf der 
rechten Seite von (124) einen zeitabhängi"gen Faktor von der Form 
e-Zni(v,+v)t enthält. Wir erhalten in diesem Fall nur die Frequenz 
VI + V [und nicht auch VI - v, wie in (114)]. Dies wird dadurch 
bedingt, daß wir die elastische Welle (8) durch einen imaginären 
Exponentialausdruck dargestellt haben anstatt durch einen reellen, 
wie in Abschnitt 14. Wir versuchen eine Lösung nach der DIRAc
sehen Methode der Konstantenvariation zu gewinnen, d. h. durch 
Entwicklung von VJ2 in bezug auf die Eigenfunktionen der ho
mogenen Gleichung mit zeitabhängigen Koeffizienten vor den ein
zelnen Gliedern. 

Wir nehmen an, daß die Eigenfunktionen des zyklischen Gitters 
sich in einer zu (6) analogen Form darstellen lassen, wobei aber 
alle Indizes 2 statt 1 lauten. Wir suchen eine Lösung in Form 
einer Reihenentwicklung in bezug auf solche Funktionen: 

1P2 = 2: CZ/(t)A2(xyz)e21ri(a,x+b,v+c,z). (125) 
a2 bzC2 

Um das Problem zu präzisieren, nehmen wir wie in Abschnitt 14 
an, daß die elastische Welle zur Zeit t = 0 entstanden ist, so daß 
die Welle VJ2 bei t = 0 in allen Punkten gleich Null ist und sich 
später allmählich ausbildet. Wir erhalten einen Ausdruck für VJ2' 
der diesen Forderungen entspricht, indem wir wie in Abschnitt 14. 
Gleichung (116), einer Eigenfunktion eine erzwungene Schwingung 
überlagern: 
1/12 = 2: C2[e-2ni (v, + v)t - e-2JTiv,t] A 2 (xyz) e2ni(a,x+b,v+c,z). (126) 

a2 bzca 

Tragen wir diesen Ausdruck in Gleichung (124) ein, und er
innern wir uns, daß der Ausdruck: 

A 2 e-2ni(v,t-a,x - b,y-c,.) 

eine Lösung der homogenen Gleichung darstellt. Wir erhalten dann: 

2: h(vi + V - 1'2) C2A2e-zni[(v,+V)t-C;'.-;-)]= - WVJI' (127) 
a2 bzC2 
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worin (~2 . -n das skalare Produkt bedeutet, also eine Abkürzung 
für a2 x + b2 y + c2 z darstellt. 

Die beiden Glieder in (127) haben gleiche Zeitabhängigkeit, so 
daß wir die Exponentialfunktion e-2ni (Vl +v)t fortlassen können. 
Um den Koeffizienten O2 zu bestimmen, multiplizieren wir die 
beiden Seiten mit: 

und integrieren über das ganze Volumen V. Infolge der Orthogo
nalitäts- und Normalisierungsbedingungen, denen die Eigenfunk-

tionen A 2 e2ni C;, ·-n genügen, erhalten wir: 

(128) 

worin auf der rechten Seite eines von den Elementen der Matrix 
W steht, nämlich: 

W(al>a2,a) = IW(t=o)A 1(xyz)A 2(xyz) e-2ni [(a,-;;;) ·~Jdxdydz. (129) 
v 

Wir haben im W-Ausdruck die Zeitabhängigkeit unberücksichtigt 
gelassen. Entsprechend der Hypothese des zyklischen Gitters 
müssen wir in allen Volumelementen, die durch Verschiebung des 
zunächst betrachteten Volumens V = G3 d3 um m1Gd, m 2Gd, 
m 3 Gd (mi m 2m 3 = ganze Zahlen) entstehen, stets dieselben Ver
hältnisse antreffen wie im Volumen V selbst. Dieser Forderung 
entspricht der Wellentypus: 

f 
a= Gd 

(h, 12 und 1 = ganze Zahlen). 

Wir dürfen daher ansetzen: 

W(a1 a2 , a) = lim~3fW(t=o)AIA2e-2ni(;,~-;)·~dXdYdZ. (130) 
M=oo 

M 3 G J d 3 

Entnehmen wir Waus der Formel (123): 
--~--}o- .....,.. 

1'2:[U (r-dn-u) - U(r-dn)]A 1(r)A2(r) e- 2rri (a,-a,) 'Tdx dy dz 
00 n 

=12: U(r - dn) 1 _ 2 _-->- ~ dxdydz. 
--, [[A (r + u)A (r + u) e-2ni (a,--;)o(r+-;,)] 

00 n - A 1(r)A 2 (r) e-2ni (a,-a')'T 
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Die Wellenfunktionen sind überall stetig und differenzierbar. So
mit erhält der obige Ausdruck die Form: 

f"L U(r - dn)[u. grad (AlA-; e-2ni(a'--;:)'-~)ldxdydz 
00 n 

--+ -+ 
-f"L U(r-dn){u[ -2.ni(aCal)AlA2+grad(AIA2)]}e-2ni(a,-a,).rdxdydz 

=f"L U(r - dn) 1 2 2 1 e-2ni(a,-a,-a)"dxdydz, 
= n [-2.niA Tl. (a - a )] ------+ -+ 

<>0 n + 1· grad (AIA;) 

denn u ist durch (8) gegeben. Die Größen Al und .A~ sind perio
disch in xyz (mit der Periode d). Durch die Translation nd bringen 
wir das Integral auf die Form: 

"L e-2ni(a,-~~:"~·;;df U (r) [-27fi A1A-; I· (a2 - a l ) + 1· grad (Al A 2)] 

n 00 
---+ -+ 

e-2ni (a,-a,-a)' r dx dy dz. 
Bis jetzt wurde angenommen, daß sich die drei Indizes n 

zwischen -00 und +00 ändern können. 
Wir erhalten das Matrixelement W (129, 130), indem wir uns 

daran erinnern, daß im Volumen V im ganzen G3 Ionen (n l n2na) 

enthalten sind. 

W(a1 ,a2 ,a) = 4e-2ni(-;"-=---;'~=:;·;;df. U(r)[ -27liAl·4~1.(a2-al) 1 
n,.n"n,-O ... G "" ___ -+ -+ (131) 

+ 1· grad (Al A 2)) e-2ni(a,-a,-a).y dx dy dz. 

Wie schon einmal bemerkt, sind die Koeffizienten bei den ganzen 

Zahlen n: (a _ a _ a). d _ h=ll_-:J 
2 1 - G 

rationale Funktionen. Die Summierung über n1 n 2 na wird daher 
Null ergeben, außer wenn: 

(a 2 - a1 - a) d = 0, 

(b2 - b1 - b) d = ffl 2 , 

(c2 - Cl - c) d = ma 

(132) 

gilt. Die Bedingungen (132) scheinen von denen (117), die wir in 
den vorigen Abschnitten 14 und 15 abgeleitet hatten, verschieden 
zu sein. Denn dort war von allen ganzzahligen Werten nur 0 er
laubt. Wenn wir uns aber an die Diskussion in Abschnitt 11 und 12 
erinnern, so finden wir, daß a2 und a l dort nur bis auf einen Modul 
lid definiert wurden. Dasselbe trifft auch für a zu. Daher sind 
die Bedingungen (132) nur allgemeine Formulierungen von (117). 
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Gleich hinter der Gleichung (124) haben wir die Bemerkung 
gemacht, daß auch ein zweiter Fall, mit 1'1 - l' im Exponenten, 
von Bedeutung sei. In diesem Fall erhält man die Bedingungen 
(132) mit +- statt der --Zeichen bei a, bund c. Dieser Fall ist 
im übrigen dem hier behandelten vollkommen ähnlich. 

Wir müssen jetzt W (al' a2 , a) zu bestimmen suchen. Be
merken wir zunächst, daß U(1'), das Potential eines isolierten Ions, 
bei r ~ d schon sehr klein wird. Die Amplituden Al und 112 ge
nügen, wie wir gesehen haben, folgenden Beziehungen von der Art, 
wie wir sie z. B. in Gleichung (25), Abschnitt 4, aufgestellt habeni: 

AA .~, aAl 8n2 m (E' P')A 
LI 1 + 4n~..::.,; a1ß7ip + ~ j - I = 0, 

f1 
-- ~ oA 8n2 m -LlA 2 - 4ni..::.,; a2ro-l +--h2 (E~ - P')A 2 = 0. 

(133) 

1I 
ß bedeutet in (133) einen von den Indizes x, y, z. Des weiteren 

ist aj x = a l , aj y = bl , atz = Cl' Multiplizieren wir die erste 

Gleichung (133) mit...2: l}o~; und die zweite mit 2: l<x~o ~l , addieren 
<X <X 

sie und integrieren. Wir erhalten dann: 

~Jr~2~2:lOi Ip' ()~- (A1Az)dxdydz 

'" v 

= ~l f[LlAo Ä-; + LlA-?.4-" 
..::.,; <X I oe< 2 Oe< 

" V 

+ 4 . ~( aAl oA-~ oA~- OAI)]d d d m..::... all! 7iß 73-0. - a2ß 7fiF (Ja x y z 
1I 

,,--, 8Jl 2 m j"( oA -- 2 A ) 
+ ..::.,;la-h2 • E~A17fc/+E~A20-e<1 dxdydz. 

a v 
Man kann diese Beziehung auch folgendermaßen formulieren: 

I P'l· grad(A1A2)dxdydz 1 
h2 i ., "JAI oA 

= 2nm..L: la(alß - a2ß) J OßDe<2 dx dydz 
a,ß (134) 

+ (E; - E~) 2: lOifA I ~~2_ dx dy dz. 
a 

1 BLOOH schreibt diese Gleichungen irrt,ümlich mit 2 ni statt 4ni als 
Koeffizienten. 
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Es sind dabei folgende Umformungen vorgenommen worden: 

Drei partielle Integrationen reduzieren L1 A 2 ~8~1 auf - a8~! L1 Al . 

Dadurch hebt sich das erste Glied auf. Die integrierten Glieder 
heben einander an den Integrationsgrenzen auf, infolge der Perio
dizität von Al und A 2 • Die beiden letzten Integrale ver
einfachen sich ebenfalls, wenn man ein- oder zweimal partiell 
integriert. 

Das Integral des ersten Gliedes hat große Ähnlichkeit mit dem 
von (131). Wir präzisieren diese Analogie, indem wir annehmen, 
daß Po das mittlere (von den Nachbarionen stammende) Poten
tial im Mittelpunkt eines Ions bedeutet. Das Potential P' (xyz) 
unterscheidet sich dann nur wenig von U (r), d. h. von dem 
Potential, das das betreffende Ion in Abwesenheit aller anderen 
hervorgerufen hätte. Die Formeln (131) und (134) ergeben unter 
diesen Umständeni: 

W (al' a2 , a) = - 2ni 1: l", (a2 - al)",j'U(r) Al A 2dx dy dz 

'" 
(135) 

lX 

mit 

C"'fi = (;~ß) ~A;dxdYdz. 
" 0.: 

Das zweite Glied wird im allgemeinen klein sein, da die Energie
differenz zwischen den beiden Elektronenwellen gleich dem 
Energiequant hv der elastischen Welle und daher sehr klein ist. 
Wenn wir des weiteren annehmen dürfen, daß die Amplituden Al 
und A 2 um ein Ion sphärische Symmetrie haben, so reduziert sich 

1 Es bleibt in (131) noch eine Exponential-Funktion: 

'( ) 2ni ) e-2,.. a,-a,-a'r = e-T(m,z+mall+ma. 

nach (132) übrig; im folgenden Abschnitt werden wir sehen, daß m 1, m2' ma 
nur die Werte 0, ±1 annehmen können. Das Potential U(r) in (131) ver
schwindet aber sehr schnell, wenn x, y, z von 0 bis d wachsen; daher können 
wir in (131) die Exponential.Funktion praktisch einfach gleich I setzen. 
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der Tensor G",p auf die Diagonalglieder GOI"" die alle einander 
gleich sind. Setzen wir: 

4.n2 mj' --
G= GOI'" + -ii2 U(r)A 1 A 2dxdydz. 

Wir erhalten dann: 

W(a p a2 , a) = - 2~L G ~liX (a2 - a 1)", 1 
h2 ' • ) = -_!-G ~l (a + 11!,'" 

2.nm ..:::.. "'\ '" d 

(136) 

[unter Benutzung der Beziehungen (132)]. 
Wenn wir auf der rechten Seite von (132) nur die ganze Zahl 

Null als erlaubt ansehen, wie dies in (117) geschehen war, so finden 
wir: 

I 
0 für transversale elastische Wellen, 1 

W(a1 , a2 , a) = h2i 
2.nm G Ill·lal für longitudinale Wellen; 

->-

(137) 

denn der Verschiebungsvektor l ist im Falle einer transversalen 

Welle senkrecht zum Vektor; (der Wellennormalen), während im 
Falle der longitudinalen Welle beide Vektoren gleichgerichtet sind. 

Indem F. BLOCH, dessen Ableitungen auf die eben beschriebene 
Art aufgebaut wurden, zu der Gleichung (137) gelangte, bestätigte 
er eine Beziehung, die wir in unserer vereinfachten Hypothese 
(Abschnitt 14) zum Ausgangspunkt der Beweisführung gewählt 
hatten: die longitudinalen Wellen spielen tatsächlich eine viel 
wichtigere Rolle als die transversalen. 

Die allgemeinen Ergebnisse der BLocHschen Theorie sind, wie 
aus Formel (136) ersichtlich ist, etwas komplizierter. Sie können 
nach (128) folgendermaßen dargestellt werden: 

]- ~ l für transversale I 
d":::" '" m", elastische Wellen 

hi '" 
G2 =G 2=-.n-m-c(v-1-+-v-_;;)· [llI.lal + ~ ~l",m(X] für lon- (138) 

gitudinale el:stische Wellen. j 
Wenn man alle drei Zahlen mrx gleich Null setzt, so werden die 
longitudinalen Wellen die einzig wirksamen, und (138) wird 
unserer früheren Gleichung (118) äquivalent. 
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PEIERLSl hat in den obigen Formeln eine Umformung gemacht; 
er schreibt lai· III auch für den Fall, wenn die Indizes m von Null 
verschieden sind. Daher werden auch alle seine weiteren Ablei
tungen von den unsrigen verschieden. Die Hypothese von PEIERLS 

wird im Zusatz 3 am Schlusse des Buches näher diskutiert. 
Wir müssen uns jetzt darauf besinnen, daß es noch eine zweite 

Art von Wechselwirkung gibt, mit dem Minuszeichen vor 1', a, 
bund c: 

m3 
c2 = Cl - C + -d. 

In diesem Fall wird die Beziehung (136) entsprechend dem um
gekehrten Vorzeichen von a abgeändert, und man erhält statt 

(138): 11 "l· 1 hi 7['::'" "m" - fur transversale Wellen 

O2 = O---~-- - [ , 1 .. 1 (139) 
2.nm(v1 - v - v2) - lal-:ll + aL1"m", -für longitudinale 

Wellen. 
17 _ Diskussion der Wechselwirkung zwischen elastischen 

Wellen und }jlektronenwellen im Kristallgitter_Als wir vom kon
tinuierlichen Medium (Abschnitt 14) zum Kristallgitter (Ab
schnitt 16) übergingen, mußten wir eine wesentliche Neuerung 
einführen, indem wir an die Stelle der Beziehungen (117) die Be
ziehungen (132) setzten. 

Dieser Übergang verdient eine nähere Betrachtung. Vor allem 
sei bemerkt, daß die Diskussion des Abschnittes 15 auch unter 
den neuen Bedingungen ihre Bedeutung vollkommen behält, so
weit es sich um Wechselwirkung zwischen Wellen unter Erhaltung 
der Totalimpulse a, b, c handelt. Da in diesem Fall die rechte 
Seite der Gleichung (132) gleich Null ist, wird (132) gleichlautend 
mit (117). 

Was passiert aber, wenn die rechte Seite von (132) nicht über
all gleich Null ist. Wir müssen dann nach Wellen suchen, die der 
Gleichung (132) und gleichzeitig dem Energieerhaltungssatz: 

h(1'l + l' - 1'2) = 0 

genügen. Nur in diesem Fall erhält der Streuungskoeffizient O2 

[Gleichung (138)] einen merklich von Null verschiedenen Wert. 

1 PEIERLS, R., Ann. Physik 4, 121 (1930), Gleichung (11). 
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Wie bereits in (120) sohreiben wir den Energieausdruok aus: 

h(1'l + l' - 1'2) = 2h~ (aI + bI + ci - a~ - b~ - c~) + h1' = O. (140) 

Da es sich hier um Elektronenwellen im Kristallgitter handelt, 
müssen wir unter m in (140) die wahre Masse mo des Elektrons 
verstehen, wenn die Indizes a1b1c1, azbzcz der "wahren" Numerie
rung der lp-Wellen entspreohen. Wenn wir statt dessen die "redu
zierte" Numerierung naoh Abschnitt 12 verwenden, muß man für 
m statt rno die scheinbare Masse m* in (140) einsetzen. 

Erinnern wir uns zunächst daran, daß die Energie h l' der 
elastischen Wellen stets klein ist im Vergleich zu der Energie 
der Elektronen. Das Quantum h1' hat maximal den Wert kfj, 

wo e die DEBYEsche charakteristische Temperatur bedeutet. 
e ist von der Größenordnung 100 0 abs. Dagegen haben die 
Elektronen Geschwindigkeiten, die Temperaturen bis etwa 
40000 0 entsprechen. Wir erkennen also aus (140), daß lazi2 nicht 
sehr verschieden von laI! 2 sein kann. Andererseits ist der Vektor 
~ -
a in seiner Variation durch die Bedingungen (ll a) in Abschnitt 3 
beschränkt: 

1 ._ 1 1 1 1 1 
-2d:>a~=-2d' -2ii<b';2d' Ü· cc·· 2d · (141) 

Die Vektoren a: und a; müssen ebenfalls von gleicher Größen
ordnung sein, denn der Grenzgeschwindigkeit v' entspricht in der 
FERMI-Statistik folgender a' -Wert: 

1 1 

I a' I = mv' = ('i~.)1f =} (3)')3 (142) 
I h 8",V 2d '" ' 

wenn mit y, wie früher [vgl. (102)], die Anzahl der freien Elektronen 
pro Atom bezeichnet wird. 

Betrachten wir jetzt einen Vektor a: (Abb.38). Die Spitze 

des Vektors a; muß sich irgendwo in der Nähe der Sphäre befinden, 
die von 0 aus mit dem Radius a1 beschrieben worden ist. Anderer-
seits gilt (132) 1: ~ 

-)-. ~ -4- n 
a2 = a1 + a + d (vektoriell). 

1 Von hier ab sollen dic in (132) auftretenden ganzen Zahlen mit 
n1 n2 na bezeichnet werden, statt mit m1 m 2 ma, wie dies bis jetzt durch
geführt wurde. Diese Änderung ist notwendig, um eine Verwechslung 
mit der Masse m zu vermeiden (während früher eine Verwechslung mit 
den Koordinaten n der Ionen im Gitter vermieden werden mußte). 
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--->- --->-
Indem wir zu a1 vektoriell a hinzufügen, können wir alle Punkte 

erreichen, die in einem Kubus mit der Kante lid und dem Zentrum 

im Endpunkt E von I a: I enthalten sind. Diesem Kubus ent
spricht der Fall n1 = n2 = na = 0. Durch vektorielle Addition 

. ~ + ~ 

von ZWei Vektoren a und nJd an den Vektor a1 kann man alle 

!/ 
~ 

n n n n 
-2;1 -1,1 IJ,1 1,1 

n n n,00 -Z,O -~O 

n 
1,0 IX, 

.x 

n n 
-Z,-t 1,-7 

1 
d 

b 

Abb.38. 

Punkte eines benachbarten Kubus erreichen. Die Mittelpunkte 
aller solcher Kuben sind durch ganzzahlige Vektoren wie (0,0,1), 
(1,0,1) ... gekennzeichnet. Die Fläche, auf der sich die Spitze 

von ~ befindet, wird innerhalb der Kube"n: 

bleiben. 
n1 =0,±1, n2 =0,±1, na =O,±l (143) 
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Die Abb. 38 veranschaulicht den Fall von zwei Dimensionen. 
Der Kreis EABCD mit dem MiUelpunkt 0 und dem Radius 
I all durchläuft die Quadrate - 1,0 (Ast AB), - 1, - 1 (B C) und 
0, -1 (CD). Auf der unteren Abbildung sind die Kreissegmente 

-->-
aufgezeichnet, in deren Nähe sich die Spitze des Vektors a befinden 
muß, wenn a eine elastische Welle bedeutet, die mit den Elektronen 

-->-
der ~Welle a l reagieren kann. An jedem Kurvenast sind die beiden 
ganzen Zahlen verzeichnet, die im entsprechenden Fall in der 
Gleichung (132) auftreten müssen. 

--~ ~ 

In Wirklichkeit ist der Vektor a2 immer etwas größer als a l 

(nach 138), und seine Spitze befindet sich außerhalb des Kreises. 

Auch die Spitze des Vektors -; befindet sich nicht genau auf dem 
Kreise, sondern nebenan. Wir haben diese Frage schon einmal 
besprochen, nämlich für den :Fall des normalen Astes (nI = 0, 
n 2 = 0). Wir haben neben dem Kreisbogen (0,0) die wirkliche, 
ihm ziemlich eng benachbarte Kurve aufgetragen, wie sie sich 
aus den Überlegungen des Abschnittes 15 ergibt. 

Außer diesem Problem, in dem ein elastisches Quantum hv 
von der 'I/-'-Welle absorbiert und die thermische Energie auf die 
Elektronen übertragen wird, müssen wir noch das umgekehrte 
Pro blem betrachten: 

-->-
~ ----)00 --+ n 
a2 = a l - a + d v2 <:-.2 VI - v, (144) 

(vektoriell) 

also die Entstehung eines elastischen Quants hv auf Kosten 
der Elektronenenergie. Die Diskussion dieses Falles verläuft 
in genau der gleichen Weise. Die ganzen Zahlen n nehmen die 
Werte ° oder ± 1, niemals aber solche über +1 oder unter 
-1 an. 

Langsame Elektronen, für die lall den Wert Ij4d nicht er
reicht, können keine anomalen Reflexionen ergeben; nur schnelle 
sind dazu befähigt. In den "anomalen" Zusammenstößen zeigen 

-->- ->-
die Vektoren a und njd, wie wir sehen, die Neigung, sich entgegen-

-->- -->-
gesetzt zu richten, so daß a2 eine von a l sehr abweichende Richtung 

-->- -->-
erhält, die Richtung von a2 kann sogar der von a l entgegengesetzt 
werden. Dabei gibt es eine große Änderung der Bewegungs
größe der Elektronen, manchmal eine völlige Umkehrung der 
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Bewegungsrichtung. PEIERLS bezeichnet solche Vorgänge als 
"Umklappprozesse" . 

Umklappvorgänge sind übrigens viel seltener als normale Zu
sammenstöße. Ihre Wahrscheinlichkeit wird durch das Quadrat 
des Koeffizienten O2 in (138) oder (139) bestimmt. Da aber die 

Vektoren ct und 1ijd eine Neigung zur Opposition haben, wird der 
Koeffizient O2 für Umklappvorgänge viel kleiner als für normale 
Zusammenstöße. 

Unsere Diskussion hat nur einen ziemlich groben Charakter, 
da wir von der gewöhnlichen Formel (140) für die Energie des 
Elektrons ausgegangen sind, während in Wirklichkeit diese Energie 
im Gitter einen komplizierteren, diskontinuierlichen Charakter 
trägt, wie dies in den Abschnitten 5-12 ausführlich auseinander
gesetzt wurde. Es wäre aber schwierig, das uns interessierende 
Problem genauer zu verfolgen. Wir sind genötigt, uns im folgenden 
mit der erreichten Näherung zu begnügen; mit anderen Worten, 
unsere Ableitungen auf den Fall von praktisch freien Elektronen 
(Abschnitt 12) zu beschränken. 

PEIERLS hat eine wichtige Bemerkung gemacht, die sich auf 
die Gleichungen (132) und (117) bezieht. Wenn man für die 
ganzen Zahlen n nur den Wert Null zuläßt [wie in (117)], so müssen 
die Wechselwirkungen der elastischen Wellen mit den '!p-Wellen 
außer dem Energieerhaltungssatz noch dem Gesetz der Erhaltung 
der (xyz)-Komponenten der Wellenzahlen gehorchen. Die Kom
ponent~n der Wellenzahlen 1/'). nach den drei Koordinaten sind 
mit den Koeffizienten a, b, c; a l , bl , Cl usw. identisch. Nach (117) 
bleibt jede dieser Komponenten für die Gesamtheit der '!p-Welle 
und der Elektronenwelle auch nach der Streuung unverändert. 
In der Tat haben wir für die beiden behandelten Fälle: 

Y2 = Yl + Y (Absorption eines elastischen Quantums): a2=a1 +a, 

Y2 =Yl -l' (Emission eines elastischen Quantums): a2+a=al> 

und die Summe der Komponenten a bleibt bei dem Stoß konstant. 
Dieses Erhaltungsgesetz bildet offenbar eine Analogie zu den 

Impulserhaltungssätzen, denn hal , ha2 , ••• sind die Bewegungs
größen der Elektronen vor und nach dem Stoß, während für a 
die Gleichung: 

hv 
ha = Wcos(L: ax) 
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gilt. a steht also mit der Bewegungsgröße, die durch ein Quant 
der elastischen Welle transportiert wird (und sich im Strahlungs
druck dieser Welle offenbart), in enger Beziehung. 

Das Erhaltungsgesetz der Wellenzahlkomponenten hätte an 
sich automatisch zu einer unendlichen elektrischen Leitfähigkeit 
führen müssen, denn ein elektrisches Feld beschleunigt die Elek
tronen, und die Stöße nach (117) sind nicht imstande, die von den 
Elektronen erworbene Bewegungsgröße zu dissipieren; sie ver
mögen nur einen Teil davon auf die elastischen Wellen zu über
tragen. Zwei Prozesse treten aber hinzu, die das Unendlichwerden 
der Leitfähigkeit verhindern. 

l. Wechselwirkungen zwischen den elastischen Wellen, die 
z. B. für die Wärmeleitfähigkeit von nichtleitenden Kristallen 
maßgebend sein müssen; 

2. Nichtkonservative Zusammenstöße, die wir am .Anfang 
dieses .Abschnittes untersucht haben und bei denen die ganzen 
Zahlen n1 n2 n3 nicht gleich Null sind. 

Über die Größenordnung der beiden zuletzt genannten Effekte 
läßt sich schwer etwas aussagen. F. BLOCH hat in seiner ursprüng
lichen Theorie den zweiten Effekt überhaupt vernachlässigt und 
angenommen, daß die Wechselwirkungen der elastischen Wellen so 
intensiv sind, daß die Energieverteilung in diesen Wellen stets dem 
thermischen Gleichgewicht entspricht, auch wenn die Elektronen 
durch ein äußeres Feld beschleunigt werden, so daß alle Zusammen
stöße (117) zur Impulsübertragung auf die elastischen Wellen 
führen. Dies bedeutet die .Annahme, daß sich das thermische 
Gleichgewicht der elastischen Wellen sehr schnell einstellt, so daß 
die resultierende Bewegungsgröße dauernd gleich Null bleibt. 

Diese Hypothese ist für hohe Temperaturen sicher annehmbar, 
für tiefe zumindest diskutabel. 

PEIERLS meint dagegen, daß der zweite Effekt der wichtigere 
sei. Seine .Annahme ist also, daß die elastischen Wellen ihre Be
wegungsgrößen nur sehr langsam austauschen, sozusagen große 
"freie Weglängen" besitzen. Dem würde eine hohe thermische 
Leitfähigkeit entsprechen. Die entscheidende Rolle bei der elek
trischen Leitfähigkeit spielen nach PEIERLS die Zusammenstöße 
"Welle-Elektron" vom anomalen Typus (132) mit n + O. 

Diese zwei Standpunkte haben wir zu diskutieren, und 
wir werden gegen die PEIERLsschen Umklappprozesse einige 
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Einwände finden. Bemerken wir zunächst, daß nach Abb. 38 
(untere Zeichnung) die "Umklappvorgänge" immer dann ein
treten können, wenn die Vektoren (a, b, c) relativ lang sind 
und in die Nähe der Oberfläche des Kubus gelangen. Die Kreis
abschnitte (bzw. Kugelabschnitte im dreidimensionalen Fall), in 
deren Nähe sich der Vektor (abc) befinden muß, sind ganz nahe 
bei der begrenzenden Kubusfläche gelegen und entsprechen somit 
hohen Frequenzen (die Länge lai ist gleich 'VjW). Bei tiefen Tem
peraturen (T<{: e) sind die hohen 'V-Werte kaum vorhanden, die 
anomalen Zusammenstöße daher sehr selten. Nur der Kreisteil, 
der den normalen Stößen entspricht (n = 0,0) geht durch den 
Mittelpunkt 0 hindurch und enthält die kleinen Werte des Vek
tors a, d. h. die niedrigen Frequenzen 'V, die auch noch bei tiefen 
Temperaturen genügend stark angeregt bleiben. 

18. Bedeutung der normalen Stöße in der Quantenmechanik. 
Wir haben schon hervorgehoben, daß die anomalen Zusammenstöße 
relß,tiv selten sind; auch wenn sie eine Rolle für die schließlich 
eintretende Dissipation der Bewegungsgröße spielen sollten, ist es 
doch wahrscheinlich, daß der Energie- und Impulsaustausch zwi
schen elastischen Wellen und V'-Wellen hauptsächlich durch nor
male Zusammenstöße vermittelt wird, die der Beziehung (117) ge
nügen. Folglich müssen wir als Gesetz für die Zerstreuung von 
Elektronenwellen im Gitter die Formel (138b) annehmen, nach der 
allein die longitudinalen Wellen eine wichtige Rolle bei diesem 
Vorgang spielen. Wir finden somit genau die Resultate der in 
Abschnitt 14 entwickelten vereinfachten Theorie wieder. Nach 
(125), (138b) und (137) gilt: 

V'2 V'2 = I V'21 2 = 21 C2 1
2

1 A 2 1
2 [1 - COS27l.(.'V1 + 'V - 'V2 ) t] I 

C2h211121a121A212[1 - cos2.n(v1 + v - v2)t] (146) 
= . 2.n2 m 2 (vl + v - v 2 )2 ---~ .• 

Diese Formel ist der Formel (119) des Abschnittes 14 vollkommen 
analog. Wir haben die Summierung, die in (126) auftrat, aus
gelassen, da die Zahlen a2 b2 c2 nur einen einzigen Wert annehmen 
können, nämlich a 1 + a, bl + b, Cl + c, nach (117). Wenn man 
den Gesamtwert von (146) für das ganze Volumen V = G3 d 3 be
stimmen will, so genügt es, I A 2 1 2 durch 1 zu ersetzen, da dieses 
die richtige N ormalisierung der V'-Wellen ergibt: 

/V'1fJdxdydz =/ A 2 A2 dxdydz = 1. 
v v 
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In der Formel (146) erscheint, wie wir sehen, das Quadrat 1112 
der Amplitude von elastischen Schwingungen. Wir müssen jetzt 
diese Größe quantenmäßig ausdrücken. 

Es handelt sich um genau dasselbe Problem wie in Abschnitt 16 
des dritten Kapitels. Dort untersuchten wir die Wechselwirkung 
eines elastischen Resonators mit einem 'lp-Resonator. Bis jetzt 
wurde die Rechnung so geführt, als ob 1 ein einfacher variabler 
Parameter der Wellengleichung wäre. [Dieser Vorstellung ent
sprechen die Formeln (79) bis (84) im dritten Kapitel, Abschnitt 16, 
S. 64]. In Wirklichkeit ist aber 1 gequantelt, genau wie die Am
plitude A, die wir im dritten Kapitel, Abschnitt 16, in den 
Gleichungen (85) bis (90) einführten. Wir müssen daher, genau 
wie in (90), 1112 durch die quantentheoretischen Werte: 

hy {(N + 1) - für den Übergang N ~ N + 1, } 1112=--. (147) 
2k N - für den Übergang N ~ N - 1 

ersetzen. 
N ist die Quantenzahl der elastischen Schwingung. Die Energie

niveaus der Schwingung sind: 

E = (N +~)hy, y2 = W2(a2 + b2 + c2). (148) 

Der Koeffizient k, der in den Formeln des Abschnittes 16 (drittes 
Kapitel) auftrat und in (147) wiederkehrt, bedeutet die Kon
stante der elastischen Kraft, die die Schwingung hervorruft. Wir 
setzen also voraus, daß die potentielle Energie die Form !k12 

hat. Nun beträgt aber die kinetische Energie der im Volumen V 
des Metalles enthaltenen Atome (mit der Gesamtmasse M): 

.~ MI~12 = 2n2y2 M12, 
~ 

denn von der Verschiebung u nehmen wir an, daß sie durch den 
exponentiellen Ausdruck (8) darstellbar ist. Wir erhalten k aus 
[(48) (drittes Kapitel)]: 

k = 4n2y2M. (149) 

(BLOCH benutzt hier aus Versehen einen doppelten Wert, indem er 
zwei Schwingungen an Stelle einer einzigen annimmt.) 

Dies bedeutet, daß für die Schwingung l' die kinetische Energie 
im Mittel gleich der potentiellen ist. 

Vergleichen wir unsere Formeln (146) und (147). Der Ausdruck 
(146) zeigt uns, daß die gestreute Welle 1P2 ein Maximum hat, 
wenn: also 

Brillouin, Quantenstatistik. 
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gilt. Er entspricht also einer Streuung mit Frequenzvergrößerung, 
also dem Verlust eines Quants der elastischen Schwingung. Im 
~'all: a2 =a1 +a, 

C2 =C1 +C' 

b2 = b1 + b, 

1'2 ""' 1'1+ l' 

führt der elastische Oszillator den Quantensprung N --->- N - 1 
aus. In Abschnitt 14 erkannten wir, daß auch ein zweiter Fall: 

a2 = a1 - a, b2 = b1 - b , 

vorkommt. Dieser entspricht dem Übergang N --->- N + 1, bei 
dem der elastische Oszillator einen Quant h1' gewinnt und die ge~ 
st,reute v,-Welle eine entsprechende Energie verliert. 

Wir haben also bei der Anwendung der Formeln (146) und 
(147) folgende zwei Fälle zu unterscheiden: 

" 02h31al2 I 1 1f'2 12 dr = 16"h.Mm2 

V 1 (N + 1) 
[1-cos2n("1=f,,-v2)t] • 

(vl=f"-"2)2 N 

für -1', übergang 
N--->-N + 1. 

für + l' , Übergang 
N--->-N-l. 

(150) 

Der Ausdruck (150) stellt die mittlere Anzahl von Elektronen 
dar, die zur Zeit t der Welle 1.f'2, mit den Konstanten a2 = ~ 
± a ... zugeordnet sind. Die Differentiation dieses Ausdruckes 
nach der Zeit gibt uns die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Elek
tron in der Zeit dt von der Welle 1/)1 auf die Welle 'IJ12 überspringt 
und auf diese Weise die Anzahl der 1f'2-Elektronen vermehrt: 

B(a1 , a2 , N) =;t!11f'212d -,; 1 
v (151) 

02h3 1al2 sin2n{"t =f v -"2)t {(N + 1). 
= 8n3-;;Mm2 '--;;=F v - "2 ~. N. J 

Die doppelten Zeichen entsprechen folgenden beiden Fällen: 
~ ~ ~ TT 
a2 = a1 - a; 1'1 - l' - 1'2; N + 1 - ubergang N --->- N + 1, 
---+ ~ ---+ -t"r a2 =a1 +a; 1'1+1'-1'2; N -ubergangN--->-N-l. 
(vektoriell !) 

Im ersten Fall gewinnt der elastische Oszillator ein Quant h1', in 
zweiter verliert er ein solches. 
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Unter diesen Bedingungen erscheint, wie wir sehen, als Pro
portionalitätsfaktor entweder die Quantenzahl im Endzustand 
(N + 1) oder die im Ausgangszustand (N). Diese Regel steht in 
Übereinstimmung mit der Anwendbarkeit der BOSE-EINSTEIN
sehen Statistik auf die Quanten hv (sechstes Kapitel, Abschnitt 3 
und ff.): die Wahrscheinlichkeit dafür, daß in eine Phasenraum
zelle, die schon N Quanten enthält, noch ein Quant eintritt, ist 
proportional (1 - bN), mit b = -1. Die Wahrscheinlichkeit für 
den Verlust eines Quants seitens einer Phasenraumzelle mit der 
Besetzungszahl N ist dagegen proportional N. 

Alle diese Ergebnisse stehen in Übereinstimmung mit dem 
Satz, nach dem die stabile Energieverteilung auf die elastischen 
Oszillatoren im thermischen Gleichgewicht durch die PLANcKsche 
Formel: 

N=_l_ 
hv (152) 

ek 'l1 _ 1 

bestimmt wird. 
19. Elektronenver.teilung auf die verschiedenen tJ,·Resonatoren 

oder Phasenraumzellen. Alle bisherigen Diskussionen bezogen sich 
nur auf den in den Abschnitten 14 und 16 behandelten Fall; 
d. h. wir nahmen an, daß die Elektronen ursprünglich alle der 
gleichen V'l-Welle (derselben Zelle a1 b1 Cl VI) angehörten. Jetzt 
ist es Zeit, diese Beschränkung fallen zu lassen und zu untersuchen, 
wie sich die Formeln ändern, wenn die Anfangsverhältnisse kom
plizierter sind und die Elektronen sich von vornherein auf ver
schiedene Wellen verteilen, etwa nach dem Gesetz: 

F (aibici) . 

Im Falle des thermischen Gleichgewichtes muß F die FERMIsehe 
Verteilungsfunktion bedeuten: 

(153) 

mit: 

E Pi h2 (2 b' 2) . = - = .. -- a· + ,,+ c· . , 2m 2m' , , 

Um die Formeln zu vereinfachen, nehmen wir im folgenden 
an, daß die Energie des Elektrons mit genügender Genauigkeit 
durch den klassischen Ausdruck (101) dargestellt wird. Die 

22* 
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Diskussion in Abschnitt 12 rechtfertigt diese Annahme. Unter m 
müssen wir die in Abschnitt 12 definierte scheinbare Masse m* 
verstehen. 

In diesem Fall enthält die Wahrscheinlichkeit für das Auf
treten eines Elektronensprunges aus der Zelle (al bl Cl) in die 
Zelle (a2 b2 c2 ) einen Proportionalitätsfaktor : 

(154) 

wie dies von der FERMI-Statistik gefordert wird (vgl. sechstes 
Kapitel). Wenn die zweite Zelle dauernd von einem Elektron be
setzt ist [F(a2 b2 c2 ) = 1], so wird nach (154) tatsächlich ein Sprung 
in diese Zelle überhaupt unmöglich. Wir kommen in dieser Weise 
zu folgendem Ergebnis: die Wahrscheinlichkeit P(al bl Cl' 

a2 b2 c2 , N)dt dafür, daß ein Elektron in der Zeit dt aus der Zelle 
a l bl Cl in die Zelle a2 b2 c2 springt, ist durch folgenden Ausdruck 
gegeben: 

P(al b1 Cl' a2 b2 c2 , N) = BF (al bl c1)[1 - F(a2b2 c2)] 

rsin2n(vl + 1'- V2)t N 
02 h3v 2n(v1 + v=--' 1'2) -- abc (155) 

=4~2M-m2w2.F(alblCl)[1-F(a2b2C2)]'ls·n2 ( )t 
,. 1 n 1'1 - V - 1'2 N + 1 

2n(vl- v - 1'2) (abc ). 

Wir haben in (155) die Beziehung [(10), Abschnitt 3] verwandt: 

(156) 

In diesen Formeln steht v in direkter Beziehung zu den Zahlen 
alblcl ; a2 b2 c2 , denn in den beiden Fällen (151) haben wir folgende 
Beziehungen: 

a = laI - a 2 1 ' b = I bl - b2 1 ' C = h - c2 1, l 
2 (157) 

;2 = a2 + b2 + c2 = (a2 - a l )2 + (b2 - bl )2 + (C2 - Cl )2 . 

Der Ausdruck (155) ist sehr klein infolge des Auftretens der 
Differenz VI =F V - V 2 im Nenner . Nur wenn die Werte a l bl Cl' 

a2 b2 c2 so beschaffen sind, daß der Nenner fast gleich Null wird, 
ändern sich die Verhältnisse. In Abschnitt 15 haben wir den geo
metrischen Sinn dieser optimalen Bedingungen kennengelernt. 
Dort wurde auch auf die Stetigkeit des Überganges der beiden 
Fälle (± v) ineinander hingewiesen. 
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20. Allmähliche Änderung der Elektronenverteilung auf die 
Phasenraumzellen. Wenn wir uns auf die Auseinandersetzungen 
in Abschnitt 3 des siebenten Kapitels beziehen, so können wir be
haupten, daß die Größe, die uns jetzt vor allem interessiert, die 
Differenz ist zwischen der Anzahl der Elektronen, die aus der 
Zelle a l b l Cl in die Zelle a2 b2 c2 hinüber wechseln, und der Anzahl 
der Elektronen, die in der gleichen Zeit den umgekehrten Über
gang ausführen. Die Summe solcher Prozesse, genommen über 
alle Zellen a2 b2 c2 , ergab für eine Zelle alblcl den Ausdruck b - a, 
der in die Formeln (25) und (27) des siebenten Kapitels einging. 

Wir müssen somit die Differenz der beiden Wahrscheinlich
keiten (155) für inverse Vorgänge bestimmen: 

Bei der inversen Reaktion lautet der Frequenzausdruck 
1'2 - l' - 1'1. Dadurch wird aber der Bruch nicht geändert. 
1'2 und 1'1 sind ausgetauscht, und es tritt Absorption statt einer 
Emission des Quantes h1' auf. 

Wir nehmen an, daß die Anzahl N von Quanten, die dem Re
sonator a, b, C, l' zugeordnet sind, eine sich langsam ändernde 
Funktion ist. Bei der isothermen Verteilung ist N durch die 
Formel (152) bestimmt. 

Der Ausdruck (158) muß jetzt über alle Werte a 2 b2 c2 integriert 
werden. Nach den Beziehungen (19) (Abschnitt 4) befinden sich 
in einem Intervall L1 a2 insgesamt Gd L1 a2 verschiedene mögliche 
Werte des Parameters a2 • Wenn wir die Summierung durch In
tegration ersetzen wollen, müssen wir also als Differentialelement 
den Ausdruck 2 G3d3da2db2dc2 benutzen (der Faktor 2 wird 
durch den Elektronendrall bedingt, der die Anzahl von Resona
toren verdoppelt). 

Von den Parametern (a 2 b2c2) können wir zu (abc) übergehen. 
Wir müssen aber die beiden Fälle, die den Vorzeichen + und -
entsprechen, auseinanderhalten : 

1. Zuerst betrachten wir das Glied, das dem Zeichen + ent
spricht. Wir haben dann (151, 2): 
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Da die a l bl Cl konstant sind, können wir die Integration über 
abc statt über a2 b2c2 durchführen. Andererseits ist es möglich, 
a/b1c, statt der rechtwinkligen Koordinaten abc die 

{/ 

Abb.39. 

Polarkoordinaten R, i l , cP zu benutzen, wo il den 
Winkel zwischen den Vektoren (al bl Cl) und (abc) 
bedeutet. Der Winkel cp wird um (al bl Cl) als 
Achse gedreht (vgl. Abb.39). Für R gilt: 

,,2 

R2 = a2 + b2 + c2 = W2 . (159) 

Das Differentialement in den neuen Koordi-
naten lautet: 

Der Ausdruck VI + V - v 2 nimmt folgende Form an [(120), Ab
schnitt 14]: 

h 
VI + V - v2 = - 2m (a2 + b2 + c2 + 2aa) + 2bbl + 2cc) + V 

= - 2hm (R2 + 2lallRcosil) + v, 

worin lall den Absolutbetrag des Vektors (al bl Cl) bedeutet. 
Wir müssen also folgenden Ausdruck berechnen: 

mit: 

~ -+~ ---)o.~ 
.:;.[P(al , a2 ; N) - P(a2' al; N)] 
a, 

02h2 G3d3 f = 2n2 m2 MW2 hv[FI (1 - F 2)N 

- F 2 (1 - F)(N + 1)] t siny R 2dR sini) di) dcp, 
y 

(161) 

y=2n(vl +v-v2)t= _n~t(R2+2Ia)IRcosil-2: RW), (162) 

denn V hat ja den Wert RW. Einen merklichen Beitrag zum Inte
gral (161) gibt nur die Umgebung von y = o. Wir integrieren zu
nächst über i 1 und lassen R (und v) konstant. Unter diesen Um
ständen ist v2 eine langsam sich ändernde Funktion von i). Wir 
dürfen die Glieder mit F 2 vor das Summenzeichen nehmen, in
dem wir inF2 denjenigen v2-Wert einführen, der dem wichtigsten 
Punkt (y = 0, v2 = VI + V) entspricht. Wenn i) sich ändert, er
halten wir für y eine äußerst schnelle Variation, da cos i) mit 

nh 
2 m la1lRt zu multiplizieren ist. Dieser Faktor hat die Größen-

ordnung von 2n I i l vt, denn es gilt I all = m iV11 und R = ;.. Das 
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Verhältnis der Geschwindigkeit I vII der freien Elektronen zu der 
Geschwindigkeit W der elastischen Wellen beträgt an sich bereits 
ca. 103 , und außerdem ist auch die Beobachtungszeit t groß im 
Vergleich zu der Schwingungszeit, die der Frequenz 'I' entspricht. 

Wenn sich i l von 0 bis n ändert, durchläuft y in (162) eine Reihe 
von Werten, die zwischen einer sehr großen negativen und einer 
sehr großen positiven Zahl liegen. Praktisch können wir die 
Grenzen gleich -00 und +00 setzen, Andererseits ist: 

R ' 'd' m d 1 d t smtl t 1 =2n-hTaJ y= 2n lv1 1 y, (163) 

und: +00 

f Siny d -y- y=n. 
-00 

Für den "Plus-Fall" haben wir somit den Ausdruck: 
2n 

02h2 V 1 f J 
2n2m2MW2 21vli d9?Jh'l'[FI(I-F2)N~-F2(I-FI)(N~+I)]RdR. (164) 

o 
2. Jetzt gehen wir zum "Minus-Fall" über. Die Beziehungen 

(151,2) müssen durch (151,1) ersetzt werden: 

a2 = a l - a, b2 = bl - b , c2 =. Cl - c, 

Dadurch wird das Vorzeichen des Gliedes mit I all R cos i l in (162) 
geändert. Zur gleichen Zeit ändern wir auch das Vorzeichen von 
'1'. Aus (162) entsteht dann: 

y' = 2n('I'1 - 'I' - 'I'2)t = - :!:(R2 - 21aliRcosil + 2; RW)t, 
Infolge des Vorzeichenwechsels sind die Grenzen -00 und 

+00 des Integrales über y' zu vertauschen. Das Vorzeichen von 
(163) ist aber auch verändert, so daß wir letzten Endes das gleiche 
Resultat erhalten wie im "Plus-Fall", mit dem einzigen Unter
schied, daß die Ausdrücke N und N + 1 vertauscht werden. 

Welches sind nun die Integrationsgrenzen in R (oder in 'I')? 
Die Antwort läßt sich leicht aus den geometrischen Über

legungen des Abschnittes 15 entnehmen. Die Lage der Punkte 
y = 0 ist aus der Abb, 37 ersichtlich. Man erhält solche Punkte 
nur bei Erfüllung folgender Ungleichungen: 

o <h'l'< h'l'M = 2mW(W T lVII) - für den Plus-Fall, } 
(165) 

O:S h'l' < h'l'm = 2mW( - W + lVIi) - für den Minus-Fall. 
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Man erkennt die Richtigkeit dieser Beziehungen ohne weiteres 
auf Grund von (121), Abschnitt 15, oder von (162). Denn die 
Grenzwerte von cos i l sind ±1. 

Durch Umformung gewinnen wir folgende gemeinsame Be
ziehung, die die beiden Fälle + und - umfaßt: 

~ --+ --+ 0 2 h2 V 
[P(a l , a2 ; N) - P(a2 , a l ; N)] = 2-- 2MW4 1 I 

nm vII 

z", 

- v.ll 

f [F1 (1 - F 2 ) N - F 2 (1 - F 1) (N + 1)] h y2 dy 
o ·fd<p . 

2 er • 

o + r[F1 (1- F~) (N + 1) - F~(l - F 1) N] hy2 dY. 
Ö 

(166) 

F 2 und F~ sind die Werte der Verteilungsfunktion für diejenigen 
Kombinationen a2 b2 c2 , die den Werten y = 0 bzw. y' = 0 ent
sprechen, d. h. : 

. W (2m .. ) W h .. 
COS t l = 21a~1 T =f W2 = jVJ =f 2 m W I VI I . (167) 

Die Funktionen Fund N können im allgemeinen Fall von dem 
Winkel rp abhängen. 

Man erkennt bei der Analyse von (166), daß die beiden In
tegrale im thermischen Gleichgewicht verschwinden, wenn F die 
FERMlsche Funktion (153) ist und N die Funktion (152) von 
PLANeR bedeutet. Um dieses einzusehen, genügt es, sich daran 
zu erinnern, daß hY im ersten Integral gleich E 2 - EI und im 
zweiten gleich EI - E~ ist, wenn EI die Energie der primären und 
E z die der gestreuten Elektronenwelle bedeutet. Die Behauptung, 
daß (166) verschwindet, ist gleichbedeutend mit der Aussage, daß 
die Verteilung stationär ist. Denn die rechte Seite von (166) stellt 
die Differenz zwischen der Anzahl von Elektronen (vom Typus EI)' 
die durch die Zusammenstöße "erzeugt" werden, und der Anzahl 
der gleichzeitig "vernichteten" Elektronen dar. 

21. Anwendung auf das Leitfähigkeitsproblem. Kehren wir zu 
dem Problem der metallischen Leitfähigkeit zurück. Die Problem
stellung ist wieder genau dieselbe, wie im Abschnitt 3 des sieben. 
ten Kapitels. Wir stellen UDS vor, daß im Metall längs der Ox-Achse 
ein Feld E besteht. Gleichzeitig mag ein Temperaturgradient 0 T /0 x 
bestehen. Unter solchen Bedingungen wird die Verteilung der 
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Elektronen auf die einzelnen Phasenraumzellen verändert sein. Die 
Anzahl der Elektronen hängt nicht nur von a l bl Cl' sondern auch 
von x ab. Die mittlere Elektronengeschwindigkeit ist durch a l bl Cl 
bestimmt: 

Wir nehmen an, daß bei nicht zu starkem Feld E und mäßigem 
Gradienten f) TI f) x das Verteilungsgesetz sich als die Summe: 

F(x, alblct ) = Fo(x, alblcl) + aIX(x, alblcl) (168) 

darstellen läßt, eine Formel, die der Gleichung (25) (siebentes 
Kapitel) durchaus analog ist. Wie im siebenten Kapitel nehmen 
wir auch jetzt an, daß F o und X nur von der mittleren kinetischen 
Energie der Elektronen, d. h. vom Ausdruck ai + bi + ci ab
hängen. F o ist die normale Verteilung (153) in Abwesenheit der 
Störung. 

Die Verteilung (168) wird stabil sein, wenn die Bedingung: 

dF cF eE cF 
- -dt = 8v,-: m + VI", cX 

= - L[P(~,~; N) - P(~, a:; N)] 
a, I (169) 

erfüllt ist. Auf der rechten Seite steht der Ausdruck (166), der 
die früher (siebentes Kapitel) mit (b - a) bezeichnete Größe dar
stellt. Unsere Formel (169) bildet eine genaue Wiederholung der 
entsprechenden Formeln (25) und (27) des siebenten Kapitels. 

Um die Beziehung (169) zu gewinnen, haben wir folgende Um
stände berücksichtigt: 

1. Wenn man ein Elektron durch ein "Wellenpaket" darstellt, 
so ergibt die Wellenmechanik genau die gleichen Bewegungs
gleichungen wie die klassische Korpuskulartheorie. Die Beschleu
nigung im Felde E bleibt auch in der Wellenmechanik gleich eE Im. 

2. Man könnte sich fragen, ob unsere neuen statistischen Ge
setze das letzte Ergebnis nicht modifizieren sollten. Ein Elektron 
zu beschleunigen, bedeutet, es aus einer Phasenraumzelle in eine 
andere zu überführen. Ist es sicher, daß wir keine Gefahr laufen, 
durch solche Übergänge das PAuLI-Prinzip zu verletzen? Man 
kann diese Frage eindeutig beantworten: Wenn zur Zeit t = 0 sich 
nicht mehr als ein Elektron in jeder Zelle befand, dann wird auch 
später nie mehr als ein Elektron in jeder Zelle auftreten, solange 
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die Bewegung den klassischen Gesetzen gehorcht. In der Tat be
steht in der klassischen Mechanik, nach dem Satz von LIOUVILLE, 
ein Erhaltungsprinzip für die Phasenraumelemente, d. h. für die 
Anzahl der von einem System "besetzten" ha-Zellen. Da die 
"Wellenpakete" die klassischen Bewegungsgesetze befolgen, be
steht keine Gefahr eines Verstoßes gegen das PAuLI-Prinzip. 

In die Formel (166) führen wir unseren Ausdruck (168) für die 
Funktion F ein. Wir nehmen an, daß auch die Verteilungs
funktion für die Schwingungsquanten N eine Abweichung von 
der PLANcKSchen Funktion (152) zeigt: 

N= 1 
hv 

ekT _ 1 

+ a'!jJ(v, T). (170) 

Hier soll '!jJ eine Funktion bedeuten, die nur von der Frequenz v 

und nicht von der Fortpflanzungsrichtung abhängt. Wir müssen 
jetzt den Klammerausdruck in (166) bestimmen. Es sei dabei an
genommen, daß '!jJ und X klein sind, so daß ihre Doppelprodukte 
vernachlässigt werden können. Für N + 1 müssen wir den Aus
druck: 

N+l= 

einsetzen. 
Wir benutzen die Abkürzungen: 

hv E1 E 1 - E' 
~=kT' e=lX+kT=----rcT' 

E' bedeutet die maximale kinetische Energie der Elektronen beim 
absoluten Nullpunkt [Gleichung (23) im siebenten Kapitel]. Es 
ist dann: 

1 F OI = --, 
eB + 1 

F ' = 1 
02 ee-I; + 1 . 

Wir finden in dieser Weise: 

F I (I-F2)N -Fa(I-FI )(N +1)=F1 N -F2N -F2+FI F 2 

- 1 ( X I;Fot X Fo~ (F F) - -,- a1 I e -F - a2 2F- + a'!jJ 01 - 02 
e'-1 01 0 

a1 X 1e-e(ee + 1)2 _ agXge-e-< (eBH + 1)2+ a1pe-I;(e<- 1)2 

(e< - 1) (ce + 1) (e-e-I; + 1) 

(172) 
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In analoger Weise erhält man: 

Fl(1 - F~) (N + I) - F~(I - F1)N 

- 1 ( X F62 i; 'X' Fot) (F F' ) - --~- al 1 -F - e- a2 2 F' + aV' 01 - 02 (172a) 
el; - 1 01 H' 

a,X 1 e-'(ee+l)2_a~X~e-e+; (e'-;+1)2- a lJ-'e-; (e; -1)2 

(e;- 1) (e- E + 1) (e'-; + 1) 

Im ersten Glied von (169) können wir F durch Fo ersetzen 
und die kleine Korrektion a l X vernachlässigen. Nun hängt aber 
Fo (al bl Cl) nur von dem Absolutbetrag der Elektronengeschwindig. 
keit in der primären Welle ab, d. h. von: 

Es ist also: 

Wir haben: 

11, 
lVII = m lall· 

1 
F o=--' 

e'+1 

oFo mlv11 ee 
- BTv--;r = k'IT (ee + 1)2 , 

oFo OE ee 
- fiX = 0 x (ee + 1)2 • 

(173) 

Die Gleichung (169) erhält folgende endgültige Form: 

( eE OE) ee 
Vlz kT + ox (eE + I)' 

[J"!f(aIXl~-~e; _ a2X 2 FOl) hv'd" 
F 01 F 02 e; - 1 

o 

+ j:V'(FOl -F02)hY2dyl (174) 

+ [j"m( X F62 _ 'X' FOl ;) h"2d,, 
a1 1 F Ol a2 2 F~2 e l _ 1 

o 

+ j:V'(FOl - F~2)hY2dyl 
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In dieser Formel können wir noch die Integration über qJ aus
führen. Wir haben angenommen, daß die Funktionen F o , 'IjJ 

und X sphärische Symmetrie besitzen. Die einzigen von dem 

O~------~-------x 
Abb.40. 

Winkel qJ abhängigen Größen sind also 
a2 , a~ und a. Die nebenstehende Abb.40 
bringt die Bedeutung der Winkel i 1 

und qJ in Erinnerung. Nehmen wir 
die beiden ersten Integrale. In diesem 
Falle ist: 

Es bleibt uns also letzten Endes nur 
übrig, folgenden Ausdruck zu berechnen: 

1 J d R . 0. a1 R' 11 (2m 11 ) 2-; a qJ = COSt! COSI/! = ~i COSt! = a121a~ T - W2 . 

Denn es ist: 

a = Rcos{} = R (cosi1 COS{}l + COS qJ sin i 1 sim'\), 

und cos i l ist durch (167) gegeben. 
Wir müssen somit in die beiden ersten Integrale, die 

bis 11M zu nehmen sind, folgende Ausdrücke einführen: 

denn I all ist dasselbe wie mj VI !/h " 

von 0 

(175) 

Für die beiden Integrale der zweiten Zeile, die von 0 bis Vm 

zu erstrecken sind, geschieht die Rechnung in genau der gleichen 
Weise; nur ist jetzt a; = a1 - a, und in" der Formel für cos i 1 

(167) ist das +.Zeichen zu nehmen. Man erhält: 

(175a) 

.. mv1x • 
Uberall steht a I = -1/,-- als Faktor. Dadurch wIrd der Faktor 

v1x auf der linken Seite von (174) kompensiert. Wir gelangen zu 
folgender abschließender Gleichung: 
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Hier ist: 

Xl = X (EI) , F 01 = FO(EI) , 

X~ = X(E1 - hv), F 02 = Fo(EI + hl'), 

X 2 = X(E1 + hl'), 

F[12 = Fo(E1 - hl'). 

Die ziemlich verwickelte Formel (176) ersetzt die viel ein
fachere Beziehung (32) (siebentes Kapitel), die die alteLoRENTzsche 
Theorie ergab. 

22. Die Integralgleichung von BLOCH und ihre Diskussion. 
F. BLOCH I macht die Annahme, daß die elastischen Wellen durch 
die Wechselwirkung mit den Elektronenwellen praktisch nicht 
verändert werden. Die Funktion 'IfJ soll also verschwinden; somit 
werden auch zwei Integrale in (176) gleich Null. BLOCH be
schränkte sich bei seinen Ableitungen auf das Problem der 
elektrischen Leitfähigkeit und führte daher keinen Temperatur
gradienten ein. Daher trat das Glied mit (; EI (; x auf der linken Seite 
von (176) in den BLoCHsehen _Formeln nicht auf. Übrigens er
hielt er einen etwas ungenauen Koeffizienten mit dem Zahlen
faktor 32 statt 2 im Nenner, und zwar infolge der schon oben 
erwähnten kleinen Rechenfehler [Abschnitt 16, Gleichung (133) 
und Abschnitt 18, Gleichung (149), (150)]. Schließlich ließ er die 
Beschränkungen (165) für die ]'requenzen v außer acht und in
tegrierte daher über l' von 0 bis zu der DEBYEsehen Grenzfrequenz 
l'D, die nach (12): 

~ W (3N 'L 
l'D = -- = W ___ )3 

Amin 4nV 
1 I. c. S. 591, GI. (76). 

(176) 



350 Bestimmung der mittle-ren freien Weglänge der Elektronen. 

beträgt. In Wirklichkeit muß man aber nur bis zu der kleineren 
von den beiden Grenzen PM (bzw. Pm) oder PD integrieren. Wir 
werden diese Frage später näher besprechen. 

Wir führen die Hilfsvariable ~ = ~~ ein. Unsere Gleichung 

schreibt sich dann, wenn man die BLocHschen Bedingungen voraus
setzt, also 1jJ = 0 annimmt, folgendermaßen: 

mit: 

~M 

rl;2d~ lx (c) -~ - (I + A~ _ B~2) x(s + 1;)] 
J~" - 1 e' h + 1 eE + 1 
o 

;m 

+J'1;2 d l; l X(E) _(I_A~_B~2)e;X(S-I;)] 
i-I eE-; + 1 eE + 1 

o 

hMmW4 ~-V (eE + kT~"-) 
V02(kT)3{e E +l)2 1 OX ' 

kT X(E1) 

X(c) = 2"" F o(E1 ) , 

kT kT 
A = 2 E~ = 2 (E' + s k T) , 

k2T2 k 2 T2 
B = 4mW2E1 = 4mW2(E' + s kT)' 

Die Integrationsgrenzen sind nach (165): 

hVM 2m W 
~M =kT- = -ic'l' (vl + W) 

h"m 2m W 
~m = kT = kT (vl - W) . 

(177) 

Wir können Vl auf der rechten Seite von (177) als Funktion 
von c darstellen [Gleichung (171)]: 

V'2E1 , V-kT I Vl = -m = V 1 + c E,- , 
(178) 

Os OIX E1 oT s oT 1 oE' 
OX = 8;; - kT2 8x = - Tax - kTBx' 

E' 
Die Variable c kann alle Werte oQerhalb - kT annehmen. 

Diese untere Grenze ist, dem absoluten Wert nach, sehr groß. 
Sie entspricht dem Verhalten der Elektronen mit der Geschwindig-
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keit Null (VI = Ei = 0). Die Koeffizienten A und B werden in 
diesem Punkt unendlich. Er stellt einen Pol unserer Gleichung 
dar. Man muß übrigens bemerken, daß die in Abschnitt 20, Glei
chung (162) bis (164), gemachte Näherung für die Elektronen mit 
VI = 0 nicht mehr zulässig ist, so daß man sich nicht darüber wun· 
dern soll, daß unsere Gleichung bei Vi = 0 Anomalien zeigt. 

BLOCH führt in (177) eine neue willkürliche Funktion ein: 

kT 
c(s) = 2n (e' + 1) (e-' + 1) X(s) = X(s) (r' + 1). 

Dies ergibt: 

~M J' ~2d~ (e' + 1) 
---'--- .-- [C(c) - (1 + A~ - B~2) C(S + m 
i-I (e' + e-~) 

o 
~m 

+f~d~ . je-' + ~ [C(E) - (1 - A~ - B~2) c(s - ~)] 
e'; - 1 (e-' + e-") . 

o 
kM mW4 ( OE) = V02(kT)3 v1 eE + kTiJx . 

(179) 

In dieser Gleichung führte BLOCH eine Reihe von Verein. 
fachungen durch, die ihren Charakter erheblich änderten. Er 
nahm an, daß nur die schnellsten Elektronen, deren Geschwindig. 
keit nahe an v' reicht, eine wichtige Rolle spielen. Daher ersetzte 
er VI auf der rechten Seite durch V'. Weiter vernachlässigte er 
ursprünglich auch A, führte allerdings in seiner zweiten Arbeit 
diesen Koeffizienten wieder ein. In A und B ließ er aber auch 
später die Glieder mit s im Nenner weg. Dadurch verschwand der 
oben beschriebene Pol. Schließlich ließ er, wie erwähnt, die Exi
stenz von zwei verschiedenen Grenzen ~M und ~m außer acht und 
ersetzte beide durch die DEBYESche Grenze: 

(180) 

(e = charakteristische Temperatur des Metalles nach der DEBYE
sehen Theorie). Wir müssen jetzt zunächst die relative Lage dieser 
Grenzen diskutieren. 

Die obigen Gleichungen gehören äußerlich keinem der gewöhn
lichen Typen der Integralgleichungen an. Bekanntlich gibt es 
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drei solche Typen: den FREDHoLMschen mit zwei festen Integra
tionsgrenzen a und b, den ersten V oLTERRAschen, in dem die 
Integration zwischen einer festen und einer variablen Grenze 
ausgeführt wird, und schließlich den zweiten V oLTERRAschen, 
in dem beide Grenzen variabel sind. 

Unsere Gleichung läßt sich auf den zweiten Typus zurück
führen l . 

Bezeichnen wir mit ~(c) die Funktion, die auf der rechten 
Seite von (177) steht und mit ® (c) das Integral, das auf der linken 
Seite als Koeffizient von X(c) auftritt: 

;.tl ~m 

f ~2el; je> ~2d~ 
®(c) = (/_ 1) (eEH + 1) d~ + (eI; _ 1) (e,-i; + 1) 

o 0 

+1;.,1 
(181) 

r ~2 d~ 
= Jfe!; -11 (eE+e-!;)" 

-I;m 

Der zu integrierende Ausdruck ist bei ~ = 0 stetig, denn er 
verschwindet dort mit I H Die Abgeleitete davon hat aber bei 
~ = 0 eine Diskontinuität. Unsere Integralgleichung erhält daher 
die Form: 

+I;M 

_1_ J ~2(1 r:~ -t~"L X(c + ~)d~ = ®(c) ;({c) - ~(c). 
eE +l e-l 

-;m 

(182) 

Wir haben das obige Integral auf dieselbe Weise umgeformt 
wie ® (c). Dabei entstand ein Kern (stetig in der Umgebung von 
~ = 0, da er dort wie I ~ I verschwindet). Andererseits ist die 
Funktion ®(e) immer positiv und kann nur dann verschwinden, 
wenn -~m = +~M wird. Setzen wir eine neue unbekannte 
Funktion: 

<p(c) = (eE + 1) ®(c) X(c) 

an. Mit ihrer Hilfe können wir unsere Gleichung auf die VOLTERRA
sehe Form: 

,+I;~{ 

f K(c,u)<p(u)du-<p(c)=-(e'+I)~(c) (183) 
F.-;m 

1 Ich verdanke dieses Ergebnis den Diskussionen mit meinem Kollegen 
JULIA. 
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bringen, mit einem Kern: 
K(e u) = (u - ,,)2 [I + A(u - c) ~J!(u - ,)2] 

, [eu-, - 1[ (eU + 1) Cl\(u) 

Untersuchen wir zunächst die Integrationsgrenzen. Das In
tegral in (183) erstreckt sich von um bis UM: 

u m= E- ';m= e - kT 2m W2 2m Wv' ;---Pr • hVm 1 
_ _hvJI =e +icT- ± --k'r-VI + e Ei" (184) 

UM-e+~M-e+ kT 

Dies folgt aus (165), (177), (178) und (183). Die Integrations
grenzen bilden eine von uns in Abb. 41 dargestellte Parabel. Ihre 

u 

Abb.41. 

Achse ist die Diagonale U = 1'. Wir erhalten eine engere Be
grenzung, wenn wir die DEBYEsche Grenze (180) und (12) berück
sichtigen: 

_ (-0) _ h"n _ ~(·3Ni ·)i 
UD - e ± -1' - e ± kT - e ± kT- 4n V ' 

wo Ni die Gesamtionenzahl im Volumen V bedeutet. 
Um die DEBYEschen Grenzen mit den oben benutzten zu ver

gleichen und zu bestätigen, daß die ersten tatsächlich viel enger 

Brillouin, Quanten"tatistik. 23 
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sind, müssen wü' beweisen, daß für alle schnellen Elektronen die 

Beziehungen: hVm ~ hVM = 2m W VI (VI P W) 

gelten. In der Tat sind die Geschwindigkeiten VI in der Nähe 
der Grenzgeschwindigkeit v' von der Größenordnung 5· 107 bis 
2· 108 ; dagegen ist die Geschwindigkeit der elastischen Wellen von 
der Größenordnung 105 • Andererseits gilt für die Elektronenzahl N 
die Beziehung N = Niy (y = Ionenvalenz). Wir erhalten daher: 

hVn = h W ( 3Ni )t = (~)t h W ( ~~)t = (_~)t m W v'. 
4nV r 8n V r (185) 

Es ist also: 
hVD = (~Ym Wv' < 2m Wv', 

oder: 
lID< V'" bzw. VM. 

Für Elektronen mit Geschwindigkeiten in der Nähe von v' (I:: in der 
Nähe von Null) sind somit die DEBYEschen Grenzen enger als die 
parabolischen Grenzen (184). Insgesamt bildet also das Integra
tionsgebiet unserer Gleichung einen engen Streifen parallel zu der 
Parabelachse, der durch einen Parabelbogen abgeschlossen wird 
(Abb.41). 

Welche singulären Punkte gibt es unter diesen Umständen? 

( E') 1. Den schon erwähnten Pol 10 = - kT . Er befindet sich in 

P, an der Integrationsgrenze. In diesem Punkte sind die Koeffi
zienten A und B unendlich. Dieses Unendlichwerden kann nur 
dadurch kompensiert werden, daß die Integrationsgrenzen Um 

und UM einander gleich werden, so daß das ganze Integrations
gebiet verschwindet. 

2. Ein zweiter Pol tritt auf, wenn die Funktion ® (u) verschwin
det. Dieses kann vorkommen, wenn die Integrationsgrenzen von 

E' 
(181) gleich sind, d. h. für u = - kT' Auch dieser Pol Q befindet 
sich an der Integrationsgrenze. 

Die beiden Pole P und Q befinden sich im Innern des Streifens, 
der durch die DEBYEsche Bedingung definiert ist. Es gilt nämlich: 

e 2mW2 

'l'>kT' 
denn k0 ist nach (185) von der Größenordnung des Ausdruckes 
m W v', und v' ist viel größer als W. 

Zusammenfassend behaupten wir: als Integrationsgrenzen 
müssen für schnelle Elektronen (10 :'" 0) die DEBYEschen Grenzen 
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genommen werden, dagegen bei langsamen (10 ",l - ~~) die para

bolischen Grenzen um und uM' In diesem letzten Gebiet er
scheinen zwei Pole P und Q. Im folgenden werden wir die Eigen
tümlichkeiten, die bei kleinen Elektronengeschwindigkeiten auf
treten, vernachlässigen und in (177) und (179) die DEBYEschen 
Grenzen BIT benutzen. 

Für die Sicherheit der Ableitungen ist es aber unbedingt not
wendig, eine vollständige Analyse unserer Gleichung in der VOL
'l'ERRAschen Form (183) durchzuführen. Man stellt leicht fest, 
daß die klassische Methode der Kerniteration, die im Falle der 
FREDHoLMschen Gleichung so bequem zum Ziel führt, auf unsere 

-1 

-8~2 

1+ m WZ 
'l-E. 

Ahb.42. 

Gleichung schwer anwendbar ist, denn bei jeder Iteration dehnt sich 
das Integrationsgebiet weiter aus und wird schließlich unendlich. 
Es ist dann eine heikle Aufgabe, die Konvergenz zu beweisen und 
die Existenz eines die Gleichung lösenden Kernes festzustellen. 

Um diese allgemeinen Hinweise zu erweitern, wollen wir die 
Kurven zeichnen, die die Änderung des Ausdruckes 1 + A ~ - B ~2, 
der in (177), (179) und auch in (183) auftritt, darstellen. Dieser 
Ausdruck ist aus dem Glied mit a2 in (174) durch Vermittlung von 

(175) entstanden. Er ist von Null verschieden, da a2 = 1'/1,~2X von 

a1 verschieden ist. Die Elektronengeschwindigkeit nach dem Stoß 
v2x ist eine andere als die Geschwindigkeit VI" vor dem Stoß. Die 
beiden Fälle ±A ~ erhält man, wenn man ~ von -~rn bis +~M 
variiert (184). Die Kurven der Abb. 42 zeigen schematisch den 

23* 
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Kurvenverlauf für Elektronen mit einer nicht zu kleinen Ge
schwindigkeit VI (Energie EI)' Die Grenzen ± BIT, die der DEBYE
schen Frequenz ±h1'D (gemäß der Beziehung kTI; = hy) ent
sprechen, sind enger als die Grenzen -1;", und I;M [denen die Fre
quenzen 2 m(W2 ± Wv I ) entsprechen]. Wenn VI zu klein wäre, 
würden die Größenverhältnisse die umgekehrten sein. 

Es ist wesentlich, daß unsere Integralgleichung beim Ver-

schwinden der rechten Seite (Feld E = 0 und Gradient ~.~ = 0) 
keine andere Lösung hat außer Null und daß unter diesen Um
ständen die Verteilung F o [Gleichung (173)] die einzige stabile ist. 
Diese Behauptung folgt als Spezialfall aus dem allgemeinen Theo
rem der Entropiezunahme (sechstes Kapitel, Abschnitt 11). Wir 
haben seinerzeit [sechstes Kapitel, Gleichung (64)] folgende all
gemeine Formel für die Entropieänderung aufgestellt: 

~ ~/-j = ~ log~'-'::- b;n; :tni 
k dt ~ n; dt' 

i 

wo ni die Anzahl der Teilchen von der i-ten Art (Elektronen, 
Photonen, Protonen usw.) bedeutet, die sich in den gi Zellen, die 
einer bestimmten Bewegungsgröße entsprechen, befinden. Der 
Koeffizient bi beträgt - 1 für Photonen und Schwingungsquanten, 
+ 1 für die Elektronen. 

An dem jetzt betrachteten Vorgang der Elektronenstreuung 
in Kristallen sind zwei Arten von Teilchen beteiligt: Elektronen 
und Schwingungs quanten (elastische Wellen) des Gitters. 

Die Verteilung der Schwingungsquanten soll nach BLOCH 
dauernd dem thermischen Gleichgewicht entsprechen, also durch 
die PLANcKsche Formel (152) bestimmt sein. Man erhält daher 
für diese Schwingungen die Beziehungen: 

g-bn g+n hv (jQ 
b = -1, log-n- dn = log·n dn = kT dn = - kT' 

wenn mit () Q die von den elastischen Wellen a bgege bene Energie 
bezeichnet wird. 

Betrachten wir jetzt die Elektronen (b=+ 1) und untersuchen 
wir die Bedeutung eines Stoßes, bei dem ein Elektron aus der 
Zelle a l bl Cl in die Zelle a2 b2 c2 oder zurück übergeführt wird, für 

die Entropieänderung. Wir haben in (158) den Wert von _ 8:/ 
= + ~~2 berechnet, worin F I und F 2 die Elektronenzahlen beider 
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Zellen bedeuten. Der Vorgang a1 ---+ a2 ist von der Emission 
des elastischen Quantes hv = h(1'2 - "1) begleitet, der inverse 
Prozeß führt zur Absorption eines solchen Quantes. Es ist also: 

Tragen wir diese Werte in (64), sechstes Kapitel, ein. Wir er
halten nach (158): 

-} ~f = - (log 1 --;lF1 _ log 1 --;2F2 _ ~~\; 1 ) dd~l 

_ [(1 - F 1)F2 h('~;Vl)] C2h2 h" 
---log (i-F2)F1e ':Lr2 m 2 MWZ-(-1v) 

ek'l' _ 1 

• ~n2ni~~ - v2l! [F (I-F) -F (I-F )e~;]' 
2 n (v, + " - "2) 1 2 2 1 

Dieser Ausdruck kann in Analogie zu (66), sechstes Kapitel, um
geformt werden: 

\ (186) 

J 
hVl 

x-~Fl' 
1 - 1 _ F 1 e , 

h 1'2 

X -~ kT 
2 - 1 _ F 2 e . 

Der Koeffizient K ist stets positiv, denn sin % ist gleich 1. 
dS/dt ist daher stets positiv. Dieser Ausdruck kann höchstens 
gleich Null werden, und zwar nur, wenn F identisch mit der 
FERMIS ehen Funktion F o (153), (173) ist. Die uns interessierende 
Integralgleichung hat also beim Verschwinden der rechten Seite 
nur die Lösung Null. 

23. Fall der hohen 'l'emperaturen; Lösung durch Reihenent
wicklung nach Potenzen von 1'. Es ist sehr bedauerlich, daß wir 
keine genaueren Angaben über die Eigenschaften der Lösungen 
unserer Integralgleichung zu machen imstande sind. Wir sind 
daher darauf angewiesen, auf einem mehr empirischen Wege nach 
Lösungen zu suchen. 
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Bei hohen Temperaturen sind die Integrationsgrenzen ±fJjT 
sehr eng. Wir dürfen dann versuchen, die Lösung durch eine 
Reihenentwicklung darzustellen. 

Es sei also: 
k fJ <;:: k T <;:: E', (187) 

d. h. die Temperatur sei hoch, aber nicht so hoch, daß die Ent
artung des Elektronengases stark vermindert wäre. Wir benutzen 
die Gleichung in der Form (179), mit der unbekannten Funktion 
c(c) von BLOCH. Wir setzen voraus, daß nur Elektronengeschwin
digkeiten VI' die schon nahe an v' liegen, von Bedeutung sind 1. 

Wir entwickeln alle Ausdrücke in Reihen nach Potenzen von f', 

das wir als klein voraussetzen, und suchen c(c) als die Summe 
der Reihe: 

(188) 

zu bestimmen. Man überzeugt sich in der Tat leicht davon, daß für 
sehr große T eine erste Näherung mittels eines konstanten Wertes 
von C(e) gewonnen werden kann, was mit den anderen Funktionen 
X oder X nicht möglich gewesen wäre. 

Wir entwickeln die rechte Seite von (179) in eine Reihe: 

D(e) = Do + D1f' + ! D 2 c2 + ... + n~Dncn + .. , (189) 

Durch Benutzung der Formeln (178) und Entwicklung der 
Quadratwurzel, die VI darstellt, erhalten WIr: 

V' hMmW4 ( OE') 
D o = (kT)3 -Yc2 eE -(ja: ' 

D I = (k~2FP ~1r-~:V4 [+(eE - ~!/) _.~ ~f], 

1 Der Pol 1\ = 0 kann eine Anomalie für sehr langsame Elektronen be
dingen. Solche haben aber für die Leitfähigkeit wahrscheinlich keine merk
liche Bedeutung. 
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In der gleichen Weise ent",ickeln wir auch die Funktionen A 
und B: 

A = i~, [1- e~,T + (~~,Tt·· (-I)n(~i;T .. -], I 
. ~ (190) 

B = 2-~ y-i (-~-r [1- E~~ ••• (- l)n(~~J'r· .. ]. J 

Die Transformation des konstanten Koeffizienten in B beruhte 
auf den Beziehungen (171) und (185): 

E' h2 -?-(3Ni )§ ke = 2-5Wh(3Ni )-n, 
= 2m yB 8,,-V . , 8"V 

k2 T2 _1 _ 2 (T)2 
4mW2 E' = 2 :r y :r (9/ 

(Ni = Zahl der Ionen im Volumen V; y = Valenz). Die Un
gleichungen (187) zeigen, daß A immer sehr klein gegen Bist. 

Wir entwickeln noch folgende Ausdrücke nach Potenzen von ~: 

e' + 1 1 1 

e'+e-I; l+:'-"~-=--! 
e' + 1 

~ ~2 
1 --- + + ". 

1- ~ 2 6 

e' + 1 
~ ~2 

= I + ~ ~-:-- ~,-~61~-' "+ (e7-:1)2 (1 - ; + ~-r + ... 
(191) 

~ ~2 e' _ 1 ~3 (e2 ' - 4e' + 1) 
= I + --------+---- - -- + ... , 

e' + 1 2 (e' + 1)2 6 (e' + 1)3 
analog: 

, e' + 1 e - E + 1 e' ~2 e2 ' - e'-
e'-.-, = ---, = 1 + ~-- + ----.-

e' + e~ e- E + e-~ e' + 1 2 (e' + 1)2 

~3 (e3 ' _ 4e2 ' + eH) +--- + .... 
6 (e' + 1)3 

Der Klammerausdruck in (179), der die unbekannte Funktion 
c (E) enthält, kann folgendermaßen formuliert werden: 

c(E)-(I+A~-B~2)C(E+~) I 
= - t{C'(E) + AC(f:) + n~ C"(E) + AC'(E) - BC(E)] (192) 

+ ~2U;C"'(E) + lAc" (E) - Bc'(e)] + ... }. 
Wir tragen alle diese Ausdrücke in die Integrale (179) ein, die 

jetzt beide zwischen den Grenzen 0 und e/T zu nehmen sind. Denn 
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wir betrachten nur den Fall der kleinen f;' Werte, also großer Ge
schwindigkeiten. 

Durch Einsetzen und Umgruppieren erhält man: 

r I! A I 2 B ( I A) ce - 1 - c - 2 c + C + C + c ----
c' + 1 

+ -~- - cl!- 2Ac' + 2Bc -+ (c' + Ac) 5:---=--
._[ 2e 1] 
2 (ce + 1)2 

(193) 

+ ... 
Dieses Integral, in dem die A, B, C, Cl, Cu, ••• Funktionen von 

f: sind, muß jetzt der Reihe (189) gleichgesetzt werden. 
In (193) treten Integrale von folgendem Typus auf: 

ff)IT (el'l' i;,,-ld:; 
F n(~)' = :"dL = -~---12- - --

T e"-1 1+--+-+ ... 
• 2 6 

o () 

"':,/T ( , ):" ) 
= j ~n-l 1 - -~ + ti + ... M 

=I(~r[~ - (2n.!-t2) -~ + (f2n!-t-Ü ) (~-y + .. '1·1 
Die Glieder mit ~3 (oder mit g3/T3) verschwinden. 

Die Integralgleichung (179) erhält somit die Form: 

(F4 + ~ F 5 ) [- cl! - 2Acl + 2Bc + (c' + AC):: ~-i] 
c'", .. ..4. C"I I! ('Cl" "A c" ,) eE - 1 

-12- - -j---j-Bc + ,6+-2-- Bc i-+l 

+ F6. + (_ c; - .4{ + ~C) (:: ~ ~r 
c' + Ac (eF - 1) (e2E - 4e' + 1) 

+- -6 (~;+l) -te' + 1)2-

= Do + DIE + iD2c2 + .... 

(194) 

(195) 
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Die A, B, c, c' und c" auf der linken Seite sind Funktionen 
von E, die wir nach (188) und (190) entwickeln können. 

Andererseits ist: 

F -l-lF =~(.f!)4[1_}(.~~)2+ 1 (f))3_ ~_(6)4+ ... 
4'2 5 4T 9T 42T 240T ' 

F = ( (~})6 [_1_ _ 1..C-J + ~. (("~)2 + ... j 
6 T 6 14 T 96 T . 

Die aufeinanderfolg!:mden Glieder der rechten Seite von (195) 
nehmen sehr schnell ab [vgl. [189)], denn DnjDo ist von der 
Größenordnung von (kTjE't, also sehr klein. Wir nehmen an, 
daß auch die aufeinanderfolgenden Glieder der Entwicklung (188) 
für C(E) entsprechend schnell abnehmen, so daß man c~ und c~ 
neben Co vernachlässigen kann. Später wird man feststellen 
können, ob diese Annahme berechtigt ist. 

Sammeln wir in (195) zunächst die von E unabhängigen Glieder. 
Wir erhalten dann: 

(F4 + ~.F5)(-C;;-2Aoc~+2Boco) 

( c"" c'" ) + 1'6 ,-i2 - Ao~ + Boc;; = Do· 
(196) 

Darin kann c~ und (infolge der Kleinheit von A o) auch 2 Ao c~ 
gegen 2Boco vernachlässigt werden. Mit Hilfe von (189) und (190) 
finden wir: 

.! i Vi 

Co = 2 Y -(k B)2kT 

111m W4 h( OE') 1 
. --1/02 - eE - 0 x 1 _ --C;_I..:-(-:-f~~~)-:C2-+-CJ;-.. _-;-(§J7:"_"-::)3'----+--

9 T 42,T, 

(197) 

Die Glieder in Ao c~ und c~ sind fortgelassen worden. Wir werden 
später ihre Größenordnung nachprüfen. Die Vernachlässigung 
der Glieder in C~" und c;;' ist sicher berechtigt. 

Jetzt gehen wir zu den in E linearen Gliedern überl : 

1 Man hat nämlich folgende Entwicklungen, in denen die Glieder bis 
zu denen mit ,,3 berücksichtigt sind: 

e' - 1 ,3 

e' + 1 2 - 12' 

kT 
Bi, = -Ho-E'; 

A~ = -..1 0 ~~ ; 
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=D1 • 

Behalten wir in erster Näherung nur die Glieder in Co und c~. 
Man erhält dann: 

2 BOC(l[(F4 + -~-Fs)(l + 4~o + ~: ~;) - {-F6 (1 + 121BJl 
= D1 + 2 Boco k; [(F4 + .. ~ Fs) (1 - 4~~ :;) + F64:~o kE~] 

kT[ AoE' ( 1 F s )] 
['-2D1 + D o E' 1- 4KFT 1- '(2 (F.+~ F5) • 

Nun ist aber: 

~: Je; = 2~l- (~~r ~ 0, 

4~~ :~ = 8~~ = 2~i (-~y, 
1- 112 ]ii:-fbi'5~ 1 -l~(;r· 

(199) 

Einige elementare Rechnungen führen, wenn man nur die Glieder 
bis zu (ejT)3 behält, zu folgender Beziehung: 

, .~ . .2. 11 hMm W' 
c()= 2 3 y3 (kf))2E'vTJ2 

j}_ (e E - OE') f1 - ~tJ'~ (("))21-1!' ~~ + "'j 
. ~ __ ~xJ_-.!2_~~_.~_~O.!~~_ . 

1 + [+(i-)~ -&1(;r +:1 (-~r + ... J 

(200) 

Wir sehen, daß c;, von der Größenordnung von Co ~~ ist, also 

viel kleiner als co' Dadurch werden die oben gemachten Vernach
lässigungen gerechtfertigt. 

Um c~ zu bestimmen, müssen wir in (195) die Glieder mit [2 

sammeln. Indem wir die gemachten Erfahrungen verwenden, be-
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rücksichtigen wir von vornherein nur Ausdrücke in Co, c~ und c:: 
und vernachlässigen alle Ableitungen höherer Ordnung: 

[
- A(; C(, - 2 A()c;; + B~ Co + 2 B6c;) 1 

(F4 +iF 5)' "1" I , + Boco + jlCO + iAoco + iAoco . 

[ 
tA;)C(;-!B~C;)+!B(;C;;-!BoC;;. 1 (201) 

+ F 6 • 1" 1 A '+ 1 B c:; A~co Aoc;' 
- 16 Co - 8 0 Co -8 0 Co - 24 - 24 . - 24 

= iD2 • 

Die weitere Rechnung ist ziemlich umständlich: man muß 
Co und c~ durch ihre Werte (197) und (200) und D 1 durch (189) 
ersetzen. Die Näherungen (199) sind zu berücksichtigen. Wir 
brauchen für spätere Ableitungen nur das erste Glied von c~. Wir 
werden daher die Korrektionsglieder mit Potenzen höher als 
( e j T)2 außer acht lassen. Unter diesen Vereinfachungen lautet 
das Ergebnis: 

4 2. V' T hMmW4 

cf; = 2-a-y3 k'(~(E/)2 ( .. )- ---1'-02--

(eE- ~~){! _- i({)~(~r-112(f;?n 1-~. -~+ 12:4 (~Jnl 
1 - (-; r [~ -(~-)!] (202) 

~ ~~. [3 - -~- (~)\~r] 
- -~-(~r [{--üYf 
C~ ist demnach tatsächlich eine sehr kleine Größe, von der 

Größenordnung co(kTjE')2. Man muß aber auf die Korrektions
glieder in (E'ejkT2)2 achten, die die Größenordnung co(ejT)2 er
reichen und von dem Ausdruck F 6 Bo Co in der vorangehenden 
Gleichung stammen. Bei tiefen Temperaturen sind sie die wichtig
sten im ganzen Ausdruck (202). Bei hohen Temperaturen sind 
sie dagegen zu vernachlässigen. 

Es ist wesentlich, sich eine Vorstellung über die Genauigkeit 
der abgeleiteten Werte von Co, C;), c;; zu bilden. Entnehmen wir 
c;) und C;; aus (200) und (202), tragen diese Ausdrücke in (196) 
ein, wo wir die Glieder (F4 + iF5 ) (-c~ - 2AOC;)) + F 6 BoC:: 
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vernachlässigt haben und versuchen zu bestimmen, welche Kor
rektionen im Ausdruck (197) für Co durch diese vernachlässigten 
Glieder hervorgerufen werden. Man erkennt sofort, daß diese 
Glieder von der Größenordnung co( k8jE')2 und co( 8jT)4 sind. Wir 
können also annehmen, daß die Formel (197) bis auf Glieder 
solcher Ordnung korrekt ist. Diese Genauigkeit reicht für unsere 
Zwecke vollkommen aus. 

24. Leitfähigkeit bei hoher Temperatur. Nachdem wir die 
Funktion c(c:) bestimmt haben, kennen wir die Elektronenver
teilung: 

F = F o + a1X = Fo + ~A'X ~~ (ee+i~i:)=:'-+Ti 
nach (168) und (179). Unsere Funktion c(c:) soll eine langsam sich 
ändernde Funktion sein. Die Korrektur X, die an der normalen 
Verteilung anzubringen ist, nimmt daher nur in der Nähe von 
c: = 0 merkliche ~Werte an. Denn der Koeffizient 

1 
----------,_._-

(eE + 1) (e- r + 1) 

verschwindet exponentiell, sobald e merklich von 0 verschieden 
wird. 

Die Anzahl der Elektronen mit Geschwindigkeiten Vlx (bis 
Vl x + dVl:l,) , Vl y , V1z, die sich im Volumen dxdydz befinden, 
beträgt: 

denn F ist die Anzahl der Elektronen in einer Phasenraumzelle. 
Der Koeffizient 2 ist durch den Drall bedingt. 

Die elektrische Stromdichte ist demnach: 

J", = 2e(7i-Y i/lVI x F dv lX dv lY dv lZ 

(203) 

= ;;; (~)J~, ~21~~ev;~:l)' 
u 

Da vi", gleich t v2 ist, können wir vom dreifachen zu einem ein
fachen Integral in v übergehen. 
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Kehren wir zu der Variablen e (171) zurück: 

kT[ 2 I 1 B v~dv = m ni(E + ekT) 2de. 

Daraus 

(204) 

Das Integral kann von -00 bis +00 genommen werden, denn 
nur die Umgebung von e = 0 gibt einen merklichen Beitrag zu 
seinem Wert. 

Für die Dichte des Wärmestrome;; erhält man m analoger 
Weise: 

(205) 

Bei der Bestimmung von (205) sind genau die gleichen Umfor
mungen benutzt worden wie bei der Gewinnung von (203). 

Wenn wir auch hier von der Variablen v zu e zurückkehren, 
erhalten wir: 

In den beiden Formeln (204) und (206) können wir c(e) durch den 
Ausdruck (188) ersetzen und den Zähler nach Potenzen von e 
entwickeln: 

( kT)IL (. 5kT) 
c .1 + e 7F 2 = Co + c~ + Co 2 E'· e 

(207) 

+ [~[ + c' ~_k_~ + c !_~ (·~)2l 132 -f- .,. 
2 (} 2E' 0 8 E' 
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In den Integralen (203) und (206) müssen jetzt noch folgende 
Ausdrücke berechnet werden: 

+00 

f· d, I -1 ;+00 
- ----------- = . ---- , = 1 

F -f! 1:' i ' • (e + l)(e + 1) e + 1 '_00 
-00 

+00 

f' cdE = 0 
• (e f + 1)(e- f + 1) 

und 

! -2,,2 100 f Ed, ;r2;1;2 

= leF+~llo +4 ~;-+1 =4 Y2 =3' 
o 

Das letzte berechnete Integral tritt schon in der Theorie von 
SOMMERFELD auf. 

Wir erhalten somit letzten Endes: 

.Jx = 1~~i(2mE'):~ [Co + ~2 (c;; + 3c~~: + _~"CO~;~2) + ... j '1 
16 2 'l[ 2( kT 1" k2T2) 1 (208) 

G'x= 3h:-E'(2mE') 2 co+ ~- cr: +5c(, E' + 4oCO-E!2 + .... 

Was haben wir vernachlässigt, indem wir die Reihenentwick
lungen bei [2 abbrachen? Die Glieder mit 8 3 hätten bei der In
tegration Null gegeben; die mit E 4 hätten eine Korrektion von 
der Größenordnung Co (k TjE')4 verursacht. Unser Hauptkoeffi
zient Co ist aber nur bis auf Glieder solcher Ordnung berechnet 
worden. Es ist also nur konsequent, daß wir uns mit den Gliedern 
in ('2 begnügt haben. 

Für die Koeffizienten 1:0 , c~ und 1:;; besitzen wir die Ausdrücke 
(197), (200) und (202): 

c P(e E ~ ~}g:') [1 + 2. ('('!..)2 ~ 1 (_~)3 + ... ] 
o . ()x 9 T 42 T. _ ' 

c~ P~(eE ~ ~f) f-~ - (~rÜ~ - ;2) - ;i(#t + ... J 

Pk ~T r1 + (("'J)2('~ ~ _1 r:') + ... j , 
ox l T \18 2 23-
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mit: 

Wir erhalten somit für J x und Cx die Formeln: 

J .=16.':.2_~MW4 (4y)! (~mE')2 {(eE _ ~EI')[I _ _ 1_ ("'2 -1)( 6)21 
x 3h3 VC2 (H-J)2k T 8x 9 8 T 

\. ( 2)J 1 ",2 f) 3 '" k T 2 (--) 2 5 )'.-+---(- - 1)(-~) + ... ] + (-) .1 + (-) - ---
42 4 T . E' T 18 2i / _ 

_ ;r2k2 T.. ~T II + (,:!_)2(13 I'!)\ + ... l} 
E' 8 x , T ,36 - 2f J ' 

(209) 

Die elektrische I~eitfähigkeit 0 erhält man daraus, wenn 
man das Metall als homogen und isotherm voraussetzt, so daß 
8E' 8T 
fJx = 8x = 0 wird. Wir bekommen dann aus (209): 

0= i = 16Jl~1~fEy:kf) (~)[1-~ ("'; - 1)(~rl 

+ :2 (~ - 1) (~t + ... + (Jl~;T-t (. .. )] , 
(210) 

denn nach (185) ist: 

2mE' = m2 v'2 und mv'lV = U)! kfJ. 

Andererseits kann man schreiben: 

, E' r (Tl k T)2 1 8 T C = J II + --- . .. - u ,- . 
x e x E' dx 
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In dieser Formel erscheint der Koeffizient der Wärmeleitfähigkeit: 

= 16n.2M )"~(k_(~)2 • n2 k {I + (_8)2 [10 _1 (L)' ~] _ 3(=~)2 } (211) 
X 3h3 V 0 2 3 . T 36 2 2. E" .• 

[unter Vernachlässigung von Gliedern mit (kBIE')2]. 
Um den Wert dieser Ergebnisse zu beurteilen, wollen wir sie 

mit den Formeln der einfachen SOMMERFELDschen Theorie ver
gleichen. Wir gehen also von den Formeln (44) des siebenten 
Kapitels aus. Wir setzen darin die freie Weglänge 1 als konstant 
voraus, d. h. wir nehmen an: 

: ~ = 0, Vo = a l, VI = ll~ ( 1 + i;) , V 2 = a~l ( 1 + ~~) , Li = l. 

Dies ergibt: 

3h 3a OX . ox (')12) 
J x= 16'!~3r11'. alk T leE - (a + n2')k~! - k T ~~] , 1 
C =16",ml(akT)2(1+.!'~·)reE_('a+2n2.)k~T -kT~al. -

x 3h3 3a" 3a ox Ox 

Unter Berücksichtigung der Beziehung: 
E' 

a= !CT 

ergibt sich aus den letzten Gleichungen: 

C = 1E~ J (1 + n2 ~2T2) _ x~! (213) 
'" e x 3 E'2 0 X ' 

_ 16n3ml 2 ,(' n2 k2T2) 
mit XSommerfeld - -W- k TEl + T E'2 . 

Unsere Formeln (209) und (211) haben mit (212) und (213) 
große Ähnlichkeit in dem Grenzfall, wenn die Glieder mit (BjT)2 
vernachlässigt werden können. Der Vergleich unserer Formeln 
für die Strom dichte J", und die Leitfähigkeit x mit den SOMMER
FELDschen gibt für die mittlere freie Weglänge den Wert: 

1 MW2" 2.(i·1 
= VC2-lcT .> Y"· (214) 

Die l-Werte, die man auf diese Weise aus der elektrischen und 
der thermischen Leitfähigkeit bekommt, stimmen überein, so
lange man die Glieder in (kTIE')2 und (BIT)2 vernachlässigt. In 
diesem Grenzfall führt also die neue Theorie zu dem WIEDEMANN
FRANzschen Gesetz mit demselben Wert des Proportionalitäts
faktors wie die SOMMERFELDsche Theorie: 

" k 2 n 2 
-,~-- ----. 
o T -- e2 3 . (215) 
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Wenn man aber auch die Korrektionsglieder berücksichtigt, 
hört die Übereinstimmung auf. In der Tat lautet die Formel für 
die Strom dichte J" nach SOMMERFELD : 

J __ ,!_ (e E _ (J E' _ ",-2k2! 0 T) 
,,- e ox 3E' ox . (216) 

Die Glieder in a Tjax sind also von den in (209) auftretenden 
verschieden. Die auf diesen Gliedern [sowie auf denen in (BjT)2 
und (kTjE')2 im x-Ausdruck] beruhenden thermoelektrischen 
Effekte müssen also in der neuen Theorie anders ausfallen als in 
der ursprünglichen. Wir glauben nicht, daß diese Differenzen 
nur auf den Vernachlässigungen beruhen, die im Laufe der oben 
gegebenen Ableitungen zugelassen wurden. Es scheint vielmehr, 
daß die BLocHsche Theorie in diesen Fragen von der SOMMERFELD
schen tatsächlich abweicht. 

Wir finden nach der BLocHschen Theorie für gewöhnliche 
Temperaturen eine umgekehrte Proportionalität der Leitfähigkeit 
mit der absoluten Temperatur. Für weitere Temperaturbereiche 
gilt aber eine kompliziertere Beziehung. Wenn man auch die 
Glieder in BjT und kTjE' berücksichtigt, so erhält man: 

0= ~[1- _}(~2 -1) (~t +~(-'~2 -1) (-~r + ... +n2(~~r + ... ]. (217) 

Darin ist K ein charakteristischer, temperaturunabhängiger Koeffi
zient. Die von der Theorie geforderten Abweichungen vom WIEDE
MANN-FRANzschen Gesetz sind aus folgender Formel zu ersehen: 

o~=~2(~r{I-(~n-!-(~)~-!-~l-4(n~,Tr+ ··l (218) 

Es ist interessant, zu sehen, in welcher Weise sich die genauere 
Theorie bei gewöhnlicher Temperatur so weit vereinfacht, daß sie 
praktisch mit der SOMMERFELDschen Theorie übereinstimmt. Es 
wurde schon früher (Abschnitt 15) bemerkt, daß der Austausch 
von Energiequanten hY zwischen dem Gitter und den Elektronen 
für letztere nur sehr kleine prozentuale Änderungen der Energie 
mit sich bringt. Die Stöße verlaufen also fast elastisch. Das 
Quant hY kann nur bei tiefen Temperaturen eine größere Be
deutung haben, da es dann einen nicht zu vernachlässigenden 
Bruchteil der im Metall verfügbaren thermischen Energie darstellt. 

Ein anderer wesentlicher Punkt in unseren Ableitungen war 
die Einführung eines Streuungsgesetzes, das in Übereinstimmung 
mit der FERMlschen Statistik stehen sollte. Dies war der wesentliche 

Brillouin, Quantenstatistik. 24 
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Inhalt der Abschnitte 18 und 19. Es ist leicht zu sehen, daß bei 
den üblichen Temperaturen unsere Formeln sich auf die von SO]\1-
:M:ERFELD abgeleiteten reduzieren. In allen Formeln (158) bis (166) 
setzten wir die Anzahl der Elektronen, die infolge von Streuung in 
der Zeiteinheit aus der Zelle a 1 in die Zelle a2 gelangen, proportional: 

F 1(I-F 2), 

während die Anzahl der Elektronen, die nach dem Stoß in die 
Zelle a1 geraten, durch den Ausdruck: 

hv 

F 2 (l - F I ) ek1' 

bestimmt war. In alle Formeln ging die Differenz der beiden 
letzten Ausdrücke ein. Bei gewöhnlichen Temperaturen ist aber 
eJT klein, kvJkT daher auch klein; denn es gilt ke = kl']), wo 
J'D den DEBYEsehen Maximalwert von v bedeutet. 

Die obige Exponentialfunktion ist unter solchen Bedingungen 
fast gleich 1, und die Differenz der beiden Übergangswahrschein
lichkeiten ergibt sich näherungs weise zu: 

hv 

F I (l-F2) -F2(l-FI)ek1'C'JFI-F2' 

Dieser letzte Ausdruck ist gerade der von SO:M::M:ERFELD benutzt,e: 
SO:M:MERFELD setzte die Anzahl der von a 1 nach a2 übergeführten 
Elektronen proportional der Anzahl F 1 der Elektronen in a1 , und 
die Anzahl der von a2 nach a1 übergeführten proportional F 2 

[vgl. siebentes Kapitel, Abschnitt 3, Gleichung (30b)]. 
Im siebenten Kapitel haben wir unterstrichen, daß die Theorie 

von SOl\IMERFELD wesentlich auf der Vorstellung von elastischen 
Stößen beruht, bei denen die Elektronen ganz ohne Energieverlust 
gestreut werden. Bei hohen Temperaturen sind die Energie
änderungen um ± h 1', die die Elektronen nach der neuen Theorie 
tatsächlich erleiden, relativ so klein, daß man sie in der ersten 
Näherung vernachlässigen darf. Dies ist die Ursache, warum man 
in diesem Fall zu Formeln kommt, die denen der SOMMERFELD
sehen Theorie sehr ähnlich sind. 

25. Niedrige Temperaturen; Integration durch fortschreitende 
Nähtlrungen. Wir setzen wieder voraus, daß nur die schnellsten 
Elektronen eine Rolle spielen 1. 

1 Die Anomalie, die mit dem Auftreten der beiden Pole P und Q im 
Gebiet langsamer Elektronen verknüpft ist (Abschnitt 21), hätte eine ein
gehende Untersuchung verdient. 
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Die Lösungen, die wir im folgenden bilden werden, sollen sich 
auf das Verhalten von Elektronen beziehen, deren Geschwindig
keit VI nahe an die Grenzgeschwindigkeit v' heranreicht. Unter 
diesen Umständen sind in den Gleichungen (176) und (179) die 

(-j 
Werte ± Tals Integrationsgrenzen zu benutzen. 

"Hohe" Temperaturen sind dadurch gekennzeichnet, daß die 
Schwingungen des festen Körpers voll angeregt sind, so daß auf 
jeden Freiheitsgrad eine Energie von etwa k T Kalorien entfällt. 
Der Bruch ~/e!; - 1, der in unseren Integralen auftritt, entspricht 
dem Ausdruck: 

hv 
. -jt;-- '" k T . 

e"1' - 1 

Die Integrationsgrenzen sind in diesem ]'all sehr eng. 
Im Gegensatz dazu sind bei "tiefen" Temperaturen (T ~ (oj) 

nur wenige Schwingungsquanten angeregt. Die Oszillatoren mit 
hohen Frequenzen enthalten praktisch überhaupt keine Energie. 
Die Grenze BIT ist groß, und der Bruch ~/(e' - 1) verschwindet 
exponentiell schon lange bevor diese Grenze erreicht worden ist. 

In diesem Fall muß zunächst die Größenordnung des Aus
druckes 1 ± A ~ - B~2, der in (177) und (179) auftritt, untersucht 
werden. Die Variable ~ variiert zwischen ° und BIT, und wir 
finden (vgl. Abb.42, Abschnitt 22), daß sich der Ausdruck: 

1 ± A~ - B~2 

von dem Wert: 

bis zu dem Wert: 

(219) 

ändert. [Die Abkürzungen sind in (219) dieselben wie in (185).] 
Wenn wir uns mit den Elektronen beschäftigen, bei denen VI nahe 
an v' liegt, so ist der Minimalwert von 1 ± A~ - B~2 ungefähr 
gleich: 

1- }(:)~ ~ 0,2 

(wenn y = I ist, d. h. für einwertige Metalle). 

24* 



372 Bestimmung der mittleren freien Weglänge der Elektronen. 

Der Mittelwert des untersuchten Ausdruckes für das ganze in 
Frage kommende Gebiet beträgt etwa 0,8. 

Bei tiefen Temperaturen verschwindet, wie wir gesehen haben, 
die zu integrierende Funktion schon lange vor der Erreichung der 
Grenze e/T. Unter solchen Umständen kann sich der Wert des 
Ausdruckes 1 ± A ~ - B ~2 niemals stark von 1 entfernen. 

Was bedeutet dieser Ausdruck? Er stellt das Verhältnis 
V2x/V1:J; der x-Komponenten der Elektronengeschwindigkeiten vor 
und nach dem Stoß dar. Wenn dieses Verhältnis genau gleich 1 
ist, so bleibt die Bewegungsgröße längs der o x-Achse unverändert. 
Dies bedeutet unendliche elektrische Leitfähigkeit. Kein Zu
sammenstoß vermag die im elektrischen Felde beschleunigten 
Elektronen abzubremsen. 

Dieser Punkt verlangt eine nähere Betrachtung. Wir werden 
diese Diskussion benutzen, um eine Methode der Lösung unserer 
Integralgleichung durch schrittweise Näherung zu begründeni. 

Schreiben wir die Gleichung (177) unter Übertragung der Glie
der mit A und B auf die rechte Seite nochmals auf: 

e/T 

J.:2d~ l~~ + ~~ - x (e_+ ~) + e"x(e - ~)] 
e' - 1 eE + e-' e'-~ + 1 eE + 1 

o 
hMm W4 e'" ( iJE) 

= VC2(kT)3 (eE +1)2 VI eE + kT eTx/ 
e/T 

1 j ~2d~ l(A~ - B~2)X(c + ~) ... 1 
+ ~~+i l-~l - (A~ + B~2)e~x(c - ~) j. 

o 

Wir betrachten zuerst die homogene Gleichung, setzen 
die rechte Seite gleich Null. Es gibt dann eine Lösung: 

K 
XI(e) = e-' + l' cI(c) = K, 

(220) 

also 

(221) 

mit einem konstanten K-Wert. Wir gehen von dieser Losung als 
von einer ersten Näherung aus und suchen nach einer geeigneten 

1 BLOCH, F., Z. Physik 59, 208 (1930). In seiner ersten Arbeit hatte 
BLOCH die Anomalien nicht genau verfolgt und gelangte zu einem Ausdruck 
für den elektrischen Widerstand, der bei tiefen Temperaturen T3 pro
portional war. In der französischen Auflage dieses Buches habe ich diesen 
Fehler wiederholt. 
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Ergänzung der Funktion X. Folgende Überlegung ist dabei von 
großer Bedeutung: 

Integrieren wir die linke Seite von (220) über alle Elektronen 
mit gegebener Geschwindigkeit Va; (bei beliebigen Werten von 
V y und vz). In bezug auf Energie muß dabei die Integration 
von tmv; bis 00 ausgeführt werden. Wir integrieren daher von 

E = ~T (-E' +tmv:) aninden beidenersten, und von E= kiT (-E' 

+ tmv;) =f ~ an in den beiden letzten Gliedern des Integralaus
druckes. Das Ergebnis muß gleich Null sein, unabhängig von der 
Art der Funktion X(E). Dies bedeutet nur, daß die Zusammen
stöße, die Va; nicht ändern, die Gesamtzahl der Elektronen mit 
der Geschwindigkeit v .. unverändert lassen müssen. Tatsächlich 
findet man durch Integration über E: 

J-- X(e)df .-.,+-.----.-,--.---,- =0. f:~d~ ~ J= (1 1 1 €~)1 
IJ e~-I_~+!mv~ e'+e-' e'-;+I e'-'+I e'+'+1 

kl' 

(Durch Änderung der Variablen in den letzten beiden Gliedern 
haben wir eine Rückführung aller Integrationen auf gleiche 
Grenzen erreicht.) 

Die untere Grenze der Integration ist negativ und ihr Absolut
wert groß, während ~ nie sehr groß werden kann. Wir können 
daher behaupten, daß die rechte Seite in (220), integriert über 
e von (-E'+tmv;)jkT bis 00, Null ergeben muß. Daraus folgt 
die Bedingung: 

(:-)/1' (222) 

+ Je,d; IIe!2~~I [(A~ -B~2)X(f +~) - (A~ +B~2)e~X(E - m 
-b"+!mv~ 0 

kl' 
=0. 

Wir werden jetzt folgendes Verfahren anwenden: Wir suchen 
X als eine Summe: 

(223) 
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zu bestimmen. Hier ist Xl(e) die Funktion (221) mit der zunächst 
willkürlichen Konstante K. Die Größe K wird aber durch (222) 
definiert, wenn man dort im zweiten Integral Xl statt X einsetzt. 
Nach der somit erfolgten Festlegung von Xl können wir X2 aUf; 
(220) bestimmen, indem wir dort Xl in die rechte Seite einführen. 
Die so definierte Funktion X2 wird endlich sein. Eine inhomogene 
Integralgleichung hat bekanntlich nur dann eine endliche Lösung, 
wenn die rechte Seite orthogonal zu der (als existierend voraus
gesetzten) Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung ist. 
Diese Regel, die zunächst für Gleichungen von der FREDHoLM
sehen Form gilt, kann unter gewissen Kautelen auch auf die 
VOLTERRAsche Gleichung von der in unserem Fall vorliegenden 
Form verallgemeinert werden. Unsere homogene Gleichung hat 
eine Lösung, uml die Beziehung (222) stellt nichts anderes als die 
geforderte Orthogonalitätsbedingung dar. 

Die Funktion X2 wird eine neue, frei wählbare Konstante ent
halten. Man bestimmt sie durch die Forderung nach der Er
füllung von (222). Mit anderen Worten, man setzt: 

+= ~T I j·_~"-r-~2dJ [(A~ - B~2)X2(E +~) (224) 
• eE + 1. e" - 1 

-= 0 - (AH-B~2)e~X2(E-~)1=O. 

In ähnlicher Weise kann man im Bedarfsfalle auch die weiteren 
Korrektionsfunktionen X3' X4' ... bestimmen. 

Wir müssen also damit anfangen, daß wir die Beziehung (222) 
mit dem Xl-Ausdruck aus (221) zu erfüllen suchen. A und B 
sind dabei als in der Gegend 10 = 0 langsam veränderliche Funk-

tionen von 10 aufzufassen, die allerdings für 10 = - -f!i, unendlich 

werden. Wir vernachlassigen diese letzte Komplikation und gehen 
folgendermaßen vor: 

Wir berechnen das Integral: 

J F (c) (e' +l)(~~~;-+~ + 1) 
E' 

k'P 

zwischen einer unteren Grenze, die einen hohen Absolutwert hat, 
und der oberen Grenze 00. Der Bruch verschwindet exponentiell, 

$ 
sobald E sich wesentlich von dem Wert + 2 entfernt. Für diesen 
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E-Wert tritt ein sehr scharfes Maximum auf. Wenn F eine lang
sam veränderliche Funktion ist, so dürfen wir ansetzen: 

je' ._~Jf)r!_f,_=_l l/~'dE+ :~2(F'(~) --F/(O)) + ... 1. (225) 
(eE + l)(e- E +, + 1) /; -1 . 6 

• 0 

Einige elementare Rechnungeniführen das Integral auf eine be
kannte Art zurück. Aus (222) erhalten wir: 

kT (1 kT/:· 
F(f) = A -+ B~ =E,+ fkT2 + 4mflY2)' 

.~ ( 1 k Ti;) E' + i; k T .f FdE =2 + 4mW2 log E' ., 
o 

indem wir für A und B die in (177) berechneten Werte benutzen. 
Wir erhalten somit: 

• ·1 kT -. 

j _(A_+ m)~ = (2 +~4r;l,F2) [10 (1 + ~kT.) 
(e' + 1) (e-'+' + 1) e~ - 1 g E' 

+ J<'2 k;T2 (E~2 - (IF=th-T)2) + ... ] 

= ~E~ e" ~~-i-(-~- + ;4~~2){1 + ~:2(k:Y (225a) 

- ~ k.J,- [~ + 3;2 (,]l7] + ~2 (k;Y [} + ~;2 (k:Yl 
- ~3(~;'Y [{- + I)~~ (~rl + ... }. 

1 +00 += 

J(eC :;>~~:,d~ e~) 0= e~ ~l J1'(') e'de L~~ 1 - ·~~--1-;+2J 
-00 

worin <P (f) = J'1' (1J) d 1J ist. Das letzte Integral ist von einem allgemeinen, 
E 

von SOMMERFELD berechneten Typus [So Zusatz 2, Abschnitt 10, Gleichung 
(41)]. Zur Zurückführung auf den letzteren genügt es, f durch -f zu er
setzen (wodurch nur das Vorzeichen des Integrals geändert wird). 
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Die Entwicklung in (225a) ist nach Potenzen der - stets kleinen 

- Größe (~~;)- ausgeführt worden. 

Die Beziehung (222) erhält somit letzten Endes die Form: 

hMmW4 j' e"dB ( oe) 
VC2(kT)3 {ee + i)Zvl ,eE + kT ax 

FlIT 

= Kfe;3~;1 [e~f(ec ~~)~e~!l:~ Il- f (~~ l~l)~e~e;~:~-i) 1 
o 

elT 
= K k T r_:;5~._ {~ T ~ [1 + ",,2 (k T)2] _ k T r~ + ",2 (k ~)2] 

E' J (e~ - 1)(1 ~ e-~) 2mW2 3 E' E' l2 2 E' 
o 

+ t2(~!)2[E~(~ + ~~ k2T~) _ ~T (1_ + ~",,2 ~:_~~)]} 
" E' 2 m W2 3 3 E' 2 E' 4 6 E' 2 • 

In der Reihenentwicklung der rechten Seite behalten wir die 
Glieder bis (k TI E') 2 bei und vernachlässigen die höheren Potenzen 
sowie die sehr kleine Größe 2 m W 2/E': 

~~~kW;)~' [( eE - ~~)( 1 - I~ _k;~~) - ;~ ~~~ ~ :] 
(-)jT 

k2 T2 j' :;5d:; [""2 k T)2 
= K 2:,n-W(E' (l-':"" 1) (l ~e-;) 1 + 3 (7F (226) 

(-) 

+ {~(~-r+ ., .]. 
Auf der linken Seite haben wir die Integration mittels der an 

(178) anknüpfenden Entwicklung: 

, 0,) ( oE' OT) ,( OE') I v (eE+kTo-- =v eE---Ek·-- =v eE----
1 ()x I OX OX OX 

+ EV'["'] _ E2V,k ! f1-~.!(eE _ OJE'.) + k~Tl + '" (227) 
E' l4 E' OX ()X 

durchgeführt, die die Entwicklung (189) wiederholt. Das Integral 
des ersten Gliedes ist 1; das des Gliedes in E gibt 0, das des 
Gliedes in E 2 gibt ;rr;2j3 [vgl. (207), (208)]. In dieser Weise erhal
ten wir den in (226) angeführten Ausdruck. 

Diese Gleichung bestimmt den Wert der Konstanten Kund 
legt somit die ,Funktion Xl fest: 

K = _2~_]l~~W6 E' , (eE -~) [1 - ;~ (~~n= ~2'!J-%f 
VC2(kT)5 v J5 [1 + ~2(;~rl + ~ J7(;~r ,(228) 
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mit: 

Wir versuchen nicht, auch die zweite Näherung X2 vollständig zu 
berechnen. Vielmehr fragen wir nur nach der Größenordnung der 
durch X2 bedingten Korrektion. Wir müssen, um X2 zu bestimmen, 
Xl in die rechte Seite von (220) einsetzen. Wir erinnern uns daran, 
daß die Glieder in B ~2 viel wichtiger sind als die Größen ± A ~ . 
Entnehmen wir Baus (177). Wir können das Integral auf der 
rechten Seite von (220) auf folgende Form bringen: 

A/'l' 

~ ;e-: 1 4mW2(~~:;kT)f~~~~~1 (;-e-~ +1 + ~-~ e-;) 
o (229) 

-K (k T)2 F (8) 

(e' + 1) (~---~lT·-2m W 2 (E' +~k T) , 

Auf der rechten Seite können wir bei tiefen Temperaturen alle 
Korrektionsglieder mit k TIE' vernachlässigen. Dies erlaubt uns, 
gleichzeitig VI durch v' zu ersetzen, denn diese heiden Größen 
unterscheiden sich nur um einen Faktor: 
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26. Anwendbarkeitsgrenzen der entwickelten Methode; Dis
kussion der Ergebnisse. Bei tiefen Temperaturen darf man die 
obigen Integrationen ins Unendliche ausdehnen. Der Koeffizient 
K und die Funktion Xl wachsen dann wie T- 5, während X2 nach 
(230) nur mit T- 3 wachsen kann. Wir können sicher sein, daß 
(230) eine endliche Lösung besitzt, da wir K so gewählt haben, 
daß die rechte Seite unserer Gleichung orthogonal ist zu allen 
Lösungen der entsprechenden transponierten homogenen Gleich ung. 
Bei tiefen Temperaturen kann X2 neben Xl überhaupt vernach
lässigt werden. Unter diesen Bedingungen bildet also Xl an sich 
schon eine gute Näherung. 

Was geschieht bei höheren Temperaturen? Wenn f) j T klein 
ist, ist das Integral Ja von der Ordnung (6jT)4, wie man sich 
durch Entwicklung der Exponentialfunktion e~ überzeugt. Die 
Funktion F(E) enthält ebenfalls (6jT)4. Unsere Funktion Xl wird 
proportional T - 1. Was geschieht aber mit X2? Die rechte Seite 

von (230) enthält T 3 und ist ziemlich klein, denn 1 - -J-"'- ist viel 
• 5 

kleiner als 1. Andererseits zeigt die Entwicklung des Klammer
ausdruckes im linken Integral in bezug auf; eine doppelte Wurzel 
bei; = O. Der Nenner verschwindet an dieser Stelle wie ~ selbst. 
Insgesamt ist das Integral proportional dem Ausdruck: 

Cf! ist eine Funktion von E und X2' die mit einem in X2 linearen 
Glied beginnt. Unter diesen Umständen muß X2 bei hohen Tem
peraturen - ebenso wie Xl - proportional T -1 werden. Da die 
rechte Seite von (230) klein ist, bleibt X2 klein gegen Xl' 

Diese Folgerungen genügen noch nicht, um eine Vernach
lässigung von X2 bei hohen Temperaturen bei der Berechnung der 
elektrischen und thermischen Leitfähigkeit zu rechtfertigen. Doch 
dürfen wir die Beziehung (224) nicht vergessen, der X2' wie auch 
die höheren Korrektionsfunktionen X3' X4' ... genügen müssen. 
Die Beziehung (224) enthält ein Integral in E, das dem bei der 
Stromberechnung auftretenden sehr ähnlich ist. Daraus folgt, daß 
die Funktionen X2' X3' ... , die (224) erfüllen, nur einen sehr kleinen 
Beitrag zum elektrischen oder Wärmestrom liefern können. Wir 
wollen diese Folgerung begründen. 
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In (224) können wir ± A ~ gegen B ~2 vernachlässigen. Da 
die Grenze fJjT als klein vorausgesetzt wurde, ist auch ~ klein. 
Aus (224) folgt dann: 

-r-'Xl 
- 2 f' _J3d8 .. X (c) sehr klein. 

• e' + 1 .2 
(231) 

Der Ausdruck _XL muß bei c = 0 ein sehr ausgesprochenes 
e' + 1 

Maximum besitzen, da die rechte ~eite von (230) ein solches 
Maximum aufweist. In dem oben angeführten Integral dürfen wir 
daher für B den konstanten Wert Bo (c = 0) einsetzen. Die da
durch bedingten Fehler dürften nur von der Größenordnung 
kT JE' sein, also ungefähr gleich den späteren Gliedern in der 
Entwicklung von B. Bei der Berechnung der Ströme J x und C'x 
treten die Integrale: 

+00 

I, (_.1 + s_ kE~)n/2x (e)_d' , 
n = 3 oder [) 

e'- + 1 
-00 

auf, wie man aus (204) oder (206) ersehen kann. Die dortige 
Funktion C (E) bedeutet (e -, + 1) X (E). Das Hauptglied diesel' 

( kT)n!2 
Integrale kann man erhalten, wenn man in 1 + E 7!f' . die 

Größe E gleich 0 macht. Man erhält dabei das Integral (224) 
wieder. Die Funktionen X2' X3' ... , die (224) zum Verschwin
den bringen, können daher tatsächlich nur sehr wenig zu den 
Strömen J x und Cx beitragen. Die erste Näherung Xl muß also 
genügen, sogar bei hohen Temperaturen, um den Temperaturver
lauf der metallischen Leitfähigkeit richtig zu deuten. 

Der elektrische Strom J x ist unter diesen Umständen durch 
die Formel (208) bestimmt. Denn die Konstante K spielt die 
gleiche Rolle wie Co in den Abschnitten 23 und 24: 

J = 1{l.~2-" (2 E') ~ K = 16.n2 eM W6mv'(2mE')~ 
x 3h4 m 3h3 VC 2 (kT)5 

(eE -~~) (1 - Ti ~;;;) - JT3~ ~1;1 ~f (232) 

( 
",2 k2 T2)- 1 (k T)2 

J 5 1 + -3 E'2 + '.3 J 7 E' 
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Wir vernachlässigen die Glieder, die k T JE' enthalten, denn bei 
tiefer Temperatur sind sie sehr klein, und bei hoher haben wir so
wieso die Funktionen· X2, X3, ... vernachlässigt, die von gleicher 
Größenordnung waren. 

Betrachten wir ein homogenes, isotropes und isothermes Metall 

(Oo~ = ~~ = 0). Wir finden dann für die elektrische Leitfähig

keit den Ausdruck: 
J 4n2e2M y2k6S 

a =)E = -ifh3VC2T5J5 . (233) 

Bei der Aufstellung dieser Formel wurde die schon in (210), (211) 
benutzte Beziehung (185) herangezogen: 

mv' = T'2-;nE' und mv' W = (~ )-h e. 
Prüfen wir, ob diese Formel tatsächlich für alle Temperaturen 

gültig ist und speziell für hohe Temperatur mit der früher für 
diesen Fall abgeleiteten Formel (210) übereinstimmt. Bei hohen 
Temperaturen gilt in der Tat: 

A/7' (~/7' 

J =}. ~5e~dlL ~ !t3d t = ~((:-))4 
5 (l _ 1)2 ." <; 4 T ' 

(234) 

o 0 

wodurch wir tatsächlich zu der Beziehung (210) wiedergelangen. 
Bei sehr tiefen Temperaturen hat das Integral J 5 einen end

lichen Wert, den wir im Zusatz 2 [Abschnitt 11, Gleichung (49)] 
berechnen. Es ist [vgl. Zusatz 2, Abschnitt 11] 

J 5 = 5 ! 85 = 124,43133. 

Die elektrische Leitfähigkeit muß also bei sehr tiefen Tempera
turen mit T- 5 ins Unendliche wachsen. 

Wir gelangen somit zu folgender Formel, die die beiden ex
tremen Fälle der hohen und der tiefen Temperatur in Verbindung 
setzt: 

---- = -~ . 97,72532. OTRwß (T)4 4 
OTklein (-) 

(235) 

Es scheint, daß sich diese Formel am Gold gut bestätigen läßt. 
Die allgemeine Formel (233) erscheint ebenfalls sehr plausibel. Wir 
werden etwas weiter unten die experimentellen Ergebnisse mit
teilen. 
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Was kann über die W ärmeleitjähigkeit ausgesagt werden? Ver
gegenwärtigen wir uns die Meßbedingungen: Es besteht ein Tem
peraturgradient a TI a x, und der elektrische Strom J", ist gleich 
Null. Wenn J", verschwindet, wird auch K gleich Null. Die 
'Wärmeleitfähigkeit " wird also nur durch die höheren Glieder 
X2' X3' . . . der Entwicklung von X bestimmt. Man kann dieses 
Ergebnis leicht an Hand von Formeln (208) bestätigen, die sich 
auf den Fall hoher Temperaturen beziehen. Die erste Näherung 
entspricht Co, die weiteren Näherungen werden durch die Glieder 
c~, c~, . . . eingeführt. Wenn man diese Glieder vernachlässigen 
würde, würde man ganz falsche Werte der Wärmeleitfähigkeit " 
bekommen. 

Für den Fall hoher Temperaturen haben wir " bereits abge
schätzt. Fragen wir jetzt nach der Änderung von " bei tiefen 
Temperaturen. Wir können alle Glieder mit (kTfE')2 veruach
lässigen. Die Bedingung K = 0 gibt uns dann nach (228): 

oE' n 2 k2 T () l' eE - - +. -- .... -
- ()x 3 E' ()x· (236) 

Tragen wir dies in (230) ein. Die rechte Seite wird dann: 

e' h"'11rn W4 , (n 2 kT )OT 
(ei-+Ü2 VC2(kT)3 V k 3" -E' - C ox· 

Gehen wir wie in (221) oder (179) von der unbekannten Funktion 
X2 zu einer Funktion C2 über. Wir erhalten dann: 

Man überzeugt sich leicht, daß die Funktion C2(E) gerade ü,;t, wenn 
die rechte Seite gerade ist, und ungerade im umgekehrten Fall. 
Wir erhalten daher C2 in der Form: 

(238) 

worin G eine gerade und U eine ungerade Funktion von c be
deutet. 
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Der Wärmestrom C", ist durch das Integral (206) bestimmt: 

2 c.r+r:(E)(l + E~E!')~(lc 
8;c ~ I-~ 

CX = 3mh4 (2mE)c. -(i+ 1)(~~;-+1) (239) 

Der gerade Bestandteil Gj(kT) 2 gibt einen zu (k T) - 2 proportio
nalen Wärmestrom. Der ungerade, Uj(kT)3, gibt in erster Nähe
rung Null, in zweiter einen zu (k T) 2 proportionalen Beitrag. 
Wir können also sicher sein, daß bei tiefen Temperaturen 

gelten muß. 
Alle diese Schlußfolgerungen beruhen auf den Hypothesen von 

BLOCH: 
1. Vernachlässigung der anomalen Stöße (der "Umklappvor

gänge" von PEIERLS) und 
2. Annahme einer kleinen freien Weglänge für die elastischen 

Wellen und der dadurch bedingten Erhaltung der PLANcKschen 
Verteilungsfunktion. Diese letztere Annahme bedeutet, daß man 
die durch elastische Wellen verursachte Wärmeleitung unter allen 
Umständen als verschwindend klein betrachtet. 

27. Experimentelle Prüfungen. Der Vergleich mit der Er
fahrung wurde sehr eingehend von GRÜNEISEN 1 besprochen. 
Dieser Verfasser leitet übrigens die allgemeine Formel (233) auch 
aus einer alten Überlegung von BRILLOUIN ab. Diese Überlegung 
enthält aber zu viel Hypothesen, so daß wir auf ihre Wiedergabe 
verzichten wollen. 

GRÜNEISEN rechnete die Funktion J 5 , die in (23:3) enthalten 
ist. aus: x 

mit: 

= D------. .. -1 4 f :;5 d; 
" x5 (l - 1) (l - e-") 

o 
3 h3 VC2 

D=~ -.-----
16 :r2 e2 y2M k(-) und 

(240) 

Er benutzte dabei folgende Entwicklungen für den Ausdruck 
1 _ '\~. 

"T-':'" 
(241) 

(x < 2:n:, hohe Temperaturen). 

1 GRÜNEISEN, E., Leipziger Vorträge 1930. S.46. Leipzig: S. Hirzel. 
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Die Koeffizienten B sind die BERNOULLlschen Zahlen: 

111 5 
6' 30' 42' 30' 66 

Bei tiefen Temperaturen (x ':3> 1) kann man partiell integrieren 
und entwickeln: 

497,725 4x 

n~oo (242) 
~ nx l ] 4 12 24 24 1 

- 20x ..::::.. e nx + (nx)2 -+- (nx)3 + (nx)4 + (nx)5 . 
n=l 

Folgende Tabelle 1 enthält die Ergebnisse. Neben den Werten 
von .2:/.2:= sind die Verhältnisse 0/000 gesetzt. 0 ist die spezi
fische Wärme bei der Temperatur T, 0= bedeutet die spezifische 
Wärme bei hohen Temperaturen (000 = 3 R). Dieser Vergleich 
soll beweisen, daß die von GRÜNEISEN früher vorgeschlagene 
Formel: 

~"'-'TO 
(i , 

für nicht zu tiefe Temperaturen eine gute Näherung darstellt. 

(-) T 
I 

x=--: ! . 7' 
! x (-) 

I 

0,25 4,000 
0,50 2,000 
0,80 1,250 I 

1,00 1,000 
1,18 0,8475 

],fiO 0,6667 

1,6!l 0,591 7 

2,0 0,5000 
2,5 0,4000 
3,0 0,3333 

3,6 0,2778 

4,0 0,2500 
5,0 0,2000 

,. 
-,. 

-00 

0,9!l65 
0,9862 
0,!l6fi3 
0,!l46fi 
0,9265 
0,8848 
0,8569 
0,8074 
0,7205 
0,6309 
0,5258 
0,4608 
0,3208 

Ta belle 1. 

0,!l97 
0,988 

0,952 

0,82fi 
0,745 

0,503 
0,369 

fi,5 
6,0 
6,5 
7,0 
8,0 
!l,0 

10 
11 
12 
]3 
14 
16 
20 

0,1818 
0,1667 

0,1538 

0,1429 

0,1250 
0,111 1 

0,1000 
0,09091 

0,08333 . 

0,07692 i 
0,07143 i 
0,0625 ' 
0,0500 I 

0,2658 
0,21!l6 
0,1796 
0,1471 
0,09910 I 

0,06740 . 

c 
Coo 

0,04654 0,0758 
0,03270 
0,02353 
0,01725 
0,01289 I 

0,007584 I 
0,003111 0,00974 

Bei der Beurteilung der Versuchsergebnisse muß man berück
sichtigen, daß die benutzten Metalle niemals ganz rein sind. 
Beim absoluten Nullpunkt haben sie daher noch einen merk
lichen Widerstand ("Restwiderstand"), der direkt als Maß der 
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Verunreinigung dienen kann. Dieser Restwiderstand muß von 
den bei höheren Temperaturen beobachteten Widerständen ab· 

Tabelle 2. Kupfer; (1 = 330. gezogen werden. Erst 
die so erhaltenen Werte 

T '7ber, 

273,2 1 
195,2 0,662 
90,2 0,1847 
81,2 0,1451 
20,4 0,00059 
4,2 0,00000 

! rbeob. - 0,0003 
------

1- 0,0003 

1 
0,658 
0,1804 
0,141 
0,00051 

0,00°°0 

eignen sich zum Vergleich 
mit der Erfahrung. Neben. 
stehende Tabellen geben 
einen Vergleich zwischen 
berechneten und beobach· 
teten Widerständen. 

Bei Gold ist die Über-
einstimmung auffallend gut. Aus dem Widerstand findet man 
für die charakteristische Temperatur e = 175 0 abs., während 

Tabelle 3. Gold; 19 = 175. 

r - 0,00029 I r-0,00223 
T rber. 1- 0,00029 ' 1-0,00223 

MEISSNER I K. ONNES u. CLAY 

273,2 1 1 
87,43 0,2645 0,2551 
78,86 0,2276 0,2187 
57,8 0,1356 0,1314 
20,4 0,00604 0,00572 0,0059 
18,0 0,00346 0,0035 
14,3 0,001l7 0,00137 
12,1 0,00051 0,00048 
11,1 0,00033 

i I 
0,00030 

4,2 0,0000026 0,0000°3 I 

CLUSIUS und HARTECK1 aus dem Verlauf der spezifischen 
Wärme den Wert e = 163-186 abgeleitet hatten. 

Tabelle 4. Wolfram; f) = 346. Es soll daran erinnert 
----.,-----; -rb-eo-b_---'O-',O~00=58 werden, daß das theore-

l' rher. 

273,2 1 
90,2 0,176 
87,4 0,163 
77,6 0,122 
20,4 0,00049 

-1::':'0,00058 

1 
0,168 
0,156 
0,115 
0,00050 

tische Gesetz 0'" T- 1 em
pirisch fur hohe Tempe. 
raturen nicht streng be· 
stätigt wird. Diese Dis
krepanz beruht vielleicht 
darauf, daß wir in allen 

unseren Ableitungen das Volumen des Metalles als konstant 
vorausgesetzt haben. Man würde vielleicht eine noch bessere 

1 CLusIUs,.K., U. HARTECK, P., Z. physik. Chem. 134, 243 (1928). 



Experimentelle Prüfungen. 385 

Übereinstimmung erzielen, wenn man die thermische Ausdehnung 
berücksichtigte. Für Blei und Platin haben wir die Zahlen nicht 
angeführt, denn die in Leiden untersuchten Proben sind offenbar 
nicht sehr rein gewesen. 

Es ist zu betonen, daß alle unsere Formeln keine Erklärung 
für Supraleitfähigkeit bieten. Auch ist aus den Formeln in keiner 
Weise zu ersehen, welches Metall besser und welches schlechter 
leiten muß. (Man findet in Abschnitt 12 den Versuch einer Dis
kussion dieser Frage.) 

Die :Formel (240) hat die Form V fr 1 F (ejT). Man könnte 
daran denken, an Hand dieser Beziehung die Druckabhängigkeit 
zu untersuchen. 

Die Meßdaten über die thermische Leitfähigkeit sind ziemlich 
unsicher. Die Experimentatoren haben versucht, die "Elektronen
leitfähigkeit" von der durch elastische Wellen bedingten Leit
fähigkeit zu unterscheiden. In der Tat zeigen ja auch isolierende 
Kristalle bei tiefen Temperaturen noch eine Wärmeleitfähigkeit 
von derselben Größenordnung wie die Metalle. 

Die bis jetzt entwickelte Theorie schrieb die gesamte Wärme
leitung den Elektronen zu. Die elastischen Wellen sollten praktisch 
keine Rolle spielen. Weiter unten werden wir die Theorie von 
PEIERLS kennenlernen, in der die DInge ganz anders liegen. 

Die Messungen scheinen zu beweisen, daß die Wärmeleitfähig
keit bei tiefen Temperaturen proportional T- n mit 2 < n < 3 zu
nimmt. So erhält man z. B. für das Verhältnis der Leitfähigkeiten 
bei 21,2° abs. und 83,2° abs. folgende Zahlen: 

["]21.2' Cu 
--- = 20 

["]83,2' 

w 
19 

Rh 

36 
Al 

20, 

während man aus einem T-- 2-Gesetz für dieses Verhältnis die Zahl 
15,4 erhalten müßte. Die angegebenen Zahlen sind nicht direkt 
gemessen, sondern mit Hilfe des sog. "Gesetzes der isothermen 
Geraden" berechnet worden. Darunter versteht man die empi
rische Beziehung: 

1 
(243) 

worin i; den elektrischen Restwiderstand und Z den WIEDEMANN
FRANzschen Koeffizienten (= 2,2 . 10- 8 ) bedeutet. x ist die an 
"unreinem" Material empirisch gemessene, [x] die für reines Metall 
berechnete Wärmeleitfähigkeit. 

Brillouin, Quantenstatistik. 25 
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Es scheint schwierig zu sein, aus den bisher vorhandenen em
pirischen Daten bestimmtere Folgerungen in bezug auf die Ände
rung der Wärmeleitfähigkeit mit der Temperatur zu ziehen. 

28. Die Kritik von PEIERLS; die Veränderungen in der Ver
teilung der elastischen Wellen. Die gesamte bis jetzt dargestellte 
Theorie (Abschnitt 22~26) beruht auf der BwcHschen Hypothese, 
d. h. auf der Annahme, daß die Verteilung der elastischen Wellen 
durch die Vorgänge der Stromleitung nicht merklich gestört wird. 
Die den elastischen Wellen entsprechende "freie Weglänge" wird 
also als sehr klein vorausgesetzt. 

Wir müssen diese Hypothese genauer formulieren, um zu sehen, 
ob ihre Voraussetzungen in Wirklichkeit erfüllt werden können. 
Zunächst wollen wir untersuchen, wie die Zusammenstöße zwischen 
den elastischen Schwingungsquanten und Elektronen die V crtei
lung der Schwingungen beeinflussen. Wir werden dann imstande 
sein anzugeben, welcher Art die Wechselwirkungen der elastischen 
Wellen sein müssen und wic lang die entsprechende freie \Veg
länge sein darf, damit die durch Elektronenstöße verursachten 
Störungen der thermischen Gleichgewichtsverteilung genügend 
schnell aufgehoben werden können. 

Wir kehren zu dem in den Abschnitten 20 und 21 behandelten 
Problem zurück und untersuchen die durch Elektronenstöße be
dingte Änderung der Anzahl N(a, b, c) von Quanten, die einer be
stimmten elastischen Schwingungsfrequenz 'I' entsprechen. Wir 
setzen zunächst voraus, daß die "normalen" Stöße allein von Be
deutung sind. 

Wir betrachten eine bestimmte Stoß art : 

Die Anzahl der durch solche Stöße neu gebildeten Quanten h'l', 
abzüglich der Anzahl der durch inverse Vorgänge zerstörten 
Quanten, beträgt: 

dN --+ --+ --+ --+ C2 h3
p I dt = ~~(al' a2 ; N) + P(a2 , a j ; N) = ~ 4n2 Mm 2 W2 (244) 

. t ~~1! [FI (1 ~ F 2) N ~ F 2 (1 ~ F I ) (N + 1)], 

wie in (158) und (162). Wir müssen daneben auch die Zusammen-
stöße: __ ~ --+ --+ 

ai = al ~ a, 'I'~ """ '1'1 ~ 'I' 
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berücksichtigen und über alle möglichen Elektronenwellen 
(al bl Cl) summieren. Dann erhalten wir die gesamte Änderung 
der Anzahl von Quanten h v: 

dN(a,b,c) 
~-d-t-

j f-1i' (I-P)N ·1' l + F: (1 _ F:) (N + 1) t SI;Y I al l2dl all sinil dil drp' 

+ I 2 tfjlllY la 12d 'a Isini di d ' J'l F (I-F/ )(N+l)J . , 
. -F~ (1- F I ) N y' I ,1 I I rp 

Die Abkürzungen sind dieselben wie in (162) bis (167). Die Winkel 
i l und rp' sind in Abb. 48 verzeichnet. Die Summen über die ver
schiedenen Wellen al bl Cl haben wir in Integrale umgewandelt. Das 
Differentialelement i;.lt analog zu (160): lat! 

2G3 d3 da l db 1 dC I 

2V1 12 Z' "Z'd' = all (' Cl I : sm t l (tl rfJ, 
/a./=f 

Mit ! all ist der absolute Betrag des 
Vektors (al bl Cl) bezeichnet, Der Ko
effizient 2 stammt, wie immer, von 
dem Drall her. ~----~-------x 

Schließlich ist wie in (162): Abb,43, 

:rhd(V ; I . 2mW) y = 2n(vl + v - }'2)t ~~= -mW W + 21 a l COSt l --h- . (246) 

Wir führen die Integration über i l gen au wie in (163) durch: 

J"Sin y I I" . 3,' - ('m ~~ ~Ill! d _ m W t Cll SIn t l U t l - ? h Y - 2 h . y v ~n v y ,. 

Analog behandeln wir das zweite Integral und erhalten: 
dN _ C2 h2 V j'd'!/ 
-dT - 2; MmW2;;~, ,I IC-F1 (I-F2 )}l+F,,(I-J;\)(N+ 1)]ialldlalll 

+ jCFl(I-F~)(N+ 1) -F~(I-J;\)NJlalldlall· J 

(247) 

F 2 und F~ sind hier, wie in (166), (167), die Werte der Elektronen
verteilungsfunktion für folgende Parameter: 

. Wh" ces t = - - -- ~~~ 

1 1 VI 12m W 1 VI I 
F~: für a~ = Cll - a , 1'~ = 1'1 - V, 

., W hv 
COSt! = I·;)n + 2mW 1 v~ I. 

25* 

(245) 
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Wir nehmen an, daß die Verteilungsfunktionen Fund N durch 
die Ausdrücke (168) und (170) gegeben sind. Unter Heranziehung 
von (172) erhalten wir: 

~~ = ~:~,; f~: 
_falXI e-'~~+l)2 - a2X2e-E-~ (eEH + 1)2 +a1I'e-1; (e<-1)2 dc 

(i - 1) (e' + 1) (e-,-I: + 1) 

+f~1:'~le-E(eE±I)2-a~X;e-'H(eE-~ +!)2 - a1jJe-l:(e" -~r d c 
(eE - l)(e-' + 1) (e'-" + 1) 

(248) 

In (248) haben wir lall und dlall durch c und dE ersetzt mit 
Hilfe der Beziehung (171): 

h2 

kTdc = dEI = -lall diali. m 

Vom Winkel q/ hängen nur die Funktionen a l und a2 und a~ ab: 

j" dq/ W. (mW2 1) a2 =al +a, mit. a12 :n: =ala11,-;-cosll=a -h-;---2 ' 

f d 'P' W., (m W2 1 ) 
a; = al - a, mit a I -2';'- = a la11:;,-cost1 = a ---,;;;- + 2 . 

Die Berechnung der Winkel erinnert vollständig an die For
meln (175), nur steht rp' an der Stelle von rp und die Rollen von a 

und a1 sind vertauscht. 
Wir erhalten nach allen diesen Rechnungen folgende Formel 

für die Beeinflussung der elastischen Wellen durch Elektronen
stöße: 

dN C2k TV 
aT = 2:n:MW a 

f( m W2 I)X -E( '+1)2. (m W2 I)X -'-'( ,+~ 1)2 -i;( i; 1)2 ----,;;;-+'2 l e e -t' ---';;;-+2 2e e + -1jJe e-
- . . ----.,--.---. . dc 

(e<- 1) (e' + 1) (e-,-I; + 1) (249) 

f(m W2 I)X -,(, )2 ( m W2 1 )x' -E+l;( E-~)2 -"(")2 --';;;-+2 1 e e +1 + --71,--;-+2 2 e e· +1 -1jJe 8'-1 
+ " .' .. -._-~ .. -" ;: .... ~.-~--------'--- -d c 

k - 1) (e-' + 1) (e'-" + 1) 

Genau wie bei den Integralen (176) muß man auch hier die 
genauen Integrationsgrenzen diskutieren. Es scheint tatsächlich 
so zu sein, daß nur schnelle Elektronen (c ~ 0) eine bedeutende 
Rolle spielen und daß die zu integrierenden Funktionen bei einer 
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Entfernung von c = 0 rasch verschwinden. Unter diesen Um
ständen ist es statthaft, die Integration von c = - 00 bis c = + 00 

auszudehnen. Ein beträchtlicher Fehler kann dadurch nicht 
hervorgerufen werden. 

Die obigen Ausdrücke lassen sich durch die Ahkürzungen: 

X = !; ~'. ~ 1)2 C (I'), 1 
2"" ei; 

1jJ = kT (e~ _ 1)2 b(~) 

erheblich vereinfachen. Die Funktion c(c) ist die bereits 
BLOCH benutzte. Wir erhalten mit Hilfe von (250): 

~-=E2~)r( - ~+_~)C(F.)+(mh~2 +-~-)c(e+;)-b(;) dc 

dt MW 1. (e<-I)(e'+ 1) (e-e-I;+ 1) 

f(~!~ +l)C(E) + (- m W2 +} )c(e -;) - bm ) + hy 2 hy 2, dc . 
(l - 1) (e-' + 1) (e,-I; + 1) 

(250) 

von 

(251) 

Aus den Gleichungen (166) bis (177) erhalten wir - unter Be
nutzung der gleichen Abkürzungen - folgenden Ausdruck (252) 
für die durch Stöße verursachte Variation der Anzahl F (al bl Cl) 

von Elektronen bestimmter Art: 
dF 0 2 V (kT)2 a1 

- dt mMW4h- [aJ 
!;M !C("L --.::jl +A; - B~2)c(e +3)+(A;-!1;2)b(~).1:2 

(ei; _ 1) (ee + 1)(e-e-1; + 1) ~ d~ 
o 

JI;~(E)-(I-A~-B;2)C(F. - n - (A; + B;2)b(;) 
I + 0 -- ----(i = 1)(~=;;-+ If(;e=-~~--- ~2d~ . 

(252) 

Man bestätigt leicht, daß diese Ausdrücke verschwinden, wenn 
C = b = K = konst. (253) 

gesetzt wird. Dies bedeutet, daß folgende Beziehungen bestehen: 
2"" fr/Po 1 

F = F o + alX = F o - kTKal -oe = --2--;,;Ka,--
e'-----';T- +1 

(254) 
2"" oNo 1 

N = No + a1jJ = No - kijiKa o; = <_ 2n:1!:~--
e kT - 1 
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\Venn es nur normale Zusammem;töße zwischen elastischen 
Wellen und Elektronen gäbe, so wären die beiden Verteilungen 
(254) stabil und könnten sich unendlich lange erhalten. Dieses 
Ergebnis ist ohne weiteres einleuchtend, denn bei normalen Stößen 
bleiben außer der Energie und der Elektronenzahl nach Ab
schnitt 17 auch die Wellenzahlenkomponenten erhalten: 

Egesamt = L,EF + 2:,Nh; 

Qx = 2:,a1 F + 2:,aX ; 

(Qy .. . ) 
Qz .. , 

(255) 

2:,F = Cle = Elektronenzahl. 

Wenn wir ganz allgemein das Problem der wahrscheinlichsten 
Verteilung stellen (wie z. B. im fünften Kapitel, Abschnitt 3 
und 4), so müssen wir ansetzen: 

ologP - O(L, oF - ßoE + "IxoQx + ,,/ybQy + "/zbQz = 0, 
da das Verteilungsgesetz für konstante Werte von E, Qx, Qy und 
Qz gelten solL In dem Spezialfall : 

"/x=2nKß, /,y="/z=O 
erhalten wir aus dieser allgemeinen Bedingung gerade die oben 
abgeleiteten stabilen Verteilungsfunktionen. 

Wir müssen jetzt den Ausdruck Qx bilden, dessen Kenntnis 
für uns von Bedeutung ist, da Qx eine Konstante des betrachteten 
Systems darstellt. Setzen wir voraus, daß X und 'If) durch (250) 
und (253) gegeben sind, mit zwei verschiedenen konstanten Koeffi
zienten C = K für X und b = K' für 'IfJ. Der Beitrag der Elek
tronen zu Qx ist: 

Qx(RI) = L,alF = L alX = 2kJCTK8nVfdi--~~-laI12dlaII; (256) 
, (e' + 1)2 

es ist dabei: 
"2 _ 1 I 12 _ 2m E 
al - -:1" al - 3hZ I' 

wenn EI die Elektronenenergie bedeutet. Die Mittelbildung er
streckt sich über alle Raumorientierungen des Vektors (al bl Cl) 

vom Absolutbetrag lall. 
Andererseits erhält man, wenn man zu dem E-Wert von (171) 

zurückkehrt: 

1 al !2 d I all = ;3 "V2mElmdEI = l::., y2mE~mkTdE. (256a) 
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Daraus folgt: 

32 yi ",,2 V m ~·f H e' 
QX(E1) = K 3h5 Er leE + 1)2 de:. (257) 

Für elastische Schwingungen kann die Rechnung in genau 
analoger Form durchgeführt werden. Das Ergebnis lautet: 

~' ~ 2 2""K'4nV f- i 
Qx(Schw) =..::.,.aN =..::.,.a ljJ =k-T- -W3 Ja2 ~f_1)2}12d}l (258) 

mit 

a2 = .}(~t = {(~-~y ~2. 
Durch Einsetzen von: 

" hv 
c;=TT 

erhält man: 

J, -J;;: \)' "d'. 
o 

Die Addition von (257) und (258a) ergibt: 

(258a) 

Q = ~",,2 V [K' 0...'!J4 J 4 + K. 41(2 m1 rE~ __ e_E 
- dC] (259) 

x 3h5 WS J j 1 {eE + 1)2 . 

Bei der wahrscheinlichsten Verteilung, die einem vorgegebenen 
Qx·Wert entspricht, sind die beiden Koeffizienten Kund K' 
gleich. Man erkennt, daß bei hohen Temperaturen (T p e) der 
Beitrag der elastischen Wellen den der Elektronen bedeutend 
übertrifft. J 4 reduziert sich unter diesen Umständen auf t(e/T)3, 

:{ 

während das Integral über e: etwa E' 2 ergibt. Das Verhältnis der 
beiden Beiträge ist also: 

.!.. (k 6)3 k T "" _ T (~)41 v' "" 103- 'l'. (nach 185) . 
3 W52m(2mE')~ 66 r W 66 

1)' bedeutet die Grenzgeschwindigkeit, E' die Grenzenergie der 
Elektronen; v' ist von der Größenordnung 103 W, woraus sich die 
oben angegebene Größenordnung ergibt. 

Bei tiefen Temperaturen sind dagegen die beiden Bestandteile 
von Qx von ähnlicher Größenordnung. 
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Solange wir nur normale Stöße berücksichtigen, ist eine Ver
teilung mit verschiedenen Werten von Kund K', wie wir es ge
sehen haben, unstabil. Normale Stöße streben danach, beide Kon
stanten auszugleichen. Man überzeugt sich aber leicht davon, daß 
die den Größen X und 'IjJ durch (250) zugeschriebenen speziellen For
men durch Stöße nicht unbeeinflußt bleiben. Die Gleichverteilung 
zwischen Qx(El) und Qx(SChw) ist von einer Änderung der Funktionen 
X und 'IjJ begleitet. Nehmen wir an, daß X und 'IjJ in einem bestimm
ten Augenblick doch die Form (250) besitzen, und berechnen wir 
nach (251) und (252) die Variationen von Qx(EI) und Qx(Schw). 

Nach (252) gilt: 

dQx(Ell _ ~ dF 
dt -...:::;.; a1 dt 

= ~ __ a~ C2V(kT)2 (K' _ K) 
...:::;.; lall mllfW4 h 

[f~M (B;2_A;);2d; fom (B;2+An;2d~ 1 
• 0 (e~ - 1) (eE + 1) (e- E-; + 1) + 0 (eI; - 1) (e- E + 1) (e+ E-; +1)' 

Das Summenzeichen wollen wir durch ein Integralzeichen ersetzen, 
indem wir über alle Elektronengeschwindigkeiten nach einem be
reits mehrmals benutzten Verfahren integrieren. Wir machen noch 
von den Beziehungen (256) und (256a) Gebrauch und erhalten: 

dQx(E 11 = 16nC2V2(kT)3m (K' _ K) /1' El_~!_ 
dt 3h6MW4 v eE + 1 

{f (B~-AWd'; J (B~+A);3d; } 
• (e-E-I; + 1)(e" - 1) + (e~~-+ e-.§)(~I;-- 1) • 

Die Integrale über e sind vom Typus (225), den wir bereits früher 
berechnet haben. Sie sind insofern einfacher, als E1B und E1A 
keine Funktionen von e mehr sind. 

Wir finden dafür: 
(kT)2 kT 

E1B = 4mW2; E1A =2' 
und somit: 

(260) 
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Wenn die Elektronenströmung ursprünglich "zu stark" war 
(K> K'), so nimmt sie mit der Zeit ab. Analoge Ergebnisse 
erhält man für die Strömung der elastischen Schwingungen. 
Man geht von (251) aus und berechnet: 

dQx[Schw) = ~ a~-~ = ~ a2C2~ (K -K') 
d t ..::;.; d t ..::;.; M W 

[ { dB +/ dB ] 
. )(eCl)(ee+l)(e-e-;+l) (i-l)(e-e+l)(ee-~+l)· 

Die Integration über 13 ist direkt durchführbar, wenn man die in 
(225) benutzte Methode verwendet, und die Summation ~ ver
wandelt sich in eine Integration über v (also über ~). Unter Heran
ziehung von (258a) erhält man abschließend: 

dQx[Schw) = 8"" C2 V2(kT)5 (K _ K') J = _ dQX[Elj (261) 
dt 3h5 MW6 5 dt' 

wie dies von vornherein auf Grund des Erhaltungsgesetzes für Qx 
zu erwarten war. Dieses Ergebnis kam selbstverständlich nur da
durch zustande, daß wir ausschließlich normale Zusammenstöße 
berücksichtigten, die PEIERLsschen Umkehrvorgänge dagegen ver
nachlässigten und keine Wechselwirkungen der elastischen Wellen 
untereinander in Rechnung setzten. 

29. Über die Verteilung der elastischen Wellen bei Anwesenheit 
einer Störung; Bedeutung der Wechselwirkungen zwischen den 
Wellen und ihrer freien Weglänge. Jetzt müssen wir dazu über
gehen, die Wechselwirkungen zwischen den elastischen Wellen zu 
untersuchen, die mit der Nichtlinearität der entsprechenden Be
wegungsgleichungen verknüpft sind. Ohne eine in die Einzelheiten 
gehende Betrachtung dieses Effektes zu unternehmen, können wir 
ihn als Ursache für eine begrenzte "freie Weglänge" der elastischen 
Quanten in Kristall ansehen. Wir nehmen an, daß die Absorptions
und Emissionsprozesse der elastischen Quanten durch die ein
fachsten denkbaren Gesetze geregelt werden, die wir folgender
maßen formulieren wollen: 

Eine Welle von der Intensität J, die eine Schichtdicke dr 
durchquert, wird um: 

dJ = -(XJdr, 
1 (X = --
1 

(262) 

geschwächt. Der Koeffizient (X ist der "Absorptionskoeffizient" , 
die ihni reziproke Größe l die "freie Weglänge". Der Absorptions
koeffizient hängt von v und Tab. 
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Ein Volumen dr, das von einer Welle mit der Energiedichte 
dü 

edv 4,n durchquert wird, absorbiert in der Zeit dt die Energie: 
dü 

dE = iXWedrdv 4;dt. 

Wir nehmen an, daß die Emission dieses Volumens durch den 
Ausdruck: dü 

dE=iXWn drdv--dt 
",0 4,n 

beschrieben wird. Darin ist eo gegeben durch: 

4,n hv3 eo = ------0---

w3 (et; - 1) 

(263) 

und bedeutet die Gleichgewichtsverteilung elastischer Wellen. Ent
sprechend unseren vereinfachten Hypothesen nehmen wir an, daß 
die Phasengeschwindigkeit W unabhängig von der Frequenz (und 
gleich der Gruppengeschwindigkeit) ist. 

Infolge der Gesetze (262), (263) wird der Energiestrom QX(SChw) 

abklingen. Wenn wir für lj) die Form (250) mit b = K' voraus
setzen, so erhalten wir: 

d QJT'_w~ = - iX W 2: a21jJ = - iX W ~;:~ 2: a2 (;~: 1)2 1 (264) 

= _ WK' 8,n2V(kTt J 
iX 3h5 W 5 4' 

Wir haben iX einfachheitshalber als frequenzunabhängig angesehen. 
Die Verwandlung der Summe (264) in ein Integral wurde genau 
so ausgeführt wie in (258), (258a). 

Wir können jetzt nach der Verteilung der elastischen Wellen 
fragen, die sich in Anwesenheit einer störenden Kraft - eines 
elektrischen Feldes E oder eines Gradienten a T / a x - einstellen 
wird. Die Verteilung der Elektronen wird durch die Funktion X 
aus (250) beschrieben. Die Elektronenstöße trachten danach, die 
Störung 1jJ der elastischen Wellen zu vergrößern. Dagegen 
wirkt die Beschränkung der freien Weglänge l im Sinne der Ver
kleinerung von 1jJ. Wir setzen voraus, daß X und 1jJ die einfachste 
Form haben, mit den beiden Konstanten Kund K'. Die Gleich
gewichtsbedingung ist dann nach (261) und (264): 

(K - K') 8,nC2V2(kT)5 J = K'~~VJk_l'~ J 
3h5 MW6 5 iX 3h5W4 4' 
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oder: 
(265) 

Die Beziehung (266) erlaubt die Abschätzung der Größenordnung 
von K' und die Beurteilung der Zulässigkeit der BLocHschen 
Hypothese (K' <s K). 

Wie können wir die freie Weglänge labschätzen? Wir werden 
die Wärmeleitfähigkeit XSchw berechnen, die durch die elastischen 
Wellen allein bedingt ist. Genauer ausgedrückt: die Wärmeleit
fähigkeit eines Isolators, dessen Wärmebewegung den Gesetzen 
(262), (263) gehorcht. Wenn in einem festen Körper Elektronen 
und elastische Wellen gleichzeitig an der Leitung teilnehmen, ist 
es kaum möglich, ihre Effekte voneinander abzugrenzen. Die 
beiden Vorgänge sind zu innig miteinander verknüpft. 

Die Wärmeleitfähigkeit 
eines Isolators wurde von 
DEBYE l bestimmt. Ein 
Fehler in der Rechnung 
wurde von BRILLOUIN ver
bessert. 

Stellen wir uns vor, daß 
im Metall ein Temperatur
gradient iJ TI iJ x besteht, 
und suchen wir nach der 
Wellenverteilungsfunktion 
bei x = O. Betrachten wir 
Wellen, deren Normalen in 
einem Raumwinkelelement 

z 

rp 
~~--~---------------x 

Abb.44. 

dÜ liegen und den Winkel cp mit der Ox-Achse bilden (Abb.44). 
Ein Volumelement dT, an einer Stelle x gelegen, hat die Tempe-

ratur To + x ~~ und sendet die Strahlung: 

dE ( dU I = cx 1', T)Weo(v, T)dTdv 4", dt 

[ 
oT 0 1 dU (266) 

= cx(v, To)eo(v, To)W + x7fX 81' (cxWe) dTdv 4", dt 

1 DEBYE, P., Göttinger Vorträge. Leipzig: Teubner 1914. - BRIL

LOUIN, L., C. r. Acad. Sei. Paris 159, 27 (1914) - Ann. 1!Jcole Norm . 
.super. 1920, 445-455. - PEIERLS, R., Ann. d. Phys. 3, 1055 (1929). 
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aus. Diese Strahlung wird durch Absorption geschwächt, bevor 
sie am Punkt x = 0 anlangt. Es sei J die Intensität nach der 
Zurücklegung eines Weges r. Dann ist: 

dJ [OT ocx] - = - iX (v T)dr = - iX(V T) -j- x-- - dr J ' . '0 OX oT 

( iJT OCX) 
= - iXo + rcostpax; iJT dr. 

Durch Integration erhält man: 

(267) 

Die benutzte Entwicklung des Integrals setzt voraus, daß 
o T/ox sehr klein ist. 

Die Strahlung (266), nach (267) geschwächt, ergibt in x = 0 
die Energiedichte: 

dQ J [ edv 4;>( =-W=iX(V, To) eo(v, To) 

r cos'J! oT 0 ] ( r2 ocx OT) dQ + "TV- iJx o:t(iXWe) e- cXor 1-2cos'P8T8"x drdv 4n' 

Als Volumelement dT wurde ein Volumen mit der Fläche dS = 1 
senkrecht zum Strahl und mit einer Dicke dr angenommen. Die 
Gesamtenergiedichte e ergibt sich durch Integration über r. Wir 
behalten nur Glieder in a T /6 x und vernachlässigen die höheren 
Glieder: 

(268) 

Kehren wir zu den im vorigen Abschnitte benutzten Bezeichnungen 
zurück. An Stelle der Energiedichte e sprechen wir von der An
zahl N der elastischen Quanten hv in der Volumeneinheit. Wir 
erhalten dafür: 

iJT 1 0 N = N + cosm- -- . ---- (WN). o roxcxoWoT 0 
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Setzen wir Wals temperaturunabhängig voraus. 
mel erhält dann die Form (250): 

2na i' , 
N = No + a1jJ = No + -kr (i _ 1)2 K 

mit 
hv v 

~ = k T- , a = w· cos rp , 

K'--~- iJT 
- 2nOioT iJx . 
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Unsere For-

(269) 

Die Wärmeströmung pro Flächeneinheit bestimmt sich damit zu: 

Cx = - 2'NhYW cosrp = - 2'a2 1jJhW2 

= _K,8n2Ckr!J~_ J 
3h4W3 4· 

Die Integration geschieht wie in (258) mit V = 1. Wir erhalten 
.als Beitrag der longitudinalen elastischen Wellen zu der Wärme
leitung den Ausdruck: 

"s h =. 4n~(kT)'3J = ~1<kl(~'!...)3J (270) 
CW 3CX OW2 h 4 3W2 h 4· 

Wenn man außer den longitudinalen auch die transversalen Wellen 
berücksichtigen wollte, müßte man den Ausdruck (270) ungefähr 
verdreifachen. Nehmen wir (270) als zutreffend an und kombi
nieren wir diese Gleichung mit (265). Wir erhalten dann: 

K=K'[I+- 4n~1If_(kT)3J~] (271) 
3C2 VTxschw h J 5 • 

Bei hohen Temperaturen ist die Wärmeleitfähigkeit eines Me
talles bekanntlich viel größer als die eines Isolators. Wenn wir 
für die durch Elektronen verursachte Wärmeleitfähigkeit "EI den 
Wert (211) nehmen, der aus der in Abschnitt 24 geschilderten 
Theorie folgt, nämlich: 

6n2 M y2(kG)2 n2k 
"m = --- 3h3 V-C-2 - 3 (~"Schw) , 

.so erhalten wir: 

K = K'[1 + ~ _~(!'.)2 J:], 
XSchw 4n2 y2 G J 5 

(272) 

=K'[I+~~]. 
XSchw 3n- y2 

Bei hoher Temperatur ist J 4 gleich etwa t (8jT)3 und J 5 gleich 
etwa! ((9jT) 4. Es ist also sicher, daß unter diesen Umständen 
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USchw sehr klein gegen Um sein muß. Es ist also auch K' sehr klein 
gegen K; somit wird die BLocHscheNäherung (und alle Rechnungen 
der Abschnitte 23-24) gerechtfertigt. 

Bei tiefen Temperaturen werden die Integrale J 4 und J 5 zu 
Konstanten. Damit dieselben Hypothesen verwendbar bleiben, 
muß man sicher sein, daß die freie Weglänge l der elastischen 
Wellen nicht schneller als mit T-l zunimmt. Nur dann folgt aus 
(265) immer noch K' <z:: K. Diese Frage muß sorgfältig untersucht 
werden. In isolierenden Körpern ist die Bedingung sicher nicht 
erfüllt. Aus eingehenden Studien von PEIERLS folgt, daß die "ela
stische Leitfähigkeit" USchw bei tiefen Temperaturen exponentiell 
zunehmen muß, wenn der Körper vollkommen homogen ist. Bei 
der Anwesenheit von Verunreinigungen nimmt USchw immer noch 
mit T-l, also nach (271) für die BLocHsehe Theorie viel zu schnell 
zu. Man müßte also die Verhältnisse bei der Wärmeleitung durch 
Metalle bei tiefen Temperaturen noch näher untersuchen. 

30. Bedeutung der anomalen Stöße (Umklappvorgänge). In 
Abschnitt 18 wurde erwähnt, daß außer den normalen Stößen, 
wenn auch viel seltener, solche Stöße vorkommen, bei denen die 
Komponenten der Wellenzahlen nicht erhalten bleiben. Für diese 
gilt nach (132) oder (144): 

~:=~+l ) 
v2 ~. 1'1 + v 

) 
(alle Additionen vektoriell gedacht). 

- )-
---)0- ----)- n 
A=a+ d 

->------)- -~ n 
A' = a +-

d 

--)-

Der Vektor n hat positive oder negative, aber stets ganz-
zahlige Komponenten. 

Wir haben festgestellt, daß anomale Stöße nur mit schnellen 
Elektronen passieren können. Auch sind bei solchen Stößen die 
v-Werte (die Frequenzen der elastischen Wellen) gewöhnlich groß. 
Man erkennt auf Abb. 38, daß die Kurve (0,0), die sich auf die 
normalen Stöße bezieht, immer durch den Koordinatenanfangs
punkt hindurchgeht. Bei niedrigen elastischen Frequenzen, die 
bei genügend tiefen Temperaturen allein angeregt sind, gibt 
es also nur normale Zusammenstöße. Die Äste der Kurven 
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(0, - 1) oder (-1, - 1) oder (- 1, 0), die sich auf anomale Stöße 
beziehen, gehen in ziemlicher Entfernung vom Nullpunkt vorbei. 
Solche Stöße treten daher erst bei höheren Schwingungsfrequenzen 
auf. 

Dieser Punkt verdient eine nähere Betrachtung. Bei tiefen 
Temperaturen sind, wie erwähnt, allein die kleinen Frequenzen y 

angeregt. Nach der FERMI-Funktion haben fast alle Elektronen 
Geschwindigkeiten unterhalb der Grenzgeschwindigkeit v'. Ihnen 

--~ 

entsprechen al-Vektoren mit Absolutwerten kleiner als ai (102): 

a~ = ( 3N)t = _~ (~)')1 , 
8nV 2d n 

wenn das (kubische) Gitter die Gitterkonstante d besitzt und die 
Gitterionen die Ladung y tragen. Die Anzahl der Elektronen mit 
Geschwindigkeiten über v' ist sehr klein und nimmt nach (171) 
wie: 

e' + l' mit 

exponentiell ab. 
Damit einer von den Kurvenästen, die den anomalen Stößen 

entsprechen (z. B. n = -1,0,0), durch den Anfangspunkt hin
durchgeht, muß I all mindestens gleich 1/2d sein, wie dies aus der 
Struktur der Abb. 38 anschaulich folgt. Denn die Kurve kann 
den Anfangspunkt nur erreichen, wenn der Kreis mit dem Zentrum 
in 0 (Abb. :38, oben) durch das Zentrum des Quadrates (-1,0) 

--+ 
hindurchgeht. Der kleinste Vektor au bei dem dieses auftritt, ist: 

1 
a l = 2d ' (bI = Cl = 0) . 

In einem mehrwertigen Metall (y = 2, 3, ... ) wird die Anzahl 
der Elektronen, die diesen Bedingungen entsprechen, bedeutend 
sein; in einem einwertigen (y = 1) dagegen sehr klein, wie sich 
dies aus den Beziehungen (102) und (171) ergibt; denn die 
Grenze ai ist dann etwas kleiner als 1/2 d. 

Wir setzen voraus, daß das Metallgitter einfache kubische 
Symmetrie hat. Die Bemerkungen, die in Abschnitt 13 gemacht 
wurden, beweisen, daß die Verhältnisse auch bei allen anderen 
Gitterarten ähnlich liegen. Bei mehrwertigen Metallen sind die 
Anomalitäten, die durch BRAGGsche Reflexionen bedingt sind, mit 
besonderer Intensität zu erwarten. 
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Wir wollen jetzt versuchen, den Einfluß solcher anomalen 
Stöße näher zu erkennen. Die Formeln (132) und (144), die S. 398 
wiederholt wurden, zeigen, daß man für solche Stöße den Vektor 
~ ~ 

a der elastischen Welle durch einen Vektor A ersetzen muß, der 
~ -~ 

durch vektorielle Addition von a und njd (n = System aus drei 
ganzen Zahlen) entsteht. In ähnlicher Weise erhalten die Formeln 
(138), (139) das folgende Aussehen: 

(273) 

Für alle Stöße, normale wie auch anomale, spielt also nur das 
~ 

skalare Produkt von l (der Verschiebung in der elastischen Welle) 
~ ~ 

und a bzw. A eine Rolle l • Alle Rechnungen, die in den Abschnitten 
18, 19 und 20 für die normalen Stöße ausgeführt worden sind, 

~ ~ 

können daher nach bloßem Ersatz von a durch A auch auf ano-
male Stöße angewandt werden. Die Wahrscheinlichkeit eines 
Stoßes von bestimmter Art ist proportional dem zugehörigen Wert 
von C~ [Gleichung (146)]. Bei einer longitudinalen Welle sind die 

~ ~ 

Vektoren l und a einander parallel. Es gilt daher: 

(274) 

(statt jW ·jaj2 für normale Stöße). 

In der Formel (151) muß also jaj2 durch IAj2cos2(<t:Aa) er
setzt werden. In (155) hatten wir jaj2jv durch vjW 2 ersetzt. Bei 
anomalen Stößen müssen wir statt V/W2 den Ausdruck: 

l:"!f cos2 (<t: A a) 
v 

1 Die Formel (273) wurde von PEIERLS hypothetischerweise auch für 
anomale Stöße mit III I a I geschrieben. Wir betrachten im folgenden immer 
nur die longitudinalen Wellen. In eine vollständigen Behandlung müßten 
aber auch die transversalen Wellen mit berücksichtigt werden. Wie 
aus den Formeln (138) und (139) des Abschnittes 16 ersichtlich, könnten 
transversale Wellen für anomale Stöße von beträchtlicher Bedeutung 
sein. 
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einsetzen. Die Formel (158) erhält daher für anomale Stöße, die 
einem bestimmten System von ganzen Zahlen n1 n2n3 (einem 

--+ 
Vektor n) entsprechen, die Form: 

p(r1;.,~, N,lt) - P(a;,~, N, rt) 

mit 

y = 2nt(v1 + v - 1'2) = - .n~t [IA]2 + 2]a1 ]IA I cosJ1] + 2nvt, 

--+ --+ 
wo mit J 1 der Winkel bezeichnet ist, den die Vektoren a1 und A 
miteinander bilden. Der Ausdruck (275) bestimmt die Gesamt
zahl der Elektronen vom Typus a1 , die durch die betrachtete Art 
von anomalen Zusammenstößen "zerstört" werden. 

Für die Stöße vom Typus (144), an die wir ebenfalls am Be
ginn dieses Abschnittes erinnert haben und die sich von dem 
Typus (132) nur durch das Auftreten des Vorzeichens - unter
scheiden, erhält man in analoger Weise: 

P(-;;',~,N,lt) - P(f!;.,-;;',N,rt) l 
C2h31A'12 2( A') . y' (276) 

= __ -,-_I_COS~~ sm t[F (1-F')(N+l)-F'(1-F )N] 
4.n2 M m2 v y' 1 2 2 1 , 

mit: 

y' = 2n(v1 - v - v2)t = -~.! (!A'i2 - 2]a1 ]]A'] cosJ;) - 2nvt. 

Wir beginnen jetzt zu erkennen, wie die anomalen Stöße den 
Fluß Qx(Schw) beeinflussen können. Wir setzen wie in den Ab
schnitten 28 und 29 voraus, daß die Abweichungen der Elektronen 
und der elastischen Schwingungen von der normalen Verteilung 
durch die einfachen Gleichungen (250), (254) mit den beiden 
Koeffizienten Kund K ' dargestellt werden können: 

X = ~ .. T. K (e~ 1)2 ' I 
2.n , ei; 

'IfJ = k T- K (ei; '::"1)2 . 

(277) 

Unsere Rechnungen haben also nur die Bedeutung von Nähe
rungen. Dafür erlaubt die Vereinfachung der Formeln eine einiger-

BriJIouin, Quantenstatistik. 26 
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maßen vollständige Durchrechnung. Die Ausdrücke (172) re
duzieren sich auf: 

F I {1 - F 2 ) N - F 2 {1 - F 1 ) (N + 1) 

2:>: [K (al - az) + aKI] 
kT (e~ _ 1){e' + 1){~-=-,--=-i-+-I) 
2:>: (- AK + aKI) 

kT (i~ifW+l)(~-='-~ +]), 

F I {1 - F~) (N + 1) - F~{1 - F I ) N 
(278) 

2n [K (al - a;) - aKI] 
/Cf (l~':':':i){~=~ + 1) (eF-~ +D 
2:>: (AI K - aKI) 

--'--~-

kT (l - 1) (e- F + 1) (e'-; + 1) . 

Die beiden Formeln (278) entsprechen den beiden wiederholt 
erwähnten Fällen (132) und (144). Die Stöße erster Art verkleinern 
die Anzahl N der elastischen Quanten um 1, die Stöße zweiter 
Art vergrößern N um 1. Indem wir aus (275) und (276) die Ge
samtzahl der Stöße bei der Art entnehmen und ihre Differenz 
bilden, erhalten wir für dN den Ausdruck: 

(dN)' = C2h3 ;A?cos2 (<tAa) r-~ (AK -=~](~ __ siny t 
dt u 2n kT M m2 y (e< - 1) (eE + 1) (e- E-; + 1) Y 

(A' K - aK') siny' ] 
+ (i _ 1)-{e-e + 1)(e,--Cf=Ü y' t . 

Der Index u soll bedeuten, daß es sich um "Umklappvorgänge" 
handelt. -+ 

Wir müssen jetzt über alle al-Vektoren, d. h. über alle Elektro-
nen, integrieren. Bezeichnen wir den Winkel <}::Aa1 wieder mit 
J I und den Flächenwinkel, der die räumliche Lage der Ebene 
Aal in bezug auf eine durch A durchgelegte feste Ebene be
stimmt, mit '-P'. Genau wie in (245), erhalten wir für das Diffe
rentialelement den Ausdruck: 

Die Integration über J I führt zum Verschwinden der Resonanz
glieder in siny/ y. Die Rechnung ist der in (246) ausgeführten 
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ähnlich. Die Integration über cfJ' gibt 2 n, denn keine der 
Funktionen hängt von cfJ' ab. Wir erhalten somit: 

(~~) =vC2IAICOS2(.<J.Aa)(AX-aX/)[j" de _I 
\dt,u MWlal e~-l (e'+l)(e-'-~+1) 

, dö 1 (279) 

+ J (e-' + 1) (e-;--" + 1) . 

Zur Nachprüfung dieses Ergebnisses kann man leicht zeigen, 
->- ->-

daß sich (279) im Falle A = a (d. h. n 1 = n2 = n3 = 0) auf die 
frühere Formel (251) reduziert. Es genügt daher, in (251), b(~) = K' 
und C(E) = K zu setzen, wie dies der vereinfachten Annahme (277) 
entspricht. Die beiden auf f. bezüglichen Integrale, die in (279) 

~e~ 
auftreten, sind vom Typus (225); sie haben den Wert 

e~ - l' 
Es ist somit: 

(~~) = 2 ~G'2 ~ I cos2(i~_(tl (A K - aK,)-}_L. (280) 
dt u MW lai (e;_1)2 

Was uns jetzt interessiert, ist die durch diese anomalen Stöße her
vorgerufenc Störung der von uns angenommenen Verteilung (der 
Koeffizienten Kund K'). Um diese zu bestimmen, berechnen wir 
die entsprechende Variation des Flusses Qx(Schw) der elastischen 
Wellen: 

Wir suchen jetzt nach der Änderung des gesamten Flusses Qx. 

Diese beträgt - ~l für jeden Zusammenstoß, bei dem ein Quan

tum hv neu entsteht, wobei die Definitionen und Vorzeichen 
gelten, die zuletzt am Beginn dieses Abschnittes wiederholt 
wurden. Die durch die Um klapp vorgänge bedingte Variation 
des Gesamtflusses Qx ist somit: 

(~~~t = - 1.'1.,nj (d::t 
n abt' 

(282) 

26* 
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In jedem der beiden Fälle (281) und (282) müssen wir eine Sum
mierung über alle Frequenzen 'V(a, b, c) durchführen. Die Summe 
verwandelt sich wie in (258) und (261) in ein Integral über alle 
'V-Werte, wenn man einen Mittelwert des zu integrierenden Aus-

->-
druckes für alle Orientierungen des Vektors av den sog. "sphäri-
schen Mittelwert", bildet. Außerdem muß auch eine Summierung 
über alle Kombinationen von ganzen Zahlen n1 n 2 n3 ausgeführt 
werden. Die einzigen wichtigen Werte sind dabei: 

± 1,0,0, o± 1,0, 0, ° + 1. 

Das erste Wertesystem ändert Qx, die bei den anderen lassen Qx 
unverändert, beeinflussen aber Qy oder Qz. Doch interessieren uns 
auch die letzten beide Fälle, da die Wirkung der entsprechenden 
Stöße zu der der normalen Stöße, die ebenfalls Qx unverändert 
lassen, hinzukommt. 

31. Diskussion der Ergebnisse bei tiefen Temperaturen; 
elektrische Leitfähigkeit. Wir führen die Rechnung nur für tiefe 
Temperaturen aus, denn die Überlegungen des Abschnittes 29 
haben uns gezeigt, daß für hohe Temperaturen die Hypothese 
von BLOCH annehmbar erscheint und die anomalen Stäße nur eine 
ganz untergeordnete Rolle spielen können. 

Bei tiefen Temperaturen wissen wir aber nicht, ob sich das 
Gleichgewicht der elastischen Wellen rasch genug wiederherstellt. 
Unter diesen Umständen könnten die anomalen Stöße von größerer 
Bedeutung sein. Die Diskussion der lntegrale (281) oder (282) 
vereinfacht sich in diesem Falle dadurch, daß nur kleine 'V-Werte 
auftreten. Die Intensität der elastischen Wellen mit höherer 
Frequenz ist verschwindend klein. 

Betrachten wir zunächst die anomalen Stöße von der Art 
n1 = ± 1, n 2 = n3 = 0. 

Wir können sicher sein, daß die Vektoren -; alle klein gegen 
lid sind, denn dies bedeutet nichts anderes, als daß T klein gegen 
e ist. Um die in (281) und (282) auftretenden Mittelwerte zu be
rechnen, werden wir die einzelnen Faktoren nach Potenzen von a 
entwickeln und alle Glieder in a 2 d 2 (oder ial 2 d 2) usw. vernach
lässigen. Indem wir die beiden Fälle n1 = ± 1 zusammen betrach
ten, erhalten wir folgende Ausdrücke: 

Vektor -; (a, b, c), 
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n 
lal 2 +acr 

cos(.g::Aa) = -la-I lA-I ' 

In dem Nenner tritt eine Quadratwurzel auf, die eigentlich I A I 
darstellt. Wenn man den Faktor njd vor die Klammer nimmt, 
darf man statt njd auch Ijd schreiben, wenn man die Verabredung 
trifft, die Wurzel in beiden Fällen, n = ± 1, positiv zu nehmen. 

n2 

Im Zähler steht u. a. ein Glied lal 4, das neben a 2 d2 vernachlässigt 
werden kann. Man erhält somit: 

(283) 

Im Integral (281) tritt dieser Ausdruck mit a multipliziert auf. 
Wir müssen die sphärischen Mittelwerte: 

a = 0, a3 = 0, 

verwenden und erhalten damit: 

für (281)' a J~J._.~iS2 (.1 -A a. ) (A i--- aX;) = LctJ (.! X _.!.. XI) 1 . lai d 3 5 
_~'~. _ (284) 

für (282)' _!I' IA i cos-=-(-2;: Aa) (AX - aXt) = _..!!..!..-
. d lai 31ald3' 

Wir sehen jetzt leicht, daß für die beiden Integrale die 
Glieder, die n = Tl und n = -1 entsprechen, sich einfach 
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addieren und daß es daher genügt, das Ergebnis zu ver
doppeln: 

(dQX(flcl'WI) = 16~~~ (~'!')~( 2. K _ 1 KI)J (285) 
d t u, Md W h W 3 5 ~ , 

mit: (OlIT 

J 4 = I(:~4~~1i;)2 .. 
o 

Wir gingen dabei von la: und Y zu ~ über mit Hilfe der Beziehung: 
kT 

W lai = Y = -1,- ~. 

Für das zweite Integral (282) finden wir nunmehr: 

( d Qx ) 16nV2C2 (kT)2 
Ti u,= - -3Md3Wh~w KJ2 • (286) 

Betrachten wir jetzt die anomalen Stöße n1 = 0, n2 = ± I , 
n3 = O. Sie lassen den Gesamtstrom Qx unverändert, beeinflussen 
aber Qx(Schw). Übrigens ist das Ergebnis für die Stöße n1 = n2= 0, 
n 3 = ± I genau gleich, so daß wir zu ihrer Berücksichtigung die 
Formeln einfach verdoppeln können. 

Es gilt jetzt: 

Vektor1(a, b +~, c), 
n2 n 

IAI2~d2+2bd' 

lal 2 + b~
cos (<}:: A a) = -rarlAI ' 

IAlcos2 (<tAa) ( K - K I ) 

a I' a a al 
n n2 

lal 4 + 2I a I2b -l{ + b2d'i 
= a2 (K - K I ) ------- - •.. -

-}la I3 (1 + 2b~Y 
~ a2 (K - K I

) (21 a 12 bn + b2 n~) (1 - b-~-). 
lal 3 d n 

Wir müssen folgende sphärische Mittelwerte! verwenden: 
-~ - 1 -~ la l4 
b2=a2=3IaI2, a2 b=O, a2 b2 =T5-' 

---~ 

1 Der letzte Mittelwert bestimmt sich in folgender Weise: 
:11: 

(i"b2 = a2c. =!- a2(b2l--7) = .1_ nl a 14 /"coS2 D sin3 0 cl 0 = Jt:f. 
2 4n. 15 

o 
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Der in (281) enthaltene Mittelwert ist also: 

Mit: 

(K _ K')~-2 I A I cos2_L4A~) = (K _ K') ~ n2 . 
. lai 15 d 

kT 
Wlal=')I=h~ 

erhält man jetzt aus (281): 

(d QX(Sd'WI) = 3~Jf V2_C~ ('! T)4 (K _ K') J 4 • (287) 
. dt "(2 und 3) 15MdW hW 

Ein Faktor 2 stammt von den beiden Fällen n2 = ± 1, ein zweiter 
von den Fällen n3 = ± 1 . 

Wir wollen die Ergebnisse (285) und (287) mit der Formel (261), 
Abschnitt 28, vereinigen, die die normalen Stöße beschreibt. Da
bei berücksichtigen wir die aus (102), Abschnitt 13, folgende Be
ziehung: 

dkT = ~(3r)t 
hW 2(-) Jf ' 

(y = Valenz) . 

Wir erhalten: 

Das erste Glied in der eckigen Klammer stammt von den normalen 
Stößen, das zweite von den anomalen Stößen u 2 und U a, das dritte 
von den Stößen U 1 . 

Bei tiefen Temperaturen verschwinden die normalen Stöße 
praktisch, denn ihre Anzahl nimmt mit T5 ab, während die der 
anomalen Stöße einem T4-Gesetz gehorcht. Ein in bezug auf die 
elastischen Wellen stationärer Zustand wird bei: 

~Qx = o. 
dt ' 

2,4K = K' (289) 

erreicht. Man erhält also eine etwas größere Asymmetrie der 
elastischen Wellen in Vergleich zu der der Elektronen. Es ist aber 
möglich, daß die Wechselwirkung zwischen longitudinalen und 
transversalen elastischen Wellen K' erniedrigt, so daß sein Wert 
dem Wert von K näher wird. 

Welche Schlußfolgerungen müssen wir aus diesen Ergebnissen 
in bezug auf die elektrische Leitfähigkeit ziehen? Die Formel (286) 
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bestimmt die Änderung des gesamten Flusses. Sie hängt nur 
von K ab, d. h. von der Asymmetrie in der Elektronenbewegung 
in bezug auf die ausgezeichnete Richtung. Ein stationärer Zu
stand kann nur vorhanden sein, wenn die Änderung (286) der 
Flußstärke durch den Einfluß eines elektrischen Feldes kom-
pensiert wird: 

"F~(l'l = N eE 
~ dt h . 

Hier ist N die Gesamtzahl der Elektronen im Volumen 

V = Ni d3 = N d3
• Wir erhalten somit: 

y 

Indem man von K zu der elektrischen Leitfähigkeit (j über
geht [in ähnlicher Weise, wie dies in Abschnitt 24, Gleichungen 
(209), (217), oder Abschnitt 26, Gleichungen (232), (233), geschehen 
ist], erhält man d·afür bei tiefen Temperaturen eine Proportionalität 
mit T- 2, was allen unseren früheren Ergebnissen widerspricht. Wie 
wir gesehen haben, wird das aus der BLocHschen Theorie folgende 
Gesetz - Proportionalität mit T- 5 - experimentell gut bestätigt. 

Dieses Ergebnis ist recht enttäuschend. PEIERLS vermeidet 
es, indem er ein anderes Stoßgesetz benutzt. Wir haben schon 
in Abschnitt 16, Formeln (138 )bis (139), auf diese Abweichung 
seiner Ableitungen von den unserigen hingewiesen. Auf diese 
Weise erhält er für (J bei tiefen Temperaturen eine Proportionalität 
mit T- 4, was z"War nicht so unmöglich erscheint wie eine Pro
portionalität mit T- 2, aber immer noch wenig glaubhaft ist. Im 
übrigen sind aber die PEIERLsschen Stoß ansätze nicht genügend 
gerechtfertigt und widersprechen unseren Überlegungen in Ab
schnitt 16. Auch in der Ausrechnung verfährt PEIERLS etwas 
anders, als wir es getan haben. Wir wollen seine Rechenmethode 
kurz andeuten, um die Schwierigkeit zu zeigen, die uns zu ihrer Ver
werfung geführt hat. Wir haben ein Gleichungssystem[vgl. (169)]: 

(dF (al bl Cl)) = _(d .. F. (al bl Cl)) + {)F e_E 1 
dt N dt u () a1 h 

(291) 

(dd~)N= -(~~t· 
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Die Änderung der Anzahl F von Elektronen vom Typus (al bl Cl)' 

die durch normale Stöße (N) und anomale Stöße (u) hervor
gerufen wird, muß die Wirkung des elektrischen Feldes gerade 
kompensieren. Auch die resultierende Änderung der Anzahl von 
elastischen Quanten dN/at muß gleich Null sein. PEIERLS nimmt 
an, daß die normalen Stöße viel wichtiger sind als die anomalen. 
Er setzt die Glieder mit dem Index u auf die rechte Seite der 
Gleichung (291 I) und sucht eine Lösung durch sukzessive Nähe
rungen: 

F o und No sind zwei Funktionen, die die homogenen Gleichungen 
(291) befriedigen, also der völligen Ausschaltung anomaler Stöße 
entsprechen. Diese Funktionen sind, wie wir bereits früher gezeigt 
haben, vom Typus (277), mit K = K '. Wir gehen mit den Funk
tionen F o ,und No in die rechte Seite von (291) herein und suchen 
nach FunktionenFI , NI' die die so entstandenen Gleichungen be
friedigen. Solche existieren nur, wenn die rechten Seiten der 
neuen Gleichungen orthogonal sind zu den Lösungen der ent
sprechenden homogenen Gleichungen. Diese Bedingung ist von 
uns schon früher formuliert worden. Die Bestimmung von F I 
und NI gibt die zweite Näherung. Diese Rechnung hat nur 
Sinn, wenn F I und NI klein gegen Fo und No sind. Wir haben 
aber gesehen, daß die Effekte, die von normalen Stößen stammen, 
bei tiefen Temperaturen mit T·· 5 verschwinden, während die 
Effekte der anomalen Stöße nur mit T- 2 abnehmen. Die PEIERLS
sehe Näherung ist also unkorrekt. F I und NI sind viel größer als 
Fo und No. In unserer früheren Rechnung offenbart sich dieses 
Verhalten darin, daß man [nach (288), (289)] kein Gleichgewicht 
der elastischen Wellen mit K = K' erhält. Man muß daher auf die 
PEIERLssche Methode verzichten. Aus diesem Grunde haben wir 
uns mit den oben gegebenen, offenbar groben Abschätzungen be
gnügt. Diese müssen grob sein, weil wir nicht bewiesen haben, 
daß unsere Verteilungen (277), (289) wirklich stationär sind, son
dern nur, daß sie eine stationäre Strömung Q", ergeben. 

Es scheint uns unzweckmäßig zu sein, die Lösungsmethoden 
weiter in Einzelheiten zu verfolgen, da das oben erhaltene Ergebnis 
große Zweifel in bezug auf die Grundlagen der ganzen Theorie 
entstehen läßt. 
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Ist es überhaupt vernünftig, die PEIERLsschen Umklappvorgänge 
in die Theorie einzuführen? Es scheint uns, daß man bei einiger 
Überlegung an der Zweckmäßigkeit der PEIERLsschen Annahmen 
zu zweifelrl beginnt, und zwar aus folgendem Grunde: Ein ano
maler, durch drei ganze Zahlen n l n 2 na gekennzeichneter Stoß 
kann als eine Überlagerung von zwei Prozessen betrachtet werden: 

--->-

l 
--->- --->-

l. 
I n 

'V~ = 'VI ; a1 = a l + d' 
(292) 

--->- --->- --->-
2. a2=a~+a, 1'2 ~ 'V~ + 'V • 

Der erste Vorgang ist eine BRAGGsche Reflexion an den Netz
ebenen n l n2 na , der zweite ist ein normaler Stoß. 

Jetzt kommt aber der wesentliche Punkt : für die innerenElektro
nen eines Metalls gibt es keine BRAGGschen Reflexionen. Diese Frage 
wurde von uns in Abschnitt 7 -12 dieses Kapitels sehr ausführlich 
besprochen. BRAGGsche Reflexionen können nur Elektronen er
leiden, die von außen auf die Metalloberfläche antreffen. Für innere 
Elektronen gibt es nur Ausbreitungsanomalien, die wir ausführlich 
untersucht haben und die in keiner Weise an Stoß vorgänge erinnern. 

Es scheint uns also, daß man, um eine korrekte Theorie zu 
erhalten, etwa folgendermaßen vorgehen müßte: für innere Elek
tronen muß man von den vollständigen Ausdrücken ausgehen, 
die die Energie und den elektrischen Strom als Funktion der 
Zahlen a l bl Cl darstellen. Diese beiden Größen, Energie und Strom
dichte, zeigen für Elektronen, die den BRAGGschen Bedingungen 
entsprechen, eine anomale, sprunghafte Änderung, wie sie von 
uns in den Abschnitten 7-12 beschrieben wurde. 

An dieser Stelle müßte man das BLocHsehe Verfahren wieder 
aufnehmen in der von uns bereits geschilderten verallgemeinerten 
Form und dabei den erwähnten Anomalien Rechnung tragen. 
Man wird dabei keine Prozesse von der Art der "Umklappvor
gänge" einzuführen brauchen, da alle Anomalien schon in den 
BRAGGschen Beziehungen enthalten sind. Man wird in dieser 
Weise, ohne besondere Komplikationen zu befürchten,dasPEIERLS
sehe Paradoxon vermeiden können. Denn der Fluß Qx, den wir 
in den vorangehenden Abschnitten untersucht haben, steht in 
keiner einfachen Beziehung zu dem elektrischen Strom. Letzterer 
zeigt in der Tat BRAGGsche Anomalien, während der Fluß Qz 
nichts Ähnliches aufweist. 
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Eine auf dieser Grundlage entwickelte Theorie müßte zu Er
gebnissen führen, die von denen der BLocHschen Theorie nur sehr 
wenig verschieden sind und somit, wie wir gesehen haben, auch mit 
der Erfahrung in guter Übereinstimmung stehen. 

Es bleibt noch übrig, zu untersuchen, unter welchen Bedin
gungen bei tiefen Temperaturen die Einstellung des Gleich
gewichtes zwischen den elastischen Wellen erfolgt. 

32. Ausbreitungsanomalien der Elektronenwellen (BRAGGsche 
Bedingungen) und die scheinbare Elektronenmasse ; ihre Be
deutung für die elektromagnetischen Phänomene. Die verschie
denen Kurven, die wir in den Abschnitten 7 -12 erhalten haben, 

a 1 a 
L l-:_O:________ _ ______________________ _ 
zd 

1 
- zd 

Abb.45. 

erlauben eine Reihe von bemerkenswerten Folgerungen, die eine 
nähere Diskussion verdienen. Betrachten wir wieder ein kubisches 
Gitter. Die Elektronen sollen sich in einer Richtung bewegen, die 
von der Ox-Richtung nur 
wenig abweicht. In Abb. 26 
und 29 haben wir die Kurve 
gezeichnet, die die Ände
rung der Energie E als 
Funktion von a (d. h. der 
Komponente des Vektors 
11 A längs der 0 x-Achse) 

darstellt. Für a = ± 2~ 
tritt eine Anomalie auf, 

a 
1 

Zd 

o 
-oe 

I 

Abb.46. 

die der BRAGGschen Reflexion an der Fläche (1,0,0) entspricht. 
An der Seite der E-Kurven haben wir in den Abb. 45 und 46 
auch die Kurven wiedergegeben, die die elektrische Stromdichte J x 
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als Funktion von a darstellen. Diese letzten Kurven haben bei 

a = ± 21d Nullstellen [vgl. Abschnitt 8, Gleichung (75) und (76), 

mit IX = 0]. In dem allgemeinen Fall (Abschnitt 8) gibt es eine 

Kopplung zwischen einer Welle abc und einer Welle a - ~ , 

b - ~ , c - ~ . In dem betrachteten Falle sind die Wellen a, b, C 

und a - ~ , b, c am Vorgang beteiligt. 

Betrachten wir die Abb. 45; zwischen -IX und +IX sind 
die Kurven normal, d. h. mit wachsendem Absolutbetrag von a 
wächst auch die Energie sowie der Absolutwert des elektrischen 

Stromes. Zwischen IX und 2~ (sowie -IX und - 21d ) ändert sich 

aber alles: einer Zunahme von a und von E entspricht eine Ab
nahme des elektrischen Stromes J x . Wenn das Elektron der 
Wirkung eines elektrischen Feldes F ausgesetzt ist, verursacht 
eine Verschiebung um dx einen Energiezuwachs dE = Fdx. Statt 
aber einer Beschleunigung des Elektrons und einer entsprechenden 
Erhöhung des elektrischen Stromes ruft das Feld eine Verkleine
rung von J x hervor. 

Alles geschieht hier so, als ob das Elektron eine negative Masse 
hätte. Eine ähnliche Anomalie kann immer auftreten, wenn unsere 
Kurven die in der Abb. 35 gegebene Gestalt besitzen (Abb. 46). Dies 
wiederum kann vorkommen, wenn wir für a, b, c die "reduzierten" 
Werte verwenden (s. Abschnitt 12, Abb.35). In diesem letzten 
Fall ist die scheinbare Masse zwischen -IX und +IX negativ und 

zwischen - ~d und -IX (bzw. zwischen IX und 21d ) positiv. 

Die freien Elektronen, die bei der elektrischen Leitfähigkeit 
die ausschlaggebende Rolle spielen, zeigen diese Anomalien nur 

in sehr geringem Grade, denn die gestörte Zone (IX bis ~~ - IX) ist, 

wie aus Abb. 45 ersichtlich, sehr eng. Der Einfluß der Anomali
täten auf die elektrische Leitung ist also sehr gering. Das gilt 
aber nicht mehr für manche andere Prozesse, z. B. für den HALL
Effekt. PEIERLS1 hat eine Theorie entwickelt, die die beiden Vor
zeichen des HALL-Effektes dadurch zu erklären sucht, daß in den 
einen Metallen die Elektronen mit der positiven, in anderen die 

1 PEIERLS, R., Z. Physik 53, 255 (1929) - Physik. Z. 30, 273 (1929). 
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mit der negativen scheinbaren Masse die größere Bedeutung 
haben. Dieser Versuch von PEIERLS bedeutet eine Verallgemei
nerung der BLocHschen Theorie für die Fälle, in denen außer 
der elektrischen auch die magnetische Feldstärke eine Rolle 
spielt. Doch stößt eine solche Erweiterung auf ziemlich große 
Schwierigkeiten, so daß man zunächst nur qualitative Ergebnisse 
erhält. 

33. Schlußfolgerungen; Bedeutung der Austauschphänomene. 
Die gesamte dargestellte Theorie beruht auf einigen Hypo
thesen, auf die man zweckmäßigerweise zum Schluß nochmals 
hinweisen soll. Wir nahmen an, daß sich die Elektronen in 
einem unveränderlichen Kraftfeld bewegen, und wir ließen ihre 
Wechselwirkung untereinander unberücksichtigt. Dies ist sicher 
eine Vernachlässigung. Die elektrostatischen Wechselwirkungen 
der Elektronen spielen sicherlich eine nicht unwichtige Rolle 
bei der Elektronenbewegung. Vor allem kompensieren die Elek
tronenfelder zum Teil die Kraftfelder der positiven Ionen und 
bestimmen in dieser Weise die Höhe des mittleren Potentials des 
Gitters. 

Eine weitere Folge der Wechselwirkung besteht im Auftreten 
der Austauschintegrale von HEITLER und LONDON. Diese Be
hauptung muß etwas genauer formuliert werden: Unsere bis
herigen Rechnungen enthalten zwar die Austauschvorgänge, aber 
nur in dem Maße, wie solche in einem konstanten Gitterfeld vor
kommen. Unberücksichtigt blieben dabei Vorgänge, die auf der 
Beeinflussung des Feldes durch die Elektronen selbst beruhen. 
Dies ist evident, denn unsere statistischen Betrachtungen gingen 
von der Annahme identischer Elektronen aus. "Austauschvor
gänge" treten aber als besondere Prozesse nur auf, wenn man die 
Elektronen zunächst als selbständig und identifizierbar betrachtet 
(ihnen etwa N ummem 1, 2, 3, ... und individuelle Koordinaten 
Xl' Yl' Zl' X 2 , Y2' Z2' ••• zuschreibt) und sich nur am Schluß der 
Rechnung auf ihre Identität besinnt und bedenkt, daß ein gegen
seitiger Austausch etwa der Elektronen 1 und 2 keine beobacht
baren Folgen haben darf. Aus dieser Überlegung folgt die Er
kenntnis, daß das Problem entartet ist, und die Aufhebung dieser 
Entartung führt zum Auftreten von Korrektionsgliedern im 
Energieausdruck, die man eben als "Austauschintegrale" be
zeichnet. 
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Betrachten wir den Fall von zwei positiv geladenen Zentren 
(a, b) und von zwei Elektronen (1,2). Die Zentren a, b mögen so 
weit voneinander entfernt sein, daß man als erste Näherung für 
die Eigenfunktion die bei den SCHRÖDINGERschen Eigenfunktionen 
f/Ja (x) und f/Jb (x) der getrennten Atome betrachten darf. Wir 
unterscheiden noch durch einen oberen Index r oder l die Zu
stände mit "nach rechts" oder "nach links" gerichtetem Drall. 
Die möglichen antisymmetrischen Kombinationen sind: 

_I tp~ (Xl) tp:; (X 2 ) I 
V'ab - "() r ( ) I ' 

(Pb Xl tp/; X2 i 

I f/J:; (Xl) f/J~ (X2 ) 1 

V'a =1 

: q:'!, (Xl) tp;, (X 2 ) , 

(293) 
I f/J;, (Xl) tpf, (X 2 ) I 

V'b 
= I f/J;;(XI) f/J;; (X 2 ) I ' 

V' 
= 1 q;,(XI ) qJ;, (X2) i 

r;, (Xl) f/J!, (X 2 ) I' 

Die magnetischen Energien, die durch Kopplung der Dreh
impulse bedingt sind, können zunächst vernachlässigt werden. 
Die Stärungsrechnung zeigt, daß man als lineare Kombinationen, 
von denen man in nullter Näherung ausgeht, folgende wählen muß: 

'Pab,'P,· V'+ = V'a + V'b' 'fl- = V'a -1Pb' 

Die Störungsenergie der drei ersten Funktionen ist Null, so daß 
ihre Energie in erster Näherung: 

E a + E b 

beträgt. Für die vierte Funktion gilt die Korrektion; 

" r l2 (2\)4) 
E = - 2J = - 2 (f/Ja(X I ) tpb(X2) [2e2 + Va(x l ) + Vb(X I ) 1 
+ Va(x2) + Vb (X2)] tpa(X2) tpb(XI ) dXI dx2· 

J ist das HEITLER·LoNDoNsche Austauschintegral. Es enthält die 
Potentiale Va und Vb der bei den positiven Ionen, die auf das eine 
oder das andere Elektron wirken, sowie das gegenseitige COULOMB
sehe Potential der beiden Elektronen e~/rI2' Dieses letzte Glied 
ist dasjenige, das unserer bisherigen Theorie fremd war. Wenn 
man die Vorzeichen der potentiellen Energien der Elektronen und 



Schlußfolgerungen; Bedeutung der Austauschphänomene. 415 

der Ionen berücksichtigt, erkennt man leicht, daß, wenn die 
Wechselwirkung der Elektronen stark ist, J positiv werden muß. 
Bei kleiner Wechselwirkung wird J negativ. 

Die magnetischen Eigenschaften der Körper machen eine Aus
sage über die Größe und das Vorzeichen des Integrals J möglich. 
Die HEISENBERGsche Theorie des Ferromagnetismus beruht auf 
der Annahme, daß J groß und positiv ist. In den ferromagnetischen 
Metallen (Fe, Co, Ni) muß also eine starke Wechselwirkung zwi
schen den Elektronen bestehen. Wenn J klein ist, ist ein dem 
CURIEschen Gesetz entsprechendes paramagnetisches Verhalten 
zu erwarten. Der temperaturabhängige PAuLIsche Paramagnetis
mus (fünftes Kapitel, Abschnitt 9) ist nur erklärlich, wenn J ne
gativ ist und einen großen Absolutbetrag besitzt: 

kT<-J. 

Angesichts dieser Tatsachen darf man wohl behaupten, daß das 
Glied e2/r12 im Integral (294) sehr klein sein muß. Indem wir die 
Wechselwirkung der Elektronen vernachlässigt haben, haben wir 
nur einen kleinen Fehler gemacht. Der überwiegende Hauptteil 
des Austauschintegrals stammt von den konstanten Ionenpoten
tialen Va und Vb, und dieser Teil war in unseren Rechnungen, 
die von der Vorstellung ununterscheidbarer Elektronen im kon
stanten Ionenfeld ausging, von vornherein enthaltenI. 

Es scheint uns also, daß die Berücksichtigung der Wechsel
wirkungen zwischen den Elektronen keine starke Änderung der 
Theorie der freien Elektronen mit sich bringen wird, wenigstens 
solange man die magnetischen Metalle außer Betracht läßt. 
Es wäre aber sehr wichtig, wenn man eine vollständige Theorie 
aufbauen könnte, in der die Austauschglieder nicht vernach
lässigt wären, denn diese könnten neue interessante Erscheinungen 
bedingen. 

In dem Zusatz 3 am Schluß des Buches findet man noch einige 
Ergebnisse, die sich auf die zuletzt besprochenen Probleme be
ziehen, und die der Verfasser einer neuerlichen Diskussion mit den 
Herren NORD HEIM und PEIERLS verdankt. 

1 Dieses folgt direkt aus den Überlegungen der Abschnitte 5 und 6 
dieses Kapitels. Man vergleiche die Ansicht von BLOCH in "Leipziger Vor
träge'". Leipzig: S. Hirze11930, dessen Standpunkt von dem hier vertretenen 
nicht unbedeutend abweicht. 
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Neuntes Kapitel. 

Entartetes Elektronengas und die Verteilung 
des elektrischen Potentials; Atomstruktur 

und andere Probleme. 
1. Potentialgleichung von FEltl\lI und THOMAS. FERMI und 

THOMAS haben die Verteilung des entarteten Elektronengases in 
einem elektrischen Potentialfeld untersucht. Das Gesetz, nach 
dem sich die Elektronen in einem solchen Feld verteilen, kann 
leicht abgeleitet werden. Die erhaltenen Formeln erlauben viele 
interessante Anwendungen, über die wir kurz berichten wollen 1. 

Stellen wir uns eine Elektronenatmosphäre vor. Ihre Dichte 
soll groß genug sein, um eine weitgehende Entartung hervorzu
rufen. In der Atmosphäre soll ein von Ort zu Ort variables elek
trisches Potential P herrschen. Im siebenten Kapitel [Abschnitt 9, 
Gleichung (104)], haben wir gesehen, daß die Gleichgewichts
bedingung für einen solchen Fall folgendermaßen lautet: 

cp+eP=C. 

Hierin ist e = - e die Ladung eines Elektrons und C das chemische 
Potential der Elektronen im Vakuum bei der Temperatur T. Unter 
allen praktisch wichtigen Bedingungen kann C gleich Null gesetzt 
werden. Dann gilt: 

cp - eP = o. (1) 

Das Zeichen cp stellt eine Abkürzung für den Ausdruck: 

cp = 2h~ (::)l (2) 

dar, wo n die Elektronendichte (Zahl der Elektronen im Kubik
zentimeter) an der betreffenden Stelle bedeutet. Aus (1) erhalten 
wir: 8n!! 

n=3h3 (2meP)2. (3) 

1 THOMAS, L.H., Proc. Cambridgephilos.Soc.23, 713 (1927).-FERllU, E., 
Rend. R. Accad. Lincei 6, 602 (1927); 7, 342, 726 (1928) - Z. Physik 48, 
73 (1928); 49,550 (1928) - LeipzigerVorträge. S. Hirze11928. - RASETTI, .1<'., 
Rend.R.Accad.Lincei7, 915(1928) - Z.Physik49, 546(1928). - GENTILE,G., 
u. MAJORANA, E., Rend. R. Accad. Lincei 8,229 (1928). - FRENKEL, J., 
Z. Physik 51, 232 (1928). - LENNARD-JONES, J. E., u. WOODS, H. J., Proc. 
Roy. Soc. Lond. A 120, 727 (1928). 
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Die obige Gleichgewichtsbedingung hat einen einfachen physi
kalischen Sinn: sie bedeutet, daß die kinetische Energie der 
schnellsten Elektronen an jeder Stelle den örtlichen Wert von 
E P nicht überschreiten darf. Mit anderen Worten: die Gesamt
energie eines Elektrons i mv2 + E P ist stets negativ, höchstens 
gleich Null. 

In Abschnitt 1 des siebenten Kapitels wurde gezeigt, daß ein 
entartetes Elektronengas auch beim absoluten Nullpunkt noch 
in einer starken Bewegung begriffen ist. Die Elektronen besitzen 
dabei alle Geschwindigkeiten zwischen Null und einer durch die 
Beziehung: 

~n(mv')3 = nh3 (4) 

definierten Maximalgeschwindigkeit. 
Die maximale kinetische Energie der Elektronen ist unter 

solchen Bedingungen: 

1 , 2 h2 (3 n)' 2, 
2 mv = 2m \8-;- 1I = rp . (4a) 

Die Gleichung (1) definiert also den Grenzwert der kinetischen 
Energie (EP), bei dem die Elektronen sich zwar in dem ganzen 
uns interessierenden Gebiet frei bewegen können, aber noch keine 
Möglichkeit haben, ins Unendliche zu entweichen. 

Wir haben in (3) eine erste Beziehung zwischen der Elektronen
dichte n und dem Potential P. Dazu tritt als zweite die POISSON
sc he Gleichung: 

L1 P = - 4ne = 4nnE. (5) 

Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir folgende Formel, der 
das Potential gehorchen muß: 

32",2, 3 
;JP=-3h3(2mEP)'E. (6) 

Dies ist die wichtige, von FERMI und THOMAS aufgestellte 
Gleichung. 

2. Atomstruktur. Es ist wohl bekannt, welche Schwierigkeiten 
die Untersuchung der Struktur von schweren Atomen bietet, die 
aus einem Kern mit der Ladung + ZE und Z Elektronen mit der 
Ladung -E bestehen; denn die Elektronen beschreiben im An
ziehungsfeld des Kernes sehr komplizierte Bahnen. Für zahlreiche 
Zwecke ist es aber nicht nötig, die Einzelheiten der Atomstruktur 

Brillouin, Quantenstatistik, 27 
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genau zu kennen. Man kann sich mit der Angabe von Mittel
werten der Elektronendichte in verschiedenen Abständen vom 
Kern sowie der mittleren Geschwindigkeiten der Elektronen be
gnügen. Solche Aussagen werden durch Gleichung (6) ermöglicht; 
und die auf diese Weise erreichte Genauigkeit erweist sich als 
bemerkenswert gut. 

Wir machen die Annahme, daß die Elektronenhülle, die den 
Atomkern umgibt, die Eigenschaften eines entarteten Elektronen
gases besitzt und daher den oben angeführten Gleichungen ent
spricht. Eine solche Behauptung wird durch die Tatsache ge
rechtfertigt, daß die Elektronenbahnen gewöhnlich von der 
Temperatur in keiner Weise beeinflußt werden. Das Atom stellt 
wie ein entartetes Gas eine möglichst dichte Packung von Elek
tronen dar, bei der die tiefsten Zellen im Phasenraum ausgefüllt 
sind. 

Unter Benutzung von sphärischen Koordinaten erhält (6) die 
Form: 

mit 

d2 P 2 dP a -- + - -- = f-l P2 
d r2 r dr 

32n2 e 3 
f-l = 3hs- (2m E)~· . 

(7) 

Der Fall des Atoms ist dadurch gekennzeichnet, daß P bei 
kleinen Abständen r gegen den Wert ZElr konvergiert: 

r P --+ Z E bei r --+ 0 . (8) 

Die Gesamtzahl der Elektronen ist gleich der Kernladungszahl Z: 

fndT = Z. (9) 

Daraus folgt, daß P bei unendlich wachsendem Abstand r gegen 
Null konvergieren muß. Diese Folgerung ergibt sich ohne weiteres 
aus den Definitionen des vorangehenden Abschnittes. 

Setzen wir: 

x = > 4' 

xP 
(10) 

/13 (Zerf 

Unsere Gleichung (7) erhält dann die Form: 

" d2 X )'.' 
({xi Jlx (11) 

mit den Grenzbedingungen: 

x (0) = 1 und x (X) = O. (12) 
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Die Funktion IC wurde durch numerische Rechnungen er
mittelt. Man erhielt dafür folgende Werte: 

I ,(x) I x(x) I i x(x) 
I 

x(x) x x x X I 
J J 

J 

0,037 38 I 0,0013 0,00 1,000 0,80 0,485 8 I 0,01 0,985 0,90 0,453 9 0,029 40 0,0011 
0,02 0,972 1,0 0,425 10 0,024 45 i 0,00079 I 

0,03 0,959 1,2 0,375 12 0,017 50 I 0,00061 
0,04 0,947 1,4 0,333 14- 0,012 55 I 0,0004-9 
0,05 0,935 1,6 0,297 16 0,0093 60 

I 0,00039 
0,10 

I 
0,882 1,8 0,268 18 0,0072 65 

! 
0,00031 

0,15 0,836 2,0 0,244 20 0,0056 70 0,00026 
0,20 I 0,793 2,5 0,194 22 i 0,0045 75 i 0,00022 ! 
0,25 0,758 3,0 0,157 24 J 0,0037 80 0,00018 
0,30 0,721 3,5 I 0,130 26 0,0031 8.5 0,00015 
0,35 0,691 4,0 0,108 28 I 0,0026 90 0,00012 

i 
0,40 0,660 4,5 0,093 30 

I 
0,0022 95 0,00011 

0,50 0,607 5 0,079 32 J 0,0019 100 0,0001 
0,60 I 0,562 6 

I 
0,059 34 

I 
0,0017 

0,70 I 0,521 7 0,046 36 0,0015 I I 

Die Kenntnis der Funktion X bestimmt in jedem speziellen 
Fall eindeutig das Potential: 

p = ~f IC [r/-J- (Zc)hj. (13) 

Durch Vermittlung von (3) erhält man daraus auch die Elektronen
dichte: 

n = ~;:3 (2mZ)'~ (;)i. (14) 

3. Bildung der Elektronenschalen. Man unterscheidet ge
wöhnlich im Atom eine Reihe von "Elektronenschalen", die man 
mit K, L, M, N, 0, ... bezeichnet. Ihnen entspricht die Reihe 
der "Hauptquantenzahlen" I, 2, 3, 4, 5. Die Betrachtung der 
Eigenschaften von Elementen an Hand der MENDELEJEwschen 
Tabelle macht es möglich, die sukzessive Ausbildung dieser 
Schalen beim Übergang von leichten zu schweren Elementen zu 
erkennen. Auch ist es gelungen, die Anzahl der Elektronen zu 
bestimmen, die sich bei einem gegebenen Element in jeder Schale 
befinden. 

Die Elektronen, die einer Schale angehören, unterscheidet man 
noch nach ihrem Drehimpuls, d. h. nach der Anzahl l der Ro
tationsquanten (l mißt den Drehimpuls in den Quanteneinheiten 

27* 



420 Entartetes Elektronengas und Verteilung des elektrischen Potentials. 

hj2n). In der alten BOHRschen Quantentheorie wurden für l (da
mals mit k bezeichnet), die Werte 1,2,3, ... angenommen (mit 
der Bedingung k < n). In der Wellenmechanik wurden diese Er
gebnisse etwas abgeändert, l erhielt die um 1 kleineren Werte von 
l = 0 bis l = n - 1: 

Schale J{ 

n 
k 1 
I 0 

L 

2 
1-2 
0-1 

M 

3 
1-3 
0-2 

N 

4 
1-4 
0-3 

o 
5 
1-5 
0-4 

l' 

6 
1-6 
0-5 

Q 

7 
1-7 
0-6 

Zu den durch k bzw. l bestimmten Drehimpulsen der Elek
tronenbahnen kommen noch die Dralle 8 = ± l der Eigenrotation 
der Elektronen hinzu. Durch die vektorielle Addition von l und 8 

bestimmen sich die Gesamtdrehimpulse j der Atome. 
Beim Übergang von einem Element im periodischen System 

zu dem nächstschweren vergrößert sich die Elektronenhülle um 
ein Elektron, das sich die freie Bahn mit der kleinsten Energie 
wählt. Die Anzahl der zur Verfügung stehenden Bahnen jeder Art 
bestimmt sich aus dem PAuLI-Prinzip. Nicht immer gehört die 
freie Bahn, die vom neu hinzukommenden Elektron besetzt ist, 
der äußersten Schale des Atoms an. Man weiß z. B., daß das 
Auftreten der Familie der seltenen Erden auf einer Ausfüllung 
von freien Plätzen in einer inneren Schale beruht. 

Was kann uns die oben entwickelte Theorie in bezug auf die 
Bildung der Elektronenhülle lehren? Sie erlaubt uns, die Anzahl 
der Elektronen, die bei gegebener Kernladung eine bestimmte Im
puls quantenzahl k (oder l) haben, wenigstens angenähert zu be
rechnen. Die Formel (14) bestimmt die Elektronendichte im Ab
stand r vom Kern. Aus dieser Dichte ergeben sich die Geschwin
digkeiten v der Elektronen in der betrachteten sphärischen Zone 
[v hat die Werte zwischen v = 0 und v = v', wobei v' durch For
mel (4) definiert ist]. Die Elektronengeschwindigkeiten sind gleich
mäßig auf alle Richtungen verteilt. Man kann daher in einfacher 
Weise die Anzahl von Elektronen in dem betrachteten Gebiet 
berechnen, die bestimmte Werte des Drehimpulses um den Kern 
besitzen. Genau wie in Abschnitt 1 des siebenten Kapitels be
ruhen auch in diesem Fall alle Rechnungen auf der Voraus
setzung einer vollkommenen Entartung. 

Betrachten wir ein Einheitsvolumen im Abstand r vom Kern. 
Wir berechnen die Anzahl von Elektronen in diesem Volumen, 
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bei denen die zum Radiusvektor senkrechte Komponente des 
Impulses den Wert p bis p + dp besitzt. Diese Anzahl beträgt: 

8Jl~/-'-2-2 d _8Jlj/(3n)_:r2h2 2 d h3 Y P - P P P - -ha ! 8;:' - p pp. 

Im Impulsraum befinden sich alle Elektronen im Innern einer 
Sphäre mit dem Radius pi (wenn man damit den Impuls bezeichnet, 
der der Maximalgeschwindigkeit v' entspricht). Durch Integration 
des obigen Ausdruckes von 0 bis p', unter Berücksichtigung von (4), 
erhält man, wie zu erwarten ist, die Gesamtzahl der Elektronen n. 

Die Drehimpulse der Elektronen von der betrachteten Art 
liegen zwischen den Grenzen 

n = rp und II + dn = r(p + dp). 

Die Anzahl der Elektronen mit Drehimpulsen zwischen II und 
n + dll ist daher: 

~-,,'" II j/(-3~) § h2 _ II2 d n. 
h3 r2 , 8n r2 

Diesen Ausdruck müssen wir mit einem Volumelement 4:nr 2 dr 
multiplizieren und über alle r-Werte integrieren, um die Gesamt
zahl der Elektronen mit den Drehimpulsen von dieser Größe im 
ganzen Atom zu bestimmen. Diese Rechnung ergibt: 

00 

(15) 

Wir ersetzen n durch seinen Wert (14) und drücken [I in Quanten-
einheiten : h 

Il = k -
2Jl 

aus. Wir erhalten dann: 

dNk = ~kdkJV2mZe2;;-=---!:~2 .d;. (16) 

Gehen wir von r zu der durch (10) definierten Variablen x über: 

dNk = (~82~)t kdk/l"lxx _ (-4--)-fk;r!.x.. 
:r • 3Jl Z X 

Das Integral ist über alle x-Werte zu erstrecken, bei denen der 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen positiv ist. Wir führen eine 
Funktion: 

(17) 
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ein. Das obige Ergebnis erhält dann die Form: 

dNk = (~;)! kdlc (j) [(3!Z) i k2] • (18) 

FERMI hat die Funktion (j) berechnet. Sie verschwindet, wenn 
A größer als 0,49 ist; denn für solche A-Werte ist der Ausdruck 
unter dem Wurzelzeichen negativ: 

A = 0,49 0,4 0,3 0,2 0,1 ° 
(j)(A) = ° 0,36 0,88 1,48 2,2 3,2. 

Die Formel (18) ist auf Grund der mit der klassischen Mechanik 
operierenden BOHRschen Theorie berechnet worden. Es ist aber 
bekannt, daß die Wellenmechanik zu ganz ähnlichen Ergebnissen 
führt. Es gibt nur einen Unterschied: der Ausdruck k2 muß -
je nach den Umständen - durch k(k - 1) oder (k - !)2 ersetzt 
werden. FERMI führte dementsprechend die Berechnung mit "halb-

e>d 

Z(J 
;2."" cL. 9- ='''0.1' 

~-- / 

;r ~ / ---".± pr --- --'7 -- ·S 
".; 

, , 
" 

1(J 

W /' , ~-
(J 1fJ ZfJ J(J ~fJ 5(J 5fJ 7fJ 8fJ !IiJ Z 1fJfJ 

Abb.47. 

zahligen" Quantenzahlen k = -L ~ ,ß-, ... aus und erhielt die in 
Abb.47 dargestellte Abhängigkeit der Elektronenzahl N k von der 
Kernladung Z. 

Die theoretischen Kurven sind stetig und monoton ansteigend, 
die empirischen dagegen treppenförmig. Die Bezeichnung der 
Kurvenpaare mit 8, p, d, f ist aus der spektroskopischen Sym
bolik übernommen; 8 entspricht dem Wert k = -L p dem Wert 
k =t usw. 

Infolge ihres statistischen Charakters vermag die Theorie 
offenbar nicht, die Einzelheiten des Atombaues genau wiederzu
geben, doch wird der allgemeine Kurvenverlauf von ihr ganz 
richtig vorhergesagt. Insbesondere kann man theoretisch be
stimmen, bei welchem Element eine bestimmte Elektronenart 
zum erstenmal auftreten muß: die 8-Elektronen zuerst bei Z = 1 
(Wasserstoff), die p-Elektronen bei Z = 5 (Bor), die d-Elektronen 
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bei Z = 21 (Scandium), die I-Elektronen erst bei Z = 55. Die 
ersten drei Zahlen sind genau richtig. So beginnt z. B. der Aus
bau der 3 d-Elektronengruppe, die das Auftreten der ersten 
langen Periode im MENDELEJEwschen System bedingt, gerade 
beim Scandium. Die Zahl Z = 55 stimmt nicht genau mit der 
Stelle überein, an der der Ausbau der 4/-Gruppe tatsächlich be
ginnt (Cerium, Z = 58), liegt ihr aber sehr nahe. 

40 Berechnung der Spektralterme. Um die Energieniveaus der 
Elektronen in den Schalen K, L , M, ... zu berechnen, muß man 
die Schwierigkeit überwinden, mit der die Abschätzung der gegen
seitigen potentiellen Energie der einzelnen Elektronen verbunden 
ist. Die oben angedeutete Methode erlaubt eine angenäherte Be
rechnung dieser Energie. Betrachten wir ein Atom Z. Nehmen 
wir an, daß Z - 1 Elektronen in diesem Atom nach denselben 
Gesetzen angeordnet sind, wie im Atom Z - 1, und untersuchen 
wir das Einfangen des letzten Elektrons, dessen Abstand vom 
Kern wir mit r bezeichnen wollen. RASETTI führte unter diesen 
Voraussetzungen die Rechnung folgendermaßen durch: 

Nach (13) ist das Potential im Atom Z -1 in der Entfernung r 
vom Kern durch den Ausdruck: 

(Z-I), -r- X 

bestimmt. Vergrößern wir die Kernladung um 1, ohne die Elek
tronenverteilung zu ändern. Dies bedeutet das Hinzukommen 
eines Potentiales sir. Wir nehmen an, daß das hinzukommende 
Elektron dem so bestimmten Potential ausgesetzt ist. Seine po
tentielle Energie ist dann: 

,2 
-sP=-r-[l+(Z-l)X]. (19) 

Diese Näherungsmethode erlaubt also die Abschätzung der 
Abschirmung, die die übrigen Elektronen bei der Anziehung des 
letzten Elektrons durch den Kern verursachen. Diese Abschir
mung ist die wichtigste Größe für die Energieberechnung. Wir 
vernachlässigen bei dieser Rechnung offenbar eine Reihe von se
kundären Effekten, wie z. B. die HEISENBERGsche Resonanz, und 
dürfen daher nur angenähert richtige Resultate erwarten. RA
SETTI hat die Rechnung speziell für die Terme M a, bei denen die 
Abschirmung sehr stark ist, vollständig durchgeführt. Die M a-
Elektronen beschreiben eine angenähert kreisförmige Bahn in 
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einem mittleren Abstand ro vom Kern. Wenn r stets nur wenig 
von ro verschieden ist, kann man (19) in eine Reihe entwickeln: 

- t: P = A -+ B -+ Q . .. . (20) 
r r 2 

deren Koeffizienten Konstanten sind. Die Bewegung eines Elek
trons in einem solchen Potentialfeld kann wellenmechanisch voll-
21l 

15 

11l 

/V 
IV 

5 

I 
V 

V 

v 
ständig berechnet werden. Die 
entsprechende SCHRÖDINGERSche 
1jJ-Funktion verschwindet sehr 
schnell, wenn r merklich von ro 
abweicht. Dadurch wird die An
näherung (20) gerechtfertigt. Die 
Ergebnisse der Rechnung sind in 
Abb.48 dargestellt. Abszissen sind 
die Kernladungen Z, Ordinaten 

die Ausdrücke 10B für die Ni
veaus M 3 . Durch Kreuze sind die 
experimentellen Werte angedeutet 
worden, die sehr gut auf die theo
retische Kurve fallen. Zur Berück-

{lJIl 'Ill 51l 51l 7!l SIl SIl 11lllZ sichtigung der Relativitätstheorie 

Abb.48. wurde an den Ergebnissen noch 
eine kleine Korrektur angebracht. 

Die gleichen Methoden können auch zur Berechnung der Ab
schirmungskonstanten der äußeren Elektronen, also zur Bestim-
6' mung der optischen Terme, 

° ~ ,/ 
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b O 
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> ........... 
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----
angewandt werden. Der Ab
schirmungseffekt äußert sich 
in dem Auftreten der "RYD
BERG -Korrektur" a in den 
Termausdrücken. Die Abb.49 
zeigt (durch Kreise angedeu
tet) die Mittelwerte dieser Kor
rektion für die verschiedenen 

Il 10 ZIl JIl 'Ill 5!l 5!l 71l SIl .91l s-Terme der einzelnen Atome. 
Abb.49. 

Der Verlauf der a-Werte als 
Funktion der Kernladungszahl Z zeigt offenbar große Unregel
mäßigkeiten; nichtsdestoweniger kann man ihn in erster Näherung 
durch eine glatte ansteigende Kurve wiedergeben. Die in die Ab-
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bildung eingetragene ausgezogene Kurve ist theoretisch gewonnen 
worden, und die empirischen Werte passen sich ihr befriedigend an. 
Es sei daran erinnert, daß die s-Bahnen in fast allen Atomen 
"eintauchende" Bahnen sind, die zum Teil außerhalb des "Rumpfs" 
verlaufen, zum anderen Teil aber tief in das Gebiet der inneren 
Elektronenschalen eindringen. Unter diesen Umständen kann die 
statistische Rechnung nur eine sehr grobe Annäherung darstellen, 
denn die genaue Struktur der äußeren Teile des Atoms muß hier 
eine wichtige Rolle spielen. 

Die Rechnungen wurden folgendermaßen durchgeführt: Man 
ging von der Lösung der SCHRÖDINGERschen Wellengleichung aus, 
die einem s-Niveau (l = 0, k = 1) mit unendlicher Hauptquanten
zahl (n = (0) entspricht. Für das Potential wurde die Formel (19) 
angenommen; n = 00 zu setzen, hei ßt die Energie gleich Null 
zu machen. Die Lösung der SCHRÖDINGERschen Gleichung wurde 
zunächst für kleine r-Werte aufgestellt und dann nach einer 
Näherungsrechnung nach großen r-Werten hin erweiterP. 

Die so erhaltene Lösung kann man mit der Lösung der Wasser
stoffgleichung vergleichen. Da das Potential (19) in großer Ent
fernung die NEwToNsehe Form annimmt, so kann man zwei 
Lösungen auswählen, die in genügendem Abstand vom Kern die 
gleiche Dichte von Knotenpunkten aufweisen. Dies bedeutet, 
daß in großer Entfernung vom Kern die Elektronenbahnen im 
betrachteten Atom dieselben sind wie im Wasserstoffatom. Bei 
kleinen Abständen vom Kern verschwindet die Wasserstoffähn
lichkeit, die Knotenpunkte liegen im schweren Atom dichter 
als im H-Atom. Die Gesamtzahl der Knotenpunkte ist in beiden 
Fällen gleich der Hauptquantenzahl n; der Unterschied dieser 
Zahlen gibt daher die Differenz n* - n (n* = wahre Haupt
quantenzahl einer Bahn im schweren Atom, n = Hauptquanten
zahl der nächstbenachbarten Bahn im Wasserstoffatom) oder, 
genauer gesagt, den Grenzwert dieser Differenz für n = oe. 

Die Ausdrücke n* - n sind die wahren RYDBERG-Korrekturen. 
Die spektroskopischen Beobachtungen zeigen, daß die RYDBERG
Korrekturen stark von der Hauptquantenzahl abhängen; die 
obige Rechnung kann daher nur eine sehr grobe Näherung ergeben. 

1 Diese Methode ist von BRILLOUIN, L. [J. Physique et R'1dium 1, 353 
(1926)] und WENTZEL, G. [Z. Phys. 38, 518 (1926)] angegeben worden. 
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GENTILE und MAJORANA haben versucht, noch weiter zu gehen 
und außer den Mittelwerten der Multipletterme auch ihre Auf
spaltungen (im optischen sowie im Röntgengebiet) zu berechnen. 
Die Rechnung ist ziemlich umständlich. Man versucht zuerst, 
eine empirische Lösung der Wellengleichung mit dem Potential (19) 
darzustellen. Eine Schwierigkeit entsteht dadurch, daß man 
theoretisch nicht voraussagen kann, welches Energieniveau die 
richtige Eigenfunktion geben wird. Man ist daher gezwungen, 
für verschiedene Eigenwerte der Energie die Funktion VJ ver
suchsweise zu bilden. Nachdem die richtige Funktion gefunden 
worden ist, kann man die Multiplettaufspaltung mit Hilfe folgender 
Formel bestimmen, die die Theorie des Elektronendralls liefert: 

(21) 

Der Mittelwert 1/r3 ergibt sich in der Wellenmechanik mittels 
der Beziehung: 

In dieses Integral muß die in obiger Weise bestimmte VJ-Funktion 
eingesetzt werden. Die Ergebnisse sind bei den M 3-Röntgen
dubletts und bei den Hauptseriendubletts 62 P und 72 P des 
Cäsiums durchaus befriedigend. Die berechneten Werte weichen 
um nicht mehr als 10% von den beobachteten ab. 

Die in beschriebener Weise empirisch aufgefundenen VJ-Funk
tionen können auch bei vielen anderen Anwendungen nützlich 
sein - so z. B. bei der Bestimmung der Linienintensitäten. 
GENTILE und MAJORANA haben die VJ-Funktionen der drei Zu
stände 6 S, 6 P und 7 P des Cäsiums aufgestellt. Den Übergängen 
6P +-~ 6 Sund 7 P ~ 6 S entsprechen die beiden ersten Linien 
der Hauptserie des Cäsiums. Für die Übergangswahrscheinlich
keiten müssen nach der Wellenmechanik die Integrale: 

Ix lJ'68 lJ'6P dr und Ix lJ'68 lJ',p dr 

maßgebend sein. Aus dem Verhältnis dieser beiden Integrale 
berechnet man ein Intensitätsverhältnis von etwa 125: 1; auch 
experimentell fand man dafür einen etwas über 100 liegenden Wert. 
Dieses Ergebnis ist wichtig, denn früher konnte man keine theo
retische Erklärung für die außerordentlich hohe Differenz zwischen 
den Intensitäten beider Linien finden. 
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5. Die Gruppe der seltenen Erden. Die ElektronenaUinität 
der Halogene. Die vierzehn Elemente, die der Gruppe der seltenen 
Erden angehören, haben sehr ähnliche chemische Eigenschaften. 
Diese Tatsache wird durch die Annahme erklärt, daß die äußeren 
Elektronen in allen diesen Elementen die gleiche Anordnung 
haben und der einzige Unterschied in ihrer Atomstruktur in einem 
schrittweisen Ausbau der inneren sog. 4f-Elektronengruppe 
(n = 4, l = 3) besteht, die gerade 14 Elektronen fassen kann. 

Damit diese Erklärung überzeugend wird, muß aber nach
gewiesen werden, daß die 4f-Bahnen in den Atomen der seltenen 
Erden wirklich die Eigenschaften von "inneren Bahnen" besitzen. 
Denn noch in den unmittelbar vorangehenden Elementen Cs 
(Z = 55), Ba (56), La (57) liegen diese Bahnen außerhalb des 
Atomrumpfes. Es muß also gezeigt werden, daß die Abmessungen 
der 4f-Bahnen und die ihnen entsprechenden Energien sich beim 
Übergang von der Kernladung 57 zu der Kernladung 58 (Cerium) 
plötzlich ändern. 

FERMI führte die Rechnung für Z = 55 und Z = 60 aus, unter 
Benutzung der Potentialgleichung (19). Er rechnete die Wellen
funktion VJ des 4f-Niveaus numerisch aus und fand tatsächlich, 
daß die statistische Verteilung der Elektronen, die der 4f-Gruppe 
angehören, auf die verschiedenen Kernabstände im Element 
Z = 60 eine ganz andere ist als im Element Z = 55. Die VJ-Funk
tion des 4f-Zustandes verschwindet praktisch in allen Fällen über
all außer in zwei Gebieten, von denen das eine ganz nahe am 
Kern, das zweite weit außen liegt. Im Element Z = 55 ist das 
innere VJ - Maximum schwach, das äußere sehr ausgeprägt; die 
4f - Bahnen verlaufen also praktisch ganz im Außengebiet. Im 
Element Z = 60 sind die Verhältnisse umgekehrt, das kernnahe 
Maximum ist viel ausgeprägter als das äußere, die 4f-Bahnen sind 
also im letzten Fall als typische "innere" Bahnen anzusehen. 

Der Energieeigenwert der 4f-Eigenfunktion ändert sich nur 
allmählich mit der Kernladung ; entscheidend für das Verhalten 
der seltenen Erden ist also nur die plötzliche Änderung der Ab
messungen der 4f-Bahnen beim Übergang vom La zum Ce. 

Noch ein weiteres Problem des Atombaus konnte in Angriff 
genommen werden: das der negativen Halogenionen. Die Halo
genatome haben die Neigung, durch Einfangen eines überschüs
sigen Elektrons "edelgasähnliche" Ionen zu bilden. Welche 
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Kräfte binden das überschüssige Elektron? Sie sind doppelter 
Natur. Erstens besteht das Potential (13): 

ZE 
;.- X, 

das nur im großen Abstand vom Kern praktisch verschwindet. 
Außerdem muß aber die Polarisationskraft berücksichtigt werden, 
d. h. die Deformation des Atoms unter dem Einfluß des neu 
hinzukommenden Elektrons. Dieser letzte Effekt ist schwer ab
zuschätzen. Die Berechnung der ersten Bindungskraft führte 
FERMI für den Fall des Jodatoms durch. Er berechnete die Ener
gie, die frei wird, wenn ein zusätzliches Elektron die Bahn 5p, 
5d, 68 oder 6p besetzt. Nur für die Bahn 5p ergab sich ein posi
tiver Betrag, d. h. eine stabile Bindung. Die Bindungsenergie 
berechnete FERMI zu 2,2 Volt, während der wahrscheinliche ex
perimentelle Wert 3,6 Volt beträgt. Der Unterschied muß von 
den vernachlässigten Effekten - Polarisation, magnetische Kopp
lung usw. - stammen. 

6. Experimentelle Prüfungen und mögliche Fortschritte. Die 
Gesamtheit der geschilderten Ergebnisse ist von großem Interesse, 
da sie zeigt, daß die statistische Methode auch in Anwendung 
auf Probleme des Atombaus von großem Nutzen sein kann, ob
wohl sie hier als eine sehr grobe Annäherung erscheint. Es ist 
merkwürdig, daß man durch eine so vereinfachte Betrachtung 
so vollständige Antworten auf manche wichtige Fragen des Atom
baus erhalten kann. 

Eine Prüfung der Exaktheit der statistischen Methode konnte 
auf folgendem Gebiet vorgenommen werden: THOMAS benutzte 
die in Abschnitt 2 definierte Funktion X, um die Elektronen
dichte in Abhängigkeit vom Kernabstand [vgl. Formel (14)] zu 
berechnen. Seine Ergebnisse wurden von W. L. BRAGG für die 
Berechnung der Intensität der Interferenzpunkte bei der Streuung 
von Röntgenstrahlen durch Kristalle verwandt. Wie die bei
gefügten Abb. 50, 51, die dem Bericht von BRAGG vor dem SOL
vAY-Kongreß 1928 entnommen sind, beweisen, stimmen die prak
tisch beobachteten Intensitäten mit den berechneten gut überein. 
Die Abszissen bedeuten die Werte von sin1'l, wo {) der Streuungs
winkel ist, die Ordinaten die Intensitäten. Wenn das streuende 
Atom als ein im ganzen punktförmiges System von n Elektronen 
angesehen werden könnte, müßte die Intensität vom Winkel {} 
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unabhängig sein. Da aber das Atom eine bestimmte Ausdehnung 
hat und die aus seinen einzelnen Punkten ausgehenden Strahlen 
untereinander interferieren, so ent
steht ein Abfall der Intensität mit 
wachsendem Winkel ·0. Für jeden 
Wert von'O kann man eine "äqui
valente Elektronenzahl" berech
nen, die, in einem Punkte vereinigt, 
gerade die unter diesem Winkel ge
streute Intensität ergeben würde. 
Die Ordinaten in den Abb. 50 
und 51 sind in diesen äquiva
lenten Elektronenzahlen ausge
drückt. 

Die Abb.51 zeigt die beob
achteten und die nach THOMAS 

berechneten Intensitätskurven für 
Fe, Ca, Cl, 0, Na und F. Die 
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Abb.50. 

Abb. 50 enthält im größeren Maßstab die Kurven für Chlor, wobei 
durch die ausgezogene Linie eine zweite theoretische Kurve an-
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gedeutet ist, die von HARTREE1 auf einem ganz anderen Wege ge
funden worden ist und die, wie man sieht, viel schlechter mit 

1 HARTREE, D. R., Philosophie. Mag. 50, 289 (1925). 
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der Erfahrung übereinstimmt als die Kurve von THOMAS und 
BRAGG. 

Die Methode von FERMI und THOMAS scheint sich also auch 
in Anwendung auf die Probleme des Atombaus gut zu bewähren. 
Um so mehr dürfen wir hoffen, daß sie auf anderen, weniger 
schwierigen Gebieten zu guten Ergebnissen führen wird - z. B. 
bei der Bestimmung der Elektronenverteilung im Kristallgitter, 
mit seinem wellenartigen Potentialverlauf. Wir wollen jetzt sehen, 
was die statistische Theorie für diesen Fall auszusagen vermag. 

7. Verteilung von Elektronen in einem Metall und an seiner 
Oberfläche. Dieses Problem wurde von FRENKEL und von LEN· 
NARD·JONES und WOODSl untersucht. Wir wollen ihre Ergebnisse 
kurz zusammenfassen. FRENKEL beschäftigte sich mit der Bil· 
dung der elektrischen Doppelschicht auf der Metalloberfläche. 
Im siebenten Kapitel, Abschnitt 9 haben wir gesehen, wie dieses 
Problem wellenmechanisch angegriffen werden kann. Die ab· 
klingenden Wellen spielen dabei die wichtigste Rolle, die aber 
wegen der Rückwirkung der Elektronendichte auf die Potential· 
verteilung schwer genau zu beschreiben ist. 

Die statistische Methode berücksichtigt von selbst diese Rück· 
wirkungen, vernachlässigt aber den Einfluß der abklingenden 
Wellen. Für ein ebenes Problem reduziert sich die Gleichung (6) 
auf: 

Die Grenzbedingungen lauten: 

p=o, dP 
-- = ° dx 

(22) 

bei x~oo. (23) 

Die Metalloberfläche soll mit der Ebene x = ° zusammenfallen 
und ein bestimmtes positives Potential Po besitzen. 

Setzen wir P' = ~~, unsere Gleichung (22) lautet dann: 

dP' d IPI2) B 

71p P' = (rplT = /lp'x, 

also ist: 

1 FRENKEL, J., Z. Physik 51, 232 (1928). - LENNARD·JONES, J. E., 
u. WOODS, H. J., Proc. Roy. Soc. Lond. 120, 727 (1928). 
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Da P mit wachsendem x abnimmt, muß die Wurzel mit negativem 
Vorzeichen genommen werden. Man findet dann: 

b P=- . 
(a + X)4' 

(24) 

Dies gibt ein Potential P = 0 im Unendlichen, das bei der 
Annäherung an die Oberfläche allmählich auf den Wert Po an
steigt: 

(25) 

Da Po die Größenordnung einiger Volt hat, ist a von der Ordnung 
3· 10- 9 cm, also kleiner als der Abstand von zwei Nachbar
atomen im Gitter. Die berechnete Kurve ist in Abb. 52 durch 
die ausgezogene Linie veranschaulicht; als Ordinate ist die poten
tielle Energie des Elektrons, - f P, 
benutzt worden. Wenn wir uns aber 
auf die Abb. 21 (siebentes Kapitel, 
Abschnitt 9) besinnen, so sehen 
wir, daß die - f P-Kurve nach den 
dortigen Ergebnissen in der Nähe 
der Metalloberfläche ein Maximum 
besitzen sollte, also etwa so aus
sehen müßte, wie die gestrichelte 
Kurve in Abb. 52. 

Die allmähliche Abnahme des 

-eP 

Metall 

Abb.52. 

Potentials mit der Entfernung von der Oberfläche beruht, nach 
den Untersuchungen des siebenten Kapitels, auf der Existenz 
einer Oberflächenladung. 

Für das Innere des Metalls kann man die mittlere Potential
verteilung dadurch bestimmen, daß man der Gleichung (22) noch 
ein Glied hinzufügt, das die mittlere Dichte na der positiven Ionen 
(mit der Ladung Zf) berücksichtigt: 

d2 P H 
dX2 = flP2 - 4nZf n a • (26) 

Für x -+ - 00 gilt dabei die Grenzbedingung : 

P -+ PI = (4n:Zna}~. (27) 
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Eine weitere Bedingung ist die der Kontinuität von P und 
von dP/dx an der Metalloberfläche (x = 0). Durch Integration 
nach demselben Verfahren wie oben findet man: 

mit: 

(dP)2 4 fi 
dX = rf ftP2 - 2ftl P + ft2' 

:l 
ftl = 4nZt:na = !lP/. 

Die Bedingung (27) gibt uns: 

woraus folgt: 
J" 

X - a' = -.r V~~';:~=:~l-;~-;:P')' 
p 

(28) 

Die Stetigkeits bedingungen für die Oberfläche, die man 
durch Kombination der Ausdrücke (24) (gültig für x> 0) und 
(28) (für x < 0) erhält, bestimmen die Konstanten a und a'. Die 
Rechnungen sind grob, denn das Potential im Metallinnern ist 
in Wirklichkeit nicht konstant. Es ist sicher positiv an den von 
Elektronen eingenommenen Stellen und negativ im Innern der 
Metallionen. Denn jedes Elektron muß von der (positiven) Ge
samtheit aller anderen Ladungen angezogen werden und analoges 
gilt auch für jedes positive Ion. 

Wir müssen daher einen Mittelwert des Potentials für die 
freien Elektronen, P- (P- > 0), und einen anderen Mittelwert für 
die positiven Ionen, P+ (P+ < 0), bilden. Die mittlere potentielle 
Energie eines Elektrons ist - t: P - , die eines einwertigen positiven 
Ions f P+; beide Ausdrücke sind negativ. 

LENNARD-JONES und WOODS versuchten, diese Behauptungen 
zu prüfen und zu verfeinern, indem sie die Potential verteilung im 
Gitter näher verfolgten. Wir stellen uns vor, daß die positiven 
Kerne ein einfaches kubisches Gitter bilden. Wir suchen nach 
einer Lösung der Grundgleichung (6), die folgender Bedingung 
genügt: 

Pr ->- Zf bei r->-O, 

worin r den Abstand von einem der Kerne Zf bedeutet. Außerdem 
fordern wir, daß P eine sich im Gitter periodisch wiederholende 
Funktion sein soll. Betrachten wir einen Kubus mit der Kante, 
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die gleich dem Netzebenenabstand ist und einem Kern im Zentrum. 
Die Normalkomponente iJP/en muß in jedem Punkt der Ober
fläche dieses Kubus verschwinden. 

Das so gestellte Problem ist leider, infolge der Nichtlinearität 
der Gleichung (14), sehr schwer zu behandeln. Die Autoren haben 
sich daher mit der Betrachtung eines analogen zweidimensionalen 
Problems begnügt. Die positiven Ladungen sollen längs der 
zu 0 z parallelen Geraden angeordnet z 
werden; sie bilden ein quadratisches 
Gitter, mit einer Gitterkonstante 2a 
(Abb.53). Betrachten wir einen Teil 
dieses Gitters zwischen den beiden 
Ebenen z = 0 und z = d. Wir kon
struieren einen Parallelepiped mit der 
quadratischen Grundfläche (2a)2 und 
der Höhe d. Wir müssen die Be
dingungen des Abschnittes 1 dieses 

!I Abb.53. 

Kapitels wieder ansetzen. Die Geschwindigkeit der Elektronen 
längs der Oz-Achse spielt gar keine Rolle. Wir nehmen als Beispiel 

an, daß der ihr entsprechend gequantelte Wert von Pz = ±2~ 
ist. Für die Geschwindigkeiten längs Ox und Oy gilt eine zu 
(4a) analoge Beziehung: 

p;, + p~. 2meP. (29) 

Durch diese Bedingung wird ein Gesamtvolumen im Phasenraum: 

h 
2n(2meP)2d 

definiert. Die Anzahl der darin enthaltenen Zellen ergibt sich 
durch Division mit h3 ; da jede Zelle zwei Elektronen fassen kann, 
so beträgt die Elektronenzahl: 

4nEmP 
n = -dh2 

Für das Potential P gilt die LAPLAcEsche Gleichung: 

16n2 ,2 m 
,1 P = 4nnf =·-dh2 P = k2P' 

(30) 

(31) 

Diese Gleichung ist linear und von gleichem Typus wie eine 
Wellen-Fortpflanzungsgleichung. Da das Problem zweidimensional 
ist, stellt die Lösung eine Reihe von BEssELschen Funktionen dar. 

Brillouin, Quanteustatistik. 28 



434 Entartetes Elektronengas und Verteilung des elektrischen Potentials. 

Die Grenzbedingungen besagen, daß P bei der Annäherung an 
eine der mit positiven Ladungen besetzten Geraden gegen den 
Wert alogr streben muß, und daß oP/on an der Oberfläche des 
Parallelepipeds verschwinden soll. 

Wenn rund {} Polarkoordinaten in der xy.Ebene sind, so 
kann die Lösung folgendermaßen dargestellt werden: 

P = AoKo(r) + 2;Bv J 4v (kr) cos4v{}, (32) 

worin v eine ganze Zahl bedeutet. Kund J sind die Funktionen 
von HANKEL und von BESSEL. Die Entwicklung (32) befriedigt die 
Bedingung, die wir in bezug auf die mit Ladungen besetzten Linien 
aufgestellt haben; um auch die äußeren Grenzbedingungen zu er
füllen, muß man die Koeffizienten B v in geeigneter Weise auswählen, 
was nicht ganz einfach ist. Man erhält dafür die Bedingungen: 

2AoK 2p+dka) = LBv[J4v+2P+1(ka) + J 4v - 2p -dka)], (33) 
v 

die für alle poWerte erfüllt sein müssen. Dieses unendliche Glei
chungssystem kann gelöst werden. 

Die dargestellte Methode gibt eine gute Näherung für die 
Nachbarschaft der Kerne. Für die Gebiete in der Nähe der Ecken 
der Quadrate ist es zweckmäßiger, die Lösung nach der Methode 
der Abbildungen zu gewinnen. Dies ergibt: 

P = Ao~Ko[kam - 2p)2 + (1] - 2q)2J (~4) 
mit: 

~ = ~ und 
a 

y 
1] = ---. 

a 

Die Summe ist über alle - positive und negative - ganzzahligen 
Werte von p und q zu nehmen. 

Die Autoren haben eine vollständige Rechnung für den Spezialfall 
ka= 2,5 ausgeführt ; dies entspricht der Annahmed = 2a, a = 1,66A. 
Abb. 54 stellt die Ergebnisse dar. Die Kreuze bezeichnen die Stellen, 
an denen die mit den positiven Kernen besetzten Geraden die Zeichen
ebene durchdringen. In der Umgebung dieser Punkte sind die Äqui
potentiallinien zuerst Kreise, dann deformieren sie sich, schließlich 
gelangt man zu einer "kritischen Äquipotentiallinie", die sich über 
das ganze Gitter erstreckt und es in ein Wabensystem einteilt. Um 
die Winkel der Quadrate, in deren Mittelpunkten die Kerne liegen, 
entstehen geschlossene Gebiete. Die Elektronen können in zwei 
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Gruppen eingeteilt werden: in "gebundene", die aus der Umgebung 
eines Kernes nicht zu entweichen vermögen, und "freie", die 
genug Energie haben, um die eben erwähnten, von Äquipotential
linien begrenzten Gebiete zu erreichen. Die freien Elektronen 
bilden an sich eine Art Gitter, das dem Ionengitter eingelagert ist. 

Die Elektronen besitzen in dieser Theorie kinetische Energien, 
die immer unter dem Grenzwert bleiben, der das Entweichen aus 
dem Metall ermöglicht hätte. Mit anderen Worten, ihre Gesamt
energie ist immer negativ oder höchstens gleich Null. Es sei Pe 
das kritische Potential, das den die Waben begrenzenden Poten
tiallinien entspricht. Die Elektronen mit der Gesamtenergie kleiner 
als -EPe sind "gebundene" Elektronen, die einem Kern an
gehören und ihn niemals ver- + 
lassen können. Elektronen mit 
einer Gesamtenergie zwischen 
-EPe und Null vermögen durch 
das ganze Gitter hindurch zu 
wandern; sie finden dabei keinen 
Widerstand, das Metall ist also 
supraleitend. Dieses Ergebnis 
beruht natürlich auf der Ver
nachlässigung der thermischen 
Bewegung der Kerne. Durch 
diese Bewegung wird das ganze + 
Gitter deformiert und die scharfe Abb.54. 

+ 

Grenze Pe zwischen freien und gebundenen Elektronen verwischt. 
Es treten Stöße auf, und dem Elektrizitätsdurchgang wird ein 
endlicher Widerstand entgegengestellt. 

Für das betrachtete Idealgitter kann die potentielle Energie 
eines Elektrons an den verschiedenen Stellen berechnet werden. 
Es sei ZE die Ladung einer der "positiven Linien" (genauer eines 
Abschnitts davon mit der Länge d). In der Mitte zwischen zwei 
Nachbarionen (x = 0, y = a oder y = 0, x = a) beträgt das 
Potential Z· 1,141 Volt. Es sinkt auf Z· 0,713 Volt in den 
Punkten, die von vier Nachbarkernen gleich weit entfernt sind 
(i = a, y = a). Da die kritischen Äquipotentiallinien in der Mitte 
zwischen zwei Nachbarionen verlaufen, ist in dem speziellen von 
uns betrachteten Fall: 

Pe = Z ·1,141. 

28* 
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Dieses Beispiel ist sehr lehrreich und hätte eine eingehendere 
Untersuchung verdient. 

8. Einiges über astrophysikalische Anwendungen. Man weiß, 
daß es Sterne mit ganz abnorm hohen Dichten gibt. Wie müßte 
der Zustand der Materie bei solchen hohen Konzentrationen sein? 
Einige Physiker! haben versucht, diese Frage durch Anwendung 
der neuen Statistik - insbesondere der FERMI-Statistik - zu 
beantworten. 

Die Atome können unter so hohen Drucken unmöglich ihre 
ganze Hülle - die K-, L-, M-Schale usw. - behalten; dafür ist 
einfach kein Platz vorhanden. 

Man muß versuchen, die Verteilung der Materie unter Berück
sichtigung der Gravitationskräfte statistisch zu bestimmen. 
Dieser Versuch wurde von verschiedener Seite unternommen, 
allerdings nicht ohne willkürliche Annahmen. Aus solchen Be
rechnungen scheint zu folgen, daß die Materie bei solchen un
geheuren Drucken einen Zustand maximaler Dichte erreicht, der 
unmöglich überschritten werden kann. Die relativistische Massen
vergrößerung wird enorm; die Eigenschaften der Protonen, Pho
tonen und Elektronen werden dadurch sehr ähnlich, der Unter
schied zwischen diesen drei Arten von primären Teilchen wird 
viel weniger ausgesprochen, als er unter gewöhnlichen Bedin
gungen ist. Der ungeheure Druck gleicht alle individuelle 
Eigenschaften aus. Es ist uns nicht möglich, an dieser Stelle 
näher auf die Einzelheiten dieser Ableitungen einzugehen; wir 
müssen uns mit diesem kurzen Hinweis begnügen. 

Zehntes Kapitel. 

Das gequantelte Atom, seine Dissoziation und die 
Wahrscheinlichkeit seiner verschiedenen 

Quantenzustände. 
1. Statistik der ge quantelten Atome; Problemstellung. Das 

BOHRsche Atommodell stellt vom Standpunkt der Statistik ein 

1 FOWLER, R. H., Monthly Not. Roy. Astron. Soe. 87, 114 (1926). -
STONER, E. C., Philosophie. Mag. 7, 63 (1929). -ANDERsoN, W., Z. Physik 54, 
433 (1929); 55, 386 (1929); 56, 851 (1929). - FRENKEL, J., Ebenda 50, 
234 (1928). 
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nicht ganz einfaches Problem dar. Wir wollen zunächst den ein
fachsten Fall - den des Wasserstoffatoms - betrachten. Bei 
der Behandlung der komplizierteren Atome treten keine wesent
lich neuen Schwierigkeiten auf; nur muß man mit einer Reihe 
von verschiedenen Ionisierungsstufen statt einer einzigen rechnen. 
Am Beispiel des Wasserstoffs können wir die verschiedenen vor
geschlagenen Behandlungsmethoden kennenlernen und ihre Er
gebnisse miteinander vergleichen. Die Grundaufgabe lautet: ]'ür 
eine bestimmte Temperatur soll die Verteilung der Atome auf 
die verschiedenen quantentheoretisch erlaubten Zustände bestimmt 
werden; insbesondere soll die Zahl der Atome angegeben werden, 
die sich im ionisierten Zustand befinden, d. h. in ein positives 
Ion und ein Elektron zerfallen. Um diese Aufgabe zu lösen, 
muß man das thermodynamische Potential P (oder die Entropie 
S) berechnen. Betrachten wir zunächst ein einziges Wasserstoff
atom [Proton (+ E, M) + Elektron (- E, m)], das sich in einem 
abgeschlossenen Volumen V befindet. Die möglichen Energie
niveaus sind nach BOHR: 

(1) 

Wir müssen die Anzahl P n von elementaren Komplexionen 
bestimmen, die jedem dieser Zustände entsprechen; diese Anzahl 
ist uns durch die Raumquantelung gegeben. Die Gesamtquanten
zahl n kann aus Rotationsquanten und Schwingungsquanten zu
sammengesetzt sein. Es sei k die Anzahl der Quanten der Rota
tion; k kann die Werte 1,2,3, . _ . n annehmen. Um die Definition 
zu vervollständigen, müssen wir die räumliche Lage der Umlaufs
bahnen fixieren; dies geschieht durch Angabe der Anzahl m von 
Rotationsquanten um eine raum feste Achse Oz. Für m sind 
die Werte - k, -k + 1, ... , -1,0, + 1, ... , k -1, k möglich; 
also jeweils 2k+ 1 verschiedene Zahlen. Insgesamt ist die 
Anzahl der Komplexionen, die einem bestimmten n-Wert ent
sprechen, gleich der Zahl der verschiedenen möglichen Kom
binationen m, k, also gleich: 

I<=n 

n=L(2k+1)=3+5+ 
n 1<=1 

= (n + 1)2 - 1 = n(n + 2) . 

I~ (2" + 1) I 
(2) 
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Man hat bisweilen auch unter der Annahme gerechnet, 
daß für malle ganzzahligen Werte zwischen -k und +k erlaubt 
seien, mit Ausnahme der Zahl 0; dann ist in Komplexionenzahl 
II gleich n (n + 1) statt n (n + 2). Dasselbe Ergebnis erhält man, 
n 

wenn man für k (und daher auch fürm) halbzahlige Werte statt 
der ganzzahligen annimmt. 

In der Wellenmechanik ist das Ergebnis etwas abweichend; 
denn der Drehimpuls hat im wellenmechanischen Atommodell 
die Werte: 

1 = (k - 1) = 0,1,2, ... (n - 1) . 

Für m sind wiederum alle ganzzahJigen Werte von -1 bis +1 
erlaubt. Dies ergibt insgesamt n 2 Zustände, die der Hauptquanten
zahl n zugeordnet sind. Aus Rücksicht auf die beiden möglichen 
Orientierungen der Drallachse des Elektrons muß die Anzahl der 
Komplexionen noch verdoppelt werden: 

II = 2n2• (2a) 
n 

In den weiteren Rechnungen behalten wir für II den ursprünglich 
n 

von PLANCK, FowLER u. a. benutzten Wert II = n (n + 1), um 
n 

den Vergleich unserer Formeln mit den in diesen Arbeiten an-
gegebenen zu erleichtern. Die Einführung von 2n 2 an die Stelle 
von n(n + 1) würde aber nichts Prinzipielles an den Ableitungen 
ändern. 

Wir werden die im vierten Kapitel entwickelte statistische 
Methode benutzen und zunächst die Zustandssumme Z bilden: 

'I' """ rr w.. n~ Rh 
e kT ,= Z =..:::.. . . e kT =..:::.. n(n + l)e n'k'l.' . (3) 

n n=l 

Jetzt entsteht folgende Schwierigkeit: Wenn nunendlich 
wächst, nähert sich die Energie dem Werte 0; die Exponential
funktion strebt also dem Wert 1 zu. Der Koeffizient n(n + 1) 
wächst aber unendlich, so daß die ganze Reihe divergent wird! 

Wie soll man diese Schwierigkeit überwinden? Es muß so
gleich bemerkt werden, daß die Bahnen mit hohen Hauptquanten
zahlen n sehr große Dimensionen besitzen. Wenn also das Volumen 
V beschränkt ist, so ist auch die Anzahl der möglichen Elektronen
bahnen endlich. Man weiß, daß auch in sehr verdünnten Gasen 
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nur eine geringe Anzahl von Balmerlinien beobachtet werden 
kann. In Sternspektren treten mehr Serienglieder auf, niemals 
aber übersteigt ihre Zahl 60. Die Zahl n ist also in Wirklichkeit 
beschränkt. 

Die Bahn mit der Energie Wn ist ,eine Ellipse mit der großen 
Halbachse a, die durch die Beziehung: 

_ W = _Ef 
n 2a 

bestimmt ist (E = Kernladung, E = Elementarladung). Diese 
Gleichung ergibt: 

BE 
a= . -= 

2Wn 

Nehmen wir den Fall eines neutralen H-Atoms: 

E = - E = 4,77 . 10 -10 eI. st. Einh. , 

m = 0,88 .10 27 , 

h = 6,55.10- 27 , 

2 2 4 
Rh = _'\r;:e = 2,16.10 .. 11 . 

Wir erhalten dann: 

(4) 

Für n"" 100 wäre 2a von der Größenordnung 10- 4 cm, also 
1 Mikron. Man sieht ohne weiteres ein, daß sich solche Bahnen 
nur dann frei entwickeln können, wenn die Atome sehr weit von· 
einander entfernt sind, also nur im höchsten Verdünnungszustand 
der Materie. 

Man muß sich des weiteren Rechenschaft geben über die Werte 
der einzelnen Glieder in der Summe Z. Für n = 1 erhält man 
ein erstes, sehr bedeutendes Glied; mit wachsendem n nehmen die 
Glieder zunächst ab und fangen nur bei sehr hohen Werten von n 

wieder an zu wachsen. Das Minimum wird bei n~~T = 1 erreicht 

[wenn man zur Vereinfachung das statistische Gewicht eines Terms 
gleich n 2, statt n (n + 1) , setzt]. Der numerische Koeffizient Rh I k 
ist gleich 1,6.10- 5 (mit k = 1,35.10- 16 ). Folgende Tabelle enthält 

die Werte von nm =V:~, die die Lage des Minimums in der Zu

standssumme bei verschiedenen Temperaturen kennzeichnen. Die 
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letzte Zeile der Tabelle enthält das Verhältnis des kleinsten Glie
des zu dem ersten, also den Zahlenwert des Ausdrucks: 

Rh Rh Rh 

Bei der Abschätzung wurde der Näherungswert e2,3 ~ 10 
benutzt, der für T = 1: 

ergibt. 

Absolute 
Temperatur T = 

" Stelle des {n;" = 

Minimums nm = 

Rh 

e k = el60000 ~ 1070000 

1° 

1,6 . 105 

400 

10° 

1,6. 104 
126 

100 0 

1,6 . 103 

40 

1000 0 

1,6 . 102 

12,6 

10000° 

1,6· 10 
4 

Verhältnis des ersten I· I' 
Glieds zum kleinsten 2,2' l069994 2,2' 106995 2,2 . 10696 2,2. 1067 I 2,2 . 104 

Für alle praktisch im Laboratorium erreichbare Temperaturen 
ist also das kleinste Glied in der Zustands summe ungeheuer klein; 
dabei wird es schon bei ziemlich kleinen Werten der Hauptquanten
zahl n erreicht. Durch die Beschränkung des zur Verfügung stehen
den Volumens wird die Reihe nicht sehr weit hinter dem kleinsten 
Gliede abgebrochen. Da auch alle der Minimumstelle benachbarte 
Glieder noch sehr klein sind, wird es praktisch gleich sein, ob 
man die Reihe etwas früher oder etwas später abbricht; die 
Summe Z wird daher einen von speziellen Volumverhältnissen 
kaum abhängigen Wert besitzen. 

HERZFELD, der diese Frage als erster erörtert hatte, stellt 
sie in einer etwas anderen Form dar. Er bestimmt die Zustands
summe Z, indem er die Reihe mit einem Glied abbricht, bei dem 
die große Halbachse der Bahn einen bestimmten Grenzwert Ro 

überschreitet. Die Kugel mit dem Radius Ro ist also der dem 
Atom zur Verfügung stehende Raum. HERZFELD berechnet dann 
(mit Zahlenwerten, die von den von uns benutzten nur wenig 
abweichen) das Verhältnis der so definierten Summe Z zu ihrem 
ersten Glied oder zu der Summe der ersten beiden Glieder. Be
zeichnen wir diese mit Al und A 2 • Für Ro = 1 cm beträgt AI/Z von 
1 bis 0,999 bei Temperaturen von 0 ° abs. bis 3000 0; das Verhältnis 

Al ! A 2 bleibt praktisch gleich 1 noch bei 3700°. Mit kleineren 

Werten von Ro, z. B. mit Ro = 10- 6 cm, erhält man für das 
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Verhältnis AI/Z auch noch bei 7500° einen Wert, der von 1 um 
nicht mehr als 0,001 abweicht; bei Benutzung von Al + A 2 

statt Al gilt dasselbe noch bis ca. 8900°. 
Die Wasserstoffatome befinden sich also unter allen in Be

tracht kommenden Bedingungen bis zu Temperaturen von 
mehreren tausend Grad fast ausschließlich in den ersten beiden 
Zuständen n = 1 und n = 2; höhere angeregte Zustände sind kaum 
vertreten, und thermische Ionisation ist ganz zu vernachlässigen. 
Dieses Ergebnis kann auch auf einem anderen Wege bestätigt 
werden. Wir werden etwas weiter unten die Zustandssumme Z 
für ein freies Elektron berechnen und finden, daß diese unter ge
wissen Bedingungen angenähert durch den Ausdruck: 

V 3 
h}(2nmkT)2 

- dem wir schon in der Theorie der idealen Gase begegnet haben -
dargestellt werden kann. Fragen wir jetzt nach dem Verhältnis 
dieser Zustandssumme zu der eines gebundenen Elektrons, wobei 
wir von der letzteren nur das erste Glied 

Rh 70000 - --

ek'1'~ 10 '1' 

berücksichtigen. Das Volumen V setzen wir gleich 1O- 20 +x 

(unter Normalbedingungen steht jedem Atom ein Raum von der 
Größenordnung 10- 20 ccm zur Verfügung). Man erhält dann 
folgende Werte: 

T = 1 0 

V :I /1,-" 
h3 (2nmkT)': e kT = 2,2·10"-""977 7·10'-6'176 

10000° 100000 0 

2,2·10<-6 

Wir finden bei der Betrachtung dieser Tabelle dieselben 
qualitativen Ergebnisse wie vorher wieder: der nichtionisierte Zu
stand ist ungeheuer viel wahrscheinlicher als der ionisierte, und 
zwar auch noch bei Temperaturen von mehreren tausend Grad. 
Erst bei Temperaturen von 10000° und mehr kehrt sich das Ver
hältnis um. Unter diesen Bedingungen ist allerdings die benutzte 
Vereinfachung ~ Außerachtlassen aller angeregten Zustände -
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offenbar nicht mehr zulässig. Die ungeheuer großen Exponenten, 
die bei tiefen Temperaturen auftreten, beweisen, daß eine Ände
rung des Volumens - d. h. der Dichte - praktisch keine große 
Rolle spielen kann (obwohl es theoretisch natürlich möglich ist, 
bei jeder Temperatur durch bloße Verdünnung zu einer Ionisation 
zu gelangen). 

In den Sternen, deren Temperaturen weit über 10000° liegen 
können, sind die Vorbedingungen für thermische Ionisation er
füllt. MEGH NAD SAHA hat als erster gezeigt, wie man aus dem 
Auftreten der den einzelnen Ionen zugehörigen Spektrallinien 
Auskunft über die Temperatur der Sterne erhalten kann. Von 
diesem Standpunkte aus ist es wichtig, die genauen Gesetze auf
zustellen, die die Dissoziation der Atome bei extrem hohen Tem
peraturen beherrschen. 

2. Methode von PLANCK; ein einzelnes WasserstoUatom im 
Volnmen v. Arbeiten von HERZFELD und PLANeR, die sich 
gegenseitig ergänzen, führen zu interessanten Ergebnissen auf dem 
eben angedeuteten Gebiet. Allerdings werden wir weiter unten 
sehen, daß andere Überlegungen, die von UREY, FERMI und 
FOWLER stammen, Anlaß zu etwas abweichenden Folgerungen 
geben. 

Betrachten wir zunächst ein einziges Atom (Proton + Elek
tron) im Volumen V. Das Proton sei als unbeweglich voraus
gesetzt - eine Näherung, die durch die große Massendifferenz der 
beiden Teilchen gerechtfertigt wird. In der Zustandssumme Z 
unterscheiden wir drei Teile: 

(5) 

Das Glied Zl entspricht allen positiven Energiewerten, d. h. den 
Hyperbelbahnen der freien Elektronen: 

O<E<+oo. 
Das Glied Z2 enthält alle Terme mit negativen Energien bis zu 
einem gewissen Grenzwert -y: 

O>E>-y. 

Die übrigen Zustände sind im Glied Za zusammengefaßt; der 
tiefste davon ist der Grundzustand -Rh: 

-Y2E~ -Rh. 
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Der Grenzwert y soll so gewählt sein, daß: 
F-2 
~ < y<:kT 
e 

(6) 

gilt; Y soll größer als c2/e, ab.er von der gleichen Größenordnung 
wie dieser Ausdruck sein. Dabei ist e eine Länge von der Größen-

ordnung vt. Aus den Ungleichungen (6) folgt offenbar: 

( 82 )3 
V::'? kT . (6a) 

Vergleichen wir diese Forderungen mit den praktischen Be
dingungen. Nehmen wir z. B. an: 

e = 100 i-~ (also ca. 0,~5) . 
Dann ist: 

T = 1 I 10 I 100 I 1000 I 104 I 105 106 

e = 0,165 [1,65.10- 2 1,65.10- 3 1,65.10- 4
11,65.10- 5 1,65.10- 6 1,65.10- 7 

Unter den Normalbedingungen enthalten 22,4 Liter ein Grammol, 
also 1 ccm 2,7 . 1019 Atome. Jedem Atom entspricht ein Volumen 
von 2\ • 10 -19; e ist also gleich etwa t 10 -:- 6 • Bei den höchsten 
erreichbaren Vakua ist e immer noch von der Größenordnung 
10- 4 cm; bei den höchsten Drucken kann e bis auf ca. 10- 8 ab
nehmen. Die Näherung, die in der Berechnung nach PLANeK 
verwendet wird, entspricht also bei gewöhnlichen Temperaturen 
den allerniedrigsten Dichten; bei Sterntemperaturen wird diese 
Näherung noch bis zu relativ hohen Dichten ausreichend sein. 
Dies sind die Bedingungen, unter denen thermische Ionisation 
auftreten kann. Wir haben uns oben überzeugt, daß die Disso
ziation bei größeren Konzentrationen und nicht zu hohen Tem
peraturen praktisch gar nicht vorkommt. 

Berechnen wir jetzt die einzelnen Teile der Zustandssumme, 
beginnend mit Zl' Wir benutzen zuerst die Fiktion einer kon
tinuierlichen Ausfüllung des Phasenraumes cfJ, um später durch h3 , 

das Volumen der Elementarzellen, zu dividieren: 

Zl = ~fe -:'1' d cfJ (7) 

mit 
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v ist die Geschwindigkeit des Elektrons, r sein Abstand vom 
positiven Kern, dW r das Raumwinkelelement für die Radien r, 
dW r das Raumwinkelelement für die Geschwindigkeiten. Wir 
können statt v die Variable E einführen; dann ist: 

(8) 

Die Raumwinkel sind zwischen 0 und 2n zu integrieren; E 
variiert zwischen 0 und 00, r zwischen 0 und ro' wenn ro der Ab
stand ist, in dem der Konus dW r die Grenzfläche des Volumens V 
erreicht. Die einzigen Gebiete, die zu dem Integral (8) einen 
merklichen Beitrag liefern, sind die, in denen E nicht sehr von k T 
verschieden ist, und r sich nur wenig von e (oder ro) unterscheidet. 
Wenn man sich auf die Bedingungen (6) beschränkt, braucht man 
nur den Fall rE p e2 zu berücksichtigen; die Quadratwurzel 
reduziert sich dann auf tft, die Integration wird einfach und 
ergibt: V ,; 

Zl = 11,3 (2nmkT)2, (9) 

dieses Ergebnis ist dem im Abschnitt 13 des vierten Kapitels bei 
der Behandlung des idealen Gases erhaltenen vollkommen analog 
[vgl. dort Gleichung (37a)]. Dies ist nicht verwunderlich, denn 
die hyperbolischen Bahnen gehören "freien" Elektronen, die sich 
von den Kernen sehr weit entfernen können. Die angenommenen 
Bedingungen bedeuten, daß die potentielle Energie der Elektronen 
im Feld der Protonen auf dem größten Teil ihrer Bahn sehr klein 
ist; die Gesamtenergie unterscheidet sich daher nur wenig von 
der kinetischen Energie. 

Es ist möglich, das Integral auch genauer zu berechnen; doch 
muß man dann die Form des Volumens V vorgeben. Stellen wir 
uns als Beispiel ein sphärisches Volumen mit dem Radius r 0 vor. 
Wir wollen zeigen, daß die Summe Zl unter diesen Bedingungen 
die Form: 

mit: 

V 3 
Zl = h" (2nm kT)2 F(y), 

E 
y=-I= 

yro lcT 

(10) 

besitzt; wir werden die Werte der Funktion F für die beiden 
Grenzwerte "y groß" und "y klein" berechnen. 
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Beginnen wir mit der Integration über r und setzen 1 : 

2E 
Z=,,2 r +1. 

Wir erhalten dann: 

Der Winkel 1X- ist durch Q;of 1X- = Zo bestimmt. 
Wir können jetzt zu einer Integration über E übergehen. 

E 
setzen x = kT und erhalten: 

(11) 

Wir 

(12) 

Das Integral ist eine Funktion von f2frok T. Es genügt, diese 

Funktion in der Form 4_~y-6F(Y) zu schreiben, um das an

gekündigte Ergebnis zu finden. HERZFELD führte die Rechnung 
auf einem anderen Wege durch und fand eine Reihenentwicklung, 

1 Wenn wir uns an die Definitionen des Abschnitts 12, viertes Kapitel. 
erinnern, so erkennen wir, daß das betrachtete Integral uns die Anzahl der 
h3 -Zellen mit der Energie E bis E + dE im Phasenraum gibt: 

_ V2m3 2 2 6E-~( f2 )dE 
g - h':l n E Er~ . 

In einer allgemeineren Weise kann man mit Hilfe einer Transformation, 
die aer oben in (8) benutzten ähnlich ist, leicht bestätigen, daß, wenn die 
potentielle Energie durch U(x, y, z) darstellbar ist, die Anzahl von Zellen: 

V2rn3 r -------
g=-!i,3-4n. VE-UdxdydzdE 

beträgt. 
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die für kleine Werte von y, d. h. für hohe Temperaturen und 
schwache Konzentrationen (ro groß) gültig ist: 

I I 
F(y) = 1 + y2 + --= y3 + __ y4 + ... (y< 1). (13) 

2Y.n 2 

Wir suchen nach einer asymptotischen Form von F für große 
v-Werte. Die Variable Zo unterscheidet sich in diesem Fall wenig 
von 1: 

2E 
Zo = 1 + 2- r o = 1 + <5. 

e 

(11) ergibt durch Entwicklung: 
3. 3 

~(ZÖ _1)2 = (2 <5)"2" [t + t<5 + ... ], 
IX=~(1-12"-), 

IX 1. 1X3 1X5 

"2 - 46m2 IX = - T -15'" 

1 3 3 (2 1) 
= - 3(2<5)2 - (2<5)"2<5 15 - 12 + "', 

t (;:J = 2"~ <5-~ (! + l~ - t5) = ~} <5l . (14) 

Wir erhalten somit für Zl: 
00 

y'21n3 24 r~f -E 
Z = -~ 2.nZ t:6 - -"- e kT dE 

1 h3 5 e5 

o (l5) 

V 3 12 e 
=3 (2.nm kT)'J: --= -===. 

h 5Y.nJlrokT 

Die Funktion F strebt also, wenn y groß ist, asymptotisch dem 
Ausdruck: 

zu. 

12 
F = ,r- y 

5y.n 
(16) 

3. PLANcKschc Ableitung; Diskussion der Bedeutung der 
äußeren Bahnen. Jetzt gehen wir zu der Berechnung von Zz 
über. Diese Zustandssumme stellt sich als ein Integral von glei
cher Struktur wie das oben behandelte dar. Nur ist die Energie 
jetzt nicht mehr positiv, sondern negativ, E = -IX. Da IX in 
diesem Gebiet nicht sehr von Null verschieden ist, können wir 
die Exponentialfunktion gleich 1 setzen, ohne einen großen Fehler 
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zu machen. Die Integration bleibt aber auch bei dieser Verein
fachung kompliziert, wenn das Volumen V eine beliebige Form 
hat. Wir haben: 

Y2m" fjjj'l /-82 9 Z2 = --xa- / r - IX r" drdlX dwv dwr· (17) 

82 

Für r sind die Integrationsgrenzen 0 und ro' wenn - - IX positiv ro 
ist, im anderen Fall wird die obere Grenze durch die Bedingung 

2 

r = ~ bestimmt; hier verschwindet die Quadratwurzel, ein IX 
größerer Kernabstand kann auf einer Ellipse mit der Energie 
- IX nicht erreicht werden. 

Suchen wir zunächst nach einer oberen Grenze für Z2' Wir 
erhalten sie, indem wir IX unter dem Wurzelzeichen vernach
lässigen. Dies gibt: 

Z2 < V~:n3 !fffer~drdIXdwvdwr 
o (18) 

jl2mli 28.5 2 
< -hs- -5- (!2 Y 16n . 

Das Integral wird in allen Richtungen bis zu einem Abstand (! 

genommen, der etwas größer als der Mittelwert von ro ist. 
Wenn das Volumen V kugelförmig ist, mit dem Radius ro' so 

können wir, wie FOWLER gezeigt hat, die Integration streng durch
führen. Setzen wir: 

dann erhalten wir: 
Y a 

32,,2V2m3 (dIXf 
Z2 =--~ e6 --r: sin4 cp COS2 (P dcp. 

0.: 2 

Ö 0 

(19) 

Die Grenze a ist gleich arc sin V .xr~/ e, wenn dieser Ausdruck reell 
2 

ist; andernfalls gleich "2-' Wir haben y > ~ vorausgesetzt; wir ro 
können daher das Doppelintegral in zwei spalten: 

rE'lr~ IX afre sin.V :r.IE 2 d jY" d IX 
---r sm cp cos cp cp + 32 .~.' 
IX- IX-

(20) 

o U E'lr. 
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denn die Integration über cp von 0 bis n/2 ergibt n/:32. Das erste, 
doppelte Integral in (20) kann umgeformt werden; setzen wir 
{} = arcsin-Varo/f, wir erhalten dann: 

71/2 I} 

"/ r 2T~ cos{} d,~ . 4 2 
~--_. -~--- sIn m cos m dm 

R3 Sln4{}. T 'r T' 

o () 

eine partielle Integration erlaubt die Bestimmung des Integrals: 

n/2 71./2 

1 /' . 4 2 d 1 I' d{} . 4 Q 2 ? 1 :rt - -3. sm cp cos cp cp + -:r. sin3{} sm 11' cOS" = -9 - 96 . 
o 0 

Es ist also: 

Z = .32072V2m:i e6(~ ~t _ .:rt.~) = (Rlt)1:(3~. ~~ _~.~) 
2 h3 9 ,3 48:~ 9", ,3 3 ~- ' 

Y- Y' 
(21) 

Wir können dieses genaue Ergebnis mit der vorher abgeleiteten 
Näherung vergleichen. Stellen wir uns vor, daß die Bedingung: 

,2 
Y = a - a P 1 (22) 

To 

erfüllt ist, und somit auch die eingangs angenommene Ungleichung 
(6) zutrifft. Die genaue Rechnung ergibt für diesen Fall: 

32n2 r--- 3 (2 07) Z = - ~'1,2m3e3r2 - ---
2 h3 I) 9 :; , 

" 48a' 

während die vorangehend abgeleitete Ungleichung zu 

32072 '-3 15.) Z2 < -f/,3- ~2m f) yerl 

32n2 193 2 .~. a 
< 7IT V· m c r(15 

(23) 

(24) 

führt. Es bleibt also zu beweisen, daß bei a ~c:c:: 1 der Ausdruck 

2 "'kl' la . . _- - -'. emer a s 7. Ist. 
9 48az- u 

Für a = I erhält man tatsächlich: 0,157 < 0,2; 
für a = 2 erhält man: 0,2 < 0,4. 

Diese Beispiele zeigen, daß, wenn y sich nur wenig von t;2/r unter
scheidet, die angenäherte Abschätzung Werte ergibt, die der 
Wahrheit bereits sehr nahe liegen. 
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Die Summe Z2 enthält alle Zustände, die durch Berührung 
der Bahnen mit den Wänden gestört werden könnten. Müssen 
wir die Elektronen auf solchen Bahnen zu der Gattung der "ge
bundenen" oder der der "freien" Elektronen rechnen ~ PLANCK 

tritt der zweiten Auffassung bei und stellt fest, daß Z2 neben Zl 
vollkommen verschwindet; in der Tat hat man nach der Un
gleichung (18): 

(25) 

und dieses Verhältnis ist unter den angenommenen Bedingungen (6) 
und (22) sehr klein. 

Um diese Rechnung abzuschließen, müssen wir noch die 
Summe Z3 bestimmen, die sich auf die Elektronen auf elliptischen 
Bahnen bezieht. Wir haben schon angesetzt: 

Rh 
n'-=Y Rh 
~ -

Z3 = ~ n (n + 1) en'kT . (26) 
n=l 

Es erscheint zweckmäßig, in dieser Summe die Glieder, die 
eine konvergente Reihe bilden, von dem divergierenden Rest 
abzutrennen. Wir setzen das allgemeine Glied in der Form an: 

_Rh ("l-h _ Rh)] n (n + 1) en'k'l' = n (n + 1) en'k7' - 1 - r/!2icT 

( Rh· 
+n(n+1) 1+n,2-kT)' J 

(27) 

Die erste Gruppe von Gliedern gibt an sich eine konvergente 
Reihe, denn für großes n strebt sie dem Werte: 

1 ( Rh -)2 n(n + 1) -- ---
2! n2 kT, 

(28) 

zu, wie man sich durch Entwicklung der Exponentialfunktion 
überzeugen kann. Die zweite Gruppe von Gliedern bildet zwar 
eine divergente Reihe, kann aber leicht abgeschätzt werden. 
Bezeichnen wir den Maximalwert von n, den die Bedingung: 

(29) 

BriJIouin, Quantenstatistik. 29 
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zuläßt, mit m. Wir erhalten dann: 

"" 2 _ m(m + 1)(2m + 1) ..:::..n - 6 ' 

"" _ m(m + 1) ..:::..n- 2 ' 
",,1 ..:::.. n ~ logm, 

und daraus: 

~ ( 2 + + Rh _j- Rh) '" m(m + 1) (m + 2) 1 ..:::.. n n kT nkT -- 3 
1 

Rh m3 + kT(m + logm)~3' 
(30) 

Wir erhalten also für Z3 einen Ausdruck, der leicht ausgerechnet 
werden kann. Er besteht aus einer konvergenten Reihe, ergänzt 
durch die oben berechnete Gliedergruppe : 

m ( ß_~_ Rh) m3 
Z3"'" :2n (n + 1) en'k'l' - 1- -:;'}ikT + 3' (31) 

1 

In der Summe auf der rechten Seite reicht es aus, nur die wenigen 
ersten Glieder zu berücksichtigen, da sie allein bei nicht zu hohen 
Temperaturen merkliche Beiträge liefern. 

FOWLER meint - im Gegensatz zu PLANeK - daß man bei 
der Darstellung der Zustandssumme der gebundenen Elektronen 
die beiden Teilsummen Z2 und Z3 zusammen nehmen muß: 

Z + Z '" ~ n (n + 1) (en~:T _ 1 __ ~~) + _32 (Rhro)~ (32) 
2 3 - ..:::.. n 2 k T 9 Jl e3 , 

1 

das Glied -~~ in Z3 wird durch das Glied - -!- (Ry~ )~- in Z2 [vgl. 

Gleichung (21)] kompensiert. Ist die durch diese Auffassung be
dingte Änderung der Ergebnisse bedeutend? Wir können bei der 
näheren Betrachtung dieser Frage, wie oben, die Annahme: 

e2 

'Y = a r~ mit a >- 1 

benutzen. Die Differenz zwischen den beiden Formeln ist dieselbe 
wie zwischen den beiden Gliedern im Ausdruck (21) für Z2; für 
a = 1 beträgt das erste Glied 0 = 0,22, das zweite dagegen 
Jl 
48 = 0,065. Die Korrektur kann also keinesfalls vernachlässigt 

werden. Bei hohen Temperaturen kann das letzte Glied in Za 
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viel wichtiger werden als die Summe der konvergenten Reihe, 
und die FowLERsche Korrektur wird dann sehr bedeutend. Unter 
solchen Bedingungen wird aber die Summe Zl' die sich auf die 
freien Elektronen bezieht, noch ungeheuer viel größer; denn es 
gilt immer Z2 <t:: Zl' Die ganze Zustandssumme wird sich also 
praktisch auf die Teilsumme Zl reduzieren, und jedes Elektron 
wird eine viel größere Wahrscheinlichkeit dafür haben, frei zu 
werden als dafür, gebunden zu bleiben. 

Fassen wir die Ergebnisse zusammen: die Zustandssumme Z 
besteht aus zwei Teilen: 

(5a) 

der erste Teil, der sich auf freie Elektronen bezieht, hat angenähert 
den Wert: 

(9) 

der zweite Teil, der die gebundenen Elektronen umfaßt, beträgt!: 

m (. _Rh Rh ) 
Z3 = 2;n(n + 1) en'kT - 1 - n2kT . (31a) 

1 

Das Korrektionsglied Z2' daß die äußeren Elektronenbahnen 
darstellt, ist klein gegen Zl' also auch gegen die Gesamt
summe Z - wenigstens unter den von uns angenommenen Be. 
dingungen: 

( 
S2 )3 

V::}> kT ' (6a) 

Der Grad der Ionisation, den man auf diese Weise berechnet, wird 
von der Vernachlässigung von Zz kaum berührt; Z2 wird nur 
dann groß gegen Z3' wenn Z3 selbst verschwindend klein gegen 
Zl ist, d. h. wenn die Ionisation praktisch vollkommen ist. 

Wenn man statt des Koeffizienten n(n + 1) den von der 
neuen Mechanik und der Vorstellung von Elektronendrall geJ 

forderten Koeffizienten 2n2 benutzt (s. Abschnitt 1 dieses Kapitels) 

1 Wenn Z2 vernachlässigbar sein soll, so muß auch die Summe der 
divergenten Glieder von Z3' die nach (30) m3j3 beträgt, verschwinden; 
daher wurde dieses Glied in (31) fortgelassen. 

Selbstverständlich hat die maximale Quantenzahl m [in (31) usw.] 
nichts mit der Raum-Orientierungsquantenzahl m oder der Elektronen
masse m [z. B. in (9)] zu tun. 

29* 
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so treten an die Stelle der Formeln (9) und (31) die folgenden 
Beziehungen: 

v ., 
Z = 2 (2nmkT)2 

1 h3 ' (33) 

(34) 

Durch diese Korrektion wird nichts Wesentliches an dem Er
gebnis geändert. Da die Konzentration äußerst gering ist, würde 
auch die Anwendung der neuen Statistik keine merklichen Ände
rungen mit sich bringen. 

4. Ein einziges Elektron und N Protonen im Volumen v. 
Die ausführliche Diskussion, die oben gegeben wurde, ermöglicht 
uns jetzt, eine Reihe von komplizierteren Fällen schnell zu er
ledigen. Betrachten wir zunächst eine große Anzahl N von 
Protonen, die aufs Geratewohl im Raum V unbeweglich verteilt 
sind. Als Grundbedingung nehmen wir an: 

(35) 

Nur unter den Bedingungen (35) kann man einwandfrei ent
scheiden, ob ein Elektron frei oder an ein bestimmtes Proton ge
bunden ist. Die Energie ist: 

(36) 

Mit '1' r~, ... , r N sind die Abstände des Elektrons von den N 
Kernen bezeichnet. Wir gehen genau wie oben vor und bilden 
zunächst die Summe Zl für alle positive Energiewerte (d. h. für 
freie Elektronen). Mit den angenommenen Näherungen erhält 
man für Zl denselben Ausdruck, wie früher im Falle eines 
einzigen Kerns. Daraufhin bestimmen wir Z2' die Summe der 
Glieder, die sich auf Bahnen mit kleiner negativer Energie 
(- y < E < 0) beziehen. Dabei ist: 

"(N 
c;2 V V< 'Y ~ kT . (37) 

Die Summe Z2 ist wiederum sehr klein gegen Zl' also auch gegen Z 
und kann daher vernachlässigt werden. Es bleiben also nur noch 
die Glieder Za mit einer negativen Energie tiefer als y übrig. 
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Damit die Energie negativ ist und einen großen Absolutbetrag 
hat, muß einer von den Abständen ri klein gegen YV/N sein; dann 
wird das Elektron an den i-ten Kern gebunden sein und eine ge
schlossene Bahn um diesen Kern beschreiben. Die anderen 
r-Werte werden von der Größenordnung des mittleren Kern
abstandes (oder noch größer) sein, und die entsprechenden Glieder 
in der Energiegleichung verschwinden gegen e2/ri . Die Summe Za 
zerfällt also in N Einzelsummen ; die Energie, die jedem Glied 
von Za entspricht, wird annähernd: 

1 F2 

E = --mv2 ---
2 r ' 

(38) 

und wir gelangen daher zu genau denselben Ergebnissen wie im 
vorigen Abschnitt. Insgesamt wird die Zustandssumme gleich: 

(39) 

5. N Elektronen und N Protonen in einem genügend großen 
Volumen v. Wie soll man jetzt zu einem Problem übergehen, 
daß der Realität näher ist - nämlich zu N Elektronen im Felde 
von N unbeweglichen Protonen? In jedem gegebenen Zustand 
wird eine bestimmte Anzahl von Elektronen, Ne, frei sein; die 
übrigen N - N. Elektronen sind an die Kerne gebunden. Wir 
bestimmen zunächst die Zustandssumme für eine bestimmte An
zahl N. und summieren dann über alle Werte von Ne. von 0 bis N. 
Jede Verteilung der Ne freien Elektronen kann mit jedem Zustand 
der N - Ne gebundenen Elektronen kombiniert werden. Die ge
samte Zustandssumme muß also durch Multiplikation der Summe, 
die sich auf die N. freien Elektronen bezieht, mit der entsprechen
den Summe für die N - Ne gebundenen Elektronen gebildet 
werden. 

Betrachten wir zunächst die freien Elektronen. Stellen wir 
vor, daß N. - 1 darunter vorgegebene Zustände (Lagen und Ge
schwindigkeiten) haben und nur das letzte seine Lage und Ge
schwindigkeit beliebig variieren kann. Wir bilden für dieses 
Elektron die Zustandssumme Zl und erhalten dafür den bereits 
früher abgeleiteten Ausdruck wieder. Wir gehen nUD zu df'm 
zweiten Elektron über, dann zum dritten usw. bis zum Ne-ten. 
Die gesamte so erhaltene Zustandssumme ist Zr" da jedem 
Zustand eines Elektrons jeder beliebige Zustand aller anderen 
entsprechen kann. Bei dieser Berechnung benutzen wir die 
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Vorstellung von apriori unterscheidbaren Elektronen. Diese Vor
stellung ist, wie wir wissen, unberechtigt, und wir müssen sie 
nachträglich durch Division mit Ne! korrigieren 1. Wir erhalten 
in dieser Weise den ersten Faktor der Zustandssumme : 

z.Ne (Z)N 1 1 e , 
_ ('...J ___ , 

N,! - N, (40) 

e ist in (40) die Basis der natürlichen Logarithmen, die durch die 
Anwendung der STIRLINGSchen Formel in die Gleichung hinein
kommt. 

Für die N - Ne gebundenen Elektronen müssen wir zuerst 
die Anzahl ihrer möglichen Verteilungen auf die N Kerne berück
sichtigen. Diese Anzahl beträgt: 

N! 
(N-N,)!N,! . 

Für jedes gebundene Elektron gilt die Zustandssumme Za, für 
alle solche Elektronen zusammen also Zr-N" für alle ihre mög
lichen Verteilungen somit: 

N!Z:-N,. NN ( Z )lV-N" 
(N - N~)!N,! C'-' NN; N _3R; . 

e 

(41) 

Die beiden gewonnenen Ausdrücke müssen miteinander multi
pliziert und über alle N e-Werte summiert werden: 

Z ="'i3'NN(~ir'(N~\v-JV-S'. 
N,~O e 

(42) 

Bezeichnen WIr mit x den Bruchteil der freien Elektronen: 

und setzen: 
Z V :l 

!; = y) = Nh3 (2nmkT)t. (43) 

1 Wir haben an anderen Beispielen (ideales Gas, s. viertes Kapitel) ge
sehen, daß dieses Verfahren mit Vorsicht anzuwenden ist. Man müßte auch 
in diesem Fall die Rechnung nach FERMI-DmAC durchführen, wie es im 
fünften Kapitel geschehen ist. Solange abcr V/N sehr groß gegen (>:/kT)3 
ist, gibt es noch keine Spuren von Entartung, und die gewonnenen Ergeb
nisse müssen richtig bleiben. 
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Man erhält dann: 

(44) 

Diese Summe kann in ein Integral verwandelt werden; es ist aber 
einfacher, die Tatsache zu benutzen, daß bei großem N (etwa 
N = LoscHMIDTsche Zahl) der Ausdruck hinter dem Summen
zeichen ein sehr scharfes Maximum bei einem bestimmten Wert Cl 

der Konzentration x besitzt!: 

(45) 

Dieses Maximum ist so überragend, daß die ganze Summe prak
tisch gleich dem maximalen Glied wird. Man kann also setzen: 

(46) 

Dieses ist das Ergebnis für ruhende Kerne; es ist leicht, auch die 
Verallgemeinerung für den Fall der thermischen Kernbewegung 
durchzuführen. Da die Masse m' der Kerne sehr groß ist im Ver
gleich zu der Masse des Elektrons, so können wir annehmen, daß 
die Gesamtenergie sich einfach als Summe der kinetischen Energie 
der Kerne mit der kinetischen und potentiellen Energie des 
Elektrons bestimmt; die kinetische Energie des Elektrons wird 
dabei in einem Koordinatensystem bestimmt, das sich mit dem 
Kern bewegt. Die Zustandssumme Z' der N Kerne ist (vgl. die 
Behandlung des idealen Gases im vierten Kapitel): 

Z' = (e;~-r, mit Z; = ; (2nm' k T);~ = N". (47) 

Die gesamte Zustandssumme für Protonen und Elektr.onen ist 
gleich dem Produkt ZZ'; denn jedem in Z' enthaltenen Zustand 
der thermischen Bewegung der Atome kann jeder in Z enthaltener 
Bewegungszustand der Elektronen in den Atomen entsprechen: 

Z = ZZ' = [ r' (et;)Cl(_~3_ .)' I-Cl]]'!.' 
gesamt e ~ c~ 1 - Cl • (48) 

1 Wenn man nach der neuen Mechanik gerechnet hätte [GI. (33) und 
(34)], so müßte man t; und Z3 in (43) und (44) verdoppeln, der Wert von Cl 

bliebe aber unverändert. 



456 Das gequantelte Atom. 

Wir können jetzt zu dem thermodynamischen Potential 
zurückkehren: 

'fF = - kT logZgesamt = -NkT [logeC' + cllogef + (l-Cl)IOg-l:~ll 
c, Cl (49) 

= -N k T [Cl log e !;' + Cl log e!; + (1 - Cl) log leI;' Z3]. 
Cl Cl - Cl 

Wir finden auch im Ausdruck für 'fF drei Glieder. Das erste 
bezieht sich auf die isolierten Kerne (positive Ionen), das zweite 
auf die freien Elektronen, das dritte auf die neutralen Atome. Wir 
wollen die Formel (49) noch in einer etwas veränderten Form 
schreiben, indem wir in sie die mittlere Anzahl der Atome N:, 
der positiven Ionen N~ und der freien Elektronen N~(= Ni) 
einführen. Diese Zahlen sind nach (45) durch die Beziehungen: 

N; Zl 

N- Ne Z3' 
N=Na + N. (45a) 

definiert. Daraus folgern wir: 

IJI - eZiZs - eZ~ - eZl 
--kT = Nalog-=-~ + Nilogc=- + N.log--=-, (50) 

~ ~ Ne 

I V I 3 
Zl = V(2nm kT)2 

mit 

V 3 
Zl = V (2nmkTF· 

In der jetzt allgemein angenommenen Hypothese des rotieren
den ElektlOns muß man für Zl und Z3 die durch (33) und (34) 
bestimmten Werte einsetzen. Wenn auch der Kern einen Drall 
besitzt, so muß Zl mit der Anzahl der möglichen Orientierungen 
der Drallachse in bezug auf eine feste Raumachse multipliziert 
werden. 

6. Wie stellt sich das Problem bei hohen Konzentrationen 1 
Die Rechnungen von PLANeR fußen, wie wir gesehen haben, 
wesentlich auf der Annahme, daß das Gas sehr verdünnt ist, denn 
die benutzten Annäherungen sind nur möglich, wenn die Un
gleichung (35): 

! ::? (~2_)3 
N .". kT 

zutrifft. Diese Bedingung hat uns erlaubt, erstens die Zustands
summe der freien Elektronen auf Grund der vereinfachten Formel 
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(9) zu bestimmen und zweitens zu beweisen, daß der Beitrag, 
den die äußeren Elektronenbahnen zur Zustandssumme liefern, 
verschwindend klein ist. 

Was geschieht nun, wenn die Dichte steigt1 Um diese Frage 
zu beantworten, wird man zunächst die Zustandssumme Zl der 
freien Elektronen unter Berücksichtigung ihrer potentiellen 
Energie neu berechnen müssen; und dieses ist keine einfache 
Rechnung. Wir lernten oben den Weg kennen, auf dem man 
zur Lösung eines ähnlichen Problems für den einfachen Fall 
eines einzigen Teilchenpaares in einem sphärischen Volumen Vo 
gelangen kann. Dort fanden wir [Gleichung (10) bis (15)]: 

V 3 
Zl = -h~ (2nmkT)YF(y) , 

mit: 
e 

y = jlrokT' 
wobei ro den Radius der Sphäre bedeutete. Für große y-Werte 
kann F(y) durch den asymptotischen Wert (16): 

12 
F(y) N 5Y;-y 

ersetzt werden. Diese Näherung ist schon brauchbar, wenn y 
einige Einheiten überschritten hat. Bei Zimmertemperatur ent
sprechen diesen Verhältnissen Drucke, die etwas höher als eine 
Atmosphäre sind. 

Wie können wir den Fall einer großen Anzahl N von freien 
Elektronen und Protonen in einem endlichen Volumen V be
handeln 1 Dies ist eine heikle Aufgabe. Wir gelangen zu einer 
angenäherten Lösung, wenn wir in die vorangehenden Formeln 
einen Mittelwert ro einführen, den wir etwa durch die Bedingung 

Ntnr3 = NVo = V (51) 

definieren. Diese Näherung kann nur sehr grob sein, denn jedes 
einzelne Elektron verbleibt nicht in einem Volumen Vo, das einen 
Kern umgibt, bewegt sich vielmehr frei durch das ganze von N 
Kernen erfüllte Volumen V. Im Abschnitt 10 werden wir diese 
Frage auf Grund der Untersuchungen von MILNER und DEBYE 
näher verfolgen. 

Das Problem hat noch eine andere Seite: nämlich die Be
rechnung der Zustandssumme Za der gebundenen Elektronen; 
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hier tritt ebenfalls eine Schwierigkeit auf, weil die Nachbarschaft 
fremder Atome die Bahnen mit hohen Quantenzahlen empfindlich 
stören muß. Dieses ist ebenfalls eine interessante Frage, und sie 
bleibt es auch, wenn man sie ganz ohne Verbindung mit der ersten 
untersucht; denn hier besteht eine unmittelbare Beziehung zu der 
Erfahrung. Durch Beobachtung von Spektren kann man fest
stellen, bei welchen Bedingungen des Drucks und der Temperatur 
eine bestimmte Linie der BALMER-Serie auftritt. Es ist bekannt, 
daß die Linien, die ihren Ursprung in hochquantigen Bahnen 
haben, nur bei sehr großen Verdünnungen beobachtet werden. 

Wir wollen uns zunächst damit beschäftigen, diese experimen
tell festgestellte Tatsache auf Grund der Theorien von UREY, 
FERMI und FOWLER zu erklären. 

Das Problem ist analog demj enigen, das in der v AN DER W AALS
sehen Gastheorie auftritt, in der man den Einfluß des Volumens 
der Gasmoleküle auf seine Zustandsgleichung abzuleiten sucht. 
Betrachten wir ein angeregtes Molekül im n-ten Quantenzustand. 
Die große Halbachse der Elektronenbahn beträgt: 

82 

a = 2Rh n 2 

Sicher kann auch diese Bahn nur dann ungestört beschrieben 
werden, wenn kein Nachbaratom "zu nahe" kommt. Mit anderen 
Worten, das Atom beansprucht in jedem angeregten Zustand ein 
bestimmtes Volumen. Die linearen Abmessungen dieses Volumens 
sind von der Größenordnung a. Um zu vereinfachen, nehmen wir 
an, daß es sich um eine Sphäre mit einem zu a proportionalen 
Radius, also um ein Volumen: 

V= An6 

handelt; A ist eine Konstante von der Größenordnung~- Jf (2~jJ. 
Diese "Wirkungssphäre" entspricht dem Eigenvolumen der Mole
küle in der Theorie von VAN DER WAALS. Wenn die Sphären von 
zwei Atomen in Kontakt kommen, gibt es einen "Stoß", d. h. 
eine empfindliche Störung der Elektronenbahnen in den beiden 
beteiligten Atomen. Damit ein Stoß stattfindet, muß der Mittel
punkt des zweiten Atoms in eine Sphäre ("Schutzsphäre") ein
dringen, deren Mittelpunkt im Zentrum des ersten Atoms liegt 
und deren Radius gleich der Summe der Radien der beiden 
Wirkungssphären ist. Das Volumen der Schutzsphäre ist also 
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U 12 = A (ni + n~)3 (wenn man mit n i und n 2 die Quantenzahlen 
der beiden Atome bezeichnet). 

Wie soll man unter diesen Bedingungen das Gas statistisch 
behandeln? Wir haben N Atomen im Volumen V; der Zustand 
jedes einzelnen Atoms ist bestimmt durch seine kinetische Trans
lationsenergie Ei und seine innere Energie W k. Einem bestimmten 
Wert Wk entspricht, wie oben gezeigt, auch ein bestimmtes Eigen
volumen v". Die Verteilung der Atome auf die verschiedenen 
Zustände ist durch das System der Zahlen N ik beschrieben, die 
die Anzahl der Atome bestimmen, deren Translationsenergie Ei 
und deren innere Energie Wie beträgt. Wir bezeichnen mit u/ck 

das Volumen der Schutz sphäre für den Fall eines Stoßes zwischen 
zwei Atomen im gleichen Zustand Wie, und U kk' das Volumen 
dieser Sphäre, wenn es sich um einen Stoß zwischen verschieden 
stark angeregten Atomen (Energien Wie und Wie') handelt. 

Die Gesamtzahl der Atome mit der inneren Energie W k ist: 

und es gilt offenbar: 
N" = 2: Ni" , 

i 

N = L.N" = 2:2:Nik' 
" i " 

(52) 

(52 I) 

7. Einführung der Eigcnvolumina der Atome in verschiedenen 
Quantenzuständen nach FERMI. Wir wollen die in den Abschnitten 
13 und 14 des vierten Kapitels dargestellte Statistik eines idealen 
Gases als Grundlage der weiteren Ableitungen annehmen. Wir 
fangen mit apriori unterscheidbaren Atomen an und verteilen 
diese zunächst auf die Gruppen Ni'" was auf: 

(53) 

verschiedene Weisen möglich ist. Betrachten wir jetzt die NI 
Atome, deren innere Energie WI beträgt (Atome im einquantigen 
Zustand) und bestimmen ihre Verteilung auf die einzelnen mög
lichen Zustände der Translation. Wir beginnen mit den Nu 
Atomen, die die kinetische Energie EI haben. Für das erste Atom 
dieser Art stehen im Phasenraum: 

V 2d V YI = h34:rcPl Pt = Yl' 

4"" "d Yi = h3 Pi Pi 
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Zellen zur Verfügung. Einem zweiten Atom der gleichen Art 
steht nur noch der Raum V - U n frei, wenn un die Schutzsphäre 
des ersten Atoms bedeutet. Die Anzahl der Zellen ist also für das 
zweite Atom (V - Un)YI' ebenso für das dritte (V - 2Un )YI 
usw.1. Die Anzahl der verschiedenen Verteilungsmöglichkeiten 
ist also für die N n Atome mit den Energien (WI , EI) gleich: 

V(V - un)(V - 2un ) ... [V - (Nn - l)un ]yfl1 

(~)! 
uu ' (u Y )Nl1 

( V ) n I . 
-- - N n ! 
Un 

(54) 

Die Benutzung der Fakultäten setzt voraus, daß Vjun eine 
ganze Zahl ist; wenn dies nicht zutrifft, muß man die Gamma
funktionen heranziehen und in (54) statt x! die Funktion r(x + 1) 
einsetzen, was nichts an dem Ergebnis ändert. Der Ausdruck (54) 
muß die klassische Formel: 

ersetzen, die man für die Atome mit verschwindendem Eigen
volumen erhält. 

Gehen wir jetzt zu den N 2I Atomen mit der inneren Energie 
WI und der TranRlationsenergie E 2 über. Dem ersten davon steht 
das Volumen (V - Nnun ) zur Verfügung, dem (V - N n un )Y2 
Zellen im Phasenraum entsprechen. Indem wir, wie schon einmal 
geschehen, zu dem zweiten, dritten ... Atom übergehen, er
halten wir für diese zweite Art von Atomen insgesamt folgende 
Anzahl von Komplexionen: 

(V - N n unH V - (Nu + 1) un ] ... [V - (Nn + N 2I -1) U n ]yf21 

(55) 

Wir behandeln in ähnlicher Weise die Energieniveaus E 3 , E 4 , ••• , 

die Gesamtzahl aller möglichen Verteilungen der NI Atome mit 

1 Wir nehmen an, daß die Konzentration so gering ist, daß dreifache 
und mehrfache Stöße, bei denen die Schutzsphären einiger Atome ineinander 
eindringen, vernachlässigt werden können. 
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der inneren Energie W 1 bestimmt sich durch Multiplikation aller 
so erhaltenen Ausdrücke zu: 

(.56 

Gehen wir zu den N 2 Atomen des zweiten inneren Energie
niveaus n = 2 über. Für das erste davon ist noch das Volumen 
(V - NI u12) frei, wenn U 12 die Schutzsphäre für den Stoß zwischen 
einem Atom Wl und einem Atom W 2 bedeutet: Die für die nächsten 
Atome verfügbare Volumina betragen: 

V - N 1 u12 , V - N l u 12 - U 22 ' ••• [V -i\\U12 - (N2 - 1)u22]. 

In ähnlicher Weise wie vorher erhält man für die Anzahl der 
möglichen Verteilungen die Ausdrücke: 

(~=-N tUt 2)· , uN , . n 
_. _.- U 22 n )'Ni2 (Y -~1 Ut2 _ N 2)! i i • 

(57) 

Die Fortsetzung der Rechnung und ihre Ausdehnung auf alle 
möglichen Energieniveaus bietet keine Schwierigkeiten. Die 
Gesamtzahl der Verteilungen erhält man durch Multiplizierung 
aller erhaltener Ausdrücke. Außerdem muß man mit N!/fl N ik ! 

ik 
[Formel (53)] multiplizieren und zum Schluß mit N! dividieren, 
um der a-priori-Gleichheit aller Teilchen Rechnung zu tragen l . 

Man erhält schließlich die Formel: 

1 An dieser Stelle ist die Division durch N! vollkommen berechtigt, 
denn zwei Atome kötmen sich niemals in einer und derselben Zelle befinden; 
schon ihr endliches Volumen macht dieses unmöglich. 
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Dies ist die Anzahl der Komplexionen, die einer gegebenen 
Verteilung N ik entspricht. Wir müssen nunmehr die wahrschein
lichste Verteilung bestimmen. Zu diesem Zweck können wir die 
im Abschnitt 13, viertes Kapitel, gewonnenen Ergebnisse ver
wenden. Wenn wir in einer Verteilung N ik nur die i-Werte vari
ieren und k konstant halten, so haben wir es innerhalb jeder 
Klasse k mit einem Problem zu tun, daß dem eines einfachen 
idealen Gases vollkommen analog ist. Die wahrscheinlichste unter 
allen Verteilungen N ik (i = konst.) ist daher: 

N ik = ye-ak-f1Bi, 

wobei (Xk durch die Bedingung 

2;Nik = N k 
i 

(59) 

(60) 

bestimmt ist. Indem man diese Werte In den Ausdruck für P 

(61) 

[
(V - N1ulk ... - N k_1 Uk_1,k)! ]) 

+ log uNk ___ ._ .. _. Ukk 

kk (V - N1u1k '~k~ N k_ 1 Uk-:"k - N k)! . 

m' bedeutet in (61) die Kern- oder Atommasse_ 
Das Ergebnis (61) erhält man leicht, wenn man von den 

Gleichungen (34), (36) (viertes Kapitel, Abschnitt 14) ausgeht und 
sie auf jede Nk-Gruppe einzeln anwendet. Nur haben wir Ndog V, 
d. h. log (VNk) durch den komplizierteren Ausdruck ersetzt, der 
dem Volumen der Schutzsphären Rechnung trägt. 

Welche praktische Bedeutung haben diese neuen Ausdrücke? 
Diese Frage muß näher untersucht werden. Setzen wir: 

Vk = V - N1uU - N2U2k'" - Nk-1Uk-l,k' (62) 

Wir müssen jetzt mit Hilfe der STIRLINGSchen Formel folgenden 
Ausdruck ausrechnen: 
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Dieses ergibt: 

1 V ( Vk) ( NkUkk ) Nd -1 + og k) + N k - ... - log 1 - --- . 
Uu Vk 

Wir entwickeln den Logarithmus unter der Annahme, daß das 
Gesamt-Eigenvolumen der Atome noch klein ist gegenüber dem 
Volumen V: 

log(l- !i'.kUkk) = _ Nkukk _ ..!_(NkUkk)2 _ ..•• 
Vk Vk 2 Vk 

Mit Hilfe dieser Entwicklung erhalten wir schließlich, indem wir 
auch den log V k entwickeln: 

Vk (63) 
Nk('logVk - ! Nk'lJ,kk) I 

~Nk[logV -.J-(NIUlk+N2U2k+···+Nk-lUk-l,k+! NkUkk)]' 

In der Formel für logP [GI. (61)] müssen wir alle diese Aus
drücke summieren; diese Operation ergibt: 

NlogV - 21VL,"L,NkN k'Ukk" 
k k' 

Die Glieder k =1= k' kommen hei der Summierung doppelt vor; 
man muß also einen Faktor ~ hinzufügen: 

logP = N [log; (2nm'kT)~ + {] 1 
(64) 

-1:,Nk logNk - 21V-"L,L,NkN k,Ukk" 
k k k' 

Wir können das VAN DER WAALssche "Kovolumen" 

b = l"L,"L,NkNk'Ukk' (65) 
/c k' 

einführen; mit Hilfe der Näherung log (1 - ;.) ~ -;- bringen 

wir (64) auf die Form: 

I [ V-b ,-* 5] ogP = N log-h3 .. (2nm kT)· + 2 

- L,NklogNk • 
k I (66) 

Was uns vor allem interessiert, ist die Verteilung auf die einzelnen 
Zustände W /c, also die Zahlen N k. 
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Wir drücken zunächst aus, daß 10gP den maximalen Wert 
besitzen muß, den die beiden Bedingungen: 

N=~~, I 
u = -i;Nik(Ei + Wk ) =~NkT + 2:,Nk Wk 

tk k 

(67) 

zulassen. Die zweite Bedingung (67) bedeutet die Konstanz der 
Gesamtenergie, wir haben in diese Bedingung den bekannten 
Wert t k T der mittleren kinetischen Energie eines Atoms ein
geführt. Die Maximalbedingung kann durch 

o 10gP - IXoN - ßO U = 0 (68) 

ausgedrückt werden mit zwei willkürlichen Koeffizienten IX und ß. 
In log P wird das erste Glied durch die Variation nicht berührt 
(N ist konstant). Wir erhalten daher: 

~ONk( -1 -logNk -~-t:Nk'Ukk' - IX - ßWk) = O. (69) 

Jeder von den Koeffizienten von oNk muß gleich Null sein. Mit 
der Abkürzung -1 -- IX = logO erhalten wir: 

-ß Wk-}- ';E,Nk' Ukk' 
N k = Oe v (70) 

Der Koeffizient 0 ist durch die Bedingung 2:,Nk = N bestimmt. 
Was ß betrifft, so stellt man leicht fest, daß dieser Koeffizient 
gleich 1/kT sein muß. Die Formel (70) stellt das interessante 
Endergebnis der Rechnungen von FERMI dar. Man erkennt 
darin, wie die Konzentration die Wahrscheinlichkeit eines Atom
zustands je nach seiner Raumbeanspruchung beeinflußt. 

Um die Ergebnisse zu vervollständigen, berechnen wir noch 
den Koeffizienten O. Wir setzen: 

_ Wk _1 ';E,Nk'ukk' 
Z(: = Lek l' V • (71) 

k 

Diese Summe hat die gleiche Bedeutung wie die Zustandssumme 
Z3' die in den vorangehenden Abschnitten eingeführt wurde. 
Unsere bisherigen Rechnungen ließen die Möglichkeit eines Zu
sammenfallens einiger Energieniveaus Wk unberücksichtigt. 
Nehmen wir an, daß es IIk solcher Niveaus gibt, die sich nur durch 
räumliche Quantelung unterscheiden, dagegen die gleiche Energie 
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W k besitzen. flk ist das am Beginn dieses Kapitels definierte 
"statistische Gewicht", es beträgt n(n + 1) oder 2n2, je nachdem, 
welche Quantenhypothese zur Grundlage gewählt wird. Wenn 
man diese Entartungserscheinungen berücksichtigt, so gilt, statt 

(71): Wk 1 

Z' - .... 'fl -k'l'-V~Nk'Ukk' 
3 -..:... k e . (72) 

k 

Wir müssen 0 durch die Forderung 

N="L,Nk =OZ3 1 
logO = logN - logZ~ J 

aus (70) und (72) berechnen. 

(73) 

Wir können jetzt das thermodynamische Potential '1" = U 
- TS für das betrachtete Atomsystem ableiten. Unter Benutzung 
von (64) und (67) erhalten wir: 

[ V 3] lJI' = U - kTlogP = -NkT log h3 (2nm'kT)2+ 1 

+ kT ~Nk(:rrf + logNk) + ~~ f-"f.NkNk'Ukk" 
k 

Wir können aber 10gNk aus der Beziehung (70) entnehmen und 
erhalten dann: 

'1" = - NkT[log ~ (2nm'kT)~ + I-Iog01 

_ k? L,"L,NkNk'Ukk" 
2V k k' 

oder, unter Benutzung von (73): 

'1', [1 V ,3 1 = - N k T og NN (2 nm k T)'E + 1 + log Z~ 

k'1' (74) 
-- ~ YNkNk'Ukk' 2VTF . 

Dies ist der Ausdruck für das thermodynamische Potential der 
Atome unter Berücksichtigung ihrer verschiedenen angeregten 
Zustände (mit der Energie Wk und dem statistischen Gewicht flk ) 

sowie ihrer kinetischen Energie Ei. 
Die Formel (74) ist noch nicht direkt vergleichbar mit der 

Formel (50), die aus der PLANcKschen Theorie folgt, weil wir 
in der neuen Ableitung die Existenz von vollständig ionisierten 

Brillouin, Quantenstatistik. 30 
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Atomen und von freien Elektronen ganz vernachlässigt haben. 
Die Gleichung (50) ist also mit (74) nur zu vergleichen, wenn man 
in der ersten Ne = Ni = 0 setzt. Wir wollen noch sehen, wie man 
die Formel (74) so vervollständigt, daß sie auch der Ionisation 
Rechnung trägt. Wir bezeichnen mit Na die Anzahl der neutralen 
Atome; Na muß in den bisherigen Formeln an die Stelle von N 
treten. Ni und Ne (Ni = Ne) sollen, wie schon einmal, die Anzahl 
von Ionen und von freien Elektronen bedeuten. Die Schutz
sphären für die Zusammenstöße Atom + Elektron und Atom 
+ Ion nennen wir Uk,e und Uk,i' Die Stöße Ion + Elektron 
treten unter gewöhnlichen Umständen so selten auf, daß man 
von der Einführung einer Schutzsphäre Ui,e absehen kann. Wir 
werden nun folgendermaßen vorgehen: wir verteilen zunächst 
die Ni Ionen und die Ne Elektronen im Volumen V; diese Ver-

ljI 
teilung gibt zu - k T den Betrag: 

eZ~ NI eZ l 
Nilog Ni + e og N,- , 

V 3 
Z{ = h3 (2nm' kT)c'[ , 

mit: 
(75) 

V 3_ 
Zl = 11,3 (2nmkT)2 . 

In das verbleibende freie Volumen setzen wir jetzt die Na neutralen 
Atome (die sich auf die verschiedenen angeregten Zustände ver
teilen) hinein. Die Rechnung wird die gleiche wie vorher sein, nur 
müssen wir jetzt annehmen, daß in den Summen: 

'LNk'Ukk' und 'L'LNkNk,ukk' 
~ k ~ 

die Indizes kund k' auch die Werte e und i umfassen, womit den 
Schutzsphären u ke und Uki Rechnung getragen wird. Mit diesen 
Verabredungen erhalten wir schließlich: 

'I' eZ' Z' eZ' 1 -- = N log-~ + N·log--' kT ~ aN' N· 
a , (76) 

+ NeIOg~~ + 21V~~NkNk'Ukk" 
Erinnern wir uns auf die Bezeichnungen: Na = Anzahl der 

neutralen Atome; Ni = Anzahl der positiven Ionen; N e(= Ni) 
= Anzahl von freien Elektronen. Die Summierungen über k 
und k' geschehen unabhängig voneinander, so daß jedes Glied 
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zweimal erscheint (wenn k:cF k' ist), nämlich einmal als kk' 
und einmal als k' k. Die Summierung berücksichtigt alle Zu
stände W k der neutralen Atome und außerdem auch die Ionen 
(Index i) und freie Elektronen (Index e). In der Hypothese des 
rotierenden Elektrons - die man heute wohl annehmen muß -
müssen die statistischen Gewichte n in Z~ [GI. (72)] gleich 2n 2 

gesetzt werden, wo n die Hauptquantenzahl des äußeren Elektrons 
bedeutet. Der Wert (75) von Zl ist entsprechend der Formel (33) 
zu verdoppeln. 

8. Besprechung der Ergebnisse. Es erscheint notwendig, die 
praktische Bedeutung der verschiedenen abgeleiteten Formeln 
näher zu diskutieren, um ihren physikalischen Sinn besser zu 
verstehen. Wir betrachten zunächst die Formel (70): 

N - Wk_ 1 YNk'ukk' 
N k = _--"- e k'l' v k' 

Z~ 

und suchen die Bedeutung der Korrektur zu bestimmen, die 
unsere Theorie an der klassischen Formel anbringt. Diese Korrek
tur äußert sich im Auftreten des Faktors: 

-~~Nk'Ukk' 
Gk = e v k' (77) 

Dieser Faktor Gk bestimmt das Verhältnis der Anzahl der Atome, 
die sich in einem bestimmten Zustand befinden, wenn das Gas 
komprimiert ist, zu ihrer Anzahl im extremen Vakuum; denn für 
sehr große V-Werte wird Gk praktisch gleich l. 

Oben wurde erwähnt, daß ein Wasserstoffatom im.n-quantigen 
Zustand das Volumen An6 beansprucht, wobei die Konstante A 

die Größenordnung : n (2 ~hr hat. Es ist also in diesem Fall: 

(78) 

Bei experimentell zugänglichen Temperaturen sind fast alle 
H-Atome im einquantigen Zustand; wir können daher (70) folgen
dermaßen vereinfachen: 

Wk 1 Ji"----_Aß'c(1+n2)3 
N C -k7' -vNtUtk - C ".2kT V k 

k= e '" e k (79) 

Der Korrektionsfaktor, der (79) von der entsprechenden "klas
sischen" Formel unterscheidet, ist also: 

Gk = e 
AN,( 2) - ']1- l+nk 8 

(80) 

30* 
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Wir wollen diesen Faktor numerisch abschätzen, um uns über 
seine Bedeutung klar zu werden. Die Konstante A ist von der 
Größenordnung 5,10- 24, die Konzentration N 1/V beträgt unter 
Normalbedingungen (273 0 abs. und 1 at) etwa 2,7 '1019 ; es ist 
also: 

G ('Cl e- O,OOO135(1+n')3 QSlI0- 0,OOO6(1+n')·. 

Wir erhalten daraus folgende Tabelle: 

Das auffallende Resultat ist also: die tiefsten Zustände (n 
= 1,2,3) besitzen einen G-Wert, der nur wenig von 1 verschieden 
ist (und zwar auch noch bei hohen Konzentrationen). Die ent
sprechenden Elektronenbahnen können sich frei entwickeln. 
Anders für die hohen Quantenzahlen: schon die Wahrscheinlich
keit des fünften Zustands (n = 5) wird durch Berücksichtigung 
des Eigenvolumens auf ein Zehntel des "klassischen" Wertes 
herabgesetzt; für n = 6 ist die Wahrscheinlichkeit nur noch ein 
Tausendstel der klassischen, und für alle höheren Zustände wird 
sie unter den angenommenen Normalbedingungen völlig ver
schwinden. 

Unsere Abschätzung enthält offenbar eine Unsicherheit; sie 
besteht in der Wahl des Koeffizienten A. Man könnte daran 
denken, diesen Koeffizienten aus dem Experiment - durch Ver
gleich der. Intensität der Balmerlinien bei verschiedenen Gas
dichten - zu bestimmen. Diese Formeln können auf die Probleme 
der Thermodynamik der Atome Anwendung finden. In unserer 
früheren Ableitung, die dem "klassischen" Verfahren von PLANeK 
folgte, haben wir [Abschnitt 3, GI. (26)] die Summe (26) 

n=l 

(
Rh 

gebildet und die konvergierenden Glieder n(n + 1) en'ü; - 1 

- ;,}te'j,) von den divergierenden n(n + 1) (1 + n~'PT) separiert. 

Wenn die Grenzquantenzahl n = m groß genug war, betrug die 
Summe der divergenten Reihe m 3/3. Wir können jetzt in ähn
licher Weise vorgehen, wenn wir die Konzentration als nicht zu 
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hoch annehmen, so daß die Grenzquantenzahl m groß wird. Wir 
müssen die Summe (72) bilden; wir schreiben dafür: 

Rh • 
Z ' - ~ ( + 1) n'-">l' -Oin ;\-~ n n e e , (81) 

. . d ANl mdem WIr (1 + n 2 )3 durch n6 ersetzen un 1X = --V - setzen. Wir 

trennen in dieser Summe die ersten Glieder ab, in denen die erste 
Exponentialfunktion merklich von Eins verschieden ist. Nehmen 
wir an, daß diese erste Gruppe bis zu einem Wert n = n i reicht. 
In den späteren Gliedern, n> n l , können wir die erste Exponen
tialfunktion durch 1 ersetzen; wir behalten dann: 

L.;n(n + I)e-lXn·~2n2e-lXn·<;SJ.rn2e-lXn·dn, (82) 

=-~-r(!)(~-)! . 
Diese ungefähre Abschätzung kann von Nutzen sein. In dem 
oben untersuchten PLANcRsehen Fall war die Summe m 3/3 der 
divergierenden Glieder stets sehr klein im Vergleich mit der 
Zustandssumme ZI der freien Elektronen. A fortiori dürfen wir 
sicher sein, daß dieselbe Summe, in der alle Glieder durch die 
Anwesenheit des exponentiellen Faktors e-<Xn' verkleinert sind, 
ebenfalls vernachlässigt werden kann. 

Die Rechnung von FERMI und UREY, so interessant sie auch 
sein mag, bietet also von diesem Standpunkt aus nichts Neues. 
Sie erlaubt allerdings, die Dissoziation der Wasserstoffatome 
unter hohen Drucken theoretisch zu untersuchen. Doch darf man 
sich nicht damit begnÜgen, ZI aus den vereinfachten Formeln (9) 
bzw. (75) zu bestimmen; die Theorie müßte durch eine ins einzelne 
gehende Untersuchung der im Abschnitt 2 erwähnten Schwierig
keiten vervollständigt werden. 

9. Eine Variante der geschilderten Theorie (FOWLER). In 
einer ausführlichen Untersuchung über diese Probleme - auf die 
wir uns schon oft beziehen mußten - schlägt FOWLERI eine 
Variante der Theorie vor FERMI und UREY vor. Er nimmt die 
allgemeinen Überlegungen des Abschnitts 7 als gültig an, es handelt 
sich in seiner Hypothese nur um die Abschätzung der Schutz
sphären Ukk'. Nach FERMI wird jedem Atom, dessen äußeres 

1 FOWLER, R. H., Philosophie. Mag. I, 895 (1926). 
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Elektron eine Bahn mit der großen Achse 2a beschreibt, eine 
Kugel mit dem Radius aals Wirkungssphäre zugeschrieben. Dies 
ist offenbar eine obere Grenze; sie beruht auf der Annahme, daß 
die Elektronenbahnen zweier Atome sich im Augenblick eines 
Zusammenstoßes nicht im geringsten durchdringen können. Man 
weiß aber, daß in einem einzigen Atom die einzelnen Bahnen sich 
zu dem kompliziertesten Knäuel verschlingen. Auch ein fremdes 
Elektron vermag unter geeigneten Umständen tief in die Elek
tronenhülle eines Atoms einzudringen und wieder herauszu
kommen, ohne im Elektronengebäude des Atoms eine Störung 
zu hinterlassen. Der Stoß kann trotz dieses tiefen Eindringens 
elastisch verlaufen. 

Betrachten wir den Stoß eines Elektrons (mit der kinetischen 
Energie 'YJ) mit einem Atom; der Stoß möge unelastisch sein und 
zur Übertragung der Energie 'YJ12 auf das Atom führen. J. J. THOM
SON hat für solche Stöße eine Größe definiert, die er "target area" 
(= Stoßquerschnitt) nannte. Für diese fand er: 

S12('YJ) = n'l~('L - -~) (83) 

(8 = Elektronenladung). Der Mittelwert S~ für alle Elektronen
energien beträgt: 

1111 " 

St2 = fk=;):j e -k
1J
;, ('YJ12 + t/) S12 ('YJ12 + 1/) d'YJ' ~ k f~l~' (84) 

u 

Dabei bedeutetrj' = 1} - 'YJ12; es wurde angenommen, daß die 
Energien 'YJ der Elektronen nach Maßgabe des MAxwELLsehen 
Gesetzes für eine Temperatur T verteilt sind. Als Näherung 
nahmen wir an, daß 'YJ12 klein gegen k T ist. 

Wenn wir diese Voraussetzungen akzeptieren, können wir 
durch die Gleichung: 

einen Radius der mittleren Schutzsphäre der Atome definieren, 
die für die Stöße zwischen freien Elektronen und Atomen maß
gebend ist. Dieser Radius ist nur ein Mittelwert, weil die eigent
liche exakte Formel für jede Geschwindigkeit die Gleichung (83) 
ist. Für die Schutzsphäre des Atoms erhalten wir nunmehr die 
Größenordnung: 4n ,6 

U'" - - -- (85) 
- 3 (k T'I12r~ . 
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Rh 
Für Wasserstoff lautet die Reihe der Energiewerte -"1t2; die 

Energiedifferenz zwischen zwei benach barten Zuständen ist: 

Rh Rh 2Rh 
1'1 - -~ - ___ N __ 
·/12 - n2 (n + 1)2 - n 3 , (86) 

die Raumbeanspruchung ist daher: 
!I 

4n e6 n:r 
U N --- ------~ 

n- 3 (2RhkT)~ 
(87) 

An Stelle eines H-Atoms betrachten wir jetzt ein r- fach ionisiertes 
Atom; das Leuchtelektron soll sich also im Felde einer Ladung 
(r + 1)t: bewegen. Die Termgröße soll durch die RITzsche Formel 
ausgedrückt sein: 

- _J!~ (r + 1)2 . 
(n -- f') 

Die Formel (87) nimmt folgende Form an: 
fj 

4n e6 (n - 1')'1: 
U N - ----'------,:-'--'--

n- 3 (2RhkT)~(r+1)3 
(88) 

Unter denselben Bedingungen reduziert sich die FERMIsche 
Näherungsformel (78) auf den Ausdruck: 

n6 

U n ~ A (r + 1)3 • (89) 

Wir können diese Werte für U n annehmen, sofern die im vorigen 
Abschnitt beschriebenen Bedingungen erfüllt sind: d. h. die 
Temperatur ist nicht zu hoch und die Hauptmenge der Atome 
(bzw. Ionen) befindet sich im Grundzustand von kleinem Volumen. 
Bei einem Zusammenstoß zwischen einem angeregten Atom mit 
dem Volumen U n und einem Atom im Grundzustand kann man 
die Schutz sphäre gleich U n setzen; dies kommt auf eine Vernach
lässigung des Volumens eines normalen im Vergleich zu dem eines 
angeregten Atoms hinaus. 

lO. Berechnung der Summe Zl für die freien Ladungsträger 
(MILNER, DEBYE und HUCKEL). Die im Abschnitt 7 geschilderten 
Rechnungen von FERMI sind wichtig, weil sie die Ionisation der 
Atome - allerdings nur bei nicht zu tiefen Drucken - zu be
rechnen gestatten. Doch haben wir im Abschnitt 6 gesehen, daß 
man in diesem Fall noch eine Korrektur anbringen müßte, und 
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zwar in dem Glied, das sich auf freie Elektronen bezieht. Durch 
Anwendung der Ergebnisse des Abschnitts 2 konnten wir diese 
Korrektur nur in ganz grober Weise ermitteln [Formel (51)]. 
Wir kehren jetzt zu diesem Problem zurück und wollen versuchen, 
eine genauere Lösung zu finden. 

Dieselbe Schwierigkeit entsteht auch in der Theorie der 
Elektrolyte. Dort muß man die elektrostatische Energie der 
Ionen in der Lösung als Funktion der Temperatur und der Kon
zentration berechnen. MILNER stellte im Jahre 1912 das Problem 
ganz korrekt auf, indem er versuchte, daß innere Virial der Flüssig
keit zu bestimmen. Doch gelang ihm infolge der Kompliziertheit 
des Problems nur eine Näherungslösung. Man zieht heute all
gemein die Methode von DEBYE und HÜCKEL vor, die direkt zu 
praktisch anwendbaren Formeln führt; diese Formeln sind durch 
Versuche mit starken Elektrolyten experimentell gut bestätigt 
worden. 

DEBYE berechnet die mittlere elektrostatische Energie des 
Systems U e (T) bei gegebener Ionenkonzentration als :Funktion 
der Temperatur. Wie können wir seine Resultate für unsere 
Zwecke ausnutzen und den Einfluß der elektrostatischen Wechsel
wirkung auf das uns interessierende thermodynamische Potential 
lJI berechnen? Die einfachste Methode ist, von Gleichung (16), 
(viertes Kapitel) auszugehen: 

'Jf= U- TB. 

Wenn wir außer den Gliedern, die von der kinetischen Energie 
stammen, auch diejenigen mit berücksichtigen wollen, die ihre 
Existenz der potentiellen Energie Ue verdanken, so müssen wir 

auch die zusätzliche Wärmemenge ~ ~' dT, die nunmehr zur Er

wärmung des Systems nötig ist, in Rechnung setzen. Im Aus

druck für B erscheint daher ein Korrektionsglied f ~~~, und das 
thermodynamische Potential lJI wächst um: 

L1ljf = U - Tf3[J,d ~ = - Tf!!' d T (90) 
e iJT T T2' 

In (90) haben wir eine partielle Integration ausgeführt. 
Im Abschnitt 2 [GI. (10)] fanden wir, daß die Existenz einer 

potentiellen Energie zur Vermehrung der Funktion Zl im Ver-
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hältnisF(y) führt, wobei y den Ausdruck E/yrokT bedeutet, und 
somit eine Größe vom Typus: 

1 I 

V~ (kT)' 

darstellt, wenn man mit Vo die Raumbeanspruchung eines Atoms 
bezeichnet. Für Ne Ionen und Ne Elektronen im Volumen V 
dürfen wir nach (51) (Abschnitt 6) folgenden y-Wert annehmen: 

y = (~T (~-,)a. (91) 

In dem Ausdruck - /~ [GI. (50)] müßte daher ein additives 

Glied Ne 10gF (y) erscheinen, das ebenfalls eine Funktion derselben 
Variablen y enthielt. Jedoch sind unsere Rechnungen im Ab
schnitt 2 zur Bestimmung dieses Gliedes gänzlich unzureichend. 
DEBYE erhielt für die elektrQstatische Energie den Ausdruck: 

Ue = -NekTf(y). (92) 

Nach (90) führt dieser Wert zu folgendem additiven Glied im 
lff 

Ausdruck - k T : 

LllJf 1 f d T f d T f dy -kT=7C Uerp2 =-Ne f(Y)T=2Ne f(y)y' (93) 

was mit unseren Erwartungen übereinstimmt. 
Betrachten wir zunächst N. freie Elektronen und die gleiche 

Anzahl von positiven Ionen im Volumen V; die Dielektrizitäts
konstante der Umgebung sei D. Mit tp bezeichnen wir das elektro
statische Potential in einem Punkte P; die potentielle Energie 

des Elektrons ist -Etp, die eines Ions +Etp. Wenn n(=~') 
die mittlere Elektronen- (und Ionen-) Konzentration im ganzen 
Raum V ist, so müssen wir, nach dem BOLTzMANNschen Satz, 
die mittlere Ionen- und Elektronendichte in der nächsten Um
gebung des Punktes P durch folgende Formeln ausdrücken: 

für die Elektronen, 
e<p 

ne -k'r für die positiven Ionen. 

Die mittlere Ladungsdichte in der Umgebung von P beträgt also: 

(94) 
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Das mittlere elektrische Potential cp bestimmt sich dann aus 
der POISsoNschen Gleichung: 

(95) 

mit: 
(95a) 

Die Größe u hat die Dimension einer reziproken Länge; 1/u 
bestimmt den Abstand, in dem im Mittel die Wirkung eines Ions 
fühlbar wird. Betrachten wir ein positives Ion; die Formel (94) 
zeigt, daß dieses Ion von einer Atmosphäre umgeben ist, in der 
die Elektronen vorherrschen. Diese Elektronenhülle wird die 
Ionenladung kompensieren, so daß das Feld im Abstand 1/u nur 
noch sehr klein sein wird. Wenn wir (95) in sphärischen Koordi
naten schreiben, so erhalten wir: 

1 
(96) 

e-xr I exr 
er = A--- + A --. 

r r 

Die Bedingung, daß das Feld im Unendlichen verschwinden soll, 
zwingt uns dazu, A' = 0 zu setzen. Um das Feld des Ions genauer 
zu bestimmen, müssen wir jetzt noch den Wert von A ableiten. 

Wir wollen uns in der DEBYEschen Rechnung mit der Nähe
rung begnügen, die für nicht zu hohe Konzentrationen erlaubt 
ist. Wir nehmen also an, daß sich das Potential cp in der Nähe des 
Ions durch die einfache Formel EIDr darstellen läßt; dann müssen 
wir der Konstanten A den Wert f 1 D zuschreiben: 

E e-xr E f: 
cp = -- - = - -- - -- (1 - e-"r). 

D r Dr Dr 
(97) 

Das elektrische Potential hat also zwei Bestandteile, der erste 
davon ist das Potential eines einzigen vollkommen isolierten 
Ions, das zweite die Summe der Potentiale, die von allen übrigen 
Ionen und Elektronen der Umgebung stammen. Das zweite Glied 
beträgt: 

cp' = ~r (1 - e-nr) ~ - -b u, (98) 

die letzte Näherung gilt für kleine Abstände r. Man kennt anderer
seits das klassische Theorem : Wenn ein System von Ladungen Ei 
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an der Stelle, wo sich Ei befindet, das Potential f{Ji hervorruft, so 
beträgt die potentielle Energie des Systems: 

Ue = .~ ~;ci Cfi· 

Wenden wir diesen Satz auf die Ne Ionen +E und Ne Elektronen 
-E an; wir erhalten: 

(99) 

- denn dieselben Beziehungen, die wir für die Nachbarschaft 
eines Ions abgeleitet haben, gelten (mit umgekehrten Vorzeichen) 
auch für die Nachbarschaft eines Elektrons. 

Bis jetzt haben wir nur eine Gattung von einwertigen positiven 
Ionen ins Auge gefaßt; stellen wir uns jetzt vor, daß das Systcm 
MT Ionen mit der r-fachen Ladung und insgesamt Ne Elektronen 
enthält: 

(100) 

Eine der früheren ähnliche Rechnung führt zu der Gleichung: 

1 "2,, ~ 2 U = - ...... _-- (N + ~ r M ) 
e 2 D e..:... r, (101) 

mit einem Koeffizienten x, der durch die - zu (95a) analoge -
Formel: 

(102) 

definiert ist. Um zu diesem Ergebnis zu kommen, genügt es, 
die frühere Überlegung zu wiederholen und dabei die ver
schiedenen Ladungen der Ionen zu berücksichtigen. 

Jetzt müssen wir die Formel (90) anwenden, um das Korrek
tionsglied in dem Ausdruck des thermodynamischen Potentials 
zu bestimmen. Zeigen wir zunächst, daß der Ausdruck (101) tat
sächlich, wie wir im voraus behauptet haben, dem Typus (92) 
angehört. Wir setzen in dem allgemeinen Fall: 

y = Y~T(:V' \fr2M,y, 
dann erhält man statt (101) und (102) die Formeln: 

2_8]( 2(N,+~r2M,)§ 
x - D Y 2V ' (103) 

U - (N V 2 M ) k T -,18% 3 
e - - e + ~ r T 2D / D Y . (104) 
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Die Formel (104) stellt eine Verallgemeinerung von (92) für 
den Fall von Ionen mit verschiedenen Ladungen dar. Die Funk
tion f(y) in (92) enthält also y3, und die Formel (93) bekommt die 
Form: 

A'JI N +Yr2 M 1/8n)' N e +1:r2Mr -~ 
- kT =--"--D-~' V -jj y2 dy = 2 --;-D~--- V2n y3. (105) 

Durch Einsetzen von y erhält man: 

A'lf 2V~E3 (Ne+~r2Mr)~ 
--kT = -;(DkTl--V-:-- (106) 

DEBYE und HÜCKEL behandelten den Fall von hohen Konzen
trationen, bei denen man auch die Volumbeanspruchung der Ionen 
in Rechnung setzen muß; sie erhielten daher kompliziertere 
Formeln; (106) stellt eine Grenzform ihrer Formeln für nicht zu 
große Konzentrationen dar. 

Das Ergebnis (106) ist offenbar nur eine Näherung; FOWLER 
wies auf einige unsichere Stellen in der Ableitung hin, und EDDING
TON schlug eine Korrektur vor, durch die der numerische Faktor 
etwa im Verhältnis 1: 3 verkleinert wird 1. Wir wollen uns aber 
hier mit der bis jetzt erreichten Näherung begnügen. 

11. Komplexe Atome; Versuch einer allgemeinen 'l'heorie 
(FOWLER). Die oben entwickelten Methoden können auch auf 
komplizierte Atome, die aus vielen Elektronen bestehen, an
gewandt werden. Solange sich nur ein Elektron von seiner Nor
malbahn entfernt und eine Anregung erleidet, ist die Theorie 
derjenigen des Wasserstoffatoms durchaus analog. Nur muß der 

Rh 
Ausdruck - --2 durch den entsprechenden Term im optischen n 
Spektrum des betreffenden Atoms ersetzt werden; dieser Term 
kann etwa durch die RITzsche Formel: 

Rh 
(107) 

dargestellt sein. 
Eine solche Beschränkung auf ein Leuchtelektron gilt aber 

nur für nicht zu hohe Temperaturen; wenn wir eine allgemein 
gültige Theorie ableiten wollen, müssen wir auch die Möglichkeit 

1 FOWLER, R. H., Proc. Cambridge philos. 80c. 22, 861 (1925). -
EDDINGTON, A. S., Monthly Not. R. A. 8. 86, 52 (1925). 
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einer mehrfachen Anregung und Ionisation berücksichtigen. Dieses 
ist, was FowLER zu tun versuchte; wir wollen kurz zeigen, wie 
man in diesem Fall vorgehen muß. 

Betrachten wir eine gewisse Anzahl M Z von Atomen mit der 
Kernladung + Zf. Wir bezeichnen mit M~ die mittlere Anzahl 
von Atomen im neutralen Zustand (mit Z gebundenen Elektronen), 
mit M~ dagegen die mittlere Anzahl der r-fach ionisierten Atome 
(r <:: z); Ne sei die Anzahl der freien Elektronen. Alle diese Zahlen 
sind natürlich Funktionen der Temperatur T und des Volumens V. 
Damit das ganze System ungeladen ist, muß offenbar: 

2:rM~=Ne (108) 

gelten; andererseits ist: 
r, Z 

Z 

"Mz = MZ .:::.. r . 
• =0 

(109) 

Wir bezeichnen mit m die Elektronenrnasse, mit mz die Masse 
des Kerns; m ist verschwindend klein gegen mz , so daß auch die 
Masse des neutralen oder ionisierten Atoms gleich mz gesetzt 
werden kann. 

Betrachten wir jetzt die verschiedenen Zustände der inneren 
Energie der Ionen. Es seien Xü, xl, X~, ... , X~-l die aufeinander
folgenden Ionisationsenergien des Atoms. Um einem Atom r Elek
tronen zu entreißen und ein r-fach geladenes Ion zu bilden, muß 
die Energie: 

x~ + X~+l + ... + X~-l (llO) 

verbraucht werden. Es sei n~ das statistische Gewicht des Ions 
in seinem Normalzustand; II ist gleich der Anzahl der verschie
denen Elektronenbahnen, die der gleichen Gesamtenergie ent
sprechen. In der Theorie des Wasserstoffatoms war dieses Gewicht 
gleich n(n + 1) nach der "alten" Quantenhypothese, und 2n2 

nach der neuen Theorie, die auf der Wellenmechanik und der 
Vorstellung vom Elektronendrall beruht. 

Die M~ Ionen bilden im Volumen V ein Gas, das wir als ideal 
behandeln wollen. Durch eine Überlegung, die der des Abschnitts 5 
ganz analog ist, erhält man also für die Zustandssumme Z (die 
FowLER "partition function" nennt und mit F bezeichnet) den 
Faktor: x' + ... + x' 

[ 
z alM' M' --'-_--'=2 z~=e!,nr(2nmzkT)'!: 'e"' kT • 

M;h3 

(lU) 
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Die Formel (lU) stellt eine unmittelbare Verallgemeinerung des 
Ausdrucks (47) dar, den wir im Abschnitt 5 abgeleitet haben. Nur 
haben wir in (lU) auch die statistischen Gewichte ll; mit be
rücksichtigt und in die Exponentialfunktion die Arbeit eingeführt, 
die nach (110) zur Bildung eines r-fach geladenen Ions notwendig ist. 

Bis hierher haben wir nur die normalen Zustände der Ionen 
behandelt. Wir müssen aber auch die vielen angeregten Zustände 
herücksichtigen, deren die Ionen ebenso wie die neutralen Atome 
fähig sind. Die entsprechenden Energieniveaus seien mit (X;). 
bezeichnet, wo s die Hauptquantenzahl des angeregten Elektrons 
bedeutet. Das statistische Gewicht sei (ll;) •. Wir müssen folgende 
Summe bilden, die eine Verallgemeinerung der Summe Za (Ab
schnitte 2 -5) darstellt: 

(112) 

Der reelle Faktor Zr in der Zustandssumme wird jetzt wieder 
durch (lU) dargestellt, worin man nur ll: durch b~ zu ersetzen 
hat. Dieses Ergebnis stellt eine Verallgemeinerung der Formel 
(48) dar! unter Vernachlässigung des auf die freien Elektronen 
bezüglichen Gliedes (e!;/C;)C1N. Etwas weiter unten werden wir, um 
zu einer Endformel zu gelangen, auch dieses Glied wieder ein
führen. Die Anregungsenergie des Ions ist X~ - X;." wenn mit 
X;. s der s-te Spektralterm des Ions (r, z) bezeichnet wird. 

Das erhaltene Resultat ist noch nicht vollständig, denn es 
entspricht den Näherungen der Abschnitte 2-6 und trägt somit 
den Eigenvolumina der verschiedenen Ionen keine Rechnung. 
Um auch diese Größe in den Formeln zu berücksichtigen und die 
im Abschnitt 7 gewonnenen Ergebnisse zu verwerten, müssen wir 
neue Definitionen einführen. Es sei (u:" .)e die Schutzsphäre 
für einen Zusammenstoß zwischen einem Ion (z, r, s) und einem 
Elektron. Mit (u~"')ß bezeichnen wir dagegen die Schutzsphäre 
für einen Zusammenstoß zwischen einem Ion (z, r, s) und irgend
einem anderen Ion (ß ist eine Abkürzung für eine Kombination 
z', r', s'). Die Formel (70) lehrt uns, daß wir nunmehr den Aus-

I Der Koeffizient (I - Cl) N in (48) bedeutet die Anzahl Na von nicht
ionisierten Wasserstoffatomen; in der neuen Formel wird er automatisch 
durch die Ionenzahl M~ ersetzt. 
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d k x; - x;.s im Exponenten durch einen komplizierteren ruc --';'1'-

Ausdruck zu ersetzen haben, der die Größe der Schutz sphären u 
enthält. Die Anzahl M~,., von Ionen (r, z) im Zustand 8 wird 
durch eine zu (70) analoge Formel bestimmt: 

[ , , ] Zr - Zr, s 1 z ~ z 
------Nu + Mu M z = czIIz kT V ( , ,.s;, 1: ß '.B;ß) 

1',8 T r, se fJ· (113) 

Der Ausdruck b~ (T) muß also durch folgenden Ausdruck ersetzt 
werden: 

[ X; - x;, s 1 (N Z + ~ M Z )] 

U~(T) = 2: II~,8 e -kT-ev .U"B;' t ßu"s;ß • (114) 

Die Zahlen M;,8 müssen die Bedingung: 

also (115) 

erfüllen. Alle diese Formeln bestimmen zusammen die wahr
scheinlichste Verteilung auf die einzelnen energetischen Zustände 8 

der M; Ionen vom Typus (r, z). 
Indem wir die so gewonnenen Formeln verwenden, erhalten 

wir für Z~ den neuen Wert: 

mit: 
Z~ (T) = (;; c~·r, 1 

X~+"'+X~_J 
c; = U~:. (2 n mz k T) ~ e--k- T--

(116) 

Um den Vergleich mit den Formeln des Abschnitts 7 (74-75) 
x;+ ... + X~_l 

zu erleichtern, erwähnen wir, daß der Ausdruck U; e kT 

dem dortigen Faktor Z3 entspricht, während C; dem Produkt Z~Z~ 
entspricht. 

Für die freien Elektronen erhält man einen analogen Ausdruck: 

( e )N Ze(T) = N. Ce , (117) 

mit: 
V 3 

Ce = h3 (2nm kT)'l:. 
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Die Hypothese des rotierenden Elektrons führt uns dazu, 
für 1;. [in Übereinstimmung mit der Gleichung (33)] den doppelten 
Wert (117) anzunehmen. 

Die Einführung dieser Glieder muß auf die am Schluß des 
Abschnitts 7 geschilderte Weise geschehen. Unsere Überlegungen 
zeigten deutlich, daß die Größe 1;. (die dem Glied Zl in Abschnitt 7 
entspricht) keine Korrektur auf das Kovolumen mehr erfordert, 
wenn die Kovolumina up,e in den Summen berücksichtigt worden 
sind, die in den Gleichungen (113), (114) und (115) vorkommen. 
Im übrigen ist zu behalten, daß der Ausdruck 1;e in keiner Weise 
den elektrostatischen Wechselwirkungen zwischen Ionen und 
Elektronen Rechnung trägt; wir werden etwas weiter unten diese 
Effekte mit Hilfe der Formeln von DEBYE und HÜCKEL in die 
Theorie einführen. 

Die gesamte Zustandssumme Z für alle Atome, Ionen ver
schiedener Art und freie Elektronen ist das Produkt der einzelnen 
Faktoren, die sich auf die verschiedenen Teilchen beziehen. Das 
gesamte thermodynamische Potential ist dagegen die Summe der 
einzelnen Potentiale. Eine Rechnung, die der in den Abschnitten 6 
und 7 durchgeführten vollkommen analog ist, ergibt: 

- k~ = 10gZ = Nelog(~:) I 
(118) 

+ 2: M~log(~) + 21V1: ~M",Mpu"'ß' 
r,z r '" 1I 

Diese Formel stellt eine direkte Verallgemeinerung der Formel 
(76) (Abschnitt 7) dar; wir erinnern daran, daß e in (118) die 
Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet und daß IX und ß 
entweder je eine Kombination der drei Ionenindizes (r, Z, 8) oder 
den einzigen Elektronenindex e bedeuten können. Die Sum
mierung über IX und ß geschieht unabhängig vonein:ander, so daß 
jedes Glied der Summe zweimal auftritt, einmal als Oi, ß und ein
mal als ß, Oi. 

Um vollständig zu sein, bleibt es um; nur übrig, die elektro
statischen Anziehungs- und Abstoßungskräfte zu berücksichtigen. 
Dies kann mit Hilfe der Formeln von DEBYE und HÜCKEL [Ab
schnitt 10, GI: (106)] erfolgen, die das entsprechende Korrektions
glied liefern. 
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Schließlich darf bei hohen Temperaturen auch die Dichte der 
Strahlungsenergie nicht mehr außer acht gelassen werden. Diese 
wird durch die PLANcKsche Formel bestimmt; die Gesamtdichte 
der Strahlung steigt demnach mit aT4 (Gesetz von STEFAN und 
BOLTzMANN, Kapitell). Der Koeffizient a ist aus den im PLANCK
schen Gesetz auftretenden Konstanten c, hund k zusammen
gesetzt. 

Aus einer mit T4 proportionalen Energie ergibt sich eine mit 
T3 proportionale Entropie; im thermodynamischen Potential 
PikT erscheint ein mit VT3 proportionales Glied, dessen nume
rischer Koeffizient sich zu 8n5 k3/45c 3 h3 bestimmt. 

Die endgültige Formel ist also: 

_ r,z r " 1I (119) 
- k'l; = Nelog(~~) + 2: M~log(~:) + 2~L,L,M"MßU"ßl 

+ _ ;YJrf~(Ne + L,r2M~)~ + 8n5
3k

3
3 VT3. 

3V'(DkT)! r,z 45c h 

Bei einem Vergleich mit den Formeln von FOWLER1 muß man 
sich daran erinnern, daß seine "charakteristische Funktion" VJ 

'lf 
unserer Größe -'1' entspricht. 

Zur Zeit ist es zweckmäßig, für die statistischen Gewichte 
II:.,s die Werte anzunehmen, die die Hypothese des Elektronen
dralls erfordert; man ist dann, wie schon einmal erwähnt, ge
zwungen, den Ausdruck (117) für Z;e zu verdoppeln. 

12. Dissoziation; Eigenschaften einer Gesamtheit von Atomen. 
Die wahrscheinlichste Verteilung erhält man, wenn man die 
Forderung stellt, daß das thermodynamische Potential P den 
maximalen Wert haben soll. Wir nehmen eine Variation ()M~ 
der Anzahl der r-fach ionisierten Atome vor; diese Atome sollen 
dabei in den (r + l)-fach ionisierten Zustand übergehen. Gleich
zeitig entsteht die gleiche Anzahl von freien Elektronen: 

()M; = -1]. (120) 

Es ist nicht nötig, die Zahlen M~·,8 für sich zu variieren, 
denn es wurde angenommen, daß die Verteilung der einzelnen 
Ionenarten auf ihre verschiedenen inneren Niveaus stets durch 

1 FOWLER, R. H., Philosophie. Mag. 1, 850 (1926), GI. (8). 

Brillouin, Quantenstatistik. 31 
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(113) geregelt ist, also dem wahrscheinlichsten Zustand ent
spricht!. 

Wir nehmen also eine Variation vom Typus (120) vor und 
fordern, daß () lJ' gleich Null sein soll. Durch Kombination von 
(113), (114) und (115) kann man zeigen, daß: 

(121) 

gilt. Bei der Berechnung von () lJ' benutzt man die Formeln (119), 
(116) und (121) und erhält: 

N e M:+1 = .-rr: (2nmkT)~· 1 
M; h3 

[ 
z _ ] (122) 

Z Xl' 1 2 V.1l e3 (7 ~----, 2 z)! 
U'+l (T) - kT - Tl ~Mßuß.e +-1----. (r+1) }"+ ..... ' Mr 

. --- e f:I V 2(DkT)2 ;,' 
U:(~ . 

Zusammen mit den Bedingungen (108) und (109) bestimmt 
(122) die Ionisation im thermischen Gleichgewicht. Der resul
tierende Druck beträgt dabei: 

_ iPP _ e tz r 8n5k3T3 [
N +"" M-

P - -av - kT --v- + 45c3h3· 

+t2(Ne2; Mßuß,e + 2 M"MßU",ß) 
ß ", ß (123) 

__ .V;r!~(Ne + 2r2M;')~1 
3(VDkT)2· r,z 

=Pe + Pa + Prad + Pvol + Pes· 

Darin bedeutet: 
Pe = Partialdruck der freien Elektronen, wenn man sie als 

ein ideales Gas behandelt; 

1 Es läßt sich übrigens auch direkt - mit Hilfe von (119), (116), (115), 
(114) und (113) - beweisen, daß a 'lI/aM;, .• stets gleich Null ist. Wenn man 
also die Verteilung M;,s der Ionen M; etwas variiert, ändert sich P prak
tisch nicht. Wenn man die Anzahl M; der Ionen von der Art (r, z) um 1'/ 
ändert, ist es von geringer Bedeutung für P, welche Energieniveaus 8 durch 
diese Variation beeinflußt werden. Nur die Gesamtvariation ~M~ ist von 
Bedeutung. 
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Pa = Partialdruck der Ionen und Atome, .ebenfalls als ideales 
Gas behandelt; 

Prad = Strahlungsdruck; 
Pvo] = Korrektion auf das Kovolumen der Atome und Ionen 

(FERMI); 
Pes = Korrektion auf die elektrostatischen Kräfte (DEBYE' 

und HÜCKEL). 
Die Formel (122), die das verallgemeinerte Massenwirkungs

gesetz darstellt, kann auch folgendermaßen geschrieben werden: 
z 

a ;", z Xr 
M~+l (2:rm)2 (k Tl' U'+l - kT -J+L 
M;-Pe = _._~-- -U;-e (123a) 

Darin bedeutet J die Volumenkorrektion und L die elektro
statische Korrektion: 

J = J. YMß nil V"'ß ,f' L =~ _,2 ~83 " (r + 1) (Ne + 2: r2 M:rt. 
v' (DkT)' T, Z 

Diese sehr allgemeine Formeln enthalten als Spezialfälle alle 
die von uns in den vorangehenden Abschnitten diskutierten 
Probleme. 

Um diese ErgebnisHe praktisch zu verwenden, müßten wir für 
jede beteiligte Atomart folgende Größen kennen: 

die Ionisierungsenergien X~; 
die Energieniveaus X;·,s des neutralen Atoms z und aller 

Ionen (r, z); 
die statistischen Gewichte n:., s dieser Niveaus. 
Die Analyse der Spektren liefert eine große Anzahl solcher 

Daten. Die statistischen Gewichte der verschiedenen Terme sind 
aus den Untersuchungen des ZEEMAN-Effekts sowie aus allgemeinen 
spektroskopischen Regeln bekannt, die auf der Hypothese des 
Elektronendralls und dem PAuLIschen Ausschließungsprinzip be
ruhen. 

Praktisch ist es nur nötig, diejenigen Energieniveaus X~ bzw. 
X;, s zu kennen, die unter den in Frage kommenden Temperatur
bedingungen erreicht werden können, d. h. solche, die nicht zu 
groß und nicht zu klein im Vergleich zu kT sind. Für die tiefen 

x 
Terme (X 4:: k T) wird die Exponentialfunktion e- kT praktisch 
gleich I; die hohen Terme (X p k T) treten überhaupt nicht auf. 
da die entsprechende Exponentialfunktion verschwindet. 

31* 
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Unter Laboratoriumsbedingungen kommen daher nur die 
optischen angeregten Atomterme in Betracht. Bei den hohen 
Temperaturen und geringen Dichten, die die Materie vieler 
Sterne besitzt, müssen dagegen viele Atomarten vollständig ioni
siert sein. Sofern die Terme dieser Ionen nicht direkt bekannt 
sind, wird man sie durch eine - nicht immer sehr sichere -
Extrapolation aus den optischen oder Röntgentermen berechnen 
müssen. 

Zahlreiche Rechnungen dieser Art sind von verschiedenen 
Autoren ausgeführt worden, und auf diese gründen sich viele 
interessante Diskussionen über die in den Sternen herrschenden 
Druck- und Temperaturbedingungen. In Ergänzung zu dem 
Literaturverzeichnis am Schluß des Buches sei hier noch auf die 
wichtigsten Veröffentlichungen hingewiesen, die sich mit diesem 
Problem beschäftigen 1. 

13. Angenäherte Rechenmethoden; Vergleieh der verschie
denen Theorien. Die in den Abschnitten 11 und 12 abgeleiteten 
sehr allgemeinen Formeln enthalten alle vorher von uns an
gedeuteten speziellen Theorien in sich. Aus der zusammenfassen
den Formel (119) kann man erhalten: 

1. die Ergebnisse von PLANOK, wenn man das Kovolumen 
uaß vernachlässigt und das Glied U;. (114), das in (; (116) 
auftritt, mit Hilfe der im Abschnitt 3 beschriebenen Ver
einfachungen berechnet; denn U: entspricht direkt dem von 
PLANOK mit Z3 bezeichneten Ausdruck; diese Methode ist nur 
auf die Fälle hoher Vakua und hoher Temperaturen an
wendbar; 

2. die Hypothese von FERMI und UREY - indem man die 
Kovolumina nach den im Abschnitt 8 beschriebenen Näherungs
methoden abschätzt; 

1 MEGH NAD SAHA, Philosophie. Mag. 40, 472,809 (1920); 41, 267 (1921); 
44, 1128 (1922) - Proc. Roy. Soc. Lond. 99, 135 (1921). - MILNE, E. A., 
Observatory 44,261 (1921). - RUSSEI,L, N. H., Astrophysic. J. 55, 119, 354 
(1922). - GUNTHER U. SAHA, Jena. Kongreßber. 19~t. - NOYES, A. A., 
U. WILSON, H. A., Astrophysic. J. 57, 20 (1923). Man vergleiche auch 
die im Literaturverzeichnis angeführten Arbeiten von UREY, FERMI, 
FowLER sowie FOWLER und GUGGENHEIM. Schließlich sei auf die schöne 
zusammenfassende Darstellung von BosLER, "L'evolution des etoiles" 
(Conferences-Rapports sur la Physique, Presses Univprsitaires. Paris 1923) 
hingewiesen. 
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3. die Variante von FowLER - unter den im Abschnitt 9 
geschilderten Voraussetzungen; diese Hypothese kann leicht ver
allgemeinert werden. 

Um diese verschiedenen Hypothesen zu vergleichen, muß man 
die Funktionen U~ (114) berechnen; wir wollen zeigen, wie sich 
diese Rechnung angenähert durchführen läßt. Betrachten wir 
ein Ion vom Typus (r, z) mit dem Kern + ZE, umgeben von 
(z - r) Elektronen. Wir nehmen an, daß q Elektronen äußere 
"angeregte" Bahnen beschreiben, während die übrigen (z - r - q) 
den stabilen "Rumpf" mit der Ladung (r + q) bilden. Die Bin
dungsenergie der q angeregten Elektronen ist relativ gering; die 
Gesamtenergie des Ions (r, z, 8) ist also nur wenig verschieden von 
der Energie des Rumpfs (r + q, z). Wir vernachlässigen zunächst 
diese Differenz und verwenden in den weiteren Rechnungen für die 
Energie X~"" des angeregten Ions einfach die Energie des Rumpfes 
(r + q, z): 

X~ - X~" s = X:' + X;+1 + ... + X~+q-1· (124) 

Diesen Wort wollen wir in die Formol (114) eintragen. 
Nehmen wir an, daß die Hauptquantenzahlen der q angeregten 

Elektronen die Werte: 
n1 , n2 , ••• , ni' ... , nq 

haben. Den größten dieser ni-Werte bezeichnen wir mit n. Wir 
dürfen jetzt die FERMlsche Näherung [Abschnitte 8 und 9, GI. (89)] 
benutzen und annehmen, daß das Volumen des Ions für alle Zu
sammenstöße gleich dem einer Kugel gesetzt werden darf, deren 
Radius dem des n-ten BOHRschen Kreises gleich ist; denn die 
Raumbeanspruchung wird durch die höchste im Atom vorhandene 
Elektronenbahn bestimmt. Die von dem Kovolumen stammende 
Exponentialfunktion in (114) wird dann gleioh: 

mit: 

n' 
-(1,-- -

e (r+l)' , (125) 

(126) 

Darin ist a der Radius des ersten BOHRschen Kreises. Die Zustände 
mit q angeregten Elektronen liefern also folgenden Beitrag zu der 
Summe (114): 

(127) 

n 
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wo L II die Summe der statistischen Gewichte aller Zustände mit q 
angeregten Elektronen bedeutet, bei denen sich ein Elektron auf 
der n-quantigen Bahn befindet (während für die übrigen q - 1 
Elektronen ni <: n gilt). Diese Gewichtssumme läßt sich ohne 
besondere Schwierigkeiten bestimmen. Das betrachtete Ion be
steht aus einem Rumpf mit z - r - q Elektronen; sein sta
tistisches Gewicht sei n~+q. Ein angeregtes Elektron auf der 
nl-ten Bahn gibt nach (2a) (Abschnitt 1) einen Faktor 2ni im 
Ausdruck für "L, n (wenn man die Elektronendrallhypothese ak
zeptiert). Um das gesamte Gewicht zu berechnen, muß man zu
nächst die Ausdrücke für den Rumpf und für alle q Elektronen 
miteinander multiplizieren: 

n = n;+q2qnin§ ... n~. (128) 

Um die Summe "L, II zu bestimmen, nehmen wir zunächst an, daß 
die höchste Zahl ni = n dem letzten, q-ten Elektron angehört 
(nq = n). Für alle übrigen Elektronen müssen wir: 

nehmen, wobei die Summe diesmal über alle ni-Werte von 1 bis n 
zu erstrecken ist. 

Dieser Fall liefert uns den Beitrag: 
n3t1 - 3 n3 q - 1 

n:+ q2qn2 'ji-=----.- = II:+q2q'ji~. 

Wir können aber auch das 1.,2., ... Elektron die Rolle spielen 
lassen, die wir zunächst dem q-ten zugewiesen haben. Der letzte 
Ausdruck muß also mit q multipliziert werden: 

"L,I! IIz 2q :l-1 = -- ---- qn q r+q 3.-1 . (129) 

Nachdem wir dieses Resultat besitzen, können wir In (127) 
die Summation über alle n-Werte vornehmen: 

an' 2- ------nz -- q '" n3q - 1 e (r+l)3 
r+q 3.-1 ..::.. . 

Die Summe kann angenähert durch ein Integral wiedergegeben 
werden: 

00 a~ q f -- -61 r( q2) [(r ~ 1_)3]2. n3q - 1 e (r+l)' dn = ci (130) 

o 
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[Über die verwendeten Gammafunktionen vgl. Zusatz 2, Formel 
(19).] Der Beitrag zur Summe (114) ist also: 

x~ + ... + X;+q_l 
IP !L 1'(5'-) (~)q (r + 1)3q/2 - kT (131) 

r+q 2 2 3 iXQ/2 e 

Die Funktion U; bestimmt sich durch Summierung über alle 
q-Werte; diese ergibt!: 

U; ~ I1; +"t 1I, '" r (~ + 1) [2 {; ;:IT, ,;+. ~::;H-'. {1321 

Diese geistreiche Methode der angenäherten Berechnung verdankt 
man FowLER. Wir werden gleich noch einige Anwendungen davon 
kennenlernen : 

Dieselbe Methode läßt sich nämlich auch auf alle andere Hypo
thesen anwenden, die die Abschätzung des Kovolumens erlauben. 
Benutzen wir z. B. die spezielle Hypothese FowLERs [GI. (88)] und 
vernachlässigen wir zur Vereinfachung den Koeffizienten P in der 
RITzschen Formel (S. 471). Wir können jetzt alle oben ausgeführten 
Rechnungen einfach wiederholen, nur ist statt (130) das Integral: 

. _!!~ !_~ __ ,_6 ~_~_ J n3q - 1 e v 3 [2Rh kT(r+1)'j; dn (133) 

o 
zu setzen. In dem Exponenten haben wir nur Ne gesetzt und nicht 
Ne + "L.Mß, wie in (126), denn wir nehmen an, daß die Energie 

1I 
der Atome bzw. ihrer gebundenen Elektronen zur Ionisation nicht 
ausreicht. Übrigens sind die Hypothesen des Abschnitts 9 speziell 
für Stöße zwischen Atomen und freien Elektronen aufgestellt 
worden; es ist nicht sicher, ob man sie auch auf Stöße der Atome 
miteinander verallgemeinern darf. Das Integral (133) ergibt: 

-~- (4n3~(6ttq (2Rhk T)qr + 1)2q r( ~ q). 
An Stelle von (132) erhalten wir jetzt die folgende Formel: 

q=z-r 

U; = II; + ~n:'+qr(1 + tq) 
q=l 7.;+"'+7.;+<-1 (l34) 

r:RhkT(r+l)2e-4(4;:e)-tjqe- kT 

1 lHit Hilfe der bekannten Formel xI'(x) = I'(x + 1). 
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Nehmen wir an, daß die Temperaturen nicht sehr hoch sind. Wir 
werden dann in (132) und (134) nur die Zustände mit einem einzigen 
angeregten Elektron (q = 1) zu berücksichtigen brauchen. Für 

~x 
alle anderen Konfigurationen wird die Funktion e k 7' praktisch 
verschwinden. Unter diesen Umständen behalten wir: 

(132 a) 

(134a) 

Die numerische Berechnung der Koeffizienten führt zu folgenden 
Ergebnissen: 

U= = ll= + 74.1011 llz (r + 1)~(- __ V_)~e -~~ (132b) 
r r' 1'+1 Ne + 2:,Mtl 

fi 
(Theorie von FERMI-UREY), oder: 

x; 
U~ = n~ + 2,9 .1010 n~+1 (r + 1)2 T (;:)§ e - k'l' (134 b) 

(Theorie von FOWLER.) 
Wir wollen diese Formeln mit denjenigen vergleichen, die aus 

der Theorie von PLANCR (Abschnitt 2 und 3) folgen. Wir ver
folgen dabei einen Weg, der von dem von PLANCR benutzten etwas 
abweicht und führen Vereinfachungen ein, die den eben benutzten 
analog sind: In der PLANcRschen Summe Z3 behalten wir nur 
das erste Glied. Dies entspricht der Wahl einer Energie von der 
Größenordnung des zweiquantigen Energieniveaus als Grenze -y 
in (6). Die Kernladung setzen wir gleich zc (und nicht einfach 
gleich c, wie dies in Abschnitt 2 war). Wir erhalten dann: 

Rhz' 

Z3=2e k'l' , (135) 

Unter diesen Umständen dürfen wir die Summe Z2 für alle Bahnen 
mit 2,3, ... , n Quanten nicht einfach vernachlässigen; wir wollen 
aber dafür den von FOWLER berechneten Näherungswert benutzen 1, 

1 In der Elektronendrallhypothese beträgt das statistische Gewicht 
2n2 statt des PLANcKschen n(n + 1). Das Gewicht der einquantigen Bahn 
bleibt unverändert gleich 2; die Gewichte der höheren Bahnen werden aber 
verdoppelt, so daß wir auch Z2 verdoppeln müssen. 
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der für einen sphärischen Raum V mit dem Radius r gilt [vgl. 

GI. (21)]: . ( ":l ) ~~ 32 f,; Z2 
Z2 = 2(Rhz)" 9--;;: -~3- - ----:;: • (136) 

3 y 2 

Die Zustandssumme für alle gebundenen Elektronen ist Z2 + Z3; 
sie entspricht unserer Funktion U;-l: 

, 
Xz-l 

U~-l ek'J' = Z2 + Z3' 

X~-l = Rhz2 • 

(137) 

Diese Formeln stellen eine Verbindung zwischen den von uns 
zuletzt benutzten Größen und denen von PLANCK her. Be. 
rechnen wir jetzt die Größenordnungen. Die Energie -y einer 
zweiquantigen Bahn ist gleich - i P2' wenn P2 die mittlere 
potentielle Energie des Elektrons auf dieser Bahn bedeutet. Wenn 
wir die Halbachse a2 der Bahn n = 2 einführen, so bekommen 
wir: 1 ze2 Z3,2 22 

Y =- -- = ----, denn a2 = 2- al(H) 
2 a2 8a1 (/l) Z 

aj (H) = Radius des ersten Wasserstoffkreises. 

Das zweite Glied in (136) nimmt also den Wert: 

1 (8alH)~ 
--- ------,.-

3 Z3,,3 

:~ :\ 

2 2 a2' 
3· -~3-

an und ist gegen das erste Glied zu vernachlässigen, sobald der 
Radius ro des Volumens V groß ist gegenüber dem Radius a2 

der zweiquantigen Bahn. Wir setzen also: 

(138) 

Wie können wir von dieser Formel, die für einen einzelnen Kern 
im VolumenA-nrJ gilt, zu dem Fall von M Kernen im Volumen V 
übergehen? Wir nehmen an, daß dieselben Ergebnisse in erster 
Näherung gültig bleiben, wenn wir für ro den Wert: 

MlnrZ = V 

wählen. Das Wesentliche in der Hypothese von PLANCK war die 
Ungleichung (35). Sie hat in unserem Fall die Form: 

(139) 
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Setzen wir jetzt voraus, daß viele verschiedene Kerne mit den 
Ladungen Zu Z2 ••• vorhanden sind; ihre Anzahl soll M z" M z" ••• 

betragen. Wir definieren die Radien rl> r2 , ••• , die jedem Kern 
zugeordnet sind, in der Weise, daß die Ungleichung (139) für alle 
Kernarten mit der gleichen Näherung erfüllt wird. Wir definieren 
des weiteren einen Radius A durch: 

-}nA3,Lz3Mz = V 

und schreiben dem Kern Z1 den folgenden r 1-Wert zu: 

~ 3 zyv 
rl=--~' 

4"" ~z3Mz 
(140) 

Die Formel (138) erhält jetzt die Form: 
1 . Zl 

z3 vz 7.,,-1 
U Z' (T) = 2 + B _1 __ e --iC'i' 
~-1 1 

(~z3Mf 
(141) 

B in (141) ist ein numerischer Koeffizient: 

(142) 

Gehen wir zum Fall eines Ions (z, r) mit (z - r) gebundenen 
Elektronen über. Wir nehmen an, daß (z - r - 1) von diesen 
Elektronen sich auf festgebundenen Bahnen bewegen und nur 
eines die Rolle des "Leuchtelektrons" spielt. Wir dürfen dann 
eine zu (141) analoge Formel verwenden, in der nur folgende 
Korrekturen anzubringen sind: das Quantengewicht 2 für die 
tiefste Bahn ist durch das Gewicht ll: des Grundzustands des 
entsprechenden Ions zu ersetzen; die Glieder in Bin (141) werden 
sich auf ein Ion beziehen, das nur ein äußeres Elektron besitzt; 
es wird nötig sein, das Quantengewicht [J~+l des Rumpfes zu 
beachten. Die Koeffizienten Z1 müssen durch r + 1 (Gesamt
ladung des Rumpfes) ersetzt werden. Man erhält dann: 

1 x; 
UZ(T) = Tl' + Bllz __ L+ 1)3VZ e-k'l' (143) 

r r r+1[~(r+l)3M:]! 

Um den Nenner - wenigstens grob - abzuschätzen, führen wir 
eine Größe 8 ein, die die mittlere Anzahl von freien Elektronen 
pro Atom bestimmt: 

.1:rM~ = 8.1:M~ = Ne· 
r.z r,z 



Vergleich der verschiedenen Theorien. 491 

Wir können jetzt schreiben: 

2;(r + 1)3M;~ (8 + 1)22;rM; = (8 + 1)2N., 

wo Ne, wie immer, die Gesamtzahl der freien Elektronen bedeutet. 
Mit diesen Bezeichnungen erhält unsere Formel (143) folgendes 
Aussehen: z 

UZ (T) = nz + 102. 1011 nz (r + 1)3 (~)! e -{;- (144) 
r r' r + 1 8 + 1 N. 

(Theorie von PLANCR): Die Gleichung (144) kann direkt mit 
den Gleichungen (132b) und (134b) verglichen werden, die die 
Resultate der Theorien von FERMI-UREY und von FOWLER mit 
den gleichen Vernachlässigungen darstellen. 

Bei astrophysikalischen Anwendungen wird man mit T-Werten 
1 

von der Größenordnung 106 bis 5 .107 zu rechnen haben; (Ne/V)G 
wird stets etwa 103 bis 104 betragen. Die Formeln von PLANCR 
und FERMI werden sehr wenig voneinander abweichende Resultate 
ergeben; dagegen tritt in der FOWLERschen Formel (134 b) ein 
etwa 50mal höherer numerischer Faktor auf. Doch dienen die 
Funktionen U~ nur zur Bestimmung des wahrscheinlichsten 
Ionisationszustandes der Elemente, d. h. zur Berechnung der Ver
hältnisse M;+J/M;, die nach (122) aus den Verhältnissen U;+1/U; 
folgen. In dieser Hinsicht werden aber alle drei Theorien sehr 
ähnliche Aussagen geben. Die Wahl zwischen den drei vor
geschlagenen Methoden ist also von sekundärer Bedeutung, so
lange man für jedes in Frage kommende Ion nur ein einziges an
geregtes Elektron zu berücksichtigen braucht. 

Zusammenfassend kann man also sagen, daß es noch nicht 
möglich ist, sich entschieden für eine von den drei dargestellten 
Hypothesen auszusprechen; die experimentellen Verhältnisse sind 
zu kompliziert, um eine genügend scharfe Prüfung der Theorie 
zu ermöglichen. 

Anhang. 

Zusatz I. Formeln für dispergierende Mittel. 

Wir betrachten ein Mittel, das pro Kubikzentimeter N elemen
tare Resonatoren enthält, mit der Masse m, der Ladung e und der 
Eigenfrequenz wo' Die Verschiebung des schwingenden Teil-
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->-
chens aus der Ruhelage bezeichnen wir mit 8, die Dämpfungs-

->-
kraft sei -2(!ms. Die Bewegungsgleichung des Resonators ist 
dann: 

--+ ----+ -----)00 e ~ 
8 + 2 g s + wö 8 = m h ; (1) 

->-
worin h den elektrischen Feldvektor bedeutet; durch Punkte ist 
die Differentiation nach der Zeit angedeutet. 

Der beschriebene Oszillator führt upter dem Einfluß eines 
periodischen sinusförmigen Feldes mit der Frequenz OJ: 

->- -->- ->-
h = Ae-imt = A cos wt (2) 

erzwungene Schwingungen aus [von dem komplexen Ausdruck 
->-

ist in (2) nur der reelle Teil zu beachten]. Die Verschiebung 8 
->-

hat die Richtung des Vektors A und die Größe: 

(3) 

(wobei wiederum nur der reelle Teil des komplexen Ausdrucks 
zu berücksichtigen ist). Der Koeffizient B Ült eine komplexe 
Größe, die man aus der Bewegungsgleichung: 

B(w~ - i2(!w - (02) = A~ 
m 

(4) 

leicht bestimmen kann. __ ~ 
Es ist zweckmäßig, den Modul des Vektors B von seiner 

Phase cp zu trennen. Man erhält: 

mit: 

also für den Modul: 

21' w 
tgcp = --2 --2' 

w!)-w 

A e_ 
m 

j B j = «~e-=-=::-(2)2-+-4~2,;2' (6) 

Die Gesetze, nach denen sich cp und j B j ändern, sind gut bekannt 
und stellen die Grundlagen der klassischen Theorie der Resonanz
vorgänge dar. Die Abb. 55 stellt den Verlauf von jBj und von cp 
in Abhängigkeit von w dar. 
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Nachdem wir die Bewegung kennengelernt haben, die ein 
Resonator unter dem Einfluß eines sinusförmigen elektrischen 
Feldes ausführt, müssen wir jetzt die Rückwirkung des Resonators 
auf die Ausbreitung der elektrischen Welle untersuchen. Die 
Ausbreitung einer solchen 'Welle ge-
horcht in einem Mittel, das N Reso- IßI 
nato ren in der Volumeinheit ent
hält, den Gesetzen: 

-~)- ----). 

-ftoH = roth, 
---!" ~ ---+ (7) 

__ +-__ ~L-______ ~~.@ 

koh + 4nN e 8 = rotH, 

kofto c2 = 1. 

Hier bedeutet: 
fto' ko - Permeabilität und Di

elektrizitätskonstante des Vakuums; 
H - magnetisches Feld; 
c - Lichtgeschwindigkeit im 

Vakuum. -->-

Abb.55. 

Für ein sinusförmiges Feld h finden wir nach Gleichung (l): 
-}O-~ ~---+ 

h = Ae-Iwt , 8 = Beiwt ; 

B = -----c--~-"- = I Blei <P • 
m(w~ - 2tw(? - ( 2 ) 

(3a) 

(4a) 

Durch Eintragen dieses s-Wertes in die Ausbreitungsgleichungen 
erhalten wir: .... -->-

- ftoH = roth, Kh = rotH, 
mit: e2 

4:rN m T IBI . , . 
K = ko + ~;;~-=-2i;;1'=~ =~ ko + 4n.N e "A- e"P = !Kle"p, 

I Kj2 = (ko + 4nNe I!I coslJ'Y + (4nN e~ISinIJ'Y' 
4 M IBI . 

."TH e-Xsmrp 

tg'ljl = k --4 ~r iBr--
o -;- :r", eLf cos 'f! 

(8) 

(9) 

Die Gleichungen (8) sind den Gleichungen für die Wellenaus
breitung im Vakuum formal ähnlich, enthalten aber einen von 
der Frequenz abhängigen, komplexen Faktor K. 
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Was ist der physikalische Sinn der Gleichungen (8)1 Aus 
ihnen folgt eine komplexe Ausbreitungsgeschwindigkeit V: 

;-=V~, 
dies bedeutet, daß neben der Ausbreitung auch Absorption statt
findet. Wenn der Brechungsindex mit n und der Absorptions
koeffizient mit x bezeichnet wird, so ist: 

n = [reeller Teil von V ~] = VT[I cos -~, (10) 

und: 
(j) [. ••• T·l l/X] (j) "VIKT. 'I' x = - Imagmarer el von ! --- = - -- Sln -- . 
c ko c ko 2 

Die beiden charakteristischen Konstanten des Mittels bestim

men sich also aus dem reellen und dem imaginären Teil von YK. 
n x Es sei besonders darauf hinge

wiesen, daß die Kurve, die n als 
Funktion von W darstellt (Abb. 56)," 
die Gerade n = 1 in der Nähe von 
Wo kreuzt und in dieser Gegend 
eine sehr schnelle Veränderung zeigt. 

-+-""----UJ:':-o---=~---(d Diese Tatsache steht in direkter Be
--TI. 
-----x 

Abb.56. 

ziehung zu der schnellen Änderung 
der Phase rp der Resonatoren bei 
der Frequenz wo. 

Wir finden in dieser Weise die klassische Dispersionskurve 
für das Gebiet einer Absorptionsbande wieder, auf die wir schon 
im ersten Kapitel des Textes (vgl. Abb. 2) hingewiesen haben. 
Die Kurve, die das Verhalten des Reziproken der Gruppen
geschwindigkeit veranschaulicht, kann aus der Kurve für n leicht 
graphisch konstruiert werden; denn es gilt: 

c 

U (11) 

Für die w-Werte, die etwas weiter entfernt von der Absorp
tionsbande liegen, können wir folgenden Näherungsausdruck für n 
benutzen, der auf der Vernachlässigung des Gliedes, das (! ent-
hält, beruht: 2 

4:n:N e 

K = ko + ;",~ ~-:2 ' n = V~ . (12) 
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Um die Formel (19) des Kapitels 1 abzuleiten, genügt es, 
folgende Beziehungen zu formulieren: 

1 1 
V . w d V dlog y w dlogK 

U = 1 + T dw- = 1 + wd~= 1 + 2~ 
11 

w dK 
= 1 + 2K dw' 

V 4nNe2 w 2 

U= 1 + -X:,n- (w~ _ w2)2 • (13) 

Kehren WIr zu den Formeln für die Wellenausbreitung im 
dispergierenden Mittel zurück. Wir haben gesehen, daß diese 

für eine bestimmte Frequenz y ( = ~:) die gleiche Form haben, 

wie wenn es sich um ein nichtdispergierendes Medium mit der 
Dielektrizitätskonstante K handelte. 

Wie man für ein solches Medium die Ausdrücke einer ebenen 
Welle, einer sphärischen Welle usw. zu bilden hat, ist bekannt; 
durch Gebrauch von retardierenden Potentialen gelangt man 
leicht zu den allgemeinen Formeln. 

Wir untersuchen jetzt die Energiedichte einer Welle im dis
pergierenden Mittel. Sie beträgt: 

+ fAoH2 N( 1 ~ + 1. 2 2 ) -S-;- + 2 ms 2-mwos, (14) 

h = A coswt. 

Das Überstreichen bedeutet Mittelwertbildung. Die vier Glieder 
in (14) bedeuten die elektrische und die magnetische Feldenergie 
sowie die kinetische und die potentielle Energie von N mitschwin
genden Resonatoren l . 

Andererseits findet man leicht die folgende Beziehung: 

K,J,,i 
Sn ' 

(15) 

1 In der Notiz des Verfassers in den C. r. Acad. Sci. Paris 172, 116 
(1921) wurde ein überflüssiges Glied N eh ds in (14) eingeführt, das die 
Arbeit der elektrischen Kraft an dem Dipol darstellen sollte. Jedoch ist 
diese Arbeit, nach der Bewegungsgleichung (1), offenbar gleich der Änderung 
der potentiellen und der kinetischen Energie des Oszillators. In der zitierten 
Arbeit wurde also ein und dasselbe Glied zweimal (mit verschiedenen Vor
zeichen) gerechnet, was offenbar sinnlos ist. 



496 Anhang. 

worin: Kr = reeller Teil von K 
e2 (oo~ - (02) = k + 4nN -- ---------

o m [(ooi, - w 2)2 + 41'2(02] 

bedeutet. Die Gleichung (15) drückt die Gleichheit der mittleren 
elektrischen und magnetischen Energie (für ein Medium mit der 
Dielektrizitätskonstante Kr) aus; sie läßt sich einfach aus den 
Ausbreitungsgleichungen ableiten. Der Ausdruck für E läßt sich 
umformen und der Faktor KrA 2j8n vor die Klammer setzen, wenn 

wir uns an die Beziehung h 2 = ! A 2 erinnern. Man erhält dann: 

E = KrA2(1 _llK,_=ko) + ~ 4nNe2 _ Joo2 ±_oog)_ -) (16) 
Sn 2 K, 2 K,m [(oo~-oo2)2+4c2oo2]· 

K k koh2 
Das Glied mit --'j~, das aus dem Ausdruck 8;- entstanden 

ist, läßt sich leicht berechnen: 

(17) 

Das letzte Glied in der Formel für E wurde dadurch gewonnen, 

daß man für ~2 und;2 ihre aus den Bewegungsgleichungen (1) bis (3) 
folgenden Werte einsetzte. DurchAusrechnen erhält man aus (16) 
und (17): 

E = K,A2 (1 + 4nNe2 öl2 ) 

Sn K,m [(wi,-0o2)2+4c2W2] . (18) 

Für die Energie-Fortpflanzungsgeschwindigkeit VI erhalten wir 
nunmehr, unter Benutzung der Definitionsglcichungen des Ab
schnitts 4, erstes Kapitel: 

V 4nNe2 002 

U1 = 1 + -K~m rr;;;-r-=-;;;2)2+4c2w2]· (19) 

Auch in den Gebieten der anomalen Dispersion ist diese Formel 
noch gültig. In der Abb. 2 des Textes (S. 9) wurde die aus (19) be
stimmte Kurve eingezeichnet, die die Änderung von I/VI als 
Funktion der Frequenz ungefähr wiedergibt. 

In größerer Entfernung von der anomalen Zone kann K mit 
dem reellen Teil Kr identifiziert und e vernachlässigt werden; der 
Vergleich von (13) und (19) ergibt in diesem Fall: 

1 1 
UU~' 

also Gleichheit der Energietransport- und der Gruppengeschwin 
digkeit. 
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Zusatz 11. Grundbegriffe der Kombinatorik. 

1. Einfache Permutationen ohne Wiederholungen. Einfache 
Permutationen aus n verschiedenen Elementen zu bilden, bedeutet: 
diese Elemente in allen möglichen verschiedenen Reihenfolgen 
anzuordnen. Jede Anordnung muß alle n Elemente enthalten; 
jedes Element darf in jeder Anordnung nur einmal vorkommen. 

Aus zwei Elementen a und b kann man zwei Permutationen 
bilden: ab und ba. Wenn man ein drittes Element c hinzufügt, 
so kann man es in jede der beiden Anordnungen ab und ba an drei 
Stellen einführen: z. B. können aus ab dic Gruppen cab, acb 
und abc entstehen. Es ist also: 

Perm (2) = 2 = 2! , 

Perm (3) = 3 Perm (2) = 3 . 2 = 3! . 
Allgemein gilt: 

Perm (n) = n Perm (n - 1) } 
(1) 

= n(n - 1) Perm(n - 2) = n!. 

(Bekanntlich muß man in allen solchen Formeln O! gleich 1 
setzen.) 

2. Einfache Variationen ohne Wiederholungen. Als einfache 
Variationen "zu paus n Elementen" bezeichnet man alle mög
lichen Gruppen, die aus je p von den n Elementen gebildet werden 
können und sich entweder durch die beteiligten Elemente oder 
durch ihre Reihenfolge unterscheiden. Jedes Element darf in 
einer Gruppe nur einmal vorkommen. 

Die n Elemente seien durch die Buchstaben a, b, c, ... , 1 
bezeichnet. Die Anzahl der Variationen zu 1 Element ist offenbar 
gleich n: 

Wenn wir alle Variationen zu zwei Elementen bilden, in denen 
als erstes das Element a vorkommt, so bestehen dazu die Mög
lichkeiten ab, ac, ... ,al, insgesamt also (n - 1) Möglichkeiten. 
Analoges gilt für die mit b beginnenden Variationen usw. Es ist 
also: 

Var2 (n) = (n - 1) Var1(n) = n(n - 1). 

Allgemein erhält man: 

Varp(n) = (n - p + 1) Varp_l(n) = ... 
= n(n - 1) ... (n - p + 1). 

Brillouin, Quantenstatistik. 

} (2) 

32 
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Für p = n geht die Formel (2) in die Formel (1) für die Permu
tationen über. 

Die Formel (2) kann auch in der Form: 

geschrieben werden. 
3. Einfache Kombinationen ohne Wiederholungen. Unter 

einfachen Kombinationen "zu paus n Elementen" versteht man 
alle Gruppen, die je p Elemente enthalten und sich nach ihrer 
Zusammensetzung unterscheiden; in Unterschied von den Varia
tionen werden Gruppen, die sich nur durch die Reihenfolge der 
Elemente unterscheiden, nicht gesondert gezählt. Die Anzahl 
der Kombinationen ist offenbar gleich dem Quotienten aus der 
Anzahl der Variationen zu p von n Elementen und der Anzahl 
der Permutationen von p Elementen: 

Varp(n) n! (n) 
Gp(n) = Perm~(pj = p!(n~=-p)! = p . (4) 

Das EULERsche Symbol (;) bedeutet den Koeffizienten des 

p-ten Gliedes in einem Binom n-ten Grades. Bekanntlich ist: 

(~) = (:) = 1 (5) 

(n, p und a sind ganze positive Zahlen). 
4. Permutationen mit Wiederholungen. Es seien n Elemente 

gegeben, die zum Teil identisch sind. Es sollen a Elemente vom 
Typus A, b Elemente vom Typus B, ... , t Elemente vom Typus T 
vorhanden sein. Es ist: 

n=a+b+c+ .. · +t. (6) 

Die Permutationen, die man aus solchen Elementen bilden 
kann, nennt man "Permutationen mit Wiederholungen". Ihre 
Anzahl ist: n! 

Permw(n) = '~b!l--'-tl' a . . c ..... . (7) 

Man erhält (7) in folgender Weise: man geht von n! Permu
tationen aus, die im Falle von lauter verschiedenen Elementen 
vorhanden wären; man macht a Elemente untereinander gleich, 
dadurch wird die Anzahl der Permutationen im Verhältnis 1 :a! 
verkleinert, denn in jeder Anordnung kann man nunmehr a Elc-
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mente beliebig permutieren, ohne daß man einen Unterschied 
merkt. Analoge Überlegungen gelten für die Gruppen b, e, ... , t. 

Anwendung der Formel (7): Gesucht seien die Verteilungen 
von n verschiedenen Kugeln auf eine gewisse Anzahl von Urnen; 
die erste Urne (A) soll a Kugeln enthalten, die zweite Urne 
(B) b Kugeln usw. Die Anzahl der verschiedenen Verteilungen 
ist auch in diesem Fall durch (7) gegeben; die Gleichwertig
keit der a Kugeln in der ersten Urne, der b Kugeln in der 
zweiten usw., ist diesmal nicht in der Natur der Kugeln be
gründet, sondern dadurch bedingt, daß man die Permutationen 
im Innern einer Urne als unwesentlich ansieht. 

5. Variationen mit Wiederholungen. Variationen mit Wieder
holungen zu paus n verschiedenen Elementen sind Gruppen, die 
man bilden kann, wenn man je p solcher Elemente nimmt und sie 
in einer bestimmten Reihenfolge anordnet, wobei jedes Element 
bis zu p Mal in einer Gruppe vorkommen darf. Gruppen, die sich 
durch die Reihenfolge der nichtidentischen Elemente unter
scheiden, werden gesondert gezählt. Es gilt offenbar: 

Varp(w) (n) = nP , (8) 

denn auf jede der p Stellen in einer Gruppe kann man jedes von 
den n Elementen setzen, ohne sich darum zu kümmern, ob ein 
ähnliches Element in der Gruppe bereits vorhanden ist. 

6. Kombinationen mit Wiederholungen. Die Kombinationen 
mit Wiederholungen zu p von n verschiedenen Elementen sind 
Gruppen, die man aus diesen Elementen bilden kann, indem man 
je p Elemente, ohne auf ihre Reihenfolge zu achten, vereinigt. 
Jedes Element kann bis zu p Malen in einer Gruppe vorkommen. 

Mit drei Buchstaben a, b, e kann man 6 Kombinationen mit 
Wiederholungen zu 2 Buchstaben bilden, nämlich aa, ab, ae; 
bb, be; ce sowie 10 Kombinationen zu 3 Buchstaben (aaa, aab, 
aae, abb, abc, ace, bbb, bbe, bee, eee) usw. Man erhält somit: 

02(w)(3) = 6, 
3+2 

03(w)(3) = 10 = -3-.6, 

4+2 
0 4(10)(3) = 15 = 4 ·10. 

Die allgemeine Reduktionsformellautet, wie leicht zu beweisen 
hl: s+n-l 

08(10) (n) = 08- 1 (10) (n) . (9) 
8 

32* 
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Rechnen wir aus, wie oft einer von den Gegenständen "A" in 
der Gesamtheit aller Kombinationen mit Wiederholungen auftritt. 
Da die Gesamtzahl solcher Gegenstände in allen Kombinationen 
S08(Uo)(n) beträgt, so tritt jeder Gegenstand A: 

8 ° - s(w)(n) n 
(10) 

Male auf, denn die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten' jedes 
von den n ursprünglich vorhandenen Gegenständen ist die gleiche. 
Wenn wir jetzt alle Kombinationen zu (8 - 1) Elementen be
trachten, so wird derselbe Gegenstand A: 

8-1 
---- 0(8- J)(w)(n) 

n 

Male auftreten. Indem man zu jeder der O(S-l)(W)(n) Kombina
tionen zu (8 - 1) je einen Gegenstand A zufügt, erhält man offen
bar alle diejenigen Kombinationen zu 8, in denen A wenigstens 
einmal vorkommt. Die Anzahl von Fällen, in denen ein Gegen
stand A in den Kombinationen zu 8 auftritt, ist also: 

8-1 
~- C(S-l)(W)(n) + O(S_l)(W)(n) • n 

(11) 

Durch Gleichsetzen dieses Ausdrucks mit dem direkt erhaltenen 
Ausdruck (10) bekommen wir: 

8 (8 - 1) 
n:Cs(w)(n) = 1 + ~n- O(S-l)(W)(n) , 

wodurch die Formel (9) bewiesen ist. 
Setzen wir 8 gleich 1,2, ... ,p und multiplizieren wir miteinander 

alle vorkommenden Reduktionsformeln. Wir erhalten dann: 

C () _ n(n + 1) ... (n + p - 1) _ (n + p - I)! 
p(w) n - 1. 2 ... p - p! (n - I)! (12) 

Die Anzahl der Elemente, die eine Gruppe bilden, darf in den 
Variationen oder Kombinationen mit Wiederholungen auch größer 
sein als die vorgegebene Anzahl n der verschiedenen Gegenstände. 

'"'. Anwendungen. Betrachten wir p gleiche Kugeln; sie sollen 
auf n Urnen verteilt werden. Jede Urne kann eine beliebige 
Anzahl von Kugeln aufnehmen oder auch leer bleiben. Eine 
bestimmte Verteilung wird z. B. erreicht, wenn sich m 1 Kugeln 
in der Urne a1 , m 2 Kugeln in der Urne a2 , • ••. ' mn in der Urne an 
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befinden. Einige von den Zahlen m i können gleich Null sein. Es 
gilt: 

Dieser Verteilung entspricht, wie man leicht einsehen kann, 
eine von den Kombinationen mit Wiederholungen zu p von n Ele
menten (wobei als Elemente die Urnen al , a 2 , ••• , an auftreten), 
nämlich diejenige, in der das Element al insgesamt mI-fach, das 
Element a2 - m2-fach auftritt usw. 

Die Zuordnung ist eindeutig; die Anzahl der möglichen Ver
teilungen wird also durch die Formel (12) bestimmt. 

Dasselbe Ergebnis kann auch auf einem anderen Weg ge
wonnen werden. Reihen wir aufs Geratewohl, in beliebiger Ab
wechslung, die p Kugeln und die n - 1 von den n Urnen auf 
einer geraden Linie auf. Als Schlußglied der Reihe setzen wir die 
letzte, n-te Urne. Die Anzahl der möglichen Anordnungen dieser 
Art ist gleich der Anzahl der Permutationen aus (n + p - 1) 
Elementen, also gleich (n + p - I)! Wenn wir alle Kugeln als 
identisch ansehen und nur die Urnen unterscheiden, so erhalten 
wir direkt die Anzahl der Permutationen mit Wiederholungen: 

(n+p~I)! 

p! 

Sammeln wir jetzt alle Kugeln, die zur Linken von einer Urne 
sich befinden, in dieser Urne. Da die letzte Stelle rechts von 
einer Urne eingenommen ist, werden in dieser Weise alle Kugeln 
verteilt. Wir gelangen durch diese Operation zu einer bestimmten 
Verteilung. Die gleiche Verteilung kommt aber (n - I)! -mal vor, 
denn die ersten n - 1 Urnen können noch beliebig permutiert 
werden. Durch Division mit (n - I)! gelangen wir wieder zu der 
Formel (12), die wir somit auf einem indirekten Wege nochmal 
abgeleitet haben. 

Dieses Problem kehrt in vollständig analoger Form in der 
Statistik von PLANCK, BüSE und EINSTEIN wieder. 

8. Die Formel von STIItLING. Die Fakultäten n! wachsen sehr 
schnell mit wachsendem n; 30! ist eine 33 stellige Zahl, 400! bereits 
eine 869stellige. Um die Rechnungen mit den Fakultäten durch
zuführen, muß man d/!-her über eine Näherungsformel verfügen. 
Die bekannteste davon ist die Formel von STIRLING: 

nn /-- -( 1 1 139 ) 
n! ",. en 12:rn 1 + 12-;;: + 288n2 - 5184011> + .... (13) 
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Der absolute Fehler, der bei der Anwendung der Formel (13) 
gemacht wird, wächst mit wachsendem n ins Unendliche, dagegen 
nimmt der relative Fehler rasch ab; er beträgt 0,004 für n = 20 
und 0,0008 für n = 100. 

Wenn wir zu den natürlichen Logarithmen übergehen, erhalten 
wir: 

( 1) 1 1 1 logn! ~ n + -2 logn - n +flog(2n) + 12;;: - 360n3 + ... (14) 

Es genügt oft, in (14) nur die ersten Glieder zu behalten; man 
darf oft einfach 

logn! '='" n(logn - 1) 
setzen. 

9. Einige oft vorkommende Integrale. Die r-Funktion. Es 
gibt einige Integrale, die in statistischen Rechnungen oft wieder· 
kehren. Wir führen die wichtigsten an: 

+= 00 

J = fe--x'dx = 2fe-x'dx = y;-. (15) 
-00 0 

Der Beweis ist klassisch. Man bildet J2 mittels zweier Integrale, 
die sich auf die rechtwinkligen Koordinaten x, y beziehen und geht 
zu den Polarkoordinaten (x 2 + y2 = ( 2 ) über: 

+= += 
J2 = f e-x'dxf e-Y' dy = fe-I!' 2ne de = nf e-I.!' d (e 2) = n. 

-00 -00 0 0 

Durch partielle Integration beweist man die Formeln: 
00 

IX2 e-x' dx = -} [xe-x']g" +!-Ie-x' dx =;i, (16) 
o 0 

f x4 e-x' dx = - -~ [x3 e- X']g" +~Ix~ e-x' dx = { y;-. (17) 
o 0 

Aus der Formel (16) leitet man, indem man x 2 = rx y2 setzt, 
die folgende ab: 

f y2 e-CX Y'dY = rx -~ fx2e-X' dx = .21cxf e- cxy' dy, (18) 
o 

woraus: -~ 1 y2 = __ _ 
2cx 
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folgt. Alle diese Integrale können als Spezialfälle der sog. Gamma
funktion angesehen werden, die nach EULER durch die Gleichung: 

T(z) = jtZ-1e-tdt (19) 

o 

definiert werden können, wenn z einen positiven imaginären Teil 
hat. Die allgemeine Definition für beliebige z-Werte ist die von 
WEIERSTRASS: 

"}"_ = zerz rrn~oo [(1 + ~)e <-] 
T(z) n 

(20) 

n~l 

(n = ganze Zahl). y ist die Konstante von EULER und MASCHE
RONI: 

y = lim (1 + 1_ + ... + )- - logm) = 0,5772157 ... 
2· m m--*oo 

Bei Betrachtung der Formel (20) erkennt man, daß r(z) 
unendlich ist, wenn z einen beliebigen negativen ganzzahligen 
Wert annimmt. Man findet des weiteren ohne Schwierigkeit die 
charakteristischen Beziehungen: 

T(z + 1) = zr(z), T(I) = T(O) = 1, 

T(z)T(1 - z) = ~. 
Sln:7lZ 

(21) 

(22) 

Aus (21) folgt, daß für ganzzahlige positive z-Werte einfach: 

r(z + 1) = z! (23) 

gilt. Wenn der Modul Izl sehr groß ist, kann auf die Funktion r 
die STIRLINGsche Formel angewandt werden: 

, (1) 1 1 1 logI (z) = z - -2 logz - z + 2 Iog (2n) + liZ - 360z2+···. (24) 

Durch Kombination dieser Formel mit (21) findet man die Formel 
(14) für n! wieder. 

10. Einige Integrale, die in der FERMI-Statistik vorkommen. 
Die Integrale, die uns hier beschäftigen, sind von folgendem 
Typus: 

00 

(25) 
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Für e = t und e = ~i erhalten wir aus (25) die Funktionen, 
die im fünften Kapitel (Abschnitt 4) mit F(IX) und H(IX) be
zeichnet wurden. Wenn IX positiv und groß ist, so gibt eine einfache 
Reihenentwicklung : 

U = .. J----.jze dz ~(-1)k-1e-k(a+z) 
!! 1'(12 + 1) L,.; 

o k (26) 

Das allgemeine Glied der Entwicklung ist - unter Benutzung 
der Definition (19): 

e-ka f (_I)k-1 e- ka ( (_1)k-1---- zl!e-kzdz = ----- tee-tdt 
1'(12 + 1) 1'(12 + 1) k!!+1 v 

(_1)"--:1 e- k " 

k(!+1 

Nicht so einfach ist das Problem bei großen negativen IX-Werten 
- also unter Bedingungen, die dem Zustand starker Gasentartung 
entsprechen: Wir führen zunächst einen Variablentausch aus: 

IX=-a, IX + z = z - a = ay. 

Es ist dann: 

(27) 

Wir betrachten das Integral getrennt für die Gebiete -1 <:: y < 0 
und 0 <y< 00: 

[ 
0 00 1 a(!+l (1 + y)!! '(1 + y)f! 

u(! = 7'((;+-f) Ied. + 1 dy +.1 eau + 1 dy 
-1 0 

[ 
1 00 1 aC+l (1 - y)(! (1 + y)f! 

= F(e +1) !r+e~ydY + !-e;,-y+-r dY . 

(28) 

Im ersten Integral ersetzten wir die Integration von Y = -1 bis 
Y = 0 durch eine Integration von -y = 1 bis -y = O. 

Wir benutzen folgende Beziehung: 

1 e- rty 

--- = 1 - -----
l+e-au l+e- au ' 
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Indem wir sie auf das erste Integral anwenden, erhalten WIr: 

r~l-y)(! [1 fl e- ay 1 
Jj---dy = (1- y)!!dy - (1 - y)f!----dy 

" 1+' ., 0 I /'11- :1' I + ,,, ) 

= e + 1 -0 -ea y + 1 dy. 

(29} 

Durch Umformung von (28) und (29) bekommen wir: 

Die Integration von 0 bis 1 wurde in (30) durch eine Integration 
von 0 bis 00 ersetzt. Dieser Ersatz kann leicht gerechtfertigt 
werden, wenn a, wie vorausgesetzt wurde, groß ist; denn für 
y ~C': 1 ist der Nenner groß, und die Integration von 1 bis 00 gibt 
keinen nennenswerten Beitrag. 

Wie kann das Integral (30) bestimmt werden? Bemerken wir, 
daß der Integrand für y = 0 verschwindet und bei etwas höheren 
Werten schon wieder sehr klein wird. Das einzige Gebiet, das von 
Bedeutung ist, ist die Nachbarschaft von 1ja. Der Klammer
ausdruck kann - unter Benutzung der Abkürzungen (4) -
folgendermaßen entwickelt werden: 

(1 + y)1! - (1 - y)1! 1 
=2l(ly+R(I'+~)?)2~y3+ ... +(2k~1)y2k+!+ ... ]. (31) 

Wir erhalten dann: 
00 

[[(1 + y)f! - (1- y)l!] ...!!Y- = 2 [-_!!.y ~(' I' )y2k+! (32} 
• eay + 1 ,eay + 1 ~ 2k + 1 . 

o 0 k 

Da e - ay immer kleiner als 1 ist, so können wir folgendermaßen 
entwickeln: 

1 

e ay + 1 1 + e ay 

= e- ay [1- e- ay + e- 2ay + ... + (_l)n e -na y + ... ] (33) 

= 2: (- l)n e-(n+l) ay • 

n 
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Für das Integral (32) erhalten wir den Ausdruck: 
00 

2.! dy ~ (2k ~ 1) (- l)n y2k+l e (n+l) ay 

o kn (34) 

Das Integral reduziert sich auf die Funktion r (2 k + 2) 
= (2 k + I)! Der Wert des Binomialkoeffizienten ist: 

(2k ~ 1) = I'(2k :(~) t'(~)-=---2k)' 
Führen wir folgende Koeffizienten Cv ein: 

1 1 (-Ir 
Cv = 1 -2v + -3v + ... + (n--t=:l)v + 

Unsere Entwicklung (34) nimmt dann die Form: 

r( ) '-, C2kH 1 
2 (! + 1 ~ a2k+2 I'((! -21) 

k 

(35) 

an, so daß die Funktion Ur!' nach (30) und (35), folgendes Aussehen 
erhält: 

+1 ( C2 C4 C2 k + 2 ) + 2a!! a2r((!) + a4I'(Q -=2) + ... + a2k + 2i'((! - 2k) + .... 
Die Ausdrücke, die im fünften Kapitel, Abschnitt 5, GI. (35) 

und (36), für die beiden FERMlschen Funktionen Fund H gegeben 
wurden, sind Spezialfälle der Formel (36), die den Werten e = {
bzw. e = {entsprechen. Bei ihrer Bestimmung wurde der exakte 
Wert des Koeffizienten c2 : 

1 1 1 %2 

C2 = 1 - 22 + 32 - 42 + ... = 12 (37) 

verwendet. Die Entwicklung (36) ist von einem Fehler von der 
Größenordnung e'" = e- a behaftet, der sich zwischen den Gleichun
gen (29) und (30), beim Ersatz der oberen Integrationsgrenze 1 
durch 00, eingeschlichen hat. 

Die Bedeutung der Rechnungen kann an der beigefügten 
Abb.57 leicht erkannt werden. Die ausgezogene Kurve ist die 
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Funktion Z2, die gestrichelte Kurve - der Integrand /2 
e'" Z + 1 

Bei kleinen z-Werten stimmen die beiden Kurven praktisch voll
ständig überein; in der Nähe von z = -~ = a gehen sie stark 
auseinander. Im Punkt z = a selbst beträgt das Verhältnis der 
beiden Größen genau 1: 2 ; bei 
noch höheren z-Werten nimmt 
es sehr rasch exponentiell ab. 
In erster Näherung [erstes Glied 
von (30)] ersetzt man das Inte
gral durch die Fläche, die unter 
der z2-Kurve bis zur Ordinate 
z = a eingeschlossen ist. Die 
nächsten Näherungen [GI. (31) 
bis (35)] entsprechen der Berech

zl( 

~----------2~-1-a~a~'~'~====Z 

Abb.57. 

nung der Differenz zwischen den beiden gestrichelten Flächen-

stücken. Die Umgebung des Punktes y = 2. (z = a - 1 oder a 
a + 1) spielt die Hauptrolle bei dieser Berechnung. 

Die gewonnenen Ergebnisse können für das Integral: 

(38) 

verallgemeinert werden. Wir nehmen an, daß die Funktion rp(z) 
bei z = 0 verschwindet und daß in dem wichtigen Gebiet von 
z = 0 bis zu einem Punkt etwas hinter z = a eine Reihenent
wicklung: 

~ zc+ 1 

rp = ~ Ai! (g +1)1 ' (Q + I)! = r(Q + 2) 
c 

möglich erscheint. Die v-te Abgeleitete von rp ist dann: 

Zt?+l-v 
cp(v) = ~ A --- ---
~ l2(e+ 1 - Y)!' 

12 

(39) 

(40) 

Unter Benutzung der Entwicklung (39) verwandelt man V 
in eine Reihe von Gliedern, die die Integrale U 12 enthalten: 

V = 2: Ac Uc= rp (a) +2 [c2Q)I (a) +C4rpIV (a) +csrpVI (a) + ... ]. (41) 
(! 
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Die Entwicklung (41) erhält man durch Anwendung der 
Formel (36) und geeignete Umgruppierung der von den ver
schiedenen Integralen Ue in (40) stammenden Gliedern. 

Als Beispiel der Anwendung der Formel (41) berechnen wir 
folgende Funktionen: 

(42) 

00 

V=-_·········_·· 1 f'dLa dz 
3 3 ! • d Z e'" +z + I 

o 
mit 

L l = zL(z) , L 3 = Z3 L(z). (43) 

In der SOMMERFELDschen Theorie ist L(z) die mittlere freie 

Weglänge der Elektronen (als Funktion ihrer Geschwindigkeit, 

mit z = 2:~T)' 
Wenn 1X groß und negativ ist (1X = -al, erhalten wir: 

",,2 {)2L1 
Vo = L1(a) + (; ·dz2 - + ... 

= aL(a) + ~'T2(2dL + Z~2~) +"', 
6 dZ dz z=a 

1 [ ",,2 d2 L 2 1 
VI = 2- L 2(a) + -6 {)Z2 + ... 

(44) 

Die zweiten Glieder sind nur kleine Korrekturen. Man erhält 
aus (44): 

VI = _(1,_ [1 + .~(1 + a ~~ogL) -t- ... ] , 
Vo 2 3a2 dz z=a 

V2 a [ ",,2 (cJIogL) 1 -. = -- 1 + -2 2 + a- + ... . 
VI 3 3a dz z=a 
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11. Einige Integrale, die in der Statistik von BOSE-EINSTEIN 
vorkommen. Bei der Anwendung der Formel von PLANeK und 
der Statistik von BOSE und EINST EIN treten folgende Integrale 
auf: 

(46) 

Die Lösung folgt aus der Formel (19) für die r-Funktion. Mit 
8 m bezeichnen wir die Summe der -m-ten Potenzen der ganzen 
Zahlen von 1 bis <Xl. Diese Summen sind berechnet worden; wir 
ge ben einige Werte wieder: 

1 1 . ~ 
1 + 22 + 32 + ... = 82 = 1,6449340668 = (\' 

1 + 2\ + la + ... = 8 3 = 1,2020569031, 

;;r4 

84 = 1,0823232337 = 90' 

8 5 = 1,0369277 551, 
;;r6 

8 6 = 1,0173430619 = 945' 

8 7 = 1,0083492773, 
;;r8 

8 8 = 1,0040773561 = 9450' 

89 = 1,0020083928, 
;;rIO 

8 10 = 1,0009945751 = 93555 . 

Die Integrale mit ungeraden Indizes stehen in einfacher Be
ziehung zu den BERNOULLlschen Zahlen [siehe S. 383]: 

(48) 

Folgende Integrale reduzieren sich durch partielle Integration 
.auf den eben behandelten Typus: 

f i ~ I ~m 100 I = --- ;md; = - -----1 + mI 1 = m' 8 m (i _ 1)2 e; _ 1 0 m- . m' 
o 

(49) 
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Zusatz III. Über eine neue Arheit von NORDHEIM bezüglich 
der Elektronentheorie der Metalle. - Über die Umklapp

Prozesse von PEIERU;. 

I. 
Als dieses Buch schon abgeschlossen wurde, erschien eme 

sehr interessante Arbeit von NORDHEIM1 über die Elektronen
theorie der Metalle. Ich möchte hier einige Hinweise machen, 
die dem Leser den Vergleich der Ergebnisse von NORDHEIM mit 
den im achten Kapitel dieses Buches gegebenen Ableitungen er
leichtern sollen. Zunächst mögen die Bezeichnungen zusammen
gestellt werden: 

Dieses Buch 

d 

Gd 

NORDHEIM 

a 

K 

-+ f' 'k~ k; k;) 
a2 (a2 b2 c2) = K \1(' K' K 

ct(abc) =l(-k,i-,{) 

Bedeutung 

Gitterkonstante ; 

Kubuskante im zyklischen 
Gitter; 

Wellenzahl der einfallenden 
Elektronenwelle; 

Wellenzahl der gestreuten 
Elektronenwelle; 

Wellen zahl der elastischen 
Welle; 

h2 h2 

W = 2mK2- = 2mä2d2 (m = Elektronenmasse). 

Energie der Elektronen = w I k '1 2 , 

1JA = elX in der Formel von FERMI. 

(1) 

In dem ersten Kapitel des Aufsatzes von NORDHEIM untersucht 
dieser, in Anlehnung an BLOCH, MORSE und PEIERLS, die Natur 
der Elektronenwellen in Kristallgitter. Die Ergebnisse, zu denen 
er kommt, sind weniger vollständig und genau als die in diesem 
Buch (achtes Kapitel, Abschnitte 4-13) gewonnenen. Speziell 
sei hervorgehoben, daß MORSE, nachdem er den }1'all eines ein
dimensionalen Gitters (Gleichungen von MATHIEu und HILL, 
Abschnitte 5 und 6, S.271) behandelt hat, den Versuch unter
nimmt, die Ergebnisse auf ein dreidimensionales Gitter zu über-

1 NORDHEIM, L., Ann. d. Phys. 9, 607 (1931). 
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tragen. Dabei überlagert er einfach die drei periodischen Potentiale 
in x,y und z: 

P(xyz) = P 1 (x) + P2 (y) + P 3 (z). (2) 

Eine solche Überlagerung ergibt aber keinesfalls eine Abbildung 
des wirklichen Raumgitters, denn in einer Zerlegung des Potentials 
(2) in eine dreifache Fourier-Reihe [vg1. achtes Kapitel, Abschnitt 7, 
S. 281, GI. (42)] findet man nur die Glieder P "'00' POßo, POOy wieder, 
jedoch keines von den Gliedern P"'ßr; d. h. das Gitter (2) besitzt 
nur die drei zueinander senkrechten Scharen von Netzebenen, 
aber keine von den zahlreichen schiefen Netzebenen, die der 
wirkliche Kristall immer enthält. 

MORSE findet, daß sich die Energie der Elektronen durch' die 
Gleichung: (3) 

darstellen läßt; dieses Ergebnis hat aber keine allgemeine Be. 
deutung und beruht ausschließlich auf der eben erwähnten An
nahme. In dieser Weise erklärt sich der Unterschied zwischen 
der Abb. 2 von NORD HEIM (S. 612 seiner Arbeit) und der korrek. 
teren Abb. 30 auf S. 287 dieses Buches. 

Im zweiten Kapitel untersucht NORDHEIM in einer sehr all· 
gemeinen Weise die Gleichungen, die das Elektronengleichgewicht 
im Gitter darstellen. Wir wollen zuerst den Inhalt des dritten 
Kapitels der NORDHEIMsehen Arbeit besprechen und kehren später 
zum zweiten Kapitel zurück. 

Das dritte Kapitel behandelt die verschiedenen Prozesse, die 
zur Streuung der Elektronenwellen führen können; NORDHEIM 
berücksichtigt folgende drei Vorgänge dieser Art: 

1. Wärmebewegung des Gitters. Diese Bewegung läßt sich 
in ein System von elastischen Wellen zerlegen. Die Wechselwir
kung von Elektronenwellen mit solchen elastischen Wellen ist das 
im achten Kapitel dieses Buches behandelte Grundphänomen. 

2. Gitterverzerrungen. Dazu gehören z. B. die Unregelmäßig. 
keiten des mikrokristallinen Gefüges, elastische Deformationen 
usw. 

3. Legierungsbildung. Haben wir eine Mischung von zwei oder 
mehr Komponenten vor uns, so ist dcr Fall der festen Lösung da
durch charakterisiert, daß einzelne homologe Gitterpunkte ab
wechselnd von verschiedenen Ionen besetzt sind. Dies ist die 
Hauptursache des sog. "Zusatzwiderstandes" der Legierungen. 
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Die Effekte 2 und 3 sind - im Gegensatz zu der dynamischen 
Störung 1 - rein statischer Natur und daher temperaturunab
hängig. 

NORDHEIM führt in einer sehr geschickten Weise die von uns 
vernachlässigten Effekte 2 und 3 in die Rechnung ein. Er erreicht 
dabei eine vollkommen korrekte Ableitung der MATTHIEsENschen 
RegeP (Additivität des gewöhnlichen und des durch Verunreini
gungen bedingten Widerstandes). Er gibt auch eine vollständige 
Darstellung der Widerstands änderung der Legierungen und fester 
Lösungen in Abhängigkeit von der Zusammensetzung; die ent
sprechenden Gesetze beruhen wesentlich auf den Interferenz
effekten der Elektronenwellen. Dieser ganze Teil der NORDHEIM
sehen Arbeit bildet eine eigene Leistung und ist von besonderem 
Interesse. 

Die Diskussion der -Wechselwirkung von Elektronenwellen mit 
elastischen Wellen (Effekt 1) wird in der NORDHEIMsehen Arbeit 
nach einer Methode durchgeführt, die der von uns in den Ab
schnitten 16-21 des achten Kapitels benutzten durchaus analog 
ist. Bei NORDHEIM wird die Rechnung unter der Annahme aus
geführt, daß die einzelnen Ionen starr sind und sich unter der 
Wirkung der elastischen Wellen nicht deformieren. Wir be
nutzten dagegen im Abschnitt 16 die Vorstellung von deformier
baren Ionen; jeder Teil des Ions verschiebt sich nach unseren 
Annahmen so, als ob es sich um die Bewegung eines kontinuierlich 
angedehnten Mediums handelt, in welchem sich eine Welle: 

U = le--2ni (vt-ax-by-cz) 

ausbreitet. Es scheint uns, daß keine von den heiden extremen 
Vorstellungen der Wirklichkeit entspricht. BORN zeigte in seiner 
"Dynamik der Kristallgitter", daß in einem Gitter mit Basis 
(d. h. einem solchen, in dem jede Elementarzelle mehrere Teilchen 
IX, ß, y ... enthält) jedes Teilchen von einer elastischen Welle 
einzeln nach einem besonderen Gesetz: 

U", = lcxe-2ni(vt-ax-by-cz) 

Uß= ... 

1 Vgl. siebentes Kapitel, Ende des 5. Abschnitts, S.213, sowie achtes 
Kapitel, 27. Abschnitt, S. 383-384. 
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verschoben wird; die Koeffizienten llX' lp, lr ... sind verschiedene 
komplexe Größen, und die Bewegungen der Teilchen IX, p, Y ... 
haben weder eine gemeinsame Amplitude noch die gleiche Phase. 

Es ist übrigens nicht besonders wichtig, welche von den er
wähnten Vorstellungen von der Natur der Gitterionen bei der 
Behandlung der elektrischen Leitfähigkeit benutzt wird; die Rech
nung von NORDHEIM führt zu demselben Ergebnis wie die von 
BLOCH, die mit deformierbaren Ionen operiert [Formeln (137), 
(138) und (139) auf S. 329, 330 dieses Buches]. Die ganz rohe, im 
Abschnitt 14 des achten Kapitels dieses Buches erwähnte Theorie 
gibt dasselbe Resultat. In den Endformeln bleibt stets ein will
kürlicher Koeffizient C [Gleichung (136)] stehen; die verschiedenen 
Grundhypothesen unterscheiden sich nur durch die Deutung, die 
sie diesem Koeffizienten geben. In allen Fällen sind es die lon
gitudinalen elastischen Wellen, die fast allein wirksam sind. 

In seiner ganzen Rechnung läßt NORD HEIM die U mklappvorgänge 
von PEIERLS ganz außer acht; er nimmt mit BLOCH an, daß die 
elastischen Schwingungen nach der Wechselwirkung mit den Elek
tronen schnell genug das thermische Gleichgewicht wiedererreichen, 
so daß man auch in Anwesenheit eines elektrischen Feldes oder 
eines Temperaturgradienten in genügender Annäherung überall 
mit dem Vorhandensein eines solchen Gleichgewichts rechnen darf. 

Wir kehren jetzt zu dem zweiten Kapitel der NORDHEIMschen 
Arbeit zurück. In diesem wird die allgemeine Form der Integral
gleichung diskutiert, die die Verteilung der Elektronen bestimmt. 
NORDHEIM bezeichnet mit jill (H /) die Wahrscheinlichkeit eines 
trberganges f -+ l' bei der Temperatur T und mit a und b die 
Anzahl der Elektronen von der Art I, die durch solche Übergänge 
erzeugt bzw. zerstört werden (dies ist die auch von uns im siebenten 
Kapitel, Abschnitt 3. S. 202, und im achten Kapitel, S. 345) be
nutzte LORENTzsehe Bezeichnung). Mit diesen Definitionen erhält 
NORDHEIM die zu unseren Gleichungen [(168), (169), S.345] analoge 
Beziehung [Gleiehung (3, 10) auf S.620 seiner Arbeit]: 

-b + a = - f f f {jill (H/) 1(1 - f') - ~ (f'I) f' (1 -/)}dk~ dk~ dk~ . 

In Abwesenheit jeder Störung muß dieser Ausdruck verschwinden. 
Wenn I (und f') die FERMlschen Funktionen 10 (bzw. t~) sind, so gilt: 

10 _ .!i. 
1- 10 = e kT, 

I~ - _~. 
I=- f~ - e kT, 

Brillouin, Quantenstatistik. 33 
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und wir finden [Gleichung (3, 12) von NORDHEIM] : 
E E' 

W (H') = ek l' :ru (H') = ek T :ru (f'f) = W (f'f) ; 

der Ausdruck W stellt also eine symmetrische Funktion von f 
und f' dar. 

Man beachte, daß in der Gleichung (3, 10) keine vorbereitende 
Integration durchgeführt worden ist; um diese Gleichung mit 
unseren Formeln zu vergleichen, muß man also die Gleichung 
[(158), S. 341] heranziehen, die der Integration, die auf den S. 342 
bis 344 durchgeführt wird, vorangeht. Außerdem ist daran zu 
erinnern, daß in unseren Formeln nur der Effekt 1 (Wärme. 
bewegung des Gitters) berücksichtigt worden ist, nicht aber die 
NORDHEIMschen Effekte 2 und 3. 

Unter diesen Bedingungen erhält man aus dem Vergleich der 
NORDHEIMschen Formel mit der unsrigen folgende Identitäten: 

NORDHEIM: Dieses Buch: 

- 4",,2Mm2W2 2n(v1 +v-V2 } , 
Im(ff') - -q~~~-- sin21l(Yt +" - y 2 }t N I 

(4) 
Im (f'f) = 02h~ sin2n(vJ + v - V2~ (N + 1). 

4n2 Mm2 W2 2n("J + l' - v2} 

N bedeutet in (4) die Anzahl der Schwingungsquanten hp, die 
durch die Formeln: 

bestimmt ist. 

I 
N=-h,-, -

ek1' - I 

hv 

ek '1' _ 1 

Aus (4) erhält man die Formel: 
E' E 

W (n') = W (f'f) = Im (n') ek '1' = Im (f' f) ek l' 

02h2y sin2n(vt + Y - Y2) t 
E' 

4n2 Mm2 W 2 -2n(vl + v - v2) -"-v-
eH' - I 

indem man die Beziehung1 

E' - E "" hl! 
berücksich tigt. 

(5) 

1 An dieser Stelle gibt es eine kleine Schwierigkeit; denn in der Formel 
(158) dieses Buches, vor jeder Integration, gibt es gar keine direkte Be-
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Die NORDHEIMsche Formel (3, 12) ermöglicht es, die grund
legende Integralgleichung auf die FREDHoLMsche Form (mit zwei 
Variablen und unendlichen Grenzen!) zu bringen. NORDHEIM 
nimmt an, daß W (f f') von der absoluten Orientierung der beiden 
Vektoren f, f' unabhängig ist und nur von dem Winkel 'I'} zwischen 
diesen Vektoren abhängt; diese Annahme erscheint plausibel und 
wird durch die folgenden Formeln gerechtfertigt. Das Endergebnis 
[Gleichung (3, 22), auf S. 624 bei NORDHEIM] lautet nunmehr: 

_ ~5»K ofo [eF _ ~~ oA _E i}-,!;_] 
- h oE A ox T ox . 

In dieser Formel ist k im Ausdruck k'3jk der Absolutbetrag des 
Wellenzahlvektors der einfallenden Elektronenwelle, k im Aus
druck IjkT bedeutet dagegen den Boltzmann-Faktor; k' ist der 
Absolutbetrag des Wellenzahlvektors der gestreuten Elektronen
welle. Über k' ist also von 0 bis CXl zu integrieren. Das zweite 
Glied in der Formel ist bis auf die Bezeichnungsdifferenzen iden
tisch mit unseren Ausdrücken [(176), S. 349, u. a. analoge Formeln]. 
Das elektrische Feld F ist bei uns mit E bezeichnet; und in unseren 

Formeln steht der Ausdruck (eE + kT :i), der sich folgender
maßen umformen läßt: 

eE + kT-~!.- = eE + kT~~ - EI oT l ox ox T ox 
kT oA E oT (7) 

= eF - -- -- - -- -
A OX T OX 

(in der Bezeichnung von NORDHEIM) - denn nach (171) ist: 

,EI A E 
f = CX + k T = - log + k T 

ziehung zwischen den Größen v, VI und V 2 - d. h. zwischen v, E und E'. 
sin2J1 (VI + V - v2 ) t " 

Der Resonanzfaktor -2----(------)- hat nur dIe WIrkung, daß von 
:n; 1'1 + V - V2 

allen denkbaren Übergängen allein diejenigen eine merkliche Wahrschein
lichkeit erhalten, für die hv wenig von E' - E abweicht. 

33* 
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(nach NORDHEIM) -; und andererseits entspricht der Quotient 
fj t% E bei NORDHEIM (bis auf einen Zahlenfaktor) dem Ausdruck 

e'. B' h (ee + 1)2 m unserer ezelC nung. 

Der Ausdruckm(k) bei NORD HEIM hat [vgl. seine Formeln (3,20) 
und (3, 15)] die Bedeutung: 

m=- A ' 
BE 

worin X, bis auf einen konstanten Faktor, mit unserer Funktion X 
aus (168), die in der gestörten ElektroneilVerteilungsfunktion auf
tritt, identisch ist. 

Die Integralgleichung (3, 22) von NORDHEIM ist eine FRED
HOLMsche Gleichung mit zwei Variablen,') und k', von denen die 
zweite von 0 bis 00 läuft. Nach Durchführung aller Reduktionen 
bleibt - infolge der Symmetrie der Funktion W (ff') - ein 
symmetrischer Kern. Es wäre ohne Schwierigkeit möglich, von 
dieser FREDHoLMschen Gleichung zu unserer VOLTERRAschen 
Gleichung (achtes Kapitel, Abschnitt 22, S. 349-357) über
zugehen, indem man die Integration über D vervollständigt. In 
der Tat schreibt NORD HEIM seine Gleichungen auf den Seiten 644 
bis 647 seiner Arbeit in einer Form, die den in diesem Buch be
nutzten Formeln sehr ähnlich ist. 

Die von uns im Abschnitt 22 des achten Kapitels hervor
gehobene Schwierigkeit, die in der Existenz von zwei Polen be
ruht, besteht somit auch für die FREDHoLMsche Gleichung von 
NORDHEIM, ist dort nur tiefer versteckt. Indem NORDHEIM die 
Existenz eines lösenden Kerns annimmt, gibt er eine Reihe von 
sehr eleganten strengen Ableitungen der Beziehungen, die zwischen 
den verschiedenen thermoelektrischen Effekten bestehen müssen 
(Anhang II seiner Arbeit). Es wäre sehr wünschenswert, wenn 
man diese schönen Rechnungen durch einen endgültigen Beweis 
der tatsächlichen Existenz eines lösenden Kerns ergänzen könnte. 
Wir sind überzeugt, daß sich ein solcher strenger Beweis erbringen 
lassen muß. 

Die weiteren Ausführungen von NORDHEIM über die elektrische 
und thermische Leitfähigkeit bei tiefen und hohen Temperaturen 
sind unseren Diskussionen im achten Kapitel sehr ähnlich. Auf 
den Seiten 661-669 findet man bei NORDHEIM interessante Ver-
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gleiche mit den experimentellen Tatsachen für reine Metalle, 
wie auch für Legierungen. 

H. 
Von R. PEIERLS erhielt der Verfasser einen Brief, der eine 

genauere Formulierung einiger in den bisher veröffentlichten 
Arbeiten PEIERLS' zur Widerstandstheorie vorausgesetzten, aber 
nicht deutlich ausgesprochenen Annahmen enthält. Die wichtigste 
Frage ist dabei die nach der Wahrscheinlichkeit der "Umklapp
Prozesse" . Für die normalen Stöße gilt [GI. (137), S. 329]: 

(8) 

Für die anomalen Stöße erhielten wir aus der allgemeinen Formel 
(136) : 

W(a1 a2 a) = 2~~ C :2;lc«ac< + Sz~), (9) 
<X 

cX = x, y, z. 

Statt dieser Formel will PEIERLS auch für die Stöße, bei denen die 
Zahlen m nicht verschwinden, die Formel (8) als gültig annehmen. 
Diese Hypothese schien uns sehr willkürlich zu sein; eine Be
gründung wurde in dem Originalaufsatz von PEIERLS nicht 
gegeben. Im Brief schreibt er darüber folgendes: 

"Sie behaupten mit Gleichung (136), daß die Wahrscheinlichkeit eines 
Umklapp-Prozesses auch dann nicht verschwindet, wenn die Wellenzahl 
der beteiligten elastischen Welle sehr klein wird (also a, b, c --* 0). Dieses 
Hesultat hängt aber wesentlich daran, daß Sie annehmen, daß die Am
plitudenfunktion A von dem Vektor a; unabhängig ist. Diese Annahme, 
die für fast freie Elektronen im allgemeinen zulässig ist, ist jedoch gerade 
für ,Umklapp-Prozesse' nicht erlaubt, denn dort hängt die Amplituden
funktion wegen der starken Störung der Eigenfunktion stark von a; ab. 
Daß (136) mit konstantem 0 nicht richtig sein kann, sehen Sie am besten 
daraus, daß dic Vektoren"1', ~ ... ja willkürlich normiert waren und an sich 
nur mod lid definiert sind; bei verschiedener Wahl der cl: würde man also 
verschiedene Hesultate erhalten. In Wirklichkeit verschwindet aber das 
W (al a 2 a) gerade, wenn der Ausbreitungsvcktor der elastischen Welle ver
schwindet. Allerdings läßt sich dies aus ihrer Ableitung nicht ohne weiteres 
sehen, aber man schließt es leicht aus dem folgenden Argument: Ist der 
Vektor der elastischen Welle exakt gleich Null, so sind ja die beiden Elek
tronenzustände solche, die durch die BRAGGschen Helationen miteinander 
verbunden sind: 

(10) 
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In diesem Falle ist aber aus Ihrer Formel (60) zu entnehmen, daß bereits 
die Eigenfunktionen ,nullter Näherung' stehende Wellen darstellen, so daß 
die zugehörige Dichte bei Spiegelung an einem Atom gerade ist. Andererseits 
ist auch das Potential bei Spiegelung gerade, sein Gradient also ungerade. 
Mithin verschwindet das Integral: 

fgradP1jJ1jJd~ (11) 

stets, und damit auch Ihr Integral (131), das ja mit dem obigen bis auf eine 
partielle Integration identisch ist. 

Dieses Resultat läßt sich nach HEISENBERG physikalisch so formulieren: 
In dem Grenzfall unendlich langer Elektronenwellen werden die Eigen
funktionen für Anfangs- und Endzustand des Elektrons miteinander iden· 
tisch, das Matrixelement wird also hier ein Diagonalelement und bedeutet 
die Energieänderung, die das Elektron erfährt, wenn man die zu der be· 
treffenden Gitterwelle zugehörige Verschiebung vornimmt. Im Grenzfall 
unendlich langer elastischer Wellen ist diese Verschiebung aber eine gleich
mäßige Verschiebung des ganzen Gitters und kann daher natürlich keine 
Energieänderung hervorrufen. 

Sobald aber das Integral W(a1a2 a) für a = 0 verschwindet, so muß es 
natürlich auch klein werden, wenn a klein ist, da es stetig von a abhängt; 
es ist dann nicht schwer zu beweisen, daß es proportional zu dem Betrag 
des Vektors d verschwindet. Es hängt noch natürlich von der Richtung 
ab, aber nicht in so einfacher Form wie der Kosinusfaktor in (274); die 
Richtungsabhängigkeit ist übrigens für die Diskussion der Temperatur
abhängigkeit belanglos. 

Sobald man mit diesen Matrixelementen rechnet, bekommt man ein 
T4·Gesetz .... 

. . . Ich habe den Eindruck, daß von Ihren Einwänden nur einer be· 
rechtigt ist, nämlich der (S. 408), daß es eine unberechtigte Näherung ist, 
die Umklapp.Prozesse als kleine Störung anzusehen. Ich bin Ihnen für 
die Feststellung dieses Fehlers in meinen Überlegungen sehr dankbar und 
habe mir inzwischen überlegt, was herauskommt: man erhält dann ein 
T5-Gesetz, was ja im Hinblick auf die empirischen Resultate sehr er
freulich ist. 

Dieser Einwand trifft jedoch genau so die Berechnungsmethode, die 
Sie anwenden und die mit meiner im wesentlichen identisch ist. Denn wenn 
man nur die Änderung der Größe Qx berechnet, indem man von der Ver
teilung (277) ausgeht, so steckt darin die implizite Voraussetzung, daß diese 
Verteilung näherungsweise stationär ist ... Sie bemerken ja selbst (S. 409), 
daß es nicht zu beweisen ist, daß Ihre Verteilung (277) einen stationären 
Zustand darstellt." 

Dieser Brief von PEIERLS enthält zahlreiche interessante Be
merkungen. In einigen Punkten sind wir mit ihm nicht einig, 
in vielen anderen stimmen wir dagegen überein. Um mit dem 
Ende zu beginnen: in den Abschnitten 29, 30, 31 des achten 
Kapitels unseres Buches wurde auch von uns betont, daß die 
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dortigen Rechnungen nur sehr grobe Näherungen darstellen 
und keinen Anspruch darauf erheben, eine genaue Theorie zu 
geben. 

Jetzt möchten wir zum wichtigsten Punkt zurückkehren: Gibt 
es Umklapp-Prozesse oder gibt es sie nicht ~ und wenn ja, was ist 
ihre Wahrscheinlichkeit ~ Wenn man die brieflichen Ausführungen 
von PEIERLS mit unserem Abschnitt 31 (S.41O) vergleicht, so 
kann man das Problem klar erkennen, und man sieht, daß es zu 
seiner Behandlung notwendig erscheint, die ersten Grundannahmen 
der Theorie zu betrachten. Man muß darüber entscheiden, welche 
Grundformein mqn als streng gültig und welche als Näherungen 
ansehen will. 

1. Man kann die Theorie aufbauen, indem man in erster 
Näherung von vollkommen freien Elektronen ausgeht. In dieser 
Theorie wird man folgende Gleichungen als streng gültig ansehen 
müssen: 

a) Energie: E h2 (" b"' 9) h 
J = 2m ai + i + Ci = YI , 

b) 'IjJ-Welle: 1f) = A l e- 2""i(v,t-a,x-b,Y-C,z), 

c) elektrischer Strom: Jx=eAr~al' m 

d) Fluß: 

[Al ist die Konstante aus (69), S.291] 

Qx(el) = AIaI = :e J x , 

[in (255), (256), S. 390]. 

(12) 

Als Störungen müssen in dieser Theorie auftreten: die BRAGG
sehen Reflexionen; die Wirkung von elastischen Wellen ("normale 
Stöße"); und die Umklapp-Prozesse von PEIERLS. 

Indem man in der im Abschnitt 16 dargestellten Weise vorgeht, 
findet man tatsächlich die normalen Stöße, mit der Wahrschein
lichkeit [(137), S. 329] wieder - mit anderen Worten, man kommt 
zur Gleichung (8) dieses Zusatzes; diese enthält einen willkürlichen 
Koeffizienten C. 

Des weiteren findet man auch anomale Stöße, mit der Wahr
scheinlichkeit [(138), S. 329], d. h. die Formel (9) dieses Zusatzes. 
Es gibt zwei Spezialfälle solcher Stöße: 

---+ 
a) a = 0 - einfache BRAGGsche Reflexionen. Nach der Glei-

chung (10), Zusatz 3, ist es für solche Reflexionen ganz natürlich, 
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~ 

daß in den Formeln für diese Stöße ein Koeffizient m /d erscheint, 
für dessen Quadrat: !m1 2 1 

-d2 = ~2 

gilt, wo b den Netzebenenabstand des Gitters bedeutet. 

b) --;:::p 0 - Umklapp.Prozesse nach PEIERLS, mit dem Wahr
scheinlichkeitskoeffizienten [(9), Zusatz 3]. Wie auf S.41O in 
GI. (292) ausgedrückt wurde, stellen diese Prozesse Überlagerungen 
von normalen Stößen mit BR.AGGschen Reflexionen dar. 

Die skizzierte Theorie umfaßt also BR.AGGsche Reflexionen und 
Umklapp-Prozesse; sie ist es, die von uns in den Abschnitten 29, 
30, 31 diskutiert wurde, ohne daß wir uns dort über die in (12) 
zusammengefaßten Voraussetzungen dieser Theorie genügend im 
klaren gewesen wären. 

Diese Theorie ist sicher ungenau (sie führt auch zu dem un
möglichen TZ·Gesetz!); denn sie behandelt die BR.AGGschen 
Reflexionen als Störungen, statt sie von vornherein in die Struktur 
der Wellen einzuführen, wie dies in den Abschnitten 4-12 des 
achten Kapitels geschehen war. 

2. Es ist also notwendig, von den in den Abschnitten 4-12 
formulierten Grundsätzen auszugehen und statt der Formeln (12) 
folgende Grundgleichungen anzunehmen: 

a) Energie: EI = !(a1b1c1); 

b) 1p-Welle: 1p = AI(xyz)e-2ni(",t-u,X-b,V-C,z); 

c) mittlerer elek. . h iJ iJ- (13) 
trischerStrom: J x = ~.I4;mi(1P a~ -1p ~)dxdYdz; 

v 

d) Fluß: 

Die Energie stellt eine komplizierte Funktion der drei Zahlen 
a l bl Cl dar; wenn diese klein sind, kann man für diese Funktion 
näherungsweise den Ausdruck [(101), S.311]: 

h2 (2 b2 2) 2m* al + 1 + Cl 

annehmen; dieser Ausdruck ist aber nicht mehr brauchbar, sobald 

sich die Spitze des Vektors ~ in der Nähe einer der in Abb. 34 
(S. 304) gezeichneten Polyederflächen befindet. Wir haben im 
achten Kapitel gezeigt, wie die Amplitude Al (xyz) solcher ano-
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malen Wellen von den drei Koordinaten abhängt und welche 
Folgen sich daraus ergeben (Abschnitt 8, S. 289). Es sei besonders 
darauf hingewiesen, daß J x unter solchen Umständen (in bezug 
auf die Größen al bl Cl' die die Rolle von Quantenzahlen spielen) 
keine Diagonalmatrix mehr darstellt. Es gibt vielmehr auch 
Glieder J x (al bl Cl' a~ b; cD, die von Null verschieden sind: 

J ( ') 1 eh j[-( )o1p(a;) ()o1/.i(a;)]d d d (4) x a l , a j = V 4nmi 1.f' a l 8X -1.f' a1 8X X Y z. I 
V 

Im Abschnitt 8 wurde von uns die Existenz solcher Matrix
elemente erwähnt, ihre Bedeutung aber nicht näher verfolgt. Es 
müßte übrigens untersucht werden, ob die Formeln des Abschnitts 
21 (S.345) von diesen Komponenten von J x nicht beeinflußt 
werden. 

Eine von den in (13) formulierten Grundsätzen ausgehende 
vollständige Theorie ist noch nicht entwickelt worden; die in den 
Abschnitten 19-28 von uns dargestellte Theorie von F. BLOCH 
(die neuerdings von NORD HEIM weiter ausgebaut wurde) stellt 
nur eine ziemlich grobe Näherung dar, denn sie vernachlässigt 
vollständig die Wirkung der BRAGGschen Reflexionen. 

Wenn aber eine vollständige Theorie dieser Art aufgebaut 
sein wird, so wird sie als einzige Störung die Wirkung der elasti
schen Wellen enthalten; die BRAGGschen Reflexionen werden als 
besondere Vorgänge aus der Theorie verschwinden und wir glauben, 
daß auch die Umklapp-Prozesse das gleiche Schicksal erleiden 
werden, denn sie sind eng an die BRAGGschen Reflexionen ge
bunden. 

Was beweisen in der Tat die Bemerkungen von PEIERLS in 
dem oben angeführten Brief? Nur, daß der Wahrscheinlichkeits

koeffizient der Umklapp-Prozesse bei der Annäherung von -; an 
Null ebenfalls gegen Null streben muß. PEIERLS macht daraufhin 
die Annahme, daß dieser Koeffizient von der Form: 

(15) 

ist, mit einer zusätzlichen unbekannten Abhängigkeit von den 
Orientierungswinkeln. In dieser hypothetischen Formel (15) 
nimmt PEIERLS dann noch die Identität des Faktors Cu für die 
Umklapp-Prozesse mit dem Faktor C für normale Stöße an: 

Cu = C. (16) 
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Die Hypothese (15) erscheint plausibel; man müßte sie aller
dings erst streng beweisen. Die Annahme (16) scheint dagegen 
gänzlich willkürlich; wir glauben, daß der Koeffizient Cu in 
Wirklichkeit sehr klein oder sogar gleich Null ist. Hier liegt der 
ganze Unterschied zwischen unserer Auffassung und der Meinung 
von PEIERLS. 

Wir wollen noch den Gedanken genauer formulieren, der etwas 
zu flüchtig auf S. 410 ausgedrückt wurde. Warum nahm PEIERLS 
in seiner oft zitierten Arbeit! an, daß die Umklapp-Prozesse die 
wichtigste Bedeutung haben müssen? Aus dem Grunde, weil für 
die normalen Stöße ein Erhaltungsprinzip besteht, das auf S. 334 
wiedergegeben wurde: 

Q", (Schw) + Q", (EI) = konst. 

PEIERLS meinte, daß aus diesem Prinzip ein Verschwinden des 
durch normale Stöße bedingten Widerstands folgen müßte. Uns 
scheint diese Folgerung ungenau zu sein; denn in (13c) und 
(13d) sieht man deutlich, daß Q", von dem elektrischen Strom J", 
verschieden ist; und für anomale Wellen (BRAGGsche Anomalien) 
wird der Unterschied zwischen Qx und J x, wie im Abschnitt 8, 
S. 289, gezeigt worden ist, sehr bedeutend. 

In der angedeuteten genauen Theorie wird man eine ausführ
liche Untersuchung der normalen Stöße bei anomalen Wellen 
durchführen müssen, und es scheint uns jetzt, daß man auf diese 
Weise vielleicht doch wichtige Effekte ableiten wird, durch die 
die Theorie von BLOCH ergänzt werden muß; dagegen glauben 
wir immer noch daran, daß die Umklapp-Prozesse in der voll
ständigen Theorie nur eine geringe Rolle spielen werden. 

Es bleibt noch, diese schwierigen Punkte zu untersuchen und 
die etwas unbestimmten Vermutungen durch genaue Beweise 
zu ersetzen. Um Mißverständnisse zu vermeiden, möchte ich 
zum Schluß noch erwähnen, daß ich die Untersuchungen von 
PEIERLS für sehr wichtig und verdienstlich halte; sie haben zu 
einer klaren Stellung eines Problems geführt, das für die gesamte 
Theorie der Leitfähigkeiten grundlegend ist. Wenn unsere 
Meinungen über die Lösung dieses Problems nicht ganz überein
stimmen, so wird dadurch meine Schätzung seiner Arbeit in keiner 
Weise vermindert. 

1 PEIERLS, R., Ann. Physik 4, 121 (1930). 
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