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Yorwort.

An Lehrbiichern der analytischen Geometrie herrscht kein Mangel.
Sie gehen im allgemeinen nicht zu weit iiber das hinaus, was der
Studierende bereits von der Schule mitbringt, und wollen meist
offenbar nur eine Vorbereitung fiir die Differentialrechnung sein.
Daher befolgen sie eine gemischte Methode, insofern sie die synthe-
tische Elementargeometrie voraussetzen und sich darauf beschrinken,
deren Aussagen nachtriglich in das neue Gewand des Koordinaten-
apparats zu kleiden.

Der in dieser Weise behandelte Stoff ist im wesentlichen seit
zwei Jahrhunderten bekannt, und man koénnte daraus schlieflen, dal
die analytische Geometrie seit jener Zeit erstarrt sei. Tatséchlich
hat wihrend der gréBeren Hilfte des verflossenen Jahrhunderts die
synthetische Geometrie, in Deutschland die Steinersche Schule, das
Hauptinteresse absorbiert. Dariiber ist einmal die analytische Geo-
metrie, die gleiche Erfolge nicht aufzuweisen hatte, in Milkredit
gekommen, und andererseits hat eine gewisse Vereinseitigung statt-
gefunden, insofern die Synthetiker nur ein Sondergebiet, die projek-
tive Geometrie, pflegten und sich um andere Dinge, insonderheit
um die Elementargeometrie kaum kiimmerten.

Fiir die Koordinatengeometrie wurde der erste neue Gedanke
nach langer Zeit 1872 von F. Klein in seinem Erlanger Programm
ausgesprochen (vgl. S. 199 bis 202 dieses Buches). Klein erkannte
wie sich die uniibersehbare Fiille geometrischer Einzelerscheinungen
in eine Reihe von Systemen einordnen laB8t. Damit wurden die
Invariantentheorie und die Lehre von den Transformationsgruppen
Hilfswissenschaften der analytischen Geometrie, und es wurde u. a.
auch der Nichteuklidischen Geometrie, die sich bis dahin nur zag-
haft entwickelt hatte, ein fester Platz angewiesen.

In der Lehrbuchliteratur haben diese Gedanken Kleins ein
Echo bisher nur gefunden im ,Lehrbuch der analytischen Geometrie“
von L. Heffter und C. Koehler.!) Auch auf das inhaltsreiche Werk
von Clebsch-Lindemann?) sind sie ohne merklichen EinfluB ge-
blieben und ebenso lange Zeit auf die Forschung, da Klein selbst

1) Lehrbuch der analytischen Geometrie. 1905.
%) Vorlesungen iiber Geometrie. Zweite Auflage. Erster Band, erster Teil.
Erste Lieferung 1906. Zweite Lieferung 1910.
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IV Vorwort.

nicht allzuviel -zur Verbreitung seiner Ideen getan hat. Erst die
letzten zwanzig Jahre etwa haben, dank der Arbeiten Studys und
seiner Schiiler, so viel aus der Sache herausgeholt, daB8 heute von
einem gewissen AbschluB, wenigstens in der Geometrie der Ebene,
gesprochen werden kann.

Study gebiihrt das Verdienst, nachdriicklich die Forderung er-
hoben zu haben, auch in der Geometrie dieselbe Exaktheit walten
zu lassen, die in der Analysis fiir selbstverstindlich gilt. Er hat
eine Reihe von neuen geometrischen Theorien geschaffen und anderer-
geits auf die Wichtigkeit der Elementargeometrie hingewiesen, zu
deren Kldrung er als bester Kenner der Nichteuklidischen Geometrie
und der Geometrie des komplexen Gebietes wertvolle Beitrige ge-
liefert hat. Leider hat er seine Untersuchungen nicht im Zusammen-
hang dargestellt, und so ist der beklagenswerte Zustand festzustellen,
daf heute weder in der deutschen nmoch in der auslindischen Literatur
ein Lehrbuch existiert, aus dem man sich idiber die Fortschritte der
Forschung eines halben Jahrhunderts unterrichten kann.

Diese Liicke soll das Buch auszufiillen helfen, welches der Ver-
fasser hiermit der Offentlichkeit iibergibt. Daraus geht der Umfang
des behandelten Stoffes hervor; der Leser wird im wesentlichen alles
vorfinden, was nicht in die Geometrie der birationalen Transforma-
tionen gehort. Insbesondere ist der Nichteuklidischen Geometrie ein
betrachtlicher Raum gewidmet, und zwar mehr als bei den wenigen
Spezialdarstellungen des Gegenstandes, wo zudem spirliches Tatsachen-
material auch noch durch umfangreiche Ausfiihrungen historischer
und erkenntnistheoretischer Art iiberrankt wird, deren Wert gewil
nicht herabgesetzt werden soll, die aber doch wohl nicht die Haupt-
sache sein diirften.

Es konnte sich nun nicht um eine bloBe Zusammenstellung
dessen handeln, was in Zeitschriften verstreut liegt, sondern es mufite
ein neues Fundament geschaffen werden. Es ist schlechthin un-
wissenschaftlich, wenn man, wie es doch wohl iiberall geschieht, die
Gleichung der geraden Linie aus der Betrachtung idhnlicher Dreiecke
gewinnt oder den Ausdruck fiir das Quadrat der Entfernung zweier
Punkte aus dem Pythagoraeischen Lehrsatz. Da die analytische Geo-
metrie ferner in der Hauptsache auf dem Fundamentalsatz der Algebra
beruht, so ist es von vornherein unsachgemifl, wenn man auf das
Imaginire verzichtet. So haben wir denn, in einer neuerlichen Ter-
minologie (vgl. § 18 dieses Buches), abstrakte Geometrie behandelt,
und gleich von der ersten Seite ab grundsitzlich das komplexe Ge-
biet betrachtet. Nicht um seiner selbst willen, sondern weil unser
Hauptziel, auf ein erschopfendes Verstdndnis der Elementargeometrie
hinzuarbeiten, das Imaginire unentbehrlich macht.



Vorwort. v

Von diesem Gesichtspunkte aus wolle man die Stoffauswahl ver-
stehen, z. B. bei der Lehre von den Kegelschnitten, wo nicht als
letzter Weisheit Schlu das Hauptachsenproblem auftritt. Aus eben
diesem Grunde die starke Betonung der anderen Wurzel der Elemen-
targeometrie, der Nichteuklidischen Geometrie, die ebenfalls nicht
Selbstzweck sein goll. Ihre Unentbehrlichkeit diirfte schlagend aus
den Ausfithrungen des SchluBparagraphen hervorgehen.

Eine Schwierigkeit lieB sich dabei nicht vermeiden. Nicht alles
in der Elementarmathematik vollzieht sich ganz zwanglaufig. So
sieht z. B. bei dem Kapitel der Vorzeichenbestimmungen, denen be-
sondere Sorgfalt gewidmet ist, der Leser nicht immer sogleich, warum
gerade so, und nicht anders verfahren ist. Wir haben némlich den
Formelapparat von vornherein so eingerichiet, daf er spiter, von hoheren
Gesichispunkten betrachtet, nicht wieder abgedndert zu werden braucht,
kurz so, daf3 hinterher alles ,klappt“. Hierin ist in den meisten
Fillen die Motivierung zu finden. Wir haben darauf verzichtet,
diesen Sachverhalt durch Scheinmotivierungen zu verhiillen. Immer-
hin bleibt hier ein Erdenrest, zu tragen peinlich. Aber diese Schwéche
wird notwendigerweise einer jeden Darstellung gerade der abstrakten
Geometrie anhaften, eben um shres Ursprungs in der konkreten Geo-
melrie willen. Wir wissen keinen Weg, die Begriffe des Winkels
oder des Inhaltes usw. anders zu motiviere®, als durch Hinweis auf
ihren invarianten Charakter. Wer genau zusieht, wird im iibrigen
zugeben, dal es mit der ,Motivierung“ solcher Begriffe auch in der
konkreten Geometrie ein eigenes Ding ist.

Wegen der auBerordentlichen Stofffiille waren der Art der Dar-
stellung gewisse Grenzen gezogen, sollte der Umfang des Buches
nicht ins Ungemessene anschwellen. Diejenigen Abschnitte, die auch
in anderen Biichern anzutreffen sind, haben wir gedringter darge-
stellt und sind ausfithrlicher tiberall da zu Werke gegangen, wo der
Leser anderweitig im Stich gelassen wird, am breitesten in den
Kapiteln iiber Nichteuklidische Geometrie. Zudem ist das Buch, ob-
wohl an Vorkenntnissen nur die einfachsten Sidtze iiber Determi-
nanten gefordert werden, nicht fiir Primaner bestimmt, sondern fiir
solche Leser, die bereits eine einfithrende Vorlesung iiber analytische
Geometrie geh6rt haben. Die Fragen, die in den Mittelpunkt ge-
stellt sind, gehen vor allen Dingen den kiinftigen Lehrer an.

Erst dann, wenn er das Stoffliche beherrscht, wird der Leser mit
Erfolg an die Axiomatik herangehen, deren geringer Bewertung durch
Study?) wir nicht beipflichten. Erst dann wird er auch zu erkennén

1) Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Raum. Braunechweig
1914. Kapitel X.
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in der Lage sein, was die Axiomatik nicht leisten kann. Auch die
Geschichte der Nichteuklidischen Geometrie und die Frage des Ver-
héltnisses der Geometrie zum Erfahrungsraum hebe man sich auf,
bis man iiber die nétigen Kenntnisse verfiigt. Es will uns so scheinen,
als ob man meist die umgekehrte Reihenfolge einschligt. —

Der analytische Apparat ist auf die einfachste heute erreich-
bare Gestalt gebracht, indem, sobald es anging, durchweg invariante
Bezeichnung durchgefiihrt wurde. Die Aronholdsche Symbolik zu-
grunde zu legen, hat sich der Verfasser jedoch nicht entschlieBen
konnen. In den einfachsten Fallen arbeitet sie komplizierter als die
von uns befolgte. Um jedoch dem Leser eine Vorstellung von ihrem
Wesen zu geben, sind gelegentliche Hinweise in die Zusétze zerstreut,
wo auch auf die Spezialliteratur verwiesen wird,

Diese durch kleinen Druck kenntlichen Zusitze sollen Absichten
verschiedener Art dienen. Zunichst enthalten sie Ubungsmaterial.
Sodann auch Dinge, die es geboten schien, nicht in den eigentlichen
Text aufzunehmen, um den Gedankengang klarer hervortreten zu
lassen. Aus Gkonomischen Riicksichten tritt dabei zuweilen ein und
derselbe Gegenstand an verschiedenen Stellen in den Zusitzen auf;
durch die Benutzung des besonders ausfiihrlich gehaltenen Sach-
registers wird der Leser in die Lage versetzt, sich schnell zurecht
zu finden. SchlieBlich die en manche Zusitze vorbereitenden Zwecken;
Vorarbeiten fiir kiinftige Entwicklungen werden vorweg genommen,
um spéter stérende Nebenbetrachtungen vermeiden zu konnen.

Literaturnachweisungen sind gegeben, soweit das moéglich war;
die Ausbeute ist nicht sehr gro8.

Das, was man analytische Geometrie nennt, und was algebraische
Geometrie heilen sollte, hat im Laufe der Zeit einen ganz bestimm-
ten Sinn bekommen. Keine dieser Uberschriften durfte gewihlt
werden, sollte unser abweichender Standpunkt im Titel des Buches
zum Ausdruck kommen. Der Unterschied in der Methode wurde
schon erwihnt; aber auch eine stoffliche Verschicbung ist fest-
zustellen. Nicht alle frither als gleichberechtigt angesehenen Partien
haben sich als von gleicher Wichtigkeit erwiesen; manche sind zu
sekundérer Bedeutung herabgesunken, andere in den Vordergrund
des Interesses geriickt. Wohlmeinende Freunde haben geraten, auf
Punkte dieser Art, die also neu gegen die vorhandenen Lehrbiicher
sind, den Leser hier besonders hinzuweisen. Als solche seien daher
noch erwihnt die Lehre von den Umlegungen, den Ahnlichkeits-
transformationen und den automorphen XKollineationen eines be-
liebigen irreduziblen Kegelschnitts, die Darstellungen dieser und
anderer Transformationen durch unabhingige Parameter sowie ibre
Zusammenhénge mit gewissen Systemen hoéherer komplexer Zahlen
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in vier Einheiten, den von uns so genannten konischen Quaternionen.
Ferner die Ausdehnung des Koordinatenbegriffs auf andere Raum-
elemente, insbesondere auf die Speere, die unerlifliche Vorbedingung
zur Erméglichung korrekter Vorzeichenbestimmungen. Insbesondere seien
hier die pseudohomogenen Koordinaten genannt, die bei den Ab-
schnitten iiber die Forschung der letzten Jahre auftreten.

Weiterhin ist mit der Gepflogenheit gebrochen, immer nur den
pallgemeinen“ Fall zu betrachten. Sonderfille sind vielfach inter-
essanter, dann aber zumeist schwieriger zu behandeln. Bei der Ge-
legenheit ist hiufig von einem wenig bekannten Verfahren Gebrauch
gemacht, der Einfiihrung willkiirlich bleibender Hilfselemente in die
Rechnung. Allgemein brauchbare Formeln lagsen sich zuweilen auf
keine andere Weise erzielen.

Neu sind ferner die Ausfiilhrungen liber den Ursprung mancher
Begriffe der Elementargeometrie, iiber uneigentliche Elemente und
orientierte Gebilde, z. B. orientierte Punkte, neu die Erweiterung
der Nichteuklidischen Geometrie, die wie so manches andere in ihrer
vollen Bedeutung erst im zweiten Bande erkannt werden wird, der
den dreidimensionalen und die wichtigsten hoheren Réume behan-
deln goll. Und noch so manches andere wird der Leser finden,
genug, um die Neuerung im Titel begreiflich zu finden.

Alle Rechnungen sind vom Verfasser mehrfach durchgepriift.
Wenngleich nicht gehofft werden kann, daB das Buch vollig fehler-
frei.ausgefallen ist, so wird doch ein Fortschritt.in der Richtung
festzustellen sein. Von unschitzbarem Werte ist dem Verfasser dabei
die Hilfe von Herrn Dr. L. Berwald in Prag gewesen, der sich
in aufopfernder Weise der miihevollen Arbeit unterzogen hat, die
Fahnenkorrektur typographisch und sachlich sorgfiltig nachzupriifen.
Wirmsten Dank ihm, sowie einigen andern Freunden, die gelegent-
lichen Rat gespendet haben, und nicht zum wenigsten der Verlags-
buchhandlung, die allen Wiinschen des Verfassers trotz der schwierigen
Zeitumstinde in vornehmer Weise entgegenzukominen gewuflt hat!

Bonn, im August 1919.
H. Beck.
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Erstes Kapitel.

1. Der Punkt. Bei der iiblichen Begriindung der analytischen
Geometrie der Ebene legt man durch einen Punkt (,Nullpunkt“)
zwei zueinander senkrechte gerade Linien (,Achsen®) und zieht durch
¢inen beliebigen Punkt P der Ebene zu jeder von ihnen die Senk-
rechte. Nach Festsetzung einer Lingeneinheit mift man dann auf
beiden Loten die Strecken von P bis zu den Achsen und gewinnt
so zwei Zahlen, die ,Koordinaten* des Punktes P. Durch Einfithrung
des Vorzeichens wird diese Zuordnung von Paaren geordneter Zahlen
zu Punkten der Ebene auch umkehrbar eindeutig.

Von nun ab setzt die Rechnung ein, und in der Folge werden
die geometrischen Erscheinungen ihres anschaulichen Charakters ent-
kleidet, die Geometrie wird ,arithmetisiert. Ja man setzt sich
sehr bald vdllig iiber die Anschauung hinweg, wenn man beim
Problem, eine Gerade und einen Kreis zum Schnitt zu bringen,
imagindre Punkte einfithrt; diese kénnen nicht mehr angeschaut
werden und haben iberhaupt keine andere Ewistenz, als daB sie eben
Paare geordneter Zahlen sind, die nicht beide gleichzeitig reell sind.

Die geschilderte Art, in die analytische Geometrie einzufiihren,
hat ihre guten padagogischen Griinde. Trotzdem geht schon aus
dem bisher Gesagten hervor, daB das auf diesem Wege gewonnene
Lehrgebdude auf schwankem Grunde errichtet ist, benutzt es doch
auBer gesicherten Sitzen der Algebra solche ganz anderen Charakters
der Elementargeometrie. Deutlich tritt das zutage, wenn man
Sitze etwa iiber Senkrechtstehen von geraden Linien rechnerisch zu
beweisen unternehmen wollte, wo eben diese Sitze bereits der Ko-
ordinatenmethode zugrunde liegen; man wiirde sich in einem cir-
culus vitiosus bewegen. Ein wissenschaftlicher Aufbau der analytischen
Geometrie muBl daher in anderer Weise vorgenommen werden. Das
niichstliegende wire, das Fundament in Ordnung zu bringen, auf
dem die Rechnung einsetzen soll. Man hitte dann genau zu unter-
scheiden zwischen einem analytischen Teil und einem voraufgehenden
nicht analytischen Teil der Geometrie. So versucht es die Schule

der Axiomatiker.
Beck, Koordinatengeometrie der Ebene. 1



2 Erstes Kapitel. 1. 2.

Sie braucht fiir den folgerichtigen Aufbau des letztgenannten
Teiles ,nur wenige und einfache Grundsitze. Diese Grundsitze heiflen
Axiome.“ (Hilbert). ,Alles, was zur Begriindung der Lehrsiitze ge-
hort, muB sich ohne Ausnahme in den Grundsitzen niedergelegt
finden.“ (Pasch). Diese bestehen ,in nichts anderem als in der
Aufzihlung derjenigen geometrischen Eigenschaften der Objekte geo-
metrischer Forschung, welche wir ohne Beweis annehmen und zum
Ausgang aller weiteren Beweise machen“. (F.Schur).

Aber die Widerspruchslosigkeit und Unabhéngigkeit der ein-
zelnen Axiome ist bisher erwiesen nur durch Vermittlung der Rech-
nung, so daB demnach auch der oben genannte nicht analytische
Teil der Geometrie eines analytischen Fundamentes nicht entraten
kann. Hieraus entnebmen wir die Berechtigung, den Schritt, der
spiter doch getan werden muB, von vornherein zu tun. Wir werden
uns lediglich auf die Algebra stiitzen. Spiter, in 18 werden wir auf
diese grundsitzlichen Dinge eingehend zuriickkommen.

Erklirung 1. Ein Punki der Ebene ist ein System zweier geordneter
(reeller oder imagindrer) Zahlen. Sie heilen die Koordinaten des Punktes.

Der Punkt mit den Koordinaten z und y wird kurz als (z, y)
bezeichnet und ist vom Punkte (y, ) zu unterscheiden. Man schreibt
auch wohl (x/y) oder (x; y), oder auch wohl, wenn der Punkt schon
eine Bezeichnung fiihrte, P(x,y). Die Bezeichnungen Abszisse und
Ordinate fiir die erste und zweite Koordinate scheinen allméhlich zu
verschwinden.

Erklérung 2. Zwei Punkte heifen identisch oder zusammenfallend,
wenn ihre gleichnamigen Koordinaten ibereinstimmen. Zwei wicht iden-
tische Punkte heifen getrennt. i

Die Punkte (a,, b,) und (a,, b,) sind also dann und nur dann
identisch, wenn a, = a, und b, = b, ist.

Da ein Punkt der Ebene durch zwei Zahlen bestimmt ist, von
denen jede unzihlig viele Werte annehmen kann, so sagt man, es
gibt in der Ebene co? (lies: unendlich hoch zwei) Punkte, oder
zweifach unendlich viele Punkte. Dieselbe Tatsache ist gemeint,
wenn man die Ebené als zweidimensional oder als eine zweifach aus-
gedehnte Punktmannigfaltigkeit bezeichnet.

Erklirung 3. Der Punkt (0/0) heiBt Nullpunkt oder Koordinaten-
anfangspunki.

Erkldrung 4. Zwei Punkte heiBen konjugiert komplex, wenn die
Koordinaten des einen konjugiert komplex sind 2u den gleichnamigen
Koordinaten des andern.

Bedeuten a, a, b, 8 reelle Zahlen, so sind die Punkte (a - ia,
b+4ip) und (a —ie, b —ip) zueinander konjugiert komplex. Zu
jedem Punkte gibt es nur einen konjugiert komplexen Punkt.
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Erklérung 5. Ein Punkt heibt reell, wenn er mit dem konjugiert
komplexen Punkt susammenfdllt. Punkte, die wicht reell sind, heifen
imagindr.

Satz. FEin Punkt ist dann und nur dann reell, wenn seine Koordinaten
einzeln reell sind.

Reell ist der Punkt (2/9), imaginir sind die Punkte (2i/5),
(814, —41), (348i/2—1), (0/31); alle fiinf Punkte sind komplex.

Komplex heilt reell oder imagindr; imagindr heiBt nicht reell. — Die
Schreibweise (x/y) oder (x; y) statt (x, y) ist notwendig werin Dezimalkommata
in Frage kommen. — Die Zahl 8{ heiBt rein imaginir., Den Ubergang zur
konjugiert komplexen Zahl bezeichnet man durch einen Querstrich: % (lies:
»% quer”) ist konjugiert komplex zu x. Der zu (=, y) kobjugiert komplexe
Punkt heift dann (&, y). Der Punkt (x, y) ist reell, wenn F=x, §=y ist. —
Damit zwei Zahlen zueinander konjugiert komplex sind, ist es notwendig, daB
ihre- Summe und ihr Produkt reell sind. Sind diese Bedingungen bereits aus-
reichend? —

Erklirung 6. Ein Punki in einem Raume R, von n Dimensionen ist
ein System von n geordneten Zahlen (x,, o3, x;, .. ., Ty)

Wann sind zwei solche Punkte identisch zu nennen? Wieviel Punkte gibt
es im R,? Wie sind konjugiert komplexe Punkte, wie reelle Punkte zu er-
kliren? Wie der Koordinatenanfangspunkt? Im R, schreibt man «, =z,
To=Y, Tg=2.

2. Die Gerade. In der analytischen Geometrie des reellen Ge-
bietes setzt man den Begriff der geraden Linie als bekannt -voraus
und beweist dann mit Hilfe von ahnlichen Dreiecken, daB die Ko-
ordinaten aller Punkte der Geraden einer linearen Gleichung geniigen.

Davon behalten wir nur die Terminologie bei und gehen im
iibrigen wieder umgekehrt vor.

Erklirung 1. Die Gesamiheit aller Punkte (x,y), deren Koordi-
naten einer linearen Gleichung

ax +by-+e=0

geniigen, deren Koeffizienten a und b nicht gleichzeitiq verschwinden, heibt
eine gerade Linie oder eine Gerade.

Die Koeffizienten a, b, ¢ diirfen imaginir sein; die Gleichung
ax -+ by + ¢ =0 heilt die Gleichung der Geraden. Von den Punkten,
die ihr geniigen, sagt man, sie liegen auf der Geraden, oder die
Gerade geht durch sie hindurch, oder die Gerade lduft durch sie hin-
durch, oder die Punkte gehdren der Geraden an, oder sie sind Punkte
der Geraden, oder sié liegen mit der Geraden vereinigt. Es erscheint
bei dieser Ausdrucksweise die Gerade nicht mehr als ein aus Punkten
aufgebautes Gebilde, sondern als selbstindiger Begriff, durch das
Zshlentripel (a, b, ¢) gegeben. Soll man eine Gerade angehen, die

durch einen vorgeschriebenen Punkt liuft, so sagt man auch wohl,
1>
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man zieh! oder legt die Gerade hindurch; soll eine Gerade ange-
geben werden, die durch zwei vorgeschriebene Punkte lduft, so
sagt man, man verbinde die. Punkte durch eine Gerade. Soll ein
Punkt angegeben werden, der gleichzeitig zwei geraden Linien an-
gehort, so sagt man, die geraden Linien werden zum Schnitt gebracht.
Ein Punkt auferhalb einer Geraden wird jeder solche Punkt genannt,
der nicht auf der Geraden liegt, man sagt auch, er ist der Geraden
fremd usw.l),

Identisch oder zusammenfallend wird man zwei gerade Linien
dann nennen, wenn sie beide die gleiche Punktmannigfaltigkeit dar-
stellen. Demnach sind die Geraden

a, x4 by+c¢, =0, a, x4+ by +¢, =0
nicht nur dann identisch, wehn
Gy = 0y, by =b,, Cp == Cyy
sondern auch, wenn die linken Seiten ihrer Gleichungen sich ledig-
lich durch einen konstantern nichi verschwindenden Faktor unterscheiden,
wenn also die Koeffizienten in beiden Gleichungen zueinander pro-
portional sind. So sind die Geraden identisch

ax+by+c=0 wund gax+ gby+o0c=0, (0=+0).
Der Proportionalititsfaktor ¢ ist von Null verschieden anzunehmen.
(Diese Festsetzung gilt fur das ganze Buch.)

Somit hat eine gerade Linie nicht eine einzige Gleichung,
sondern deren co!. Trotzdem spricht man von der Gleichung der
Geraden, indem man alle diese Gleichungen als &#quivalent ansieht.

Durch geeignete Wahl des Proportionalitatsfaktors liB8t sich
die Gleichung einer Geraden immer (wenigstens) auf eine der beiden
Gestalten bringen

z+py+r=0, ax+y+38=0,
d.i. von den drei Koeffizienten der Geraden sind nur zwei ,wesent-
lich“, Somit gibt es nicht co® gerade Linien, sondern nur co®.

Gerade Linien, die nicht identisch sind, werden wieder getrennt
genannt.

Satz. Die 2u den Punkien ciner geraden Linie konjugiert kom-
plexen Punkte erfiillen wieder eine gerade Linie, und die Beziehung beider
Geraden ist gegenseitig.

Gehort némlich der Punkt (£, ) der Geraden ax -+ by-+c¢=0
an, 80 ist af 4 by -+ ¢ = 0, mithin aZ + 7+ =0, d.1i. der Punkt

) Wir beabsichtigen nicht, bei anderen Gelegenheiten ebenso ausfiihrlich
vorzugehen, sondern setzen, wo Unklarheiten nicht zu befiirchten sind, die
Terminologie der iiblichen Geometrie als bekannt voraus.
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(¢ £ 1) liegt auf der Geraden ax + by 4+ ¢ =0. Weiter folgt aus
a§+bn+c—-0 die Gleichung a§+b7]+c-—

Erklirung 2. Zwei gerade Linien, von denm jede die Punkte
enthdlt, die zu denen der andern konjugiert komplex sind, heiBen zuein-
ander konjugiert komplex.

Erklarung 3. Eine gerade Linie, die mit der zu thr konjugiert
komplexen zusammenfallt, heiBt reell. Bine nicht reelle Gerade heifit
imagindr.

Somit kann eine Gerade reell sein, ohne daB ihre Gleichung
reelle Koeffizienten hat, z. B. iz + 5i =10

Eine reelle Gerade enthélt reelle und imaginére Punkte. Eine
imaginire Gerade kann auBer ihren imaginiren Punkten auch noch
einen reellen Punkt besitzen; so liegt auf der imagindren Geraden
tx+5y+ 2i=0 der reelle Punkt (— 2/0). Auf der imaginiren
Geraden 3x — 4y -} 2i =0 liegen nur imaginire Punkte. (Grund!)

Erklarung 4. Die beiden Geraden y=0 und x=0 heifen
X-Achse und Y-Achse. Beide werden Koordinalenachsen genannt.

1. Sind die Koordinatenachsen komplex zu nennen? — Liegt (44-4/8 —1)
auf der Geraden x+y—1=0? — Liegt (3/¢) auf x —y—4=0? — Was liit
sich von der Geraden aussagen

(2+8)x~6+99)y+104+15i=0?
Dieselbe Frage fiir die Geradenpaare
x+(1—i)y+7—2i=0 und iz+@E—1)y—2+7i=0.
Ebenso fiir die Geradenpaare
(—Dx+@B+i)y+2i+1=0 und (G—Dao+2y+1+i=0.
Arbeitet man, nur im Gebiet der reellen Punkte und reellen Geraden, so ist
auch der Proportionalitdtsfaktor o reell zu nehmen. —
2. Die lineare Gleichung
Gt a,x+ar,+...+ax,=0

stellt 00" ! Punkte des R, dar, wenn nicht @, =a,=...a, =0 ist. Es diirfen
n—1 Koordinaten w; willkiirlich gewéhlt werden, dadurch ist die letzte dann
eindeutig gegeben (immer?). Daher stellt die Gleichung einen Raum R,_, von
(n —1) Dimensionen im R, dar, d. i. die Gesamtheit der Punkte eines solchen.
Im R, nennt man die R, Ebenen. Wann sind zwei R,_, des R, identisch zu
nennen? Ein System von % linear unabhingigen linearen Gleichungen (k < n)
in n Verinderlichen x; stellt einen R,_; dar, der im R, verliuft.

Die Ausfithrungen des Textes sind dadurch gekennzeichnet, daB

Ty=x, Xy=y, =0, 2,=0,..., 2,=0.

3. Systeme linearer Gleichungen. In diesem Abschnitt soll kurz
alles das zusammengestellt werden, was der Geometer aus der Lehre
von den linearen Gleichungen immer wieder zu benutzen hat. Wegen
der Beweise sei etwa auf das Buch von M. Bécher, Einfijhrung in
die hohere Algebra!) verwiesen.

) Leipzig bei B. G. Teubner 1909.
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l 1§+ m=0. I
Drei Fille:

@) <4 0. Eine einzige Losung: & = — m:1l.

B) 1=0, m==0. Keine Losung.

y) 1=0, m =0. oo! Losungen; £ kann ganz beliebig gewihlt
werden.

2. Das System homogener Gleichungen

IL,E4+m n=0,
L&+ myn=0.

1. Die Gleichung

Drei Fille:

a) I, my — l,m, 4= 0. Ein einziges Losungsystem: £ =0, 9y = 0.

B) I, my — 1, m, =0, ohne daB die vier Koeffizienten gleichzeitig
verschwinden.

Dann laBt sich das Verhdlinis der Unbekannten eindeutig an-
geben:

Eig=—m:l, = —m,:l,.

Einer der beiden Ausdriicke kann unbrauchbar (unbestimmt)
werden; dann ist der andere immer noch brauchbar. oo! Losung-
systeme, die man den Formeln entnimmt

f=—mt, n=-+1ULt oder E=—mys, n=+41s.
Dabei kann t.bzw. s ganz heliebig angenommen werden.

‘?) I, =m, =1,==m, = 0. o00? Losungen. £ und # diirfen ganz
beliebig angenommen werden.

3. Das System inhomogener Gleichungen

LE+mn+n =0,
LE+myn4-n,=0.

Fiinf Fille:
@) l,my — l,m = 0. Ein einziges Losungsystem:
4:”7:1=|mln1|: A : I, my .
[mgny | " |mply| | lymy

B).l,my—1lym =0, aber m,ng —myn, und n,ly— nyl ver-
schwinden nicht gleichzeitig.

Die Gleichungen sind unvertriglich. Kein Lésungsystem.

y) Lmg —lm =0, mon, —myn, =0, n,l, —n,l, =0, ohne
daB die vier Koeffizienten 1, m,, l,, m, gleichzeitig verschwinden, Jetzt
ist eine Gleichung iiberfliissig (d. i. mit der andern &quivalent) oder
identisch erfiillt. Bedeutet i einen der beiden Indizes 1, 2, so sei
die it Gleichung diejenige (eine solche), die nicht identisch erfiillt
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ist. Es sind dann also nicht gleichzeitig I, m;, n, Null. Es gibt
co! Losungsysteme. Um diese zu erhalten, nimmt man eine weitere
Gleichung hinzu, die in ziemlichem Umfange beliebig gewihlt werden
darf. Wir wollen hier die allgemeinste Losung nicht durch eine,
sondern durch zwei Formeln vollziehen, die spiter haufig zu ver-
wenden sind.

Im Falle I{ + m; 4 0 nehmen wir als Hilfsgleichung
—mé+ln+T=0,
und erhalten alle Losungen, wenn wir im System
Eipil=—mnl,+mT: ——n,.m,.—lﬂ;:lf-f—mf
der GroBe T alle moglichen Werte beilegen.
Ist aber I -}-m] =0, so darf nach Voraussetzung jetzt weder
l; nech m; verschwinden. Als Hilfsgleichung wihlen wir hier

—LE+mnt+r=0
und erhalten

Erpil=m(r—m): —L(xv+mn): 2m,
-wo man der GroBe r alle moglichen Werte beizulegen hat.
8) l, =m, =1, =my=0, aber nicht alle sechs Koeffizienten ver-
schwinden. Es gibt keine Losung.
¢) Alle Koeffizienten verschwinden gleichzeitig. Dann gibt es
co? Losungen. £ und % diirfen jetzt ganz beliebig gewihlt werden.

4. Das System liomogener Gleichungen

LE+mn+n =0,
LEtmn+n{=0,
IE§+myn+n,=0.

Die Determinante

‘ L m, & I
1, m, Ny |
Iy My ng

heiBt Determinante des Systems.

Erklirung. [Eine Determinante (oder Matrix) heibt vom Range r,
wenn es in thr wenigstens eine einzige r-reihige Determinante gibt, die
von Null verschieden ist, wihrend alle (r + 1)-reihigen (und somit auch
alle umfassenderen) Determinanten verschwinden,

Ein System homogener Gleichungen heiBt vom Range r, senn seine
Determinante (Matriz) den Rang r besitzt.

In unserm Falle, wo drei Gleichungen mit drei Unbekannten
vorliegen, sind vier Fille zu unterscheiden.



8 Erstes Kapitel. 3.

a) r =3, d. i die Determinante des Systems verschwindet nicht.
Ein einziges Losungsystem:
E= o, =0, ( = 0.
B) r=2. oo Losungen. Man hat jetzt etwa
E=a(myny, —myny), n=c(ngly —ngly), {=a(lymy— lymy)
oder
E=p(mgn, —myng), n=7p(mnly —nly), &= p(lymy—1m)
oder
E=y(myny —mym), n=yphl —nl), {=y(lm—1Imn),
wo die «, #, y ganz beliebig gewidhlt werden konnen. Auf jeden
Fall kann man jetzt die Verhalinisse der Unbekannten eindeutig berechnen.
7) r=1. Die unter ) aufgefiihrten Losungsysteme versagen
simtlich. Jetzt ist wenigstens eine der drei Gleichungen nicht
identisch erfiillt. Diese (eine solche) sei
LE+mn+nl=0,
wo ¢ eine der drei Zahlen 1, 2, 3 bedeutet. Man nimmt willkiir-
lich die Gleichung hinzu

Aé+un+4vi=0,
wo die 1, u,» der einzigen Beschrankung unterliegen, daf§ die Matrix
i] Lomom H
12w »|

den Rang zwei besitzt. Jetzt kann man die Verhiltnisse der Un-
bekannten ausrechnen, aber nicht mehr eindeutig, eben wegen der
Willkiir in der Wahl der 4, u, ». Man hat
E=k(myv —np), n=k(nd—1»), C=k({lu—mi),
wo k beliebig gewdhlt werden kann. Es sind dies oo? Losungen,
denn %k kann in eine der drei GréBen A, u, » einbezogen werden.
d) r=0. oo®Losungen. Die drei Unbekannten kénnen ganz
beliebig gewdhlt werden.

1. Der Leser muB mit allem Nachdruck darauf aufmerksam gemacht
werden, daBl die ausfithrliche Behandlungsweise so einfacher Gleichungen wie
18+4+m=0 in keiner Weise iiberfliissig ist. Um die Notwendigkeit, die drei
Fille scharf zu unterscheiden, iiberzeugend einzusehen, rechne der Leser die
folgende Aufgabe durch: Durch einen Punkt P der Seite BC' eines Drei-
ecks ABC sind zu den beiden andern Dreiecksseiten die Parallelen gezogen,
die ACin R und AB in @ schneiden. Der Punkt P soll so bestimmt werden,
dal das Parallelogramm AQPR den vorgeschriebenen Umfang 2% erhilt.
Man rechne einmal mit einer Unbekannten, das andere Mal mit zweien. Durch
das Beispiel wird man zu der Uberzeugung gelangen, daB die einzelnen Fille,
obwohl sie hdufig triviale Bedeutung haben, doch sehr sorgsam beachtet
werden miissen. Wir fordern zur Bildung weiterer solcher Aufgaben, von denen
noch viel zu wenig die Rede ist, hiermit ausdriicklich auf. Vgl. auch 8, Zus. 8.
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2. Lose das Gleichungsystem in (z, y):
3tx—y=0, te—ty+6t2—2=0.
Fiir welche Werte von ¢ gibt es keine Losung? Wann unendlich viele? Welche
Losung kann dann noch als Grenzfall erhalten werden? — Lédse ebenso das
Gleichungsystem in (z, y):
tet+y—¢t=0, te +2y—2t=0.

Geometrische Bedeutung dieses Systems! Durch welche beiden festen Punkte
laufen die dargestellten geraden Linien? Bedeutung der ausgezeichneten Lo-
sung! — Warum gibt es hier stets Lisungen? —

Bilde weitere solche Gleichungsysteme!

3. Bestimme den Rang der folgenden Matrizes

1 4 6 -2 1 0 o
}1_10 6i 9i—3i,‘0 0 —1 ng"“
lo o -2 -3 1 lo =1 o 1 0

Beim System 3 des Textes treten die beiden Matrizes auf
[ b m = M= ,Matrix des Systems¥,
le my
[ B omy oy = M’ =  Erweiterte Matrix“.
[P

Berechne ihre Rangzahlen # und #/ in den Fillen 3« bis 3.

4. Die Ausfiithrungen des Textes ergiinze der Leser durch Behandlung
des Falles dreier inhomogener Gleichungen in drei Unbekannten.

5. Das System homogener Gleichungen

a;1§1+am§z+---+a1n§n=oy
aﬂl£1+“n§g+---+a2n5u=0:

...............

au151+an2§g+‘ . -+ann§n=0-

Ist der Rang dieses Systems r, so gibt es 00"~ " Losungsysteme. Diese
lassen sich aus % — ¢ einzelnen Ldsungsystemen

1 1 1
s, g, g
2 2] 2]
¥, ‘wé,...,w”
[m—r] [r—r] n—7]
x; z" ", x)

linear aufbauen. Das heiBt, jede Losung kann in der Form erhalten werden
I P R
N

En=1, :cil] + A, z,le +oe A, 2T,

wenn man den 4, 4,, ..., s~ alle méglichen Werte beilegt. Dabei ist aber
vorausgesetzt, dal die genannten n —r Einzellosungen linear unabhdngig sind,
d.i., daB jedes System von Zahlen ¢, ¢,, ..., ¢,_,, welches die Gleichungen
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[ 2 [n—-r] _
GZ Gz 4. te, 7 0,

1 2] n—r] _
0z, +6z" +...+c,_,.2, =0,

el te,z® 4. te, ,2"=0
gleichzeitig erfiillt, nur aus Nullen besteht

Die Verhiltnisse & :&,:...:&, der Unbekannten sind dann auf oo ™!
Arten bestimmt.
Ist r=mn, so gibt es nur das Losungsystem & =& =...=£,=0.

Fiir r=n—1 ist jedes Losungsystem proportional zu dem System der
(n —1)-reihigen Determinanten, die man erhilt, wenn man aus der Matrix der
Koeffizienten eine geeignete Zeile fortlaBt, sodann die erste, darauf die
zweite usw. Kolonne ausstreicht, wobei man aber diese Determinanten ab-
wechselnd mit dem Pluszeichen und dem Minuszeichen zu versehen hat.

Vgl hierzu und zur Liosung inhomogener linearer Gleichungen 27, Zuss.

Bemerkt werden soll noch, da8 manche Autoren im Falle r =0 nicht
mehr von von einem System homogener linearer Gleichungen, und im Falle
r =n nicht mehr von einem Losungsystem reden.

4. Punkte und gerade Linien. 1. Sollen die drei Punkte (z,, y,),
(%4, ¥5)s (%, ;) auf einer geraden Linie az - by 4 ¢ = O liegen, so
miissen drei Gleichungen bestehen
z,a+y,b+¢=0
Zoa+y,b+e=0
Zaa -4y +c=0,
in denen g, b, ¢ als Unbekannte zu gelten haben.
a) Ist der Rang r der Determinante

lz, 9, 1
z, Ya 1
Z, Ys 1

gleich drei, so ist (3,4a) a="b=1¢=0, wodurch keine Gerade
geliefert wird (2).

b) Fir =2 gibt es eine einzige solche Gerade; es ist etwa

1 1 a’1|:l‘*’1 ¥ |
¥ 1 1oz, | |2 gl

Damit die drei GroBen rechts nicht simtlich verschwinden —
in diesem Falle wire nach 3,4 8 eins der beiden anderen Systeme
zweireihiger Determinanten zu verwenden — ist notwendig und
hinreichend, daB die beiden Punkte (z,,y,) und (,,y,) getrennt
sind, und eben diese Bedingung ergibt sich bereits aus der Forderung,
daB @ und b nicht gleichzeitig verschwinden sollen. Dann liefert
das System also die Koeffizienten einer geraden Linie, die sicher
durch die beiden Punkte (z,,y,) und (z,, y,) lduft.

a:b:e=
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Erklirung 1.- BEine gerade Linie, die durch -zwei Punkie liuft,
heibt eine Verbindungsgerade (Verbindungslinie) dieser Punkte.

Da die co! Losungen a, b, ¢ hier alle zueinander proportional
sind, folgt der Satz

Satz 1. Zwei getrennte Punkte haben stets eine und nur eine Ver-
bindungsgerade.

Die Verbindungsgerade der beiden getrennten Punkte (z,,y,)
und (z,, y,) heiBt also

(1) (4, —va) T+ (2, — 2,)y + 2,9, — 2,9, = 0. |

c¢) Fiir r =1 fallen die drei Punkte zusammen. Dann fragen
wir nach allen Geraden durch den Punkt (x,,y,). Als willkiirliche
Hilfsgleichung (3, 4 ) wollen wir hinzunehmen
(@, —pa+(y, —9)b+c=0,
die von x, a4y, b+ ¢ =0 verschieden ist, solange nicht p =g =0
ist. Ausrechnung von a, b, ¢ ergibt jetzt die Gerade
9z —py +y,p — 2,4 =0

oder
(2) g(x — ) —py —y,)=0.

Wihlt man hierin » und ¢ verdnderlich, so erhdlt man alle
Geraden durch (z,,y,). Es sind das aber nicht co® gerade Linien,
sondern nur oo?, weil es nur auf das Verhiltnis p:q ankommt.

Erklarung 2. Die Qesamtheit aller geraden Linien durch einen
Punkt heiBt Geradenbiischel; der Pumkt wird Scheitel des Geraden-
Viischels genannt.

d) Der Fall » =0 kann nicht eintreten.

Wir beschiftigen uns noch kurz mit (2). Jede Gerade (2) geht
durch (x,,y,), denn ¢(x, —z,) — p(y, —y,) =0, unabhingig von
» und g. Soll umgekehrt ax -+ by ¢=0 durch (xz,,y,) laufen,
so muB sein x,a+y,b+c=0, woraus sich immer ¢ ermitteln
KBt: ¢ = —x,a — y,b. Es wird dann alsoa(z—z,)+b(y —y,) =0.
Setzt man jetzt a =g, b= —p, so ist noch einmal gezeigt, daB
durch (2) jede Gerade erhalten werden kann, die durch den Punkt
(%4, 9,). lauft. Wir haben das hier noch einmal eingehend dargetan,
um bei kiinftigen Gelegenheiten entsprechende Beweise dem Leser
zu iiberlassen.

2. Sollen die drei geraden Linien G,, G,, G; mit den Gleichungen

e x+by+e =0, axt+by+c=0, aze-+tby+c=0
einen Punkt (£, #) gemeinsam haben, so muB dieser den drei Forde-
rungen geniigen a,é+by+te=0

a, &+ by +c, =0
agé + by 4¢3 =0.
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Hier liegt ein System dreier inhomogener Gleichungen in zwei
Unbekannten vor (Gegensatz zu 4,1). Wir konnen es aber als ein
solches dreier homogener Gleichungen in den drei Unbekainten &,
7, { ansehen; freilich sind dann nur die Losungen { = 1 brauchbar.

a) Fir r=3 gibt es nur die aus lauter Nullen bestehende
Losung, die hier { =0 gibt, also keinen Punkt liefert.

b) Im Falle » =2 kann man, falls @, und G, getrennt sind,
setzen

— l bl cl

E_klb ol =k|cl,a1| é':klal
2 ?

e 4y ) | 2y
wo die rechten Seiten nicht gleichzeitig verschwinden. (Wie hat
man vorzugehen, wenn @, und @, zusammenfallen?) Jetzt kann
man k aus der letzten Relation fiir { ==1 berechnen, solange

a,b,—agb, 4= 0. (3,1a). Dann schreibt man zweckmiBig (3,3 a)

b, c1t.
b, 6|

151 a1|.
¢ Gy

a, b

(3) Eipgil= o b,

Dieser Punkt liegt sowohl auf G, als auf G,.

Erkldrung 3. REin Punkt, der 2wei geraden Linien angehirt,
heift ein Schuittpunkt der beiden Geraden.

Satz 2. Zwei getrennte gerade Linien haben hichstens einen Schniti-
punkt,

Die geraden Linien @, und G, besitzen hier den durch (3) ge-
lieferten Schnittpunkt, und durch ihn lduft auch die Gerade Gy.

Ist aber a,b, — ab, =0 (3, 18), so liBt sich % nicht er-
mitteln. Die beiden getrennten Geraden @, und G, haben jetzt
keinen Schnittpunkt.

Erkliarung 4. Zwei gerade Linien, die keinen Punkt gemeinsam
haben, heifen zueinander parallel. Nichiparallele Geraden nennt man sich
schneidend.

c) Ist der Rang r =1, so fallen die drei geraden Linien G,
@,, G, zusammen. Man kann dann aber die Aufgabe stellen, alle
Punkte (&, n) der Geraden G, anzugeben. Nach (3, 3 ») erhalten wir sofort

a) a? + b2 = 0. Die Gerade G, heilt dann Euklidisch oder
anisotrop:

|(9) Eig:l=—ca-+bT: —cb—al:a®+ b2 |

p) a? 4+ b2 =0. Die Gerade G, heiit dann isotrop:
‘(5) E:m:1=0b(r—c): —a(r+c): 2ab. ]
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Dabei haben wir in (4)und () rechts die Indizes fortgelassen. Der
Leser zeige, daB alle Punkte der Geraden durch (4) oder (5) er-
halten werden kénnen, wenn man T (z) verdnderlich wihit. Somit
folgt: Jede Gerade besitzt co! Punkte.

Erklirung 5. Die Gesamtheit aller Punkte einer geraden Linie
heiBt das Punktbiischel oder die Punktreihe auf der Geraden; die Gerade
heiBt Triger der Punktreihe.

Die Formeln (4) und (5) ergeben die Darstellung der Punkt-
reihen auf einer anisotropen (isotropen) Geraden.

d) Fall, wo r = 0?

1. Die Gleichungsform (1) fiir die Verbindungsgerade der beiden Punkte
(%, , y,) und (%,, y,) hat vor der sonst viel benutzten y~y, : x — 2, =4, — Y : T, — %,
den Vorzug, daB sie alle Fille umspannt, wo die Gerade eindeutig bestimmb ist;
ferner ist sie bereits von Nennern frei und geordnet. Man prigt sie sich leicht
ein, wenn man beachtet, daB die Indizes in der Reihenfolge 1221, 1221
auftreten. — Wie heiBt die Verbindungsgerade von (/0) und (0/b)? Welche

geraden Linien sind nicht durch §+%-l =0 darstellbar? Welche lassen

sich durch einen Grenziibergang daraus gewinnen? — Zusammenfallende Gerade
sollen nicht als parallel bezeichnet werden, obwohl das zuweilen von Nutzen wire.

2. Die Formeln (4) und (5) lassen sich in eine einzige zussmmenziehen.
Es sollen alle Punkte der Geraden ax+by-+c=0 angegeben werden. Wir
wihlen einen Punkt (x,, y,) beliebig, aber so, daB er nicht auf der Geraden
liegt (axy-+by,+c==0). Durch ihn legen wir alle geraden Linien: r (x— )
+ 8@y —y,) =0, wo r und s verinderlich genommen werden sollen, aber nicht
gleichzeitig verschwinden diirfen. Die beiden Gleichungen liefern fiir die
Schnittpunkte (&, ) der beiden Geraden
(48) E:97:1=(rb—38a) %, + (a %+ by,+¢) 8 :(rb—ag)yo— (@ zy+ by, +¢) r:rb—sa.

Hierin hat man das Verhdlinis r:s veranderlich zu nehmen. Man darf
aber nicht etwa r:s=t setzen, weil sich dann der Punkt z:y:1=10%,:
—(azg+c):b der Darstellung entziehen wiirde. Ebenso diirfte man nicht
etwa fiir 8:r eine neue GroBe einfiihren. Zu bemerken ist ferner, daB8 r:s
den Wert a: b nicht annehmen darf. (Grund!) SchlieBlich kénnte man AnstoB
daran nehmen, daB der der Aufgabe fremde willkiirliche Punkt (%, ¥,) auf-
tritt. Die Formeln (4 o) lassen sich aber nicht vereinfachen, ohne daf die All-
gemeinheit darunter leidet. Deshalb behalten wir die Formeln (4) und (5) bei,
zumal sie, wie wir sehen werden, einem wichtigen Wesensunterschied zwischen
geraden Linien Rechnung tragen. Im iibrigen erinnern wir daran, daB unseres
Wissens noch niemand es bemingelt hat, wenn bei Konstruktionsaufgaben
(z. B. der Teilung einer Strecke) willkiirliche Elemente benutzt werden.

3. Man sagt: die Gerade von (mit) der Qleichung ax + by + ¢ =0, aber auch
die Gerade ax+by-+c=0. Die erste Ausdrucksweise ist die historisch
friihere; sie setzt den geometrischen Begriff der geraden Linie voraus, dem
sie die Gleichung zuordnet (vgl. die Bemerkungen am Anfang von 1 und 2).
Von unserm Standpunkt ist es korrekt, die zweite Ausdrucksweise zu be-
nutzen; sind doch imaginiire Gerade lediglich durch die Gleichung und (vor-
laufig wenigstens) durch keine geometrische Vorstellung definiert. Wir werden
aber beide Auddrucksweisen nebeneinander benutzen, da sich Fille einstellen
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kénnen, wo die dltere Ausdrucksweise prignanter ist. Analoge Bemerkungen
gelten fiir: ,Der Punkt (x, y)* und ,der Punkt mit den Koordinaten ¢ und y*.

4. Betrachtet man mehrere Punkte, gerade Linien und sonstige noch
weiterhin zu erklirende Punktmannigfaltigkeiten gleichzeitig, so redet man
wohl von einer Figur. Auch einzelne Punkte (Geraden) nennt man bereits
Figuren.

5. Parallele Gerade. Zwei getrennte gerade Linien @, und G,
von den Gleichungen a,x + b,y + ¢, =0 und a, -+ b,y + ¢, = 0,
die keinen Schnittpunkt besitzen, hatten wir in 4 als parallel be-
zeichnet. Wir betrachten jetzt noch eine weitere Gerade

agx + by 4-¢;, =0
und nennen sie G;. Auf die Figur dreier Geraden, auch wenn sie
nicht parallel sind, wenden wir den folgenden Begriff an:

Erklarung 1. Drei Gerade haben den Rang r, wenn die drei-
reihige Determinante ihrer Koeffizienten den Rang r hat.

Satz 1. Sind zwet getrennte Gerade gleichzeitig zu einer dritten Ge-
raden parallel, so sind auch die beiden ersten zueinander parallel.

Es sei G, parallel @, und G, parallel @,; dann,K wird das Sy-
stem b a, — a,b; = 0, bya; — a,b; =0, da a; = b; = 0 nicht ein-
treten kann, nach 3, 2 nur noch durch a b, — a,b, =0 erfiillt,
d.i. @, ist parallel G,.

Satz 2. Drei gerade Linien vom Range drei komnen micht siimtlich
zueinander parallel sein.

Denn aus a,b; — a;b, =0, a;b, —a, b, =0, a,b, —ab, =0
wiirde das Verschwinden der dreireihigen Determmante folgen.
Hieraus folgt sogleich

Satz 3. Die Figur gireier Geraden, die paarweise zueinander
parallel sind, hat den Rang zwei.

Dieser Satz 1d8t sich teilweise umkehren:

Satz 4. Sind von drei getrennten Geraden vom Range 2wei irgend
zwei zueinander parallel, so sind sie alle paarweise parallel.

Es sei G, parallel G,; aus a,b, — a,b, =0 folgt, da weder
a,, b, noch a,, b, beide verschwmden konnen, a, =ka,, by = kbl,
wo k von Null versclneden ist,

Die nach Voraussetzung verschwindende dreireihige Determi-
nante wird jetzt

(¢a — key) (aghy, — a,bg) = 0.
Der erste Faktor darf nicht verschwinden, da G, und G, getrennt
sind; also folgt azb, — a,b, = 0, und daraus auch azb, — a,b; = 0.

Wir wollen jetzt "alle Parallelen zur Geraden ax + by -+ c=0
angeben. Dazu haben wir nur in der Gleichung
(6) ax+by4+c—t=0
der GroBe t alle moglichen Werte beizulegen. (Eine Ausnahme!)
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Satz 5. Zu einer geraden Linie gibt es oo Parallele.

Erklirung 3. Die Figur aller zu einer Geraden G parallelen
Geraden heiBt ein Parallelenbiischel, wnd die Gerade G wird selbst mit
zum Biischel gerechnet. 7

Soll die Gerade (6) durch einen vorgeschriebenen Punkt (z, y,)
auBerhalb G laufen, so ist dadurch ¢ eindeutig bestimmt, und man
erhilt
(63) a(o — @)+ bly — 4) = 0.

Satz 6. Zu einer Geraden gibt es durch einen nicht auf thr liegenden
Punkt eine einzige Parallele.

Wir fassen die Hauptergebnisse von 4 und 5 zusammen:

Satz 7. Drei gerade Linien vom Range drei haben keinen Punkt
gemeinsam. Betrigt der Rang zwei, so laufen sie durch ein und den-
selben Punkt oder sind paarweise parallel oder endlich, zwei Gerade fallen
zusammen (zwei Fille!). Ist der Rang eins, so fallen alle dret Geraden
zZusammen.

Auch die Umkehrungen gelten (bei vorsichtiger Formulierung!)

Erklarung 3. Unter dem Rang dreier Punkie (%, 4,), (%2:4a)
(xcg, y3) versteht man den Ramg der Determinante

Z, ¥y, 1
z, Y 1
] zg yp 1

Satz 8. Drei Punkte vom Range drei kimnen nicht durch eine
Gerade verbunden werden. Ist der Rang zwei, so gibt es stets eine
einzige Verbindungsgerade; dabei kinnen zwei der drei Punkle zusammen-

fallen. Betrdgt der Ramg eins, so fallen die drei Punkte zusammen.
Umkehrungen!

1. Satz 9. Zuwei getrennte, konjugiert komplexe Punkte besilzen eine reclle
Verbindungsgerade.

Somit kann man durch jeden imaginiren Punkt eine einzige reelle Gerade
angeben. Warum nicht zwei oder mehr? Durch den imagindren Punkt (£, )
lauft die reelle Gerade (n—7)x+ (¢ —&y+E7—En=0. Um ihre Gleichung
auch in reeller Gestalt zu erhalten, multiplizieren wir mit $, schreiben also

th—-e+iE—Ey+iEn—§n=0.
Wann wird diese Gerade unbestimmt, d. i. wann stellt die Gleichung keine
Gerade dar? Wann laufen durch einen komplexen Punkt mehrere reelle Gerade?

2. Erklarung 4. Wenn der Ausdruck azz +bz+cZ+d reell ist, hei bt
er ein bindrer Hermitescher Ausdruck in der Veranderlichen z.. Notwendig und
hinreichend dazu ist, da8 & und d reell sind, und & und ¢ konjugiert komplex:
a=a, b=¢, d=d. Die einfachsten biniren Hermiteschen Ausdriicke sind
&Z, z+72, i(z—2). Zusammenhang mit dem Vorhergchenden!

3. Satz 10. Der Schnittpunkt zweier konjugiert komplexen geraden Linien
ist reell. (Gibt es immer nur einen Schnittpunkt?) Aber konjugiert komplexe
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Gerade konnen auch zueinander parallel sein. Dann besitzt keine von ihnen
einen reellen Punkt. Der reelle Punkt der imagindren Geraden ax+by+c=0
ergibt sich aus dem System
Eip:l=i(bc—bc):i(ca—ca): i(ab—ad).

Wann wird dieser Punkt unbestimmt? Wann liefert das System keinen Punkt?
(Genauer Unterschied dieser beiden Fragen!) Wozu sind rechts die Faktoren i
eingefithrt? Was folgt fiir eine imaginire Gerade, fiir die a:b reell ist (,Ima-
ginére Gerade von reeller Richtung®)?

4. Alle Punkte der X-Achse sollen angegeben werden. — Ebenso alle
Punkte der Geraden 3x—iy—5=0. — Ebenso alle Punkte der Geraden
%—1iy —8=0. — Ebenso alle geraden Linien durch ({/5+14). — Ebenso alle
Parallelen zu 2+ 3y—i=0 und zu #—(4+2¢)y+5¢=0. Gibt es darunter
reelle? — Verbindungsgerade von (6/1) und (2+44i/4 —34). — Schnittpunkt
von 2éx+y—4=0 und x—8iy+12¢=0. — Reelle Gerade durch (3/2 + i).
— Reeller Punkt, auf # 4 24y — 4¢ = 0. — Dieselbe Frage fiir ix—8iy—3+7i=0.
— Welche geraden Linien entziehen sich der Darstellungsform y=max+n? —
Es soll eine imaginiire Gerade angegeben werden, auf der kein reeller Punkt
liegt. — Parallele durch (i/d) zu y—4ix—7=0.

5. Im R, sind ein R und ein Ry gegeben (¥ <n, k' <<n). Wann haben
Leide keinen Punkt gemein? Wann haben sie nur einen Punkt gemeinsam?
Fall n=38, k=%k'=1. Im Fall n=4 sollen simtliche Mdoglichkeiten auf-
gozihlt werden.

6. Quadratische Gleichungen. Die Losungen (,, Wurzeln“) einer
quadratischen Gleichung in einer Unbekannten

af? -+ 2bE+c=0

kann man durch eine der beiden Formeln darstellen

g bt Vei—ac e
a ’ T ac

wo der Quadratwurzel beidemal derselbe Wert beizulegen ist. Beide
Formeln ergeben dann dieselbe Wurzel der Gleichung; wahlt man
sodann in beiden Formeln gleichzeitig den andern Wert der Quadrat-
wurzel, so erhdlt man, wenn diese nicht verschwindet, (nicht immer)
eine andere Losung,

Wir diskutieren:

1. b* —ac+4+0, a4 0. Es gibt zwei voneinander verschiedene
(oder, wie man auch hier zu sagen pflegt, getrennte) Lisungen.

2. b> —ac=0, a=0. Hier ist b 4= 0. Deswegen liefert die
iibrig bleibende Gleichung 2b & + ¢ = 0 stets eine Wurzel £ = — ¢:2d
(3, 1p). Sie ergibt sich fiir Vb? = 4 b aus unserer zweiten Formel.
Fiir Vb? = —b versagt die zweite Formel; die erste ist in beiden
Féllen unbrauchbar. Wir haben hier also eine einzige einfach zihlende
Lijsung.

3. b®—dc==0, a+ 0. Hier gibt £= —b:a zwei zusammen-
fallende Lésungen. Fiir ¢ + O kann man auch schreiben &= — ¢:b.
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4, p?—ac=0, a=0, ¢+0. Jetzst ist b=0. Die erste
Formel versagt, die zweite zeigt, daB es keine Losung gibt.

5. a="b=c=0. Hier kann ¢ alle moglichen Werte annehmen,
daher gibt es oo Lisungen.

1. Der Leser, der geneigt sein wird, die Unterscheidung der fiinf Fille
fiir wertlos zu halten — liegt doch nach iiblicher Terminologie in den Fillen
a =0 gar keine quadratische, ja unter Umstiinden gar keine Gleichung vor —,
betrachte die Aufgabe, eine Hyperbel (8, Zus. 1) mit einer Geraden zum Schnitt
2u bringen, d. i. also das System einer linearen Gleichung und einer nichtlinearen,
hier quadratischen Gleichung zu losen. Der Fall 1 zweier getrennter Schnitt-
punkte liegt klar., Im Falle 3 zusammenfallender Schnittpunkte ist die
Gerade Tangente. Fall 2 liegt vor, wenn die Gerade zu einer Asymptote
parallel ist. Fall 4 tritt ein, wenn die Gerade selbst Asymptote ist. Nur
Fall 5§ kann hier niocht erhalten werden. Der Leser rechne das Beispiel sorg-
faltig durch. Sodann erledige er das analoge Problem fiir die Parabel (7, Zus.2). —
Ein Beispiel, bei dem alle fiinf Fille eintreten kénnen, liefert das Problem der
Geometrie des Raumes, eine Gerade mit einem einschaligen Umdrehungs-
hyperboloid zum Schnitt zu bringen. Im Falle 5 liegt dann die Gerade ganz
auf der Fliche, so daB es co! Schnittpunkte gibt. Alle Fille auler 2 treten
auf, wenn mén eine Gerade mit einem Umdrehungszylinder schneidet.

2. Erklirung 1. Die Gesamtheit aller Punkte (x, y), deren Koordinaten
einer algebraischen Gleichung nten Grades f(x, y) =0 geniigen, heibt eine alge-
braische Kurve nter Ordnung.

Eine solche Kurve nter Ordnung hat dann nicht nur eine einzige Gleichung,
sondern unzihlig viele, deren linke Seiten sich durch einen konstanten nicht
verschwindenden Faktor unterscheiden. Trotzdem spricht man von der Glei-
chung der Kurve (vgl. 2).

Erklérung 2. Zwei Kurven zum Schnitt bringen, heibt das System ihrer
beiden Gleichungen losen. Jedes Losungspaar (x, y) bestimmt einen Schnitt-
punkt der beiden Kurven.

Bringe folgende Kurven zum Schnitt:

zy=12 und a=3;
y?—122=0 und y=4;
zy—4=0 und y=0.

Lose die Gleichungsysteme:

2?—x—4y?4+ 14y —12=0, x4-2y=4;
42+ 24— 9y — T2y =144, 2x+4+38y=1;
1622 —9y®—64x+ 54y =161, 4x+3y—17=0;

4224+ y?— 22+ 3y = 34, 20+y—-T=0;
6224 y2442—6y+5=0, rz—y+1=0.

Wie entsprechen diese den fiinf Fillen des Textes?
Welche Geraden schneiden die Kurve %2 = 6 nur einmal (einfach zéhlend)?
— Dieselbe Aufgabe fiir die Kurven 25x%—36y%=1, x®—4xy+4y:—8=0,
#? 4+ 4y?=1. — Untersuche die Schnittfigur der beiden Kurven
2¥'—y?—2x—y=0 und 2®—2zy—3y?+52+5y=0!

3. Die Funktionen cos¢ und sin ¢ lassen sich rational durch tgg aus-
driicken. Wie heiBen die Formeln? Welches Verfahren ergibt sich daraus,

die Gleichung acosz+bsinx 4 ¢=0 zu losen? Beispiele: cosz+sinz+1=0
(zwei Werte, die iibrigen davon mod 2x [vgl. 7, S. 20] verschieden). Ldse die
Beck, Koordinatengeometrie der Ebene. 2
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Gleichung @ cosx -+ bsinx 4 ¢ nach einem andern Verfahren. Dabei kinnen
sich parasitire Losungen einstellen, d.i. Werte, die die urspriingliche Gleichung
nicht befriedigen. Auf parasitire Losungen hin hat man immer zu unter-
suchen, wenn man ,unerlaubte“ Rechnungsarten vorgenommen hat (z. B. Qua-
drieren). Konnen bei der Losung der obigen Gleichung mittels eines ,Hilfs-
winkels“ parasitire Losungen auftreten? TFille ¢c=a, b==0 und c¢=a <+ 0,
b=10! Lose die Gleichungen y # +24+yx—3=y3x+4und Yy +7+y22+7
=y 8z+9. (y bedeutet den positiven Wurzelwert.) Achte auf etwaige para-
sitire Losungen. — Lose die Gleichung 10~°. 2242 —2=0. (Die Wurzel ist
in eine Reihe zu entwickeln.) Dasselbe Verfahren werde auf die Gleichung
ax®+br+c=0 angewandt. Daraus ist die Bedeutung der Fille a=0,
b4=0 und a=0, b=0, ¢ == 0 abzuleiten. — Lose das Gleichungsystem
(ax+-by) (cx+dy) =1, (ax4by):(cx+dy)=g. (Eine einzige Irrationalitiit!)
4. Lose die Gleichung
8+288)x* 4 (30 —15¢) x4+ 28 —112¢=0,

wo die GroBe t alle moglichen Werte durchlaufen soll. Zwei der fiinf Fille
des Textes konnen nicht eintreten. Bilde weitere Aufgaben dieser Art und
erstrecke die Diskussion dann auch auf die Realitit der Wurzeln. Trage die
Waurzelwerte als Ordinaten fiir die Abszisse ¢ ein.

7. Der Kreis. Wir entnehmen der landliufigen Geometrie jetzt
einen weiteren Begriff. Sie zeigt, da das Quadrat der Entfernung
oder des Abstandes zweier reeller Punkte (x,,y,) und (x,, y,) auf
Grund des Pythagordischen Lehrsatzes den Wert hat

(@ — @)% + (4, — w)™.
Wir behalten wieder nur die Terminologie bei und setzen als Er-
klirung fest:

Erklérung 1. Als Quadrat der Enifernung oder des Abstandes
zweier Punkte (x,,y,) und (x,,y,) wird der Ausdruck bezeichnet

(2 — 2,)% + (, — 92)"
Von hier aus wird also 'umgekehrt spiter der Satz des Pythagoras
zu beweisen sein. Unsere Erkldrung ist sogleich auf komplexe Punkte
zugeschnitten. Sie hat eine groBere Bedeutung als man zu vermuten
geneigt sein wird; es gibt nimlich noch eine andere Moglichkeit,
die Entfernung zu erkliren, die im reellen Gebiet dasselbe leistet.
Vgl. dariiber Zus. 4.

Ferner entnehmen wir der landldufigen Geometrie die Termino-
logie der Kreislehre.

Erklérung 2. Der Ort (die Gesamtheit) aller Punkte (x,y), fiir
die das Quadrat der Enifernung von einem festen Punkte (p, q) den kon-
stanten Wert r® besitel, heiBt Kreis vom Mittelpunkt (p, q) und vom
Radiusquadrat 2.

Diese Erklarung ist wieder sogleich fiir das komplexe Gebiet
berechnet, sagt also mehr aus, als die gleichlautende der iiblichen
Geometrie.
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Zwei Kreise sind dann als identisch oder zusammenfallend zu
bezeichnen, wenn sie in Mittelpunkt und Radiusquadrat iiberein-
stimmen. Man kann daher kurz vom Kreise (p, ¢; »?) reden. Es
gibt co® Kreise. Sind die GréSen p, g und »? reell, so ist der Kreis
reell zu nennen, weil er zu jedem Punkte auch den konjugiert
komplexen enthélt.

Damit der Punkt (x,y) dem Kreise (p, ¢; r%) angehort, oder
wauf ihm liegt“!), muB nach dem Voraufgegangenen sein
(7) (@—p)?+@—qg*—r*=0.

Das ist also die Gleichung des Kreises (p, ¢; r?). Charakteristisch
fiir die Kreisgleichung ist: 1. Sie ist vom zweiten Grade, so dafl der
Kreis (6, Erkl 1) zu den Kurven zweiter Ordnung gehort. 2. Ein
Glied mit xy fehlt. 3. Die Glieder mit x® und y? haben gleiche
von Null verschiedene Koeffizienten, die aber nicht gleich 1 zu sein
brauchen (6, Zus. 2).

Man beachte, daBl nach unseren Festsetzungen auch der Kreis
x? 4 y? 4 25 = 0 reell ist, obwohl er keinen einzigen reellen Punkt
besitzt; aber es ist dazu nicht einmal notwendig, da8 seine Gleichung
reell ist, denn auch der Kreis (1 — 3¢)(x?+4 y?) — 24 6i=0 ist
reell zu nennen.

Unter der Potenz eines recllen Punktes P(,7) in bezug auf
den Kreis (p, ¢; r?) von reellem Mittelpunkt M und positivem Radius-
quadrat versteht man sachgemif den Ausdruck

PM*—r*=(E—p)'+ (01— 9 —
d.i. man setzt die Koordinaten des Punktes P in die linke Seite
der Kreisgleichung ein?). Die Potenz ist positiv, solange der Punkt P
wauBerhalb“ des Kreises liegt, negativ fiir Punkte P ,im Innern,

Im Vorzeichen der Potenz hat man also ein analytisches Kri-
terium fiir die der Anschauung entnommenen Begriffe innerhalb-
auBerhalb.

Dieser Gegensalz hiort im komplexen Gebiet zu existieren auf. Uber-
nehmen wir ndmlich, um die Begriffe innerhalb-auBerhalb méglicher-
weise zu retten; den Begriff der Potenz fiir komplexe Punkte und
fir alle Kreise, so kann sie imagindr ausfallen, und selbst wenn sie
fiir alle Punkte der Ebene reell ausfillt, kann sie immer dasselbe
Vorzeichen haben.

Im reellen Gebiet kann man von einem positiven Wert der
Potenz zu einem negativen nur durch die Null hindurch gelangen.
Geometrisch: Man kann von Punkten innerhalb zu Punkten auBer-

1) Den Leser durch gewissenhafte Aufzihlung aller Termini der Kreis-
lehre zu ermiiden, liegt nicht in unserer Absicht. ¥) Voraussetzung!
gx
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halb nur durch Passieren der Kreislinie kommen. Im komplexen
Zahlgebiet kann man dagegen won jeder von Null verschiedenen Zahl zu
Jeder andern solchen Zahl iibergehen, ohne durch die Null hindurch zu
miissen. Beispielsweise kann man vom reellen positiven Wert -5
'zum reellen negativen Wert —7 kommen, indem man etwa im
Ausdruck — 1 -} 6¢*# die reelle GroBe ¢ alle Werte von O bis =
durchlaufen 1a8t. Die Gesamtheit der komplexen Werte der Potenz
kann also nicht durch den Wert Null in zwei getrennte Scharen
geschieden werden. Schon bei reellen Kreisen der elementaren Auf-
fassung gibt es somit den Gegensatz innerhalb-auBerhalb nicht mehr,
sobald man imaginire Punkte betrachtet, und bei reellen Kreisen
unserer Erklirung kann bereits die Gesamtheit der reellen Punkte
nicht immer auf zwei getrennte Gebiete verteilt werden.

Um alle Punkte des Kreises (7) anzugeben, setzen wir das
Radiusquadrat als von Null verschieden voraus. Sodann fithren wir
eine Hilfsverinderliche, oder wie man auch sagt, einen ,Paramefer“
durch die Forderung ein:

(y—9):(x—p) =tgt.
Moglich ist das, da der Ausdruck links konstant nur fiir Punkte
einer Geraden sein kann.

Wihlt man jetzt einen Wert von Vr? willkiirlich, so hat man
(8) x = p -+ rcost, y =q -+ rsint.

Jedem Werte des Parameters ¢, der im reellen Gebiet auf das Inter-
vall 0 £t < 2n beschrinkt werden kann, entspricht dann ein Punkt
des Kreises (7), und umgekehrt lassen sich zu jedem Punkte des
Kreises (7) unzéhlig viele mod 2 x (lies: bis auf Vielfache von 2 x) iiber-
einstimmende Werte von ¢ angeben, die also im Kosinus und Sinus
ibereinstimmen. Vorausgesetzt ist aber immer, dal zuerst ein Wert
von Vr? gegeben ist. Andert man diesen nachtriglich ab, so hat
man, wenn man denselben Punkt des Kreises darstellen will, { um
zu verstirken. Uber die Beseitigung dieses Ubelstandes vgl. 9, Zus. 1.

Ein Kreis (von wicht verschwindendem Radiusquadrat) hat oo Punkte.

Ein Kreis vom Radius Null besteht aber aus zwei imagindren
geraden Linien, denn die Gleichung (7) 1a8t sich dann in zwei lineare
imaginire Faktoren zerspalten:

(72) [e—p+ily—g)le—p—ily —g)]=0.

Diese beiden Geraden sind isotrop (4). Fiir einen solchen Kreis gilt
die ,Parameterdarstellung® (8) nicht. Reell kann von einem solchen
Kreise hochstens der Schnittpunkt (p, g) der beiden isotropen geraden
Linien sein; diese sind niemals parallel.

Da die Gleichung (7) des Kreises sich fiir r =0 in zwei Fak-
toren zerspalten 1d8t, so nennt man Kreise vom Radius Null auch
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reduzibel oder zerleghar, die iibrigen irreduzible oder unzerlogbaye Kreise.
Es gibt 0o? reduzible Kreise.

1. In (8) haben wir eine ,Parameterdarstellung“ der Punkte eines irre-
duziblen Kreises vor uns; ¢ heiBt Parameter des Punktes (x, y). Doch kann
man den Punkt (x, y) auch auf andere Weise darstellen. Setzt man nach
Verfiigung iiber y/ #?

—A8 22

so gehort zu jedem Wertepaar 1,, 1,, fiir welches nicht 13 +13 =0 {st, ein
Punkt (z, y) des Kreises (7). Umgekehrt lassen sich zu einem Punkte (z, y)
des Kreises unzihlig viele Wertesysteme 4,, 4, angeben, die aber alle zuein-
ander proportional sind. Es kommt also nur' auf das Verhiltnis 1,:1, oder
A:4, an, und daher kann dieses als Parameter des Punktes (z, y) in der
neuen Parameterdarstellung bezeichnet werden. Wahlt man aber A, :1, als
Parameter, d. i. kiirzt man durch Ay, so entzieht sich ein Punkt des Kreises
der Darstellung; ebenso einer, wenn man 4,:4, als Parameter wihlt. Welche
beiden Punkte sind dies? — (Vgl. auch 4, Zus. 2)

Die Gleichung (2) in 4 ist eine Parameterdarstellung der Geraden des
Geradenbiischels vom Scheitel (z,, y,) mittelst des Parameters p:¢ oder g:p.

Gleichung (4) in 4 ist eine Parameterdarstellung der Punkte einer Eukli-
dischen Geraden vermige des Parameters T'; fiir die Punkte einer isotropen
Geraden galt die Darstellung (5) in 4 (Parameter ). Auch (4a) in 4 war
eine Darstellung mittels des Parameters »:8 (8:r), die sich in gleicher Weise
auf Euklidische und isotrope Gerade bezieht. In Gleichung (6) in 8 haben
wir eine Parameterdarstellung der Geraden eines Parallelenbiischels (Para-
meter £1!).

Die geometrische Badeutung des Parameters ist nebensichlich; es kommt
eben nur ddarauf an, daB moglichst alle Elemente (Punkte, Geraden usw.) der
betrachteten Mannigfaltigkeit dargestellt werden; allerdings ist es nicht un-
erwiinscht, wenn ein Parameter eine einfache geometrische Bedeutung besitzt.
Wir werden im einzelnen darauf zuriickzukommen haben?).

2. Entfernung der beiden Punkte (0/0) und (1/i). — Gleichung des Kreises
(—%/—24; —4). — Wie groB ist das Radiusquadrat und wie heiBt der Mittel-
punkt des Kreises 2?4 8izx+y?— 6y —3=0? — @Geometrische Bedeutung des
Mittelpunkts eines reduziblen Kreises (durch isotrope Geraden ausgedriickt). —
Geometrische Bedeutung der Potenz eines Punktes in bezug auf einen redu-
ziblen Kreis. — Gleichung des Kreises (i/1+; 0). — Parameterdarstellung
der beiden Geraden x+2y—7=0 und z—iy—i=0. — Eine Parameter-
darstellung fiir die Gerade axz+4by+c¢=0 gewinnt man, wenu man setzt
ax—by+2abt=0. (Parameter {.) — Beispiel fiir 2z +3y—9=0. — Wann
ist das Verfahren nicht zuldssig? — Welche geometrische Bedeutung hat es,
wenn man aus z:y=a:b schlieBt z =at, y =bt?

_p-}-rl’

1) Der Ubelstand, daB die Benennung Parameter mit dem ,Parameter*
einer Parabel kollidiert, wird am besten dadurch erledigt, da8 man den Para-
meter der Parabel, iiber dessen genaue Erklirung iiberdies keine Einigkeit
herrscht, heseitigt. Ein besonderes Wort dafiir ist {iberfliissig; will man aber
eins haben, so scheint uns bei der Parabel y®—2pz=0 die Bezeichnung
»Sperrung® fiir die Sehne senkrecht zur Symmetrieachse durch den Brenn-
punkt, also fiir die Gr6B8e 2p nicht unzweckmifig zu sein.
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Erkliarung 8. Die Kurve 2. Ordnung y®—2pzx =0 heift (p = 0) Parabel.
Um eine Parameterdarstellung fiir die Punkte der Parabel y?—2px =10 zu er-
halten, setzen wir 2z —ty =0 (Parameter f). Wie heiBt die Darstellung? Die
lineare Hilfsgleichung stellt eine.Gerade dar, die immer durch den Punkt (0/0)
der Parabel liuft and diese daher (hichstens) noch in einem weiteren Punkte
schneiden kann. — Suche Parameterdarstellungen fiir die Kurve b%x®+4 a®y?
—a®®%=0. — Die beiden isotropen Geraden, die einen reduziblen Kreis defi-
nieren, sollen konjugiert komplex sein. Geometrische Bedeutung!

3. Erkldrung 4. Der Ort aller Punkte, die gleicke Potenz in bezug auf
zwei Kreise haben, heiBt ihre Potenzlinie oder Chordale. Wie findet man den
Ort aller Punkte, die gleiche Potenz in bezug auf zwei getrennte Kreise
(@, by; r2) und (ag, by; rd) besitzen? — Der Ort ist eine Gerade (ein Ausnahme-
fall), — Stelle die Gleichungen der drei Potenzgeraden dreier getrennter Kreise
auf. Welchen Rang besitzen die drei Geraden hdchstens? — Welchen Rang
miissen die Mittelpunkte der drei Kreise besitzen, damit die drei Potenz-
geraden sich in einem Punkte (Potenzpunkt) schneiden? — Der Rang der
Mittelpunkte sei zwei. Welche drei Fille konnen dann noch eintreten? (Zeich-
nungen!) — Was ist in diesen Fillen iiber den Potenzpunkt auszusagen? (Jm
Falle von 0ot Potenzpunkten drei verschiedene Zeichnungen; auf die gemein-
samen Punkte der Kreise achten!) — Der Rang der Mittelpunkte sei eins
(»Konzentrische* Kreise). — (Sorgfiltige Behandlung auf Grund von 4, 2 und 5!)

4, Man mdge als Quadrat der Entfernung zweier Punkte (w,, y,) und
(%%, y,) einmal den Ausdruck erkliren

(7 — %) (7, — Z) + (4, — 92) @ — ) -

Das widerspricht zunichst der Geometrie des reellen Gebietes nicht, denn dort
ist Z, ==, g, =y, usw. Damit ist die Zuldssigkeit dieser Erklirung dargetan.
Zwei komplexe Punkte erhalten dann immer eine reelle Entfernung, so dafl
man dann die Theorie der Maxima und Minima aufs komplexe Gebiet iiber
tragen kann. Man beachte aber, daB die Gleichung des Kreises vom Radius-
quadrat 25 um den Nullpunkt als Mittelpunkt folgerichtig heiBen muB
2T+ yy—25=0. Es lassen sich leicht Punkte dieses Kreises angeben, z. B.
die sechs Punkte (4 8i/0), (+5/0), (31+44/0). Diese sechs Punkte sind
getrennt. Sie liegen ferner alle auf der Geraden y=0. Die Folgerung aus
unserm neuen Entfernungsbegriff ist also, daB ein irreduzibler Kreis mil einer
Geraden mehr als zwei getrennte Pumkte gemeinsam haben kann (vgl. dazu 8).
Dem steht andrerseits als Vorteil gegeniiber, daB es getrennte Punkte von der
Entfernung Null (Zus. 2) nicht gibt.

Betrachtet man nur komplexe Punkte der X-Achse — es ist das im we-
sentlichen der Standpunkt, den die Theorie der Funktionen einer komplexen
Verinderlichen einnimmt —, so wird das Entfernungsquadrat zu

(¥, — 75 (%, — 7o),

d. i. zum Quadrate des absoluten Betrages der Differenz x, —z,. Als Ent-
fernung wird denn dieser absolute Betrag erklirt. Damit befolgt die Funk-
tionentheorie nicht die im Texte gegebene Erklirung der Entfernung, sondern
die neue. Fiir funktionentheoretische Zwecke richtet das keinen Schaden an;
auch der Geometer darf so vorgehen, mu8 sich aber der Konsequenzen be-
wuBt bleiben, die sein Vorgehen im komplexen Gebiet nach sich zieht. Hierzu
vergleiche man 45, Zus. 8.

8. Kreis und Gerade. Es sollen die gemeinsamen Punkte der
Geraden ax by + ¢ = 0 und des Kreises (x —p)?+-(y — ¢)? —r*=0
ermittelt werden. Dabei unterliegen die Gréflen a, b, ¢, p, g, r nur
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der einen Bedingung, daB a und b nicht gleichzeitig verschwinden
diirfen. Wir fiihren die Rechnung nur fir den Fall a == 0 durch.
Dann wird %= (—by — ¢):a, und durch Einsetzen dieses Wertes
erhilt man fiir die Ordinaten y etwaiger gemeinsamer Punkte die
quadratische Gleichung

(a® + b9 y* + 2 (be + abp — a’)y + (¢ + ap)* + a* (¢ — r*) = 0.
Jetzt haben wir die Ergebnisse von 6 zu verwerten.

1. (a®*4+0Y)r2—(ap+bg+¢)?2=+0, a®+0b%*=+0. Es gibt
zwet getrennte Schnittpunkte. Die Gerade ist Euklidisch (4). Ist der
Kreis reduzibel, so ist ap + bg + ¢ == 0, d. i. die Gerade lduft nicht
durch den Mittelpunkt.

2. a*>+b2=0, ap-+bg-+c=0. Hier handelt es sich um
den Schnittpunkt des Kreises mit einer isotropen Geraden, die nicht
durch den Mittelpunkt lduft; es gibt einen einzigen einfach zdhlenden
Schnittpunkt.

3. (a®4b)r*—(ap+bg+e¢)*=0, a®+b*+0. Zwei zu-
sammenfallende Schnittpunkte; die (Euklidische) Gerade wird als Tan-
gente des Kreises bezeichnet, der doppelt zéhlende Schnittpunkt als
Berithrungspunkt.

4. Jetzt reduzieren sich die drei Bedingungen auf ap4-bg-c¢=0,
a?+b?=0, r?< 0. Ein drreduzibler Kreis soll mit einer Isotropen
durch seinen Mittelpunkt zam Schnitt gebracht werden. Es gibt keinen
Schnittpunkt. Die Gerade wird als Asymptote des Kreises bezeichnet.

b.ap+bg+c¢=0, a?+b?=0, r2=0. Ein reduzibler Kreis
hat mit. einer isotropen Geraden durch seinen Mittelpunkt co' Punkte
gemeinsam. Da ein reduzibler Kreis aus zwei isotropen Geraden
durch seinen Mittelpunkt besteht, so fallt jetzt die Gerade mit einer
von diesen zusammen. Alle gemeinsamen Punkte von Kreis und
Gerade findet man jetzt aus (5) in 4.

In dem von uns nicht durchgefiihrten Falle ¢ = 0 kénnen, wie
der Leser zeigen moge, nur die Fille 1 und 3 eintreten. Wir fassen
zusammen:

Satz. FEine Euklidische Gerade hat mit einem Kreise zwet ge-
trennte oder zusammenfallende Punkte gemeinsam. Eine isotrope Gerade,
die nicht durch den Mittelpunkt liuft, hat nur einen einfach 2dhlenden
Schnittpunkt mit dem Kreise gemeinsam. Lduft aber eine isotrope Gerade
durch den Mittelpunkt des Kreises, so gibt es bei einem irreduziblen
Kreise keinen Schnittpunkt; bei einem reduziblen Kreise ist die Gerade
villig auf dem Kreise gelegen.

1. Erklirung. Es seien p und g reell, positiv und von Null verschieden.
Dann heibt die Kurve q®z? + p2y? — p?q® = 0 eine Ellipse, g x*—piyi—p2g?=0
eine Hyperbel (vgl. 71). Beide Kurven sind jetzt Orter auch imaginirer
Punkte. Auch die Begriffe Tangente, Beriihrungspunkt, Asymptote, werden
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sinngemiiB auf diese Kurven und auf die Parabel (7, Erkl. 3) iibertragen. Schnitt
diegser Kurven mit ax+by-+c¢=0. Zwei Fille (a 4=0, a=0).

2. Im Falle getrennter Schnittpunkte (&, n,) und (&, n,) lassen sich
é—;—s‘-’ und l‘%-—q—' rational angeben. Welche Gleichung besteht zwischen
ihnen? Deutung nach 10, (18). In dieser Gleichung tritt ¢ nicht mebr auf.
Bedeutung! (vgl. 70, Zus. 8).

3. Wie heiBen die beiden Parallelenbiischel, deren Gerade die Ellipse
(Hyperbel) nur einmal (einfach zahlend) schneiden? Welche geraden Linien
dieser Biischel konnen als Asymptoten bezeichnet werden. Welche der fiinf
Moglichkeiten von 6 kann in Zus. 1 nicht eintreten?

4. Es sei G,=a;z+b,y+ec, Gy=0a,5+by+c,. Dann ergeben die
Gleichungen @, =0 und G,=0 (nicht immer) zwei gerade Linien. Sind
diese getrennt, so stellt 4, Gy +1,G, =0, wo 4, und i, nicht gleichzeitig ver-
schwinden sollen, sonst aber beliebig verinderlich sind, co! Gerade dar.
Warum nicht 00®? Zwei Fille a,b,—a,b, &= 0, =0. Bedeutung! Fall, wo
@, und G, zusammenfallen! Zeige, daB 1, @, +1,G;=0 eine Gerade dar-
stellen kann, obwohl &, =0 (oder G, =0) keine Gerade darstellt.

5. Es sei K,=(x—a)®+@—0b)2—rd K,=(x—a)+(y—by)*—rs.
Wann stellt 4, K, +1,K,=0 keinen Kreis dar? Zeige, daB der Kreis
LK, + 2 K,=0 durch simtliche Schnittpunkte von K, =0 und K, =0 liuft.
Bedeutung von K, — K, =0! Potenzgeraden von K, =0, K,=0, K;=0!

6. Schnittfigur von K=0 und G =0 fiir
K=2%+44ix+y2—29, G=z+iy+21;
K=a'—(4i+8)x+y2+ (@2 —24)y+4+18i, G=(1-2i)z+y—T+5i

(Wurzeln ausziehen!);
K=x2+y?—25, G=(8—4i)z+(4+129)y-+15+60i. (Nach 6 Zus. 3!)

7. In den Formeln fiir tg (x + ), tg (x — p) setze man fiir tg o« den Wert i.
Was folgt? Welghe beiden Werte kann die Tangensfunktion nicht annehmen ?
Warum richtet es in der Parameterdarstellung 7, (8) fiir die Punkte eines
irreduziblen Kreises keinen Schaden an, daB durch die benutzte Geradenschar
y—gq:x—p=tgt nicht simtliche Geraden durch den Mittelpunkt geliefert
werden? Darf man statt 4,(2) schreiben cosi(x—z,)—sint(y —y,) =0, oder
gehen dabei gerade Linien verloren?

8. Gegeben sind zwei feste Punkte (z,,y,) und (x,,y,) und ein dritter
Punkt (£, %), der nach und nach alle Lagen in der Ebene annehmen soll.
Berechne den Radius des Kreises durch diese drei Punkte. Sorgfiltige Rech-
nung! Drei wesensverschiedene Fille @3, 1).

9. Eine Gleichung kter Grades in (,, %3, ..., %,) stellt, wie man sagt,
eine (n—1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit der Ordnung %k dar, die in
einem R, verliuft. Kurz: eine M,’:_l im R,. So ist der Kreis eine M;® im R,.
Fir M schreibt man R, (,lineare“ Mannigfaltigkeiten).

9. Isotrope Gerade. Wir wiederholen eine Erklirung aus 4:
Erklarung 1. Die gerade Linie ax by +¢=0 heiBt

Buklidisch (anisotrop) Minimalgerade®) (isotrop)
falls der Ausdruck a® -+ b*
von Null verschieden ist gleich Null ist.

7 F_Y)wlvji‘eilistorisch frithere Benennung Minimalgerade ist besser aufzugeben.
Im komplexen Gebiet kann man von einem Minimum nicht reden. Wir
werden sie nur gelegentlich anwenden.
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Firr ihre Punkte hatten wir die Parameterdarstellungen ge-
wonnen.:

4, (4): 4, (5):
—ca—+bT —cb— aT T—¢ t+¢
= 2 77 Y= 3 g - X= y Y=g
a4+ b a*4b 2a 2b

Zu verschiedenen Werten von T () gehdren getrennte Punkte
der Geraden. So seien den Parameterwerten T, und 7, (v, und 7,)
zugeordnet die Punkte (x,,y,) und (z,, y,).
(T, — T, + 0). (v, — 7+ 0).
Fir das Quadrat der Entfernung dieser beiden Punkte folgt
aus 7 der Wert:
(T, —T)%: (a?+b%). (a®40%) (v, —7,)%:4a%b%.
Er ist von Null verschieden: Er ist gleich Null, wie auch 7,
und 7, gewihlt werden:
Satz 1. Getrennte Punkte einer an- Satz 2. Getrennte Punkte einer iso-

isolropen Geeraden haben einen von tropen Geraden haben stets den
Null verschiedenen Abstand. Abstand Null.

Damit ist eine weitgehende Wesensverschiedenheit zwischen den
beiden Arten von geraden Linien aufgedeckt. Der Leser lasse sich
nicht verleiten, die isotropen Geraden deshalb, weil sie niemals reell
sind, fiir unwichtiger zu halten, als die Euklidischen Geraden. Wir
werden sehen, daB durch die Minimalgeraden Licht auf die ver-
schiedensten Gegenstiinde des reellen Gebietes fillt; ihre Kenntnis
ist fiir ein tieferes Verstindnis der reellen Geometrie unerlaflich.

Satz 3. Es gibt zwei Arten von isotropen Geraden. In der Glei-
chung ax 4 by 4 ¢ =0 einer Isotropen kann weder a noch b ver-
schwinden (2 Erkl. 1). Daher kann man durch Einfiihrung eines Pro-
portionalitdtsfaktors (2) den einen dieser beiden Koeffizienten auf den
Wert eins bringen. Der andere wird dann ¢ oder —i. So erhilt man

(9) ixtytc=0 x4iy+é=0
(linksisotrope Gerade oder Links- (rechisisotrope Gerade oder Rechts-
isotrope). isotrope).

Diese Terminologie!) kann hier nicht motiviert werden. Als
Gedéchtnisregel merke man, daB in der Darstellung (9) der Faktors¢
bei den linksisotropen Geraden links steht, bei den rechtsisotropen
rechts. Es gibt oo! linksisotrope und co! rechtsisotrope Gerade.

) E. Study, Vorlesungen iiber ausgewihlte Gegenstinde der Geometrie.
Erstes Heft. Ebene analytische Kurven und zu ihnen gehorige Abbildungen.
1911. 8. 9. Im Folgenden zitiert als ,E. A. K.
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Die Parameterdarstellung (5) der Punkte der isotropen Geraden
spezialisiert sich jetzt:
T—¢ T

¢ T—¢ T+¢
g (51‘) x = 3 y-———-—2'—i——.

Bringt man zwei Isotrope zum Schnitt, so findet man die Sétze:

Satz 4. Gelrennte linksisotrope [rechisisotrope] gerade Linien sind
tueinander parallel. Eine linksisotrope und eine rechisisotrope Gerade
schneiden sich.

Aus 4, (2) ergibt sich:

Satz 8. Durch jeden Punkt liuft eine einzige linksisotrope und
eine einzige rechisisotrope Gerade.

Die beiden Isotropen durch den Punkt (£/7) heillen
101) i@ —§&+y—n=0,  (101) (z—&+ily—n=0.
Durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen wird man wieder
zu dem Satze gefiihrt:

Ein reduzibler Kreis besteht aus den beiden Isotropen durch seinen
Mittelpunkt. Der Mittelpunkt heiBt daher auch Doppelpunkt des redu-
ziblen Kreises.

Erkléarung 2. Zwei getrennte Punkte von der Enifernung Null
sollen zueinander parallel genannt werden. Die Motivierung dieser Be-
zeichnung kann erst in 67, Nr. 3 erfolgen. Dann konnen parallele
Punkte immer durch eine Isotrope verbunden werden, und zwar
entweder durch eine linke (,linksparallele“ Punkte) oder durch eine
rechte (,rechtsparallele Punkte). Alle Punkte eines zerlegbaren
Kreises sind zum Doppelpunkt parallel

Satz 6. Auf jeder Euklidischen Geraden gibt es zu einem wicht
auf thr liegenden Punkte stets einen einzigen linksparallelen und einen
einzigen rechtsparallelen Punkt,

Satz 7. Auf einer Linkstsotropen gibt es zu einem nicht auf ihr
liegenden Punkt einen einzigen rechisparallelen, aber keinen linksparallelen
Punkt.

Beweise durch 7 (7a), (101), (10r), 3, 3 ap.

1. Die zu einer linksisotropen Geraden konjugiert komplexe Gerade ist
rechtsisotrop. — Konzentrische Kreise haben dieselben Asymptoten. — Wie-
viel Kreise sind zu einem vorgegebenen konzentrisch? Wieviel isotrope Tan-
genten haben Ellipse, Parabel und Hyperbel? Berechne ibre Schnittpunkte;
welche geometrische Bedeutung haben diese, soweit sie reell sind (vgl. 10, Zus. 1).
— Welche geometrische Bedeutung haben bei Ellipse und Hyperbel die Eukii-
dischen Verbindungsgeraden jener vier Punkte? — Analytische Bedingung da-
fiir, daB die beiden Punkte (£,, #,) und (&, »,;) linksparallel (rechtsparallel)
sind. — Wie heit der Punkt auf az-+by-+c¢=0, der zu (§, ) linksparallel
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(rechtsparallel) ist? — Wie heiBt der Punkt, der gleichzeitig zu (&,, n,) links-
parallel und zu (&,, ;) rechtsparallel ist? — Eine Parameterdarstellung fiir
die Punkte einer Euklidischen oder linksisotropen Geraden erhélt man, wenn
man diese Gerade mit allen rechtsisotropen Geraden zum Schnitt bringt. Wie
heiflen die Formeln? — Wie hat man bei einer rechtsisotropen Geraden vor-
zugehen? — Eine Parameterdarstellung fiir die Punkte eines irreduziblen
Kreises (x—a)®+(y—b)?—r2=0 erhilt man, wenn man ihn (etwa) mit
allen linksisotropen Geraden zum Schnitt bringt. Diese seien so gegeben:
i(x—a)+y—b-+t=0, wo t verinderlich ist. Stelle die Formeln auf! Welcher
Wert von ¢ ist auszuschlieBen? — Inwiefern ist diese Darstellung der Dar-
stellung 7 (8) vorzuzichen? Wann sind konjugiert komplexe Punkte zuein-
ander parallel?

2. Durch k algebraische Gleichungen in den Verénderlichen (z,, 2;, ..., %)
wird aus dem R, eine Mannigfaltigkeit M,_, von n—k Dimensionen aus-
geschieden (immer?). Sie wurde friiher als R,_; bezeichnet, weil die k Glei-
chungen siimtlich als linear vorausgesetzt wurden. Der jetzige Begriff ist der
weitere. Nur die ,linearen® M, _, sollen als R, bezeichnet werden:

3. Eine M,,, die in einem R, verliauft, heiBt von kter Ordnung und wird
demgemiB als MY bezeichnet, wenn sie mit einem R,_,, der nicht ganz ihr
angehdrt, und dem sie nicht ganz angehért, k Punkte gemeinsam hat (n > m).
Was heiflt danach M? im R,, M? im R,, M? im R;?

10. Spiegelung an einer Geraden. Gegeben sei die Euklidische
Gerade G von der Gleichung Ax -+ By -+ C = 0, und der Punkt P(£/9)
auBerhalb. Wir wollen ein Verfahren angeben, welches dem Punkte P
einen andern Punkt P’ vermittelst der Geraden G zuordnet. Dieses
Verfahren wird Spiegelung an der Geraden G genannt.

Der zu P linksparallele Punkt auf G heiile P,, der zu P rechts-

parallele Punkt auf @ entsprechend P,. Die Koordinaten dieser
Punkte sind dann

p. —iBE—Bn—C Aif+An+Ci
- .

A—Bi ' 4 — Bi
p. —BE—Bin—Ci Ai+dintC
w 4i—B ' 4i—B

Gesucht wird jetzt der Punkt P’, der zu P, rechtsparallel und
gleichzeitig zu P, linksparallel ist.

Die Linksisotrope durch P, heift:
(4 — B)(iz +y) — 20+ (i + B)(i& — 1) = 0.
Die Rechtsisotrope durch P, heifit:
(4—iB)(x+1iy)+2C+(4+iB)(& —in)=0.
Die Koordinaten (¢/, ') von P’ findet man daher aus dem System
ay [UTBEEm o rmE =0
(A44iB)(¢' —in")+2C 4 (A—iB) (¢ +in)=0.
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Daraus folgt

. {(A2+B2)§'=(BQ~AB)§_2AB" — 24C
(12) (4?4 B%)n'= —24B&+(A?— B?*)y —2BC
oder

,(13) S —§ A2+B2 » = A‘3+B2

Wir haben hier eine Konstruktion angegeben, die einem Punkte
(¢/n) einen andern Punkt (&’/n’) zuordnet. Das analytische Aquivalent
dazu bilden die Formeln (12), (13), und diese leisten noch etwas
mehr. Man kann jetzt ndmlich die urspriingliche Einschrdnkung auf-
heben, wonach (&%) nicht auf Ax 4 By -+ C= 0 liegen sollte. Auch
dann- haben die Formeln noch einen klaren Sinn, wihrend die geo-
metrische Konstruktion in gewisser Weise ausartet. Es wird dann
& =¢, n'=mn, so daB jeder Punkt der Geraden G sich selbst zu-
geordnet ist.

Bemerkenswert ist an unserer Konstruktion, da8 man vom
Punkte P’ ausgehend wieder den Punkt P finden kann. Sie ist also
riickwirts ausfiihrbar, oder, wie man sagt wmkehrbar.

Erklarung 1. BEin Verfahren, welches jedem Punkte der Ebene
cinen andern Punkt wmkehrbar zuordnet, heift allgemein eine Trans-
formation. Die hier vorliegende ist sehr spezieller Art. Ubt man
ndmlich unsere Konstruktion auf den Punkt P’ aus, so gelangt man
wieder zum Punkte P zuriick. Man nennt solche Transformationen
mit einer spiter (12) anzugebenden Ausnahme involutorisch. Analy-
tisch tritt der involutorische Charakter zutage, wenn man die beiden
Ausdriicke in (11) addiert:

(14) AE+E)+B(n+9)+20=0.
Hier erkeunt man sofort die Gleichberechtigung der Punkte (£, %)
und (&', ).

Erklarung 2. Der Punkt (£',n') in (13) heiBt das Spiegelbild
des Punktes (£, m) in bezug auf die (anisotrope) Gerade Ax+ By--C = 0.
Diese heiBt Achse der Spiegelung. Das Spiegelbild von (£, n') ist
wieder «(£, 7).

Die Formeln (12) oder (13) lehren, zu jedem Punkte der Ebene
das Spiegelbild zu finden. Sie stellen, wie man sagt, die Spiegelung
an der Geraden G dar. Damit meint man, dafl nicht nur zu einem
Punkte das Spiegelbild ermittelt werden soll, sondern zu allen Punkten
der Ebene. Die Spiegelbilder werden immer dadurch gekennzeichnet,
daB man ihren Koordinaten und sonstigen Bezeichnungen Akzente
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hinzufiigt. So bedeutet (£), 7;) das Spiegelbild von (&, #,), K' das
Spiegelbild von K usw.

Wir betrachten jetzt zwei Punkte (£, 7,) und (&, 7,), die beide
der Spiegelung unterworfen werden sollen. Aus (12) ergibt sich:

(A, + Bg) (‘f; - 54) =(B2—A2)(51_Ee)"' 24B (771—’79)?

(4 + B?) (n; — 93) =—24B(§,—&)+(4*—B%) (1, —n,),

(A2 BY)(E{ny—&m))=—2BC(§,— &)+ 24C (9,—n,)—(4*+B")(, n9—&:1y)-
Aus den ersten beiden dieser Formeln oder aus (11) folgt leicht:
(16) {(B~Ai)[i(5£—fé)+n{—n4] =i(B+49)[&—&+i(n—m)),

(B+44)[§] —&5+i(n] — ;)] = —i(B—A9)[i(5,— &)+ — ).
Hieraus entnimmt man, wenn man die Ausdriicke in den eckigen
Klammern rechts gleich Null setzt:

Satz 1. Die Spiegelbilder rechisparalleler Punkte sind linksparallel,
die Spiegelbilder linksparalleler Punkte sind rechisparallel.

Durch Multiplikation der beiden Gleichungen (16) erhélt man:

(E1—&) 4+ (1 — ) = (6, —&)*+(n, — 7)*

Links und rechts steht formal genau derselbe Ausdruck, das eine
Mal fiir die Spiegelbilder gebildet, das andere Mal fiir die urspriing-
lichen Punkte. Ein solcher Ausdruck, der bei der Spiegelung seinen
Zahlwert nicht #ndert, heiBt eine absolute Invariante gegeniiber der
Spiegelung. Zwei Spiegelbilder haben dasselbe Abstandsquadrat wie
die urspriinglichen Punkte. Dafiir sagt man auch:

Satz 2. Das Abstandsquadrat zweier Punkte ist gegeniiber einer
Spiegelung invariant,

Spiegelt man jetzt drei Punkte gleichzeitig, so findet man nach
einigen Rechnungen (vgl. 15):

: & m 1 & m 1
(17) E; "7; 1|l=—1& n 1
& ’7:; 1 & 3 1

Dieser Ausdruck (dér doppelte ,, Inkalt“ der Dreiecke P, P, P,=P, P, P,
= P, P, P,, wenn P; (i =1, 2, 8) den Punkt (&,/3,) bedeutet vgl 18
Zus. 2) blelbt zwar mcht ganz ungeiéndert, aber sein Quadrat wiirde
eine absolute Invariante sein. Man nennt aber auch die dreireihige
Determinante selbst eine (relative) Invariante. Varschwindet sie
nimlich fiir die urspriinglichen Punkte nicht, so verschwindet sie
auch fiir die Spiegelbilder nicht; verschwindet sie fiir die urspriing-
lichen Punkte, so verschwindet sie auch fiir die Spiegelbilder. Sie
ist keine absolute Invariante, d.i. ihr Zahlwert bleibt nicht erhalten,
wenn er von Null verschieden war.
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Das Verschwinden der Determinante sagt nun aus, daB die drei
Punkte auf einer einzigen Geraden liegen (Rang zwei) oder simtlich
zusammenfallen (Rang eins), und wir kénnen jetzt aussprechen (vgl. 5):

Satz 3. Der Rang dreier Punkte bleibt bei einer Spiegelung erhalten.
Der Fall, wo der Rang zwei betrigt, sagt insbesondere aus:

Satz 4. Drei Punkte einer Geraden gehen bei einer Spiegelung wieder
in drei Punkie einer Geraden iiber.

Dafiir sagt man auch:

Die Spiegelung verwandelt gerade Linien in gerade Linien.

Als Spiegelbild einer Geraden darf ndmlich jetzt erklirt werden
die Gerade, die von den Spiegelbildern der Punkte der ersten Geraden
gebildet wird,

Dann kann man fragen, wie das Spiegelbild a’x+}b'y+¢’ = 0
der Geraden ax - by -+ ¢= 0 heit. Letztere Gerade verbinde die
Punkte (£,, ,) und (£;, 5,). Dann folgt aus(15) in Verbindung mit 4, 1:

(A*+ B%a'=(4>—B%a-}+ 24 B - b
(4°+BY)b' = 24B -a-+(B—A)b
(A*+ B?)¢'= 24C -a++ 2BC -b— (4?4 B?e.

Diese Formeln werden in 21 eingehend behandelt werden. Hier

beachten wir, daf
a’* +b'?=a? b
Hieraus, oder aus Satz 2 folgt:

Satz 5. [Eine Spiegelung fithrt eine anisotrope Gerade wieder in
eine anisotrope itber, eine isotrope Gerade wieder in eine isoirope.

Jetzt sollen zwei Gerade G, und @, von den Gleichungen
ax+by-+c =0 und g+ b,y -+ ¢, =0 der Spiegelung unter-
worfen werden. Fiir ihre Spiegelbilder a;x - bjy +¢{ =0 und
a2 + by + ¢ = 0 findet man

aja; + biby = a,a, -+ b, by,
a;by — agb; = — (a,b, — ayb,).
Hier haben wir zwei Invarianten vor uns, deren zweite aussagt:

Satz 6. Rine Spiegelung verwandelt parallele Gerade wieder in
parallele Gerade.

Beide Invarianten sind aber nicht absolut, denn beide kdnnen
durch Einfiihrung von Proportionalitdtsfaktoren auf jeden von Null
verschiedenen Wert gebracht werden, falls sie von Null verschieden
waren. Eine Invariante, deren Zahlwert durch Einfiihrung beliebiger
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Proportionalititsfaktoren nicht mehr geéndert wird, erhélt man aber
durch Division
by — a,b,
@, 8y + b, by
Die hierdurch mod = erklirte GroBe (G,, @,) heiBt der Winkel der
Geraden @, gegen die Gerade G,.

Satz 7. Bei einer Spiegelung geht der Winkel zweier geraden Linien
in seinen entgegengesetzten Wert iiber. Genaueres hieriiber vgl. 21,
wegen des Nenners a,a, + b, b, auch 11.

Aus Satz 1 folgt noch:

Satz 8. Bei einer Spiegelung wird jede Linksisotrope in eine Rechls-
isotrope iibergefithrt, und wmgekehrt.

Ferner liefert noch Satz 2:

Satz 9. Bei einer Spiegelung wird ein irreduzibler (reduzibler)
Kreis immer wieder in einen irreduziblen (reduziblen) Kreis ubergefihrt.

Unter Benutzung der Terminologie der elementaren Vierecks-
lebre sprechen wir aus:

Die Figur PP, P, P' stellt ein Viereck dar, dessen Seiten sdmt-
lich die Linge Null haben. Jede Seite ist zur gegeniiberliege nden
parallel, jede Ecke zu den beiden benachbarten. Die eine Diagonale
ist die Spiegelungsachse, die andere ist Achse einer Spiegelung, bei
der P, das Spiegelbild von P, ist.

Der Schnittpunkt der beiden Diagonalen hat (Satz 2) gleichen
Abstand von P und P’ (und ebenso auch von P,und P,) und heiit
Mitte von PP’:

Erklarung 3. Die Figur zweier Linksisotropen und zweier Rechis-
isotropen heiBt Elementarvierseit.

Es gibt co* Elementarvierseite. Ein solches kann, wenn die vier
geraden Linien getrennt sind, als Parallelogramm vom Umfang Null
bezeichnet werden.

Erklarung 4. Mitte zwischen zwei nichiparallelen Punkten P, (x,,y,)
und P, (z,, y,) heillt der Schuittpunkt der Diagonalen im Elementarvierseit,
in welchem P, und P, gegeniiberliegende. Ecken sind.

Die Mitte hat dann die Koordinaten
(18) ‘”1"2‘“’2, y142‘ys,
und diese Formeln sollen die Mitte auch fiir parallele oder zu-
sammenfallende Punkte definieren.

= tg(G,, G;)").

pi__,—gi
Y itge= e—.——e—~——. . Die Tangensfunktion darf in unserm Zusammen-
e?ipe

hange natiirlich. nicht aus einem rechtwinkligen Dreieck heraus erklirt werden.
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1. Bei Ellipse und Hyperbel gibt es ein umbeschriebenes Elementarvierseit,
d. i. ein solches, deren Seiten Tangenten (vgl. 18, Zus. 6, 9, Zus. 1) sind. Die
Ecken dieses Elementarvierseits heien Bremnpunmkte (foci), die Diagonalen
Achsen der Kurve. Die Rechnungen sollen durchgefithrt werden. Wie kionnen
demnach konfokale Ellipsen (Hyperbeln) erklirt werden? — Wie 148t sich der
Brennpunkt bei der Parabel erkliren? — Warum kann man von einer Spiege-
lung an einer isotropen Geraden nicht reden? — Ort der Spiegelbilder eines
Punktes in bezug auf alle Geraden eines Geradenbiischels, eines Parallelen-
biischels. Orter der Mitten der zugehdrigen Elementarvierseite!

2. Da jede Isotrope, die nicht durch den ‘Mittelpunkt eines irre-
duziblen Kreiges liuft, diesen in einem einzigen Punkte schneidet, so kann
man das Spiegelbild eines Punktes in bezug auf einen irreduziblen Kreis genau
s0 erkliren, wie das Spiegelbild in bezug auf die Gerade, d. i. als gegeniiber-
liegende Ecke eines Elementarvierseits, dessen anliegende Ecken auf dem
Kreise liegen. Die (etwas umstindlichen) Rechnungen sind durchzufiihren.
Der Kreis heiBle (z —a)?+ (y—b)*—#2=0, (r? == 0). Man erhilt schlieBlich:

- ré—-a iy r—b
E=ar+@-0" " T E=ar+@-b"

Welchem Punkte ist kein Spiegelbild zugeordnet? Ist diese Transformation
involutorisch? Zeige, daB die Verbindungsgerade von Punkt und Spiegelbild,
falls sie nicht unbestimmt ist, durch den Mittelpunkt des Kreises liuft. Zeige,
daB fiir a=a, b=b, r®>0 die Transformation identisch ist mit der soge-
nannten Inversion am Kreise. (Von einem Punkte P auBerhalb des Kreises
legt man an diesen die beiden Tangenten und halbiert die Verbindungsstrecke
der beiden Berithrungspunkte. Die Mitte ist der zugeordnete Punkt P’). In-
wiefern ist auch in diesem Falle die analytische Erklirung der Transformation
der geometrischen iiberlegen? Welche Punkte sind ihre eigenen Spiegel-
bilder? — Es will wohl beachtet sein, daB auch diese Konstruktion des
reellen Gebietes sich ebenso wie die Spiegelung an einer reellen Geraden un-
gezwungen aus dem imaginiren Gebiet heraus ergeben hat. Verallgemeinerung
auf den R,!

3. Zeige am Beispiel paralleler oder zusammenfallender Punkte, daB es
nicht allgemein zulissig ist, die Mitte zwischen zwei Punkten als den Punkt
ibrer Verbindungsgeraden zu erkliren, der von beiden gleichen Abstand hat.
(Sorgfaltige Durchfiihrung der Rechnung! Es wiirden sich zuweilen co! und
00* ,Mitten“ ergeben.) — Ein Dreieck soll angegeben werden, in welchem
zwei Seiten die Linge Null haben. Inhalt dieses Dreiecks! — Konnen in einem
Dreieck mit getrennten Ecken alle Seiten Null werden? — Wieviel Ecken
eines Elementarvierseits konnen reell sein? (Vorsicht!) Was kann man von
den beiden andern Ecken eines Elementarvierseits aussagen, in dem zwei
Ecken reell sind?

4. Auf Grund von (13) soll die Spiegelung an einem R,_, erklirt werden,
der innerhalb von R, verlauft. Anisotrope und isotrope B

& —a

H—1 !

11. Orthogonalitit. Wir kniipfen wieder an den Begriff des
Elementarvierseits an, also an die Figur zweier linksisotroper und
zweier rechtsisotroper gerader Linien. Fallen keine zwei dieser vier
Geraden zusammen, so gibt es vier getrennte Ecken (Schnittpunkte)
und es sind die beiden Diagonalen (Verbindungsgeraden nichtparal-
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leler Ecken) Euklidisch; endlich stehen sie in einer gegenseitigen Be-
ziehung zueinander: Bei der Spiegelung an der Diagonale durch
ein Eckenpaar werden die andern beiden Ecken miteinander ver-
tauscht. Das Elementarvierseit bestimmt also nicht nur eine, sondern
zwei Spiegelungen an geraden Linien. Die beiden Spiegelungsachsen
heiBen zueinander orthogonal oder aufeinander semkrecht.

Erklirung 1. Zwei anisolrope gerade Linien heifen zueinander
senkrecht oder orthogonal, wenn sie als Diagonalen eines Elementarvierseits
angesehen werden kionnen.

Es handelt sich darum, die analytische Bedingung dafiir zu
finden, daB zwei gerade Linien aufeinander senkrecht stehen.

Auf der Euklidischen Geraden G, von der Gleichung a, b, y+¢,=0
wihlen wir zwei getrennte Punkte P, (&, %,) und P, (£,,n,). Diese
sollen gegeniiberliegende Ecken des zu konstruierenden Elementar-
vierseits werden. Wir bringen zum Schnitt die Linksisotrope durch
P, mit der Rechtsisotropen durch P,:

L& in—n) ntm g — &),

(19) e T8 2 3

die Rechtsisotrope durch P, mit der Linksisotropen durch F,;:
&L+4é& . iy —m) n+ n, (6 —§)

(19) 5 g Tyt

Die Verbindungsgerade G, dieser Punkte heiflt:
(20) aez+bay+c‘z =(52_51)w+("72— 771)1‘/‘*'%(512'}' 7712_522"77‘?)=0
Zwischen ihr und G,
02 +by+c = (’71 — 772)‘” + (52 - 51)y +&m, — &9, =0
besteht die Beziehung
(21) a4, + b, b, =0,
(warum nicht a, = —b,, a, =b,?!), die bei Vertauschung der In-

dizes 1 und 2 ungeéindert bleibt. Sie heiBt die Orthogonalititsbedingung
fir die Geraden G,-und G,.

Da wir zwei Punkte P, und P, auf @, willkiirlich gewihlt
haben, so kann man co? solche Elementarvierseite konstruieren und
kénnte demnach co? Senkrechte auf @, erwarten. Fiihren wir aber
die Parameterdarstellung 4, (4) ein, so ist, wenn T, (T,) der Para-
meter von P, (P,) ist, T, == T,,

&= —ca,+b7T:af + b}, Ny =—c,by —a,Ty:af + b}
usw., und die Gleichung von G, lautet:

1 —_
b#—ay—3(T, +T,)=0.
Beck, Koordinatengeometrie der Ebene. 3
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Es kommt also nicht auf 7, und 7, selbst, sondern nur auf ihre
Summe an; daher gibt es zu G, nur co! senkrechte Gerade (,,Lote“);
man erhilt sie alle aus der Gleichung:

(22) bx—ay+t=0,
wenn man ¢ verinderlich nimmt. Hieraus folgt sofort:

Satz 1. Alle Senkrechien auf einer Geraden sind zueinander parallel.

Satz 2. Durch einen Punkt gibt es zu einer Geraden eine einzige
Senkrechte.

Die Senkrechte auf der Geraden @ (ax -} by -+ ¢ = 0), die durch
den Punkt (£/n) léuft, heiBt (4, (2)):

(28) bz — &) —aly—n)=0.
Ein Teil der Entwicklungen in 10 kann jetzt so ausgesprochen werden:

Satz 3. Bei einer Spiegelung werden orthogonale Gerade wisder in
orthogonale Gerade ibergefithrt.

Bisher waren wir von einem Elementarvierseit ausgegangen,
dessen Ecken sémtlich getrennt sind. Dann sind beide Diagonalen
anisotrop. Lassen wir jetzt etwa die beiden Linksisotropen zu-
sammenfallen, so wird aus dem Viereck ein Zweieck, und die Diago-
nalen fallen beide zusammen; sie sind beide linksisotrop. Man
wiirde also anscheinend zu sagen haben: Jede linksisotrope Gerade
steht nur auf sich selbst senkrecht, und ebenso jede rechtsisotrope
Gerade. Dem ist aber nicht so. Die analytische Orthogonalitéitsbe-
dingung (21) — nur diese ist maBgebend — zeigt, daB eine linksiso-
trope Gerade nicht nur auf sich selbst, sondern auch auf jeder andern
linksisotropen Geraden senkrecht genamnt werden muf. Entsprechendes
gilt fiir rechtsisotrope Gerade. Nachtriglich 18t sich das dann
auch wieder geometrisch einsehen, wenn man eine Umkehrung von
Satz 1 zu Hilfe nimmt.

Die Sitze 1—3 gelten auch fiir isotrope Gerade.

Wesentlich an den bisherigen Ausfithrungen ist, daB der Begriff
des senkrechten Schneidens zweier gerader Linien sich hier aus
dem imaginiren Gebiet heraus ergeben hat. Sodann die Erkenntnis,
daB geometrischer Gedanke und ‘analytische Fassung sich nicht
immer vollig decken. Ahnliches erkannten wir bereits bei den
Formeln 10, (13) und (18). In solchen Fillen ist immer der ana-
lytische Ausdruck mafBgebend; die Orthogonalititsbedingung (21)
war zwar hergeleitet nur fiir zwei anisotrope Gerade; fiir alle iibrigen
Fille definiert sie allein.

Erklarung 2. Der Schnittpunkt der Geraden G mit einer Senk-
rechlen zu ihr heift FuBpunkt der Senkrechten. Fiir den FuBpunkt
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der Senkrechten vom Punkte (£,7) auf die Euklidische Gerade
az-+by-+c=0 findet man (4, (3)) die Koordinaten

—actb(bE—an) —be—a(bi—an)
(24) a’+b’ ’ a’—{—b’ °

Auf isotropen Geraden gibt es keine FuBlpunkte, da die Senk-
rechten zu einer isotropen Geraden auch zu dieser parallel sind.

1. Zeige, daB bei der Spiegelung an einer Geraden alle Geraden in sich
selbst iibergefiihrt werden, die zur Spiegelungsachse senkrecht stehen. — Wie
heiBt die Gleichung der Tangente an den Kreis (z—a)®+(y —b)*—r?=0
(r*® 4= 0) im Punkte (£, ), wo (£ — a)®+ (y — b)?—r®=0 ist? Wie heiBt die Glei-
chung der Tangente an den soeben genannten Kreis im Punkte (a -+ ¥ cos?,
b+rsinf)? Die Tangente eines Kreises steht auf dem Radius nach jhrem
Berithrungspunkte senkreoht. — Die Gerade (20) heiBt Mitiellot oder Mittel-
senkrechte der beiden Punkte (£,, #,) und (&, 7). In welchem Zusammen-
hang steht sie mit der Potenzlinie gewisser itreduzibler oder reduzibler Kreise?
Wie heift das Lot auf z+ 5y —4i durch (0/34)? — Dieselbe Aufgabe fiir
#—1iy—~5=0 und (4/—1)! Wann fillt das Lot durch P auf G mit der Par-
allelen durch P auf G zusammen?! — Gleichungen der Hohen im Dreieck P,
(0/0), P;(—2/0), P,(0/2)! Koordinaten ihrer FuBpunkte! FuBpunkt des
Lotes vom Nullpunkt auf ax+bdy+c¢=0 (,Zéntralpunkt* der Geraden)!
Welche geraden Linien besitzen keinen Zentralpunkt? — Beweise den Lehr-
satz des Pythagoras! (Eine Euklidische Gerade wird willkiirlich angenommen,
ein Lot daza angegeben; dann Parameterdarstellungen auf beiden Geraden
usw.!) Ausnahmefall! -~ Wann schneiden sich zwei zueinander orthogonale
gerade Linien? — Auf was fiir komplexen Geraden sind reelle Lote médglich?
Wieviele dann? (Zwei Fille!) — Zeige, da8 die Koordinatenachsen zueinander
orthogonal sind. — Statt orthogonal sagt man auch wohl normal.

2. Im komplexen Gebiet ist die Konstruktion, einen Punkt an einer
Geraden zu spiegeln, linear, d. i. durch bloBes Ziehen von geraden Linien aus-
fiihrbar, wozu wir anzunehmen haben, da8 man durch jeden Punkt die beiden
Isotropen angeben kann. Im reellen Gebiet hat sie bekanntlich als quadratisch
2u gelten.

Linear im soeben erklirten Sinne ist daher auch die Aufgabe, von einem
Punkte P aus auf eine Gerade G das Lot zu fillen. Man zieht durch P die beiden.
Isotropen. Die eine davon ist bereits das gesuchte Lot, wenn @ selbst isotrop
ist. Im andern Falle bestimmen die Isotropen auf G zwei getrennte Punkte,
durch die man die noch fehlenden Isotropen zieht. Sie schneiden sich; ihr
Schnittpunkt gibt, mit P verbunden, die gesuchte Senkrechte. Man kann so
beliebig viele Lote fillen, und daher auch beliebig viele Parallele zu einer
Geraden angeben. Sollén nimlich zu der anisotropen Geraden G Parallele ge-
zogen werden, so fillt man irgend ein Lot auf @, und dann wieder Lote auf
dieses Lot.

Hierdurch wird es dann wieder erméglicht, in einem Punkte auf einer
Geraden das Lot zu errichten; man fallt eben das Lot auf eine beliebige
Parallele. Damit kann man jetzt eine Strecke um sich selbst verlingern. Soll
die Strecke PQ iiber @ hinaus um sich selbst verlingert werden, so errichtet
man in @ auf PQ das Lot, und spiegelt den Punkt P daran. Weiter ist es
von hier aus moglich, zu einer Geraden die Parallele durch einem vorgeschrie-
behen Punkt zn legen. Damit kann man wieder eine Strecke beliebig auf einer

3*
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parallelen Geraden abtragen, und damit auch auf ihrer Geraden selbat. Der
Leser fiihre' diese Gedanken durch und fertige schematische Zeichnungen nach
dem Vorbild von 12, Zus. 1 an. — Auf diese Weise erklirt es sich, warum
z. B. die Mitte zwisohen zwei Punkten durch lineare Formeln geliefert wird,
obwohl sie im reellen Gebjet quadratischer Konstruktionen bedarf. Zu be-
merken ist indessen, daB dieser Sachverhalt erst aufgeklirt werden kann durch
Vermittlung des Imaginéiren. Vgl. 26, Zus. 10.

3. Es gibt eine gegenseitige Bezichung zwischen zwei R,_, eines R,, die
man als Orthogonalitit bezeichnet. Sie soll unzerstorbar sein gegeniiber Spiege-
lungen an einem dritten B,_,; R,—, ist isotrop, sobald er zu sich selbst ortho-
gonal ist. Wie lautet demnach die Orthogonalititsbedingung? — Wie verallge
meinert man den Begriff des Abstandsquadrates auf zwei Punkte im R,?

12. Schiebung. In 10 hatten wir in der Spiegelung an einer
(anisotropen) Geraden eine Transformation kennen gelernt, die zwei
gegeniiberliegende Ecken eines in ganz bestimmter Weise zu kon-
struierenden Elementarvierseits einander zuordnete. Jetzt betrachten
wir eine andere Transformation, die in #hnlicher Weise beschrieben
werden kann.

Gegeben sind zwei parallele anisotrope Gerade G, und G,, und
ein Punkt P, der nicht auf @, liegt. Er bestimmt mit G, zu-
sammen ein Elementarvierseit, dessen gegeniiberliegende Ecke wir
P’ genannt hatten. Ebenso bestimmt aber auch P’ mit G, zu-
sammen ein Elementarvierseit; die zu P’ gegeniiberliegende Ecke
heile P”. Dann ordnen wir dem Punkte P jetzt den Punkt P” zu.

P heiBt der wurspriingliche, P” der transformierte Punkt.

Diese Konstruktion, die mit allen Punkten P der Ebene vor-
genommen werden soll, ist gleichbedeutend mit zwei aufeinander-
‘folgenden Spiegelungen. Zuerst haben wir den Punkt P an der
Achse G, gespiegelt, und dann das erhaltene Spiegelbild noch einmal
an der zu G, parallelen Achse G,. Man sagt dann, man habe die
beiden Spiegelungen zusammengesetzt zu einer resultierenden Trans-
formation.

Diese Bemerkung lehrt uns den analytischen Ausdruck fiir
unsere Transformation finden. Die Gleichungen der beiden Spiege-
lungsachsen seien

G,: Ax-+ By-+4C, =0, G, Az +By-+6€,=0,
wo C, 4= C, ist. Fiir das erste Spiegelbild (¢’, ’) folgt aus 10, (13):
4:,=£__2A(A£=—{—B17—*—(}‘1) ')'=’7—2B(A§+Bn+@-
A? 4 B? ’ A? 4 B?

Fiir das zweite Spiegelbild P”(£”, ") erhélt man ebenso

£ —E — 2A(A£’ +.B']’ + Cs) '7” — ﬂl _ 2B(A‘E' + B’)' + Cz).
A% + B‘i 4 Ae + B2
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Das erste Spiegelbild (&', ") interessiert uns jetzt aber nicht
mehr. Ersetzen wir daher in den letzten Formeln die &', 5’ ver-
moge der vorletzten Formeln, so wird

”__ 24 (01 - Ce) " _ 2B (01 '— Cs)
(25) § —E—*— Ag_*_Bg ’ ] _’7+ A?__}_BQ *

Da die doppelten Akzente jetzt entbehrlich sind, ersetzen wir
sie durch einfache; bei Einfilhrung neuer Groflen , und r, werden
die ,Transformationsformeln® dann:

[(26) §'=E+rp ’7'=n+rg' I
Allerdings sind die r, und r, noch der Bedingung zu unterwerfen
(262) ry +r3 =+ 0.

Jetzt bekiimmern wir uns nicht mehr um die beiden Spiege-
lungsachsen, sondern beschaftigen uns nur noch mit den Formeln (26).
Man sagt, diese stellen eine Euklidische oder anisotrope Schicbung dar.
Es gibt co? Schiebungen.

Es folgt sofort:

€ =8+ —n)=ri+r.

Satz 1. Bei einer Schiecbung ist das Quadrat der Entfernung zwi-
s chen einem urspriinglichen Punkte und dem transformierten Punkt konstant.

Dadurch unterscheiden sich die Schiebungen von den Spiege-
lungen. Man driickt den Sachverhalt auch so aus: Bei einer Schie-
bung werden alle Punkte um ein und denselben Betrag fortgefiihrt.

Verbindet man einen urspriinglichen Punkt mit dem transfor-
mierten, 8o heifit die Verbindungsgerade (4, (1))

— 1 trytré—rn=0;
alle solche Geraden sind also, soweit sie nicht zusammenfallen, zu-
einander parallel und Euklidisch:

Satz 2. Bei einer Schicbung werden alle Punkte auf parallelen
Geraden fortgefithrt.

Statt Schiebung sagt man daher auch Parallelverschiebung. Alle
soeben genannten Parallelen stehen auf @&, und somit auf @, senk-
recht. Daher trifft die Gerade (£, %), (¢’, #') sowohl G, als auch @,.

Da die Schiebung durch Vermittlung zweier Spiegelungen er-
klért ist, so folgen aus 10 gofort weitere Sitze:

Satz 3. Bei einer Schicbung bleibt das Abstandsquadrat zweier
Punkte sowie der Rang dreier Punkte erhallen.

Satz 4. Bei einer Schicbung geht eine Euklidische Gerade wieder
in eine Buklidische Gerade iiber, eine Isotrope wieder in eine Isotrope.
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Bei der Spiegelung an einer Geraden wurden die Begriffe rechts-
parallel und linksparallel vertauscht. Durch zwei aufeinanderfolgende
Spiegelungen wird die Vertauschung wieder aufgehoben:

Satz 5. Bei einer Schicbung geht eime linksisotrope Gerade wieder
in eine linksisolrope Gerade iiber, eine rechisisotrope wieder in eine
rechisisotrope.

SchlieBlich folgen noch aus 10:

Satz 6. Bei einer Schicbung werden parallele Gerade wieder in
parallele Gerade, orthogonale Gerade wieder in ebensolche verwandelt.

Satz 7. Bei einer Schicbung bleibt der Tangens des Winkels zweier
Geraden invariant.

Wir erledigen jetzt den Ausnahmefall; es sollen die Formeln (26)
betrachtet werden, aber unter der Voraussetzung

(26b) 2 tri=0,
wodurch der Zusammenhang mit den beiden Spiegelungen verloren geht.

Die Formeln (26) ordnen auch jetzt nech jedem Punkte (&/7)
einen andern Punkt (£'/7’) umkehrbar zu; es liegt also eine Trans-
formafion vor. Sie heiBe, wenn r, und 7, nicht gleichzeitig ver-
schwinden, isotrope Schiebung oder Minimalschiebung. Satz 1 gilt noch;
der Betrag, um den jeder Punkt fortgefiithrt wird, ist jetzt gleich Null.
Satz 2 ist dahin zu ergiinzen, dd8 die parallelen Geraden, auf denen
die Punkte fortgefiihrt werden, jetzt isotrop sind. Unveréndert
gelten, obwohl ihre bisherige Begriindung versagt, die Sétze 3, 4, 5,
6, 7. Daher haben wir sie sogleich allgemein ausgesprochen.

Die isotropen Schiebungen kénnen némlich nicht durch zwei
Elementarvierseitkonstruktionen erhalten werden. Da sich aber eine
isotrope Schiebung als Aufeinanderfolge zweier Euklidischen Schie-
bungen (und zwar auf co® Arten) darstellen liBt, so kann man eine
isotrope Schiebung durch wviermalige Wiederholung der Elementar-
vierseitskonstruktion erbalten. Vgl. Zus. 2 und 14.

Wir haben endlich noch den Fall zu erledigen, wo r, =1, =0

ist. Hier gehen die Formeln (26) iiber in
(26¢) &=¢ g'=n.
Jeder Punkt ist sich selbst zugeordmet. Man redet-hier von der iden-
tischen Transformation, obwohl gar keine Transformation in eigent-
lichem Sinne mehr vorliegt. Die identische Transformation 148t sich
wieder durch Aufeinanderfolge zweier Spiegelungen erzeugen; dazu
miissen die beiden Spiegelungsachsen G, und G, zusammenfallen
€, = Cz)'

Die identische Transformation kann nach Belieben sowohl den
Euklidischen als auch den isotropen Schiebungen als Grenzfall zu-
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geordnet werden. Sie soll nicht zu den involutorischen Transforma-
tionen gerechnet werden, vgl. 10, S. 28.

Erklirung. FEine Transformation heibt reell. wenn sie reelle
Punkte immer wieder in reelle Punkie iiberfihrt. Daher ist eine iso-
trope Schiebung niemals reell, dagegen die identische Schiebting; eine
Euklidische Schiebung kann reell sein. Eine Spiegelung ist reell,
sobald die Spiegelungsachse reell ist.

1. Obwohl die isotropen Geraden niemals reell sind, diirfen wir doch die
Spiegelungen und Schiebungen uns durch eine reelle Figur zu veranschau-

lichen suchen, die dann sllerdings nur schematische Bedeutung hat. Wir
zeiohnen eine isotrope Gerade ggstrichelt, eine Euklidische Gerade ausgezogen;

A
S
”
e ~ \
r"' \\\
G e .
~ oS -
\\“ , ’l’
\\\\ . /
\\\ ’/
~. (/
b4
Abb. 1.

zwei linksisotrope Gerade und ebenso zwei rechtsisotrope sind parallel. So
erhalten wir fir die Spiegelungen Abb.1, fiir die anisotropen Schiebungen
Abb. 2. Man mache sich sorgfiltig klar, was aus der Abbildung herausgelesen
werden darf und was nicht!

2. Die isotrope Schiebung
E=&+r, n'=g+ri (r=0)
erhilt man, indem man nach der Euklidischen Schiebung
EX=E+1, nt=n+u
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die weitere Euklidische Schiebung ausiibt
EF=E*+r—4, n'=9*+tri—u
Hierbei muB sein: 424+ u2 == 0, A—ip—2r <= 0.

Man gewinnt daher fiir die isotropen Schiebungen folgende aus vier Ele-
mentarvierseiten aufgebaute Konstruktion (Abb. 3). Zu beachten ist aber,
daB die in den Abb. 1—3 angegebenen Konstruktionen nicht mit einem ein-
zigen Punkte P vorzunehmen sind, sondern mit allen Punkten der Ebene.

3. Um uns noch eine genauere Vorstellung von den isotropen Schiebungen
zu verschaffen, nehmen wir an, daB der Punkt P in einen Punkt P’ iiber-
gehe, der zu P links parallel ist. Es sollen jetzt also nicht die vier Spiege-
langsachsen (Zus. 2) gegeben sein.
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Abb. 3.

Den Punkt @’ zu @ finden wir:

a) Wenn @ zu P rechtsparallel ist, als die P gegeniiberliegende Ecke des
fllementarvierseits, dessen andere Ecken P’ und @ sind.

b) Wenn @ nicht parallel zu P ist, indem wir die Linksisotrope durch @
zum Schnitt bringen mit der Parallelen, die durch P’ zu PQ gezogen ist.

¢) Wenn @ zu P linksparallel ist, indem wir zunéchst einen Punkt E
willkiirlich wihblen, der zu P nicht parallel ist, zu ihm nach b) den Punkt R’
konstruieren und dann durch @R zu R’ die Parallele legen. Diese schneidet
aus PP’ den Punkt @’ heraus. — Welche Eigenschaft der Schiebungen ist
dabei benutzt? — Lassen sich diese Konstruktionen der isotropen Schiebungen
fir die Euklidischen Schiebungen verwenden? — Ist bei den Euklidischen
Schiebungen die Reihenfolge der beiden Spiegelungsachsen G, und G, gleichgiiltig?

4. Im R, wird eine Schiebung durch Formeln analog (26) erklirt. Sie
léBt sich (immer?) durch Aufeinanderfolge der Spiegelungen an zwei parallelen
R,_, konstruieren. Wie sind demnach parallele R,_; zu erkliren?

13. Dehnungen. In den Spiegelungen an den (anisotropen)
geraden Linien und den Schiebungen haben wir spezielle Transfor-
mationen kennen gelernt, die folgende Eigenschaften begaBen:

1. Jedem Punkte P, ohne Ausnahme, wird ein Punkt P’ um-
kehrbar eindeutig zugeordnet.
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2. Drei Punkte auf einer Geraden gehen immer wieder in drei
Punkte einer Geraden iiber.

3. Parallele Punkte werden wieder in parallele Punkte iiber-
gefiihrt.

Wir fragen, ob es noch andere Transformationen dieser Art gibt.
Dabei soll der Zusammenhang zwischen den Koordinaten (£, %) des
urspriinglichen Punktes und (£, ") des transformierten Punktes ana-
lytisch sein (Zus. 2. 3).

1. Zunichst miissen £’ und %’ eindeutige analytische Funktionen
von & und % sein, und auch ¢ und % umgekehrt eindeutig sich
durch &' und %’ ausdriicken lassen. Z. B. &' = —§+4 5%, 9'= 9,
(R4, Zus. 10).

2. Die zweite Forderung besagt, daB eine lineare Gleichung
aé+byn+¢=0 wieder in eine ebensolche A& -+ Bp'+4+C=0
iibergehen muB. Dazu miissen die &', 5’ linear von den &, n abhéngen:

gobétantn v,=pgé+qgn+re_
€+ gty pét+an+r,

Damit sich auch &, 7 ebenso durch die &', %’ ausdriicken, ist
zunichst erforderlich, daB p,:q,:7, =p;:q,:7;. Den Punkten der
geraden Linie py& 4 g, 47, =0 werden jetzt aber keine trans-
formierten Punkte zugeordnet. Nur wenn p, =g, =p, =g, = 0,
r3 4= 0, 7, 4= 0, verschwindet diese storende gerade Linie. Durch
Kiirzen laBt sich dann noch erreichen r, =r, =1. Jetzt haben
die Transformationsformeln die Gestalt

(27) =pétantr, 1 =pf+tan+r.

Damit die Umkehrbarkeit dieser Formeln gewihrleistet wird,
muB (3, 3¢) die , Transformationsdeterminante von Null verschieden sein:

(28) P18 — Poq; + 0.

Durch die Formeln (27), (28) ist jetzt die allgemeinste Transformation
gefunden, die die beiden ersten unserer Forderungen erfiillt. Die
Transformation (27) heiBt dann affin oder eine Affinitit. Es gibt
co® Affinitéiten (18, Zuss. 1, 2; 21, Zus. 7).

3. Die dritte Forderung spaltet sich in zwei engere:

Rechisparallele Punkte sollen wie- Rechtsparallele Punkte sollen in
der rechtsparallel werden, linksparal- | linksparallele Punkte idtbergefiihrt
lele Punkte wieder linksparallel. werden, linksparallele in rechis-

parallele.
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Es sollen also gleichzeitig verschwinden und diirfen sich daher
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden die Ausdriicke:

&/ —é&+i(n;—n;) und & — & +i(n; —n1) und
§i—&+iln —n), (& —&) + 9 —
i€ —&)+n—n und i —&)+n—n, und
6 —&)+m—n. & — & i, — 1)

Transformiert man also gleichzeitig zwei Punkte (£,, 7,) und (&,, 7,),

§;=P151+91771+"'1, ’7;21%51"‘95’71‘}"2’

& =p&+an+n Ne =Py + Gty + 145
so wird
&H—& =P1(§1 - 59)"'!11(’71 - ’79)’ n1— ’7; =Py (El - 52)'*‘ 3 (1, — 75),
und daraus

& — Ea'+i(’7; - ’7;) = (Pl —{—ip,) (51 — &)+ (9'1 +i%) (7]1 - ’72)

"(51' - fé)"*‘ "71' - 71'; = (i.p1 +pn) (51 — &)+ (i% + Qa) (’71 - ’72)'
Damit rechts die Ausdriicke &, — &, i (n, —n,) bzw. i (&, — &) +9,—7,
auftreten, muB sein:

‘:(Pl—Qg):Pg‘f"qn ’ i(Pg“%):%“l“Pu

"'(Pl—%)= "(pe"l"%)' i(”z"%):_‘(% + ).

Diese Forderungen vereinfachen sich zu:
Pr=%, ¢ = "D, Py=0q;, 3= —p.
Somit erhalten wir Formeln von der Gestalt

§'=p§—q77—|—1‘1, {§’=p§+qn+1’1,

29b
(293‘) {nlzqé_'_pn_*_rg. ( ) ﬂl=q§__p')_|_r2.
p*+¢*=+0. pPq? 0.

Damit sind die allgemeinsten analytischen Transformationen
gewonnen, die Gerade in Gerade und parallele Punkte wieder in
parallele Punkte iiberfiihren. Jede solche Transformation heifle eine
Dehnung (Ahnlichkeitstransformation), und zwar eine
gleichsinnige Dehnung; bei einer | gegensinnige (ungleichsinnige) Deh-
solchen bleiben die Begriffe rechts- | nung; bei einer solchen werden
parallel, linksparallel einzeln er- | die Begriffe rechtsparallel, links-
halten, -| parallel vertauscht.

Der Name Dehnung erklirt sich, wenn wir fragen, was bei
unsern Transformationen aus dem Abstandsquadrat zweier Punkte
wird. Man erhilt beidemale

(80) (&1 —&)°+ (i —7a)* = (»*+ ) [(&s — &)° + (1. —n2)*]-
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Bei einer Dehnung wird das Abstandsquadrat zweier Punmkte mil
einem von Null verschiedenen Faktor multipliziert, der fiir alle Punkte-
paare derselbe ist.

Nennt man diesen Faktor 1:m? (vgl. Zuss. 4. 5), so lassen sich
die Formeln (29a) und (29b) auch so schreiben:

m(&'—r,)=Ecosp—ysing m(&’'—r,)=&cosp+nsing
(31a) , ey (31b) , CEei

m(y —r,)=£Esing+ncosg. m(y —r,)=Esinp— 7 cosp
Die Grofle ¢ ist aber erst bestimmt, nachdem man iiber die

Irrationalitit % =Vp®+q® irgendwie verfiigt hat:

ip=13log nat%j_——:—: = lognat m (p + ¢i).

Andert man das Vorzeichen von m, so ist @ um = zu verstirken
@ heilt der Drehungswinkel der Dehnung.

Die Funktionen cosg und sing sind (vgl. FuBnote auf S.31)
durch die Eulerschen Formeln erklirt:
el? - e~ie . ei® — e—iv
8P = ——p——, Sing=—0p——

Betrachtet man zwei Figuren, von denen die eine durch eine
Dehnung aus der andern hervorgegangen ist, etwa zwei Dreiecke
PQR und P’'Q'R’, so bedient man sich auch wohl der Ausdrucks-
weise: P'Q'R* ist ein Bild von PQR; letztere Figur ist der Gegen-
stand. Von einer Abbildung verlangt man in der Tat, da der
Gegenstand in das Bild mdoglichst vermdge einer Dehnung iiber-
gefiithrt werden kann.

Diese Redeweise iibertréigt man weiterhin auch auf andere Trans-
formationen uynd sagt dann statt urspriinglicher Figur Gegenstand.
statt transformierter Figur Bildfigur, statt Transformation Abbildung.

SchlieBlich geht man noch einen Schritt weiter und redet bei
jeder Art von umkehrbarer Zuordnung geometrischer Gebilde von
einer Abbildung. So ,bildet* man die Geraden der Ebene auf Punkte
»ab“, die Kreise der Ebene auf Punkte des R, usw. Gefordert
wird dazu also lediglich, daB man die Abbildung deuten kann, d. i.
stets den Ubergang von der einen Figur zur andern vornehmen
kann, so z. B. bei der Abbildung eines imaginiren Punktes auf ein
Paar geordneter reeller Punkte (17).

1. Was versteht man unter dem MgBstab einer gleichsinnigen Dehnung?
Was geschieht mit den MaBstiben zweier Dehnungen, die zu einer resultieren-

den Dehnung zusammengesetzt werden? MaBstab einer Schiebung (kongruente
Abbildung)! Verhalten der irreduziblen und reduziblen Kreise gegeniiber Deh-
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nungen. Wann wird eine gleichsinnige Dehnung zur identischen Transformation ?
Wann eine gegensinnige ?

2. Die nichtanalytische Transformation

E’ = E » '= 7_] ’

die jedem Punkte den konjugiert komplexen Punkt zuordnet, heift das Kon-
Jugium. Zeige, daB sie linksparallele Punkte in rechtsparallele verwandelt und
umgekehrt.

3. AuBer von den Transformationen (31a) und (31b) werden die drei
Forderungen, die am Anfang von 13 gestellt waren, noch von folgenden nicht-
analytischen Transformationen erfiillt, die man Quasidehnungen nennen konnte.

(82a)  EF=pEtgn+n | (32b) & =pE—gi+r
n' =gE—pn+r, | n'=g&+pij+1,
P+ 0. 1 p*+q* 0.

Wie dndert sich jetzt die Formel (30)? — Verhalten paralleler Punkte!

4. Legt man in den Formeln (29a) der Quadratwurzel p%-+¢° irgend-
ein Zeichen bei und erklart weiter

Vep—ig-Vp+ig=Vp'+g®,
so soll gesetzt werden m=1:yp®+ ¢* und
a=2i{Vp—ig+Vp+ig}, a=2{Vp—ig—VpFig}.
o =(ry+Hir) Vp—ig—(n—ir)Vp+ig, @ =—i{(n+in)\Vp—ig
+(ry—iry) V.p"l“iq} .

Hierdurch ist m doppeldeutig erklirt; nach Verfiigung iiber m sind aber
die Verhdlinisse der « eindeutig bestimmt. Die GrdBe m nimmt also eine
Sonderstellung ein. Die fiinf GroBen m; o, &, &, &, heien die Parameter
der gleichsinnigen Dehnung (29a). Die Transformationsformeln werden dann zu

m (i +ad)z’ =(af—ad)x+ 20,y + 2m (o500, — oty t,),

2 2
m ()¢ = — 2 oty 2+ — 8 y+ 2 (sg oty bt y), LT H O}

Jeder gleichsinnigen Dehnung gehdren so zwei Parametersysteme zu:
Mm; Xg:oy:ogiog  und  ~m; —0G:—00: O K.

Zu reellen gleichsinnigen Dehnungen gehoren reelle Parametersysteme (genauer
Sinn dieser Aussage!) und umgelsehrt. Dann kann man festsetzen m > 0.

Es wird cot ¥ = —q, : oder cot ¥ =40, 0. Wie unterscheiden sich daher

die zu beiden Parameterdarstellungen gehérigen Drehungswinkel ¢?

5. Legt man in den Formeln (29b) der Quadratwurzel \/m_qT irgend-
ein Zeichen bei und erklirt weiter

Vp—ig-yp+ig=Vp*+4°,
m=1:VpF 77,
%o = (rtirg) Vp—ig-Hr—ir)Vptia, ay=i{(r,+ir)Vp—ig—(r,—ir)yp+ig}
a0, =—2i{Yp—ig—Vp+ig} % =2{yp—ig+Vp+ig}

so soll gesetzt werden
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Hierdurch ist m doppeldeutig erklirt. Nach Verfiigung iiber m sind
aber die Verhilinisse der o eindeuntig bestimmt. Die GréB8e m nimmt also
eine Sonderstellung ein. Die fiinf GréBen m; o, o, &,, «; heiBen die Para-
meter der gegensinnigen Dehnung (29b). Die Transformationsformeln werden
dadurch zu

{m (@ taf)z’ = (af—af)z— 2o, agy +2m (o0 — X3 )
m (of+ag)y’ = —2 0, &2+ (o] —ad) y —2m (0t &, + 03 &y)
Jeder ungleichsinnigen Dehnung gehéren so zwei Parametersysteme zu:
Mm; X2y iUty und —m; —org:—0tg 0L &y,
Zu reellen gegensinnigen Dehnungen gehoren reelle Parametersysteme
(vgl. Zus.4), und umgekehrt. Dann kann man festsetzen m > 0.

6. Die Koeffizienten der Dehnungsformeln in Zuss. 4. 5 hingen quadratisch
von den Parametern ab; es gelingt aber leicht, die Transformationsformeln so
umzugestalten, daB die Parameter o¢ nur linear auftreten. (Diese einfachere
Darstellung wird wieder erst durch Vermittlung des Imaginéren moglich):

Gleichsinnige Dehnungen.

{ m (0t +305) (2’ + 1y") = (% — i0%) (2 + 1) + 2m (—ay +Hiexy)
m (0t — $0t5) (2" —iy’) = (a + ioy) (& — i9) + 2m (—og—iary)
- Gegensinnige Dehnungen.
m (ot +100) (' +iy’) = (g — t0t,) (& — 1Y) + 2m (otp—1
{rlon a6 i) o im) i) In o) o Loy
m (g — i) (&' — iy") = (% + 1) (2 F i) -+ 2m (%o +i )
In diesen Formeln tritt besonders klar zutage, daB bei den gegensinnigen
Dehnungen Linksisotrope und Rechtsisotrope vertauscht werden, wéhrend bei
den gleichsinnigen Dehnungen Linksisotrope wieder in Linksisotrope, Rechts-
isotrope in Rechtsisotrope iibergefiihrt werden.

7. Setzt man die beiden gleichsinnigen Dehnungen von den Parameter-
systemen

{m(x2+ad)+0}.

{m @ +a)=4=0}.

mp 0yt oyt 0y O
m'; o)zl z ol oo}
zusammen (12), so erhilt man wieder eine gleichsinnige Dehnung. Fiir ihre
Parameter
m’; aff ol ol o
findet man (am bequemsten aus den Formeln in Zus. 6):

" _. ’.
. m” =m-m';

g =m’ (0tg — 0 0),
o) = m' oy0f 4- oty 0ef + oty 00 — m g,
o’ =m' oy + oty o — oy 05 +m axgee],
ofl = m (@o0tf + %y k).

Links ist iiberall in den letzten vier Zeilen der Faktor m’ == 0 fortgelassen;
es kommt ja nur auf die Verhiltnisse der «” an.

Es ist wesentlich, in welchér Reihenfolge man die beiden Dehnungen
zusammensetzt. Die hier befolgte erkennt man aus der symbolischen Schreib-
weise (H. Wiener).

e{m; a}e'{m; o' }z" = z{m”, a” }a”.

8. Setzt man zwei gegensinnige Dehnungen zusammen, so resultiert keine

gegensinnige Dehnung, sondern eine gleichsinnige Dehnung.
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Jetzt erhilt man fiir die Parameter der resultierenden gleichsinnigen Deh-
nung
m’ =mm';
oy =m’ (2,0 4 &y y'),
o = — g, — m' ot 0" — ' gy’ + ot )’
oy = — g0ty — m' ag oty 4 m' ot g — ay x,’,
o =m! (xge, — &, ).

Von diesen letzten beiden Zusammensetzungsformeln wird hiufig Gebrauch
gemacht werden. — Welcher Faktor ist in den letzten vier Reihen links unter-
driickt? — Die Behandlungsweise der Dehnungen vermige der Parameter hat
vor der landldufigen Darstellung (29a), (29b) scheinbar keine Vorteile, und
manchmal arbeitet jene auch bequemer. Die jetzige Darstellung ist die
modernere; sie zeigt spiter den Zusammenbang mit anderen Gegenstinden
(vgl. 58); man wird so unabhingig von den Koordinaten in den Transforma-
tionsformeln. Daher brauchen die Eigenschaften der Dehnungen spiter, wenn
wir andere Koordinaten, z. B. Geradenkoordinaten, benutzen, nicht von neuem
untersucht werden.

9. Transformiere zwei getrennte Punkte vermdge einer Dehnung. Ver-
binde die beiden Punkte miteinander, ebenso die transformierten Punkte.
Bilde den Winkel dieser beiden Geraden. Zusammenhang mit dem auf S. 43
eingefiihrten Drehungswinkel der Dehnung! Vgl. 21, Zus. 8.

10. Als Dehnungen in R, werden diejenigen linearen Punk ttransforma-
tionen erklirt, die das Abstandsquadrat gweier Punkte (11, Zus. 3, 15, Zus, 21)
mit einem nicht verschwindenden konstanten Faktor multiplizieren. Vgl. (30).

Im R, kénnen die Dehnungen nicht als gleichsinnizg und gegensinnig
unterschieden werden, sie bilden vielmehr eine kontinuierliche Gruppe (16).

14. Bewegungen und Umlegungen. An eine Transformation stellen
wir nunmehr auBler den drei Forderungen von 18 noch die weitere:
Das Abstandsquadrat zweier Punkle soll invariant bleiben.

Die dadurch definierten Transformationen sind also Dehnungen
spezieller Art. Aus 13, (30) erkennt man sogleich, dafl der Faktor
p?4¢*=1:m? gleich eins werden muB. Wir sefzen m=1 und
gewinnen aus 13, (31a,b) die Formeln:

) E =cosqp.-E—sgingp.n-tr,,
B “,
(832) {17’=sin @-Ecospnry,) 7 e
! ==cos - gin - 7y,
(33b) {6, ] g-éteingnrn } » Umlegungen.
y =sin @-&-—cos @ -y} 1r,.

Es gibt demnach oc® Bewegungen und oo® Umlegungen.

Bei Benutzung der in 18, Zuss. 4,5 eingefiihrten Darstellung
kann man auch schreiben:

(34 a) {(a09+a8?) §'=(a02—a8‘3)§ + 2 0o Qg M + 2.((X3 o, — aoa‘z)’
(0" 07 = — 2 2 g & =+ (05— + 2 (g 2y et ).

Bewegungen.

(ao_’+a3”+ 0).
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(34D) {(“1"*‘“3’) E=(a,~a,N)e~ 20,0, +2(aya,—a,0,),
‘ (@ 4o y'=—2a,a, -+ (a,*~e,*)n—2(cg 0, +,02,).
Umlegungen.

(" +a,"=+0).

Wir fragen, ob es Punkte gibt, die bei diesen Transformationen
in sich selbst iibergefiihrt werden {(,in Ruhe bleiben“). Solche
Punkte heiBen Fixpunkte oder Ruhepunkte. Ist (&), 7n,) ein solcher
Ruhepunkt, so goll also sein &; = §,, ¢ = #,, d. i. es bestehen die
beiden Gleichungen:

{(1 — co8 @) &, -+ sin @ , — r,=0, {(1 — cosp) &, — sing- 1, — r,=0,
—sin '4 §o+(1 —cCo8 ‘P) ﬂo—‘rg:Ot —Sin‘P '£o+(1+cos ‘P) ’70“”'2=0y
oder bei den Parameterdarstellungen:
{ _“:§o+“o“s’lo+“;“1 — a0, =0, { —agég—a, g ng+aga,—eaya, =0,
— oy $o— g 1105 @y +agety =0. L—a, @, &, — a3 g— o @, — ety @y =0.
Hier sind die fiinf Fille von 3,(3) zu beachten.
A. Bewegungen.
1. p 4= 0(mod 2ns), (o + 0).
In Ruhe bleibt ein einziger Punkt

§°=%—g@eotg=alza3, q°=%+%‘cot§ = 0ty .

Die Bewegung heiBt Drehung wm den Punkt (£,, #,). Dieser heiBt
Drehungsmittelpunkt. Bie GroBe @ nennt man Drehungswinkel:
®

coi;2

0y 0ty

2 —

3. —

4 ¢=0(mod2n), (ay=0), wihrend », und r, (¢, und q,)
nicht gleichzeitig verschwinden.

Kein Ruhepunkt. Die Transformationsformeln lauten jetzt

' =Et+tr, n'= ntr,

oder @' =ayé—2a,, @y =an+2e, (g5 0).

(Nicht identische) Schiebung (12).

5. p=0(mod 2x), r,=r,=0; (a,=~0, =y =0). Jeder Punkt
bleibt in Ruhe. Identische Bewegung.

B. Umlegungen.
1. —

2. 7, rsin@2g +r, cosg +0, (a,=0).

Kein Punkt bleibt in Ruhe. Mit jeder Umlegung ist eine bestimmte
anisotrope Gerade verbunden

X+ oy +ag=0.




(36)
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Sie heiBt die Achse der Umlegung.
nNicht involutorische Umlegung.

3. rysing -I—rlcos(p 0, (@y=0).

Die beiden Gleichungen zur Ermittlung der Ruhepunkte sind jetzt
einer einzigen &dquivalent:
2ryéot+21rymg— (r] +13)=0, (a1§o+“z’70+as=0)'

Alle Punkte einer anisotropen Geraden sind Ruhepunkte. Die Um-
legung ist die Spiegelung an dieser Geraden, vgl. 10, (13). Die
Spiegelungsachse ist hier auf zwei Arten dargestellt, die nicht vollig
dquivalent sind. Die brauchbarere ist die zweite; hier tritt allmdhlich
die Uberlegenheit der Parameter vor den Koeffizienten hervor. Der Leser
mache sich selbst klar, wann die erste Gleichung versagt, und beweise,

daB sie dann durch xsing- — ycosg =0 zu ersetzen ist. Immer

brauchbar ist aber die Gleichung der Spiegelungsachse
a, x4 ay -+ a; =0.
4., —
5, —
Die Formeln aus 13, Zus. 7, 8 fiir die Zusammensetzung zweier
Transformationen vereinfachen sich etwas, wie.der Leser auch durch
direkte Ausrechnung bestdtigen moge.

(35a) (35b)

”__ ’ ’ "__ ’ '
Gy == Golty — @3y, Gg = a0y 1o, ag,
” ’ ’ ’ ’ ’" / ' ! ’
ay =oc(,o¢1 + 0‘1“0 + ¢ aca aaa,, ) = —oaga; —a, 0 —a, ;-0 a,,
” "__ __ r__ ’r__ ’ ’
o) = a0 + Catg + @0y — @, G5, O = — @g0; — @y 00 —aza; -0, ag,
” ", _ ’ ’
oy = ety + 0500 ay = a0, t-a, 0.

Von diesen beiden wichtigen Formeln interessiert uns zunichst
die zweite, (35b). Wir wollen mit ihrer Hilfe zwei Spiegelungen zu-
sammensetzen, Dann vereinfachen sie sich wegen a, = ag=0 zu:
aé’:a{’:a;’:a{,'= — (e a{'—i—a?a;)-aaa;—aaa"asa; a0 a0 —a,ay.
Hier sind a.:a}, «/:a die Koordinaten des Schmttpunktes der
beiden Spiegelungsachsen a, x4 ay-+ag =0 und ajz+a,y+a;=0,
vorausgeselzt, daB diese sich schneiden, also daB «;' =a,ay —a,a;<4=0.
Dann ist aber die Bewegung a, :ay :a) :ay eine Drehung um jenen
Schnittpunkt.

Sind aber die beiden Spiegelungsachsen parallel 8o ist
al = o 0, —a,a] =0, d.i. die resultierende Bewegung «; a0 :etg
wird eine (anisotrope) Schiebung.
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Sind schlieBlich die beiden Spiegelungsachsen identisch, so wird
o =0y =0 =0 und ey =0 (Grund!). Dann resultiert die ¢den-
tische Beweguny.

Wenn es gelingt, diese Sitze umzukehren, d. i. zu zeigen, daf
jede Bewegung (und Umlegung) sich durch Zusammensetzung von
Spiegelungen erzeugen liB8t, so haben wir ein Mittel, die Bewegungen
und Umlegungen auf Elementarvierseitskonstruktionen zuriickzufiihren.

Dazu dienen die beiden Sitze:

Jede Bewegung liBt sich durch Jede nichtinvolutorische Umlegung
die Aufeinanderfolge von zwei oder | ldBt sich durch Zusammensetzung
vier Spiegelungen ersetzen. von drei_Spiegelungen erhalten,

1. Die Drehung vom Mittelpunkt (¢, b)) und dem Drehungs-

winkel ¢ hat die Parameter
(37) —-cotg:a:b:h

Erste Spiegelungsachse:

cos(t— %) (x — a)—}—sin(t— g) (y — b)=0.
Zweite Spiegelungsachse:

cos(t—}—g) (a:—a)—}—sin(t—f—%)(y—b):O.

Beweis durch (35b), also auch (36). Es kommt auf die Reihen-
folge der beiden Spiegelungen an. Die GroBe ¢ kann willkiirlich
gewdhlt werden, so daB also unsere Zerlegung auf oo! Arten voll-
zogen werden kann.

Der Leser fiihre dje Zusammensetzung der beiden Spiegelungen
auch so durch, wie es in 12 gezeigt ist, um sich selbst ein Urteil
zu bilden, welches Verfahren bequemer arbeitet, die Benutzung der
Koeffizienten oder die der Parameter.

2. Die Schiebung

=&+ 7' =51,
hat die Parameter
Gg: @ iQyt0y =2:irg: —7,:0.

Hier sind zwei Félle zu unterscheiden (vgl. 12).

a) r;4r3 4 0. Anisotrope Schiebung. Die beiden Spiegelungs-
achsen sind

drixt+dry+t+ (2 +rd)=0,
drizt-4rgy+t—(r24r2)=0.

Beide sind parallel. Die GréBe ¢ darf alle Werte annehmen.
Eine anisotrope Schiebung kann also auf co! Arfen durch Aufein-
anderfolge zweier Spiegelungen an parallelen Geraden erzeugt werden.

Beck, Koordinatengeometrie der Ebene. 4
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b) r?+7r} =0, ohne daB r, und r, gleichzeitig verschwinden.
Isotrope Schiebung.

Da eine solche auf co® Arten als Aufeinanderfolge zweier Eu-
klidischen Schiebungen (12, Zus. 2) hergestellt werden kann, so kann
sie auf co* Arten durch wvier Spiegelungen erzeugt werden, deren
Achsen zn zweien parallel sind. Wir geben hier die Formeln fiir
den Fall r, = r, ¢, wo der Index an » dann unterdriickt werden darf.
Die isotrope Schiebung soll als Aufeinanderfolge der beiden aniso-
tropen Schiebungen

28 =2&84r—12 d 2" =28 4-r-1
{2n’=2n+ri—ﬂi e {217"=2n'+m’+/u'
dargestellt werden (A==pu, (A+u)? 4= 4r?). Diese Formeln sind
denen in 12, Zus. 2 iiberlegen, obwohl sie verwickelter aussehen.
Hier treten ndmlich die beiden anisotropen Schiebungen gleich-

berechtigt auf.

Daraus ergeben sich dann die vier Spiegelungsachsen der Reihe
nach zu

8(r—Nz+8i(r—pwy+t—2rd—p+1*—p*)=0,
8(r—Nx+8i(r—pmy+t+2r(d—p) — @A —u*)=0,
8(r+Ax+8i(r+u)y+s+2r(dA—u)+ (A% —pu?)=0,
8(r+ x4 8i(r+ply+s—2r—p—(1*—p?) =0,

wo die s und ¢ ganz beliebig gewiihlt werden koénnen.

8. Die identische Bewegung kann auf co? Arten durch Zusammen-
setzung von zwei Spiegelungen gewonnen werden. Die eine Spiege-
lungsachse kann ganz beliebig gewihlt werden, die andere muB mit
ibr zusammenfallen. Die Spiegelung an einer Geraden wurde in 10
involutorisch genannt. Das Wesentliche an einer involutorischen Trans-
formation ist, daB sie, zweimal nacheinander ausgeiibt, die iden-
tische Transformation ergibt.

4. Die nichtinvolutorische Umlegung (33b) ersetzen wir durch die
Schiebung

E’=£—{—cos2 (rlcos —{—rssm(s)

=9+ sin? ("1 cosg—}—rzsinf)

2 2
und die darauffolgende oder vorhergehende Spiegelung an der Geraden
P ® - P 4
Sin 5 @ — CO8 Sy — %(’1 sin 5 — ’s°°5§> = 0.

Diese Gerade ist dann die Umlegungsachse (S. 48). Den Nachweis
erbringt man nach 12. (Warum kann hier weder (35a) noch (35b)
verwandt werden?)
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Daraus folgt dann, da8 die nichtinvolutorische Umlegung auf
oo! Arten durch drei Spiegelungen erzeugt werden kann, deren erste
(oder letzte) die an der Umlegungsachse ist (vgl. aber 15, Zus. 7).
Die drei Spiegelungsachsen sind demnach \

4008%:1:—}— 4sin%y—}—t+ (’1005%"}'7'2 sin%> =0,

4cosq—29x—f—4sin§y+t— ("’1 cos%—}—r,sing) =0,

2
. @ 4 P @
2sm—§x~—2cos§y -(rlsm§~rgcos-§)=0.

Die an erster Stelle genannten beiden Spiegelungsachsen stehen auf
der Umlegungsachse senkrecht. Die GroBe ¢ darf wieder ganz be-
liebig gewdhlt werden.

P
N
* >
/g\ / N
:, ‘\\u / G
Y el ) - 7
\\\{"/ //>’ ” s \\ /1<
N < | >
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G

Abb. 4. Abb. 5.

5. Die involutorischen Umlegungen sind bereits Spiegelungen. Will
man sie als Aufeinanderfolge dreier Spiegelungen erhalten, so kann man
etwa die beiden ersten (oder letzten) Achsen zusammenfallen lassen
und im iibrigen ganz beliebig wihlen,

Damit liBt sich jede Bewegung und Umlegung mit Hilfe von Ele-
mentarvierseiten konstruieren. In Abb. 4 und 5 geben wir schema-
tische Zeichnungen nach dem Vorbild von 12 fiir die Drehungen
und die nichtinvolutorischen Umlegungen. Insbesondere lifit sich
jede reeclle Bewegung durch zwei reelle Spiegelungen ersetzen, jede
reelle Umlegung durch dwei reclle Spiegelungen.

Die Sitze iiber die Zusammensetzung der Spiegelungen moge
der Leser auch synthetisch begriinden. Dabei ergeben sich sehr ein-
fache Bezichungen zwischen der Figur der Spiegelungsachsen und den

4*
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Bestimmungsstiicken der darzustellenden Bewegung oder Umlegung?).
Gerade die Umlegungen sind bisher in der Literatur stiefmiitterlich
behandelt worden. Man lose etwa die Aufgabe, mit Hilfe der Mittel
des reellen Gebietes zu jedem Punkte den ihm durch eine Umlegung
zugeordneten zu zeichnen. Dazu miissen zwei zugeordnete Paare
von Punkten P— P’, @ — Q' gegeben sein.

1. Es sollen die Ruhepupkte der gleichsinnigen Dehnungen untersucht
werden. Wir geben die Resultate fiir die Parameterdarstellung 13, Zus. 4.
Der Leser rechne aber auch den Fall durch, daB die Dehnung durch 13, (29a)
gegeben ist.

1) o (1—m)*+of (1+m)® == 0. Ein einziger Ruhepunkt.

E=2m{ (1—m)ayo,+(1+m)oe )} s od (L —m)*+of (14+m)?,
to=2m{— (1 —m) oy, + (1 +m) g, } : &g (1—m)*+eef (14-m)*.
2a) o, (1 —m)+ioy (1 +m)=0, a,+ix,’40. Kein Ruhepunkt. Die
Reochtsisotrope .
x +iye= (g +i0) (g —iaty) : — 2iatyex,
bleibt in Ruhe, d.i. ihre Punkte werden nur untereinander vertauscht (vgl. 13,
Zus. 6).

2b) oty (1 —m) —ioy (1 +m)=0, o, —ior, 5= 0. Kein Ruhepunkt. In Ruhe

bleibt die Linksisotrope
z— iy = (00 —i0rg) (% + 30,) : 2005,

88) oy (1 —m)+io; (1+m)=0, o, +i0, =0. 00! Ruhepunkte, die alle
zueinander rechtsparallel sind und die Gerade erfiillen

z+ iy = (0g + T0g) 0%, : 0y X5

3b) oy (1 —m) —do, (1+m)=0, og—iax, =0. 0o! Ruhepunkte, die zu-
einander linksparallel sind und die Gerade erfiillen

T — iy = (0g —10) 0y : Gy X5
Zusammenhang der in 3ab) genannten Geraden mit den in 2ab) auftretenden!
Die Fille oy, =0 gghoren nach 4 und 5.

4) og=0, m=-—1 (oder vermoge der Doppeldeutigkeit der Dehnungs-
parameter gleichbedeutend damit o; =0, m=+1); «, und «, verschwinden
nicht gleichzeitig. Kein Ruhepunkt. In Ruhe bleiben alle Parallelen des Biischels

gz — o,y =const. (bzw. o, -+ oty = const.)
Bedeutung dieses Falles!

5) ay=0, m=—1(;=0, m=-+1), &, =0, 2, =0. oo* Ruhepunkte.

Identische Dehnung, die infolgedessen durch die Parametersysteme geliefert wird:
1; 1:0:0:0 oder —1:;0:0:0:1.

) Vgl. etwa 28, Zus. 22—25. Als klassische Arbeit iiber diesen Gegenstand
erwihnen wir E. Study, Von den Bewegungen und®Umlegungen, Math. Ann. 89
(1891) 8. 441—564. Von den Spiegelungen handelt eine Reihe von Aufsitzen
von H. Wiener. Sitzungsber. der Kgl. Sichs. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig.

1890, 8. 13—23, 8. 71—87, S. 245—267; 1891, S. 424—447, S. 644—673; 1893,
S. 555-—598.
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2. Unter den gleichsinnigen Dehnungen mit nur eingm Ruhepunkt spielen
eine Sonderrolle die, fiir welche o; =0, also m == 1 ist.
(38a) mogE =0 —2ma,, mayy’ =oyn+2ma, .

Der Ruhepunkt heiBt & =2ma,: o, (1—m), e =—2ma, : oy (1 —m).
(Warum muB o, == 0 sein?) Jetzt 1dBt sich die Dehnung schreiben:
(38b) mE—a)=E—a), me'—b)=1-b,
wo &, durch @ und %, durch b ersetzt ist. Durch Elimination von m folgt
(vgl. 4, 1), daB der transformierte Punkt (&',%’) mit dem urspriinglichen
Punkt (£, %) und dem Ruhepunkt (a, b) in gerader Linie liegt. Es bleibt also
jede Gerade durch den Ruhepunkt in Ruhe, wenn auch nicht punktweise.

Ferner ist m?{(§'—a)®+(y’ —b)*}=(E— a)*+ (n — )%, d. i bei die<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>