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Vorwort. 
An Lehrbiichern der analytischen Geometrie herrscht kein Mangel. 

Sie gehen im allgemeinen nicht zu weit iiber das hinaus, was der 
Studierende bereits von der Schule mitbringt, und wollen meist 
offenbar nur eine Vorbereitung fiir die Differentialrechnung sein. 
Daher befolgen sie eine gemischte Methode, insofern sie die synthe
tische Elementargeometrie voraussetzen und sich darauf beschranken, 
deren Aussagen nachtraglich in das neue Gewand des Koordinaten
apparats zu kleiden. 

Der in dieser Weise behandelte Stoff ist im wesentlichen seit 
zwei J ahrhunderten bekannt, und man konnte daraus schlieBen, daB 
die analytische Geometrie seit jener Zeit erstarrt sei. Tatsachlich 
hat wahrend der groBeren Halfte des verflossenen Jahrhunderts die 
synthetische Geometrie, in Deutschland die Steinersche Schule, das 
Hauptinteresse absorbiert. Dariiber ist einmal die analytiEche Geo
metrie, die gleiche Erfolge nicbt aufzuweisen hatte, in MiBkredit 
gekommen, und andererseits hat eine gewisse Vereinseitigung statt
gefunden, insofern die Synthetiker nur ein Sondergebiet, die projek
tive Geometrie, pflegten und sich um andere Dinge, insonderheit 
um die Elementargeometrie kaum kiimmerten. 

Fiir die Koordinatengeometrie wurde der erste neue Gedanke 
nach langer Zeit 1872 von F. Klein in seinem Erlanger Programm 
ausgesprocben (vgl. S. 199 bis 202 dieses Buches). Klein erkannte 
wie sich die uniibersehbare Fiille geometrifcher Einzelerscheinungen 
in eine Reihe von Systemen einordnen laBt. Damit wurden die 
Invariantentheorie und die Lehre von den Transformationsgruppen 
Hilfswissenschaften der analytischen Geometrie, und es wurde u. a. 
auch der Nichteuklidischen Geometrie, die sich bis dahin nur zag
haft entwickelt hatte, ein fester Platz angewiesen. 

In der Lehrbuchliteratur haben diese Gedanken Kleins ein 
Echo bisher nur gefunden im "Lehrbuch der analytischen Geometrie" 
von L. Heffter und C. Koehler. i ) Auch auf das inhaltsreiche Werk 
von Clebsch-Lindemann2) sind sie ohne merklichen EinfluB ge
blieben und ebenso lange Zeit auf die Forschung, da Klein selbst 

1) Lehrbuch der analytischen Geometrie. 1905. 
I) Vorlesungen iiber Geometrie. Zweite Auflage. Erster Band, erster Teil. 

Erste Lieferung 1906. Zweite Lieferung 1910. 
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IV Vorwort. 

nicht allzuviel 'zur Verbreitung seiner Ideen getan hat. Erst die 
letzten zwanzig Jahre etwa haben, dank der Arbeiten Studys und 
seiner Schiiler, so viel aus der Sache herausgeholl, da.B heu'te von 
einem gewissen AbschluB, wenigstens in der Geometrie der Ebene, 
gesprochen werden kann. 

Study gebiihrt das Verdienst, nachdriicklich die Forderung er
hoben zu haben, auch in der Geometrie dieselbe Exaktheit waIten 
zu lassen, die in der Analysis fiir selbstverstandlich gilt. Er hat 
eine Reihe von neuen geometrischen Theorien geschaffen und anderer
seits auf die Wichtigkeit der Elementargeometrie hingewiesen, zu 
deren Klarung er als bester Kenner der Nichteuklidischen Geometrie 
und der Geometrie des komplexen Gebietes wertvolle Beitrage ge
liefert hat. Leider hat er seine Untersuchungen nicht im Zusammen
hang dargestelIt, und so ist der beklagenswerte Zustand festzustelIen, 
dafJ heute weder in der deutschen noch in der ausliindischen Literatur 
ein Lehrbuch existiert, aus dem man sich uber die Fortschritte der 
For8chung eines halben Jahrhunderts unterrichten kann. 

Diese Liicke solI das Buch auszufiilIen helfen, welches der Ver
fasser hiermit der Offentlichkeit iibergibt. Daraus geht der Umfang 
des behandelten Stoffes hervor; der Leser wird im wesentlichen alles 
vorfinden, was nicht in die Geometrie der birationalen Transforma
tionen gehort. Insbesondere ist der Nichteuklidischen Geometrie ein 
betrachtlicher Raum gewidmet, und zwar mehr als bei den· wenigen 
Spezialdarstellungen des Gegenstandes, wo zudem sparliches Tatsachen
material auch noch durch umfangreiche Ausfiihrungen historischer 
und erkenntnistheoretischer Art iiberrankt wird, daren Wert gewi.B 
nicht herabgesetzt werden solI, die aber doch wohl nicht die Haupt
sache sein diirften. 

Es konnte sich nun nicht um eine blo.Be Zusammenstellung 
dessen handeln, was in Zeitschriften verstreut liegt, sondern es muBte 
ein neues Fundament geschaffen werden. Es ist schlechthin un
wissenschaftlich, wenn mart, wie es doch wohl iiberall geschieht, die 
Gleichung der geraden Linie aus der Betrachtung ahnlicher Dreiecke 
gewinnt oder den Ausdruck fiir das Quadrat der Entfernung zweier 
Punkte aus dem pythagoraeischen Lehrsatz. Da die analytische Geo
metrie ferner in der Hauptsache auf dem Fundamentalsatz der Algeb:r;a 
beruht, so ist es von vornherein unsachgema.B, wenn man auf das 
Imaginare verzichtet. So haben wir denn, in einer neuerlichen Ter
minologie (vgl. § 18 dieses Buches), ab8trakte Geometrie behandelt, 
und gleich von der ersten Seite ab grundsatzlich das komplexe Ge
biet betrachtet. Nicht um seiner selbst willen, sondern weil unser 
Hauptziel, auf ein er8chOpfendes Ver8tiindnis der Elementargeometrie 
hinzuarbeiten, das Imaginare unentbehrlich macht. 



Vorwort. v 
Von diesem Gesichtspunkte aus wolle man die Stoffauswahl ver

stehen, z. B. bei der Lehre von den Kegelschnitten, wo nicht als 
letzter Weisheit SchluB das Hauptachsenproblem auftritt. Aus eben 
diesem Grunde die starke Betonung der anderen Wurzel der Elemen
targeometrie, der Nichteuklidischen Geometrie, die ebenfans nichi 
Selbstzweck sein solI. Ihre Unentbehrlichkeit diirfte schlagend aus 
den Ausfiihrungen des SchluBparagraphen hervorgehen. 

Eine Schwierigkeit lieB sich dabei nicht vermeiden. Nicht alles 
in der Elementarmathematik voIlzieht sich ganz zwanglaufig. So 
sieht z. B. bei dem Kapitel der Vorzeichenbestimmungen, denen be
sondere Sorgfalt gewidmet ist, der Leser nicht immer llOgleich, warum 
gerade so, und nieht anders verfahren ist. Wir haben namlich den 
Formelapparat '!Jon '!Jornherein so eingerichtet, dap er spater, '!Jon hOheren 
Gesichtspunkten betrachtet, nicht 'llJieder abgeiindert zu werden braucht, 
kurz so, daB hinterher alles "klappt". Hierin ist in den meisten 
Fallen die Motivierung zu finden. Wir haben dar auf verzichtet, 
diesen Sachverhalt dureh Scheinmotivierungen zu verhiillen. Immer
hin bleibt hier ein Erdenrest, zu tragen peinlich. Aber diese Schwache 
wird notwendigerweise einer jeden Darstellung gerade der I),bstrakten 
Geometrie anhaften, eben um ihres Ursprungs in der konkreten Geo
metrie 'llJillen. Wir wissen keinen Weg, die Begriffe des Winkels 
oder des Inhaltes usw. anders zu motivierd!l, als dureh Hinweis auf 
ihren invarianten Charakter. Wer genau zusieht, wird im iibrigen 
zugeben, daB es mit der "Motivierung" solcher Begriffe auch in der 
konkreten' Geometrie ein eigelles Ding ist. 

Wegen der auBerordentlichen Stofffiille waren der Art der Dar
stellung gewisse Grenzen gezogen, solIte der Umfang des Buches 
nicht ins Ungemessene ansehwellen. Diejenigen Abschnitte, die auch 
in anderen Biichern anzutreffen sind, haben wir gedrangter darge
steUt und sind ausfiihrlicher iiberall da zu Werke gegangen, wo der 
Leser anderweitig im Stich gelassen wird, am breitesten in den 
Kapiteln iiber Nichteuklidische Geometrie. Zudem ist das Bueh, ob
wohl an Vorkenntnissen nur die einfachsten Satze iiber Determi
nan ten gefordert werden, nicht fur Primaner bestimmt, sondcrn fiir 
solche Leser, die bereits eine einfiihrende Vorlesung iiber analytische 
Geometrie gehort haben. Die. Fragen, die in den Mittelpunkt ge
stellt sind, gehen vor allen Dingen den kiinftigen Lehrer an. 

Erst dann, wenn er das Stoffliche beherrseht, wird der Leser mit 
Erfolg an die Axiomatik herangehen, deren geringer Bewertung durch 
Studyl) wir nicht beipflichten. Erst dann wird er auch zu erkenn~ 

1) Die realistiache Weltanaioht und die Lehre yom Raum. Braunschweig 
1914. Kil.pitel X. 
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in der Lage sein, was die Axiomatik nicht leisten kann. Auch die 
Geschichte der Nichteuklidischen Geometrie und die Frage des Ver
hiiltnisses der Geometrie zum Erfahrungsraum hebe man sic1,l auf, 
bis man iiber die notigen Kenntnisse verfUgt. Es will uns so scheinen, 
als ob man meist die umgekehrte Reihenfolge einschlagt. -

Der analytische Apparat ist auf die einrachste heute erreich
bare Gestalt gebracht, indem, sob aid es anging, durchweg invariante 
Bezeichnung durchgefiihrt wurde. Die Aronholdsche Symbolik zu
grunde zu legen, hat sich der Verfasser jedoch nicht entschlieBen 
konnen. In den einfachsten Fallen arbeitet sie komplizierter als die 
von uns befolgte. Um jedoch dem Leser eine Vorstellung von ihrem 
Wesen zu geben, sind gelegentliche Hinweise in die Zusatze zerstreut, 
wo auch auf die Spezialliteratur verwiesen wird. 

Diese durch kleinen Druck kenntlichen Zusatze sollen Absichten 
verschiedener Art dienen. Zunachst enthalten sie Dbungsmaterial. 
Sodann auch Dinge, die es geboten schien, nicht in den eigentlichen 
Text aufzunehmen, um den Gedankengang klarer hervortreten zu 
lassen. Aus okonomischen Riicksichten tritt dabei zuweilen ein und 
derselbe Gegenstand an verschiedenen Stellen in den Zusatzen auf; 
durch die Benutzung des besonders ausfUhrlich gehaltenen Sach
registers wird der Leser in die Lage versetzt, sich schnell zurecht 
zu finden. SchlieBlich die en manche Zusatze vorbereitenden Zwecken; 
Vorarbeiten fUr kiinftige Entwicklungen werden vorweg genommen, 
um spater storende Nebenbetrachtungen vermeiden zu konnen. 

Literaturnachweisungen sind gegeben, soweit das moglich war; 
die Ausbeute ist nicht sehr groB. 

Das, was man analytische Geometrie nennt, und was algebraische 
Geometrie heiBen sollte, hat im Laufe der Zeit einen ganz bestimm
ten Sinn bekommen. Keine dieser Dberschriften durfte gewahlt 
werden, sollte unser abweichender Standpunkt im Titel des Buches 
zum Ausdruck kommen. Der Unterschied in der Methode ,wurde 
schon erwahnt; aber auch eine stoffliche Verschiebung ist fest
zustellen. Nicht aHe friiher als gleichberechtigt angesehenen Partien 
haben sich als von gleicher Wichtigkeit erwiesen; manche sind zu 
sekundarer Bedeutung herabgesunken, andere in den Vordergrund 
des Interesses geriickt. W ohlmeinende Freunde haben geraten, auf 
Punkte dieser Art, die also neu gegen die vorhandenen Lehrbiicher 
sind, den Leser hier besonders hinzuweisen. Ais solche seien daher 
noch erwahnt die Lehre von den Umlegungen, den Ahnlichkeits
t!u.nsformationen und den automorphen Kollineationen eines be
liebigen irreduziblen Kegelschnitts, die Darstellungen dieser und 
anderer Transformationen durch unabhangige Parameter sowie ihre 
Zusammenhange mit gewissen Systemen hoherer komplexer Zahlen 
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in vier Einheiten, den von uns so genannten konischen Quaternionen. 
Ferner die Auadehnung des Koordinatenbegriffs auf andere Raum
elemente, insbesondere auf die Speere, die unerlafJliche Vorbedingung 
zur Ermaglichung korrekter Vorzeichenbe8timmungen. Insbesondere seien 
hier die pseudohomogenen Koordinaten genannt, die bei den Ab
schnitten iiber die Forschung der letzten Jahre auftreten. 

Weiterhin ist mit der Gepflogenheit gebrochen, immer nur den 
"allgemeinen" Fall zu betrachten. Sonderfalle sind vielfach inter
essanter, dann aber zumeist schwieriger zu behandeln. Bei der Ge
legenheit ist haufig von einem wenig bekannten Verfahren Gebrauch 
gemacht, der Einfiihrung willkiirlich bleibender Hilfselemente in die 
Rechnung. AIlgemein brauchbare Formeln lassen sich zuweilen auf 
keine andere Weise erzielen. 

Neu sind ferner die Ausfiihrungen tiber den Ursprung mancher 
Begriffe der Elementargeometrie, iiber uneigentliche Elemente und 
orientierte GebiIde, z. B. orientierte Punkte, neu die Erweiterung 
der Nichteuklidischen Geometrie, die wie so manches andere in ihrer 
voIlen Bedeutung erst im zweiten Bande erkannt werden wird, der 
den dreidimensionalen und die wichtigsten h6heren Raume behan
deln solI. Und noch so manches andere wird der Leser finden, 
genug, um die Neuerung im Titel begreiflich zu finden. 

AIle Rechnungen sind vom Verfasser. mehrfach durchgepriift. 
Wenngleich nicht gehofft werden kann, daB das Buch v6llig fehler
freLausgefaIlen ist, so wird doch ein Fortschritt. in der Richtung 
festzustellen sein. Von unschatzbarem Werte ist dem Verfasser dabei 
die Hilfe von Herrn Dr. L. Berwald in Prag gewesen, der sich 
in aufopfernder Weise der miihevollen Arbeit unterzogen hat, die 
Fahnenkorrektur typographisch und sachlich sorgfaltig nachzupriifen. 
Warmsten Dank ihm, sowie einigen andern Freunden, die gelegent
lichen Rat gespendet baben, und nicht zum wenigsten der Verlags
buchhandlung, die allen Wiinschen des Verfassers trotz der schwierigen 
Zeitumstande in vornehmer Weise entgegenzukomIhen gewuBt hat! 

Bonn, im August 1919. 

H. Beck. 
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Erstes Kapitel. 

1. Der Punkt. Bei der iiblichen Begriindung der analytischen 
Geometrie der Ebene legt man durch einen Punkt (nNulipunkt") 
zwei zueinander senkrechte gerade Linien (nAchsen") und zieht durch 
ainen beliebigen Punkt P der Ebene zu jeder von ihnen die Senk
rechte. Nach Festsetzung einer Langeneinheit miJlt man dann auf 
beiden Loten die Strecken von P bis zu den Achsen und gewinnt 
so zwei Zahlen, die nKoordinaten" des Punktes P. Durch Einfiihrung 
des Vorzeichens wird diese Zuordnung von Paaren geordneter Zahlen 
zu Punkten der Ebene auch umkehrbar eindeutig. 

Von nun ab setzt die Rechnung ein, und in der Folge werden 
die geometrischen Erscheinungen ihres anschaulichen Charakters ent
kleidet, die Geometrie wird narithmetisiert". Ja man setzt sich 
sehr bald vallig iiber die Anschauung hinweg, wenn man beim 
Problem, eine Gerade und einen Kreis zum Schnitt zu bringen, 
imaginare Punkte einfiihrt; diese konnen nicht mehr angeschaut 
werden und haben uberhaupt keine andere Existenz, als dafJ sie eben 
Paare geordneter Zahlen sind, die nicht beide gleichzeitig reell sind. 

Die geschilderte Art, in die analytische Geometrie einzufiihren, 
hat ihre gut en padagogischen Griinde. Trotzdem geht schon aus 
dem bisher Gesagten hervor, daG das auf diesem Wege gewonnene 
Lehrgebaude auf schwankem Grunde errichtet ist, benutzt es doch 
auGer gesicherten Satzen der Algebra soiche ganz anderen Charakters 
der Elementargeometrie. Deutlich tritt das zutage, wenn man 
Satze etwa iiber Senkrechtstehen von geraden Linien rechnerisch zu 
beweisen unternehmen wollte, wo eben diese Satze bereits der Ko
ordinatenmethode zugrunde Hegen; man wiirde sich in einem cir
culus vitiosus bewegen. Ein wissenschaftlicher Aufbau der analytischen 
Geometrie muG daher in anderer Weise vorgenommen werden. Das 
nachstliegende ware, das Fundament in Ordnung zu bringen, auf 
dem die Rechnung einsetzen solI. Man hatte dann genau zu unter
sGheiden zwischen einem analytischen Teil und einem voraufgehenden 
nicht analytischen Teil der Geometrie. So versucht es die Schule 
der Axiomatiker. 

Bee k. Koordinatengeometrie der II1bene. 1 



2 Erstes Kapitel. 1. 2. 

Sie braucht fiir den folgerichtigen Aufbau des letztgenannten 
Teiles "nur wenige und einfache Grundsii.tze. Diese Qrundsatze heillen 
Axiome." (H il 0 er t ). "Alles, was zur Begriindung der Lehrsatze ge. 
bOrt, muB sich ohne Ausnahme in den Grundsatzen niedergelegt 
finden." (Pasch). Diese bestehen "in nichts anderem als in der 
Aufzii.hlung derjenigen geometrischen Eigenschaften der Objekte geo
metrischer Forschung, welche wir ohne Beweis annehmen und zum 
Ausgang aller weiteren Beweise machen". (F. Schur). 

Aber die Widerspruchslosigkeit und Unabhangigkeit der ein
zelnen Axiome ist bisher erwiesen nur durch Vermittlung der Rech
nung, so daB demnach auch der oben genannte nicht analytische 
Teil der Geometrie eines analytischen Fundamentes nicht entraten 
kann. Hieraus entnehmen wir die Berechtigung, den Schritt, der 
spater doch getan werden muB, von vornherein zu tun. Wir werden 
uns lediglich auf die Algebra stiitzen. Spater, in 18 werden wir auf 
diese grundsatzlichen Dinge eingehend zuriickkommen. 

Erklarung 1. Ein Punkt der Ebene ist ein System zweier geordneter 
(reeller oder imaginarer) Zahlen. Sie heiDen die Koordinaten des Punkt.es. 

Der Punkt mit den Koordinaten x und y wird kurz als (x, y) 
bezeichnet und ist vom Punkte (y, x) zu unterscheiden. Man schreibt 
auch wohl (x/y) oder (x; V), oder auch wohl, wenn der Punkt schon 
eine Bezeichnung fiihrte, P(x,y). Die Bezeichnungen Abszisse und 
Ordinate fiir die erste und zweite Koordinate scheinen allmahlic~ zu 
verschwinden. 

Erklarung 2. Zwei Punkte heiDen identisch oder zusammenfallend, 
"-

wenn ihre gleichnamigen Koordinalen ubereinstimmen. Zwei nicht iden-
tische Punkte heiDen getrennt. 

Die Punkte (al , bl ) und (a~, bl!) sind also dann und nur dann 
identisch, wenn al = all und b1 = bll ist. 

Do. ein Punkt der Ebene durch zwei Zahlen hestimmt ist, von 
denen jede unzahlig viele Werte annehmen kann, so sagt man, es 
giht in der Ebene 0011 (lies: unendlich hoch zwei) Punkte, oder 
zweifach unendlich viele Punkte. Dieselbe Tatsache ist gemeint, 
wenn man die Ebene a.la zweidimensional oder als eine zweifach a.us
gedehnte Punktmannigfaltigkeit hezeichnet. 

Erklarung 3. Der Punkt (0/0) heiDt Nullpunkt oder Koordinaten
anfa'llgspunkt. 

Erklarung 4. Zwei Punkte heiDen kO'lljugiert komplex, wenn die 
Koordinaten des einen konjugiert komplex sind zu den gleichnamigen 
Koordinaten des andern. 

Bedeuten a, a, b, fJ reelle Zahlen, 80 sind die Punkte (a + i a, 
b + i fJ) und (a - i a, b - i fJ) zueinander konjugiert komplex. Zu 
jedem Punkte gibt es nur einen konjugiert komplexen Punkt. 



Die Gerade. s 
Erklirung 6. Bin Ptmkt keiDt reell, 10"'" w Mit .. 1conjugiert 

kOfJ&plezen Punki ftlBamm8nfallt. Punkte, die flicAt r.U ;i_, Aei.8ef1 
imaginar. 

So. tz. Bin Pwflkt ist dann und nur dann reell, wenn HiM KoordinateA 
einzelfl reell Bind. 

Reell ist der Punkt (2/9), imaginir sind die Punkte (2 i / 5), 
(3i,-4i), (3+8i/2-i), (O/3i); alle fiinf Punkte sind komplex. 

Komple:l: Milt reell oder imagin4rj imagin4r Milt "ieM reeU. - .Die 
Schreibweise (x/g) oder (x; g) statt (x, g) ist notwendig werin DezimaJkommata 
in Frage kommen. - Die Zahl 3 i heiBt rei" imaginir, Den Ubergang "ur 
konjugiert komplexeD Zahl bezeichnet man durch einen Querstrich: iii (lies: 
"x quer") ist konjugiert komplex zu x. Der zu (x, g) kOiljugiert komplexe 
Punkt heiBt dano (iii,1i). Der Punkt (x, g) jet reeD, wenn iii = x, ;; = gist. -
Damit zwei Zahlen zueinander konjugiert komplex sind, ist es notwendig, daB 
ihre Summe und ihr Produkt reell sind. Sind diese Bedingungen bereits aUB

reicl&etld? -
Erklirung 6. Ein Punkt in einem Bamne B,. t1Of& n DimenBionen iBt 

ein System 1)(m n geordnetm Zahlen (Xl' :z;., x,, •.. , x,,). 
Wann Binll zwei solche Punkte identisoh zu nennen? Wieviel Punkte gibt 

es im B,.? Wie sind konjugiert komplexe Punkte, wie reelle Punkte zu er
kliren? Wie der Koordinatenanfangspunkt' 1m R. schreibt man Xl = x, 
x.=g, ala=,r. 

'2. Die Gerade. In der analytisohen Geometrie des reeDen Ge· 
bietes setzt man den BegrUf der geraden Linie als bekannt ,voraus 
und beweist dann mit Hille von ihnliohen Dreieoien, daB die Ko
ordinaten aller Punkte der Geraden einer linea.ren Gleichung genugen. 

Davon behalten wir nur die Terminologie bei und gehen im 
iibrigen wieder umgekehrt vor. 

Erklirung 1. Die Gesamtkeit aller Punkte (x, g), derefl Koordi
itaten einer linearefl Gleichung 

ax+bu+c=O 
I/efliigen, deren Koef{izienten a und b flicht gleickleitig tJersc1HDindetl, heiDI 
riM gerade Litrie oller eine Gerade. 

Die Koeffizienten a, b, c diirien imaginir sain; die Gleichung 
ax + by + c = 0 heiflt die Gleichung tier GBradefl; Von den Punkten, 
die ihr geniigen, sagt man, sie liege,. aUf der Geraden, oder die 
Gerade gent durch sie kindurch, oder die Gerade lauft durch sie hin
durch, oder die Punkte gekIJrefl der Geraden aft, oder sie sind Punkte 
tier Geraden, oder sib Ziegtm mi' der Geradefl tJereinigt. Es erscheint 
bei dieser Ausdrucksweise die Gerade' nicht mehr als ein aus Punkten 
aufgebautes GebUde, sondem ale selbstindiger Begrift, durch das 
Zahlentripel (a, b, c) gegeben. Soll man eine aerade angeben, die 
durch einen vorgeschriebenen Punkt lauft, so sa.gt man auch wohl, 

1'* 
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man ziehl oder legt die Gerade hindurch; Boll eine Gerade ange
geben werden, die durch zwei vorgeschriebene Punkte lauft, so 
sagt man, man verbinde die. Punkte durch eine Gerade. SoIl ein 
Punkt angegeben werden, der gleichzeitig zwei geraden Linien an
gehort, so sagt man, die geraden Linien werden zum Schnitt gebruhl. 
Ein Punkt auJJerhalb einer Geraden wird jeder solche Punkt genannt, 
der nicht auf der Geraden Hegt, man eagt auch, er ist der Geraden 
fremd usw.1). 

Identisch oder zusammenfallend wird man zwei gerade Linien 
dann nennen, wenn sie beide die gleiche Punktmannigfaltigkeit dar
stellen. Demnach sind die Geraden 

alx+b111+Cl=0, a2 x+b2 y+cll =0 
nicht nur dann identisch, wehn 

a. = 0,1 , bll = bl , c2 = Cl , 

eondern aueh, wenn die linken Seiten nirer Gleichungen sich ledig
Hch durch einen konstanten nicht verschwindenden Faktor unterseheiden, 
wellB. also die Koeffizienten in beiden Gleichungen zueinander pro
portional sind. So sind die Geraden identisch 

ax + by + c = 0 und eax + eby + (}C = 0, ((} =+= 0). 
Der Proportionalitatsfaktor e iet von Null verschieden anzunehmen. 
(Diese Festsetzung gilt fur das game Buch.) 

Somit hat eine gerade Linie nicht eine einzige Gleiehung, 
sondern deren 00 1 • Trotzdem spricht man von der Gleichung der 
Geraden; indem man alle diese Gleichungen als aquivalent ansieht. 

Durch geeignete Wahl des Proportionalitatsfaktors liiBt sieh 
die Gleiehung einer Geraden immer (wenigstens) auf eine der beiden 
Gestalten bringen 

x + fly + " = 0, ax + y + ~ = 0, 
d. i. von den drei Koeffizienten der Geraden sind nur zwei "wesent
lich". Somit gibt es nieht 003 gerade Linien, sondern nur 00 2 • 

Gerade Linien, die nicht identisch sind, werden wieder getrennt 
genannt. 

Satz. Die zu den Punkten einer geraden Linie konjugiert kom
plexen Pwnkte erfullen wieder eine gerade Linie, und dill Beziehung beider 
Geraden ist gegenseitig. 

GehOrt namlich der Punkt (~, '7) der Geraq.en ax + by + c = 0 
an, so ist a~ + b'7 + c = 0, mithin a~ +;;17 +~ 0, d. i. der Punkt 

1) Wir beabsiohtigen nioht, bei anderen Gelegenheiten ebenso ausfiihrIioh 
vorzugehen, 80ndern setzen, wo Unklarheiten nioht zu befiirchten sind, die 
Terminologie der iibliohen Geometrie ala bekannt voraus. 
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(~, ij) liegt auf der Geraden ax + by + c = O. Weiter folgt aus 
a; + b~ + c = 0 die Gleichung a~ + bij + c = O. 

Er kl8.rung 2. Zwei gerade Linien, von. denen. jede die Punkte 
enthlilt, die zu denen der andern. konjugiert komplex sind, '!&eilen zuein
ander konjugiert komp~ex. 

Erklarung 3. Eine gerade Linie, die mit der zu ihr konjugiert 
komplexen zusammenfallt, heilt reell. Eine nicht reelle Gerade Aeilt 
imaginar. 

Somit kann eine Gerade reell sein, ohne daB ihre Gleichung 
reelle Koeffizienten hat, z. B. ix + 5 i = O. 

Eine reelle Gerade enthliJt reelle und imaginii.re Punkte. Eine 
imaginare Gerade kann auBer ihren imaginii.ren Punkten auch noch 
einen reellen Punkt besitzen; so liegt auf der imaginaren Geraden 
ix+'5y+2i=O der reelle Punkt (-2/0). Auf der imaginaren 
Geraden 3x - 4y + 2i = 0 liegen nur imaginare Punkte. (Grund!) 

Er klarung 4. Die beiden Geraden y = 0 und x = 0 Aeilen 
X-Achse und Y-Achse. Beide werden. Koordinatenach8en genannt. 

I. Sind die Koordinatenacheen komplex zu nennen? - Liegt (4 + i / 3 - i) 
auf der Geradenw+y-I=O? - Liegt (3/i) auf w-y-4=0? - Was lii.St 
sich von der Geraden aussagen 

(2+3 i)w- (6 +9 i) y+ 10 + 15 {= O? 
Dieeelbe Frage fiir die Geradenpaare 

w+(1-i}y+7-2i=0 und iw+(i-l)y-2+7i=0. 
Ebenso fiir die Geradenpaare 

(i-~w+(3+i}y+2i+l =0 und (i-l)w+2y+l +i=O. 
Arbeitet man" nur im Gebiet der reellen Punkte und reellen Geraden, so ist 
auch der Proportionalitii.tsfaktor (! reell zu nehmen. -

2. Die lineare Gleichung 
aO+lltw1 +~X2+'" + anw" = 0 

steIlt 00 .. - 1 Punkte des Bn dar, wenn nicht a1 = ~ = ... an = 0 iet. Ee diirfen 
n -I Koordinaten W, willkiirlich gewii.hlt werden, dadurch ist die letzte dann 
eindeutig.gegeben (immer?). Daher steIlt die Gleichung einen Raum B"-1 von 
(11.-1) Dimensionen im B.. dar, d. i. die Gesamtheit der Punkte eines solchen. 
tm Bs nennt man die B. Ebenen. Wann sind zwei B"-1 des B,. identisch zu 
nennen? Ein System von k linear unabhangigen linearen Gleichungen (k < 11.) 
in n Verii.nderlichen W, stellt einen Btl-It dar, der im BIO verlii.uft. 

Die Ausfiihrungen des Textes sind dadurch gekennzeichnet, daB 

3. Systeme llnearer Gleichungen. In diesem Abschnitt soll kurz 
alles das zusammengestellt werden, was der Geometer aua der Lehr~ 
von den linearen Gleichungen immer wieder zu benutzen hat. Wegen 
der Beweise aei etwa auf daa Buch von M. Bocher, Einfijhrung in 
die hOhere Algebra 1) verwiesen. 

1) Leipzig bei B. G. Teubner 1909. 
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1. Die Gleichung 

Drei Fa.lle: 
Il~+m=o·1 

a) 1 =+= o. Eine einzige Losung: ~ = - m: 1. 
{J) 1 = 0, m =+= O. Keine Losung. 
r) 1 = 0 , m = O. 00 1 Losungen; ~ kann ganz beliebig gewahlt 

werden. 
2. Das System homogener Gleichungen 

Drei Fii.lle: 

ll~+ml 'Y} = 0, 
l,~+m,'Y}=O. 

a) 11 m2 -1, m1 =+= O. Ein einziges Losungsystem: ~ = 0, 'Y} = O. 
{J) 11 tn, - l2 m1 = 0, ohne daB die vier Koeffizienten gleichzeitig 

verschwinden. 
Dann lii.Bt sich das Verhii1tnis der Unbekannten eindeutig an

geben: 
~:'Y} = - m1:11 = - m2 :l2' 

Einer der beiden Ausdriicke kann unbrauchbar (unbestimmt) 
werden; dann ist der andere immer noch brauchbar. 001 Losung
systeme, die man den Formeln entnimmt 

~ = - m1 t, 'Y} = + II t oder ~ = - m2 s, 'Y} = + l,s. 
Dabei kann t. bzw. s ganz beliebig angenommen werden. 

'r) 11 = m1 = 19 == m. = O. 00' Losungen. ~ und 'Y} diirfen ganz 
beliebig angenommen werden. 

3. Das System inhomogener Gleichungen 

Fiinf FaIle: 

11 ~ + m1 'I} + n1 = 0, 
12~+~'Y} +n2 = O. 

a) II m, - 1, m1 =+= O. Ein einziges LOsungsystem: 

~ : 'I} : 1 = I n'l n1 I, : I n1 II I : III m1 I. 
m9 n,:! ~l. l2m, 

fJ). 11 mil - 19 m1 = 0, aber m1 n\1 - mS'l11 und nll, - 11,211 verc 

schwinden nicht gleichzeitig. 
Die Gleichungen sind unvertraglich. Kein Losungsystem. 
r) 11 m, - 19 m1 = 0, m1 n, - m2 111 = 0, 1/,1 12 - 1/,2 11 = 0, ohne 

daJJ die vier Koeffizienten 11 , m1 , 12 , ~ gleichzeitig verschwinden. Jetzt 
ist eine Gleichung iiberfliissig (d. i. mit der andern aquivalent) oder 
identisch erfiillt. Bedeutet i einen der beiden Indizes 1, 2, 80 sei 
die i te Gleichung diejenige (eine solche), die nicht identisch erfiillt 
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ist. Es sind dann also nicht gleichzeitig '" tn" tti Null. Es gibt 
001 LOsungsysteme. Um diese zu erhalten, nimmt man eine weitere 
Gleichung hinzu, die in ziemlichem Umfange beliebig gewihlt werden 
da.rf. Wir wollen bier die allgemeinste LOsung nicht durch eine, 
sondem durch zwei Formeln vollziehen, die spiter hiufig zu ver· 
wenden sind. 

1m Falle l,2 + ml + 0 nehmen wir als Hilfsgleichung 

- m. ~ + Ii 1] + T = 0, 
uud erha.lten aIle wsungen, wenn wir im System 

~ : 1] : 1 = - ni li + m, T: - n, m, - Ii T: z.'! + ml 
\ 

der GroBe T alle moglichen Werte beilegen. 

1st aber zl· + ",,' = 0, so da.rf nach Voraussetzung jetzt weder 
" nech m. verschwinden. Als Hilfsgleichung wihlen wir hier 

- Ii ~ + m,1] + or = 0 
und erhalten 

~ : 1] : 1 = m, (or - ni ): - li (or + ni) : 2 li mil 

-wo man der GroBe or aIle moglichen Werle beizulegen hat. 

() '1 = tnl = " = m. = 0, aber nickt aile s_ Koef{izienten vel'· 
scktuinden. Es gibt keine Losung. 

8) AIle Koeffizienten versch}Vindeu gleichzeitig. Dann gibt es 
00" LOsu~en. ~ und 1] diirfen jetzt ganz beliebig gewihlt werden, 

4. Das System liomogener Gleichungen 

Die Determinante 

II ~ + tnl 1] + n1 C = 0, 
'1l~+mll1]+n,.C=O, 
's~+m31]+"sC=0. 

'It ~ till 
'll m2 n,. I 

13 nt3 "11 I 
heiBt Determinante des Systems. 

Erklirung. .Eine Determinante (oder Man) Milt vom Range r. 
to"'" 68 in ikr toenigstens eine einzige r-reikije Determinante gibt, die 
von Null tJersckwen ist, toiJkrend alle (r + l)-reikigen (unil somit auck 
aUe umfassaderen) Determinanten verscktuiMen • 

.Ein System Aomogener Gleickungen keilt vom Bange r, _II seine 
Determinante (Matriz) den Rang r besitzt. 

In unserm Falle, wo drei Gleichungen mit drei Unbekannten 
vorliegen, sind vier FaIle zu unterscheiden. 
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IX) r = 3, d. i. die Determina.nte des Systems versohwindet nic~t. 
Ein einziges LOsungsystem: 

E = 0, '1 = 0, C = o. 
P) r =:; 2. 00 1 Losungen. Man hat jetzt etwa 

E = a(~ "a - ma ~), '1 = a(n, la - "a 't), C = a(lll ms -Is m\J) 
oder 

E = p(ms ~ - m1 ns), '1 = P (na l1 - nils), C = PUa m1 - '1 ms) 
oder 

E = r(ml ~ - mil n1), '1 = r(nll, - n\1'1)' C = r(ll ~ -1'J m1), 
wo die a, p, 71 ganz beJiebig gewahlt werden konnen. Auf jeden 
Fall bnn man jetzt die Verhaltnisse der Unbekanntm eindeutig berechnen. 

71) r = 1. Die unter P) aufgefiihrten LOsungsysteme versagen 
samtlich. Jetzt ist wenigstens eine der drei Gleichungen nicht 
identisch erfiillt. Diese (eine solche) sei 

li E + m, '1 +ni C = 0, 
wo i eine der arei Zahlen 1, 2, 3 bedeutet. Ma.n nimmt willkiir
lich die Gleichung hinzu 

1 E +!' '1 +" C = 0, 
wo die l,!,," der einzigen Beschrankung unterliegen, daJ3 die Ma.trix 

II li m, ni II 
II l !' "11 

den Rang zwei besitzt. Jetzt kann man die Verhiltnisse der Un
bebnnten ausrechnen, aber nickt mekr eindeutig, eben wegen der 
Willkiir in der Wahl der l, !" P', Man hat 

E = k(m,,, - n.!,), '1 = k(nil-li,,), C = k(lil-' - mil), 
wo k beliebig gewii.hlt werden kann. Es sind dies 00 'J LOsungen, 
denn k kann in eine der drei GroBen l, !" " einbezogen werden. 

6) r = O. 008 Losungen. Die drei Unhekannten konnen ganz 
beliebig gewahlt werden. 

1. Der Leser muB mit al'em Nachdruck darauf aufmerksam gemacht 
werden, daB die ausfiihrliche :ijehandlungsweise so einfacher Gleichungen wie 
I'; + m = 0 in keiner Weise uber{f.iiB8ig ist. U m die Notwendigkeit, die drei 
FiiJle scharf zu unterscheiden, iiberzeugend einzusehen. rechne der Leser die 
folgende Aufgabe durch: Durch einen Punkt P der Seite BO eines Drei
ecks ABO sind zu den beiden andem Dreiecksseiten die Parallelen gezogen, 
die A 0 in B und AB in Q schneiden. Der Punkt P solI so bestimmt werden, 
daB daa Parallelogramm .A Q P B den vorgeschriebenen U mfang 2 u erhilt. 
Man reohne einmal mit eiDer Unbekannten, daa andere Mal mit zweien. Durch 
daa Beispiel wird man zu der "Oberzeugung gelangen, daB die einzelnen FaIle, 
obwohl Hie h,olu.{ig triviale Bedeutung haben, doch sehr sorgsam beachtet 
werden miissen. Wi,. fO'f'dem zur BUdung 10eiterer solehe,. Aufgaben, tlDn den.". 
nom viel zu wenig die Rede ist, hiermit ausdracklich auf. Vgl. auah 8,. Zus. 8. 
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2. Lose das Gleichungsystem in (3), y): 
St l 3)-y=O, t3)-ty+6t' -2=0. 

Fiir welche Werte von t gibt es keine Losung? Wann unendlich viele? Welche 
Losung kann dann noch als GrenzfsIl erhalten werden? - LOse ebenso das 
Gleichungsystem in (3), y) : 

tx+y-t=O, t3) +2y-2t= O. 
Geometf'iscke Bedeutung dillBllB Systems! Durch welohe beiden festen Punkte 
laufen die dargestellten geraden Linien? Bedeutung der ausgezeichneten Lo
sung! - Warum gibt es hier stets Losungen? -

Bude weitere 80lehe GleichungsYBteme! 
S. Bestimme den Rang der folgenden Matrizes 

II ~ -:. ~ I· I j i -:; :: H· II ~ J -! I· II: 
Beim System S des Textes treten die beiden Matrizes auf 

II~: :: II = M = "Matrix des Systems", 

Illll ml nl 1III =M'= nErweiterte Matrix". 
lZ.m~nll 

Berechne ihre Rangzahlen r und r in den Fallen Soc bis 3e. 

o 
o ~ /I 

4. Die Ausfiihrungen des Textes erganze der Leser durch Behandlung 
des Falles dreier inhomogener Gleichungen in drei Unbekannten. 

5. Das System homogener Gleichungen 

~l ~l + al2 ~g + ... + al " ~,. = 0, 
au ~l + ag2 ~9+'" +ag,,~u = 0, 

1st der Rang dieses Systems r, so gibt es oo .. -r LOsungsysteme. Diese 
lassen sich aus ,,- r einzelnen Losungsystemen 

3)[1] 3)[1] ., 3)[1] 
1 ' 'l 1 " 

3)[2] 3)[2] X [2] 
l' . 2" 0, n 

~-~ ~-~ ~-rl 3)1 ' 3)2 ' ... , 3) .. 

linear aufbauen. Das heiBt, jede Losung kann in der Form erhalten werden 

~ =l x[l]+l x[2] + +l z(n-r] 
1 1 1 II 1 . . • n-r 1 

~ = l x[l] + l ·x[2] + + ). ~[n-r] 
"" 1 9 11 2 • • • n-r ~2 

, =l X[l] +). x[2] + ... + l X n - r 
H 1.. 9 Q tI-r,,' 

wenn man den l,., lll' ... , ).n-r alle moglichen Werte beilegt. Dabei ist a.ber 
vorausgesetzt, daB die genannten ,,- r Einzellosungen lin11M' wnabh4ngig sind, 
d. i., da.B jedes System von Za.hIen cll CIl , ••• , Cn- r ' welches die Gleichungen 
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c z[1J -l-"_z[lIJ + . +c M[ft-rJ =0 
1 1 ..... 1 .. • ft-r "'1 ' 

C Z[1J + IL Z[II] + + C Z[ft-rJ = 0 
1 I! .... I! ••• ft-r II ' 

c Z[1]+C :1:[11] + +C Z[ft-rl=O 
1" I fI ••• n-"" 

gleiohzeitig erfiillt, nur aUB Nullen besteht. 
Die VerhiiltniBBe ~1: ~g: ..• :~ .. cler Unbekannten sind dann auf OOft-r-1 

Arten bestimmt. 
1st r=n, BO gibt es nur daB wsungsYBtem ~l=~I="'=~"=O. 
Fiir r = n - 1 ist jedes wsungsystem proportional zu dem System der 

(n-l).reihigen Determinanten, die man erhilt, wenn man aUl dar Matrix der 
Koeffizienten eine geeignete Zeile fortlii.llt, BOdann die erste, darauf die 
zweite UBW. Kolonne auBBtreioht, wobei man aber diese Determinanten ab· 
weohseind mit dem Pluszeiohen und dem Minuszeiohen zu versehen hat. 

V gl. hierzu und zur LOsung inhomogener linearer Gleiohungen 27, ZUSB. 
Bemerkt werden loll nooh, daB manohe Autoren im Falle r = 0 nioht 

mehr von von einem System homogener linearer Gleiohungen, und im Faile 
r = n nioht mehr von einem LOsUDgsystem reden. 

4. Punkte und gerade LiDien. 1. Sollen die drei Punkte (:Ill' fit), 
(:IlI!,lI,), (:Il3' 113) auf einer geraden LiDie a:ll + bll + c = 0 liegen, so 
mussen drei Gleichungen bestehen 

:Ill a + 111 b + c = 0 
:Il\l a + 119 b + c = 0 
:Ila a + lIa" + c = 0, 

in denen a, b, c als Unbekannte zu gelten haben. 

a) 1st der Rang r der Determinante 

Xl "'lit 1 
:Ils 11. 1 

:Il8 118 1 

gleich drei, so ist 
geliefert wird (2). 

(3, 4a) a = b·= c = 0, wodurch keine Gerade 

b) Fiir r = 2 gibt es eine einzige solche Gerade; 

a: b: c = 1111 
1I1l 

1 I : \ 1 :Ill I : l:Ill 111 I . 
1 l:1l9 I :Ill 119 I 

es ist ettoa 

Damit die drei GroBen rechts nicht sii.mtlich verschwinden 
in diesem Falle wire nach 3, 4 (J eins der beiden anderen Systeme 
zweireihiger Determinanten zu verwenden - ist notwendig und 
hinreichend, daB die beiden Punkte (:Ill ,1I1) und (:Il'll'lIll) getrennt 
sind, und eben diese Bedingung ergibt sich bereits aus der Forderung, 
daB a und b nicht gleichzeitig verschwinden sollen~ Dann liefert 
das System also die Koeffizienten einer geraden. Linie, die .sicher 
durch die beiden Punkte (Zl' 111) und (zlI,lI.) liuft. 
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Erklirung 1.' Eine gerade Linie, die dum·ZtDei Ptmkte lauft, 
heiJJt eine Verbitidtmgsgerade (Verbindungslinie) diu~ Pwnkte. 

Da die 00 1 LOeungen a, b, c hier aIle zueinander proportional 
sind, folgt der Satz 

Satz 1. Zwei getrennte Punkte haben stets eine und nur ein6 Ver
bindungsgerade. 

Die Verbindungsgerade der beiden getrennten Punkte (:1:1' Yt) 
und (:1:." y.,) heillt also 

c) Fur r = 1 fallen die drei Punkte zusammen. Dann fragen 
wir nach aUen Geraden durch den Punkt (Xl' fit). Ais willkurliche 
Hilfsgleichung (3, 4 r) wollen wir hinzunehmen 

(:l:l-p)a+(Yl -q)b+c=O, 
die von Xl a + 111 b + c = 0 verschieden ist, solange nicht p = q = 0 
ist. Ausrechnung von a, b, c ergibt jetzt die Gerade 

oder 
q:l: - P1I + 1IIP - Xl q = 0 

(2) q (:I: - Xl) - p (y - 111) = O. 
Wihlt man hlerin P und q veranderlicl1, so erhalt man alle 

Geraden durch (Xl' 111)' Es sind das aber nicht 00' gerade Linien, 
sondem nur 001 I weil es nur auf das Verhaltnis p: q ankommt. 

Erklii.rung 2. Die Gesamtheit aller gerailen Linien durch einen 
Funkt hsiJJt GeradenbUsckelj der Punkt wird Scheitel des Oeraden
buschels genannt. 

d) Del' Fall r = 0 kann nicht eintrete~. 
Wir beschaftigen una noch kurz mit (2). Jede Gerade (2) geht 

durch (Xli 111)' denn q (Xl - Xl) - P (Yl - Yl) = 0, unabhii.ngig von 
p und q. Soll umgekehrt ax + b1l + c = 0 durch (XII Yt) laufen. 
so moB sein Xl a + Yl b + c = 0, woraus sich immer c ermitteln 
l1i.Bt: c = -Xl a - 111 b. Es wird dann also a(x- :1:1) + b(1I - 111) = o. 
Setzt man jetzt a = q, b = - P, so ist noch einmal gezeigt, daB 
durch (2) jede Gerade erhalten werden kann, die durch den Punkt 
(Xl' 111)' lii.uft. Wir haben das hier noch einmal eingehend dargetan, 
urn bei kiinftigen Gelegenheiten entsprechende Beweise dem,.;Leser 
zu uberlassen. 

2. Sollen die drei geraden Linien Gl , G." 0 3 mit den Gleichungen 
a1 X + bl 1l + cl = 0, a., X + b., 11 + cll = 0, a3 X + b3 y + c3 = 0 

einen Punkt (~, 'I) gemeinsam haben, so moB dieser den drei Forde-
rungen geniigen a1 ~ + b1 1J + ci = 0 

4'J ~ + b2 '1 + c2 = 0 
a8~ + ba'l + Cs = O. 



12 Erstes Kapitel. 4. 

Hier liegt ein System dreier inhomogener Gleichungen in zwei 
Unbekannten vor (Gegensatz zu 4,1). Wir konnen es aber als ein 
solches dreier homogener Gleichungen in den drei Unbekannten ~, 

'Yj, C anaehen; freilich sind dann nur die LOsungen C = 1 brauchbar. 
a) Flir r = 3 gibt es nur die aus lauter Nullen bestehende 

LOsung, die hier C = 0 gibt, also keinen Punkt liefert. 
b) 1m Falle r = 2 kann man, falls Gl und G~ getre:qnt sind, 

setzen 

wo die rechten Seiten nicht gleichzeitig verschwinden. (Wie hat 
man vorzugehen, wenn G1 und G" zusammenfallen?) Jetzt kann 
man k aus der letzten Relation flir C = 1 berechnen, so lange 
a l b2 - at hi + O. (3, 1 a). Dann schreibt man zweckmiiBig (3, 3 a) 

(3) 

Dieser Punkt liegt sowohl auf Gl als auf G~. 

Erkliirung 3. Ein Punkt, der zwei geraden Linien atlgehOrt, 
hei.8t ein Schnittpunkt der beiden Geraden. 

Satz 2. Zwei getrennte gerade Linien haben hOchstens einen Schnitt
punkt. 

Die geraden Linien Gl und G", besitzen hier den durch (3) ge
lieferten Schnittpunkt, und durch ihn liiuft auch die Gerade Gs' 

1st aber alb", - a"b1 = 0 (3, 1 (J), so lii13t sich k nicht er
mitteln. Die beiden getrennten Geraden Gl und Gil haben jetzt 
keinen Schnittpunkt. 

Erkliirung 4. Zwei gerade Linien, cUe keinen Punkt gemeinsam 
haben, hei.8en zueinander parallel. Nichtparallele Geraden nennt man sick 
schneidend. 

c) 1st der Rang r = 1, so fallen die drei geraden Linien Gl , 

G'J.' Gs zusammen. Man kann dann aber die Aufgabe stellen, alle 
Pwikte(~, 'Yj) der Geraden Gl anzugeben. Nach (3,3 r) erhalten wir sofort 

a) a: + b: + O. Die Gerade Gl heillt dann Euklidisch oder 
anisotrop: 

1(4) ~:1J:l=-ca+bT: -cb-aT:a2 +b l • 

(J) a: + b: = O. Die Gerade Gl hei.flt dann isotrop: 

~: 1J: 1 = b('t"-c): -a('t"+c): 2ab. 
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Dabei haben wir in (4) und (0) rechts die Indizes fortgelassen. Der 
Leser zeige, daB alle Punkte der Geraden durch (4) oder (D) er
halten werden konnen, wenn man T (1') verii.nderlich wii.hlt. Somit 
folgt: Jede Gerade ·besitzt 00 1 Punkte. 

Erklarung o. Die Gesamtheit aller Punkte einer geraden Irinie 
heiDt das PunktbUschel oder die Punktreihe auf der Geraden; die Gerade, 
heiDt Trager der Punktreihe. 

Die Formeln (4) und (6) ergeben die Darstellung der Punkt
reihen auf einer anisotropen (isotropen) Geraden. 

d) Fall, wo r = 01 

1. Die Gleichungsform (1) fur die Verbindungsgerade der heiden Punkte 
(Xl' Yl) und (Xt' Yt) hat vor der sonst viel benutzten Y ..... 111 : X - Xl = Yl - Y. : Xl - Xi 
den Vorzug, daB sie aUe FaIle nmspannt, wo die Gerade eindentig bestimmt ist; 
ferner ist, sie bereits von Nennern frei nnd geordnet. Man pragt sie sich leicht 
ein, wenn man beachtet, daB die Indizes in der Reihenfolge 1 2 2 1, 1 2 2 1 
auftreten. - Wie heiBt die Verbindungsgerade von (a/O) und (O/b)? Welche 

ge raden Linien sind nicht durch ~ + t -1 = 0 darstellbar? Welche lassen 

sich durch einen Grenzubergang daraus gewinnen? - Zusammenfallende Gerade 
sollen nicht als parallel bezeichnet werden, obwohl das zuweilen von Nutzen ware. 

2. Die Formeln (4) und (5) lassen sich in eine einzige zusammenziehen. 
Es soUen alle Punkte der Geraden aal + by + c = 0 angegeben werden. Wir 
wahlen einen Punkt (alo, Yo) beliebig, aber so, daB er nicht auf der Geraden 
liegt (a alo + b Yo + c + 0) . Durch ihn legen wir aIle geraden Linien: r (x - xo) 
+ s (y - Yo) = 0, wo r nnd s veranderlich genommen werden sollen, aber nicht 
gleichzeitig verschwinden durfen. Die beiden Gleichungen liefern fur die 
Schnittpunkte (;, 1J) der beiden Geraden 
(4110) ;: 1J: 1 == (rb-sa) Xo + (axo+byo+c) s : (rb-.)yo-(axo+byo+c) r:rb-sa. 

Hierin hat man das Verhiiltnis r: s veranderlich zu nehmen. Man darf 
aber nicht etwa r: 8 = t setzen, weil sich dann der Punkt x: y: 1 = bxo: 
- (axe + c): b der Darstellung entziehen wurde. Ebenso durfte man nicht 
etwa fur s: r eine neue GroBe einfiihren. Zu bemerken ist ferner, daB r: s 
den Wert a: b nicht annehmen darf. (Grund!) SchlieBlich konnte man AnstoB 
daran nehmen, daB der der Aufgabe fremde willkiirliche Pnnkt (xo, Yo) auf
tritt. Die Formeln (4 a) lassen sich aber nicht vereinfachen, ohne daB die AU
gemeinheit darunter leidet. Deshalb behalten wir die Formeln (4) nnd (5) bei, 
zumal sie, wie wir sehen werden, einem wichtigen Wesensunterschied zwischen 
geraden Linien Rechnung tragen. 1m iibrigen erinnern wir daran, daB unseres 
Wissens noch niemand es bemangelt hat, wenn bei Konstruktionsaufgaben 
(z .. B. der Teilung einer Stracke) willkiirliche EleJ)lente benutzt werden. 

3. Man sagt: die Gerade von (mit) der Gleichungax+ by+c = 0, aber auch 
die, Gerade ax + by + c = O. Die erste Ausdrucksweise ist die historisch 
fruhere; sie setzt den geometrischen Begriff der geraden Linie voranB, dem 
sie die Gleichung zuordnet (vgl. die Bemerkungen am Anfang von 1 nnd 2). 
Von UDserm Standpunkt ist es korrekt, die zweite Ausdrucksweise zu be
nntzen; sind doch imaginii.re Gerade lediglich durch die Gleichung nnd (vor
liufig wenigstens) durch keine geometrische'Vorstellung definiert. Wir werden 
aber beide Ausdrucksweisen nebeneinander benutzen, da sich FaIle einstellen 
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koooen, wo die altere Ausdrucksweise priignanter ist. Analoge Be~erkungcn 
geIten fur: "Der Punkt (x, 1/)" und "der Punkt mit den Koordinaten x und. y". 

4. Betrachtet man mehrere Puute, gerade Linien und sonstige nQoh 
weiterhin zu erkIiirende Punktmlltnnigfaltigkeiten gIeiohzeitig, so redet man 
wohI von einer JiligUf'. Auoh einzelne Punkte (Geradeo) nennt man bereits 
Figuren. 

6. Parallele Gerade. Zwei getrennte gerade Linien G1 und Gil 
von den Gleichungen a1 x + b1 Y + c1 = 0 und a2 x + bOl 1/ + cil = 0, 
die keinen Schnittpunkt besitzen, hatten wir in 4 als parallel be
zeichnet. Wir betrachten jetzt noch eine weitere Gerade 

asx + bsY + ca = 0 
und nennen sie Gs' Auf die Figur dreier Geraden, auch wenn sie 
nicht parallel sind, wenden wir den folgenden Begriff an: 

Erklarung 1. Drei Gerade kaben den Rang r, wenn die drei
reikige Determinante ikrer Koeffizienten den Rang r kat. 

Satz 1. Sind:wei getrennte Gerade gleickzeitig zu einer dritten Ge
raden parallel, so sind aucll die beiden ersten zueinander parallel. 

Es sei Gs parallel G1 und Gs parallel G';!; dann, wird das Sy
stem bl aS -a1 bs =0, bll aS -all b3 =0, da as=bs=O nicht ein
treten kann, nach 3, 2 nur noch durch a1 b2 - all b1 = 0 erfiillt, 
d. i. G 1 ist parallel G 2 • 

Satz 2. Drei gerade Linien 170m Range drei konnen nicht siimtlick 
zueinander parallel seine 

Denn aus a2 bs - asb';! = 0, aS bl - a1 bs = 0, a1 b'J - a2 h1 = 0 
wiirde das Verschwinden der dreireihigen Determinante folgen. 
Hieraus folgt sogleich 

Satz 3. Die Hgur tilreier Geraden, die paarweise zueinander 
parallel sind, hat den Rang :wei. 

Dieser Satz lii.Bt sich teilweise umkehren: 
Satz 4. Sind 170n drei getrennten Geraden 170m Range zwei irgend 

zwei zueinander parallel, 80 sind sie aile paarweise parallel. 
Es sei G1 parallel G'J; aus al bOl - a2 b1 = 0 {olgt, da weder 

ai' b1 noch a2 , bl beide verschwinden konnen, a';! = k a1 , bl! = k bl , 

wo k von Null verschieden ist. . 
Die nach Voraussetzung verschwindende dreireihige Determi

nante wird jetzt 
(c';! - kc1 ) (aS bl - a1 bs) = O. 

Der erste Faktor dad nicht verschwinden, da G1 und GOl getrennt 
sind; also folgt as bl - a1 bs = 0, und daraus auch as b';! - a';! ba = O. 

Wir wollen jetzt· alle Parallelen zur Geraden ax + by + c = 0 
angeben. Dazu haben wir nur in der Gleichung 
(6) ax + by + c - t = 0 
der GroBe t aile moglichen Werte beizulegen. (Eine Ausnahme!) 
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Satz.5. Zu ei'lter geraden Linie gibt es 001 Parallele. 
Erklirung 2. Die Figur aller zu einer Geraden G parallelen 

Geraden heiDt ein ParallelenbUschel, und die Gerade G wirtZ selbst mit 
zum Buschel gerecknet. 

SolI die Gerade (6) durch einen vorgeschriebeBen Punkt (xo, Yo) 
auBerhalb G laufen, so ist dadurch t eindeutig bestimmt, u.nd man 
erhii.lt 
(6 a) a(x-xo)+b(y-yo)=O. 

Satz 6. Zu einer Geraden gibt es durch einen nicht auf ihr liegenden 
Punkt eine einzige Parallele. 

Wir fassen die lIauptergebnisse von 4 und 5 zusammen: 
Satz 7. Drei gerade Linien vom Bange drei haben keinen Punkt 

gemeinsam. Betriigt der Bang zwei, so laufen sie durch ein und den
selben &nkt oder sind paarweise parallel oder endlich, zwei Gerade fallen 
zusammen (zwei Fille!). 1st der Bang eins, so fallen aUe drei Geraden 
zusammen. 

Auch die Umkehrungen gelten (bei vorsichtiger Formulierung!) 
Erklarung 3. Unter dem Bang dreier Punkte (Xl' til)' (XIl,.lJ\I)' 

(Xs, tis) versteht man den Rang der Determinante 
Xl Yl 1 
:.til Yll 1 
Xs Ys 1 

Satz 8. Drei Punkte vom Range drei kiJnnen nicht durch eine 
Gerade verbu.ilen werden. 1st der Rang zwei, so gibt es stets eine 
einzige Verbindungsgeradei dabei kiinnen zwei der drei Punkte zusammen
fallen. Betragt der Rang eins, so fallen die drei Punkte zusammen. 
Umkehrungen! 

1. Satz 9. Zwei getrennte, konjugiert kompleze Pu.nkte besitzen eine r,flUe 
VerbindungBgerade. 

Somit kann man durch jeden imaginii.ren Punkt eine einzige roolle Gerade 
angeben. Warum nioht~wei oder mehr? Duroh den imaginaren Punkt (;, 'I) 
lii.uft die retUe Gerade ('I - ij) x + (; - ~ Y + ;11 - ~fJ = O. Um ibre Gleiohung 
auoh in teeller Gesta.lt zu erhalten, multiplizieren wir mit i, schrei6en also 

i ('I ~ ij)~+ i (~-;) y+ i (;11-~fJ) = o. 
Wann wird diese Gerade unbestimmt, d. i. wann stellt die Gleiohung keine 
Gerade dar! Wann laufen duroh einen komplexen Punkt mehrere reelle Gerade 7 

2. Erklirnng 4. Wenn der AU8druck cuz + bz + cz + tl reeZl ist., heilt 
er ein bin4rer Hermitescher Ausdruck -in der Verii.nderliohen z .. ~otwendig und 
hinreiohend dazu ist, daB a und tl reell sind, und b und c konjugiert komplex: 
a = ii, b = c, d = d. Die einfaohsten binii.ren Her mitesohen Ausdriioke sind 
4z, z+i, i(z-z). Zusammenhang mit dem Vorhergohenden! 

3. S atz 10. Der Sclmittj)Unkt zweier konjugiert komplexen geratlen Linien 
ist ruU. (Gibt es immer nur einm Sohnittpurikt 7) Aber konjugiert komplexe 
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Gerade konnen auch zueinander parallel sein. Dann besitzt keine von ihnen 
einen reellen Punkt. Der reelle Punkt der imaginlit'en Geraden a:r:+by+c = 0 
ergibt mch aus dem System 

~: '1 : 1 = i (be - bc) : i (Cli - ca) : i (ab - ab). 
Wann wird dieser Punkt unbestimmt7 Wann liefert das System keinen Punktf 
(Genauer Unterschied dieser beiden Fragen!) Wozu sind rechts die Faktoren i 
eingefiihrt? Wa.s folgt fiir eine ima.ginare Gera.de, fiir die a: b reell ist ("Ima
ginare Gera.de von reeller Richtung")? 

4. AIle PunktA der X-Achse sollen angegeben werden. - Ebenso alle 
Punkte der Geraden 3:r: - i Y - 5 = O. - Ebenso aIle Punkte der Geraden 
ro-iy-3=O. - Ebenso aIle gera.den Linien durch (i/5+i). - Ebenso alle 
Parallelen zu :r: + 3y - i = 0 und zu :r: - (4 + 2i) Y + 5i = O. Gibt es darunter 
reelIe? - Verbindungsgerade von (6/1) und (2+4i/4-3i). - Schnittpunkt 
von 2i:r:+y-4=O und :r:-3iy+12i=O. - Reelle Gerade durch (3/2+ i). 
-Reeller Punkf;auf z+2iy -4i = O. - DieselbeFrage fiirix-8iy-3+7i=O. 
- Welche geraden Linien entziehen sich der Darstellungsform y = m x + n 7 -
Es soIl eine imaginare Gerade angegeben werden, auf der keitJ. reelIer Punkt 
liegt. - Parallele durch (i!i) zu y-4ix-7=O. 

5. 1m R" sind ein R" und ein R,,' gegeben (1: < n, k' < n). Wann haben 
b eide keinen Punkt gemein? Wann haben sie nur einen Punkt gemeinsam? 
Fall n = 3, k = le' = 1. 1m Fall n = 4 sollen samtliche Moglichkeiten auf
gazahlt werden. 

6. Quadratische Gleichungen. Die Losungen (n Wurzeln") einer 
quadratischen Gleichung in einer Unbekannten 

a~9+2b~+c=0 

kann man durch eine der beiden 

....:b+Vb9-a~ 
~ = --, 

a 

Formeln darstellen 

wo der Quadratwurzel beidemal derselbe Wert beizulegen ist. Beide 
Formeln ergeben dann dieselbeWurzel der Gleichung; wii.hlt man 
sodann in beiden Formeln gleichzeitig den andern Wert der Quadrat
wurzel, so erhalt man, wenn diese nicht verschwindet, (nicht immer) 
eine andere Losung. 

Wir diskutieren: 
1. b9 - ac =1= 0, a =1= O. Es gibt zwei voneinander verscbiedene 

(oder, wie man auch bier zu sagen pflegt, getrennte) LiJsungen. 
2. b 11 - a c =1= 0, a = O. Hier ist b =1= O. Deswegen liefert die 

ubrig bleibende Gleichung 2 b ~ + c = 0 stets eine Wurzel ~ = - c: 2 b 

(3, 1 fJ). Sie ergibt sich fur V~ = + b aus unaerer zweiten Formel. 
Fur V~ = - b versagt die zweite Formel; die erste ist in beiden 
Fallen unbrauchbar. Wir haben bier also eine einzige einfack zliklende 
Losung. 

3. b 2 - tic = 0, a =1= O. 
fallende Losungen. Fur c =1= 0 

Hier gibt ~ = - b : a zwei zusammen
kann man auch schreiben ~ = - c: b. 



Quadratische Gleichungen. 17 

4. ~Il - ac = 0, a = 0, c =1= O. Jetzt ist b = O. Die erste 
Formel versagt, die zweite zeigt, daB es keine Losung gibt. 

5. a = b = c = O. Hier kann ~ aDe moglichen Werte annehmen, 
daher gibt es 001 Losungen. 

1. Der Leser, der geneigt sein wird, die Unterscheidung der fiinf Fille 
fiir wertlos zu halten - Iiegt dooh nach iiblicher Terminologie in den Fillen 
a = 0 gar keine quadratische, ja unter Umstii.nden gar keine Gleichung vor -, 
betra.chte die Aufgabe, eine Hyperbel (8, Zus. 1) mit einer Geraden zum Schnitt 
zu bringll!', d. i. also du System einer linearen GIeichung und einer nichtlinearen, 
bier quadratischen Gleiohung zu lOsen. Der Fall 1 zweier getrennter Bohnitt
punkte liegt klar. 1m FaIle 3 zusammenfallender Bchnittpunkte ist die 
Gerade Tangente. Fall 2 liegt vor, wenn die Gerade zu einer Asymptote 
parallel ist. Fan 4 tritt ein, wenn die Gerade selbiit Asymptote ist. Nur 
Fan 5 kann bier nioht erhalten werden. Der Leser rechne das Beispiel sorg
filtig durch. Sodano erledige er das analoge Problem fiir die Parabel (7, Zus.2). -
Ein Beispiel, bei dem alle fiinf Fille eintreten konnen, liefert das Problem der 
Geometrie des Raumea, eine Gerade mit einem einschaligen Umdrehungs
hyperboloid zum Bchnitt zu bringen. 1m FaIle 5 liegt dann die Gerade ganz 
auf der Flache, so daB .es 00 1 Bchnittpunkte gibt. AIle FaIle auBer 2 treten 
auf, wenn mlln eine Gerade mit einem Umdrehungszylinder sohneidet. 

2. Erklirung 1. Die Gesamtheit aUer Punkte (x, y), dlren Koordinaten 
einer algebraischen GZeichung n len Grades f (x, y) = 0 genugen, hei.8t eine alge
braiBche Kurve n ter Ordnung. 

Eine solohe Kurve n ter Ordnung ha.~ dann nioht nur eine einzige' Gleichung, 
sondem unzihlig yiele, deren linke" Beiten sich durch einen konstanten nicht 
versohwindenden Faktor unterscheiden. Trotzdem sprioht man von der Glei
chung der Kurve (vgl. 2). 

Erklarung 2. Zwei Kurven zum Schnitt bringen, hei.8t das System ihrer 
beiden Gleichungen Z(Jsen. Jedes L(Jsungspaar (x, y) bestimmt einen Schnitt
punkt der beiden Kurven. 

Bringe folgende Kurven zum Bohnitt: 
xy=12 und ;r'=3; 

y2-12x=O und y=4; 
xy-4=0 und y=O. 

Lose die Gleichungsysteme: 
x 2 -x-4y 2+14y"-12=0, x+2y=4; 
4x2 +24x-9 y 2_72y= 144, 2x+3y= 1; 

16x 2 -9 yl-64x+54y=161, 4x+3y-17=0; 
4x 2 +y2_2x+3y=34, 2x+y-7=0; 

6x 2 +yl+4x-6y+5 = 0, x-y+ 1 = 0. 
Wie entsprechen diese den fiinf Fallen des Textes? 

Welche Geraden schneiden die Kurve yl = 6x nur einmal (einfach zahlend)? 
- Dieselbe Aufgabe fiir die Kurven 25x2-36y2=1, x 2-4xy+4 y2_3=0, 
x 2 + 4y2 = 1. - Untersuche die Bchnittfigur der heiden Kurven 

a;2_ y9- x - y =O und x 9 -2xy-3 y 2+5x+5y=0! 

3. Die Funktionen cos q; und sin q; lassen sich rational durch tg ~ aus

driioken. Wie heiBen die Formeln? Welches Verfahren ergibt sich daraus, 
die Gleichung acosx+bsinx+-c=O zu losen? Beispiele: oosx+sinx±1 =0 
(zwei Werte, die iibrigen davon mod 2.7l [vgl. 7, S.20] verschieden). Lose die 

Bee k, Koordinatengeometrie der Ebene. 2 
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Gleiohung a cos x + b sin x + c nach einem andern Verfahren. Dabei konnen 
sioh parasitare LOBungen einstellen, d. i. Werte, die die ursprungliche Gleichung 
nioht befriedigen. Auf parasitare Losungen hin hat man immer zu unter
suchen, wenn man nunerlaubte" Reohnungsarten vorgenommen hat (z. B. Qua
drieren). Konnen bei der Losung der obigen Gleichung mittels eines nHilfs
winkels" parasitare LOsungen auftreten? Falle c=a, b+O und c=a+O, 
b = O! Lose die Gleichungen ~ x+2+~ x-3 = ~ 3x+4 und ~ 00+ 7 + ~2oo+7 
=~8x+9. (~=bedeutet den positiven Wurzelwert.) Achte auf etwaige para
sitare Losungen. - Lose die Gleichung 10-e· oo9+ x -2=0. (Die Wurzel ist 
in eine Reihe zu entwickeln.) Dasselbe Verfahren werde auf die Gleichung 
a x 9 + b x + c = ° angewandt. Daraus ist die Bedeutung der Falle a = 0, 
b + 0 und a = 0, b = 0, c + ° abzuleiten. - Lose das Gleichungsystem 
('ax+by)(cx+dY)=f, (ax+by):(cx+dy)=g. (Eine einzigelrrationalitat!) 

4. LOse die Gleichung 
(8 + 28t) Xl + (30 -15t) x+ 28 -112t = 0, 

wo die GroBe t alle moglichen Werte durchlaufen solI. Zwei der funf FaIle 
des Textes konnen nicht eintreten. Bilde weitere Aufgaben dieser Art und 
erstrecke die Diskussion dann auch auf die Realitat der Wurzeln. Trage die 
Wurzelwerte ala Ordinaten fUr die Abszisse t ein. 

7. Der Kreis. Wir entnehmen der landHiufigen Geometrie jetzt 
einen weiteren Begriff. Sie zeigt, daB das Quadrat der Entfernung 
oder des Abstandes zweier reeller Punkte (Xl' YI) und (XI!' Y\l) auf 
Grund des Pythagoraischen Lehrsatzes den Wert hat 

(Xl - X\l)\l + (YI - Y\l)\l. 
Wir behalten wieder nur die Terminologie bei und setzen als Er
kliirung fest: 

Erklarung 1. Als Quadrat der Ent(ernung oder des Abstandes 
zweier Punkte (Xl' YI ) und (x\l' Y\l) wird der Ausdruck bezeichnet 

(Xl - x\l)1l + (YI - YIl)Il. 

Von hier aus wird also 'umgekehrt spater der Satz des Pythagoras 
zu beweisen sein. Unsere Erklarung ist sogleich auf komplexe Punkte 
zugeschnitten. Sie hat eine groBere Bedeutung als man zu vermuten 
geneigt sein wird; es gibt namlich noch eine andere Moglichkeit, 
die Entfernung zu erklaren, die im reellen Gebiet dasselbe leistet. 
V gl. dariiber Zus. 4. 

Ferner entnehmen wir der landlaufigen Geometrie die Termino
logie der Kreislehre. 

Erklarung 2. Der Ort (die Gesamtheit) aller Punkte (x, y), fur 
die das Quadrat der Ent(ernung von einem (esten Punkte (p, q) den kon
stanten Wert rll besitzt, heiJJt Kreis vom Mittelpunkt (p, q) und vom 
Radiusquadrat r II • 

Diese Erklarung ist wieder sogleich fur das komplexe Gebiet 
berechnet, sagt also mehr aus, als die gleichlautende der iiblichen 
Geometrie. 
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Zwei Kreise sind dann als identisch oder zusammenfallend zu 
bezeichnen, wenn sie in Mittelpunkt und Radiusquadrat iiberein
stimmen. Man kann daher kurz vom Kreise (p, q; Y') reden. Es 
gibt 003 Kreise. Sind die GroBen J), q und 2" meJ.4 80 ist der Kreis 
reell zu nennen, weil er zu jedem Punkte auch den konjugiert 
komplexen enthii.lt. 

Damit der Punkt (x, y) dem Kreise (p, q; rll) angehOrt, oder 
"auf ihm Iiegt" 1), muB nach dem Voraufgegangenen sein 

(7) (x - p)1l + (y _ q)1l - rll = O. 

Das ist also die Gleichung des Kreises (p, q; r ll). Charakteristisch 
fur die Kreisgleichung ist: 1. Sie ist vom zweiten Grade, so daB der 
Kreis (6, Erk!. 1), zu dEm Kurven zweiter Ordnung gehon. 2. Ein 
Glied mit xy fehlt. 3. Die GIieder mit XII und yS haben gleiche 
von Null verschiedene Koeffizienten, die aber nicht gleich 1 zu sein 
brauchen (6, Zus. 2). 

Man beachte, daB nach unseren Festsetzungen auch der Kreis 
x 2 + yll + 25 = 0 reell ist, obwohl er keinen einzigen reellen Punkt 
besitzt; aber es ist dazu nicht einmal notwendig, daB seine Gleichung 
reell ist, denn auch der Kreis (1 - 3i)(x ll + yll) - 2 + 6i = 0 ist 
reell zu tlennen. 

Unter der Potenz eines reellen Punktes P (~, '1) in bezug auf 
den Kreis (p, q; r 2 ) von reellem Mittelpunkt M und positivem Radius
quadrat versteht man sachgema.B den Ausdruck 

PMII- rll = (~- p)1l + ('1 _ q)t - r'l, 

d. i. man setzt die Koordinaten des Punktes P in die linke Seite 
der Kreisgleichung ein II). Die Potenz ist positiv, solange der Punkt P 
"auBerhalb" des Kreises liegt, negativ fur Punkte P wim Innern". 

1m Vorzeichen der Potenz hat man also ein analytisches Kri
terium fUr die der Anschauung entnommenen Begriffe innerhalb
auBerhalb. 

Dieser Gegensatz hOrt im komplexen Gebiet zu existieren auf. tYber
nehmen wir namlich, um die Begriffe innerhalb-auBerhalb mOgIicher
weise zu retten,- den Begriff der Potenz fiir komplexe Punkte und 
fur alle Kreise, 80 kann sie imagina.r ausfallen, und selbst wenn sie 
fur aIle Punkte der Ebene reell ausfa.Ilt, kanu sie immer dasselbe 
Vorzeichen haben. 

1m reellen Gebiet kann man von einem positiven Wert del' 
Potenz zu einem negativen nur durch die Null hindurch gelangen. 
Geometrisch: Man kann von Punkten innerhalb zu Punkten auBer-

1) Den Leser durch gewissenha.fte Aufzli.hlung a.lIer Termini der Kreis
lehre zu ermiiden, liegt nicht in unserer Absicht. ') Voraussetzungl 

2* 
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halb nur durch Passieren der Kreis1inie kommen. 1m komplexen 
Zahlgebiet kann maR dagegen von jeder von Null verschiedenen Zahl zu 
jeder andern solchen Zahl Ubergehen, ohne durch die Null hindurch zu 
mussen. Beispielsweise kann man vom reellen positiven Wert + £> 

zum reellen negativen Wert -7 kommen, indem man etwa im 
Ausdruck - 1 + 6e i '1' die reeUe GroBe cp aIle Werte von 0 bis 1l 
durchlaufen lii.1lt. Die Gesamtheit der komplexen Werte der Potenz 
kann also nicht durch den Wert Null in zwei getrennte Scharen 
geschieden werden. Schon bei reellen Kreisen der elementaren Auf
£assung gibt es somit den Gegensatz innerhalb-auBerhalb nicht mehr, 
sobald man imaginare Punkte betrachtet, und bei reellen Kreisen 
unserer Erklarung kann bereits die Gesamtheit der reellen Punkte 
nicht immer auf zwei getrennte Gebiete verteilt werden. 

Um alie Punkte des Kreises (7) anzugeben, setzen wir das 
Radiusquadrat als von Null verschieden voraus. Sodann fiihren wir 
eine Hilfsveranderliche, oder wie man auch sagt, einen "Parameter" 
durch die Forderung ein: 

(11 - q) : (x - p) = tg t. 
MogIich ist das, da der Ausdruck links konstant nur ftir Punkte 
einer Geraden sein kann. 

Wahlt man jetzt einen Wert von V~ willktirlich, so hat man 
(8) x=p+rcost, 1I=q+rsint. 
Jedem Werte des Parameters t, der im reellen Gebiet auf das Inter
vall 0 < t < 21l beschrankt werden kann, entspricht dann ein Punkt 
des Kreises (7), und umgekehrt lassen sich zu jedem Punkte des 
Kreises (7) unzahlig viele mod 2 n (lies: bis auf Vielfache von 2 1l) tiber
einstimmende Werte von t angeben, die also im Kosinus und Sinus 
tibereinstimmen. Vorausgesetzt ist aber immer, daB zuerst ein Wert 
von R gegeben ist. Andert man diesan nachtraglich ab, so hat 
man, wenn man denselben Punkt des Kreises darstelien will, t um 1l 
zu verstarken. tlber die Beseitigung dieses tlbelstandes vgl. 9, Zus. 1. 

Ein Kreis (von nicht verschwindendem Radiusquadt'at) hat 001 Punkte. 
Ein Kreis vom Radius Null besteht aber aus zwei imaginaren 

geraden Linien, denn die Gleichung (7) laBt sich dann in zwei lineare 
imaginare Faktoren zerspalten: 
(7 a) [x-p+i(y-q)]-[x-p-i(1I-q)]=O. 
Diese beiden Geraden sind isotrop (4). Fiir einen solchen,Kreis gilt 
die ;,Parameterdarstellung" (8) nicht. Reeli kann von einem solchen 
Kreise hochstens der Schnittpunkt (p, q) der beiden isotropen geraden 
Linien sein; diese sind niemals parallel. 

Da die Gleichung (7) des Kreises sich ftir r = 0 in zwei Fak
toren zerspalten lii.Bt, so nennt man Kreise vom Radius Null auch 
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reduzibel oder zerlegbar, die iibrigen irreduzible oder unzerlfgblW' Kreise. 
Es gibt 00' reduzible Kreise. 

1. In (8) hr.ben wir eine "Parameterda.rstellung" der Punkte- eines irre· 
duziblen Kreises vor UDS; t heiSt Parameter des Punktes (al, y). Dooh kann 
man den Punkt (~, 1/) auoh auf andere Weise darstellen. Setzt man naoh 
Verfiigung iiber ,jrs 

Al-Al 2Al~ 
~=p+rAl+A/' 1/=q+r A1+l.l' 

so gehort zu jedem Wertepaar Al'~' fur welches nicht At + A/ = 0 ist, ein 
Punkt (~, 1/) des Kreises (7). Umgekehrt lassen sioh zu einem Punkte (x, y) 
des Kreises unzihlig viele Wertesysteme A1> ~ angeben, die aber alle zuein· 
ander proportional sind. Es kommt also nur' auf das Verhii.ltnis ~: A2 oder 
A2 : ~ an, und daher kann dieses als Parameter des Punktes (x, y) in der 
neuen Parameterdarstellung be~eiohnet werden. Wii.hlt man aber A1 : ~ als 
Parameter, d. i. kiirzt man duroh AI, so entzieht sioh ein Punkt des Kreises 
der Darstellung; ebeD,So einer, wenn man ~: Ai als Parameter wiblt. Welohe 
beiden Punkte sind dies? - (Vgl. auoh 4:, Zus. 2.) 

Die Gleiohung (2) in 4: ist eine Parameterdarstellung der Geraden des 
Geradenbiisohels vom Soheitel (~1J 1/1) mittelat des Parameters p : q oder q: p. 

Gleiohung (4) in 4: ist eine Parameterdarstellung der Punkte einer Eukli· 
disohen Geraden verm~ des Parameters T; fiir die Punkte einer isotropen 
Geraden galt die Darstellung (5) in 4: (Parameter 'I"). Auoh (480) in 4: war 
eine Darstellung mittels des Parameters r: s (s: r), die sioh in gleioher Weise 
auf Euklidisohe und isotrope Gerade bezieht. In Gleiohung (6) in 5 haben 
wir eine Parameterdarstellung der Geraden eines Parallelenbiisohels (Para· 
meter t!). 

Die geometrisohe Bedeutung des Parameters ist nebensii.ohlioh; es kommt 
eben nur darauf an, da8 mOgliohst alle Elemente (Punli:te, Geraden usw.) der 
betraohteten Mannigfaltigkeit dargestellt werden; allerdings ist as nioht un· 
erwiinsoht, wenn ein Parameter eine einfaohe geometrisohe Bedeutung besitzt. 
Wir werden im einzelnen darauf zuriiokzukommen haben 1). 

2. Entfernung der beiden Punkte (0/0) und (IIi). - Gleiohung des Kreisas 
(-il-2i; -4). - Wie gro8 iet das Radiusquadrat und wie heiBt der Mittel· 
punkt des Kreises x 2 + 8 i ~ + Y 2 - 61/ - 3 = o? - Ceometrisohe Bedeutung des 
Mittelpunkts eines reduziblen Kreises (duroh isotrope Geraden ausgedriiokt). -
0eometrisohe Bedeutung der Potenz eines Punktes in bezug auf einen redu· 
ziblen Kreis. - Gleiohung des Kreises (ill +i; 0). - Parameterdarstellung 
der beiden Geraden ~ + 21/- 7 = 0 und ~ - iy - i = o. - Eine ~arameter· 
darstellung fiir die Gerade a~ + by + c = 0 gewinnt man, wenn man setzt 
a~ - by + 2abt= O. (Parameter t.) - Beispiel fiir 2x+31/-9 = O. - Wann 
ist das Verfahren nioht zulii.ssig? - Welohe geometrisohe Bedeutung hat es, 
wenn man aus x: y = a: b sohlieBt ~ = at, 11 = bt? 

1) Der tibelstand, daB die Benennung Parameter mit dem "Parameter" 
einer Parabel kollidiert, wird am besten daduroh erledigt, daB man den Para
meter der Parabel, iiber dessen genaue Erklii.rung iiberdies keine Einigkeit 
herrsoht, beseitigt. Ein besonderas Wort dafiir ist iiberfliissig; will man aber 
eiDS haben, so soheint UDS bei der Parabel y I - 2 P ~ = 0 die Bezeiolinung 
"Sperrung" fiir die Sehne senkreoht zur Symmetrieaohse duroh den Brenn· 
punkt, .also fiir die GroBe 2p nioht unzweokmii.Big zu sein. 
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Erklirung 3. Die K1WVe 2. Ordmmg 1/t-2px= 0 hei{Jt (p+ 0) Parabd. 
Um eine Parameterdarstellung fUr die Punkte der Parabel yl - 2px = 0 zu er
halten, setzen wir 2 x - t1/ = 0 (Parameter t). Wie heiBt die Darstellung! Die 
lineare Hilfsgleiohung steUt eine.Gerade dar, die immer durch den Punkt (0/0) 
der Parabel liuft und diese daher (hiichstens) noch in einem weiteren Punkte 
schneiden kann. - Buche Parameterdarstellungen fUr die Kurve b1xt+a91/ 11 
- albl =0. - Die beiden isotropen Geraden, die einen reduziblen Kreis defi
nieren, sollen konjugiert komplex sein. Geometrische Bedeutung! 

3. Erklirung 4. Der Ort aZZer Punkte, die-gkiche Potenz in bezug auf 
zwei Krei8e hab en, heiBe ihre Potetlzlinie oder Ghordale. Wie findet man den 
Ort aller Punkte, die gleiche Potenz in bezug auf zwei getrennte Kreise 
(a,., bl ; rl) nnd (a,., bl ; rl) besitzen? - Der Ort ist eine Gerade (ein Ausnahme
fall). - Stelle die Gleichungen der drei Potenzgeraden dreier getrennter Kreise 
auf. Welohen Rang besitzen die drei Geraden Mchstens? - Welchen Rang 
miissen die Mittelpunkte der drei Kreise besitzen, damit die drei Potenz
geraden sioh in einem Punkte (Potenzpunkt) schneiden? - Der Rang der 
Mittelpunkte sei zwei. Welche drei Fille kiinnen dann noch eintreten? (Zeich
nungenl) - Was ist in diesen Fillen iiber den Potenzpunkt auszusagen? (rm 
Falle von 00 1 Potenzpunkten drei verschiedene Zeichnungen; auf die gemein
samen Punkte der Kreise aohtenl) - Der Rang der Mittelpunkte sei eiDS 
(nKonzentrische" Kreise). - (Borgfiltige Behandlung auf Grund von 4,2 und 5!) 

4. Man moge als Quadrat der Entfemung zweier Punkte (Xl' 1/1) und 
(21I,1/t) einmal den Ausdruck erklii.ren 

(Xl - 211) (Xl - Zu) + Wl -1/11) (fi1 - "it)· 
Das widerspricht zunii.chst der Geometrie des reellen Gebietes nicht, denn dort 
ist i l = Xl' '1 = 1/1 nsw. Damit ist die Zv,la8siglceit dieser Erkliixung dargetan. 
Zwei komplexe Punkte erhalten dann immer eine reeUe Entfemung, so daB 
man dann die Theorie der Maxima und Minima aufs komplexe Gebiet iiber 
tragen bnn. Man beachte aber, daB die Gleichung des Kreises vom Radius
quadrat 25 um den NuJlpunkt als Mittelpunkt folgerichtig heiBen muB 
xi + 1/fi - 25 = O. Es lassen sich leicht Punkte dieses Kreises angebe.n, Z. B. 
die sechs Punkte (4±3iJO), (±5/0), (3±4i/0). Diese sechs Punkte sind 
getrennt. Sie liegen femer alle auf der Geraden 1/ = O. Die Folgerung aus 
unserm neueD\ Entfemungsbegriff ist also, daB ein irreduzibler Krei8 mit einer 
Gertul6'fl mehr alB ZtDei getrlJ'flnte Punkte gemeinsam haben kann (vgl. dazu 8). 
Dem ateht andrerseits a1s Vorteil gegeniiber, daB es getrennte Punkte von der 
Entfemung Nun (Zus. 2) nicht gibt. 

Betrachtet man nur komplexe Punkte der X-Aohse - es ist das im we
sentliahen der Btandpunkt, den die Theorie der Funktionen einer komplexen 
Verinderliohen einnimmt -, so wird das Entfemungsquadrat zu 

(Xl - 211) (Xl - it), 
d. i. zum Quadrate des absoluten Betrages der Differenz Xl - 211. Ala Ent
femung wird dann dieser absolute Betrag erklirt. Damit befolgt die FUJ!k
tionentheorie nicht die im Texte gegebene Erklirung der Entfemung, sondem 
die neue. Fiir funktionentheoretische Zwecke richtet das keinen Sohaden an; 
auah der Geometer darf so vorgehen, muB sich aber der Konsequenzen be
wuBt bleiben, die -sein Vorgehen im komplexen Gebiet nach sich zieht. Hierzu 
vergleiohe man 45, Zus. B • 

. S. Kreis und Gerade. Es sollen die gemeinsamen Punkte der 
Geraden ax+bll+c = 0 und des Kreises (x-P)\l+(l1- q)\l_r9 = 0 
ermittelt werden. Dabei unterliegen die GroBen a, b, c,p, q, r nur 
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der einen Bedingung, daB a und b nicht gleichzeitig verschwinden 
diirfen. Wir fiihren die Rechnung nur fiir den Fall a =l= ° durch. 
Dann wird x = ( -:- by - c) : a, und durch Einsetzen dieses Wertes 
erhii.lt man fiir die Ordinaten 11 etwaiger gemeinsamer Punkte die 
quadratische Gleichung 
(a 2 + b2)y2 + 2 (bc + abp - allq)y + (c + ap)1l + all (qll _rll) = 0. 
Jetzt haben wir die Ergebnisse von 6 zu verwerten. 

1. (a 2 +b ll)rll _(ap+bq+c)Il=l=0, all+bll=l=O. Es gibt 
zwei getrennte Schnittpunkte, Die Gerade ist Euklidisch (4). 1st der 
Kreis reduzibel, so ist ap + bq + c =l= 0, d. i. die Gerade lauft nicht 
durch den Mittelpunkt. 

2. all + b ll = 0, ap + bq + c =l= 0. Hier handelt es sich um 
den Schnittpunkt des Kreises mit einer isotropen Geraden, die nicht 
durch den Mittelpunkt lauft; es gibt einen einzigen einfach zahlenden 
Schnittpunkt. 

3. (all + bll) rll - (ap + bq + c)1l = 0, all +. bll =l= 0. Zwei zu
samvutifallende Schnittpunkte;die (Euklidische) Gerade wird als Tan
gente des Kreises bezeichnet, der doppelt zahlende Schnittpunkt als 
Beruhrungspunkt. 

4. J etzt reduzieren sich die drei Bedingungen auf ap + b q + c = 0, 
a II + bl! = 0, r II =l= 0. Ein irreduzibler Kreis solI mit einer Isotropen 
durch seinen Mittelpunkt zum Schnitt gebracht werden. Es gibt keinen 
Schnittpunkt. Die Gerade wird als Asymptote des Kreises bezeichnet. 

5. ap + bq + c = 0, all + b2 = 0, rll = 0. Ein 'reduzibler Kreis 
hat mit. einer isotropen Geraden durch seinen Mittelpunkt 001 Punkte 
gemeinsam. Da ein reduzibler Kreis aus zwei isotropen Geraden 
durch seinen Mittelpunkt besteht, so fallt jetzt die Gerade mit einer 
von diesen zusammen. Alle gemeinsamen Punkte von Kreis und 
Gerade findet man jetzt aus (5) in 4. 

In dem von uns nicht durchgefiihrten FaIle a = ° konnen, wie 
der Leser zeigen moge, nur die FaIle 1 und 3 eintreten. Wir fassen 
zusammen: 

Satz. Eine Euklidiscfle Gerade hat mit einem Kreise zwei ge
trennte oder zusammenfallende Punkte gemeinsam. Eine isotrope Gerade, 
die nicht durch den Mittelpunkt lauft, hat nur einen einfach zahlenden 
Schnittpunkt mit dem Kreise gemeinsam. Laurt aber eine isotrope Gerade 
durch den Mittelpunkt des Kreises, so gibt es bei einem irreduziblen 
Kreise keinen Schnittpunkt; bei einem reduziblen Kreise ist die Gerade 
vollig auf dem Kreise gelegen. 

1. Erklii.rung. Es seien p und q reell, positiv und von Null verschieden. 
Dann heiJt die Kurveq2x~ +ply~ - p9qU = 0 eine Ellipse, q2x2_p2y2_p2q2= 0 
eine HyperbeZ (vgl. 71). Beide Kurven sind jetzt Orter auch imaginarer 
Punkte. Auch die Begriffe Tangente, Beriihrungspunkt, Asymptote, wetden 
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sinngemaB auf diese Kurven und auf die Parabel (7, Erkl. 3) ubertragen. Sohnitt 
dieser Kurven mit ax + by + c = O. Zwei F'alle (a + 0, a = 0). 

2. 1m Faile getrennter Sohnittpunkte (~l> '71) und (~" fit) lassen sioh 

~{ ~t und fll ~ fit mtional angeben. Welohe Gleiohung besteht zwisohen 

ihnen? Deutung naoh 10, (18). In dieser GIeiohung tritt c nioht mehr auf. 
Bedeutung! (vgl. 70, Zus. 8). 

3. Wie heU3en die beiden Parallelenbusohel, deren Geradl5 die Ellipse 
(Hyperbel) nur einmal (einfaoh zahlend) sohneiden? Welohe geraden Linien 
dieser Busohel konnen als Asymptoten bezeiohnet werden. Welohe der funf 
Mogliohkeiten von 6 kann in ZUfl. 1 nioht eintreten? 

4. Es sei G1 =a;x+b1 y+Ct, GII=~x+b2y+C2' Dann ergeben die 
GIeichungen G1 = 0 und G2 = 0 (nioht immer) zwei gerade Linien. Sind 
diese getrennt, so stellt Al G1 + A2 G2 = 0, WO Al und As nioht gleiohzeitig ver· 
80hwinden sollen, sonst aber beliebig veranderlioh sind, 001 Gerade dar. 
Warum nioht 002? Zwei FaIle a1 b2 -ag b1 +O, =0. Bedeutung! Fall, wo 
G1 und Gi zusammenfallen! Zeige, daB Al G1 + All Gg = 0 eine Gerade dar· 
stellen kann, obwohl G2 = 0 (oder Gl = 0) keine Gerade darstellt. 

5. Es sei Kl :::: (x- a1)11 + (y- bl)2 - r l2, Kg ==- (x - ~)2 + (y - bi )2 - rl. 
Wann stellt Al Kl + .til K2 = 0 keinen Kreis dar? Zeige, daB der Kreis 
Al Kl + All ~ = 0 duroh samtliohe Sohnittpunkte von Kl = 0 und' ~ = 0 lauft. 
Bedeutung von Kl - ~ = O! Potenzgeraden von Kl = 0, KII = 0, Ka = O! 

6. Sohnittfigur von K = 0 und G = 0 fur 
K= x 2 +4ix+yll_29, G== x+iy+2i; 
K=x 2 - (4i+8) x +y2 + (2 - 2i) Y+ 4+ 18i, G:=(l -2i) x+y-7 + 5i 

(Wurzeln ausziehen!); 
K::::X 2 +y2_25, G=(3-4i)x+(4+12i)y+15+60i. (Naoh 8 Zus. 3!) 

7. In den Formeln fur tg (IX + P), tg (IX - P) setze man fiir tg IX den Wert i. 
Was foIgt? WeI9he beiden Werte bnn die Tangensfunktion nioht annehmen? 
Warum riohtet es in der Parameterdarstellung 7, (8) fur die Punkte eines 
irreduziblen Kreises keinen Sohaden an, daB duroh die benutzte Geradensohar 
y - q : x - p = tg t nioht samtliohe Geraden duroh den Mittelpunkt geliefert 
werden? Darf man statt 4:, (2) sohreiben oos t (x - Xl) - sin t (y - Yl) = 0, oder 
gehen dabei gerade Linien verloren? 

8. Gegeben sind zwej feste Punkte (Xl> Yl) und (XII' Y2) und ein dritter 
Punkt (;, fI), der naoh und nach aIle Lagen in der Ebene annehmen solI. 
Bereohne den Radius des Kreises duroh diese drei Punkte. Sorgfaltige Reoh
nung! Drei wesensversohiedene FaIle (3, 1). 

9. Eine Gleiohung kten Grades in (Xl' XII"'" xn) stellt, wie man sagt, 
eine (n - I)-faoh ausgedehnte Mannigfaltigkeit der Ordnung k dar, die in 
einem R" verlauft. Kurz: eine M!_l im Rn. So ist der Kreis eine Mlt im R2 • 

Fur M; sohreibt man Rp <nIineare" Mannigfaltigkeiten). 

9. Isotrope Gerade. Wir wiederholen eine ErkHirung aus 4: 
Erklarung 1. Die gerade Linie ax + by + c =0 heiDt 
Euklidisch (anisotrop) M inimalgerade 1) (isotrop) 

falls der Ausdruck a \I + b '.l 
von Null verschieden ist gleich Null ist. 

1) Die historisoh friihere Benennung Minimalgerade ist besser aufzugeben. 
1m komplexen Gebiet kann man von einem Minimum nioht reden. Wir 
werden sie nur gelegentlioh anwenden. 
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Fiir ihre Punkte hatten wir die Parameterdarstellungen ge-
wonnen: 

4, (4): 4, (0): 
- ca + bT - cb - aT 'I: - C 'C + c 

~- y- x--- y----
- all + bll , - all+bll ' - 2a' - 2b' 

Zu verschiedenen Werten von T ('I:) gehOren getrennte Punkte 
der Geraden. So seien den Parameterwerten Tl und Til ('1:1 und'l:ll) 
zugeordnet die Punkte (Xl' fit) und (XII' Y2)' 

(Tl - Til + 0). ('1:1 - Til + 0). 

FUr das Quadrat der Entfernung dieser beiden Punkte folgt 
aus 7 der W~t: 

(TIl -T1)1l: (a ll +b 2). 

Er ist von Null versckieden: 

Sa tz 1. Getrennte Punkte riner an
isotropen Geraden haben rinen von 
Null vBrsckiedenen Abstand. 

(a ll +b ll)('l:Il -'l:1)1l: 4a ll b ll • 

Er ist glrick Null, wie auch '1:1 

und '1:11 gewii.hlt werden: 
Satz 2. Getrennte Punkte riner iso

tropen Geraden kaben stets den 
Abstand Null. 

Damit ist eine weitgehende Wesensverschiedenheit zwisehen den 
heiden Arten von geraden Linien aufgedeckt. Der Leser lasse sich 
nicht verleiten, .die isotropen Geraden deshalb, weil sie niemals reell 
sind, fiir unwichtiger zu halten, als die Euklidischen Geraden. Wir 
werden sehen, daB durch die Minimalgeraden Licht auf die ver
schiedensten Gegenstii.nde des reellen Gebietes fii.Ut; ihre Kenntnis 
ist fiir ein tieferes Verstii.ndnis der reellen Geometrie unerUt8lick. 

Satz 3. Es gibt ZfDri Arten von isotropen Geraden. In der Glei
chung ax + by + c = 0 einer Isotropen kann weder a noch b ver
schwinden (2 Erkl. 1). Daher kann man durch Einfiihrung eines Pro
portionaJitii.tsfaktors (2) den einen dieser heiden Koeffizienten auf den 
Wert eins bringen. Der andere wird dann i oder -i. So erhii.lt man 

(9) iX+1I+c=0 x+iy+c=O 
(liftksisotrope Gerade oder Links- (recktsisotrope Ger&de. oder Rechts-

isotrope). isotrope). 

Diese Terminologie1) kann hier nicht motiviert werden. Ais 
Gedii.chtnisregel merke man, daB in der Darstellung (9) der Faktor..ii 
hei den linksisotropen Geraden links steht, hei den rechtsisotropen 
rechts. Es giht 00 1 linksisotrope und 00 1 rechtsisotrope Gerade. 

1) E. fi,tudy, Vorlesungen ii.er a.usgewihlte Gegenstinde der Geometri~. 
Erstes Heft. Ebene analytisohe Kurven und zu ihDen gehorige Abbildungen. 
1911. S. 9. 1m Folgenden zitiert a.ls "E. A. K.". 
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Die Parameterdarstellung (5) der Punkte der isotropen Geraden 
speziaIisiert sich jetzt: 

(51) 'l+C 
Y=--2-' (5 r) 

'l-C 
x=-2-' 

Bringt man zwei Isotrope zum Schnitt, so findet man die Sii.tze: 

Sa tz 4. Getrennte linksisofrope [rechisisotrope] gerade Linien sind 
iueinander parallel. Eine linksisotrope und eine recktsisotrope Gerade 
schneiden sick. 

Aus 4, (2) ergibt sich: 
Satz 5. Durck jeden Punkt lauft eine einzige linksisotrope und 

eine einzige recktsisotrope Gerade. 
Die beiden Isotropen durch den Punkt (~/1'J) heW en 

(lor) i(x -~) + Y -1] = 0, (lOr) (x-~) + i(?i-1]) = O. 
Durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen wird man wieder 

zu dem Satze gefiihrt: 

Bin reduzibler Kreis bestekt aus den beide» Isotropen durck seinen 
Mitfelpunkt. Der Mittelpunkt hei13t daher auch Doppelpunkt des redu
ziblen Kreises. 

Erklarung 2. Zwei getrennte Punkte von der Entfernung Null 
sollen zueinander parallel genannt werden. Die Motivierung dieser Be
zeichnung kann erst in 67, Nr.3 erfolgen. Dann konnen parallele 
Punkte immer durch eine Isotrope verbunden werden, und zwar 
entweder durch eine linke ("linksparallele" Punkte) oder durch eine 
rechte C"rechtsparallele" Punkte). Aile Punkte eines zerlegbaren 
Kreises sind zum Doppelpunkt parallel. 

Sa tz 6. Auf jeder Euklidiscken Geraden gibt es zu einem nickt 
auf ikr liegenden Punkte stets einen einzigen linksparallelen und einen 
einzigen recktsparallelen Punkt. 

Satz 7. Auf einer Linksisotropen gibt es zu einem nickt auf ikr 
liegenden Punkt einen einzigen rechtsparallelen, aber keinen linksparallelen 
Punkt. 

Beweise durch 7 (7 a), (10 1), (10 r), 3, 3 ap. 
1. Die zu einer linksisotropen Geraden konjugiert komplexe Gerade ist 

reohtsisotrop. - Konzentrische Kreise haben diesel ben Asymptoten. - Wie
viel Kreise sind zu einem vorgegebenen konzentrisch? Wieviel isotrope Tan
genten haben Ellipse, Parabel und Hyperbel? Berechne ihre Sohnittpunkte; 
welohe geometrisohe Bedeutung haben diese, soweit sie reell sind (vgl.l0, Zus. 1). 
- Welohe geometrisohe Bedeutung haben bei Ellipse und Hyperbel die Eukli
tliscken. Verbindungsgeraden jener vier Punkte? - Analytisohe Bedingung da
fur, daB die beiden Punkte (~11 1]1) und (~a, 1]g) linksparallel (reohtsparallel) 
sind. - Wie heiBt der Punkt auf ax + by + c = 0, der zu (~, 1]) Iinksparallel 
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(reohtspara.lIel) ist r - Wie heiBt der Punkt, der gleichzeitig zu (~1' "1) links
para.llel und zu (~t' ",) rechtBparallel ilIt r - Eine Parameterda.rstellung fur 
die Punkte einer Euklidischen oder linkeisotropen Geraden erhalt man, wenn 
man diese Gerade mit allen reohtsisotropen Geraden zum Schnitt bringt. Wie 
heiBen die Formeln? - Wie hat man bei einer rechtsisotropen Geraden vor
zugehen? - Eine Parameterdarstellung fur die Punkte eines irreduzibien 
Kreises {:I1_a)9+(g_b)l_ r t=O erhalt man, wenn man ihn (etwa) mit 
allen linksisotropen Geraden zum Schnitt bringt. Diese seien so gegeben: 
i (x - a) + 11 - b + t = 0, wo t veranderlich ist. Stelle die Formeln auf! Welcher 
Wert von t ist auszuschlieBen r - 1 nwiefem ist ditse DarsteZlung der Dar
stellung 7 (8) tlOf'zuziehen? Wann sind konjugiert kompJexe Punkte zuein
ander parallel? 

2. DUfch k algebraische Gleichungen in den Veranderlichen (xu Xg , ••• , xn) 
wird aus dem R.. eine Mannigfaltigkeit M"-k von n - k Pimensionen aus
gescbieden (immer?). Sie wurde fruher als R"-k bezeichnet, weil die k Glei
ohungen Bamtlioh alB linear vorausgeaetzt wurden. Der jetzige Begriff ist der 
weitere. Nur die "linearen" M"-k sollen alB R,._" bezeichnet werden: 

3. Eine Mm,· die in einem R" verlauft, heiBt von kter Ordnung und wird 
demgemaB ala M! bezeichnet, wenn sie mit einem R,,-m, der nicht ganz ihr 
angebOrt, und dem sie nicht ganz angehort, k Punkte gemeinBam hat (n> m). 
Was heiBt danaoh A4,3 im Ra, Ml im ~, A4,t im Bs? 

10. Spiegelung an einer Geraden. Gegeben sei die Euklidische 
Gerade G von der Gleichung A x + B ~ + 0 = 0, und der Punkt P(~ IfJ) 
auB~rhalb. Wir wollen ein Verfahren angeben, welChes dem Punkte P 
einen andem Punkt pI vermittelst der Geraden G zuordnet. Dieses 
Verfahren wird Spiegelung an der Geraden G genannt. 

Der zu P linksparallele Punkt auf G heiBe PI' der zu P rechts
parallele Punkt auf G entsprechend Pr • Die Koordinaten dieser 
Punkte sind dann 

-iB~ - BfJ - 0 
P,: A _ Bi ' 

-B~-BifJ-Oi 
P,.: Ai-B ' 

Ai~+AfJ + Oi 
A-Bi 

A~+AifJ+O 
Ai-B 

Gesucht wird jetzt der Punkt pI, der zu P, rechtsparallel und 
gleichzeitig zu P,. linksparallel ist. 

(11) 

Die Linksisotrope durch Pr heiSt: 

(Ai - B)(ix + 11) - 20 + (Ai + B)(i~ - fJ) = o. 
Die Rechtsisotrope durch P, heiSt: 

(A - iB)(x + i1l) + 20 + (A + iB)(~ - if}) = o. 
Die Koordinaten W, f} ') von P' findet man daher aue dem System 

{ (A - iB) W + if}') + 20 + (A + iB) (~ - if]) = 0, 

(A + iB)(~' - in') + 20 +(A - iB) (~+ if]) = o. 
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Daraus folgt 

{ (A~+B~)e=(B2 -A2H - 2ABfJ - 2AC 
(12) (A2+BIl)fJ'= -2AB~+(A2_B2)11-2Ba 
oder 

Wir haben hier eine Konstruktion angegeben, die einem Punkte 
(~/11) einen andern Punkt Wl17') zuordnet. Das analytische Aquivalent 
dazu bilden die Formeln (12), (13), und diese leisten noch etwas 
mehr. Man kann jetzt namlich die urspriingliche EiIlBchrankung auf
heben, wonach (~/17) nicht auf Ax + By + C = 0 Hegen solIte. Auch 
dann haben die Formeln noch einen klaren Sinn, wahrend die geo
metrische Konstruktion in gewisser Weise ausartet. Es wird dann 
f =~, 17' = 17, so daB jeder Punkt der Geraden G sich selbst zu
geordnet ist. 

Bemerkenswert ist an unserer Konstruktion, daB man vom 
Punkte pi ausgehend wieder den Punkt P finden kann. Sie ist also 
riickwarts ausfiihrbar, oder, wie man sagt umkehrbar. 

Erklarung 1. Elin Verfahren, welches jedem PunktlJ der Ebene 
einen andern Punkt umkehrbar zuordnet, heiBt allgemein eine Trans
formation. Die hier vorliegende ist sehr spezieller Art. Dbt man 
namlich unsere Konstruktion auf den Punkt P' aus, so gelangt man 
wieder zumPunkte P zuriick. Man nennt solche Transformationen 
mit einer spater (12) anzugebenden Ausnahme iuvolutorisch. Analy
tisch tritt der involutorische Charakter zutage, wenn man die beiden 
Ausdriicke in (11) addiert: 

(14) A(~+n+B(11+r/)+2a=O. 
Hier erkeWlt man sofort die Gleichberechtigung der Punkte (~, 11) 
uud (~"11')' 

Erklarung 2. Der Punkt W,17') in (13) heiBt das Spiegelbild 
des Punktes a, 17) in bezug auf die (anisotrope) Gerade Ax + By + a = O. 
Diese 1&eiBt Achse der Spiegelung. Das Spiegelbild von W, t7') ist 
wieder!(~, 11)' 

Die Formeln (12) oder (13) lehren, zu jedem Punkte der Ebene 
das Spiegelbild zu tinden. Sie stellen, wie man sagt, die Spiegelung 
an der Geraden G dar. Damit meint man, daB nicht nur zu einem 
Punkte das Spiegelbild ermittelt werden solI, sondern zuallen Punkten 
der Ebene. Die Spiegelbilder werden immer dadurch gekennzeichnet, 
daB man ihren Koordinaten und sonstigen Bezeichnungen Akzente 
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hinzufugt. So bedeutet (~~, fJ~) das Spiegelbild von (EI , fJ.), K' das 
Spiegelbild von K usw. 

Wir betracb.ten jetzt zwei Punkte (~1I fJl) und (~I' fJl)' die beide 
der Spiegelung unterworfen .erden eollen. AU8 (12) ergibt sioh: 

{
(A' + B2J (E~ - ~~.) =(BIl-A')(~l-ElJ)- 2 A B (fJl -fJll) , 
(All + B') (fJ~ - fJ~) =-2AB(El-~lJ)+(AIl_B9)(fJl-fJ,), 

(AI+B9)(~~fJ~-~;fJD=-2BC(~1-E\I)+ 2 A C (fJl-fJ,)-(AlJ+B9)(E1 fJ,-EIl?1t)· 
AUB den ersten heiden dieser Formeln oder a.UB (11) folgt leioht: 

(16) {(B -Ai)[i(E~ -E~)+fJ~ -fJ~] = i(B+Ai)[El - E, +i(fJl -fJ9)]' 

(B+Ai)[E~ -E~+i(fJ~ -fJ~)] = -i(B-Ai)[i(~1-~9)+fJl-fJ9]. 
Hieraus entnimmt man, wenD. man die AUBdruoke in den eokigen 
Klammem reohts gleioh Null setzt: 

Satz 1. Die Spiegelbilflw rechtsparalleler Punlcte sind linksparallel, 
die Spiegelbilder linksparalleler· Punkte sind rechtsparallel. 

Durch Multiplikation der "beiden Gleichungen (16) erhilt man: 
(E~ - ~;)'J + (fJ~ - fJ~)9 = (E1 - ~,)I +(fJl -fJl)'J. 

Links und rechts steht formal genau derselbe AUBdruck, das eine 
Mal fUr die Spiegelbilder gebildet, das andere Mal fifr die ursprung
lichen Punkte. Ein eolcher Ausdruck, der bei der Spiegelung seinen 
Zahlwert nicht andert, heiSt eine absolute Invariante gegenuher der 
Spiegelung. Zwei Spiegelbillier haben dasselbe Abstandsquadra.t wie 
die urspriinglichen Punkte. Dafiir Ba.gt man auch: 

Satz 2. Das .Abstawquadrat zweier Punkte ist gegenilber einer 
Spiegelung invariant. 

Spiegelt man jetzt drei Punkte gleichzeitig, so findet man nach 
einigen Rechnungen (vgl. 15): 

E; fJ~ 1 El fJl 1 

(17) E~ fJ; 1 Eg fJ9 1 

E~ fJ~ 1 E. fJ3 1 
Dieser Ausdruck (der doppelte "Inhalt" der Dreiecke P1 Pg Pa =PIl Pa P1 

= Pa PI Pg , wenn P, (i = 1, 2, 3) den Punkt (E,!fJ,) bedeutet, vgl. 18, 
Zus. 2) bleibt zwar nicht ganz ungeandert, aber sein Quadrat wiirde 
eine absolute Invariante sein. Man nennt aber auch die dreireihige 
Determinante selbst eine (relative) Invariante. Verschwindet me 
namlich fiir die ursprunglichen Punkte nicht, so verschwindet sie 
auc~ fiir die Spiegelbilder nicht; verschwindet me fur die ursprung
lichen Punkte, so verschwindet sie auch fur die Spiegelbilder. Sie 
ist keine absolute Invaria.nte, d. i. ihr Zahlwert bleibt nicht erhalten, 
wenn er von Null verschieden war. 
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Das Verschwinden der Determinante Bagt nun aus, daB die drei 
Punkte auf einer einzigen Geraden Hegen (Rang zwei) oder simtlich 
zusammenfallen (Rang eins), und wir konnen jetzt aussprechen (vgl. 5): 

Satz 3. Der Rang dreier Punkte bleibZ bei einer Spiegelung erhalten. 

Der Fall, wo der Rang zwei betra.gt, sagt insbesondere aus: 
Satz 4. Drei Punkte einer Geraden gehen bei einer Spiegelung wieder 

in drei Punkte einer Geraden uber. 

Dafiir sagt man auch: 

Die Spiegelung verwandelt gerade Linien in gerade Linien. 

Als Spiegelbild einer Geraden darf na.mIich jetzt erklart werden 
die Gerade, die von den Spiegelbildern der Punkte der ersten Geraden 
gebildet wird. 

Dann kann man fragen, wie das Spiegelbild a' x + b' y + c' = 0 
der Geraden AX + by + c = 0 heiBt. Letztere Gerade verbinde die 
Punkte (~1' 1'/t) und (~Il' fJll)' Dann folgt aus (15) in Verbindung mit 4,1: 

(All + BIl)a' = (.AIl_BIl) a + 2 A B . b 
(All + B2)b' = 2..4B . a + (BIl-AIl)b 
(..4 II + BII) c' = 2 A 0 . a + 2 B 0 . b - (A II + BIl) c. 

Diese Formeln werden in 21 eingehend behandelt werden. Hier 
beachten wir, daB 

a'2+b''.I=a ll +b ll • 

Hieraus, oder aus Satz 2 folgt: 

Satz 5. Eine Spiegelung fuhrt eine anisotrope Gerade wieder in 
eine anisotrope aber, eine isotrope Gerade wieder in eine isotrope. 

Jetzt Bollen zwei Gerade G1 und Gil von den Gleichungen 
a1 x + b1 y + c1 = 0 und a\lx + bll Y + C; = 0 der Spiegelung unter
worfen werden. Fiir ihre Spiegelbilder a~ x + b;y + c~ = 0 und 
all x + b~y + c~ = 0 findet man 

a~ a~ + b~ b~ = a1 a. + b1 bll , 

a~b~ - a~b~ = - (a1 bll - ~bl)' 
Hier haben wir zwei Invarianten vor una, deren zweite aussagt: 

Satz 6. Eine Spiegelwng verwandelt parallele Gerade wieder in 
parallele Gerade. 

Beide Invarianten sind aber nioht absolut, denn beide konnen 
durch Einfiihrung von Proportionalititsfaktoren auf jeden von Null 
versohiedenen Wert gebra.cht werden, falls sie von Null verschieden 
waren. Eine Invariante, deren Zahlwert durch Einfii hrung beliebiger 
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Proportionalitii.tsfaktoren nicht mehr geii.ndert wird, erhii.lt man aber 
durch Division 

a1 h, - as hl = t (G G )1) 
a n.~ + h b g l' S • 
l' l' 

Die hierdurch mod n erklii.rte GroBe (G1 , Gs) heiBt der Winkel der 
Geraden Gs gegen die Gerade G1 • 

Satz 7. Bei einer 8piegelung geht der Winkel Iweier geraden Linien 
in seinen entgegengesetzten Wert iiber. Genaueres hieriiber vgl. 21, 
wegen des Nenners a1 all + hl h, auch 11. 

Aus Satz 1 folgt noch: 
Satz 8. Bei einer Spiegelung wird jede Linksisotrope in eine Becht8-• isotrope iibergefiihrt, und umgekehrt. 
Ferner liefert noch Satz 2 : 
Satz 9. Bei einer Spiegelung wird ein irreduzibler (reduzibler) 

Kreis immer wieder in einen irreduziblen (reduziblen) Kreis iihergefiihrt. 
Unter Benutzung der Terminologie der elementa.ren Vierecks

lehre sprechen wir aus: 
Die Figur P P, Pr p' steUt ein Viereck dar, dessen Seiten samt

Hch die Lii.nge Null haben. Jede Seite ist zur gegeniiberIiegenden 
para.llel, jede Ecke zu den beiden bena.chbarten. Die eine Diagonale 
ist die Spiegelungsa.chse, die andere ist Achse einer Spiegelung, bei 
der P, dati Spiegelhild von Pr iat. 

Der Schnittpunkt der heiden Diagonalen hat (Satz 2) gleichen 
Abstand von P und p' (und ebenso auch von P, und Pr) und heiBt 
Mitte von P p': 

Erklii.rung 3. Die Figur zweier Linksisotropen und zweier Bechts
isotropen heiBt Elementarvierseit. 

Es giht 00' Elementarvierseite. Ein solches kann, wenn die vier 
geraden Linien getrennt sind, als Para.llelogramm vom Umfang Null 
hezeichnet werden. 

Erklii.rung 4. Mitte zwischen zwei nichtparallelen Punkten P1 (X1 ,11t) 
und P, (x" 'Us) heiBt der Schnitfpunkt der Diagonalen im Elementarvierseit, 
in welchem P1 und P, gegeniiherliegende. Ecken sind. 

Die Mitte hat dann die Koordinaten 

(18) Xl + X, 'Ul + 'U, 
2 2 

und diese Formeln Bollen die Mitte auch fiir parallele oder zu
sammenfallende Punkte definieren. 

erpi _ e-rpi 
1) i tg rp =. .. Die Tangensfunktion darf in unserm Zusammen-

e'l"+e-rp· 
hange natiirlich, nicht aus einem rechtwinkligen Dreieok hera.UB erkl&rt werden. 
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1. Bei Ellipse und Hyperbel gibt es ein umbeschritbenes Elementarvieraeit, 
d. i. ein solohes, deren Seiten Tangenten (vgl. 18, Zus.6, 9, Zus. 1) sind. Die 
Ecken diesas Elementarvieraeits heiBen Brennptmkte (foci), die Diagonalen 
.Achsen der Kurve. Die Reohnungen sollen durchgefiihrt werden. Wie konnen 
demnaoh konfokale Ellipsen (Hyperbeln) erklart werden 7 - Wie laBt sich der 
Brennpunkt bei der Parabel erklaren? - Warum kann man von einer Spiege
lung an einer isotropen Geraden nicht reden? - Ort der Spiegelbilder eines 
Punktes in bezug auf alle Geraden eines Geradenbiischels, eines Parallelen
biisohels. Orter der Mitten der zugehOrigen Elementarvierseite! 

2. pa jede lsotrope, die nicht duroh den 'Mittelpunkt eines irre
duziblen Kreises lauft, diesen in einem einzigen Punkte sohneidet, so kann 
man das SpiegelbiZd tines Punktes in bczug auf einen irreduziblen Kreis genau 
so erkliren, wie das Spiegelbild in bezug auf die Gerade, d. i. als gegeniiber
liegende Eoke eines Elementarvierseits, ~ssen anIiegende Ecken auf dem 
Kreise liegen. Die (etwas umstii.ndlichen) Reohnungen sind durohzufiihren. 
Der Kreis heiLIe (z-a)'+(y-b)'-r 2 =0, (rt =+= 0). Man erhii.lt sohlieBlich: 

Welohem Punkte ist kein Spiegelbild zugeordnet? 1st diese Transformation 
involutorisch? Zeige, daB die Verbindungsgerade von Punkt und Spiegelbild, 
falls sie nicht unbestimmt iet, durch den Mittelpunkt des Kreises lauft. Zeige, 
daB fiir a = li, b = "ii, r2> 0 die Transformation identisch ist mit der soge
naimten Inversion am Kreise. (Von einem Punkte P auBerhalb des Kreises 
legt man an diesen die beiden Tangenten und halbiert die Verbindungsstrecke 
der beiden Beriihrungspunkte. Die Mitte ist der zugeordnete Punkt PI). In
wiefern ist auoh in diesem Falle die analytisohe Erklarung der Transformation 
der geometrisohen iiberlegen? Welche' Punkte sind ihre eigenen Spiegel
bilder? - Es will wohl beaohtet sein, daB auoh diese Konstruktion des 
reellen Gebietes sich ebenso wie die Spiegelung an einer reellen Geraden un
gezwungen aus dem imaginiiren Gebiet heraus ergeben hat. Verallgemeinerung 
auf den Btl! 

3. Zeige am Beispiel paralleler oder zusammenfallender Punkte, daB es 
nicht aZlgemein zulii.ssig ist, die Mitte zwischen zwei Punkten a,ls den Punkt 
ihrer Verbindungsgeraden zu erklaren, der von beiden gleichen Abstand hat. 
(Sorgfaltige Durchfiihrung der Reohnung! Es wiirden sioh zuweilen 00 1 und 
00 ~ "Mitten" ergeben.) - Ein Dreieok solI angegeben werden, in welchem 
zwei Seiten die Lange Null haben. InhaZt dieses Dreiecks! - Konnen in einem 
Dreieok mit getrennten Eoken aIle Seiten Null werden? - Wieviel Ecken 
eines Elementarvierseits konnen reell sein? (Vorsicht!) Was bnn man von 
den beiden andern Ecken eines Elementarvierseits aussagen, in dem zwei 
Eoken reell sind? 

4. Auf Grund von {I3) soIl die Spiegelung an einem B n- 1 erkliirt werden, 
der innerhalb von Bn verlauft. Anisotrope und isotrope B"-l! 

11. Orthogonalitat. Wir kniipfen wieder an den Begriff des 
Elementarvierseits an, also an die Figur zweier linksisotroper und 
zweier rechtsisotroper gerader Linien. Fallen keine zwei dieser vier 
Geraden zusammen, so giht es vier getrennte Ecken (Schnittpunkte) 
und es sind die heiden Diagonalen (Verhindungsgeraden nichtparal-
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leler Ecken) Euklidisch; endlich stehen sie in einer gegenseitigen Be
ziehung zueinander: Bei der Spiegelung an der Diagonale durch 
ein Eckenpaar werden die andern beiden Ecken miteinander ver· 
tauscht. Das Elementarvierseit bestimmt also nicht nur eine, sondern 
zwei Spiegelungen an geraden Linien. Die beiden Spiegelungsachsen 
heillen zueinander orthogonal oder aufeinander senkrecht. 

Erklarung 1. Zwei anisotrope gerade Linien heiDen zueinander 
senkrecht oder orthogonal, wenn sie als Diagonalen eines Elementarvierseits 
angesehen werden kiinnen. 

Es handelt mch darum, die analytische Bedingung dafur zu 
finden, daB zwei gerade Linien aufeinander senkrecht stehen. 

Auf derEuklidischenGeradenG1 von derGleichung a1 a;+b1y+c1=0 
wa.hlen wir zwei getrennte Punkte P1 (~1' '1')1) und PII (~2' '1')2)' Diese 
sollen gegeniiberliegende Ecken des zu konstruierenden Elementar
vierseits werden. Wir bringen zum Schnitt die Linksisotrope durch 
P1 mit der Rechtsisotropen durch P2 : 

(19) ~2 + ~1 + i ('1')2 - 'fit) '1')2 + '1')1 _ i (~2 - ~1), 
2 2' 2 2' 

die Rechtsisotrope durch P1 mit der Linksisotropen durch 

'YJ2 + 'YJ1 + i (~\l - ~1) 
2 2' 

¢2 + ~1 _ i('I')\l - 'YJ1) 
2 2 

(19) 

Die Verbindungsgerade G2 dieser Punkte heiBt: 

(20) all 3:+b\ly+c2 =(~2-~1)X+('YJ2 -1jl)Y+~ (~:+ 1j:_~\l2_"I:) =0 

Zwischen ihr und G1 

alx + bly + c1 = ("11 -"I2)X + (~2 - ~1)Y +~1"12 - ~2"11 = 0 
besteht die B~ziehung 
(21) a1 a2 + b1 b2 = 0, 

(warum nicht a1 = - bll , all = b1 ?!), die bei Vertauschung der In
dizes 1 und 2 ungea.ndert bleibt. Sie heiBt die Orthogonalitiitsbedingung 
fUr die Geraden Gr und G2 • 

Da wir zwei Punkte P1 und P2 auf 01 willkiirlich gewii.hlt 
haben, so kann man 00 2 solche Elementarvierseite konstruieren und 
konnte demnach 00 11 Senkrechte auf 01 erwarten. Fuhren wir aber 
die Parameterdarstellung 4, (4) ein, so ist, wenn T1 (Til) der Para
meter von P1 (PIl ) ist, T1 =+- TIl' 

~1 = - c1 a1 + b1 T1 : a: + b: , '1')11 = - c1 bl - a1 T2 : a: + b: 

usw., und die Gleichung von G2 lautet: 

b1 x - a1 Y - HTl + Til) = o. 
Bee k, KoordlD,atengeometrie der Ebene. 3 
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Es kommt also nicht auf Tl und T, selbst, 80ndem nur auf ihre 
Summe an; daher gibt es zu G1 nur 001 senkrechte Gerade ("Lote"); 
man erhilt sie alIe aus der Gleichung: 

(22) 
wenn man t verii.nderlich nimmt. Hieraus folgt sofort: 

Satz 1. ..4.Ue Senkrecht6n aUf Biner Geraden sind zueinamler parallel. 

Satz 2. Durch einen Punkt gibt es zu einer Geraden eine einzige 
Senkrechte. 

Die Senkrechte auf der Geraden G(ax + by + c = 0), die durch 
den Punkt (~/1]) lii.uft, heiBt (4, (2»: 

(23) b(x -~) - a(y - 1]) = O. 

Ein Teil der Entwicklungen in 10 kann jetzt so ausgesprochen werden: 

Satz 3. Bei einer SpiegeZung werden ortkogonale Gerade wiMer in 
orthogonale Gerade ilbergefUhrl. 

Bisher waren wir von einem Elementarvierseit auagegangen, 
dessen Ecken samtlich getrennt sind. Dann sind beide Diagonalen 
anisotrop. Lassen wir jetzt etwa die beiden Linksisotropen zu
sammenfalIen, so wird aus dem Viereck ein Zweieck, und die Diago
nalen fallen beide zusammen; sie sind beide linksisotrop. Man 
wiirde also anscheinend zu sagen haben: Jede linksisotrope Gerade 
steht nur auf sich selbst senkrecht, und ebenso jede rechtsisotrope 
Gerade. Dem ist aber nicht so. Die analytische OrthogonalitatBbe
dingung (21) - nur duse ist maDgebend - zeigt, daB eine linksiso
trope Gerade nicht nur auf sich selbst, sondern auch auf jeder andern 
linksisotropen Geraden senkrecht genannt werden muD. Entsprechendes 
gilt fUr rechtsisotrope Gerade. N achtraglich laBt sich das dann 
auch wieder geometrisch einsehen, wenn man eine Umkehrnng von 
Satz 1 zu Hilfe nimmt. 

Die Satze 1-3 gelten auch fiir isotrope Gerade. 
Wesentlich an den bisherigen Ausfiihrnngen ist, daB der BegrifJ 

des senkrechten Schneidens zweier gerader Linien sich hier aus 
dem imaginiiren Gebiet heraus ergeben hat. Sodann die Erkenntnis, 
daB geometrischer Gedanke und 'analytische Fassung sich nicht 
immer vollig decken. .AhnJ.iches erkannten wir bereits bei den 
Formeln 10, (13) und (18). In solchen Fallen ist immer der ana
lytische Ausdruck maBgebend; die Orthogonalitatsbedingung (21) 
war zwar hergeleitet nur fiir zwei anisotrope Gerade; fiir alle iibrigen 
Falle definiert sie allein. 

Erklarung 2. Der Schnittpunkt der Geraden G mit einer Senk
rechten zu ihr heiDt FuDpunkt der Senkrechten. Fiir den FuBpunkt 
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der Senkrechten vom Punkte (E, "I) auf die EukUdilcbe 
a~+b,l+c=O findet man (4, (3)) die Koordinaten 

(24) - 4C + b (bE - 41J) - be - 4 (bE - 41]) 

all + b' 4'+bt 
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Gerade 

Auf isotropen Geraden gibt es keine FuBpunkte, da. die Senk
reohten zu einer isotropen Geraden a.uoh zu dieser parallel sind. 

1. Zeige, daB bei der Spiegelung an einer Geraden aIle Geraden in sioh 
Relbst iibergefiihrt werden, die -zur Spiegelungsa.ohse senkreoht stehen. - Wie 
heiBt die Gleiohung der Tangente an den Kreis (x-a)'+{y-b)'_r'=O 
(rl + 0) imPunkte(~, '1), wo(~-a)'+('1-b)'-r'=O ist? Wie heiBt die Glei
chung der Tangente aD den soebeD genaDnten Kreis im Punkte (a + r cos t, 
b+rsin t)? Die Tangente eines Kreiles steht auf clem Radius naoh ihrem 
Beriihrungspunk.te eenkreoht. - Die Gerade (20) heiBt MitteUot oder Mittel
senkrecAte der beiden Punkte (E1> '11) und (~I' '1,). In welohem Zusammen
hang steht sie mit der Potenzlinie gewisser itreduzibler oder reduzibler Kreise? 
Wie heiBt das Lot auf x + 5y - 4 i duroh (013 i) ? - Dieselbe Aufgabe fiir 
x - iy- 5 = 0 uDd (4/-1)! Wann fallt das Lot duroh P auf G mit der Par
alleleD duroh P auf G zusammeD 7 - Gleiohungen der H(J1len im Dreieck P1 

(0/0), Pi (-2/0), P, (0/2)! Koordinaten ihrer FuBpunkte! FuBpunkt des 
Lotes vom Nullpunkt auf ax + by + c = 0 ("Zentralpunkt" der Geraden)! 
Welohe geraden Linien besitzen keinen Zentralpunkt? - Beweise den Lehr
satz des Pythagoras! (Eine Euklid~che Gerade wird willkiirlioh angenommen, 
ein Lot daztl angegeben; d&DD Parameterdarstellungen auf beid~D Geraden 
usw.!) Ausnahmefa.ll! ...:. Wann sohneiden sich zwei zueinander orthogonale 
gerade Linien? - Auf Wa.8 fur komplexen Geraden sind reelle Lote moglich? 
Wieviele daDD? (Zwei Fii.lle!) - Zeige, daB die Koordinatenaohsen zueinander 
orthogonal sind. - Statt orthogon~l sagt man auoh wahl fIOmIal. 

2. 1m komplexen Gebiet ist die Konstruktion, einen Punkt· an einer 
Geraden zu spiegeln, linear, d. i. duroh bloBes Ziehen von geraden Linien aus
fuhrbar, wozu wir anzunehmen haben, daB man durch jeden Punkt die beiden 
lsotropen angeben kann. 1m reelZm Gebiet hat Bie bekanmlich alB quadratisch 
zu geUm .. 

Linear im soeben erklarten Sinne ist daher auch die Aufgabe, von einem 
Punkte P aus auf eine Gerade G das Lot zu fallen. Man zieht duroh P die beiden. 
Isotrop~n. Die eine davon ist bereits das gesuohte Lot, wenn G selbst isotrop 
iat. 1m andem Falle bestimmen die Isotropen auf G zwei getrennte Punkte, 
durch die man die nooh fehlenden Isotropen zieht. Sie schneiden sieh; .ihr 
Sohnittpunkt gibt, mit P verbunden, die gesuohte Senkrechte. Man kann so 
beliebig viele Late fillen, und daher auoh beliebig viele Parallele zu einer 
Geraden angeben. Sollen namlich zu der anisotropen Geraden G Parallele ge
zogen werden, so fallt man irgend ein Lot auf G, und dann wieder Lote auf 
dieses Lot. 

Hierdurch wird es dann wieder ermoglicht, in einem Punkte au.f einer 
Geraden das Lot zu errichten; man faUt eben das Lot auf eine beIiebige 
Para.llele. Damit bnn man jetzt eine Strecke um sioh selbst verlangerq. SoIl 
die Streoke PQ iiber Q binaus um sioh Belbst verlingert werden, 80 ·errichtet 
man in Q auf PQ das Lot, und spiegelt den Punkt P daran. Weiter ist es 
von bier aua moglicb, zu einer Geraden die ParalIele durch einm tJorgescht"ie
behmt Pu.nkt zu legen. Damit kann man wieder eine Streoke beliebig auf einer 

3* 
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parallelen Geraden abtragen, und dam it auch auf ihrer Geraden seibst. Der 
Leser fiihre diese Gedanken duroh und fertige schematische Zeichnungen nach 
dem Vorbild von 12, Zus. 1 an. - Auf diese Weise erklirt es sich, warum 
z. B. die Mitte zwisohen zwei Punkten durch Zimare Formeln geliefert wird, 
obwohl sie im reellen Geb\et quadratischer Konst1"11ktionen badarf. Zu be
merken ist indessen, daB dieser Sachverhalt erst a.ufgeklii.rt werden kann durch 
Vermittlung des Ima.giniren. Vgl. 26, Zus. 10. 

3. Es gibt eine gegenseitige Beziehung zwischen zwei B"-l eines Bn, die 
ma.n ala Orthogonalitii.t begeichnet. Sie soIl unzerBtorbar sein gegeniiber Spiege
lungen an einem dritten B .. - 1 ; B"-l ist isotrop, sobald er zu sich selbst ortho
gonal ist. Wie lautet demnach die Orthogonalititsbedingungt - Wie verallge 
Meinert man den Begriff des Abstandsquadrates auf zwei Punkte im B .. ? 

12. Schiebung. In 10 hatten wir in der Spiegelung a.n einer 
(anisotropen) Geraden eine Transformation kennen gelemt, die zwei 
gegenuberliegende Ecken eines in ganz bestimmter Weise zu kon
struierenden Elementarvieraeits einander zuordnete. Jetzt betrachten 
wir eine a.ndere Transformation, die in ii.hnlicher Weise beschrieben 
werden kann. 

Gegeben sind zwei parallele anisotrope Gerade 0 1 und 02' und 
ein Punkt P, der nicht auf 01 liegt. Er bestimmt mit 01 zu
sammen ein Elementarvierseit, dessen gegeniiberliegende Ecke wir 
P' genannt hatten. Ebenso bestimmt aber auch P' mit 0'J zu
sammen ein Elementarvieraeitj die zu P' gegeniiberliegende Ecke 
hei6e P" . Dann ordnen wir dem Punkte P jetzt den Punkt P" zu. 

P heiBt der urspringlicke, P" der tra'1lsformierte Punkt. 
Diese Konstruktion, die mit allen Punkten P der Ebene vor-

genommen werden soll, ist gleichbedeutend mit zwei aufeinander
'folgenden Spiegelungen. Zuerst haben wir den Punkt P an der 
Achse G1 gespiegelt, und dann das erhaltene Spiegelbild noch einmal 
an der zu G1 parallelen Achse G2 , Man sagt dann, man habe die 
beiden Spiegelungen zusammmgeseizt zu einer resultierenden Trans
formation. 

Diese Bemerkung lehrt· uns den analytischen Ausdruck fUr 
unsere Transformation finden. Die Gleichungen der beiden Spiege
lungsachsen seien 

01: Ax+BlI+ 01=O, 02: Ax+BlI+ C2=O' 
wo O2 + 01 ist. Fur das erate Spiegelbild W, '1]') folgt aus 10, (13): 

e_~_2A(A~+B'I]+01) , _ _ 2B(A~+B'I]+01) 
- A' + B' , '1 - 'I] A 2 + B2 . 

Fiir das zweite Spiegelbild p" (~", '1") erhii.lt man ebenso 

~"-e 2A(Ae+B,1'+0.) ,,_, 2B(Ae+B'I]'+0,) 
- - A'+B' , t} -'I] - A2+B'l 
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Das erste Spiegelbild (e, 'I') interessiert une jetzt aber nicht 
mehr. Ersetzen wir daher in den letzten Formeln die t, 'I' ver
moge der vorletzten Formeln, so wird 

(25) ~" = ~ + 2A(01 - Oil) II = + 2B(Ot- all) 
AIl+B2' 'I 1J AII+BIl' 

Da die doppelten Akzente jetzt entbehrlich sind, ersetzen wir 
sie durch einfa.che; bei Einfiihrung neuer GroBen r1 und r ll werden 
die "TransfQrmationsformeln" da.nn: 

1(26) 

AIlerdings sind die r 1 und rg noch der Bedingung zu unterwerfen 

(2680) r: + r: + O. 

Jetzt bekiimmern wir uns nicht mehr um die beiden Spiege
lungsa.chsen, sondern beschii.ftigen une nur noch mit den Formeln (26). 
Man sagt, diese stellen eine Euklidische oder anisotrope Schiebung dar. 
Es gibt 00 II Schiebungen . 

.Es folgt sofort: 

W - ~)II + (fJ' - fJ)'J = r: + r:. 
Satz 1. Bei einer Schiebung ist das Quadrat der Entfernung zwi-

9 chen einem ursprunglicken Punkte und dem transformierten Punkt konstant. 
Dadurch unterscheiden sich die Schiebungen von den Spiege

lungen. Man driickt den Sa.chverhalt auch SO aus: Bei einer Schie
bung werden alle Punkte urn ein und denselben Betrag fortgefiihrt. 

Verbindet man einen urspriinglichen Punkt mit dem transfor
mierten, so heiBt die Verbindungsgerade (4, (1)) 

- r\lx + r1 y + r2~ - r1 1J = OJ 

aIle salcha Geraden sind also, soweit sie nicht zusammenfallen, zu
einander parallel und Euklidisch: 

Satz 2. Bei einer Sckiebung werden aUe Punkte auf parallelen 
Geraden fortgefUhrt. 

f)tatt Schiebung sagt man daher auch Parallelverschiebung. Aile 
soeben genannten Parallelen stehen auf G1 und somit auf Gil senk
recht. Daher trifft die Gerade (~, 1J), W, fJ') sowohl Gt als auch Gg • 

Da die Schiebung durch Vermittlung zweier Spiegelungen er
kliirt ist, so folgen aus 10 sofort weitere Satze: 

Satz 3. Bei einer Schiebung bleibt das Abstandsquadrat zweier 
Punkte sowie der Bang dreier Punkte erhalten. 

Satz 4. Bei einer Sckiebung geht eine Euklidische Gerafh wieder 
in eine Euklidische Gerade uber, eine Isotrope wieder in eine Isotrope. 
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Bei der Spiegelung an einer Geraden wurden die Begritle rechts
parallel und linksparallel vertauscht. Durch zwei aufeinanderfolgende 
Spiegelungen wird die Vertauschung wieder aufgehoben: 

Satz 6. Bei Biner ScAiebung geht eine linksisotrope Gerads wieder 
in eine linksisotrope Geraik <fiber, eine rechisisotrope wieder in tine 
rechtsisotrope. 

SchlieBlich folgen noch aus 10: 
Satz 6. Bei einer Schiebung werden parallele Gerade wieder in 

parallek Geralt, ortlwgoaale Gerade wieder in ebensolcke verwandelt. 

Satz 7. Bei einer Scltiebung bleibt der Tangens des Winkels zweier 
Geraden invariant. 

Wir erledigen jetzt den Ausnahmefall; es sollen die Formeln (26) 
betrachtet werden, aber unter der Voraussetzung 

(26b) r: + r: = 0, 
wodurch der Zusammenhang mit den beiden Spiegelungen verloren geht. 

Die Fornieln (26) ordnen auch jetzt noch jedem Punkte (~/.,,) 
einen andern Punkt WI." ') umkehrbar zu; es Hegt also eine 7Yans
forma~on vor. Sie heiBe, wenn r1 und r, nicht gieichzeitig ver
schwinden, isotrope Schiebung oder MinimalschiebU1lg. Satz 1 gilt noch; 
der Betrag, um den jeder Punkt fortgefuhrt wird, ist jetzt gleich Null. 
Satz 2 ist dahin zu ergii.nzen, d~B die parallelen Geraden, auf denen 
die Punkte fortgefiihrt werden, jetzt isotrop sind. Unverandert 
gel ten, obwohl ihre bisherige Begriindung versagt, die Satze 3, 4, 5, 
6, 7. Daher haben wir sie sogleich allgemein ausgesprochen. 

Die isotropen Schiebungen konnen namlich nicht durch zwei 
Elementarvierseitkonstruktionen erhalten werden. Da sich aber eine 
isotrope Schiebung als Aufeinanderfolge zweier Euklidischen Schie
bungen (und zwar auf 001 Arten) darstellen laBt, so kann man eine 
isotrope Schiehung durch viermalige Wiederholung der Elementar
vierseitskonstruktion erhalten. Vgl. Zus. 2 und 14. 

Wir haben endlich noch den Fall zu erledigen, wo r1 = r\1 = 0 
ist. Hier gehen die Formeln (26) uber in 

(26c) e =~, .,,' =.". 
Jeder Punkt ist sick selbst zugeord'llet. Man redet· hier von der itlen
fiscken Transformation, obwohl gar keine Transformation in eigent
lichemSinne mehr vorliegt. Die identische Transformation Hi-Jlt sich 
wieder durch Aufeinanderfolge zweier Spiegelungen erzeugen; dazu 
mussen die beiden Spiegelungsachsen G1 und G2 zusammenfallen 
(01 = 0\1)' 

Die identische Transformation kann nach Belieben sowohl den 
Euklidischen als auch den isotropen Schiebungen als Grenzfall zu-
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geordnet werden. Sie soIl nicht zu den involutorischen Tra.nsforma
tionen gerechnet werden, vgl. 10, S.28. 

Erklirung. Eine Transformation heilt reelZ. Weft" sie rulle 
PUflkte immer wieder in reelle Punkte uber/uhrt. Daher ist eine iso
trope Schiebung niemals reelI, dagegen die identische Schiebang; eine 
Euklidische Schiebung kafln reeil sein. Eine Spiegelung ist reell, 
80bald die Spiegelungsachse reell iat. 

1. Obwohl die isotropen Geraden niemals ree1l sind, diirfen wir dooh die 
Spiegelungen und Schiebungen uns duroh eine reelle Figur zu veransohau
liohen suchen, die dann allerdings nur sohematisohe Bedeutung hat. Wir 
zeiohnen eine i80trope Gerade gvstrichelt, eine EuklidisoJte Gerade ausgezogen; 

G 

zwei linksisotrope Gerade und ebenso zwei reohtsi80trope sind parallel. So 
erhalten wir fiir die Spiegelungen Abb.l, fUr die anisotropen Sohiebungen 
Abb. 2. Man mache sich sorgfiiltig klar, was aUB der Abbildung herausgelesen 
werden darf nnd' was nicht! 

2. Die isotrope Schiebung 
~'=~+r, '1'='1+ri 

erhiilt man, indem man nach der Euklidischen Schiebung 
~*=~+l, '1*=r;+f-l 

(r =F 0) 
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die weitere Euklidisohe Sohiebung ausiibt 
';'=~*+r-l, '1'=71*+ri-",. 

Hierbei muB sein: III + ",II + 0, l-i",-2r + o. 
Man gewinnt daher fiir die isotropen Sohiebungen folgende aus "ier Ele

mentarvieraeiten aufgebaute Konstruktion (Abb. B). Zu beaohten ist aber, 
daB die in den Abb. 1-B angegebenen Konstruktionen nioht mit einem ein
zigen Punkte P vorzunehmen sind, aondern mit aUen Punkten der Ebene. 

B. Um uns Boob eine genauere Vorstellung von den isotropen Sohiebungen 
zu versohaffen, nehmen wir an, daB der Punkt P in einen Punkt P' iiber
gehe, der zu P Zink' paraUel ist. Ea sollen jetzt also nicht die vier Spiege
lungsachsen (Zua. 2) gegeben sein. 

Abb. B. 

Den Punkt Q' zu Q finden wir: 
a) Wenn Q zu P reohtsparallel ist, als die P gegeniiberliegende Ecke des 

Elementarvierseits, dessen andere Eoken P' und Q sind. 
b) Wenn Q nioht parallel zu P ist, indem wir die Linksisotrope duroh Q 

zum Sohnitt bringen mit der Parallelen, die duroh P' zu PQ gezogen ist. 
0) Wenn Q zu P linksparallel ist, indem wir zunaohst einen Punkt B 

willkiirIioh wahlen, der zu P nioht parallel ist, zu ihm naoh b) den Punkt B' 
konstruieren und dann duroh QB zu B' die Parallele legen. Diese Bohneidet 
aua PP' den Punkt Q' heraus ...... Welche Eigensohaft der Sohiebungen ist 
dabei benutzt? - Lassen sioh diese Konstruktionen der isotropen Sohiebungen 
fiir die EukIidisohen Sohiebungen verwenden 7 - 1st bei den Euklidisohen 
Sohiebungen die Reihenfolge der beiden Spiegelungaaohsen G1 und Gg gleiohgiiltig7 

4. Im B .. wird eine Sohiebung duroh Formeln analog (26) erklirt. Sie 
laSt sioh (immer 7) duroh Aufeinanderfolge der Spiegelungen an zwei paraUeZen 
B"-l konstruieren. Wie sind demnaoh parallele Bn- 1 zu erklaren? 

13. Debnungen. In den Spiegelungen an den (anisotropen) 
geraden Linien und den Sohiebungen haben wir spezieZle Transfor
mationen kennen gelernt, die folgende Eigensobaften belJaBen: 

1. Jedem Punkte P, ohne Ausnahme, wird ein Punkt P' um
kehrbar eindeutig zugeordnet. 
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2. Drei Punkte auf einer ~raden gehen immer wieder in drei 
Punkte einer Geraden iiber. 

S. Parallele Punkte werden wieder in parallele Punltte iiber
gefiihrt. 

Wir fragen, ob es noch andere Transformationen dieser Art gib1J.. 
Dabei solI der Zusammenhang zwischen den Koordinaten (~, YJ) des 
urspriinglichen Punktes und W, 7J ') des transformierten Punktes ana
lytisch sein (Zus. 2. 3). 

1. Zuna.chst miissen~' und 7J' eindeutige analytische Funktionen 
von ~ und 7J sein, und auch ~ und YJ umgekehrt eindeutig sich 
durch ~' und r/ ausdriicken lassen. Z. B.. ~' = - ~ + 7J2, 7J' = 7J, 
(24:, Zus. 10). 

2. Die zweite Forderung besagt, daS eine lineare Gleichung 
a~ + b7J + c = 0 wieder in eine ebensolche A~' + Brl' + C = 0 
iibergehen muS. Dazu miissen die ~', YJ' linear von den~, YJ abha.ngen: 

e = PI ~ + ql1J + rI , 
Pa~ + qaYJ + rs 

Damit sich auch ~, 1J ebenso durch die ~', 1J' ausdriicken, ist 
zunii.chst erforderlich, daS p,: q,: r, = Ps: qs: rs' Den Punkten der 
geraden 'Linie Ps ~ + qa'YJ + rs = 0 werden jetzt aber keine trans
formierlen Punkte zugeordnet. N ur wenn Ps = qs = p, = q, = 0, 
rs + 0, r, + 0, verschwindet diese storen<1e gerade Linie. Durch 
Kiirzen Ia.St sich dann noch erreichen r, = r 8 = 1. J etzt haben 
die Transformationsformeln die Gestalt 

(27) 

Damit die Umkehrbarkeit dieser Formeln gewa.hrleistet wird, 
muS (3, 3a) die "Transformationsdeterminante" von Null verschieden sein: 

(28) PIq2 - P2ql =f= O. 

Durch die Form,eln (27), (28) iet jetzt die allgemeinste Tra.nsformation 
gefunden, die die beiden ersten unserer Forderungen erfiillt. Die 
Tra.nsformation (27) heiSt dann affin oder eine AffinitiJ,t. Es gibt 
006 Affinitii.ten (18, Zuss.l, 2; 21, Zus. 7). 

3. Die dritte Forderung spaltet sich in zwei engere: 

Bechtsparallele Punkte sollen wie- Bechtsparallele Punkte sollen in 
der rechtsparallel werden, linksparal- linksparallele Punkte ubergefuhrt 
lele Punkte wieder linksparallel. werden, linksparallele in rechts

parallele. 
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Es sollen also gleiohzeitig versohwinden und dnrfen sioh daher 
nur duroh einen konstanten Faktor untersoheiden die Ausdriioke: 

E: - E~ +i('1: - '1~) und E: - E~ +i('1~ -'1~) und 
El - E, + i('11 - '1,), i (El - Ell) + fit - fI'.J' 

i(E:-E~)+fI;-fl~ und i(E~-E~)+fI~-fl~ und 
i(El - Ell) + fll - fljJ' El - Ell + i(1]l - '1,). 
Transformiert man also gleiohzeitig zwei Punkte (El' fit) und (Ell' 1]2)' 

E~ = Pl El +qt1]t +rt fI~ = PilEI +q,'11 +r\p 
E~ =PIE,+qlf1ll+rl fI~ =PIlE,+qll'1l1+ rll' 

so wird 

E; - E~ = PI (El - EII)+ql ('11 - '111)' fI; - fI~ =PIl(El - Ell) + q\1(fll -1]Il)' 
und clara-us 

E~ - E~ +i('1~ - fin = (Pt + iP2) (El - Ell) + (ql + iq2)(fll - '111) 
iCE; -E~)+fI: -'1~ = (iPl +PIl)(Et - Ell) + (iql +qll)(fll -1]2)' 

Damit reohts die Ausdriioke El - ~Il +i (fll - fit) bzw. i (~l - ~Il)+flt -1J2 
auftreten, muB sein: 

i(pt - q,) = Pt + ql' 
i(Pt - qll) = - (Pil + qt)· 

i(PIl - ql) = qll + PI' 
i(p\l - qt) = - (qll + PI)' 

Diese Forderungen vereinfaohen sioh zu: 

PI = qll , qi = - PIl . PI = qt' qll = - Pt . 
Somit erhalten wir Formeln von der Gestalt 

(29a) { e=pE-qfl+rt' 
fI'=q~+p7]+rll' 

p2+qll+0. 

(29b) { e=pE+q7]+rl' 
7]' =q~ -P'1+ r\l' 

pll+qll+O. 

Damit sind die allgemeinsten analytisohen Transformationen 
gewonnen, die Gerade in Gerade und parallele Punkte wieder in 
parallele Punkte iiberfiihren. Jede solohe Transformation heiBe eine 
Dehnu'Ilg (Ahnliohkeitstransformation), und zwar eine 

gleichsin'llige Dehnung; bei einer gegensinnige (ungleiohsinnige) Deh
solohen bleiben die Begriffe rechts- nung; bei einer sol chen werden 
parallel, linksparallel einzeln er- die Begriffe reohtsparallel, links-
halten. parallel vertausoht. 

Der Name Dehnung erklart sioh, wenn wir fragen, was bei 
unsem Transformationen aus dem Abstandsquadrat zweier Punkte 
wird. Man erhaltbeidemale 

(30) (E~ - E~)1l + (1]: -'1~)1l = (pI! + qll)[(EI - Ell)' +('11 _'1\1)11]. 
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Bei "taW lk1mtIfIg toird tltu .Ab~rat Neier .PaUlI ... it 
einem Vott Null tlWBCl~ Faktor muZtiplizim, tler fUr au. Ptmkte
paare tler,el'be ilt. 

Nennt man diesen Faktor 1 :m' (vgl. Zuss. 4. 6), 80 lassen sich 
die Formeln (2980) und (29b) auch 80 schreiben: 

{m(E' -rl)=Ecostp-'1sintp {m(E' -r1)=Ecostp+'1sintp 
(Sla) m('1' -r.)= Esmq;+'1 costp. (31 b) m(r/-r,)=Esintp- '1 COBtp 

Die GroSe tp ist aber e1'8t bestimmt, nachdem man iiber die 

Irrationalitit ~ = v' p'+q' irgendwie verfiigt hat: 
m 

itp = ilognatP + q~ = lognatm(p + ii). 
p-q' 

Andert man das Vorzeichen von til, 80 ist tp um n zu verstirken 
tp heiSt der Drekungstoinkel der Dehnung. 

Die Funktionen oostp und sintp sind (vgl. FuSnote auf S.31) 
durch die Eule1'8chen Formeln erklii.rt: 

ei .,. + e-I .,. 

costp= 2 ' 

Betrachtet man zwei Figuren, von denen die eine durch eine 
Debnung aUB der andern hervorgegang~n ist, etwa zwei Dreiecke 
PQ B und P' Q' B', so bedient man sich auch wohl der Ausdrucks
weise: P'Q' B' ist ein Biltl von PQB; letztere Figur ist der Gegen
statul. Von einer Abbildung verlangt man in der Tat, 'daB der 
Gegenstand in das Bild moglichst vermoge einer Debnung iiber
gefiihrt werden bun. 

Diese Redeweise iibertrigt man weiterhin auch auf andere Trans
formationen und sagt da.nn statt urspriinglicher Figur Gegenstand. 
statt transformierter Figur Bildflgur, statt Transformation Abbildung. 

SohlieSlich geht man noch einen,. Schritt weiter und redet bei 
jeder Art von umkehrbarer Zuordnung geometrischer Gebilde von 
einer Abbildung. So "bildet" man die Geraden der Ebene a.uf Punkte 
"ab", die Kreme der Ebene auf Punkte deS Ba usw. Gefordert 
wird duu also lediglich, daB ma.n die Abbildung deuim bun, d. i. 
stete den Vbergang von der einen Figur zur andern vornehmen 
kaun, so z. B. bei der Abbildung eines imaginaren Punktes auf ein 
Paar geordneter reeller Punkte (17). 

1. Was versteht man unter dem Mqlstab einer gleichsinnigen Dehnung? 
Was gescbieht mit den Ma8stii.ben zweier Dehnungen, die zu einer reBultieren
den Dehnung zUBammeng~tzt werden? MaBstab einer Schiebung (kongruente 
Abbildung)! Verhalten der irreduziblen und reduziblen Kreiae gegeniiber Deh-
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nungen. Wann wird eine gleiohsiunige Dehnung zur identiaohen Transformation f 
W anu eine gegensinuige? 

2. Die nichtanalytiBche Transformation 
~'=g, t}'="ij, 

die jedem Puukte den konjugiert komplexen Puukt zuordnet, heillt das Eon
.fu9ium. Zeige, daB sie liukaparallele Puukte in reohtsparallele verwandelt und 
umgekehrt. 

3. AuBer von den Transformationen (31 a) und (81 b) werden die drei 
Forderungen, die am Anfang von 13 gestellt waren, noch von folgenden nicht
anaZytischen Transformationen erfiillt, die man Quasidehnungen nennen konnte. 

(320.) ~' = pg + q11 + r1 (32b) e = p~ - q1j + r1 

t}'=qg-pt}+r, 
p'+qS =+= o. 

t}'=q~+p1j+r, 
p'+q2 =+= o. 

Wie andert sich jetzt die Formel (30)? Verhalten paralleler Punktel 

4. Legt man in den Formeln (29 a) der Quadratwurzel V p2 + q2 irgend
ein Zeichen bei und erklii.rt weiter 

Vp-iq'Vp+iq=V p V+ q2, 

so soll gesetzt werden m= 1: V p2 +q2 uud 

OCo = 2i{V p -iq+V p+ iq}, OC8 = 2 {V p-iq-v'P+-iq}. 

OC1 = (r1 +ir2) Vp-iq -(r1-irs) v'p+iq, oc2 = - i {(r1 +ir2) v'p-iq 
+(r1-ir2) Vp+iq}. 

Hierdurch ist m doppeldeutig erklii.rt; naoh Verfiigung iiber m sind aber 
die Verhaltnis8e der oc eindeutig bestimmt. Die GroBe m nimmt also eine 
Sonderstellung ein. Die fiinf GroBen m; oco, ~, 0Cg, oc8 heiBen die Parameter 
der gleichsinnigen Dehnuug (29 a). Die Transformationaformeln werden danu zu 

1
m (oc8+oc/)x' = (oc~-oc:) x + 2 0C0 oc8 Y + 2m (oc8 OC1 -OCOoc2), 

{m(oc3+oc/) =+= O}. 
m (oc~+oc:) y' = -21XoIXax+(~ -oca')y+2m(oc2 oca+OCoOC1). 

Jeder gleichsinuigen Dehnung gehoren so zwei Parametersyateme z u: 

m; oco: oc1 : 0Cg: oca und -m; -oca : -oc.: oc1 : oco. 

Zu reellen gleichsinnigen Dehnungen gehoren reelle Parametersysteme (genauer 
Sinn dieser Aussage!) und umgeliehrt. Dann kann man festsetzen m > O. 

Es wird cot; = - OCo : oca oder cot; = + oc, : 1Xo. Wie unterscheiden sich daher 

die zu beiden Parameterdarstelluugen gehorigen Drehungswinkel q;? 

5. Legt man in den Formeln (29b) der Quadratwurzel ..; pI +q9 irgend
ein Zeichen bei und erklii.rt weiter 

.; p - iq . v' p + iq = V pi + q'l., 
so soIl gesetzt werden 

m=1:v' p 2+ q" 
0C0 = (r1+irllhlp-iq+(rcir,)v'p+iq, oca =i{(r1 +ir2) Vp-iq-(r1-irllh 1p+iq}, 

oc1 =-2i{V p-iq - V p +iq}, ex. = 2 {v' p-iq+ v' p+ iq}. 
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Hierdurch ist m doppeldeutig erklirt. Naoh Verfiigung iiber ,.. sind 
aber die VerhaZtnU8e der ot eindeutig bestimmt. Die GroBe m nimmt also 
eine Sonderstellung ein. Die fiinf GroBen m; 0C0, ex,., «t, Ota heiDen die Para
meter der gegmsirmigen Dehnung (29b). Die Transformationsformeln werden 
dadurch zu 

{
fit (otl+ocI)x' = (ocI-otf)x- 2 ex,. ex. y +2m(0C0«t-CXaex,.) 
m (otl+ocI)Y' = -2 ex,. ex. x+(otf-ocI)y-2 m(<<o ex,. +OCaota) {m(otl+ocI) + 0 }. 

Jeder ungleiohsinnigen Dehnung ge~Oren so zwei Parametersysteme zu: 
m; 0C0: ex,. : OCt : Ota und -fit; -CXa: -«t: ex,. : 0C0· 

Zu reellen gegensinnigen Dehnungen gehiiren reelle Parametersysteme 
(vgl. Zus. 4), und umgekehrt. Dann kann man festsetzen m> O. 

6. Die Koeffizienten der Dehnungsformeln in Zuss. 4. 5 bingen quadrati8ch 
von den Parametem ab; es gelingt aber leioht, die Transformationsformeln 80 

umzugestalten, da8 die Parameter ot nur linear auftreten. (Diese einfaohere 
Darstellung wild wieder erst durch Vermittlung des Imaginiren miiglioh): 

Gleiclarirmige Dilmungen. 

{ m(OCo+iCXa)(X'+iy')= (oco-iCXa)(x+iy)+ 2m (-OCa+iex,.) { (1+ ')=i-O} 
m (0C0 - ioc,) (x' - iy') = (0C0 + iOta) (x _ iy) + 2m (-ex.-iex,.) m oto oc. • 

. Gegenrirmige DMnungen. 

{ m (ex. + iex,.) (x' + iy') = (0Ca - iocl ) (x - iy) + 2m (OCo-iOta) 
m (0Ca - iocl )(x' - iy~ = (0Ca + iex,.) (X-1- iy) + 2m (OCo+iOta) {m (ocl + ocI) + O}. 

In diesen Formeln tritt besonders klar zutage, daB bei den, gegensiDnigen 
Dehnungen Linksisotrope und Reohtlisotrope vertausoht werden, wihrend bei 
den gleiohsinnigen Dehnungen Linksisotrope wieder in Linksisotrope, Reohts· 
isotrope in Reohtsisotrope iibergefiihrt werden. 

7. Setzt man die beiden gleichBirmigen Dehnungen von den Parameter· 
systemen 

m; oto : ex,. : OCt :' oc. 
m'; ot&: otf : ~.: oc; 

zusammen (12), 80 erhilt man wieder eine gleiclarirmige Dehnung. FUr ihre 
Parameter 

m " ; ot&': oct' : OC:' : oc~' 
findet man (am bequemsten aus den Formeln in Zus. 6): 

• m"=m·m'; 

{ 
ot&' = m' (0C0 ot& - Ota ot:> , 
otf' ~ m'«ootf + ex,. ot& + OCaoc' - m' Ota~, 
OC:' = m'OCo~ + ex. oc& - ocl oc; + m'OCaocf, 
oc:' = m' (<<0 oc: + ota oc&) . 

Links ist iiberall in den letzten vier Zeilen der Faktor ~ + 0 fortgelassen; 
es kommt ja nur auf die Verhiltnisse der IX!' an. 

Es ist wesentlioh, in welohd'r Reihenfolge man die beiden Dehnungen 
zusammensetzt. Die hier befolgte erkennt man aus der symbolisohen Sohreib· 
weise (R. Wiene-r). 

x{m; oc}z'{m'; oc'}x" = x{m", oc"}x". 
8. Setzt man zwei gegensirmige Dehnungen zusammen, BO resultiert keine 

gegensinnige Dehnung, Bondern eine gleichsinnige Dehnung. 
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Jetzt erhilt man fUr die Parameter der resultieretld", gleicMinnigen Deh
nUDg 

m"=mm'; 

{ 
«0" = 'WI (~~' + «.«.'),' 
~" = - «0 «/ - m' «1 «0' - 'WI «. «a' + «a «a' , 
«." = - «0«" - ".'«.«0' +".' ~ «a' - 0Ca~', 
«." = m' (<<a~' - ~ «.'). 

Von diesen letzten heiden ZusammensetzUDgsformeln wird hiutig Gebrauch 
gemacht werden. - Welcher Fa.ktor ist in den letzten vier Reihen linb unter
driickt f - Die BehandlUDgsweise der Dehnungen vermoge der Parameter hat 
vor der landliufigen Da.rstelIUDg (29a), (29 b) scheinbar keine Vorteile, UDd 
manchmal arbeitet jene auch bequemer. Die jetzige Darstellung ist die 
modemere; sie zeigt spiter den Zusammenbang mit anderen Gegenstinden 
(vgl. 58); man wird so unabhingig von den Koordinaten in den Transforma.
tionsformeln. Daher brauchen die Eigenschaften der Dehnungen spiter, wenn 
wir andere Koordinaten, z. B. Geradenkoordinaten, benutzen, nioh t von neuem 
untersuoht werden. 

9. Transformiere zwei getrennte Punkte vermoge einer Dehnung. Ver
binde die beiden Punkte miteinander, ebenso die transformierten Punkte. 
Bilde den Winkel dieser beiden Geraden. Zusammenhang mit dem auf S. 43 
eingefiihrten DrehuDgswinkel der Dehnung! V g1. 21, ZU8. 8. 

10. Als DehnUDgen in B,. werden diejenigen linearen Punkttransforma.
tionen erklii.rt, die das Abstandsquadrat 9;weier Punkte (11, ZU8.3, 15, Zus.21) 
mit einem nicht verschwindenden konstanten Faktor multiplizieren. VgI. (30). 

1m Ra konnen die Dehnungen nicht als gleicbsinnig und gegen8innig 
untersohieden werden, 8ie bilden vielmehr eine kontinuierZiche Gruppe (16). 

14. Bewegungen und Umlegungen. An eine Transformation stellen 
wir nunmehr auBer den drei Forderungen von 18 noch die weitere: 

Das .Abstandsquadrat zweier Punkte soli invariant bleiben. 
Die dadurch definierten Transformationen sind also Dehnungen 

spezieller Art. Aus 18, (30) erkennt man sogleich, daB der Faktor 
pi + q' = 1 : m'l gleich eins werden muB. Wir sctzen m = 1 und 
gewinnen aus 18, (31 a, b) die Formeln: 

{ ~' = cosqJ.~-sin qJ''1+rl'} 
(33 a) Bewenungen" 
, '1' = sin qJ' ~ + cos qJ' '1 + r,." :I • 

(33b) 

Es giht demnach 003 Bewegungen und 003 Umlegungen. 

Bei Benutzung der in 18, ZUB8 •• 4, 5 eingefiihrten Darstellung 
kaon man auch schreiben: 
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(34b) {(a1'+1Is t)E'=(1Is '-al')E- 2 allIs '1 +2(aOal -a8 al ), (al '+1Is '+0). 
. (al l +IIs')'1'=-2al ~ E+(al'-1Is ')'1- 2(aOal +a,a.). 

Umlegungen. 

Wir £ragen, ob es Punkte gibt, die bei ·diesen Transformatione n 
in sich selbst iibergefiihrt werden ("in Ruhe bleiben "). Solche 
Punkte heiBen Fizpunkte oder Buhepunkte. 1st (Eo, '10) ein BOlcher 
Ruhepunkt, BO Iloll also sain E~ = Eo, '1~ = '10' d. i. es bestehen die 
beiden Gleichungen: 

{ (l- cos tpHo + sin tp '10 - rl =0, {(1- costp)Eo - sintp· '10 - rl =0, 
-sintp Eo+(1-costp) '1o-rs=O, -sintp'60+(1+costp) '1o-r,=O, 

oder bei den Parameterdarstellungen: 

{ -a:Eo+aOaa'10+a8al-aO~=O'{ -a:EO-allIs'1o+aoa\l-aaal=O, 
-aoasEo-a:'1o+~a.+aoal =0 .. -al at Eo-a:'1o-aga l -a.a.=O. 

Hier sind die fiinf FiUle von 3, (3) zu beach ten. 
A. Bewegungen. 
1. tp + 0 (mod 2.71), (a. + 0). 

In Ruhe bleibt ein einziger Punkt 
~ r 1 r t tp r r 1 tp 
110 = 2" - 2- cot 2" = a l : as' fJo = ~ + 2" cot 2" = lIs : as' 

Die Bewegung heiBt Drehutlfl um den Punkt (Eo, '10)' Dieser .heiBt 
Drehungsmittelpunkt. ~ie GroBe tp ne.nnt man Drehungswinkel: 

2. 
3. 

cot~= -ao:a •. 

4. tp = 0 (mod 2 .71), (as = 0), wi:i.hrend TI und T, (al und at) 
nicht gleichzeitig verschwindell. 

Kein Ruhepunkt. Die Transformationsformeln Jauten jetzt 
E'=E+TI , fJ'=fJf T, 

oder aoE' = aoE - 2~, aofJ' = ao'1 + 2 al1 (ao "" 0). 
(Nicht identische) 8chiebung (12). 
O. tp=O(mod 2.71), r l =Y\I =0; (al = all =a. =0). Jeder Punkt 

bleibt in Rube. Identische Bewegung. 
B. Umlegu'llgen. 
1. -

2. Tt sin~ + TI cos~ + 0, (ao"" 0). 

Kein Punkt bleibt in Rube. Mit jeder Umlegung ist eine bestimmte 
anisotrope Gerade verbunden 

al x + all Y + as = O. 
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Sie heiBt die Achse der Umlegung. 

"Nicht involutorische Umlegung". 

3. r\l sini + r l cosf = 0, (ao =0). 

Die beiden Gleichungen zur Ermittlung der Ruhepunkte sind jetzt 
einer einzigen aquivalent: 

2 r1 ~o+ 2rll1Jo - (r: +r;)=O, (al ~o + all 1Jo t as = 0). 
AIle Punkte einer anisotropen Geraden sind Ruhepunkte. Die Um
legung ist die Spiegelung an dieser Geraden, vgl. 10, (13). Die 
Spiegelungsachse ist hier auf zwei Arlen dargestell t, die nicht vollig 
ii,quivalent sind. Die brauchbarere ist die zweite; hier tritt allmiihlich 
die Uberlegenheit der Parameter vor den Koeffizienten hervor. Der Leser 
mache sich selbst klar, wann die erate Gleichung versagt, und beweise, 

daB sie dann durch x sin f - y cos f = 0 zu ersetzen ist. Immer 

brauchbar ist aber die Gleichung der Spiegelungsachse 

al x + all Y + as = O. 
4. -
5. -
Die Formeln aus 13, Zus. 7, 8 fiir die Zusammensetzung zweier 

Transformationen vereinfachen sich etwas, wie~ der Leser auch durch 
direkte Ausrechnung bestii.tigen moge. 

(35 a) 

a; = aoa~ - asa~, 
a~' = aoa~ + a l a~ + a\la~ - asa~, 
a~' = aoa~ + a\la~ + a3a~ - al a~, 
a~' = aoa~ +asa~ 

(35b) 

a~' = a l a~ +all a~, 
a: = - aoa~ -al a~ - all a~ +as a~, 
a~'= -aoa~-alla~ -asa~ +ala~, 
a~'.:..... -al a~ +~a'l' 

Von diesen beiden wichtigen Formeln interessiert uns zunachst 
die zweite, (35b). Wir wollen mit ihrer Hille zwei Spiegelungen zu
sammensetzen. Dann vereinfachen sie sich wegen ao = a~ = 0 zu: 

(36) ""."." (" + ') .' , .' '.' , ao :al . all .as = - alal ag"g. ~a8 -aSa\). aSal -alaS' al all-a\lal · 

Hier sind ar: a~', a~': a~' die KoordiOltten des Schnittpunktes der 
beiden Spiegelungsachsen al x + all Y + as = 0 und a~ x + "~y + a~ = 0, 
vorausgesetzt, daB diese sich schneiden, also daB a~' = ~ a~ - all a~.+ O. 
Dann ist aber die Bewegung a;: a~' : a~' : a~' eine Drehung um jenen 
Schnittpunkt. 

Sind aber die beiden Spiegelungsachsen parallel, so ist 
" , '0 d . d' ult' dB"'"'''''' as = al all - ~al = , . I. Ie res leren e ewegung ao .al .all .as 

wird eine (anisotrope) Schiebung. 
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Sind schlielllich die heiden Spiegelungsachsen identisch, 80 wird 
a~' = a~' = a~' = 0 und a: + 0 (Grund!). Dann resultiert die MM
tische Betoeguttg. 

Wenn es gelingt, diese Satze umzukehren, d. i. zu zeigen, daB 
fede Bewegung (und Umlegung) sich dutch Zusammensetzung v6n 
Spiegelungen erzeugen la8t, so hahen wir ein Mitte~ die Bewegungen 
und Umlegungen auf Elementarvierseitskontltruktionen zuriickzufUhren. 

Dazu dienen die heiden Satze: 
Jede Beweg"ng UiBt sicA durch Jede tlichtinvolutorische Umlegung 

die Aufei'1landerfolge von zwei oder lliBt sich dureh Zusammensetzung 
vier SpiegelungM ersetzen. von drei. Spiegelungen erhalten. 

1. Die Drehung vom Mittelpunkt (a, b) und dem Drehungs
winkel cp hat die Parameter 

(37) - cot~: a: b::lIf. 

Erste Spiegelungsachse: 

oos (t - t) (x - a) + sin (t - t) (y - b) = O . 

.zweite Spiegelungsachse: 

cos (t + t) (x - a) + sin (t + t) (y - b) = O. 

Beweis durch (30b), also auch (36). Es kommt auf die Reihen
folge der beiden Spiegelungen an. Die Gro8e t kann willkiirlich 
gewahlt werden, so daB also unsere Zerlegung aUf 00 1 Arten voll
zogen werden kann. 

Der Leser fiibre die Zusammensetzung der heiden Spiegelungen 
auch so durch, wie es in 12 gezeigt ist, um sich selbst ein Urteil 
zu bilden, welches Verfahren hequemer arheitet, die Benutzung der 
Koeffizienten oder die der Parameter. 

2. Die Schiehung 

hat die Parameter 
r=~+r1 

aO :a1 :a.,:aS = 2:r.: -r1 :O. 
Hier sind zwei FaIle zu unterscheiden (vgl. 12). 
a) r:+r: + O. Anisotrope Schiebung. Die heiden Spiegelungs

achsen sind 
4 r1 x +. 4 r.,y + t + (r: + r;) = 0, 
4r1 x + 4r~y+ t -.(r: + r;)= O. 

Beide sind parallel. Die GroBe t darf aIle Werte annehmen. 
Eine anisotrope Schiebung kann also aUf 00 1 Arten durch Aufein
anderfolge zweier Spiegelungen an parallelen Geraden erzeugt werden. 

Bee k, Koordinatengeometrle der Ebene. 4 
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b) r:+r: = 0, ohne daB r1 und rs gleichzeitig verschwinden. 
Isotrope Schiebung. 

Da eine solche auf 00 2 Arten als Aufeinanderfolge zweier Eu
klidischen Schiebungen (12, Zus. 2) hergestellt werden kann, so kann 
sie auf 00' Arten durch vier Spiegelungen erzeugt werden, deren 
Achsen Zu zweien parallel sind. Wir geben hier die Formeln fiir 
den Fall r2 = r1 i, wo der Index an r dann unterdriickt werden darf. 
Die isotrope Schiebung solI als Aufeinanderfolge der beiden aniso
tropen Schiebungen 

{ 2 ~' = 2 ~ + r - A. d { 2 ~" = 2 ~' + r + A. 
2 '1/ = 2 fJ + ri - p.i un. 2 fJ" = 2 fJ' + ri + p.i 

dargestellt werden (A. =1= p., (A.+p.)S =1= 4r ll). Diese Formeln sind 
denen in 12, Zus. 2 iiberlegen, obwohl sie verwickelter aussehen. 
Hier treten niimlich die beiden anisotropen Schiebungen gleich
berechtigt auf. 

Daraus ergeben sich dann die vier Spiegelungsachsen der Reihe 
nach zu 

8(r - A.) x + 8i(r - p.)y + t - 2r(A. - p.) + (A. 2 - p.1I) = 0, 
8 (r - A.) x + 8i(r - p.)y + t+ 2r(A. - p.) - (A.\! - p.S) = 0, 
8 (r + A.) x + 8i(r + p.)y + s+ 2r(A. - p.) + (A.\! - p.\!) = 0, 
8 (r + A.) x + 8i(r + p.)y + s - 2 rCA. - p.) - (l\! - p.2) = 0, 

wo die s und t ganz beliebig gewiihlt werden konnen. 
3. Die identische Bewegung kann auf 00 \! Art6Jl durch Zusammen

setzung von zwei Spiegelungen gewonnen werden. Die eine Spiege
lungsachse kann ganz beliebig gewiihlt werden, die andere muB mit 
ihr zusammenfallen. Die Spiegelung an einer Geraden wurde in 10 
involutorisch genannt. Das Wesentliche an einer involutorischen Trans
formation ist, daB sie, zweimal nacheinander ausgeiibt, die iden
tische Transformation ergibt. 

4. Die nichtinvolutorische Umlegung (33 b) ersetzen wir durch die 
Schiebung 

e = ~ + cos~ (r1 cos~ + r\l8in~), 

fJ' = fJ + sin~ (r1 cosf + r\l8in~) 
und die darauffolgende oder vorhergehende Spiegelung an der Geraden 

8in~X-COs~y-!.(r sin~-r C08~)=0. 2 221222 

Diese Gerade ist dann die Umlegungsachse (S. 48). Den Nachweis 
erbringt man nach 12. (Warum kann bier weder (35a) noch (30b) 
verwandt werden?) 
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Damus folgt dann, daB die nichtinvolutorische Umlegung auf 
001 Arten durch drei Spiegelungen erzeugt werden kann, deren erste 
(oder letzte) die an der Umlegungsa.chse ist (vgl. aber 10, Zus.7). 
Die drei Spiegelungsachsen sind demnach . 

4: cos~x + 4: sin~y + t+ (r1 cos~ + r9 Sin~) = 0, 

4:COS~x + 4: sin~y + t- (r1 cos~ + r ll Sin~) = 0, 

2·q; 2 q; (.q; p) ° Slll"2 X - cos"2 Y - r1 s111"2 - r9 cos 2" = . 

Die an erster Stelle genannten beiden Spiegelungsachsen soohoo auf 
der Umlegungsachse senkrecht. Die GroBe t darf wieder ganz be
Hebig gewahlt werden. 

p 

----------~--~~+--~ 

Abb.4. Abb.5. 

5. Die involutorischen Umlegungen sind bereits Spiegelungen. Will 
man sie ala Aufeina.nderfolge dreier Spiegeluqgen erhalten, so kann man 
etwa die beiden ersten (oder letzten) Achsen zusammenfallen lassen 
und im tibrigen ganz beliebig wahlen. 

Damit 1a.8t sicA jede Bewegung und Umlegung mit Hilfe von E1e
mentaruierseiten konstruieren. In Abb. 4: und 5 geben wir schema
tische Zeichnungen nach dem Vorbild von 12 fiir die Drehungen 
und die nichtinvolutorischen Umlegungen. Insbesondere laBt sich 
jede reeUe Bewegung durch zwei reelle Spiegelungen ersetzen, jede 
reelle Umlegung durch direi reelle Spiegelungj:ln. 

Die Sii.tze tiber die Zusammensetzung del' Spiegelungen moge 
del' Leser a.uch synthetisch begriinden. Dabei ergeben sich sehr ein
fache Beziehungen zwischen del' Figur del' Spiegelungsachsen und den 

4* 
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Bestimmungsstiicken der darzustellenden Bewegung oder Umlegung 1). 

Gerade die Umlegungen sind bisher in der Literatur stiefmiitterlich 
behandelt worden. Man lOse etwa die Aufgahe, mit Hille der Mittel 
des reellen Gebietes zu jedem Punkte den ihm durch eine Umlegung 
zugeordneten zu zeichnen. Dazu miissen zwei zugeordnete Paare 
von Punkten P - P', Q - Q' gegeben sein. 

1. Es sollen die Ruhepupkte der gZeichrinnigen Dehnungen untersucht 
werden. Wir geben die Resultate fiir die Parameterda1'8tellung 13, Zus. 4. 
Der Leser rechne aber auch den Fall durch, daB die Dehnung durch 13, (290.) 
gegeben ist. 

1) ot3 (l-m)'+ocl(1 +m)2 =1= O. Ein einziger Ruhepunkt. 

{ 
~o = 2m { (l-m) ocooc. + (1 + m) ocsoc.}; oc~ (1-m)l+oc:(l+m)2, 

'10 = 2 m{ - (1 - m) ocooc,. + (1 + m) OC3 oc2 }: oc(f (l-m)2+oc: (l+m)2. 

20.) «0 (I-m) +ioca (I + m) = 0, IXI +iIX1 '=I= O. Kein Ruhepunkt. 
Reohtllisotrope 

Die 

bleibt in Ruhe, d. i. ihre Punkte werden nur untereinander vertauscht (vgl. 13, 
Zus.6). 

2b) OCo (l-m) - iIX3 (1 + m) = 0, 1X2 -ioc,. =1= O. KeinRuhepunkt. In Ruhe 
bleibt die Linksisotrope 

:I; - iy = (lXo - ilXa) (oc1 + ioc1): 2i«ooca. 
30.) OCo (1- m) + ilXa (1 + m) = 0, oc2 + ioc,. = O. 00 1 Ruhepunkte, die aIle 

zueinander rechtsparallel sind und die Gerade erfiiIlen 

:I; + iy = (lXo + ioca) 1X1 : «ooc3 • 

3b) «0 (1- m) - iOta (1 + m) = 0, oc. - ioc,. = O. 00 1 Ruhepunkte, die zu
einander linksparallel sind und die Gerade erfiillen 

:I; - iy = (<<0 - ioca) oc,.: «oOta. 
Zusammenhang der in 3 a b) genannten Geraden mit den in 2 a b) auftretenden! 
Die Fane CICo 0Ca = 0 6J8horen nach 4 und 5. 

4) CICo = 0, m = -1 (oder vermoge der Doppeldeutigkeit der Dehnungs
parameter gleichbedeutend damit 1X3 = 0, m = + 1) ; oc1 und 0Ca ve1'8chwinden 
nioht gleiohzeitig. Kein Ruhepunkt. In Ruhe bleiben alIe Parallelen des Biischels 

oc. :I; - oc,. Y = oonst. (bzw. IXt:l; + 0Ca Y = oonst.) 
Bedeutung dieses Falles! 

5) «0=0, m=-I(ocs =O, m=+I), 1X1=0, ocl=O. 002 Ruhepunkte. 
IdMtiacM DMnung, die infolgedessen durch die Paramete1'8ysteme geliefert wird: 

1; 1: 0 : 0 : 0 oder -1; 0: 0 : 0 : 1. 

1) V gl. etwa 28, Zus. 22-25. Als klassisohe Arbeit iiber diesen Gegenstand 
erwahnen wir E. Stu dy, V~n den Bewegungen undlUmlegungen, Math. Ann. 39 
(1891) S.441-564. Von den Spiegelungen ,handelt eine Reihe von Aufsiitzen 
von H. Wiener. Sitzungsber. der Kgl. Saohs. Ges. d. Wissensoh. zu Leipzig. 
1890, S. 13-23, S.71-87, S.245-267; 1891, S.424-447, S. 644-673; 1893, 
S.555-598. 
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2. Dnter den gleiohsinnigen Dehnungen mit nur ein~m Rubeponkt spielen 
aine Sonderrolle die, fiir welohe Clta = 0, also m -+ list. 

(380.) MOCoe = Clto~ - 2m~, mOCo'1' = Clto'1 + 2mClt1 • 

Der Ruhepunkt heiBt ~0=2m~?"oco(I-m), '10=-2m~:Clto(1-m). 
(Warum mu8 Clto + 0 sein?) Jetzt laBt sioh die Dehnung sohreiben: 
(il8b) mW-a)=(;-a), m('1'-b)= '1-b, 
wo ~o duroh a und '10 duroh b ersetzt ist. Duroh Elimination von m folgt 
(vgl. 4:, 1), daB der transformierte Punkt (~', '1') mit dem urspriingliohen 
Punkt (~, '1) und dem Ruhepunkt (a, b) in gt!rader Linie liegt. Es bleibt also 
jede Gerade duroh den Ruhepunkt in Ruhe, wenn auoh nioht punktweise. 

Ferner ist m9{W-a)'+(y'-W}=(t-a)9+('1-b)2, d. i. bei dieser 
Transformation riiokt jeder vom Ruhepunkt getrennte Punkt auf der duroh ibn 
laufenden Rubegeraden so fort, daB sein Abstand vom RuhePJlnkt siob mit 
einem Faktor multipliziert, der fiir aIle Punkte der Ebene derselbe ist. Ma.n 
neunt diesa Transformation eine pllrBpekUve Dekrmng, oder wie wir zn sagen 
vorziehen, eine Streck:ung vom Punkte (a, b) aus. Sie bat die Parameter 
(39) m; oto: Clt1 : ~: Clts = 2 m : - b (1 - m): a{I - m) : 0, (m + 1) 
(oder?). Zu den duroh (38 a) eridii.rten Streokungen gehOren auch die Scbiebungen. 

3. Jede gleichsiunige Dehnung mit dem einzigen Ruhepunkt (a, b) hat die 
Parameter 
(40) m; 2mao: (I+m) <13a-(1-m) <1ob: (1 +m) <13 b + (I-m) <10 a : 2m <13 . 

Hierin diirfen die ao und <1a, auf deren VerhiUtnis es nur ankommt, be
liebig gema8 den Bedingungen (I-m)' <18+(I+m)lIo: + 0, 03 + <1: + 0 ge
wahlt werden, entsprechend der Tatsache, daB es zu einem vorgegebenen 
(a, b) und vorgesohriebenem m noch 00 1 solche Dehnungen gibt. Setzt man 

°3 : <10 = - sin~ : cos ~, so heiBen die Parameter 

(40) m; -2mcot~: (1 +m)a+(I-m)bcot~: ~l +m)b-(l-m)acot~: 2m. 

Die GroBe <p heiBt (vgl. 13) DrekungswinlceZ der ~leichsinnigen Dehnung. 
Die Dehnung kaun namlich erhalten werden, weun man euerBt die Streokung'(m) 
vom Ruhepunkt ausiibt und darauf die Diehung um ihn vom Drehungswinkel <p • 
Man bat zum Beweise vermoge 13, Zus. 7 die beiden Transformationen von 
den Parametern 

m; 2m:-b(1-m):a(1-m):0 

1 ; - cot ~ : a b: 1 

zusammenzusetzen. (14" 37 und 39!) 
Fiir unsere Dehnungen vom Ruhepunkt (a, b) haben wir zwei Parameter

systeme angegeben (40), die eine unter Benutzung der <10: <18 , die andere mit 
Hilfe des Drehungswinkels <po Welche Dehnungen sind nur in dem ainen 
S,stem enthalten, nioht aber im andern? 1st der Drehungswinkel mit der in 
13, (31 a) erklii.rten GroBe <p identiach ? 

Kann man auch fiir Streokungen von einem Drehungswinkel reden, und 
wie groB kounte dieser gewii.hlt werden? 

4. Aligemeiner iat der Satz: Die gZeichsinnige Deknung (m; oto: ot1 : ~: o(3) 

kan" ersetet werden durck dill Bewegung (1; Clto: mClt1 : m~: 1Xa) Ut&d die darauf
folgende Streclcung (m; 1: 0: 0: 0) vom NuUpunkt aus. Die Bedeutung dieses 
Satzes liegt darin, daB man die gleichsinnigen Dehnungen jetzt konstruiercn 
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kann, wenn man als. bekannt die Konstruktion der Streckungen ansieht. Diese 
aber besteht, wie sohon erwihnt, in einer "ihnliohen (perspektiven) VergroBe
rung oder Verkleinerung", wie man im reellen Gebiet sagt. 1st auBer dem 
Streokungszentrum, d. i. dem Ruhepunkt nooh ein einziges Paar zugeordneter 
Punkte gegeben, so kann man zu jedem andern Punkte der Ebene den tra.ns
formierlen duroh Ziehen von Parallelen, also duroh !ineare Konstruktionen 
(11, Zus. 2) ermitteln. 

5. Jede gleiohsinnige Dehnung mit dem Ruhepunkt (a, b) liBt sioh so 
sohreiben: 

;' -a=p(; - a)- q('I- b), 'I' -b =q(; - a) +p ('1- b), 
6. Jede gleiohsinnige Dehnung, die den Punkt (a, b) in (a', b') iiberfiihrt, 

kann so dargestellt werden: . 
;; - a' = p (~- a) -q ('1- b), 'I' -b' = q(~- a) + p ('I-b), (pS+q2 =+= 0). 

7. Jede· gleiohsinnige Dehnung, die alle Punkte der reohtsisotropen 
Geraden x+ill+c=O einzeln in Ruhe liBt, kann so gesohrieben werden: 

;'=~+8(~+i'l+c), 'I'='I-8i(~+i'l+c), (8 =+= -i). 
8. Bedeutung von: 
;'=;-i8(i~+'I+c), 'I'=,,+8(i~+'I+c), (8=+=-i)· 

9. Jede gleiohsinnige Dehnung, die die Reohtsisotrope x + iy + c = 0 in 
Ruhe liBt, kann so gesohrieben werden: 

;'=~+8(;+i'l+c)+t, '1'='I-8i(~+i'l+c)+ti, (8 =+= -i). 
Untersohied gagen Zus. 7! Bedeutung der Zusatzglieder! 

10. Bedeutung der Formeln 
~'=;-i8(i;+'I+c)+t, "'=,,.+8(i;+'I+c)-ti, (8 =+= - ~). 
11. Wann treten auBer den im Texte von Zus. 5,6 genannten Ruhepunkten 

keine andern auf! Es Bollen danach die Dehnungen in Zus. 5-10 auf die vel'
eohiedenen in Zue. 1 aufgefiihrten Typen verteilt werden und die Bedingungen 
in den Konstanten angegeben, werden. 

12. Gib die Parameter aller Dehnungen in Zus. 5-10 an. 
13. Die Ruhepunkte der ut/gleichsinnigen Dehnungen ermitteln siGh viel 

einfacher. Jedesmal, wenn die Dehnung sich nioht auf eine bloBe Umlegung 
reduziert, gibt as einen einzigen Ruhepunkt. Dieser heiBt fiir die Dehnung 
13, (29b): 

~o: '10: 1 = qrll+(p+ l)r1: qrl +(I-p)r, : I_p 9_ q9. 
Fur die gegensinnige Dehnung (m; oco: OCt: oclt : ocs) (vgl. 13, Zus. 5) lautet 

der Ruhepunkt: 
;0 = 2m {0Ca0Ct + CXoOCa - m (<<socl - OCOocll)}: (mit -1) (oc~ + r4), 

(mS =+= 1). 
'10 = 2 m {0Ca0Ca - CXoOCt - m (oca~ + OCoocl)}: (m g - 1) (oc~ +~). 
14. Die beiden gleiohsinnigen Dehnungen 

1 
m; 0C0: ocl : oc,.: 0Ca und m; oco: -oclm: -0Cg1n: -oc3 

ergeben, in beliebiger Reihenfolge zusammengesetzt, die identisohe Dehnung 
(vgl. ZuiJ. 1 und 13, Zus. 7). Sie heiBen daher zueinander entgegengeBetzt oder 
besser zueinander inver8. lavers zu 13, (29a) ist demnaoh die gleiohsinnige 
Dehnung 

{ (PI+qS)~'= p; +q'l-pr1-qr9 , 

(ps + qS) 'I' = - q; + P'I + qrl - pr •. 



Umwendungen. S'ehnenmitten. 

15. Zueinander invers Bind die gegensinnigen Dehnungen 

1 
m; 0t0:oc1 :ctg:OCS und m; ocom:-0Ct:-0I:2 :-otam. 
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(Benutzung von 11, Zus.8.) Zur gegensinnigen Dehnung 13, (29b) invers ist 

{ (P2+q9H'=pg+Q1]-prl-qr2' 

(pi + q2)1]' = qg - P1] - qrl + prg • 

16. Die gegensinnige Dehnung 13, (29b) wird erhalten, wenn man nach 
der Spiegelung g' = g, 1]' = -1] an der X-Achse die gleichsinnige Dehnung 
lS{ (29 a) ausiibt. Die Bedeutung dieses Satzee Iiegt darin, daB es jetzt mog
Hch iet (vgI. ZUB.4), auch die gegensinnigen Dehnungen durch Streckungen 
und Spiegelungen zu konstruieren. 

17. Die Bewegungen 
(41) 

sind involutorisch (10). Eine eo1che Bewegung iet (vgl. S.49) eine Drehung 
um den Punkt (OC1 : 01:3 , ctg: OC3) durch den DrehungBwinkel:1l und heiBt Um
wendung um -den Punkt go = OCt: oc3', 1]0 = OC9 : 01:3 , Man nennt sie zuweilen 
SpiegeZung am Punkte (go, 1]0)' doch bleibt daB Wort Spiegelungen wohl besser 
fiir die Umlegungen vorbehalten. Die Umwendungen sind die einzigen in
volutorischen Bewegungen; eie eind gleichzeitig (Zus. 2) Streckungen. 

18. Durch Zusammensetzung zweier Umwendungen erhiUt man eine 
Schiebung. Be":,eis nach (35a). 

19. Bei einer (nicht identiechen) Transformation heilie die Verbindungs
gerade zweier zugeordneter Punkte (g, 1]) und W, 1]') eine Sehne. Zeige: 

Die Sehnenmitten bei einer Bewegung erfiiIlen die ganzeEbene, oder sie 
fallen alle in einen Punkt. Letzteres gilt nur fiir die Umwendungen. 

20. Die Sehnenmitten bei einer Umlegung erfiiIlen die Umlegungsaohse. 
Hier haben die 00 2 Sehnen also nur 00 1 Mitten. 

21. Die Frage naoh involutoriscken Dehnungen iet ein wenig sohwieriger 
ale die nach involutorisohen Bewegungen und Umlegungen, weil die Para
meterdarstellung doppeldeutig iat. Eine Transformation iet involutorisch, wenn 
sie mit ihrer inversen Transformation (Zus. 14) zl1sammenfiiIlt. Damit also die 
gleichsinnige Dehnung m; oco: oc1 : ctg : oca involutorisch iet, mull sie mit einer 
der beiden Dehnungen zusammenfaIlen: 

(Zus. 14), 

(ta, Zus. 4). 

Die erste DaI"IItellung gibt nur Bewegungen. 1m zweiten FaIle erhiilt man 
vier Scharen von je 00 1 involutorisohen gleichsinnigen Dehnungen: 

i; l:t:-it: 1. ~'=-i1]+t(l+i), '1'= i~+t(l-i). 

i; l:t: it:-l. ~'= ifJ-t(l+i), fJ'=-i;+t(l-i). 

-i; l:t: it: 1. ~'= i1]+t(l-i), fJ'=-i;+t(l+i). 
-i; 1: t: -it: -1. ~'=-ifJ-t(l-i), '1'= i;+t(l+i). 

Hierin kann t ganz beliebig gewii.hlt werden. Bei jeder solchen involu
torisohen Dehnung bleibt eine (isotrope) Gerade punktweise in Ruhe. Der 
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Leser zeige das durch Verteilung der vier Scharen unter die. Typen in Zus.1. 
Aus der ersten Schar gewinnt man so 

~'+i'1' -t(i+ 1) = -{ ~+i'l-t(i+ I)}, 
woraus sofort die in Ruhe bleibende Gerade abzulesen ist. 

22. Warum Hefert das entsprechende Verfahren, auf gegensinnige Deh
nungen angewandt, keine involutorischen Transformationen auBer den Spiege
lungen? 

23. Die Formeln (350.) fur die Zusammensetzung zweier Bewegungen 
lassen eich sehr kurz zusammenfassen, wenn man eich eines Systems von 
hoheren komplexen Zahlen in vier Einheiten to, Ill> Ilg, ea bedient. Dieses EOIl 
die MultipHbtionstafei befolgen: 

Ilo IlIJ Il. Ila 
III 0 0 - Il. 

e. 0 0 + III 
Ila +e. -Ill -eo, 

d. i. das sogenannte Produkt 1l11l" soIl der iten Reihe und kten Kolonne ent
nommen werden. Ee soll also sein Ill e3 =-e., Ilsllt=+e., e:=-Ilo usw. Die 
Multiplikation ist daher nicht kommutativ. Schreibt man jetzt 

ci = OCo Ilo + oc1 el + 0Ca·e. + OCa ('3' 

.,..- eine 80lche komplexe Zahl nennen wir eine EuldidiBche Quaternion - so 
gehen die Formeln (350.) iiber in 
(42) ci" = 6c. ci'. 

Der Nutzen dieser Formel tritt hier noch nicht so sehr zuto.ge, vgl. aber 
08 und 67, Nr. 6. 

B e i s pie 1. Es sollen die heiden Bewegungen von den Paro.metern 
2 : 1 : 4 : 0 und 0: 2 : i : 4 zusammengesetzt werden. 

ri" = (2 to + III + 41l.) (2 III + ie. + 41la) 

= 41l0el + 2 III + S Il. III + 2illoll. + iel e. + 4ie: + Seoes + 4el Ila + 16 Il. fs 

= 4e1 + 2ill. + Sea - 4eg + 16el = 20 III + (2i - 4)1l. + Sea' 
Ee ist also 

0C0" : oct" : 0Ca" : oc3" ;== 0 : 10 : i - 2 : 4. 
Batte man dagegen zuerst die Bewegung 0: 2: i: 4 und dann die Be· 

wegung 2: 1 : 4 : 0 ausgeiibt, so ware zu rechnen 

ri" = (~el + ie. + 4ea) (2 eo + III + 4e2 ) 

= 41lteo + 2ie.eo + Seato + 2 III + ie.el + 4es Ill + Selll. + 4ill: + 16ea ll. 
= 4e,. + 2ill. + Sea + 4e. -16t1 

= -12el +(2i+4)e.+ 8Ila; 
0C0" : oct" : 0Ca" : oca" = 0 : - 6 : i + 2: 4. 

Man bestiitige diese Rechnungen durch direkte Zusammensetzung der Be 
wegungen nach (350.). 

24. Setzt man noch 
iX = OCollo - oc1 III - OC.Il. - 0Ca Ila 

N(oc)'o=N(a)eo=~'ci =ci.~ = (oc3 +oc:)eo 
X= * xel+ye.+ea, 

so lassen sich die Formeln (340.) fUr die Bewegungen kurz so schreiben: 

(N(oc) + 0). 



Euklidische Quatemionen. 57 

Von diesen und ahnlich gebauten Formeln wird noch zu reden sein (vgI. 58). 
Die Zahl a. heiBe die zu Ii konjugierte Euklidische Qu&ternion. 

25. Die Tatsa.ehe, daB die Muitiplikation dieser komplexen Zahlen nicht 
kommutativ ist, zeigt sich nach Zus. 23 als Korrelat zu der Tatsa.eh.e, daB es 
hei der Zusammensetzung zweier Transformationen auf ihre Reihenfolge an
kommt. Der Nullpunkt beispielsweise gelangt bei der Umwendung um ihn 
und einer jtewiBBen Sehiebung das eine Mal nach (1/0), bei anderer Reihen
folge nach (-I/O). 

1st aber die Reihenfolge zweier Transformationen fiir ihre Zusammen
setzung gleichgiiltig, so heiBen sie miteinander vertauschbar. AIle Schiebungen 
sind miteinander vertauschbar, wie man erkennt, wenn man in (35 a) oc3 = oea' = 0 
setzt. Nicht vertauschbar sind zwei Umwendungen um verschiedene Punkte 
(oco = oeo' = 0). Mit welchen Sohiebungen ist die Spiegelung an einer Geraden 
vertauschbar? Zwei Streckungen sind miteinander vertauschbar, wenn sie 
denselben Mittelpunkt haben. Ebenso sind zwei Drehungen miteinander ver· 
tauschba.r, wenn sie denselben Drehungsmittelpunkt h .. bell. 

26. In der Theorie der Funktionen einer komplexen Veranderlichen ordnet 
man der komplexen Zahl z = x + iy (x = x, y = y) zu den reellen Punkt (J<, y). 
Dann behauptet man, die Summe zweier komplexen Zahlen werde duroh die 
bekannte Parallelogrammkonstruktion gefunden, obwohl zahlreiehe Sonderfalle 
sich dieser Konstruktion nieht fiigen, solange man die elementare Definition 
des Para.llelogramms zugrunde legt. Es soIl jetzt das "Parallelogramm" so 
definiert werden, daB samtliohe Sonderfii.lle mit umspannt werden. (Das wird 
zugleioh die sachgemaBe Erklarung auch fiir die Elementa.rgeometrie.) (Zus. 17.) 

27. 1m Ra fiihren einige Ml besondere Namen. Fiir ~ = ill! lis = ~, 
a3 = ila heiSt: 

at xl + a: xl + al xi = a8 ein Ellipsoid, 
al xl- al xl - ai xl = a~ zweischaliges Hyperbo loid, 

- al xl + al xl + til xl = ~ einschaJiges Hyperboloid. 

Dabei ist ao a l a2 a3 + 0 vorausgesetzt. Das Ellipsoid xf + xl + xl = rQ 
heiSt auoh Kugel vom Radiusquadrat r2. Erhalt man aus der Kugel, wenn 
r2 gegen Null konvergiert, ein Ebenenpaar? 

15. Elementare Geometrie. Themastellung. Wir gehen von den 
Formeln 13, (29ab) der Dehnungen aus und fragen, was man damit 
leisten kann. In diesen Formeln kommen je vier wesentliche Kon
stante vor, die nur der einen Bedingung unterliegen, da./l die Trans
formationsdetermi1&ante (13, (28), die hier den Wert ± (p' + ql1) hat, 
nicht verschwindet. 

1. Wir stellen die Aufgabe: Wie heiSt die allgemeinste Dehnung, 
die den Punkt (xo' '110) in den Punkt (x~, y~) iiberfiihrt? Wir setzen 
also in 13, (29a) und (29b) fiir (~, fJ) und W, fJ') die Werte (xo' Yo) 
bzw. (x~, y~) und erhalten dadurch zwei Bestimmungsgleichungen fiir 
die vier Koeffizienten p, q, T1 , r l1 , aus denen sich stets r l und r~ 
eindeutig ermitteln h\.s8en. Vgl. 14, Zus. 6. Nach geringer Um
formung lassen sich dann die gesuchten Formeln ·so schreiben: 
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(4480) 

(44 b) 
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{ E' - z~ = p(~ - 3:0) - q(1J -1/0)' 
1J' -1/~ = q(E - alo) + p(1J - Yo)' 

{ E' - z~ = p (E - alo)J+ q (1J - Yo), 
1J' - 1/~ = q (E - alo) - p(1J - Yo)' 

(Pll + qll + 0). 
Jeder Pwnkt 7iJ8t sick in jeilen andern Punkt durck 00 \l gleicksinnige 

'und auck aurck 0011 gegensinnige Deknungen uberfUkren. 
Man driickt das auch so aus: 
Aile Punkte sind zueinander sowokl gleicksinnig, als auck gegenSinnig 

aknlick. • 

Dasselbe besagt die Ausdrucksweise: 
Es gibt. eine einzige Klasse von PUnktet6 gegeniiber gleicksinnigen 

und gegensinnigen Deknungen. 
Da jeder Punkt vermoge einer Dehnung in jeden andem ver

wandelt werden kann, so stellt man einen bestimmten Punkt ala 
kanoniscketa Vertreter auf, etwa den Punkt (0,0). Die Bedeutung 
davon wird bei den nii.chsten Auffiihrungen klarer hervortreten. 

2. Wie heiBt die allgemeinste Bewegung (Umlegung) , die den 
Punkt (3:0 , Yo) in den Punkt (al~, y~) iiberfiihrt1 In (44ab) ist zu 
setzen pll+qll = 1: 

Jeder Pwnkt lli.8t "sick in jeden andern Punkt durck 001 Bewegungen 
und durck 00 1 Umlegungen uberfukren: 

(45 a) { E' - al~ = cos<p(E - alo) - sin<p(1J -Yo)' 
1J' - y~ = sin <p (E - alo) + cos <p (1J - Yo)' 

(45 b) { E' - al~ = cos <p (E - alo) + sin <p (1J - Yo), 
1J' - 1/~ = sin <p (E - 3:0) - cos <p (1J - 1/0)' 

Man sa.gt: Alle Pwnkte sind zueinander sowokl gleicksinnig als auch 
gegensinnig kongruent. Es gibt eine einzige Klasse von Punkten gegen
uber Bewegungen und Umlegungen. Kanonischer Vertreter: (0,0). 

3. Wir stellen die weitere Frage: Kann man noch durch eine 
reelle- Deknung jeden Punkt in jeden andem iiberfiihren? 

Die Dehnung (29) ist siclier reell, wenn ihreKoeffizientenp, q, 
r 1 , r l , also auch die Verhii.ltnisse ihrer Parameter, sii.mtlich reellsind. 
Es gibt dann 00' reelle Dehnungen, wobei jetzt die Anzahl der 
reellen Konstanten gezihlt ist, wie immer, wenn BealitIJtsangelegenkeiten 
in Frage kommeJ&. (Dann hat die Ebene also 00' P-unkte, und nicht 
00 1 , auf einer Geraden liegen 00 11 Punkte usw.) 

Geht man ebenso vor, wie bei (44ab), so erhilt man die r1 , rl 

eindeutig. Diese sollen aber jetzt reeD sein: r1 = r1 , rl = ft. Darau8 
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erhilt man fiir p und q ein System linearer Gleichungen mit reellen 
Koeffizienten; im. Falle der gleichsinnigen Debnungen: 

{ i(xo - :X:o)p ~ i(yo -lIo)q - i(x~ - x~) = 0, 
i(Yo -lIo)P + i(xo - xe)q - i (y~ - y~) = 0. 

(Wegen der Faktoren i vgl. 0, Zus.3.) Es sind jetzt die fiinf Falle 
zu unterscheiden, die in 3, 3 behandelt sind. p) und r) konnen nicht 
eintreten, 15) liefert keine LOsung, dagegen a) eine einzige LOsung 
und endlich 8) 00" LOsungen. 1m Falle a) ist (xo- XO)11 + (Yo -Yo)11 =1= 0, 
und d~ die Transformationsdeterminante nicht verschwinden dad, 
auch (X;_X~)11 +(y~_y~)11 =+= 0, d. i. beide Punkte (Xod/o) und 
(x~, y~) sind imaginar. Wir gelangen zu folgenden Satzen: 

(a). Es gibt eine einzige reelle gleichsinnige Dehnung, die einen 
imagirulrett. Punkt in einen vorgegebenen imaginaren Punkt iberfukrt. 

(8). E, gibt 00" reelle gleichsinnige Deknungen, die einen reellen 
Funkt i71 einen vorgegebenen reellen Punkt uberfunren. 

(15) • Es gibt heine reelle gleiehsinnige Dehnung, die einen reellen 
Pun1ct in einen imaginaren Punkt uber{iJkrt. 

Man dad iiberall in diesen drei Sat~en das Wort gleichsinnig 
durch gegensinnig ersetzen, wie der Leser nachweise. Man sagt: 

Alle imaginaren Punkte sind zueinander reell-Ilhnlieh, und zwar so
wohl gleickrinnig alB auch ,gegensinnig. AUe· reellen PNnkte sind zuein
tinder reell-liknlieh, und zwar SOWDkl gleichsinnig als auck gegensinnig. 

Die Punkte bilden gegeniiber reellen gleichsinnigen Debnungen 
zwei Klassen, die Klasse der imaginii.ren Punkte und die- der reellen 
Punkte. Die imaginii.ren Punkte zerfallen aber nicht in weitere 
Klassen und ebenso nicht die reellen Punkte. Wir bilden folgende 
Tafel: 

Punkt (x, y). 
1. (x-x)'+(Y-lI)1l =1= 0. Imaginii.rer Punkt. 00". EineKlasse. (i,i). 
2. x = x, 11 = y. Reeller Punkt. 0011 . Eine Klasse. (0,0). 

In dieser Tafel steht zuerst die analytische Bedingung des ein
zelnen Falles. Dann folgt die Terminologie. Hieran schliebt sich 
die Konstantenzahl. (Es gibt 00' imaginii.re, 00" reelle Punkte.) 
Zum SchluB folgt der kanonische Vertreter. Bier: Jeder imaginare 
Punkt kann dureh eine einzige reelle gleicksinnige und aueh dureh eine 
eiftZige reelle gegensinnige Deknung aU8 dem Punkte (i, i) gewonnen werden; 
ieder reelle PutekI durch 00" reelle gleichsinnige und 00" reeUe gegen
sinnige Dehnungen aus dem Punkte (0,0). Man hitte auch andere 
Punkte als kanonische Vertreter wahlen konnen, etwa (1, i) und (1, 1). 
Die Anfgabe ist also nicht vollig bestimmt; man wii.hlt "moglichst 
einfache" (was freilich nicht weiter definierbar ist). 
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4. Kann man durch eine reelle Bewegung (Umlegung) jeden Punkt 
in jeden andern iiberfiihren? 1m allgemeinen wird das nicht mog
Hch sein, do. es ja 00' Punkte gibt, aber nur OOS reelle Bewegungen 
(Umlegungen). Ein Punkt kann daher durch die Gesamtheit aller 
reellen Bewegungen (Umlegungen) hochstens in 00 8 Lagen iiber
gefiihrt werden. Die Rechnung ist zunachst so durchzufiihren, wie 
bei den reellen Dehnungen. Dazu kommt dann noch die Bedingung 
p2 + q2 = 1. Von den fUnf Fallen 3, 3 laBt sich genau dasselbe 
aussagen, wie damals. Dann gelangen wir zu folgenden Satzen: 

Bin Punkt (xo' Yo) lafJt sich in einen Punkt (x~, y~) aann und nur 
dann durch reelle Bewegungen und Umlegungoo transformieren, wenn die 
Beziehung besteM 

(xo _XO)2 + ego - VO)2 = (x~ _X~)2 + (y~ - y~)2. 

1st dieser reelle, nie positive Ausdruck von Null verschieden, so. gibt es 
eine einzige reelle Bewegung und eine einzige reelle Umlegung, die das 
leisten; ist er gleich NuU, so sind beide Punkte reell und kiJnnen durch 
00 1 reelle Bewegungen (Umlegungen) ineinander ubergefuhrt werden. 

Jetzt besitzt also jeder imaginare Punkt eine charakteristische 
Konstante, die durch reelle Bewegungen und Umlegungen nicht ab
geandert werden kann, also eine absolute lnvariante gegenuber reellen 
Bewegungen und Umlegungen, vgl. 10. Do. uiese Zahl 001 Werte an
nehmen kann, so sagt man, es gibt 00 1 Klassen imaginarer Punkte, 
und auBerdem noch eine einzige Klasse reeller Punkte. In dem 
kanonischen Vertreter der imaginaren Punkte muB jetzt eine will
kiirliche Konstante auftreten. Nicht aIle imaginaren Punkte sind 
reell-kongruent, sondem nur die mit iibereinstimmender Invariante 
(diese gibt das Abstandsquadrat des Punktes und des konjugiert
komplexen Punktes). Dagegen sind alle reellen Punkte reell-kongruent. 

Punkt (x, y). 
1. (X-X)2+(y_y)2= _12 + o. ImaginarerPunkt. 00'. oolKla.Sse:1 

(0, ~l), (l=l). 

2. x = x, y = y. Reeller Punkt. 00 2. Eine Klasse. (0,0.) 

Wir fassen zusammen. Das Klassifi,kationsgeschaft setzt voraus, 
daB eine Schar von Transformationen zugrunde gelegt wird. (Deh
nungen, Bewegungen, Umlegungen, reeUe Bewegungen usw.P). Eine 
solche Transformationsschar definiert dann einen Zweig der -Geometrie. 
(nGeometrie der Dehnungen, der reellen Bewegungen uew.") In 

1) Vgl. aber 16, S. 66. 
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diesem Zweige der Geometrie werden Figuren (d. i. spiter gerade 
Linien, Punktepaare, Kreise usw.), die durch (mindestens) eine Trans
formation der Schar ineinander ubergefiihrt werden konnen, aJ.s tJq"i
valent (ahnlich, reell-ahnlich, gegensinnig kongruent usw.) angeeehen. 
Zu verschiedenen Zweigen der Geometrie, oder wie man leider 
auch sagt, zu verschiedenen nGeometrieen" geharen verschiedene 
Aquivalenzbegriffe. Erscheinungen, die in einem Zweige der Geometrie 
invarianten Charakter haben, kannen in einem andem Zweige ver
loren gehen (z. B. der Unterschied zwischen reellen und imaginaren 
Punkten in der Geometrie aZZer Dehnungen). 

Die hier behalldelten vier (acht) Zweige faBt man gewohnlich 
unter dem Namen Elementare Geometrie zusammen. 

1. Nachdem uns der 'letzte Abschnitt eine wenn &nch noch unvoJlstandige 
VOIstellung von der Bedeutung der Transformationen gegeben hat, miissen wir 
zur Vermeidung von MiBverstandnisBen einige Bemerkungen allgemeiner Art 
ma.chen. Vor aHem handelt es mch um die Benennung Bewegung und Bodann 
um die Abgrenzung unseres Transformationsbegriffes gegeniiber der sogenannten 
Koordinatentransformation. 

Die bier sogenannte Bewegung ist rein kinematisch aufzufa.ssen, d. i. uns 
interessiert, die Zeit, die zur· wirklichen Ausfiihrung der Bewegung gehOrt, 
niaht. Wiihrend femer die Mechanik als Objekte der Bewegungen begrenzte 
Figuren ~etrachtet, wird hier die ganze Ebene bewegt. In der Mechanik kommt 
es femer sehr auf die Zwischenlagen an; una geht Qur die Anfangs- und Endlage 
deB zu transformierenden Geblldes an. 

Ein konkretes Beispiei mage daB erliiutern urid zugleich zurn zweiten 
Gegenatand iiberleiten. Wir stellen una ein etwa rechteckig begrenztes StiiCk 
der Ebene ala durohscheinendes Blatt Papier vor, welches auf einem Tisohe 
liegt. Der Tisch soIl die stark gezeichneten Koordinatenachsen tragen, die 
man durch das Papier hindurchBcheinen sieht. Um nun eine Drehung darzu
Btellen, steckt man das Papier mit einer Nadel fest und laBt es herumspielen. 
Von wesem Vorgang stellen wir uns zwei photographische IJilder her; dann 
erst haben wir das, was der Geometer eine Transformation, hier eine Drehung, 
nennt. Es ist also gleichgiiltig, ob die Uberfiihrung aus der Anfangslage in 
die Endlage stetig erfolgte, ob mit konstanter Geschwindigkeit, ob in mehreren 
Abaatzen, ob unter zeitweiser Umkehrung der Richtung. 

Entsprechendes ist fiir aIle Transformationen maBgebend; es kommt 
immer nur e.uf die Anfangslage und auf die Endlage der Ebene an. Man 
denke etwa au. eine Umlegung oder an eine Spiegelung. 

2. Mit (~,'1) bezeichneten wir die Koordinaten eines urspriinglichen 
Punktes, mit (~', '1') die des tra.nsformierten. Beide sind auf dasselbe Koordi
naftmyBttm bezogen (welohes bei unserm Beispiel auf dem Tisch gezeichnet 
war und duroh da.s Papier hindurohschien). Diese letzte Bemerkung hat von 
unserm Standpunkt aus gar keinen . Sinn, wir miissen sie abermachen, weil 
der Leser gewohnt sein wird, die Formeln 11, (3380) als solche einer Abinde
rung des Koordinatenaystems zu deuten. Dann wiirden (~, '1/) und (~', '1') die 
Koordinaten tin und cU.~lben Pamktes sein, der auf lIer8chiedene AcMmkreuze 
bezogen ist, wiihrend wir. sie doch als Koordinaten lIerschiedener Punkte in 
tin mid demselben Ach8ffi8ystem deuten. Praktisch komrnt das auf dasselbe 
hinaus. Die zweite Auffassung ist die modern ere ; vor allem istsie bedeutender 
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Verallgemeinerung fahig (man kann Punkte in gerade Linien transformieren 
[vgl. 46] usw.), was bei der alteren Auffassung nioht der Fall ist. 

Trotzdem muB ein bereohtigter Kern der alteren Auffassung zugegeben 
werden. Sieht. man die geometrisohen Gebilde mit ihren Eigensohaften und 
gegenseitigen Beziehungen als gegeben an, und bemiiht sioh nur, solohe Eigen
sohaften nachtragZich in 'ana.lytisohes Gewand zu kleiden, so hat man s~lbst
verstii.ndlioh zu zeigen, daB diese Eigensohaften und gegenseitigen Beziehungen 
unabhii.ngig von der Wahl des den Figuren a posteriori als fremdartiges Ele
ment hinzugefiigten Koordinatensystems sind. Man bleibt dann im wesent
liohen im Gedankenkreise der Elementargeometrie. 

Wir sind aber ganz anders vorgegangen. Fiir uns war der Punkt ein 
Zahlenpaar, eine gerade Linie eine Menge von 00 1 Zahlenpaaren, und das 
Abstandsquadrat ein analytischer aus zwei Zahlenpaaren gebildeter Ausdruok. 
Aus diesen drei Begriffen heraus haben wir alles Bisherige rein analytisoh 
entwiokelt. Fiir uns gibt es also streng genommen gar kein Koordinaten
system. Eigensohaften, die der vorhergenannte besohreibende synthetico-ana
lytisohe Geometer als unmlttelbar gegeben ansieht, definieren wir, indem wir 
ihre Invarianz gegenuber gewisBen Trans{ormationsBcharen {order'll. Nioht jeder 
aus Koordinaten von PuIikten gebildete Zahlausdruok stellt eine "Eigensohaft" 
dar, sondern nur solohe, die durch die genannten Transformationen unzer
stOrbar sind. Fiir die Elementargeoinetrie kommen wir dabei im wesentliohen 
auf dasselbe hinaus, wie der Synthetiooana.lytiker. Aber unser Programm 
reioht weiter, wie die nii.cheten Kapitel zeigen werden. 

Um nun dem Leser, der mit der alteren Methode der Koordinatentrans
formation vertraut ist, das Eindringen in den jetzigen Transformationsbegriff 
zu erleiohtern, haben wir die von jeder Beziehung auf ein Koordinatensystem 
freie Elementarviereokskonset-uktion an den Anfang gestellt, die wenigsten!l 
fiir alle Bewegungen uod Umlegungen in einfaoheter Weise iiber das Dilemma 
wegzuhelfen geeignet ist. Vgl. auch 16, ZUBS. 16-19. 

3. Die Umwendung um den Punkt (a, b) heiBt (~' - a) = - (x - a), 
(y' - b) = - (y - b). Sie solI so gesohrieben werden, daB der involutorisohe 
Charakter zutage tritt. Parameter! Zusammenhang mit dem Elementarvierseit I 

4. Die (nicht identisohe) Sohiebung ;' = ; + rv t} ,= t} + r~ liiJlt sioh auf 
00 2 Arten in zwei Umwendungen zerlegen. Zugehorige Umwendungsmittel
punkte entnimmt man fiir verii.nderliche S und· taus den beiden Systemen 

(t-l t-l) 
~rl+srll' ~ rg -,r1 , 

(t+l t+l) -rr1+srl , ~rll-srl· 

Die Verbindungsgeraden zusammengehoriger U mwendungsmittelpunkte erfiillen 
ein Parallelenbiisohel; daB Abstandsquadrat fUr zwei zusammengehOrige Mittel
punkte iet konstant. Parameter! Zeiohnung fUr den Fall realler Euklidisoher 
Sohiebungen! 

5. Jede Umlegung von der Achee ax + by + c = 0 (14) lii.Bt sioh so schreibeR 

{ (~Il+bIlH/=(all+bIlH-2a(a;+bt}+ c)+bt, 
(all + bll)t}' = (all + b')t} - 2 b (a; + bt} + c) - at. 

Betrachtet man nur Punkte der Aohse, so reduziert sich die Umlegung auf 
eine Bewegung. Was iet das fiir eine Bewegung? Welohe Zerlegung der Um
legungen wird durllh diese FormeLnahege1egt? 

6. Wann sind zwei Spiegelungen vertauBohbar, und was gilt von der 
resulticrenden Bewegung? (Zwei Falle!) 
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7. Eine nicht involutorische U mlegung soll auf aIle moglichen Arlen in drei 
t:;piegelungen zerlegt werden. Man nimmt zwei Paare zugeordneter Punkte P, P' 
und Q, Q', so daJ3 P' nicht mit Q zusammenfiillt. Man spiegelt dann zuerst 
am Mittellot von ppl, dann an der Verbindungsgeraden PIQ, endlich am 
Mittellot von QQ'. Zeichnung! Ausartung der Figur. AuBer diesel) Zer
legungen gibt es noch die im Text (S. 51) aufgefiihrten. 

8. Die isotrope Schiebung ~' = ~ +'1', t'J' = t'J - ri solI auf die allgemeinste 
Weise in Spiegelungen zerlegt werden. Vgl. "14, S. 50. 

9. Eine gegensinnige Dehnung 13, (3Ib) solI mit einer gleiohsinnigen Deh
nung 13, (31 a) zusammengesetzt werden. Bilde die Parameter der resultierenden 
gegensinnigen Dehnung nach dem Vorbild von 13, Zuss. 7, 8. (Zwei Formel
systeme!) 

10. Der Ausdruck N(rx) = rxK + rx: in 14, Zus. 24 heiBe dje Norm der 
Euklidischen Quaternion ri. Nur Euklidisohen Quaternionen vonnir.ht ver-
8chwindender Norm konnen Bewegungen zugeordnet werden. Grund! 

11. Aus riP = it folgt ~ri = it p: N(fJ) und iJ = &':y: N(rx). Man kann also 
aus einem Produkt einen Faktor nur dann aUlilrechnen, wenn die Norm des 
andern nicht versohwindet. Damit hat man zwei Gegenstiioke zur Division, 
je nach der Stellung des zu beseitigenden Faktors. Man schreibt eX = r P-I, 
iJ = ri-1r· 

12. Die Norm des Produktes zweier Euklidischen Quaternionen ist gleich 
dem Produkt der Normen der einzelnen Faktoren. 

13. Die Euklidische Quaternion ci heiBt Null, wenn oto = rxl = ~ = rxa = 0 . 
Berechne das Produkt (2 ~ + e2 ) (5 el - eg). 

14. Ein Produkt zweier Euklidisohen Quaternionen kann Null werden, 
ohne daB einer der Faktoren Null wird; es muB aber einer der Faktoren ver
sohwindende Norm haben; dieser heiBt dann ein Teiler der NuU. 

15. Um die zum Produkt zweier Euklidisohen Quaternionen konjugierte 
QUMernion zu Hnden,. multipIiziert man die Konjugierten der einzelnen Fak
toren in entgegengesetzter. Beihenfolge. 

16. Die Zusammensetzung zweier Bewegungen kann so erfolgen. Es" sei 

(vgl. 14, (43» N(rx)x'=&xri, N(fJ)x"=px'P, N(rx)N(fJ)x"=lr&'xriP="fxr, 
wo r=«P gesetzt ist (vgl. Zus. 15). Nach Zus.12 wird dann N(y)ri:"=rxy. 

17. Ze~ge: (eg + e:,) (eg - 63) + e: -:- 6:. 

18. Ebenso ist (eg + 63)2 = (e2 + ea)(es + es) + e: + 6: + 2 !\Jea • 

19. Versuohe die Gleiohungen zu losen 60 ' X = ~, e1 • ri: = eo' 
20. Die Formeln 

x' = x oos rp - Y 8in rp y' = x sin rp + Y 008 tp 

ergeben eine Drehwng des Koordinatensy.tems im Sinne der konkreten Koordi
natengeometrie (18) duroh den Winkel (- tp), wenn (x', y') als die Koordinaten 
des Punktes (x, y) in bezug auf eiD neues Aohsenkreuz aufgefaBt werden. Die 
alten Koordinatenachsen mussen also duroh den Winkel tp um den Anfangs
punkt zUrUckgedreht werden, 'um in die neuen Aohsen uberzugehen. Be
sohreibe die allgemeinste "Koordinatentransformation" (sie soIl eine Bewe
gung sein). 

21. Das Quadrat el der Entfernung der beiden Punkte (xu .. '., x,,) und 
(Yl' •.. , y,,) des B,. wird duroh den Ausdruok erklart 

(Yl - Xl)' + (Yv - :1'2)2 + ... + (y .. - x .. ) 9 = e I. 
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Der On aller Punkte x, die von einem Puukte a die Entfernung Null haben 
(Xl - a1)' + (X, - ~)2+- .•. +- (Xn - aft) 2 = 0, 

heiSt fiir ,,= 3 }li"imalkegeZ mit dem Scheitel a. 

16. Transformationsgruppen. In 12 haben wir zwei Spiegelungen 
zusammengesetzt und dadurch die Formeln (25) erhalten. Die resul
tierende Transformation war. keine Spiegelung mehr. Daher sagt 
man: Die Spiegelungen hilden keine Gruppe. 

Die Zusammensetzung zweier Schiebungen ergibt nach 14, (35a) 
wieder eine Schiebung (oder die identische Transformation, die als 
besondere Schiehung aufgefaBt werden kann; 12, S. 38). Denn aus 
as = 0, a~ = 0 folgt a:: = O. 

Wollen wir die Parameter vermeiden, so sei 

e'=e+al , 1J'=IJ+bl ; e"=e'+a'J' r/,=r/+b2 • 

Dann wird 

e" = e + a l + a2 = e + as' '1'/' = fj + bl + b'J = fJ + bs ' 
Die Tat8ache, daB zwei Schiebungen zusammengesetzt immer wieder 
eine Schiebung ergeben, driickt man so aus: Die Schar der 00 \I Schie
bwngen hildet eitle Gruppe. 

DaB die Schar der 00 t gleichsinnigen Dehnungen cine Gruppe 
bildet, folgt aus den Formeln in 13, Zus.7. Ohne Parameter sei 

(46) 

{ e'=pe-qfJ+ 1'1' 

fJ' = qe + Pfj + r~l' 
{ e" = p'e' - q'fj' + r;, 

fI" = q'f + p'fj' + r~. 

(pll + qll"" 0). 

(p'll + q'll "" 0). 

Durch Elimination der Zwischenwerte e, fj' folgt 

{ e" = p"e - q"fJ + ri', 
fj" = g"e + p"fj + r~', 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 
(47) " , , p =pp-qq, 

r:' = p'rl - g'r, + rL 
Hier ist femer 

q" = p' q + q'p, 
r;' = q'rl + p'r! + ";. 

p"2 + q"'J = (p''J + g'll) (p2 + gil)"" O. 
Zwei gleichsinnige Dehnungen ergeben zusammengesetzt. wiedel' 

aine gleichsinnige Dehnung. Daher bilden die gleichsinnigen Deh
nungen eine Gruppe. Da diese Gruppe aus 00 4 Transformationen 
besteht, heiBt sie tJiergliedrig. Die Gruppe del' Schiebungen ist da
nach zweigliedrig. 

DaB die Bewegungen eine (dreigliedrige) Gruppe bilden, folgt u. a. 
aus 16, Zus.16. Man kann es auch aus (47) durch Spezialisierung 
ableiten: 

p = cosrp, q = sin q), 
, . , 

p = cosrp , 
, . , 

q = sm rp . 
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Dann wird: 
p" = cos (9' + 9'') = cos 9''', " "( + ') . " q = Slll 9' 9' = Slll 9' , 
" , ., +' II. • , + ' +' rl=C08tp·rl-Sln9'·r~ r1 , r 2 =Slll9"r1 cos9'·rt r g o 

Die Bewegungen gehoren zu den gleichsinnigen Dehnungen, die 
ebenfalls eine Gruppe bilden. Daher heiSt die Gruppe der Be
wegungen eine Untergruppe der Gruppe der gl~ichsinnigen Dehnungen. 
Ebenso ist die Gruppe der Schiebungen eine Untergruppe· der Gruppe 
der Bewegungen, und auch eine Untergruppe der Gruppe der gleich
sinnigen Dehnungen. 

Die 008 Drehungen bllden keine Gruppe. Denn nach 15, Zus. 4 
ergeben zwei Umwendungen, die doch Drehungen sind, nicht wieder 
eine Drehung, sondern eine Schiebung. Die Schar der 00 3 Drehungen 
besitzt die Gruppeneigenschaft nichto 

Zwei gegensinnige Dehnungen ergeben zusammengesetzt eine 
gleichsinnige Dehnung. Die gegensinnigen Dehnungen bilden also 
keine Gruppe. Ebenso konnen daher die Umlegungen keine Gruppe 
bilden. 

Diejenigen Drehungen, die den Drehungsmittelpunkt gemeinsam 
haben, bilden eine eingliedrige Gruppeo Nach 14, (37) setzen wir 

a = - cot~' 9", , , o 2' ao=-cot"2' a1 =a1 =a, a,=ag=b, as =as =1 

und gewinnen aus 14 (35a) 

a'" a" 0 rt!! • a" = cot ~ cot 9" - 1 . - (cot ~ + cot 9") a o· 1 ....... s 2 2 . 2 2 

: - (cot~ + cot ~') b: - (cot~ + cot ~') 
+ ' " = - cot ~~ : a : b :'1 = - cot ~ : a : b : 1, 
2 2 

wo 9''' = 9' + 9" gesetzt ist. 

Statt dieser analytischen Beweise benutzt man zum Nachweis 
der Gruppeneigenschaft auch wohl "begriffiiche" Dberlegungen, bei 
denen aher Vorsicht geboten ist, vgl. Zus. 2. Die gleichsinnigen Deh
nungen miissen eine Gruppe bilden, weil sie die allgemeinsten ana
lytischen, Transformationen sind, die gerade Linien in ebensolche 
und linksparallele Punkte in linksparallele Punkte iiberfiihren. Die 
Drehungen vom selben Mittelpunkt bllden eine Gruppe, weil sie 
denselben Ruhepunkt haben. So miissen auch eine Gruppe bilden 
alle Streckungen vom selben Mittelpunkt aus. Die Bewegungen 
bilden eine Gruppe, weil sie samtlich das Abstandsquadrat zweier 
Punkte invariant lassen und gIeichsinnige Dehnungen sind. 

Bee k. Koordinatengeometrie der Ebene. 5 
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Von hier aus kommt man zu einer Erweiterung des Gruppen
begriffs. Auch die Umlegungen lassen das Abstandsquadrat unge
andert. Sie bilden zwar keine- Gruppe fiir sich, wohl aber mit den 
Bewegungen zusammen. Denn setzt man beliebig viele Bewegungen 
oder Umlegungen zusammen, so erhalt man wieder eine Bewegung 
oder Umlegung. Eine solche Gruppe heiBt gemischt, weil ihre Trans
formationen sich nicht durch eine einheitliche analytische Formel 
darstellen lassen. 

So bildet auch die Gesamtheit aller Dehnungen eine gemischte 
Gruppe, denn man braucht zu ihrer Darstellung ja zwei Formel
systeme, ebenso wie fiir die gemischte Gruppe der Bewegungen und 
Umlegungen. Gruppen, die nicht gemischt sind, nennt man kon
tinuierlich. Die Gruppe der Bewegungen ist eine kontinuit1rliche 
Untergruppe der gemischten Gruppe der Bewegungen und Umlegungen. 

Die Gruppe der reellen Dehnungen bildet eine gemischte Unter
gruppe der gemischten Gruppe aller Dehnungen und enthalt die 
kontinuierlichen Untergruppen der reellen gleichsinnigen Dehnungen, 
der reellen Bewegungen, der reellen Schiebungen. 

Auch eine kontinuierliche Gruppe kann gemischte Untergruppen 
haban. So gibt es in der kontinuierlichen Gruppe der Bewegungen 
die gemischte Gruppe der Schiebungen und Umwendungen; vgl. 14, 
Zus. 18. Man braucht eben zwei getrennte Systeme von Transforma
tionsformeln; keine Schiebung falIt mit einer Umwendung zusammen. 

Es kann auch eine kontinuierliche Gruppe aus getrennten 
Transformationsscharen bestehen. So die Gruppe der reellen Strek
kungen von einem Punkte aus. In 14, (38) wird die eine Schar von 
allen Transformationen gebildet, fiir die m > 0; die andere erhalt 
man fiir m < O. Beide sind durch den Fall m = 0 getrennt, dem 
keine Streckung entspricht. Die Gruppe wird aber nicht gemisch~ 
genannt, weil sie durch eine einzige Formel geliefert wird; ihre Er
weiteruIig ins komplexe Gebiet hinein, d. i. die Gruppe der komplexen 
Streckungen, ist kontinuierlich (vgl. 7, S.19. 20). 

In 16 hatten wir eine Forschungsmethode der Geometrie ausein
andergesetzt; sie bestand in einem Klassifizierungsgeschaft, dem eine 
Schar von Transformationen zugrunde zu legen, ist. Diese Bemer
kung haben wir nunmehr dahin einzuschranken, daB die zugrunde 
gelegten Transformationen eine Gruppe bilden mussen. In dem Sinne ge
hort zu jeder Gruppe eine geometrische Einzeldisziplin. Unter dem 
N amen Elementargeometrie begreift man dann, wie bereits S. 61 
angedeutet wurde, nicht weniger als acht verschiedene Zweige der 
Geometrie; die zugrunde gelegten Gruppen sind folgende: 

1. Gemischte Gruppe aller Dehnungen. 2. Kontinuierliche Gruppe 
der gleichsinnigen Dehnungen. 3. Gemischte Gruppe der Bewegungen 



Kontinuierliche und gemischte Gruppen. 67 

und Umlegungen. 4. Kontinuierliche Gruppe der Bewegungen. 
5.-8. Die Untergruppen der unter 1-4 aufgezihlten Gruppen, die 
nur aus reell8ft Transformationen bestehen. 

Wir wollen noch an einem Beispiel das gegenseitige Verhalten 
zweier Zweige der Geometrie zeigen, die zu einer gemischten Gruppe 
und zu ihrer groBten kontinuierlichen Untergruppe 1} geMran. Dazu 
klassifizieren wir die Punktepaare gegeniiber den Transforma.tionen 
der beiden Gruppen komplexer Dehnungen. 

Die Dehnungen (440.), (44b) fiihren den Punkt (xo' Yo) in (x~, Yo) 
iiber. Do. sich das nooh diIrch 002 Dehnungen bewerkstelligen laB1I, 
so hat es Sinn, zu fordern, daB gleichzeitig noch (Xl' Y1) in (xl. YO 
iibergehen solI. Das. gib~ fiir die ~oeffizienten p, q jedesmal ein 
nach ~, 3 zu diskutierendes Gleichungssystem 

{ (Xl - Xo)p - (Y1 - yo)q - (xl - X~) = 0, 
(Yl - Yo)p + (Xl - Xo)q - (y[ - y~) = O. 

{ (Xl - Xo)p + (Y1 - Yo) q - (xl - x~ = 0, 
-(Y1 - Yo)p + (Xl - Xo)q - (y~ - y~) = O. 

1. (xo - X1 )2+(1Io - 111)11 + O. Damit die 7ranBformationscletermi
nante (± (pI! + qll)) nioht verschwinde, muS dann Jlooh sain 

(x~ ~ XOIl + (y~ -111)11 + O. 

Es gibt st~ts eiM einzige gleichsinnige ulld slets eine etnftg8 gegen
sinnige Deknung, die ztOei getrennte nicktparallele Punkte der Bei1te MClt 

in zwei tJorgesckrieb8fte gelrennte nic4tparallele Punkte aberfiUrt. 

2. Die Punkte (xo' Yo) und (Xl' Y1) sind· pa.raJIel, die Punkte 
(x~, y~) und (xI. 1/1) nicht, 

oder wenigstens 
nicht im selben Sinne parallel. nicht im ~ntgegengesetzten Sinne 

paralle1. 
nann gibt es keine Dehnung der verlangten Art. 

380. Die Punkte (xo• Yo) und (Xl' Y1) sind linksparaJlel, die 
Punkte (x~, y~) und (zi, y:) 

linksparaJ1el. 
001 Dehnungen. 

Es gibt 001 gleicksinnige Dehnungen, 
die ein Paar linksparalleler Punkte 
in ein tJorgesckriebenes Paar links· 

parall4ler Punkte U,berfukren. 

rechtspa.ra.llel 
001 Dehnungen. 

Es gibt 001 gegensinnige Deknungen, 
die ein Paar linksparalleler Punkte 
in ein vorg68ckriebenes Paar rtckt8-

paralleler Pun1cte U,berfi1ren. 

1) Die gr5Bte kontinuierliche Untergruppe beispielsweise der gemiBChten 
Gruppe der Bewegungen und Umlegungen ist die Gruppe der Bewegnngen. 

5* 
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ab. In 30, sind iiberall die Wone rechts und links zu ver· 
tauschen. 

4. Die Punkte (Xo' 110) und (Xl' 1/1) fallen zusammen, die beiden 
andem Punkte nicht. Keine Dehnung. 

6. Die Punkte (xo,1Io) und (X1,1/1) fallen zusammen, ebenso 
(x~, 1I~ und (xi, 11:.). 00 11 Dehnungen. (15, 1.) 

Wir sprechen nooh einen Teil des Falles 2 aus: 
Es gilrt keine gleichsinnige Dehnung, 
die ein Paar linksparalleler Punkte 
in ein Paar rechtsparalleler Purdde 

uberfuhrt. 

Es gibt keine gegensinnige Dehnung, 
die ein Paar linksparalleler Punkte 
in ein Paar linksparaUeler Punkte 

uberfuhrt. 
Daher bilden die Paare linksparalleler Punkte eine Klasse, 

ebenso die Paare rechtsparalleler Punkte eine Klasse gegeniiber 
gleichsinnigen Dehnungen, dagegen keine Klasse in der Geometrie der 
gemischten Gruppe der gleichsitl.nigen und ungleichsinnigen Dehnungen. 
Dort ist es vielmehr moglich, ein Paar linksparalleler Punkte in ein 
Paar rechtsparalleler Punkte zu verwandeln. Man mull dann zu den 
Paaren linksparalleler Punkte hinzunehmen die Paare rechtsparalleler 
Punkte, und dann erst erhalt man eine Klasse: Paare paralleler 
Punkte. Der Gegensatz rechtB -links ist der Geometrie der gemischten 
Gruppe fremd; er tritt erst auf, wenn wir una auf die Geometrie der 
kQntinuierlichen Gruppe der gleichsinnigen Dehnungen beschranken. Es 
treten also in der Geometrie der Untergruppe mehr Eigenschaften 
auf, a1s in der Geometrie der weiteren Gruppe. Vgl hierzu 21, S. 95. 

Wir stallen die Ergebnisse des Klassifikationsgeschafts zusammen: 
Geometrie aller Dehnungen. 

Punktepaar. (Xl' 1/1)' (X!!,1/2)' 
1. (Xl - X2)11 + (111 - 11,)11 =1= O. Paar nichtparalleler Punkte. 00'. 

Eine K1asse. (0,0), (1,1). 
2. (Xl - XlI)lI + (111 - 1I1!)11 = 0, Xl =1= XI!' Paar paralleler Punkte. 

00 8 • Eine Klasse. (0, e), (1, i). 
3. Xl = Xli' 1/1 = 1/9' Paar zusammenfallender Punkte. 00 11. Eine 

Klasse. (0, 0), (0, 0). 

Geometrie der gleichsinnigen Dehnungen. 

Rier spaltet sich in der voraufgehenden Tafel der zweite Fall in: 

2 a. i (xil - Xl) + (1/, - 1/1) = 0, Xl =1= xll • Paar linksparalleler 
Punkte. 008 • Eine Klasse. (0,0), (i, 1). 

2 b. xI! - Xl + i (1/2 - 111) = 0, Xl =1= XI!' Paar rechtBparalleler 
Punkte. 00.8 • Eine Klasse. (0,0), (1, i). 
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1. Konnen Figuren zugleich gleichsinnig und gegenBinnig kongruen~ smn? 
Beispiele fiir Figuren, die nur gleichsinnig kongruent &ein konnenl Han be
trachte die bekannten Figuren ahnlioher Dreiecke (z. B. Potenz eines Pnnktes 
in bezug a~f einen Kreis, Teilung des rechtwinkligen Dreiecks dureh die Hohe, 
zwei Hohen im schiefwinkligen Dreieck usw.) darauf bin, ob die !hnlichkeit 
gleichsinnig oder gegensinnig ist. 

2. Die Dehnung D verwandle den Punkt (xo, Yo) in (Xl' Yl)' die Deb
nung D' habe diesel be Eigenschaft. nBegriffIich"· konnte man nun schIieBen, 
daB alle Dehnungen, die den vorgegebenen Punkt (xo' Yo) in den vorgegebenen 
Punkt (Xl' Yl) iiberfiihren, eine Gruppe bilden. Zeige durch Ausfiibrung der 
Rechnungen (vgl. 15, (44alr», daB dae nicht der Fall ist, wenn die beiden 
Punkte getrennt sind. 

3. Das Punktepaar (0, 0), (1, 1) soIl durch eine Dehnung in dae Paar 
(i, 2), (7,9) iibergefiihrt werden. Es sollen die beiden gleiohsinnigen und die 
beiden ungleichsinnigen Dehnungen aufgestellt werden, die dae leisten. 

4. Die Gruppe aller Dehnungen, die ein Paar getrennter nicbtparalleler 
Punkte in Ruhe lassen, besteht aus vier Dehnungen, die eamtIich der Unter
grupp-e der Bewegungen und Umlegungen angehOren (Identitat, Umwendung, 
zwei Spiegelungen). Bedeutung des Umwendungszentrums und der Spiege
lungsachsen! Sonderfall paralleler Punkte! VgI. U, Zus. 1, 3ab. Solche 
Gruppen, die nur aus einer endlichen Zahl von Transformationen bestehen, 
heiBen diskontinuurlich. 

5 'D· D h· I 2;r b . . . Ie rehungen vom Dre ungewmke - erge en, wenn man me Immer 
n 

wieder zusammensetzt, eine diskontinuierliche Gruppe von n Bewegungen. 
FaIle n=4, n= 6. 

6. Bildet die Schar x' = X + 1, y' = ya eine Gruppe? 
7. Zeige, daB aUe perspektiven Dehnungen, d. i. nicht nur 8Olohe vom 

&elben Ruhepunkt, eine Gruppe bilden. Wievielgliedrig ist diese? 
8. Die Affinitaten (13, (27» bilden eine sechsgliedrige kontinuierliche 

Gruppe. Zusammensetzungsformeln ! 
9. Gruppen des Punktes. Ein Punkt bleibt in Ruhe bei 00 4 Affinitaten, 

die eine kontinuierHche Gruppe bilden, die Gruppe der automorphen Affinitiiten 
des Punktes. Transformationsformeln! 

Ferner bleibt er in Ruhe bei 00 9 gleichBinnigen und 00 9 gegensinnigen 
Dehnungen. Diese bilden also eine gemischte Gruppe. Die Formeln fiir die 
gleichsinnigen Dehnungen sind bereits dagewesen (U, Zus. 5); die fiir gegen
sinnige Dehnungen stelle der Leser auf. 

Die gleichsinnigen Dehnungen gehOren entweder dem Haupttyp (Nr. 1 in 
U, Zus. 1) an, oder es Hegen die 2.00 1 Dehnungen vor, die die beiden Isotropen 
durch den Punkt pUnktweise in Ruhe lassen (Nr. 30., Sb). 

Die gegensinnigen Dehnu ngen enthalten an Umlegungen nur die Spiege
lungen an allen Geraden durch den Punkt. 

Die Gruppe der Bewegungen und Umlegungen, die den Punkt in Ruhe 
lassen, ist gemischt und eingliedrig. Sie besteht aus den Drehungen um den 
Punkt und den Spiegelungen an den geraden Linien durch ihn. Transforms.
tionsformeln ! 

10. Gruppe cler anisotropen Geraclen. Damit die Euklidische· Gerade 
ax+by+c=O bei der gleichsinnigen Dehnung 13, (290.) in Rube bleibt, muB 
ax' + by' + c zugleich mit a X + by + c verschwinden. Es muB also sein 

ax' +by' +c =(ap+ bq)x+(Pb- aq)y+arl + br!i+ c 
=e(ax+by+c), ~ + O. 
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Das liefert fiir p, q, r1 , rll , (! drei Bedingungsgleichungen, aus denen man zu 
naohst q=O, p=(! findet. Dann wird ar1 +br,=(p-l)e. Um dieseGleichung 
allgemein lasen zu konnen, setzen wir -bt'l + at', = t*) und erhalten dann 

(a'+ b')rl = (p -1) ae-tb , (a' + b ll) r, = (p-l)eb + tao 
Die Gruppe der gleichsinnigen Dehnungen, die die Gerade all! + by + e = 0 in 
Ruhe lassen (der "avtomorphen" gleichsinnigen Dehnungen der Geraden), heiBt 
daher 

{ (al +bBH' = (a'+b B)p;+(p-l) ae-tb, 
(all +b') '1' = (all +b9)p'1 + (p -1) be+ tao 

(p =1= 0). 

Soweit diese Dehnungen dem Haupttyp angehoren (p - 1 + 0), BiRd sie 
Streckungen von den Punkten der Geraden aus. Die ubrigen 00 1 automorphen 
Dehnungen sind Schiebungen. Die Zussmmensetzungsformeln heiBen [vgl.16, (47)]: 

p"=pp', t"=tp'+t'. 
Die gegenainnigen automorphen Dehnungen der Geraden lauten: 

{ (a II + b');' = k(a ll - b');+ 2 abk'1 + (k-l) ea-tb, 
(a 8 + b')'1' = 2 abk;-k(aB - b ll)'1 + (k -1) eb+ta. (k + 0). 

AuBEr den Umlegungen von der AchEe all! + by + e = 0 sind unter ihnen die 
Spiegelungen an den Geraden senkreoht zur Aohse enthalten. 

Die Gruppe der au tomorphen Dehnungen einer Euklidisohen Geraden ist 
a cmnach zweigliedrig ond gemiJJeht. 1m Gegensatz dazu findet man: 

11. Die Gruppe einer IBotrOpen ist dreigliedrig und kontinuierlioh. Der 
Leser stelle die Formeln fiir die Transformation und die ZusammensetzuI!g 
aof fur Linksisotrope ond Reohtsisotrope. - Warum ist bei anisotropen und 
isotropen Geraden nicht nach automorphen Affinitaten gefragt? Die Gruppe 
der autoJilorphen Affinititen einer Geraden ist viergliedrig und kontinuierlich. 

12. Bahnkvrven. Bei den 00 1 Transformationen einer eingliedrigen kon
tinuierliohen Gruppe geht ein Punkt, wenn er nicht gemeinsamer Ruhepunkt 
aller Transformationen der G ruppe iet, in 00 1 Lagen uber. Diese erfullen 
die Bahn~ des Punktes. Fur diese Bahnkurve gewinnt man eine Para
meterdarstellung Bofort aus den Transformationsformeln. Z. B. bei der Gruppe 
der Drehungen um den Punkt (a, b) 

{ ;' - a = (; - a) cos tp- ('I-b) sin tp, 
'1' -b= (;- a) sin tp+('1-b)COBtp, 

i ndem man links die Akzente fortliJ3t, rechts (;, '1) durch (;0' '10) ersetzt und 
tp als Parameter behsndelt. So· hat man die Bahnkurve des Punktes (;0' '10). 
1st (;0' '10) von (a, b) getrennt, EO konnen noch drei Arten von Bahnkurven 
ei ntreten, die Kreise um den Drehungemittelpunkt und die beiden Isotropen 
duroh ibn. 

Die Gleichung der Bahnkurve erhalt man durch Elimination des Para
meters. Wihlt man dann noch (;0' '10) veriinderlich, so erhalt man 001 Bahn
kurven. 

IS. Die Schar der 00 1 Sohiebungen ;'=;+t, '1'='1+St bildet eine 
eingliedrige Gruppe (Nachweis!). Bahnkurve des Nullpunktes! 

14. Die Streokongen vom Punkte (a, b) aus sollen ebenso behandelt 
werden. Bier liefert die Gleich'Ung einer Bahnkurve 'Una ihre Parameter-

*) Besser wird hier ond in den Formeln fiir die gegensinnigen Dehnungen, 
e benso 15, Zus. 5 t duroh t V a 1\ + b B ersetzt. V gi. 23. 
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darstellung nicht Vl1lZig dasselbe, d. i. nicht alle Punkte der Bahnkurve, wenn 
diese durch ihre Gleichung erklart wird, konnen wirklich bei der Transformation 
erreicht werden. Schon bei den Dzehungen in Zus. 12 kommt derselbe Um· 
stand vor. Der Leser mache sich das sorgfa1tig klar! 

15. Bahnkurven bei den eingliedrigen Gruppen in 14, Zus. 7, 8. 
16. Ort. der Mittelpunkte aller Drehungen, die P in pI verwandeln (P sol1 

nicht zu pI parallel sein). 
17. Bei einer Drehung gehe Pin P' und Q in Q' iiber. Die Figur der 

vier Punkte soIl beschrieben werden. (Die reeHen Punkte P und Q sollen ge
trennt sein). Der Drehungsmittelpunkt solI gezeichnet werden (Zus. 16). Wann 
ist die Bewegung P-+P' , Q-+Q' eine Schiebung? Wann eine Umwendung? 
vgl. 14, Zus. 19. Wann kann die Transformation P-+P' , Q-+Q' keine Be
wegung sein? (Vorsicht!) Synthetische Behandlung! Zeichnungen! 

18. Welche Bedingungen sind erforderlich, damit die Trp.nsformation 
P -+- P', Q -+ Q' • eine U mlegung !lein kann? Wann ist sie dann insbesondere 
eine Spiegelung? Die-Umlegungsachse soll gezeichnet werden (14, Zus.20). 

19. Bei diesen Transformationen soll zu einem dritten beliebig vorge
gebenen Punkt R der transformierte Punkt R' gezeichnet werden. Die Um
legung ersetzt man dabei be quem durch eine Schiebung und die Spiegelung 
an der Umlegungsachse. Vgl. 14, S.50. 51. 

Diese Dbungen sind vor aHem solchen Lesern zu empfehlen, die bei Be
trachtung der Bewegungsformeln sich noch nicht ganz vom Gedanken an eine 
Transformation des Koordinatensystems frei machen konnen. V gl. 15, Zus. 2. 

20. Zeige, daB im Ra die folgenden Transformationen eine Gruppe bilden: 
(oc8 +ocl+ocl +1X1)x' = (oc8 + oc: -oc: -ocl)x+ 2(OC1OC2 +lXolXs)y+2 (1X1 IXa -1Xo~)Z 
(oc8+oc:+ocl+ocl) y' = 2(oc1 ~-OCOO(3)X+(ocg-oc:+oc: -ocl)y+2(~1X3+lXoIX1)Z 
(r4 +ocl +1X22 + ocl) z' = 2 (oc1 lXa +oco()(2)x+2 (OC21Xa ~ lXolX1)Y + (1X8 -lXi - ocl + IXI)z. 

Hierbei ist x = Xl' Y = x2' Z = Xa gesetzt. 
Diese Formeln liefern die "Drehungen" um den Punkt (0,0,0). 

17. Reelle Deutung imaginarer Punkte. Der Zusammenhang 
zwischen den vier Ecken eines Elementarvierseits allgemeiner Art 
wird durch die Formeln 11, (19) vermittelt. Wir verlangen jetzt, 
daB zwei gegenuberliegende Ecken konjugiert komplex sein sollen: 
(~1' 1]1) = (~, 1]), (~2' 1]2) = (~, 'i}). Dann werden die beiden andern 
Ecken reell, fur sie erhii.lt man 

2 xr = (~ + ~) - i ('i} - 1]) 
2 Yr = ('i} + fJ) + i (~ - ~). 

Es.. ist jetzt (xz' yz) der zu (~, 1]) linksparallele reelle Punkt, und 
(xr' Yr) der zu (~, fJ) rechtsparallele reelle Punkt. Beide bestimmen 
umgekehrt wieder eindeutig den Punkt (~, 1]): 

I (49) 2 ~ = (xr + xJ + i (Yr - Yz), 21] = (Yr + Yz) - i (xr - Xl)· 

Dabei ist aber ihre Reihenfolge wesentlich. .Andert man diese 
ab, vertanscht also die Indizes lund r, so liefert das System (49) 
den konjugiert komplexen Punkt (t'i}). 
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Es ist also mogIich, zu erklii.ren ("Abbildung I"): 
Erklarung. Al, ,.eelles Bild des komplexen Punktes (~, 'I}) be

zeieknen wi,. den Pfeil, dessetl ,.eeller Anfangspunkt zu (~, 'I}) linksparalld 
und dessen reeller Endpunkt zu (~, 'I}) recktsparallel ist. 

Der Pfeil dient urut nur als Hilfsmittel, die ReihenfoIge der 
beiden reellen Punkte (xl' 1IJ und (xr' 1Ir) anschauIich zum Ausdruck 
zu bringen. Entgegengesetzte Pfeile gehoren zu konjugiert kom
plexen Punkten. Wird der komplexe Punkt (~, 'fJ) reell, so fallen 
Anfangspunkt und Endpunkt des Pfeiles in ihm zusammen ("Null
pfeil"). Das reelle Bild eines reellen Punktes ist daher in gewissem 
Sinne er selbst. 

Da es jetzt auf ReaIititsfragen ankommt, so miissen wir reelle 
Parameter z8.hlen (16, S. 58) und sagen: es gibt 00' komplexe Punkte 
und ebensoviel Pfeile, denn es gibt 00" reelle Punkte. Eine gerade 
Pinie hat dann 00 9 komplexe Punkte. AlB reelles Bild einer geraden 
Linie erh8.lt man also eine Schar von 00' Pfeilen, die jetzt naher 
zu untersuchen iat. 

Die komplexe Gerade sei ax + by + e = O. Nach (49) ist dann 
fUr jeden ihrer komplexen Punkte (~, 'I}) 

a{Xr + Xz + i(Yr -Yz)} + b{yr+ 11,- i(xr - XJ} + 2 e= O. 

Diese Gleichung ist, da in ihr sowohl reelle als auch komplexe GroDen 
vorkommen, mit den folgenden beiden aquivalent 

{ (a - ib)(xr + iyr) + (a + ib)(x,- iy,) + 2e = 0, 
(50) (a + ib)(xr - iyr) + (li - ib)(xz + iyJ + 2 c = O. 

Man erkennt sofort das Sonderverhalten der Isotropen. 

Fur Iinksisotrope Gerade Fur rechtsisotrope Gerade 
(a - ib = 0) liiJlt sich (x" 'II,) ein- (a + ib = 0) liiJlt sich (xr' Yr) ein
deutig berechnen und wird zum deutig berechnen und wird zum 
reellen Punkte der Geraden. Der reellen Punkte der Geraden. Der 
Punkt (xr' yr) bleibt ganz unbe- Punkt (Xl'1IJ bleibt ganz unbe-
stimmt. stimmt. 

Satz 1. Die 00 9 Bildpfeile . Satz 2. Die 009 Bildpfeile 
der komplexen Punkte einer links- de,. komplexen Punkte einer reekts
isotropen Geraden haben slimtliek isotropen Geraden kaben samUiek 
denselben Anfangspunkt, den reellen denselben Endpunkt, den reellen 
Punkt der Geraden. Punkt de,. Geraden. 

Noch anders konnen wir sagen: 
Satz 3. Die Bildpfeile zweier 

linksparalleler Punkte haben den
selben Anfangspunkt. 

Satz 4. Die Bildpfeile zweier 
recktsparalleler Punkte kaben den
selben Endpunkt. 
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Jetzt kehren wir zu unsern beiden Gleichungen (60) zuriick, 
die als System fiir die beiden Unbekannten x,. und 11,. aufgefa.Bt 
werden konnen. Von den flinf Frulen 3, 3 bnn, da jetzt a' + b' + 0 
sein soIl, nur noch der erste eintreten. Man findet 

{ (a -ib)(a+ib}x,.=(bb - aa)x,-(ab+ba)y,- c(a+ib) -c(a- ib) 
(a-ib) (a+ib)y,.=-(ab+ba)xl+(aa-bb)y,+ic(a+ib)-ie(a-ib). 

Hierdurch lii.Bt sich zu jedem (XI' yz) eindeJltig ein (X,., Yr ) be
stimmen und umgekehrt. Die Formeln (61) liefern also eine Trans
formation, und zwar, wie man durch Vergleichung mit 13, (29b) oder 
Zus. 6 erkennt, eine reelle gegensinnige. Dehnung. 

Satz 5. Die 00' Bildpfeile der komplexen Punkte einer aniso
tropen Geraden ,werden erhaZten, wenn man bei einer gewissen reellen 
gegensinnigen Dehnung jeiJen ursprunglichen Punkt als An(angspunkt, jeden 
transformierten Punkt ala Enilpunkt eines Pfeiles nimmt. 

Die Eigenschaften der gegensinnigen Dehnungen kennen wir 
bereits. Nach 14, Zus.13 hat eine gegensinnige Dehnung, die nicht 
gleichzeitig Umlegung ist, einen einzigen Ruhepunkt. Ale solcher 
erweist sich der reelle Punkt der Geraden ax + by + c = O. Flir 
diese ist dann ab - ba + 0, d. i. sie ist nicht zur konjugiert kom
plexen Geraden parallel. 

1st zweitens unsere Dehnung eine nichtinvolutorische Umlegung, 
so gibt es keinen Ruhepunkt. Die Gerade ax + by + c = 0 ist dann 
zur konjugiert komplexen Geraden parallel. Sie besitzt keinen reellen 
Punkt (imaginii.re Gerade von reeller Richtung, 0, Zus. 3). 

Die Umlegungsachse heiBt (vgl. 14, S. 48) ax+by+l(c +c)=O; 
(a = a, b = b); sie iet eine reelle Parallele zur imaginii.ren Geraden. 

Endlich kann noch die Dehnung zu einer involutorischen Um
Iegung, also zu einer Spiegelung werden. Die Gerade ax + by + c = 0 
faIit dann mit der konjugiert komplexen zusammen, ist also reell 
und zugieich Spiegelungsachse. 

Wir stellen zusammen: 
Linksisotrope. 
Rechtsisotrope. 

Anisotrope Gerade mit einem 
einzigen reellen Punkte. 

Imaginii.re Gerade von reeller 
Richtung. 

Keine Transformation. 
Keine Transformation. 

Reelle gegensinnige Dehnung, die 
keine Umlegung ist. 

Nichtinvolutorische U mlegung. 

Reelle Gerade. Spiegelung. 

Jefzt sind wir in der Lage, alle unsere Satze der Geometrie im 
komplexen Gebiet, soweit sie sich aUf Punkte und geraiJe Linien bezieken, 
reell anschaulich zu deuten. Damit ist ein Weg gegeben, die Geome-
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trie des komplexen Gebietes der synthetischen Methode zu er
schlieBen. Wir kommen in den tTbungen darauf zuriick. 

Um die Stellung der bisherigen Ausfiihrungen im Sinne von 
15, 16 zu zeigen, beweisen wir folgenden Satz: 

Sa tz 6. Fuhrt eine 1'eelle gleichsinnige Dehnung die Punkte (xl' Yz), 
(X,., y,.), (e,1]) der Reihenach in (x;, YO, (x;, Y;), W,1]') uber,. so ist 
der Pfeil (x{, YO -+ (x;, y;) dann und nu1' dann das reelle Bild des kom
plexen Punktes W,1]'), wenn de1' Pfeil (xl' yz) -+ (X,., y,.) das 1'eelle Bild 
des komplexen Punktes (e, 1]) war. 

Wir erinnern daran, daB die Punkte (xl' Yz), (X,., y,.) reell sind, 
der Punkt (e, 1]) aber imaginar sein darf. Die gleichsinnige reelle 
Dehnung sei durch 13, (29a) gegeben (p = p, q = q, "1 = 1'1' 1'2 = 1'2)' 
Dann wird 

x; + x{ = p (X,. + Xl) - q (y,. + Yl) + 2 r1, 
y; + y{ = q (X,. + Xl) + P (y,. + Yl) + :3 1'2' 
y; - y{ = q (X,. - Xl) + p (y,. - Yl)' 
X; - x{ = p (X,. - Xl) - q (y,. - yz). 

Hieraus foIgt 
x;+x{+i(y;-y{) = p{x,.+xl+i(y,.-Yl)} - q {Y,.+Yz-i(x,.-x,)}+21'1 

y;+yz' -i(x;-x{) = q{x,.+xZ+i(Yr - Yz)} +p{y,. +y,-i(x,.-xz)}+2r2 • 

Aus (49) ergibt sich jetzt 
x; + x{ + i (y; - yn = 2 {p e - q 1] + 1'1 } 

Y; + Y: - i (X; - xl) = 2 {qe + P1] + 1'2}, 
oder nach Voraussetzung 

x; + x{ + i (y; - y{) = 2 e', y; + y{ - i (x; - xt) = 21]'. 

Hiermit ist gezeigt, daB der Zusammenhang zwischen kom
plexen Punkten und ihren reellen Bildpfeilen durch reelle gleich
sinnige Dehnungen nicht zerstort wird, und zugleich dargetan, daB 
unsere tTberlegungen "in die Geometrie de1' 1'eellen gleichsinnigen Deh
tlungen gehoren. Gegeniiber den Transformationen dieser Gruppe 
sind daher gleichzeitig die geraden Linien klassifiziert. Wir wollen 
aber den KlassifizierungsprozeB besonders durchfiihren und kano
nische Vertreter aufstellen. 

Da eine reelle Dehnung reelle Punkte wieder in reelle Punkte 
iiberfiihrt (15, 3), so richten wir unser Augenmerk auf die reellen 
Punkte der zu klassifizierenden geraden Linien, deren Gleichungen 
wieder als ax + by + c = 0 gegeben seien. Ein reeller Punkt einer 
Geraden liegt aber gleichzeitig auf der konjugiert komplexen Geraden. 
Es ist also das Gleichungssystem zu betrachten 

ax + by + c = 0, lix + by + c = O. 
Von den fiinf FiiJlen 3,3 konnen nur die ersten drei eintreten. 
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a) ab - bit =1= O. Die Gerade besitzt einen emzlgen reeHen 
Punkt. Dieser kann nach 15,3 auf 00 2 Arlen in den Punkt (0,0) 
iibergefiihrt werden. Dann lautet die Gleichung der Geraden 
a1 x + b1 y = 0, wo a1 b1 - al bi =1= O. Wegen dieser Ungleichung 
darf weder a1 noch b1 verschwinden, so daB bl wegdividiert werden 
kann.: y = mx (m =1= m). Von nun ab sind nur noch solche reeHen 
gleichsinnigen Dehnungen zuliissig, die den Punkt (0/0) in Ruhe 
lassen (14, Zus. 5). Diese schreipen wir so: 

(pt + qll)X = px' + qy', (p~ + q\l)y = - qx' + py'. 

Das gibt 
y' = (mp + q) x': (p - mq). 

Reell bnn der Faktor von x' nicht gemacht werden; wohl 
aber rein imaginiir (vgl. 1, Zus.). Rier kanh zunachst mil = -1 

sein, so daB eine der beiden Isotropen durch den Punkt (0/0) vor
liegt. Der Fall kann als erledigt gelten. Daraus folgt aber gleich
zeitig, daB der Faktor von x' fUr anisotrope Gerade nicht gleich 
+ i oder - i werden kann. Alle iibrigen rein imaginaren Werte 
Pi (fJ = P, P (P \I - 1) =1= 0) wiirden zulassig sein. Dazu setzt man 

p = (1 + mifi) t, q = ({3i - m) t, (t =1= t =1= 0). 
Dann wird p II + q9 = til (1 - {31l) (1 + m 2) =1= 0, und nun ist nur 
noch dafiir zu sorgen, daB p und q reell werden. Dazu geniigt es, 
P gemiB der Gleichung zu w~hlen 

2 {3 : 1 + {31l = i (m - m) : 1 + mm, 
die stets zwei reeHe LOsungen hat, die von 0 und ± 1 verschieden 
sind. Nachweis! 

{3) ab -ba = 0, aber nicht gleichzeitigbc -ob = 0, oa - ae = O. 
Die "'Gerada besitzt keinen reeHen Punkt. Das Verhaltnis a: b ist 
jetzt reell. Befreit man also notigenfalls die Gleichung ax+by+c=O 
von einem gemeinsamen imaginaren Faktor, so darf man voraus
setzen a = a, b = b, 0 =1= e. 

Die reeHe gleichsinnige Dehnung 

iCc -c)·e' = 2 b~ - 2 a1]+r, iCc -c) 1]' = 2(a~ + b1] +c)+o - c 
fiihrt jetzt, wie auch r gewii.hlt werde, die Gerade ax + by + c = 0 
iiber in t]' + i = O. 

r) a: b : C = a: b: c. Die Gerade besitzt 00 I reeHe Punkte, ist 
also reell. Wir dorfen annehnien, daB auch die einzelnen Koeffi
zienten a, b, c reell sind. Die reelle gleichsinnige Dehnung 

8e=b~-a'1+r, 81]'=a~+b1]+c (8=1=0) 
fiihrt, wie auch l' uud 8 gewahlt werden, die Gerade iiber in t'/' = O. 
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SOInit haben wir folgende Tafel: 

Geometrie der reellen gleichsinnigen Dehnungen. 

Komplexe Gerade. ax + by + c = o. 
I. a 2 + b 2 -+ o. AniBOtrope Gerade. 

1. ab -ba + o. Imaginare Gerade mit reellem Punkt. 00'. 

001 Klassen. y = ifJx, (fJ = t + 0, + + 1). 
2. ab - ba = 0, ohne daB a: b: c =a: b : c. Imaginare Gerade 

ohne reellen Punkt. 003 • Eine Klasse. y = - i. 
3. a:b:c=a:b:c. Reelle Gerade. oo'.!. Eine·Klasse. y=O. 

II. a II + b \l = O. Isotrope Gerade. 
4. a - ib = O. Linksisotrope Gerade. 

y= -ix. 

'.! 00 . Eine KIa sse. 

5. a+ib = O. Rechtsisotrope G3rade. 00 2. Eine Klasse. 
y=ix. 

Damit sind die fiinf oben behandelten Typen (S. 73) wiedergefunden. 
Die Gleichungen der kanonischen Geraden nennt man auch wohl 
Normalformen. Eine gewisse Schwerfiilligkeit in den letzten Entwick
lungen verweist auf das zweite Kapitel, wo wir derarlige Dinge be
quemer zu handhaben lemen werden. 

Wir wollen noch kurz die Punktepaare charakterisieren, indem 
wir nach der Art der sie veroindenden Geraden fragen. Es handelt 
sich jetzt also immer urn getrennte Punkte. 

(4.) Die Bildpfeile zweier Punkte, die durch eine linksisotrope 
Gerade v:erbunden werden konnen, haben denselben Anfangspunkt 
("divergente" Pleile). 

(5.) Die Bildpfeile zweier Punkte, die durch einerechtaisotrope 
Gerade verbunden werden konnen, haben denselben Endpunkt ("kon
vergente" Pfeil e) . 

(3.) Die Bildpfeile zweier Punkte, die durch eine reelle Gerade 
verbunden werden l«mnen, sind parallel-isometrisch, d. i. sie sind pa.r
allel und ihre Endpunkte haben denselben Abstand, me ihre An
fangspunkte (doch brauchen die beiden Pfeile nicht gleioh lang zu 
sein). (Ein Ausna.hmefall!) 

(2.) Die Bildpfeile zweier Punkte, die durch eine ima.ginare Gerade 
von reeller Riohtung verbunden werden konnen, sind schief-isometrisch. 
Die Isometrie ist wie vorhin zu erkla.ren; die Pfeile brauchen jetzt 
aber nicht mehr par8.Ilel zu sein; sind sie es, so liagen sie schief, 
d i. nicht senkrecht zur Verbindungsgeraden ihrer Mitten. 

(1.) Die Bildpfeile zweier Punkte, die durch eine Euklidisohe 
imaginare Gerade mit reellem Punkt verbunden werden konnen, sind 
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atti8ometrisclt. Daruilter soIl verstanden werden, daB keine der vor· 
hergena.nnteri ner Besonderheiten- auftritt. 

Bemerkenswert ist noch die Pfeilfigur, die den Ecken eines 
Elementarvierseits entspricht. Hat· dieses vier getrennte Ecken, so 
bilden die vier zugehOrigen Pfeile, die zu je zweien abwechselnd 
konvergent und divergent sind, ein Viereck; wir geben zwei Bilder, 
deren zweites erraten laBt, was in den beiden (drei) Grenzfillen 
aWl der Figur wird. Fall, daB reelle Ecken vorkommen! 

Abb.6. Abb.7. 

Es ist noch auf andere Weise moglich, komplexen Punkten 
reelle Pleile zuzuordnen (18, Zus. 6). Die hier beschriebene reelle 
Abbildung bezeichnet E. Study als erste; der reelle Pfeil P'-+Pr 

heiBt das 6rste reelle Bild· des komplexen Punktes. 

Die beiden reellen Endpunkte des zum komplexen Punkte P gehOrigen 
Bildpfeil8 seien P, (Anfangspunkt) und Pr (Endpunkt). Dadurch wird es mog
lich, sich sprachlich kiirzer auszudriicken; femer sei in den folgenden Ubungen 
a=ii, 'r=i. 

1. Die reelle Gerade 1/ = O. Parameterdarstellung: ~ = 11 + i'r, '1 = O. 
00· Pfeile mit 00' Anfangspunkten re,=I1, 1/1=-1" nnd 00' Endpunkten 
rer = 11, 1/r = I" • Transformatio!!. Il'r = re" 1/r = -1/" Die 00· Pfeile sind zuein· 
ander paarweise paraUeZ iSOflietrisch. Abb. 8 zeigt fiinf Punkte einer reellen 
Gemen, und einen Punkt, der _ der Geraden nicht angehort. Diese Punkte 
sind simtlich imaginir. Au.8erdem -zeigt die Figur noch, wenn man will, 
00 1 reelle Punkte der Geraden. 

2. Die linksisotrope Gerade 1/ = -ilD. Parameterdarstellung: ~ = a+i-r, 
'I "",,-ia. 00' Pfeile mit 00· Endpunkten rer =211, 1/r=2'r, die alle den
elbon Anfangspunkt re,=O, y,;;:::O beBitzen, den reellen Punkt von y=-ire. 
Kame Transformation. Die 00' Pleile sind zueinander paarweise rlit76f'gent. 



78 Erste8 Kapitel. 17. 

Abb. 9 zeigt vier Punkte der Geraden, und einen Punkt, der ihr nioht ange
hart. AuBer diesen imaginiiren Punkten iet nooh der reeIle Punkt der Geraden 
aus der Zeiohnung zu ersehen. 

Abb.8. Abb.9. 

3. Die rechtsisotrope Gerade y = i x . Parameterdarstell ung: ~ = (] + i ~ , 
'fJ = -l' + i (] . 00 9 Pfeile mit 00 ~ Anfangepunkten XI = 2 (J, 'YI = - 2 l', die alle 
denselben Endpunkt x, = 0, Yr = 0 besitzen, den reellen Punkt von 1/ = ix . 
Keine Transformation. Die 00 11 Pfeile sind zueinander paarweise konvergent. 
Abb. 10 zeigt drei imaginare Punkte der Geraden (nnd 1) sowie einen imagi
naren Punkt, der der Geraden nicht angehort. 

\~E 0 

Abb. 10. 

4. Die imaginare Gerade von reeller Riohtung y + i == O. Parameter
darste Hung: ~ = (J + i l', 'fJ = - i . 00 \I Pfeile mit 00 I Anfangspunkten XI = 11- 1, 
YI = - f nnd 00 2 Endpunkten X, = a + 1, Yr = 1'. Die nichtinv.olutori!lche Uro-

Abb. 11. 

legung ~r = XI + 2, Yr = -YI erhii.lt man, indem man zuerst an der reellen 
Pa.rallelen y=O-zuy +i =-G·spiegelt llnd··da.Dn·urn -den konstanten Betrag 2 
verschiebt (vgl. 14, S.50). Die oo~ Pfeile sind pa.a.rweise zueina.nder ,chief 
i8ometri8ch. Drei Anfangspnnkte nnd die zugeborigen drei EDdpankte bilden 
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zwei Dreiecke, die gegtm8innig kongrwmt sind. (Grenzfall!) Abb. 11 zeigt fiinf 
imaginare Punkte der Geraden. 

5. Die imaginare anisotrope Gerade "l1on imagindrer Richtung" y =i 1I:r; (fI = P 
+ ± 1, + 0). Parameterdarstellung: ~ = 0 + i r, '1 = II ( - r + i 0). 00 I Pfeile 
mit 00 9 Anfangspunkten :r;, = 0 (1 + II) , y, = - r (1 +,8) und 00 I Endpunkten 
:r;r = 0 (1 - ,8), Yr = r (1- ,8) . Die gegensinnige Dehnung heil3t :r;r = r :r;" 
Yr = -rYz. wo r = (1 -,8): (1 +,8). Der einzige Ruhepunkt ist der reelle Punkt 
(0, 0) der' Geraden. . Die 00 I Pfeile sind zueinander paarweise anisometrisch.. 
Drei Anfangspunkte und die zugehorigen drei Endpunkte bilden zwei Dreiecke, 
die gegensinnig ahnlic1i, aber nicht gegensinnig kongruent Iilind. Abb. 12 zeigt 
den reellen Punkt und drei imaginare Punkte der Geraden. 

6. J'etzt werde die Aufgabe gelost, zwei komp!e:z;e Pu.nkte P unll Q zu 
verbintlen. Darunter soIl verstanden werden die Konstruktion aller Punkte 
der Verbindungsgeraden. Dabei haben wir also eine Art von geometrischer 
Parameterdarstellung zu leisten. Wir bringen demgemiB die Verbindungs
gerade PQ zum Schnitt mit allen dazu geeigneten Isotropen (vgl. 9, Zus. 1). In der 

Abb. 12. 

Spraohe der Geometrie des reellen Gebietes heiSt daB: Es'soll ein Pfeil ge
sucht werden, von dem ein Begrenzungspunkt vorgeschrieben ist, und der zu zwei 
getrennten Pfeilen in einer gewissen Beziehung steht (Isometrie, Divergenz 1ISW.). 
Trivial ist die LOsung, wenn die Pfeile P, _ Pr und Q,_ Qr konvergent oder 
divergent sind. Bind sie parallel isometrisoh, so hat man jeden Punkt R,(8r ) 

an der Verbindungsgeraden ihrer Mitten zu spiegeln und erhalt dann Rr (8,). 
Sind P,-Pr und Q,-Qr schief isometrisoh, so bestimmt R, mit P, 

und Q, zusammen ein Dreieck. Zu ihm gibt es ein einziges gegensinnig kon
gruentes Dreieok, in welchem die Ecken Pr und Qr den Punkten P, und QI 
zugeordnet sind. Die dritte Eoke ist dann Br. Die Konstruktion behilt ihren 
Sinn, wenn R, auf der Geraden P,Ql liegt. Entsprechend hat man'vorzugehen, 
wenn 8r gegeben ist, um 8, zu linden. 

. Der ~llgebleine Fall, wo P, _ Pr und Q, _ Qr anisometris?h sind!, bedarf 
kemer welteren Erlii.uterung; an Stelle der Kongruenz tritt ]etzt dIe Ahn
Hohkeit der Dreiecke P,Q,R, und PrQrRr • 

7. Eine besonders einfaohe Anwendung ist die Aufgabe: Eine Streoke Zu 
halbieren. 1st namlich M die Mitte von PQ, so ist auoh M/ die Mitte von 
P, Q, und Mr die Mitte von PrQr' Man zeichne die Mitte fur 

a) zwei konvergente Pfeile (fiinf Fille); b) zwei divergente Pleile; 
0) zwei parallel isometrische Pfeile (sechs Fille); d) zwei sohief isometrisohe 
Pleile; e) zwei anisometrische Pfeile. 
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Wann haben zwei komplexe Punkte eine reelle Mitte f Figur der zuge
bOrlgen Pfeile! 

8. Mit Hilfe der im Texte (Abb. 6, 7) gebrachten reellen Hildfigur der 
Ecken eiDes Elementarvierseits kann man jetzt einen komplexen Punkt an 
einer anisotropen Geraden spiegeln. Die in 10 angegebene Konstruktion 
fiihrt im FaIle einer reellen Geraden zur reelleD Figur in Abb. IS. Man 
aohte genau auf die ReThenfolge der Begrenzungspunkte der Pfeiie, die zu 
Punkt und Spiegelbild gehOreD. Damit lassen sich ~er aU!, reelZen Bewegwngflfl, 
una Umlegungen fur kom~e Punkte konstruieren, da sich diese durch Zu
salllJ6ensetzung von Spiegelungen an reellen Geraden erzeugen lassen. 

9. Wesentlich an der Spiegelung ist das folgende: es sollen von einem 
Elementarvierseit zwei gegeniiberliegende Eoken einer vorgegebenen Geraden 
angebOren. Daraus ergibt sioh leioht im Falle der Abb. 11, wo die Spiege
I ungsaohse imaginar mit reeller Richtung ist, eine Anzahl von Spiegelbildern. 

Abb. 13. 

(Vorsicht bei der Unterscheidung der Anfanga- und Endpunkte der Bildpfeile!) 
Besohreibe die Pfeilkonstruktion, ebenso im FaIle, daB die Spiegelungsachse 
imaginar von imaginarer Richtung iat. Sodann leannen siimtliche komplexe Be
wegungen und Umleguingen rlleU konBtruierl werden. 

10. Konstruiere die Umwendung um einen Punkt. Zwei FaIle, je nach
dem der Umwendungsmittelpunkt imaginar oder rooll ist. 

11. Jede Sohiebung kann auf 00 1 Arten durch Zusammensetzung von 
zwei Umwendungen erhalten werden (U, Zus. 4). Konstruiere daraus eine ima.gi
nare Sohiebung und dann eine roolle Schiebung. Zeige, daB bei einer reellen 
Schiebung eines komplexen Punktes auch Anfangspunkt und Endpunkt des 
Bildpfeils eine Schiebung erleiden. Entsprechendes gilt fiir eine komplexe 
Sohiebung. Worln liegt der Unterschied zwischen reellen und komplexen 
Sohiebungen f 

12. Driioke das Abstandaquadrat zweier komplexen Punkte vermoge der 
Bildpfeile aus. Zeige, daB der Abstand im allgemeinen imaginar ist. 

18. Abstrakte Koordinatengeometrie. . .. " W orauf es ankommt, 
ist die Einsicht, daJ3 neben der iiblichen ,analytischen Geometrie', 
der Kartesischen Koordinatengeometrie der Lehrbiicher, noch eine 
andere moglich ist, die wohl noch e~er den N amen analytische Geo
metrie verdient; eine Art der ,Geometrie', die sich von jener nicht 
im Gedankeninhalt, wohl aber in der Art ihres Aufbaues unter-
8cheidet. Diese Art von Geometrie namlich," oder wenn man das 
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Wort Geometrie hier vermeiden will, dieses System mathematischer 
BegrifIe, bedarf namlich zu seiner Herleitung nur gewisser BegrifIe 
der Analysis, zu der es demnach gehort, und von der es einen Be
standteil bildet; wohingegen die gewohnliche analytische Geometrie 
aufJer der Analysis (oder Bestandteilen von ihr) auch noch das 
(Euklidische) System der Elementargeometrie zur Voraussetzung hat. 

Sehen wir uns den Aufbau der Koordinatengeometrie in irgend 
einem Lehrbuch an, so finden wir iiberall, daB gewisse geometrische 
BegrifIe, wie Punkt, Gerade, Ebene, Rechtwinkligkeit und Anderes 
als schon bekannt angenommen werden: Diese werden, wir wollen 
nicht untersuchen mit welchem Rechte, der Geometrie der Alten 
entnommen, wie sie auf unseren Schulen gelehrt wird. 

Fiir den in die Koordinatengeometrie Eindringenden handelt 
es sich nun zunachst darum, den genannten, fertig mitgebrachten 
BegrifIen andere, ebenfalls schon fertig bereitstehepde BegrifIe, solche 
der Analysis, zuzuordnen. So wird dem Punkt ein System von zwei 1) 
Zahlen, das Paar seiner ... Kartesischen Koordinaten gegeniiber
gestellt; dieses Paar dient als ~nalytisches Aquivalent oder Bild des 
Punktes. Ebenso wird eine Gerade, wie man sagt, dargestellt durch 
eine lineare Gleichung zwischen den Koordinaten eines Punktes: 
Diese Gleichung ist das analytische Bild der Geraden. Und so weiter: 
Der ganze Inhalt der Elementargeometrie wird in eine andere Sprache, 
die Sprache der Analysis ubersetzt ..• 

. . . Um das geschilderte System der Geometrie von dem nun
mehr zu skizzierenden bequem unterscheiden zu konnen, wollen wir 
es ala konkrete (Euklidische) Koordinatengeometrie bezeichnen. Konkret 
nennen wir es, wiewohl es im Grunde doch abstrakt ist, weil es 
uberall, sei es direkt, sei es durch Vermittlung der Anschauung, 
auf den Raum der Erfahrung Bezug nimmt; das nun zu skizzierende 
System aber solI im Gegensatz dazu abstrakte (Euklidische) Koordi-
natengeometrie heiBen. . 

Zu diesem zweiten System gelangen wir nun von der Bemer
kung aus, daB jene Formeln der Analysis, die Punkten, Geraden usw., 
wie wir gesagt hatten, als Bilder dienen, eine Welt fur sich sind. 
Eben weil sie der Analysis angehoren, nehmen sie an deren Vorzug 
teil, von aller Erfahrung unabhatlgig. zu sein. .. So wenig der Zahl
begrifI abhangt von der Existenz von Apfeln und Niissen, an denen 
wir vielleicht einmal zu zahlen gelernt haben, ebensowenig hat man 
zur A ufstellung jener Formeln Figuren odet Modelle. . • notig . . . 

1) Wir haben einzelne Worte abiindern miiBBen, weil da.s Zitat sich auf 
den Raum, wir uns aber auf die Ebene beziehen. 

Bee k, Koordlnatengeometrie der Ebene. 6 
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Wenig zweokmaBig wiirde es allerdings sein, wollte man bei 
Ausfiihrung des hiermit gegebenen Gedankens soweit gehen, auoh 
die einfaohe und suggestive geometrisohe Te-rminologie zu vermeiden. 
Man wiirde sioh dann vor die Alternative gestellt finden, entweder 
fortwahrend unertraglioh sohleppende Redewendungen zu gebrauohen 
oder eine ganz neue, notwendig sehr willkiirliohe Terminologie aus
zubilden. Beides ist unnotig, es geniigt, die vorhandene Termino
logie zu benutzen und sie auf eine solohe Art zu erklaren, daB der 
Sinn von Worten, wie Punkt, Gerade, nioht sohon als gegeben gilt. 
Man wird also zum Beispiel nioht mehr sagen diirfen: ,Ein Punkt 
wird duroh ein System von zwei Zahlen (x, y) dargestellt' oder ,es 
wird ihm dieses Zahlenpaar zugeordnet', sondern man mua in der 
zu erklii.renden abstrakten Koordinatengeometrie sagen: 

Das System jener zwe-i Zahlen ist der Punkt. 

Der aus den Koordinaten zweier Punkte (Xl' Yl)' (XII' Y2) 
gebildete Ausdruck 

(Xl - X2)2 + (Ul - y2)2 
heijJt Entfernungsquadrat ... Die Transformation 14, (33a) heijJt 
Bewegung usw. l ) 

Nunmehr konnen wir die analytisohe Disziplin, die wir als ab
strakte Euklidisehe Koordinatengeometrie bezeiohnen wollen, in der ge
wiinsohten Weise definieren, namlioh ohne alle Beziehung auf irgend
e-ine Erfahrung oder Ansehauung ... 

. . . Evident sind die groBere Allgemeinheit der abstrakten Ko
ordinatengeometrie und die gleiohartige Behandlung des Gleioh
artigen, die. in der konkreten Koordinatengeometrie mit ihrer immer
wahrenden Verweisung auf die Anschauung durohbroohen wird . . . 

. . . Wie die Analysis ohne Einfiihrung imaginarer GroBen prak
tisoh nioht auskommen kann, so kann auoh die Geometrie, wenn sie 
nieht in den ersten Elementen steeken bleiben will, der sogenannten 
imaginaren Figuren (Punkte usw.) nioht entraten. Diese aber 
haben den auf die ,Ansohauung' eingesohworenen Geometern von 
jeher die groBten Sohwierigkeiten geboten. Eine Folge davon ist, 
daB die meisten Verfasser von Lehrbiichern der analytischen (wie 
der synthetischen) Geometrie auf Das verziohten, was doch auoh sie, 
wenn sie ihre Probleme griindlioh behandeln wollen, als durohaus 
notwendig anerkennen miissen. Andere haben zu Konstruktionen 
gegriffen, die soharfsinnig und fein erdaoht, aber wegen iibermaBiger 
Komplikation zur Unfruchtbarkeit verurteilt sind (v. Staudtsohe 

1) Hier haben wir den Wortlaut der zitierten Stelle erheblich abandem 
mii88en. 
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Theorie des geometrischen Imaginaren). Wieder andere, und es 
sind ihrer nicht wenige, gelangen zu ihrem Imaginii.ren unter Hint
ansetzung aller Logik durch einen salto mortale. 

Diese ganze Schwierigkeit ist nun der abstrakten Koordinaten
geometrie fremd ... " . 

Soweit E. Study in seinem Buche: Die realistische Weltansicht 
und die Lehre yom Raum. (Braunschweig, 1914, Fr. Vieweg und 
Sohn) , S.84-91. 

Wir geben diesem Autor noch das Wort iiber das Verhaltnis 
der abstrakten und konkreten Koordinatengeometrie ~um Erfahrungs
raum (S. 89, 90): 

" Wahrend bei der konkreten Koordinatengeometrie, die, wenn auch 
unter Mitwirkung der Analysis, durch ldealisierung der genannten 
Erfahrungen gewonnen worden ist, eben um dieses ihres Ursprunges 
willen die Moglichkeit einer Anwendung auf den Raum der Erfah
rung von vornherein feststeht, muB fiir die erklarte abstrakte Ko
ordinatengeometrie eine solche Moglichkeit, soweit sie iiberhaupt 
vorhanden ist, nachtraglich ermittelt werden. Es findet sich, daB nur 
im FaIle n = 3 engere Beziehungen von ihr zum empirischen Raume 
vorhanden sind. 

Man hat z. B. eine, wenn auch sehr unvollkommene, Realisierung 
der ,Eben en' Xl = 0, x2 = 0, X8 = 0 in drei senkrecht zusammen
stoBenden Wandflii.chen eines Zimmers; ,Punkte' mit hinreichend 
kleinen, z. B. positiven Koordinaten Xl' x2 , X8 werden annii.hernd 
realisiert als Stellen im Innern des Zimmers. Die Quadratwurzel 
aus dem Entfernungsquadrat von zwe.i Punkten kann mit Hilfe des 
MetermaBes annahernd ermittelt werden; usw. 

DaB nun diese Verschiebung der erkenntnistheoretischen Seite 
unseres Gegenstands einen wirklichen Gewinn bedeutet, erhellt aus 
zwei Oberlegungen. 

Zunachst namlich wird sich nicht leugnen lassen, daB in dem 
historisch iiberlieferten Gedankengang der analytisch-geometrischen 
Lehrbiicher logische und erkenntnistheoretische Momente in sphwer 
iu trennender Weise durcheinander laufen . .. Von unserem Stand
punkte aus aber werden Logik und Erkenntnistheorie reinUch geschieden. 
Das logische System muB in der Hauptsache fertig sein, ehe man 
daran denken kann, Anwendungen davon zu machen.; und darin liegt 
ein heilsamer Zwang zur Einfiihrung strenger Beweismethoden. Der 
Unterschied zwischen unserer abstrakten Euklidischen Koordinatengeometrie 
und ihrer Anwendung auf die uns umgebende Welt ist derselbe wie zwischen 
reiner und angewandter Mathematik uberhaupt. Dag aber die reine 
Mathematik ohne Verquickung mit Anschauung oder Erfahrung ent
wickelt werde, ist eine sonst iiberall anerkannte Forderung. Der 

6* 
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suggestiven Wirkung nicht-Iogischer Momente ist fiir den Erfahrenen 
durch Gebrauch einer geometrischen Terminologie schon geniigend 
Rechnung getragen. 

Zweitens ist es eine Tauschung, wenn man glaubt, daB durch 
den Ursprung der Elementargeometrie aus einfachen Erfahrungen 
deren Anwendbarkeit auf den empirischen Raum schon hinreichend 
gesichert sei. Vielmehr muB auch die konkrete Geometrie sich erst 
noch durch Versuche in groBem MaBstab bewahren; sie bedarf dann 
solcher Erfahrungen, wie sie nur die hohere Geodasie und die Astro
nomie bieten konnen. Diese Wissenschaften konnen nun nicht ohne 
Koordinaten auskommen. Damit werden aber die konkrete Koordi
natengeometrie und die abstrakte in bezug auf ihre Bewahrung an 
der Erfahrung auf gleiche Stufe gestellt, der Vorteil, den die kon
krete Geometrie in dieser Hinsicht zunachst zu haben scheint, wird 
ala illusorisch erkannt." 

1. Gegeniiber Affiniti.i.ten (13, S. 41) gibt es eine Klasse von Punkten, 
gegeniiber reeUen (S. 39) Affiniti.i.ten gibt es deren zwei, die Klasse der imagi
ni.i.ren Punkte und die Klasse der reellen Punkte. Zeige an einem Beispiel, 
daB parallele Punkte durch eine Affiniti.i.t in nichtparallele Punkte iibergefiihrt 
werden k1innen. 1m AnschluB daran zeige, daB in der Geometrie der Affini
t1i.ten (naffine Geometrie") der Unterschied zwischen isotropen und anisotropen 
Geraden verschwindet. Zeige, daB parallele Gerade bei einer Affiniti.i.t immer 
wieder in parallele Gerade iibergehen. 1st die Entfernung zweier Punkte 
gegeniiber Affiniti.i.ten invariant? Haben zwei Punkte iiberhaupt eine Affinitii.ts
invariante? Figuren, die durch Affinitii.ten ineinander iibergefiihrt werden 
k1innen, heiDen zueinander arfin. Sonderfii.lle der Affinitii.tsbeziehung sind die 
Kongruenz und die Ahnlichkeit. Der Rang der Determinante 

y, ! I 
iet invariant gegeniiber Affinitii.ten; diese Determinante iet eine relative Affini
tii.tsinvariante. Bilde absolute Affinitatsinvarianten fiir vier Punkte 1 Haben 
drei Punkte eine absolute Affinitatsinvariante? 

2. Die relative Affinitatsinvariante dreier Punkte Pl (Xl> Yl), PI (x., Y.), 
Pa (x" Y.) 

I Xl 

I x. 
Xs Ys 

heiBt doppeUer Inhalt der Dreiecke P1P.Pa, P'PaPl> PaP1P •. Gib den Inhalt 
der Dreiecke P1PaP •• p.P1Pa• PaP'P1 an. Zeige, daB der Inhalt absolut in
variant gegeniiber Bewegungen ist. Wie ii.ndert er sich bei einer Umlegung! 
Nachteil der Inhaltsformel des Hero (vs(s-a)(s-b) (S-C»)l Aus dieser solI 
die jetzige rationale Formel hergeleitet werden (soweit das m1iglich ist). Man 
zeige am Beispiel P1 (0/0), p. (I/O), Pa (~/rJ) die Abhangigkeit des Vorzeichens 
des Inhalts vom Umlaufssinn. Aus der Invarianz gegeniiber Bewegungen folgt 
dann die Erhaltung des Umlaufssinnes gegeniiber Bewegungen, seine Abanderung 
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bei Umlegungen (Motivierung des Namens Umlegung). - AB OD seien auf
einanderfolgende Ecken eines Rechtecks. Wie groB wird der Inhalt der Figur 
ABDOA? - Parallelogramme von gleicher Grundseite und Hohe sind inhalts
gleich. Man beweist das, indem man jedes Parallelogramm in ein Trapez und 
ein Dreieck zerlegt. Der Beweis muB, wenn er als sachgemaB gelten solI, mit 
dem gleichen W ortlaut alle Falle umspannen. Zeige, daB dazu im Falle eines 
iiberschlagenen Trapezes gewisse Flachenstiicke negativ genommen werden 
miissen. - Ersetze den Beweis durch einen andern, wo man mit lauter posi. 
tiven Inhalten auskommt. 

3. Wir geben eine Parameterdarstellung der isotropen Geraden, die von 
den bisherigen etwas abweicht: 

x-iy=L, x+iy=R. 
Jede linksisotrope Gerade kann durch eine komplexe Zahl dargestellt we,.den, 
und ebenso jede rechtsisotrope Gerade. Wir konnen also kurz von der links
isotropen Geraden Lund von der rechtsisotropen· Geraden R reden. Ihr 
Schnittpunkt hat die Koordinaten 

1 
~=2(L+R), 

Umgekehrt heiBen die beiden Minimalgeraden durch den Punkt (~, t]) 
L'=~-irJ, R=.;+it]. 

Es erweist sich mithin als moglich, dem Punkte (.;, rJ) die Zahlen L, R 
als Koordinaten zuzuweisen. Sie Bollen isotrope Koordinaten heiBen, im Gegen
satz zu den Kartesischen Koordinaten (.;, rJ). Bestimme die isotropen Koordi
naten von 

(0,0), (1, i), (i,I), (i, i), (1, -1), (-1,1), (0,1), (-1,0), (-1, -I)! 

Die beiden Punkte mit den isotropen Koordinaten (L1> 14) und (L2 • R2 ) 

haben das Abstandsquadrat (L1 - L 2 ) (14 - R2). Folgerungen! 
Bedingung fiir rechtsparallele Punkte! Fiir den reellen Bildpfeil PI -- P, 

eines komplexen Punktes (L, R) sind die isotropen Koordinaten 

P/:(L, L), Pr(R, R). 
Die isotropen Koordinaten reeller Punkte sind zueinander konjugiert-komplex. 
Daher gelingt es, einen reellen Punkt bereits durch eine einzige komplexe ZahZ 
darzustellen. Ordnet man so dem reellen Punkte (.;, 1) die komplexe Zahl 
R = ~ + i 1J zu, so hat man die Gaulische Abbildung der komplexen Zahlen 
auf die nZahlenebene". Deren Bedeutung besteht also darin, daB man einen 
reellen Punkt ersetzt durch die Rechtsisotrope, die durch ihn hindurchlauft. 

Gleichsinnige und ungleichsinnige Dehnungen in isotropen Koordinaten! 
Dieselbe Frage fUr Bewegungen und U mlegungen. Charakteristisches der vier 
letzten Formelsysteme! (Dazu stelle man auch die Affinitaten in isotropen 
Koordinaten her.) - Gleichung einer anisotropen Geraden in isotropen Punkt
koordinaten; Gleichung einer isotropen Geraden! Besonderheit! 

4. 1st in aL R + b L + c R + d = 0 der erste Koeffizient a =F 0, so stellt 
diese bilineare Gleichung einen Kreis dar. Wann ist er reduzibel? FaIle a = O! 
Berechne Mittelpunkt (isotrop!) und Radiusquadrat. Wann ist der Kreis reell? 
Auch die Gleichung eines reeUen Kreises iet dann bilinear. Will man von 
ihm iiberdies nur die rllellen Punkte betrachten, so setzt man etwa L = R. 
Dann wird die linke Seite der Kreisgleichung eine Hermitesche Form (5, Zus. 2). 
Wann hat ein reeHer Kreis mehr als einen reellen Punkt? ("indefinite Hermite
sche Formen"). Wann hat ein reeller Kreis keinen reellen Punkt? ("definite 
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Hermitesohe Formen"). F. Klein sprioht im ersten FaIle von einteiZigen, im 
zweiten Falle von nulZteiligen Kreisen. Welohes ist die Gruppe der Elementar
geometrie, in deren Geometrie der Untersohied zwisohen nullteiligen und ein
teiligen Kreisen auftritt? 

Wie hellien die Formeln (a.3 + a.l =1= 0) 
(CCo-ia..) L' = (CCo+ia.a) L - 2 i (a.l -ioeg), (CCo+ia.a)R' = (a.o-ia.a)R+2 i (a.l +ioeg) 
in Kartesisohen Koordinaten? Bedeutung! V gl. 13, Zus. 6. Wann stellen sie eine 
reelle Bewegung dar? - Wie heillt die Spiegelung am Kreise (10, Zus. 2) in iso
tropen Koordinaten? - Der tlbergang von Kartesisohen zu isotropen Koordi
naten hat den Charakter einer affinen Transformation. Genauer Sinn dieser Aus
sage! Wie heillt dri.her der Inhalt eines Dreieoks in isotropen Koordinaten? -
Die isotropen Koordinaten sind in gewissem Sinne naturlicher, als die Karte
Bisohen. Der Untersohied beider Koordinatenarten lallt Bioh fUr die konkrete 
Geometrie so fassen: Man legt duroh den Punkt, dessen Koordinaten ge
suoht werden soIlen, zwei Gerade. Diese werden willkUrlich angenommen bei 
Kartesisohen Systemen (Parallele zu zwei Aohsen): 00 9 Mogliohkeiten; ihre 
Wahl erfolgt naturgemaB bei den isotropen Koordinaten (eine einzige Moglich
keit). Der tlbelstand der isotropen Koordinaten besteht darin, daB reelle 
Punkte nicht immer duroh reelle Koordinaten dargestellt werden. Legt man 
reelle Gruppen zugrunde, so sind also die Kartesisohcn Koordinaten vorzu
ziehen. Erwahnt sei hier nooh, dall auoh die isotropen Koordinaten uber die 
Elementargeometrie hinausweisen; wahrend die Kartesisohen Koordinaten zur 
affinen Geometrie und nioht weiter fiihren, bleibt der saohgemallen Behand
lung duroh isotrope Koordinaten die affine Geometrie verschlossen; dafur 
fiihren sie in einen andem Zweig der Geometrie, der wieder mit Kartesiechen 
Koordinaten nioht saohgemall zu erreiohen iet (zyklisohe Geometrie ·oder Geo
metrie der Mobiussohen Kreisverwandtschaften), vgl. 4:5, Zus. 1. 

5. Abbilclung II. Als zweites reelles Bild des komplexen Punktes (;, 'I) 
erklart E. Studyl) den Pfeil mit dem Anfangspunkt P, und dem Endpunkt Pn 

wo jetzt aber diese abweichend von 17, (48) die Koordinaten haben 
P,: (;+if:l+i, fJ+i17:1+i) Pr : (;-i~:I-i, fJ-i17:1-i). 

Zweites reelles Bild des konjugiertrkomplexen Punktes, e~nes reellen 
Punktes! Von einem imaginaren Punkte sollen zugleioh der erste und der 
zweite Bildpfeil gezeiohnet werden. Welohe Figur entsteht? Dieselbe Frage 
fur einen reellen Punkt. - Der Prozell, vermoge dessen aus dem ersten Bild
pfeil der zweite hervorgeht, wird von Study als Schwenkwng bezeiohnet. Um 
welohen Punkt und duroh welohen Betrag mull dazu der erste Bildpfeil ge
dreht werden? 1st die Sohwenkung eine Drehung? (Vgl. 15, Zus. 1.) Das 
zweite Bild einer reellen Geraden solI duroh Sohwenkung des eraten Bildes 
erhalten werden. Besohreibe die erhaltene Pfeilmannigfaltigkeit. Analytisohe 
Formeln! Dieselben Fragen fiir das zweite BUd einer imaginaren Geraden 
von reeller Riohtung. Anfangspunkte und Endpunkte der Bildpfeile erfiillen 
dann zwei parallele Gerade. Zweites Bild einer Minimalgeraden ist eine 
Drehung. Sinn dieser Aussage! Drehungsmittelpunkt. Drehungswinkel! 
Welohe Eigensohaft besitzen die zweiten Bildpfeile zweier komplexer Punkte, 
deren Abstandsquadrat reell ist? 

Duroh den SohwenkungsprozeB wird aus einer Sohiebung (all' YI)-(aln Yr) 
wieder eine Schiebung P,-Pr , aus einer Drehung, deren Drehungswinkel von 

± i versohieden ist, eine Streokung, die sioh auf die identisohe Transformation 

1) EAK, S.12ft. 
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oder auf eine Umwenduug reduzieren kann. (Wann?) In den beiden Ausnahme
fillen ordnet die Schwenkung der Drehung keine' Transformation zu; ebenso
wenig gehen aus Umlegungen durch Schwenkung neue Transformationen hervor. 

6. Beim Kreise x = a + r cost, y = b +rsin t (r 9= 0) sollen zwei Punkte 
von den Parametem tl und tg (tg 9= tl • mod 2 n) miteinander verbunden werden. 
Wie heiBt die Gleich ung der Verbindungsgeraden? Zeige, daB ein Faktor ab
gespalten werden kann, der mit t2 - tl zugleich verschwindet (aber auch fur 
tg - tl = 0 mod 2 n). Die von diesem Faktor befreite Gleichung stellt eine 
Garade dar, die mit dem Kreise die Punkte tl und tg gemeinsam hat. Das 
ist auch noch der Fall, wenn t2 mit tl zusammenfiHlt; dann ist die Gerade 
Tangente im Punkte tl (8, 3). Wie heiBt die Tangente im Punkte (Xl' Yl) 
des Kreises? Das soeben'skizzierte Verfahren definiert die (eine) Tangente in 
allen Fallen, wo eine Kurve in Parameterdarstellung vorliegt. 

Fall der Ellipse und Hyperbel. (Sinn dieses Ge.gensatzes in den ver
schiedenen Zweigen der Elementargeometrie; er gehort in die reeUe affine 
Geometrie!) Fall der Parabel! 

7. Gesucht ist der Ort aller Punkte P, fUr die das Produkt PA·PB der 
Abstande von zwei festen getrennten Punkten A und B (AB = 2 e) den 
konstanten Wert a 2 besitzt (Cassinische Kurve). Diskussion! Schnittfigur mit 
den Parallelen zu A B !)' Fur a = e .heiBt die Cassiniache Kurve auch Lemnis
lcate. Schnitt mit allen Geraden dureh die Mitte von AB (Vorsicht!). Zeichne 
die Kurve y4 = y2 - X2. 1st sie eine Lemniskate? Ort der FuBpunkte der 
Lote vom Punkte (0, 0) auf die Tangenten der Kurve X2 - y2 = cg • Ort 
der FuBpunkte der Lote von einem festen Punkte eines (irreduziblen) Kreises 
in bezug auf aIle Tangenten ("Cardioide"). Der Gang in den letzten beiden 
Aufgaben ist folgender: 

1. Parameterdarstellung der belmnnten Kurve. 2. Tangente an diesa im 
Punkte t. 3. Lot auf die Tangente vom gegebenen Punkt aus. 4. FuBpunkt 
dieses Lotes. Damit ist dann die Ortskurve in ParameterdarsteUung gefunden. 
Aus den beiden Gleichungen,kann man dann noeh 5. die Parameter zu elimi
nieren versuehen. Gleiehung der Cardioide! Ausartung! 

Ein reeller einteiliger Kreis vom Radius (! rolle, ohne zugleiten, auf 
einer reellen Geraden. Was fUr eine Bahn besehreibt ein Punkt des Kreises? 
(Parameterdarstellung!) Die Kurve heiBt Zykloide. Tangente der Zykloide. 
- Jetzt rolle der Kreis vom Radius (!, ohne zu gleiten, in einem reellen 
einteiligen Kreise vom Radius r. Bahn eines Punktes des erstell Kreises! 
("Hypozykloide".) Sonderfall 4 (! = r! ("Astroide".) Tangente der Hypozykloide 

(I' SinklJ=k') 1m .• .. 
d=O SID u 

Glei chung der Astroide in einfachster Gestalt (drei Glieder!). Was laBt 
sieh uber das Stuck ihrer Tangente aussagen, welches von den Koordinaten
achsen abgeschnitten wird? Zusammenhang mit der Aufgabe: In einen Sehorn
stein soIl die Stange von groBter Lange geschoben werden. - Der feste Kreis, 
der zur Erzeugung der Hypozykloide diente, solI in eine gerade Linie aus
arten. Es Boll gezeigt werden, wie die Hypozykloide dann in die Zykloide 
iibergeht. (Man hilt einen Punkt des festen Kreises fest, ebenso seine Tangente, 
und liBt dann r2 unbegrenzt waehsen.) Besonderheit der Fille, wo r und (! 

inkommensurabel sind. Die Hypozykloide 3 (! = r ist nach Steiner benannt. 
Welehe Gestalt hat sie? 

Der Kreis vom Radius (! solI nunmehr auf dem Kreise vom Radius r rollen 
(d. i. die Beriihrung soIl jetzt von auien erfolgen. Die Bahn eines Punktes 
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des beweglichen Kreises heiBt Epizykloide. Parameterdarstellung , Tangente , 
Grenziibergang, wenn der feste Kreis in eine Gerade ausartet. Sonderfall 
(! = r' Wie heiBt diese spezielle Epizykloide? 

8. Die Gleichung einer Ellipse b~(x-r)9+a9(y_s)9_a9b2=0 werde 
so bestimmt, daB der eine Hauptscheitel in den Koordinatenanfangspunkt fallt. 

Dann halte man den benachbarten Brennpunkt fest (a - Va 2 - b 9 =~) und 

gehe zur Grenze ~ = 00 iiber. Wie heiBt die Kurve in der Grenze? Zeige, 
daB auf gleiche Weise aUI! einer Hyperbel eine Parabel erhalten werden 
kann. - Was wird ,aus der Parabel y 9 - 2 p x = 0 (p > 0), wenn der Brenn
punkt auf die Leitlinie riickt? (Vorsicht! Die "Anschauung" tauscht!) Um 
die hier auftretende Divergenz zwischen Rechnung und Anschauung begreiflich 
zu machen, fiihre man auch den Grenziibergang fUr y9 + 2 P x = 0 (p > 0) aus. 
- Was wird bei dem entsprechenden Grenziibergang aus der Parameter-

darstellung x = t t 9, Y = pt? Hier bleibt die Beziehung zwischen Kurven

gleichung und Parameterdarstellung in der Grenze nicht erhalten. 
Ort der FuBpunkte der Lote vom Scheitel der Parabel auf ihre Tan

genten ("Cissoide"). Parameterdarstellung! Gleichung! Tangente! Strophoide 
heiBt der Ort dieser FuBpunkte, wenn die Lote nicht vom Scheitel aus gefallt 
werden, sondern vom Spiegell~ld des Brennpunktes in bezug auf die Scheitel
tangente. Kann man als FuBpunktskurve der Parabel eine gerade Linie 
erhalten? 

9. Den KrummungBkrllis im Punkte tl einer in Parameterdarstellung ge
gebenen Kurve findet man, wenn man zunachst durch drei getrennte Punkte 
tv t2, ta den Kreis legt und dann zur Grenze ta = t2 = tl iibergeht. Dabei 
miissen drei Faktoren abgespalten werden, die mit t2 - ta , ta - t1, tl - t2 zu
gleich verschwinden. Beispiel der Parabel. Kriimmungskreis im Scheitel. 
Beispiel der Ellipse. Kriimmungskreise in den vier Scheiteln. Diese lassen 
sich sehr leicht konstruieren. Gib die Konstruktion an. Ort der Kriimmungs
mittelpunkte, d. i. der Mittelpunkte der Kriimmungskreise, bei der Parabel, 
bei der Ellipse (Evolute der urspriinglichen Kurve). 

Stellen, an denen der 'Radius des Kriimmungsk reises iiber aile Grenzen 
wiichst, heiBen Wendepunkte. Doch iat es nicht notwendig, daB in einem so 
erklarten Wendepunkte die Kurve von der Tangente durchsetzt wird. Wende
punkte der Kurven y = x 3 und y = X4. Wendepunkte haben gegenii ber Deh
nungen invarianten Charakter (nicht aber Maxima und Minima). 

10. trbertrage das zweite reelle Bild eines imaginaren Punktes (ZUB. 5) 
auf den Rn. Lii.Bt sich auch daa erate reelle Bild auf den Rn iibertragen? 
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19. Geradenkoordinaten. Als Koordinaten der geraden Linie 
ax + by + c = 0 benutzt man die drei Koeffizienten a, b, c. Dann 
gibt es fiir eine gerade Lime 00 1 Systeme von Koordinaten, denn 
ihre Gleichung kann mit einem Proportionalitatsfaktor versehen 
werden. So kann man der geraden Linie y = 4 x + 3 beilegen die 
Koordinaten 4, -1, 3~ aber ebensogut die folgenden: 8, - 2, 6 
oder - 24i, 6i, -18 i usw. Es kommt eben nur auf die Verhalt
nisse dieser drei Zahlen an. Daher spricht man von homogenen Ko
ordinaten: Eine gerade Linie wird durch drei homogene Koordinaten 
dargestellt. 

Da die Systeme (a, b, c) und (ka, kb, kc) dieselbe Gerade dar
stellen (Voraussetzungen!), kann der Proportionalitatsfaktor k so ge
wahlt werden, daB eine der drei Geradenkoordinaten den Wert 1 
annimmt. Mithin gehiigen bereits zwei Koordinaten zur Bestim
mung der geraden Linie; es gibt 00 2 Gerade (vgl. 2). Man kann 
den Gedanken aber nicht allgemeingiiltig ausfiihren; stets entziehen 
sich 00 1 Gerade der Darstellung (drei Falle!). Da es nicht moglich 
ist, auf diese Weise die Gesamtheit der geraden Linien der Ebene 
gleichzeitig zu umspannen, so benutzt man die drei in gewisser 
Weise iiberzahligen Koordinaten und nimmt deren Vieldeutigkeit 
mit in Kauf. 

Es erweist sich nun als unokonomi!?ch, zur Bestimmung einer 
einzigen Geraden drei verschiedene Buchstaben zu verbrauchen. 
Daher greift man zu einer Indizesbezeichnung 

u1 x + u2 Y + Us = o. 
Diese Gerade wird dann kurz als Gerade u bezeichnet; sie hat die 
Koordinaten u1 : ug : us' Die Divisionsdoppelpunkte zeigen, daB man 
es mit homogenen Koordinaten zu tun hat. 

Der Schnittpunkt (~, 'YJ) der beiden Geraden u und v heiBt 
jetzt so: 
(1) ~ : 'YJ : 1 = u2 Vs - Us vI! : Us v1 - u1 Vs : u1 vI! - ul! v1 • 

Die Formeln bleiben. ungeandert, wenn man die U mit einem Pro
portionalitatsfaktor k1' die v ebenso mit einem Proportionalitats-
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faktor kg multipIiziert (k1kg + 0). Diese Tatsache ist beim Arbeiten 
mit homogenen Koordinaten stets zu beachten. Eine Formel in ko
mogenen Koordinaten , die sick bei Einfukrung von Proportionalititts
faktoren abiindern lalJt, kann eine geometrische Bedeutung nicht haben. 

Die beiden Geraden U und v sind parallel, wenn (auBer zwei 
Ungleichungen) die Gleichung besteht 

(2) U1VIl-U9V1=0; 

sie- sind orthogonal, sobald 

(3) U1V1+U9VIl=0. 

Die Gerade U ist isotrop fUr u: + u: = O. Linksisotrope Gerade, 
rechtsisotrope Gerade! 

1. Baumelement. Die Tatsaohe> daB man Punkte duroh Koordinaten 
darstellte, gerade Linien und Kurven duroh Gleiohungen, spiegelt den histo
risohen Werdegang wieder, indem nii.mlioh in friiherer Zeit der Punkt als ein
faoheres Element angesehen wurde, Kurven und Flii.ohen dagegen als aus 
Punkten "bestehend" oder nzusammengesetzt". Das meint man, wenn man 
sagt, der Punkt wurde ala alleiniges Baumelement benutzt . 

. Neuerdings stellt man sioh aber auf den Standpunkt, daB der Punkt 
sohlieBlioh auoh nur eine Figur sei, wie andere, und daB daher auoh andere 
Figuren bereohtigt sind, als Raumelemente zu fungieren. Dann sieht man 
diese also nioht als Punktmengen oder -Punktmannigfaltigkeiten an, sondern 
gewissermaBen als Atome, als Bausteine, aus denen die Geometrie ebenso auf
gebaut werden solI, wie beim fruheren Standpunkt aus Punkten. Um nun 
eine _ Figur als Raumelement einzufuhren, hat man sie duroh Koorliinaten dar
zustellen. 

2. Statt Geradenkoordinaten pflegt man auoh wohl Linienkoordinaten 
zu sagen. Wir tun das absiohtlioh nioht, da -der Name Linienkoordinaten 
besser fur die seohs homogenen von PI u 0 k e r eingefuhrten Koordinaten einer 
geraden Linie des Raumes vorbehalteJ;1 wird. 

3. Will man nur reelle gerade Linien betraohten, so kann man die Pro
portionalitii.tsfaktoren reeIl nehmen; im komplexen Gebiet sind auoh komplexe 
Proportionalitii.tsfaktoren zUlii.ssig. Wann sind zwei Gerade identisoh? 

4. Das Wesen homogener GraBen kann man leioht an manohen Formeln 
der Stereometrie erkennen. Die Formel fur das Zylindervolumen, in leioht 
erkennbarer Bezeiohnungsweise V = r 9 :n: h, verlangt, daB V in oom gemessen 
wird, wenn r und h in om angegeben sind. Die Formel muB riohtig bleiben, 
wenn man links den Faktor 10 8 hinzufugt, vorausgesetzt, daB r und h mit 10 
multipliziert werden. Entspreohendes gilt allgemein fur Volumen, Flii.ohen 
und LangenmaBzahlen. Es kann daher keinen Korper geben, dessen Volumen 
sioh aus Lii.ngenmaUzahlen a und b in folgender Weise zusammensetzt: 
V = a 9 b - b 3 + # a b . Ebenso kann es keinen Korper geben, dessen Ober
fliohe 0 sioh aus Lii.ngenmaUzahlen 0 und Ii so darstellte: 0 = eli + 0 + Ii. An 
diesen beiden Beispielen ~rd maq erkennen, wie man bei einer Formel in 
homogenen Koordinaten Fehler aufdeokt, und wie man entsoheidet, ob sie 
eine geometrisohe Bedeutung haben kRnn. Kann die Gleiohung U1 Ug + 1I111e = 0, 
wo u und 11 die Koordinaten zweier Geraden sind, eine geometrisohe Bedeutung 
haben? 
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5. Bilde die Koordinaten fiir die X-Achse, die Y-Achse, ffir Parallele zu 
den Koordinatenachsen, fUr die geraden Linien durch den Nullpunkt, fiir'die 
rechtsisotrope Gerade durch den Punkt (i/8). Beschreibe die FaIle, in denen 
eineoder zwei der drei Geradenkoordinaten Null werden. Warum enthalten die 
linken Seiten von 19, (2) und (3) weder 'U3 noch va ? Schnittpunkt der beiden 
Geraden 1+4i:0:4-i und 3+2i:-4+6i:0! Dieselbe Aufgabe fur die 
Geraden 1 + 2 i : 3 + i : 21 + 5 i und - 3 + 4 i : 1 + 7 i : O. Geometrische Bedeu
tung! Gib aIle Schnittpunkte der beiden Gerad~n an: i x - 2 Y = 3 i + 1 und 
i + 2 : 4i - 2 : -7 - i! Die Gerade 'U soIl so bestimmt werden, daB sie mit der 
Kurve Xi_yi = 1 nur einen einzigen Schnittpunkt gemeinsam hat. Dieselbe 
Aufgabe, wenn kein einziger Schnittpunkt auftreten solI. Dieselben Aufgaben 
fiir die Kurve x 2+4 y i = 4. Errichte in den Punkten (0, 0) und (1, i) auf 
ihrer Verbindungsgeraden die Lote! Welche Besonderheit tritt ein? 

6. Bilde nach 18, Zus. 6 Gleichung und Koordinaten der Tangente im 
Punkte tl an die Kurve x = t 3, Y = t 2. 

7. Um zu erfahren, welche Punktmannigfaltigkeit von den Geraclen 
"1 : Ug : 'Us = P : 2 t : 1 "'UmhitlU" wird, bringt man zwei dieser Geraden zum 
Schnitt, die zu den Parameterwerten t1 und t2 gehoren. Dann geht man, 
wieder nach Abspaltung eines Faktors, zur Grenze tl = t2 iiber und hat da
durch eine Parameterdarstellung fiirdie Punkte des gesuchten Ortes, worauf 
man seine Gleichung in Punktkoordinaten durch Elimination von t findet. 
Eliminiert Hlan den Parameter t zwischen den vorgegebenen Geradenkoordi
naten, so erhalt mo.. die Gleich'Ung des Ortes in Geradenkoordinaten. Die 
Kurve heiJ3t dann Enveloppe der Geradenschar. Sie m'UJJ homogen sein, lautet 
also in unserm FaIle nicht u3 = 1. Wende das Verfahren auf den Fall an: 
'U1 :Ug:'Ua = 1 +t2 :3t2 : l+t! Die Homogenitat erzielt man hier durch 1 = 'U1 - t Ug. 

8. Eine Sonderrolle spielen die Geradenmannigfaltigkeiten u1 : U 2 : 'Ua 
=f1(t):fi(t):f3(t), wo die Funktionen fl' fi' fa linear von einem Parameter 
a.bhangen; also etwa 
V,1: Ug : Us = t: 4+it: 0 oder u1 :U2 : Us = sin t: 5+sin t: 2·sin t (Para.meter: sint) 
oder U1 : Ug : Us = 1 : 2 : t oder 'U1 : u2 : ua = 3 t : 8 t : - t. 
Geometrische Bedeutung dieser vier Falle! 

9. 1st in der Gleichung aU1 + bU2 + CUa = 0 die GroBe c von Null ver
schieden, so wird die Gleichung von allen Geraden U erfiillt, die durch den 

Punkt ( %, ~) laufen, und heiBt daher die Gleichung dieses Punktes. Die 

Gleichung des Punktes (~, 'fj) heiBt daher ~U1 + 'fju2 +u3 = O. Beispiele: ~ = 0, 
t}=0; ~=3, 'fj=4; ~=O, 'fj=i; ~=2i, 'fj=0. Durch welchen Punkt 
laufen die Geraden U1 : U 2 : Us = t : t + 1 : 2? Erhalt man so aIle Geraden durch 
den Punkt? 

10. GZeichung der Kurve f (x, y) = 0 in Geradenkoordinaten heiJ3t die 
Gleichung, die zwischen den ~eradenkoordinaten ihrer Tangenten besteht. 
Anwendung auf Kreis, Ellipse, Parabel, Hyperbel, Kardioide! 

11. Bilde Koordinaten eines im Rn verlaufenden R"-l. 

20. Die nneigentliche Gerade. Wahrend man zu jeder geraden 
Linie 001 Systeme von Geradenkoordinaten angeben kann, stellt 
nicht umgekehrt jedes System dreier VerhrutnisgroBen U1 : u\l : Us eine 
gerade Linie dar. AuszuschlieBen ist zunachst der Fall u1 ="11 = Us = o. 
Dann wird keine, wenigstens keine bestimmte Gerade mehr dar
gestellt. Ferner haben wir bereits in 2 den Fall "1 ="11 = 0 ans 
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geschlossen. Diesen Ausnahmefall beseitigt man durch eine neue 
Begriffsbildung, zu der wir auf folgende Weise gelangen. 

In der Gleichung u1 x + u2 Y + Us = 0 seien samtIiche U von 
Null verschieden. Dann geht die Gerade U nicht durch den Null
punkt. Aus den Koordinatenachsen schneidet sie die Punkte 

( U~3, 0) und (0, u:s) heraus. 

Geht man jetzt bei festbleibendem u2 und '!It3 zur Grenze u1 = 0 
iiber, so nimmt die Gerade U immer andere Lagen ein; sie dreht 
sich um ihren Schnittpunkt mit der Y-Achse und ist in der Grenze 
zur X-Achse parallel. Das Quadrat ihres Abstandes von der X-Achse 
ist u;: u;. 

Jetzt halten wir u1 = 0 und Us fest und lassen noch u2 gegen 
Null konvergieren. Die Gerade nimmt wieder neue Lagen ein, bleibt 
aber immer parallel zur X-Achse; das Abstandsquadrat nimmt seinem 
absoluten Werte nach iiber aIle MaBen zu. In der Grenze u2 = 0 
hat sich die Gerade tiber jeden angebbaren Betrag hinaus yom 
Nullpunkt entfernt; sie ist "im Unendlichen verschwunden". 

In der Gleichung der Geraden kommen jet. x und y gar nicht 
mehr vor; d. i. eine Gleichung gibt es jetzt nicht mehr, wahrend die 
Koordinaten der Geraden sich noch bilden lassen: 0: 0 : us; oder da 
man das nach Voraussetzung nicht verschwindende Us vermoge des 

Proportionalitatsfaktors ~ auf den Wert 1 bringen kann: 0: 0: 1. 
Us 

Diesem Wertsystem entspricht also eine Gerade, die im Unend
lichen verschwunden ist. Man redet von der uneigentlichen Geraden. 
1m Gegensatz dazu heiBen alle iibrigen Geraden eigentlich. 

Wir fassen zusammen: 

Durch ein System von drei VerhaltnisgroBen u1 : u2 : Us wird stets 
eine Gerade geliefert, wenn nicht alle u gleichzeitig verschwinden. Fur 
u: + ui =+= 0 ist sie Euklidisch, fur u: + u; = 0 isotrop, es sei denn, 
daB u1 = u2 = 0 ist. 1m letzten Falle wird die uneigentliche Gerade 
dargestellt, wahrend anisotrope und isotrope Gerade als eigentlich be
zeichnet werden. Insofern die uneigentliche Gerade durch reelle ho
mogene Koordinaten dargestellt werden kann, hat sie als reell zu 
gelten. 

1. Der Leser wird AnstoB daran nehmen, daB nur von einer emzlgen 
unendlich fernen oder uneigentlichen Geraden gesprochen wurde, und wird 
behaupten, sich unzahlig viele solche unendlich ferne Gerade vorstellen zu 
konnen. In der Tat ist die Anschauung in betrachtlichem MaBe der Dressur 
fahig. Es gelingt leicht, eine vage Vorstellung von unzahlig vielen unendlich 
femen Geraden zu gewinnen. Es gibt aber nur eine einzige uneigentliche 
Gerade, da es nur ein einziges System von Geradenkoordinaten gibt, welche. 
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keine eigentliche Gerade darstellt. Wer trotzdem von mehreren uneigentlichen 
Geraden spricht, hat die Aufgabe, zu zeigen, wie solche analytisch unter
schieden werden sollen. Moglich ist es in der Tat (45, Zus. 6); aber nicht 
bei unserer Koordinatenwahl. (Man beachte das Beispiel iiber die Polare des 
Kreises weiter unten!) 

2. Zeige, daB die uneigentliche Gerade zu jeder eigentlichen Geraden ale 
parallel angesehen werden darf, ebenso als orthogonal zu jeder eigentlichen 
Geraden [19, (2), (3»). Genauer Sinn dieser Aussagen! Sind zwei getrennte 
Gerade zu einer dritten Geraden parallel, so sind sie unter sich parallel. Wie 
ist der Satz jetzt abzuandern? 

3. Das System 'U1 : 'U2 : 'U3 = "1).1 + lil A2 : "2 Al + lig A2 : "3 Al + lis A2 iet aus den 
Koordinaten zweier Geraden " und Ii aufgebaut; Al und A2 seien Parameter. 
Bedeutung der veranderlichen Geraden 'U! 1." und Ii eigentlich, sich schnei
dend, parallel, zusammenfallend; 2. Ii uneigentlich, " eigentlich. - Kann Al 
oder A2 oder A1 : A2 eine geometrische Bedeutung haben? 

4. Die Gleichung der Tangente im Punkte (xu Yl) an den irreduziblen 
Kreis (a, b, ,.2) heiSt: 

(Xl-a) (x-a)+(Yl-b) (y-b)-,.9=O. 
Welcher Forderung muB der Punkt (Xl> Yl) geniigen? 1st diese nicht erfiillt, 
so steIlt die Gleichung doch noch eine Gerade dar, die Polare des Punktes 
(xu Yl) in bezug auf den Kreis (a, b, ,.2). Fiir welchen Punkt wird sie un
eigentlich? Der Punkt (Xl' Yl) heiBt der Pol dieser Geraden in bezug auf den 
Kreis. - Wann wird die Potenzgerade zweier Kreise (vgl. 7, Zue. 3) unbestimmt, 
wann uneigentlich? - Was gilt im FaIle r2 = 0 von der Polare eines Punktes 
(Xt, Yl)? - Zu den Tangenten der Parabel darf die uneigentliche Gerade ge
rechnet werden. Fiihre das analytisch durch und zeige, daB fiir den Kreis 
nicht das gleiche gilt. 

5. Gleichung des Pols der Geraden ax + by + c = 0 (/: -+ 0) in bezug auf 
den Kreis X2 + y'- r 2 = O. Koordinaten des Pole. 

6. Gleichungen der Ecken des Dreiecks von den Seiten 4 X - Y = 0, 
x-4y=0, x+Y= 5 . 

• 7. Es sei P,=:a/'U1 +b,'Ug+c,'Us (c,-+O), i=1,2,3. Wann Hegen die 
Punkte p. = 0, P2 = 0, PI = 0 auf einer Geraden! -

8. Erklare den uneigentlichen R"-l des R,,! 

21. Geradentransformation. Werden zwei getrennte Punkte (~l' 'It) 
und (~2' 'fJ2) an der anisotropen Geraden Ax+By+ C = 0 gespiegelt, 
80 gelten fiir die Koordinaten der Verbindungsgeraden ihrer Spiegel
bilder Formeln, die sich aus 10, (15) auf Grund von 4:, 1 ergeben. 
Die Ver~indungsgerade der beiden urspriinglichen Punkte heiBe u, 
die der beiden transformierten Punkte, die wir in 10, S. 30 als Spiegel
bild der Geraden u erklart hatten, werde demgemaB als u' bezeichnet. 
Dann lassen sich die u' allein durch die u, das heiBt ohne Zuhilfe
nahme der (~l' 'fJl)' (~IP 'fJ2) und der transformierten Punkte (~~, 'fJD, 
(~~, 'fJ~) ausdriicken: 

{
(A 2 + B 2) • u~ = (A 2 - B 2) U1 + 2 A B u2 , 

(4) (A 2 + B2).U~ = 2ABul - (A 2 - B 2)U2 , 

(A2 + B2).U~ = 2 A CUI + 2BCu2 - (All + B2)US ' 



94 Zweites Kapitel. 21. 

Insofern diese Formeln angeben, wie bei der Spiegelung die 
geraden Linien vertauscht werden, sagt man, sie stellen die Spiege
lung als Geradentransformation dar, wahrend die Formeln 10, (12), 
(13) die Spiegelung als Punkttransformation bedeuteten. Da nach 10, 
Satz 9 bei der Spiegelung auch Kreise in Kreise ubergefiihrt werden, 
so kann eine Spiegelung auch als Kreistransformation dargestellt 
werden usw. 

Jetzt lassen sich Transformationsaufgaben bequem erledigen, in 
denen Punkte und Geraden zugleich auftreten (in Kapitel I haben 
wir bei solchen Gelegenheiten (S. 75) nur recht schwerfii.llig vorgehen 
konnen). Die Punkte mussen natiirlich vermoge 10, (12), die Geraden 
vermoge 21, (4) transformiert werden (die genannten beiden Systeme 
von Transformationsformeln heiBen zueinander kontragredient). So 
erhii.lt man 

(5) 

Der Ausdruck u1 x + u2 Y + Us hat also die N atur einer rela
tiven Invariante gegeniiber allen Umlegungen. Daraus, daB bei einer 
Bewegung, die ja durch eine gerade Anzahl von Spiegelungen er
zeugt wird, das Minuszeichen rechts fortfallt, darf man aber nicht 
schlieBen, daB der Ausdruck u1 x + u2 y + Us eine absolute Bewegungs
invariante ware. Denn wir haben es mit homogenen Koordinaten zu 
tun, die bei Einfiihrung von Proportionalitatsfaktoren a bgeandert 
werden konnen. Auch gegenuber Bewegungen hat der Ausdruck 
u1 x + u2 Y + Us also nur den Charakter einer relativen Invariante. 
Die Bedeutung des Verschwindens dieses Ausdrucks ist aber bekannt, 
so daB der Leser selbst die beiden aus (5) folgenden Satze fOllmu
lieren kann. 

Auch bei Division zweier solcher relativer Invarianten erhaIt 
man keine absolute Invariante zweier Geraden und eines Punktes, 
etwa (U1 X+U2 Y + us): (v1 x +v2 Y+VS )' weil eben der Zahlwert 
dieses Ausdrucks wieder durch Einfiihrung von Proportionalitats
faktoren in die Koordinaten der geraden Linien u und v abge
andert werden kann (wenn er nicht Null [oder?] ist). 

Dagegen ist der Ausdruck 

(6) 

eine absolute Umlegungsinvariante des Systems einer Geraden und 
zweier Punkte, denn dieser Wert kann durch Proportionalitatsfaktoren 
nicht abgeii.ndert werden und bleibt auch bei jeder Umlegung er
halten. Seine geometrische Bedeutung konnen wir erst spater an
geben (vgl. 25, Zus. 8). 
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Wir suchen jetzt nach Invarianten einer einzigen Geraden. Aus 
4) folgt: 

(7) { (A -iB)(u: +iu~) = (A +iB)(ul - iU\l)' 
(A + iB)(u: -iu~) = (A- iB)(ul + ius). 

Rier sind mehrere FiiJIe zu unterscheiden. 
1. u1 - iU\l und u1 + iUIl verschwinden gleichzeitig. Es liegt 

dann die uneigentliche Gerade 0: ° : 1 vor. Diese geht bei der 
Spiegelung (4) in mch selbst iiber: 

Bei allen Beweg'ungen und Umlegungen bleibt die uneigentlickfJ Gerade 
in Ruke. 

2. u1 -ius = 0, u1 +iull + 0. Die Gerade U ist linksisotrop, 
11' rechtsisotrop. 

3. u1 +iull = 0, u1 -iull + O. Die Gerade U ist rechtsisotrop, 
u' Iinksisotrop. 

Der Inhalt der Formeln (7) ist· teilweise bereits in 10, Satz 8 
ausgesprochen. V gl. auch 12, Satz 5 und sprich die Folgerungen fiir 
Umlegungen und Bewegungen aus! 

4. u1 +iull + 0, u1 -iull + 0. Die Gerade U ist anisotrop, 
ebenso' u' (10, Satz 5; 12, Satz 4). 

Gegeniiber Umlegungen, weil bereits Spiegelungen gegeniiber, ist 
weder u1 -iull noch u1 +iull eine relative Invariante, sondem erst 
ihr Produkt u: + u: • Dagegen ist gegeniiber Bewegungen sowohl 
u1 -i~ ala auch u1 +iull relativ invariant. Vgl. hierzu 16, S.68. 

Derselbe Weg, der uns von 10, (15) zu 21, (4) gefiihrt hat, er
laubt es uns die Deknungen als Geradentransformationen darzustellen. 
Aus 13, (29ab) erhiiJt man so die beiden zu 13, (29a) und 13, (29b) 
kontragredienten Systeme von Transformationsformeln 

r:~p", -qu" 
(8 a) U~=qul +pug , 

u~= -(r1P+ rllq) u1 +hq-rsp)ull+(p9+qll)us. 

{' u1 = -pu1 -qull' 
(8b) U~= - qUI +pUg , 

u~= (r1P+r9q)u1 +(r1q-rIlP)ull - (pll + qll)US. 

pll+qll+O. 

An Stelle von (5) erhliJt man jetzt fiir u: e + 4t~ 1]' + u~ die 
Ausdriicke: 

(p\l+q\l)(Ul~+U'il1]+U8) _(p'il+qll) (Ul~+US1]+us)· 

Der Ausdruck in (6) erweist sich ndch als absolute Deknungs
in'Variante. 
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Daraus ergibt mch beidemal: 

(9 b) 
u~ +iu~ = -(p+iq) (u1 -ius)' 
u~ - iu~ = - (p - if}.) (u1 + ius). 

(10) u~9+U~2 = (p2 +q2).(U: +u:). 

Die in diesen Formeln steckenden Sii.tze auszusprechen, iiberla.ssen 
wir dem Leser. Wir betonen nur, daB die uneigentliche Gerade auch 
bei allen Dehnungen in Ruhe bleibt. 

Jetzt bilden wir Invarianten eines Systems von :wei geraden 
Linien. Beachtung der Formeln (9ab), sowie der Homogenitii.t der 
Geradenkoordinaten fiihrt auf die absolute Invariante 

u1 - iU2 • VI - iVg 

u1 + iu, . VI + iVg • 

Dieser Ausdruck ist absolute Invariante gegeniiber gleichsinnigtm 
Dehnungen; bei einer gegensinnigen Dehnung geht er in den rezi-

proken Wert iiber. Der mit dem Faktor - ~ multiplizierte natiir

liche Logarithmus dieser absoluten Invariante werde durch da.s 
Zeichen (u, v) bezeichnet. Es sei also 

i {U - iu . VI - iVg } (11) (u,v)= -(v,u)= --21ognat 1 +. 9 
u1 ~U2· VI + iVg • 

Man nennt (u, v) den Winkel der Geraden v gegen die Gerade u. 
Vgl. 10, S.31. u heiBt Anfangsschenkel, v Endschenkel. Der Winkel 
einer Geraden v gegen eine Gerade u bleibt erhalten bei gleichsinnigtm 
Dehnungen, er ii.ndert sein Vorzeichen bei einer gegensinnigen 
Dehnung. 

Aus (11) folgt auf Grund der Beziehungen zwischen den gonio
metrischen Funktionea (die natiirlich rein analytisch erklii.rt werden 
miissen) und der Exponentialfunktion: 

und damit iI;It die Identitii.t des neuen Begriffs mit dem in 10 
ebenso genannten nachgewiesen. 

Der Winkel (u, v) ist daher modn erklii.rt, denn tgtp = tg(n+tp). 
Es geniigt also, ihm Zahlwerte beizulegen, deren reeller Bestandteil 
auf das Intervall 0 < tp < n beschrii.nkt ist. 
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Man bestatigt auf Grund von (8a) und (8b) sofort die vier 
Formeln: 

(13a) 
(13b) 
(14a) 
(14b) 

U1V~ -u~v~ = (pl!+ql!)(u1 vI! -Ul!V1), 

u; v~ - u~v~ = - (pI! +ql!)(u1 vI! - ul! v1), 

u~v;+u~v~= (p2+ q2)(U1V1+UI!VI!)' 
u; v; +u~v~ = (pI! + ql!) (u1 v1 + ul! v2), 

so daB sich Zahler und Nenner in (12) als relative Dehnungs
invarianten erweisen. Sie heiBen simultane Invarianten, weil in 
ihnen zwei Gerade gleichzeitig vorkommen. Ihre geometrische Be
deutung folgt aus (2) und (3) in 19. Von den vier in den Formeln 
(13) und (14) liegenden Satzen sprechen wir die beiden aus, die sich 
auf das Verschwinden der Invarianten beziehen, wahrend wir die 
Fassung der beiden andern dem Leser uberlassen: 

Parallele Gerade werden durch Dehnungen immer wieder in parallele 
Gerade ubergefuhrt. Orthogonale Gerade gehen bei einer Dehnung wieder 
in orthogonale Gerade uber. 

1st von den beiden Geraden u und v die eine uneigentlich, so 
wird der Winkel unbestimmt; ist eine isotrop, so wiirde der Tangens 
einen der Werte + i annehmen. Dazu miiBte sein Argument un
endlich groB werden. Dann wurde eine isotrope Gerade gegen 
samtliche Euklidische Gerade den gleichen Winkel bilden, und aus 
dieser (inkorrekten) Vorstellung ist von den Franzosen wohl der 
Ausdruck isotrope Gerade fUr Minimalgerade gewiihlt. 

Fur den Winkel einer linksisotropen Geraden gegen eine rechts
isotrope wurde man ebenso den Wert unendlich finden; der Winkel 
zweier linksisotropen Geraden wird unbestimmt. 

Wir konnen somit sagen: Fur isotrope Gerade und die uneigent
liche Gerade versagt der Winkelbegriff. 

Wann ist (u, v) = (v, u)1 
Zunachst fiir u1 vI! - "I! v1 = 0, d. i. fUr parallele oder zusammen

fallende anisotrope Gerade. Sodann fiir u1 v1 + u2 vI! = 0, d. i. fiir 
orthogonale anisotrope Gerade. 1m ersten Falle ist der Winkel 

Null, im zweiten hat er den Betrag~. In dieser Tatsache liegt 

eine Erklarung fur die besondere Bedeutung gerade des rechten 
Winkels. 

1. Die gleichsinnige Dehnung von den Parametern m; Ilto: oc1 : ~: oc3 

(13, Zus.4) heiBt in Geradenkoordinaten: 

{ 
m (IX~ + ocl) uf = (1X8-'ocl) 11.1 +2 ocoocau2 *, 
m (1X8 + 1Xl) 11.: =;= - 2oco lXau1 +(1X8 -ocl) u2 *, 
m~ (1lt~+lXl) u; = 2m(llta oc1 +OCo1lt2) 11.1 +2 m(lXglXa -Ilto O(1) u2 +(1lt8 + IXI)ua . 

Bee k, Koordinatengeometrie der Ebene. 7 
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2. Die ungleichsinnige Dehnung von den Parametern til; CXo: <Xl : IXt : IXa 
(13, Zus. 5) heiBt in Geradenkoord~naten: • 

{ 
m (<x:+ot:) u: = (<X: -<xl) U1 +2 ~ IX.U. *, 
til (<x:+rx:)~ = 2 ~ ~Ul + (IXl-IX:) u. *, 
m 9 (<X:+IX/)U; = 2m(<Xa IXl + <Xo ocg) U 1 +2m (oc. oca -oco o(1)Ug -(IX:+oci) Us. 
Welcher Faktor kann in den Formeln von Zus. 1. 2 iiberall unterdriickt 

werden? 
3. ProbZem der R'lihegeraden. W-ir betrachten die UmZegung von den 

Parametem <Xo: OC1 : IX. : IXa. Damit die Gerade v Ruhegerade ist, d. i. bei der 
Transformation in sich selbst iibergefiihrt wird, ist es nicht notwendig, daB 
v: = v" v~ = v2 , v~ = V3 (vgl. S. 47), sondern da es sich um homogene Koordinaten 
handelt, so geniigt bereits das Bestehen der drei Gleichungen ev: = v" ev:;= v2 , 

ev: = V3 (e =l= 0). Dann ist also das System der drei Gleichungen zu losen: 

[IXl-IXl -e (<X:+IXm v1 + 2 OC1 OC2 v2 * = O. 
2 <Xl ~ v1 + [ocg-IX:-e (oc:+IXl)] v2 .. = 0, 
2 (oc3 oc1 + OCo~) VI + 2 (~oca-OCo~) v. - (IX12 + oci) (1 + e) v, = O. 

Bier sind die FaIle von 3, (4) zu beachten: 
G() Die Determinante des Systems ist von Null verschieden. Dann ist 

v1 = v. = va = O. Durch dieses Losungssystem wird keine Gerade geliefert. 
Es muB also 

P) die Determinante des Systems verschwinden; dadurch wird fUr e eine 
Bestimmungsgleichung dritten Grades geliefert 

- (IX: + ocl)a (e + I)' (e - 1) = O. 
Sie besitzt zwei getrennte Wurzeln e = 1, e = -1. Demnach sind jetzt die 
Systeme zu IOsen: 

{ 
2 ~ (- oc. v1 + ocl v.) = 0, 

A. -2IXl (-~Vl +oc1v.) = 0, 
(OC3 <Xl + OCOoc.)v1 + (IX.OCa - IXoO(1)V. - (oc: + IXi)va = O. 

{ 
2 oc1 (OC1 VI + ~ v.) = 0, 

B. 2 oc. (IXI v1 + ~v.) = 0, 
( oca IXl + 0C0 OC.) VI + (IX. OCa - OCo O(1) V2 = O. 

Der Rang des Syspems A betragt immer zwei. Daher laBt sich (3, 4, P) 
eindeutig berechnen 171 : v. : va = IXl : IX.: OC3 , und das ist die Umlegungsachse. 

Die zweireihigen Determinanten von B sind abgesehen von numerischen 
Faktoren -IXoIX1(1X:+oci), -IXo~(oc:+oci). Da ocl und oc. nicht gleichzeitig 
verBchwinden konnen, ist fiir den Rang der Wert von <Xo maBgebend. 

Fiir <Xo =l= 0 ist der Rang zwei, und es wird v1 : v. : va = 0 : 0 : 1 (die un
eigentliche Gerade). 1st aber OCo = 0, so tritt 3, 4, r in Kraft. Man nimmt 
willkiirlich hinzu die Gleichung ~ VI - IXl v. + 0 Va = 0 und erhalt 00 1 Ruhegerade 

V1 : V2 : 173 = -~o: ~ 0: IXl + <xi, 
unter denen sich die uneigentliche Gerade befindet (0 = 0). Sie erfiillen daB 
Parallelenbiischel senkrecht zur Umlegungsachse, 4ie jetzt Spiegelungs8.chse 
ist. Werden aUe geraden Linien dieses Parallelenbiischels durch die letzte 
Formel geliefert? (Ers'etze 0 durch 01 : O,!) Beachte auch 23, S. 108 und die 
FuBnote auf S. 70. 

Bei allen Umlegl'ngen bZeibt die uneigentliche Gerade in Ruhe. Bei den 
nichtinvoZutorischen auJlerdem noch die Umlegungsachse, bei den invoZutorischen 
auJler der SpiegeZungsachs/l BitmtZiche Senkrechten dazu. 
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Der Leser lasse sich nicht verdrieBen, ganz sorgfii.ltig auf Grund von 
3, 4, auch die Ruhegeraden der Bewegungen und Dehnungen zu ermitteln. 
Wir kennen keine besseren Dbungen zur Lehre von den homogenen Gleichungen. 
Wer ohne Beachtung von 3,4 auskommen will, hat viel mehr Einzelfii.lle zu 
beachten. (Hier IXf = 0, 1X2 =1= 0; IlCg = 0, 1X1 =1= 0, die aber geometrisoh keine 
Sonderfalle sind, und aueh algebraiseh nieht, was man aber so nicht sehen 
kann). - Wir geben die zu erreohnenden Ergebnisse summarisch an. 

4. Eine Bewegung kann 00 2 Ruhegerade haben und ist daun die Iden
titat. Hat sie nur 00 1 eigentliche Ruhegerade, so ist sie eine Schiebung, falls 
dieBe parallel sind, eine Umwendung, wenn sie ein Geradenbiischel bild~n. 
FUr die nichtinvolutorischen Drehungen gibt es auBer der iiberall als Ruhe
gerade auftretenden uneigentlichen Geraden nur zwei getrennte eigentliche 
Gerade, die in Ruhe bleiben. Welche Bedeutung haben diese? 

Rier wird klar, was bei den Umlegungen noch nicht hervortrat, daB 
nii.mlich zur ersohOpfenden Charakteristik der Bewegungen (und auch der 
Dehnungen) die Betrachtung der Ruhepunkte nicht geniigt. Der Unterschied 
zwischen Umwendungen und nichtinvolutorischen Drehungen offenbart sich 
erst bei Betrachtung der Ruhegeraden. 

5. Bei einer gegensinnigen Dehnung, die keine Umlegung ist, bleiben 
auBer der uneigentliohen Geraden in Ruhe zwei senkrecht zueinander stehende 
anisotrope Gerade durch den Ruhepunkt. 

6. Die gleichsinnig,n Dehnungen mit nur einell) Ruhepunkt lassen zwei 
eigentliohe Gerade in Rune, oder aIle geraden Linien durch den Ruhepunkt. 
In letzterem FaIle sind sie Streekungen (insbesondere Umwendungen). Hat die 
gleichsinnige Dehnung 00 1 Ruhepunkte, so hat 'sie auch 00 1 isotrope "tIaraliele 
Ruhegerade und eine weitere isotrope Ruhegerade. Liegt kein Ruhepunkt vor, 
so gibt es entweder ein Biisohel paralleler eigentlicher Ruhegeraden oder eine 
einzige isotrope Ruhegerade. AuBerdem bleibt in allen Fallen die uneigent
liohe Gerade in Ruhe. 

7. Affinitat in Geradenkoordinaten. Die zu 13 , (27) kontragrediente 
Transformation oder m. a. W. die affine Transformation 13, (27) in Geraden
koordinaten lautet: 

{ 
u{ = 2'2Ul - P2U9, 
u: = -2'1 U1 + 1'1 UI , 
U&:= (r92'1 - rl 2'll) U1 -erg Pl-rl P\l)Ug + (Pl2'9 - Pil 2'1) Us . 

Eine Mfinitat, die keine DehnUftfJ ist, hat einen Ruhepunkt oder keinen, 
oder 00 1 Ruhepunkte. (Von den fUnf Fallen 3, 3 konnen die beiden letzten 
nicht eintreten.) An Ruhegeraden tritt immer die uneigentliche auf. Liegt ein 
einziger Rlihepunkt. vor, so kann es durch ihn zwei getrennte oder zwei zu
sammenfallende Ruhegerade geben. Existiert kein Ruhepunkt, so gibt es ent
weder eine einzige eigentliche Ruhegerade oder keine. Wenn es endlich 
001 Ruhepunkte gibt, so erfiilIen sie eine einzige Gerade; auBerdem gibt es 
daun noch ein Parallelenbiischel von Ruhegeraden. (Zwei Falle!) Welohe 
weiteren Mogliohkeiten ergeben sioh, wenn man auch Dehnungen zuliiBt? 

8. Die Drehungen um den Punkt (a, b) lliuten in Geradenkoordinaten 
[vgl. U, (37)]: 

{
Uf = CosrpU1 - sinrp~, 

(15) u~=SinrpUl+COSrpUg, 

u~ = [a(1 - cosrp) - bsinrp 1 U 1 + [a sinrp + b (1 - oOS rp)] u9 + Us, 
7* 
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und q; war von una ala Drehungswinkel bezeichnet worden. Bilden wir den 
Winkel, dessen Anfangsschenkel eine urspriingliche Gerade, dessen Endschenkel 
die transformierte Gerade ist, so finden wir nach 21, (11) und (9 a) : 

( ') i l tcosq;+isinq> i l 2i<p k 
'It, 'It = - 2 og na cos q> _ i sin q> = - 2 og nat e = q; + 7( , 

wo k eine ganze Zahl ist. tl'ber diese konnen wir an dieser Stelle keine 
weitere Aussage machen, 'die notig ware, da in den Formeln (15) die Funk
tionen sin q; und cos q; vorkommen, die nicht :n:, sondern 2 n ala Periode haben. 
Wir haben spater darauf zuriickzukommen (vgl. 22). Der Drehungswinkel q; 
ist also, abgesehen von einem hier nicht zu ermittelnden Vielfachen von 7(, 

der fur jede Drehung konstante Winkel irgendeiner (vgl. 13, Zus. 9) trans
formierten Geraden gegen die ursprungliche. 

9. Wir drehen jetzt um den Nullpunkt der Reihe nach durch die Winkel 
7( :n: 3:n: 

:n:. Dabei geht die X -Achse der Reihe nach iiber in 
4' 2' T' 

x - y = 0, Y- Achse, x + y = 0, X -Achse. 

:n: 
Der Winkel der Geraden x-y = 0 gegen die X-Achse ist also 4(mod:n:). 

Das ware nicht immer der Fall gewesen, wenn man statt der absoluten In
variante 

u1 -iu2 v1 -iv2 

U1 +iu~ : Vi +iV2 

einen dW- ahnlich gebauten gleichfalls invarianten Ausdriicke zugrunde gelegt 
hatte, die durch Vertauschung von Zahlern und Nennern sich noch hatten 
bilden lassen. AIle diese Ausdriicke fiihren auf zwei zueinander reziproke 
Zahlwerte. Ratte man statt des von uns gewahlten Wertes den andern 
genommen, so ware der Winkel der Geraden x-y = 0 gegen die X-Achse zu 

-i (mod:n:) geworden. l>er Leser erkennt, daB die Entscheidung, die wir 

getroffen haben, gleichbedeutend ist mit der, die der Synthetiker trifft, wenn 
er den positiven Drehungs8inn der Ebene als den erklart, der einen Punkt 
"vom positiven Teil der X-Achse uber dIm positiven Teil der Y-Achse nach dem 
negativen Teil der X -Achse" iiberfiihrt. 

10. Offen bleibt noch die Frage, weshalb wir von der soeben er
wahnten algebraischen Invariante zu: der transzendenten Logarithmusfunktion 
iibergegangen sind. 

Bezeichnen wir einmal durch ein abkiirzendes Symbol 

[u,v] = Ul-~U2: Vl-~V2, 
U2+~U2 Vi +~V2 

und betrachten drei Gerade u, v, w, so wird 

[u, v]· [v, w]. [w, u] = 1, 
[u, w]=[u, v]·[v, w]. 

Das heiBt, diese algebraischen Invarianten multiplizieren sich dann, wenn der 
Synthetiker von den Winkeln fordert, daB sie sich addieren: 

(u, w) = (u, v)+(v, w). 

Das ist der Grund, weswegen man den Logarithmus einfiihrt. 
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11. Endlich handelt es siGh darum, den Faktor - { vor dem Logarith

mus zu motivieren. An siGh konnte dort noch jeder von Null verschiedene 
konstante Faktor stehen: 

{ u -iu v -ivg } (u, v) = c . log nat _1 __ ._2: ~+ . 
• Ul+~U2 Vi lVg 

LaBt man aber v mit u zusammenfallen, so wird 
(u, u) = clogl = c· (O+2hi) = 2cih, 

Abb. 14. Abb. 15. 

Abb. 16. Abb. 17. 

wo k eine ganze Zahl ist. Nun kann man u in sich selbst bei einer Drehung 
durch den Winkel :n: iiberfiihren (Nachweis vermoge Zus. 8, (15)!), und daher 
ist es naturgemai3, 2 ci = 1 zu setzen. 

12. Rechnet man nach der Formel (12) die Winkel (v, w), (w, u), (u, v) 
dreier geraden Linien aus, die nicht durch einen Punkt laufen, so erhalt man 
nicht die Innenwinkel, sondern die Au.8enwinkel des von ihnen gebildeten 
Dreiecks (vgl. 22, Zus. 6). 

13. Zeige, daB 
(v, w)+(w, u)+(u, v) = 0 (mod:n:). 

Berechne zuerst tg [(w, u) + (tt, v)]! Schon bei dieser einfachen Aufgabe tritt 
die Dberlegenheit der Winkelformel (11) vor (12) zutage, trotzdem oder viel
mehr eben weil sie nicht reell ist. - Wie folgt hieraus der Satz von der 
Summe der Innenwinkel im Dreieck? 

14. In der Gleichungsform y - Ax - b = 0 der Geraden G bedeutet A 
den Tangens eines der beiden mod:n: unterschiedenen Winkel der Geraden G 
gegen die X-Achse. Die Bonstigen Fassungen (wo von positivem Teil der 
X-Achee die Rede iet) sind falsch bzw. sinnlos (vgl. 22, Zue. 5). 
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15. Zeige: Der Winkel (Gu Gg) der Geraden Gg gegen die Gerade G1 ist 
der Betrag der Drehung im positiven Sinne (einer dey heiden Drehungen) um 
den Schnittpunkt von G1 und Gg , die G1 in G2 uberfuhrt. Von dieser Defini
tion hat die synthetische Geometrie auszugehen. Man betrachte die Abb. 14 
bis 17, in denen vier Geradenpaare nebst der Angabe des Winkels eingezeichnet 
sind. Der Anfangsschenkel ist mit 1, del' Endschenkel mit 2 bezeichnet. 

22. Speere. Aus 21, (12) findet man 

Die GroBe (u, v) liiBt sich also vollstandig, d. i. mod 2:n: erst be

istimmen, sobald iiber die beidell WurzelgroBen verfiigt ist. V~~ 

st in beiden Formeln gleich zu nehmen; dasselbe gilt von V vi + v:. 
Ferner konnen die heiden Formeln wegen der Homogenitiit der 

Geradenkoordinaten nur dann Sinn haben, wenn V ui +u: den 
Faktor k erhiilt, sobald die u1 ' u2 ' Us mit dem Proportionalitiits

faktor k helastet werden. Entsprechendes gilt fUr V vi + v: . 
Es zeigt sich also, daB man aus homogenen Geradenkoordinaten 

den Winkel (u, v) nicht vollstiindig ermitteln kann, sondern nur 
mod:n:. Vom Sinus oder Kosinus des Winkels zweier Geraden zu 
reden, ist daher sinnlos. Man hat dazu vielmehr einen andern Be
griff einzufiihren, der durch ein System von vier homogenen Ko-

ordinaten Uo = V ui + u:, u1 ' u2 ' u3 definiert ist. Wir reden da von 
einem Speere. Ein Speer ist also ein System von vier Verhaltniszahlen 
uo, uil us' us, zwischen denen die Relation besteht uJ - ui - u; = O. Au!! 
jeder (anisotropen) Geraden konnen zwei Speere gewonnen werden; 
sie heiBen zueinander entgegengesetzt, weil beidemal die Speerkoordi
nate Uo entgegengesetzt zu nehmen ist. Man sagt, sie liegen auf der 
Geraden u1 : u2 : us' ihrem gemeinsamen Trager. 

1st die Gerade ul : u2 : Us eigentlich und reeH, so kann man MS 

geometrisches Bild des neuen Begriffes die beiden Durchlaufungs
richtungen auf der Geraden ansehen, und daher stammt auch die 
Bezeichnung Speer. 

--+--------

Auf der Geraden 3 : - 4 : 8 liegen so die beiden entgegengesetzten 
Speere: 

Uo : u1 : u2 : u3 = 5: 3 : - 4 : 8 = - 5 : - 3 : 4: - 8 = 10: 6: - 8: 16 -" .. . 

uO:U1 :U2 :US = -5:3: -4:8 = +5: -3:4:-8 = -10:6: - 8:16= .. .. 

Auf einer isotropen Geraden und ebenso auf der uneigentlichen 
Geraden liegt immer nur ein Speer (uo = 0). Solche Speere ("isotrope 
Speere, der uneigentliche Speer") diirfen als zu sich selbst entgegen-
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gesetzt bezeichnet werden. AIle iibrigen Speere heiBen Euklidisch 
oder anisotrop. 

1m Gegensatz zu einer Geraden bildet ein (anisotroper) Speer 
mit sich selbst einen Winkel, der sich von Null um ein Vielfaches 
nicht von n, sondern von 2 n unterscheidet, wie aus der ersten 
Formel (16) hervorgeht. 

Der Winkel zweier Speere uo: u 1 : u2 : Us und vo: VI : v2 : Vs ist 
bestimmt durch: 

Um eine.,Spiegelung als Speertransformation darstellen zu konnen, 
haben wir noch eine Ji'estsetzung willkiirlich zu treffen. Wir setzen 
fest, daB bei der Spieg~lung an einer Geraden jeder der beiden 
Speere auf ihr in Ruhe bleiben solI. Dazu ist den Formeln 21, (4) 
noch hinzuzufugen die Gleichung u~ = uo' (Ohne unsere Festsetzung 
ware wegen U~2+U~2=U~+U: noch tl~= -uo moglich gewesen.) 
Aus Spiegelungen lassen sich aber aIle Bewegungen und Umlegungen 
zusammensetzen. Daher sind diese jetzt als Speertransformationen 
erkliirt; den. Formeln fur Bewegungen und Umlegungen in Geraden
koordinaten ist beidemal hinzuzufiigen u~ = uo' Vber die Dehnungen 
als Speertrans{ormationen vgl. 45, Zus. 5 .. 

Der Drehungswinkel (21, Zus.,8; 14, S.47) erweist sich jetzt 
als Winkel eines transformierten Speeres gegen den zugehorigen ur
sprunglichen Speer, und ist damit vollstandig bestimmt. 

Bezeichnet man endlich den Speer uo: u 1 : u2 : Us = 1 : 0 : 1 : 0 ala 
positiven X-Speer, so findet man· fur den Winkel cp, den der Speer 
uo : ul : u2 : Us gegen den positiven X-Speer bi.ldet: 

(18) cos cp = u2 : uO' sin cp = - u1 : uO' 

oder 

(18) Us = Uo sin (~ + cp) . 

Hiernach kann man die Koordinaten eines Speeres angeben, wenn 
(aufier seinem Trager) sein Winkel gegen den positiven X-Speer voll
standig, d.i. mod 2 n gegeben ist. 

Der Speer, der gegen den positiven X-Speer den Winkel ~ 
4 

bildet und durch den Nullpunkt der Koordinaten lauft, liegt auf 
der Geraden' x - y = 0, d. i. es ist u1 : u2 : Us = 1 : - 1 : 0, u~ = 2. 
Nun solI nach der ersten Gleichung (18) sein: 

1 .. /= -1 
-y 2=-
2 uo ' 
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d. i. Uo = - V2, wo 11'= den positiven Wurzelwert bedeutet. Der 
Speer heiSt demnach: 

-V2:1:-1:0 oder V2:-1:1:0. 

Ein Speer kann in sich selbst erst bei einer Drehung durch 
den Drehungswinkel 2:n iibergefiihrt werden; eine gerade Linie bei 
einer Drehung durch den Winkel :n. Der Speer auf der Y -Achse, 
der aus dem positiven X-Speer vermoge einer Drehung durch den 

:n 
Winkel "2 hervorgeht, heiSt positiver Y-Speer. Seine Koordinaten 

sind -1: 1: 0: O. Der entgegengesetzte Speer 1: 1: 0: 0 wird als 
negativer Y -Speer bezeichnet. Entsprechend nennt man den zum 
positiven X-Speer entgegengesetzten Speer -1: 0: 1 : 0 den nega
tiven X-Speer. 

Die nachfolgenden Ausfiihrungen sollen, obwohl sie zum Teil Wieder
holungen sind, dem an synthetische Behandlungsweise gewohnten Leser die 
Unterschiede zwischen Speer und Gerade noch weiter auseinandersetzen. 

1. Der Begriff des Speeres darf nicht mit einem anderen verwechselt 
werden, der in den Elementen haufig verwandt wird, dem der Halbgeraden 
oder des Strahls. Eine Gerade wird durch jeden ihrer Punkte in zwei Halb
gerade oder Strahlen zerlegt. Beide haben den Anfangspunkt gemeinsam und 
zeigen nach v8rschiedenen Richtungen. Ein Speer hat aber keinen Anfangs
punkt. Wahrend ferner aus einer Geraden unzahlig viele Strahlen gewonnen 
werden konnen, tragt sie nur zwei Speere. Eine Gerade kann bereits bei 
einer Drehung durch n mit sich selbst zur Deckung gebracht werden, ein 
Strahl und ebenso ein Speer erst bei einer Drehung durch 2 n. SchlieBlich 
kann eine Schiebung eine Gerade und auch einen Speer in Ruhe lassen, aber 
niemals einen Strahl. 

Sind die Trager zweier Speere parallel, so konnen die Speere selbst ent
weder "syntaktisch" oder nantitaktisch'" sein. 1m ersten FaIle stimmen ihre 
Richtungen iiberein, im zweiten FaIle sind sie entgegengesetzt. 

2. Unter dem Winkel (Sl' S2) eines zweiten Speeres S2 gegen einen ersten, 
Speer Sl verstehen wir den Betrag der Drehung im positiven Sinne, bei der 
der Speer Sl in den Speer S2 ubergefuhrl wird. 

Dieser Betrag darf um 27t verstarkt werden (im Gegensatz zum Winkel 
zweier Geraden). Der Winkel <p zweier Speete geht in 2 n - <p iiber, sobald 
Anfangsspeer und Endspeer vertauscht werden. 

Auf der nebenstehenden Seite ist eine Anzahl von Beispielen fiir den 
Winkel zweier Speere gezeichnet, ebenso wie auf S. 101 fiir den Winkel zweier 
Geraden. Man wird gut tun, jene Figuren und die jetzigen nebeneinander zu 
betrachten. 

3. Den Ubergang von einer Geraden zu einem auf ihr liegenden Speere 
nennt man ~,Orientierung". Wie man das Koordinatensystem in der Ebene 
orientierl, d. h. welche Riohtungen man den Koordinatenachsen beiJegt, ist an 
sich gleichgiiltig; man hat die Auswahl zwischen vier Moglichkeiten. Hat man 
aber iiber die positiven Achsenspeere einmal verfiigt, so muE man erklaren: 

Unter der positiven Drehungsrichtung ist die zu verstehen, bei welcher der 
positive X-Speer uber den positiven Y-Speer in den negativen X-Speer Uber
gefuhrl wird. 
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Diese Festsetzung ist es, welche der Goniometrie zugrunde liegt. Um 
jetzt einwandfrei vom Winkel zweier Geraden reden zu konnen j mussen wir 
diese als Anfangsschenkel und Endschenkel unterscheiden. 

4. Unter dem Winkel (G" G2) einer zweiten Geraden G2 gegen eine erste 
Gerade G1 verstehen wir den Betrag der Drehung im positiven Sinne, bei der 
die Gerade G1 in die Gerade G2 ubergefUhrt wird. 

Abb. 
18. 

Abb. 
20. 

Abb 
22. 

Abb. 
24. 
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Abb 
25. 

Dieser Winkel darf offenbar um 1800 verstarkt werden, weil eben eine 
Gerade bei einer Drehung durch 180 0 in sich selbst iibergefiihrt werden kann; 
der Winkel ist mod:Tf bestimmt. Vertauscht man bei einem solchen Winkel 
Anfangs- und Endschenkel, so geht der Winkel in seinen Supplementwinkel iiber. 

5. Die goniometrische Funktion, welche geeignet ist, einen solchen Winkel 
zu messen, iet der Tangens, denn dieser beeitzt die Periode :Tf, iet also im
stande, die Vieldeutigkeit des Winkels geradezu aufzuheben. 
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Daher kommt 80gleich in den Anfangskapiteln der analytischen Geometrie 
die Tangensfunktion vor; fiir den Winkel der beiden Geraden 

und 
G1 : y=A1 x+b1 

Gg : y=A.x+b. 
hat manbekanntlich die Formel 

(G G) Ag - Al 
tg l' 9 = 1+..4.1 A •. 

DaB das Vorzeichen des Zahlers richtig ist, bestatigt man durch Speziali
sierung. LaBt man etwa G1 in die X-Achse iibergehen, so wird Al = O. Die 
rechte Seite ergibt dann tatsachlich A., wie es ja sein muB. 

Abb. 26. 

Die iibIiche Formulierung ist aber nicht einwandfrei. Man erklart viel
fach namlich: in der Gleichung y = Ax + b bedeutet der Richtungsfaktor A 
den Tangens des Winkels, welchen die dargestellte Gerade mit dem positiven 
Teil der X-Achse bildet. Diesa Fassung bleibt ganz ebenso richtig bzw. nn
richtig, wenn man das Wort positiv durch negativ ersetzt (vgl. 21, Zus. 14). 

Abb. 27. 

6. Um· die Winkel eines Vielecks bestimmen zu kiinnen, hat man einen 
Umlauf sinn feBtzusetzen. Dann ist es miiglich, die Reihenfolge der Seiten zu 
erklaren, so daB man in jedem Winkelpunkte von Anfangs- bzw. Enclschenkel 
reden kann. Fiihrt man das aus, so ergeben sich alB "Winkel" (Unterschied 
der jetzigen AUBsage gegen 21, Zus. 12) nicht die sonst so genannten, sondern 
die Auienwinkel. Hierzu Abb.26 u. 27. Dann folgt ferner unmittelbar der 
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Satz: Die Summe der Wmkel in einem nicM UberBchlagenen fl-Eck betragt vier 
BecMs (vgl. aber Zus. 10). 

Diese Ziihlung der Winkel, die' zu dem soeben genannten einfaohen Satz 
gefiihrt hat, ist (nach dem Vorgang von E. Study) bereits mehrfach in aer 
sphiirisohen Trigonometrie eingefiihrt1). Dort zieht me u. a. den Satz nach sich: 
Die WinkeZ der Polarecke Binel gZeiah den Seiten der tWBpringlicken Ecke tmel 
umge1cehrl. 

Man bemerkt, daB es im reellen Gebiet moglioh ist, auf negative Winkel 
zo verziohten; fiir einen negativen Winkel lassen sioh ja unziihlig viele posi
tive Winkel angeben, die als ii.quivalent anzusehen sind, darunter einer im 
Intervall (0, 2 n), bzw. (0, n). 

7. In einem regelmiiBigen Fiinfeck mit den Ecken 1, 2, 3, 4, 5 werden 
diese Ecken der Reihe nach verbunden. Wie groB ist jeder Winkel der Figur? 
(er ist nicht 108°!). Jetzt verbinde man 1 3 5 2 4 1. Wie groB sind die 
Winkel dieser Figur? Wie groB die Winkelsumme? Endlioh sollen immer 
zwei Eoken iiberschlagen werden: 1 4 2 5 3 1. 

8. Der Ort aller Punkte P, fiir die der Winkel (PPu PPg) seiner Ver
bindungsgeraden mit zwei festen getrennten reellen Punkten P1 und Pg kon
stant und von Null versohieden ist, ist ein Kreis durch P1 und Pg. Vergleiche 
diese Fassung mit der BOnst iibliohen (zwei kongruente KreisbOgen!) Zeiohnung! 

9. Periode von cos 9 q.>, sin 2 q.>, oos -i, sin 2 :I: - cos 9 ~. Gib eine Funktion 

Ton der Periode 8 n an. Welohe Funktionen sind auBer tg q.> nooh imstande, 
den Winkel zweier gerader Linien zu messen? Beurteile die GIeiohung cos q.> 

= V 1 + c;s 2 q.> • Stelle tg IX rational durch Funktionen von 21X dar (zwei 

Formeln!). Winkelsumme eines iiberschlagenen Trapezes! Zeichne ein Poly
gon von der Winkelsomme 6 n. Winkel der beiden Geraden :I: + 21/- i == 2 
und 3:1: + 1/- 7 i = O. Dieselbe Frage fiir die ge-
raden Linien i - 5: 5i + 1 : 0 und 1: - 8 i: 2. 

10. Wie graB ist die Summe der Winkel 
(AuBenwinkel) in einem Dreieck von negativem 
Umlaufssinn? Abb. 28. 

11. Bei einer Drehung bleiben drei Speere in 
Ruhe, ebenso bei einer Umwendung. Besohreibe 
sie! 'Bei einer Sohiebung gibt es dagegen 2'001 
Ruhespeere, und bei der identischen Bewegung 
deren 00 9 • 

12. Warum liiBt sioh eine Affinitit nicht als Abb. 28. 
Speertransfor~tion darstellen? 

13. Der Winkel (u. 11) zweier B..-1 
"0 +Ut:l:1 + ... +u":I:,, = 0, "0+111:1:1 + ... +11":11,, = 0 

deB B" wird durch seinen Kosinus erklirt: 

( ) _ U1"1+U9V9+···+u,.11" 
cos U, 11 - _I 9 9 

V uP+U: + .•. +u: yvl +lIg + ... +" .. 
Um ibn voUstanelig zu bestimmen, muB man noch iiber eine Irrationalitit 

verfiigen. 

1) Sphirisohe Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptis~he 
Funktionen. Abh. der math. phys. Klasse der Kgl. Sichs. Ges. d. W188. 
Leipzig bei S. Hirzel. 1893. 
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23. Entfernung nichtparalleler Punkte. Fiir die Punkte einer 
anisotropen Geraden u1 x + u2 Y + Us = 0 ergibt sich nach 4, (4) die 
Parameterdarstellung: 

~ : 'f} : 1 = - Us u1 + u2 T : - Us u2 - u1 T: u; + u; . 

Sie ist nicht ganz sachgemaB, da sie nicht vollig homogen ist. Auf 
der Geraden 3: 4: 9 liegt der Punkt ( - 3/0). Fiir ihn wird T = -12. 
Schreibt man aber bei Einfiihrung eines Proportionalitatsfaktors die 
Koordinaten der Geraden 6: 8: 18, so findet man fUr T den Wert 
- 24. Man kann also dem Punkte (- 3/0) aIle moglichen Para
meterwerte auBer Null zuordnen. Umgekehrt kann man jedem von 
Null verschiedenen Parameterwert aIle moglichen Punkte der Geraden 
zuordnen, mit einer einzigen Ausnahme. Der Parameter T indivi
dualisiert den Punkt auf der Geraden nicht. Eine solche Parameter
darstellung nennen wir schlecht. 

Urn sie zu bessern, setzen wir T~= uot. Dadurch wird .die Homo

genitat erreicht, denn Uo = V ui + u; hat dasselbe Gewicht wie die 
Geradenkoordinaten u, d. i. U o wird mit dem Faktor f-t multipliziert, 
sobald die iibrigen u den Proportionalitatsfaktor f-t erhalten. Zu
gleich damit ist aber die Gerade u orientiert. Wir haben jetzt: 

(19) ~ : 'f} : 1 = - Us u1 + u2 Uo t: - Us u2 - u1 Uo t : uJ. 

Hier gehort, was fiir Proportionalitatsfaktoren wir auch ein
fUhren, zu jedem Punkte der Geraden ein .einziger ganz bestimm'lier 
Parameterwert t, und umgekehrt zu jedem Parameterwert t em ganz 
bestimmter Punkt. Hier diirfen wir daher vom Punkte t der 
Geraden reden. Der Punkt t = 0 heiBe Zentralpunkt der Geraden; 
er ist der FuBpunkt des vom N ulipunkte auf die Gerade U ge
rallten Lotes. (S. 35.) 

Fiir das Abstandsquadrat der beiden Punkte t1 und t2 finden 
wir jetzt den Ausdruck: 

(t2 - t1)2, 

also ein vollstandiges Quadrat. Daher konnen und wollen wir fest
setzen: 

Der auf dem Speere uo: U 1 : U'2 : Us gemessene Abstand der beiden 
Punkte 

- Us u1 + u2 Uo tl : uJ, - Us u2 - u1 Uo tl : uJ 

- Us u1 + u2 Uo t2 : ug, - Us u2 - u1 Uo t2 : uJ 

sei t2 - t1• Der Punkt t1 heiBe Anfangspunkt, der Punkt ts End
punkt der Strecke tl -- t'}.. 
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Um jetzt den Abstand zweier durch ihre Koordinaten (~1' th) 
und (~\P 'YJ'J) gegebenen Punkte des Speeres zu ermitteln, brauAen 
wir zuerst ihre Parameter- in der Darstellung (19). Man findet 

U'J~l -U1 'YJl = uotl' u'J~'J - u1 'YJ'J = uot'J. 

wodurch sich besonders klar zeigt, daB diese von der Orientierung 
abhiingen. J etzt ergibt sich: 

Der auf dem Speere Uo: U1 : U'J : Us gemessene Abstand der beiden 
Punkte (~1' 'YJl) (Anfangspunkt) und (~'J' 'YJ2) (Endpunkt) ist 

I (20) 
Uz (~2 - ~1) - u1 ('YJ2 - 'YJl) 

Uo 

Die Entfemung andert also ihr Vorzeichen: 

1. wenn bei gleichbleibender Orientierung der Geraden die End
punkte der Strecke vertauscht werden; 

2. wenn bei ungeanderten Endpunkten der Strecke die Orlen
tierung geandert wird. 

1st eine Gerade orientiert, so hat iede Strecke auf ihr ein ganz be
stimmtes Vorzeichen. 

1st auf einer Gm'aden eine einzige Strecke dem Vorzeichen nach ge
geben, so ist sie dadurch orientiert. Denn aus (20) ergibt sich dann 
eindeutig uo. 

1st auf einer Geraden eine einzige Strecke de?n Vorzeichen nach ge
geben, so sind es alle Strecken auf ihr. Denn der Quotient zweier 
Ausdriicke (20) ist von Uo unabhangig, also rational. 

Es folgt, daB die iibliche Erklarung PgP, = V (x, -Xa)2+(y, -Ya)2 
unter Umstanden nicht benutzt werden darf. Sind namlich Ps (xs' Ya) 
und oF, (x" y,) auf der Geraden durch die getrennten Punkte PI (Xl' Yl) 
und P2 (x'J' Y2) gelegen, so folgt nach (20): 

Pa P",: PI P2 = u'J (x, - xs) - u1 (Y4 - Ys); u2 (X2 - Xl) - u1 (Y2 - Yl)' 

d. i.: 

(21) 

Jetzt hiingt also PaP, von der Irrationalitat V (X2 - X 1)2 +(Y2 - Yl)2 
abo DaB diese den OrientierungsprozeB besorgt, sieht man auch aus: 
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Nunmehr geht (21) iiber in: 

Geometrisch hat das Vorzeichen der Strecke, wenn es sich um 
reelle Punkte ·handelt, eine ganz bestimmte Bedeutung. Es gibt 
dann AufschluB iiber die gegenseitigt\ Lage der einzelnen Punkte. 

1. In Abb. 29 sind vier Punkte Pi> p., Ps ' P4 gezeichnet, die auf einer 
Geraden liegen. Bis dahin iet 'eine Vorzeichenbestimmung der einzelnen 
Strecken nicht moglich. Setzen wir aber willkiirlich fest, daB P1 p. positiv 
gain solI, so haben alIe iibrigen Strecken sofort ein ganz bestimmtes' Vor
zeichen. Dann ist z. B. psp. positiv, P4 P. negativ, P1 Ps positiv, PaP1 nega
tiv usw. Zugleich mit der erstgenabnten Festsetzung ist dann auch ein Speer 
auf der Geraden ausgezeichnet; er zeigt so, wie es in der Abb. 29 angedeutet ist, 

P,,... 
I 

~ Pz 
I I 

Abb. 29. 

Umgekehrt sei der Durchlaufungssinn auf der Geraden so vorgeschrieben, 
wie es die Zeichnung zeigt, Dann sind aIle Strecken dadurch eindeutig be
stimmt; es ist dann P1PS ' P1 P., P1P4 , PSP4 , psp., P'P4 positiv, alie iibrigen 
Strecken negativ. . 

Hatten wir der Strecke P1 p. das Minusvorzeichen vorgeschrieben, so 
hatten wir die Gerade entgegengesetzt orientieren mussen, wie es die Zeich
nung angibt. 

2. Statt (21) kann man auch schreiben; 

(23) PS P4 = -P,Ps = X, -X3 V (X.-X1)2+(Y.-Yl)2 = y, -Ys,; (X.-X1)2+(Y2-Yl)"' 
~-~ ~-~ 

Nachweis auf Grund der Identitat 

pa + qb = ~ + q(bc - ad) 
pc+qd c c(pc+qd) ' 

Zusammenhang mit ahnlichen Dreiecken! 

3. Wann ist fur vier getrennte Punkte [vgl. (21)]: 

[(X.-X1)2+ (Y2-Yl) 2] , [(a.-a1)2+ (b.-b1)"] = [(a.-a1) (x.-x1)+(b2-b1)(Y2-Yl)]2! 
4. Der Speer "0 : "1 : u 2 : Us falle mit dem positiven X -Speer zusammen. 

Zeige, daB dann (vgl. (20»: 
P1 P. = x. - Xl' 

Wir sprechen die letzte Formel, gegen die sich VerstoBe nachweisen lassen, 
ausdriicklich aus: 

Die Entfemung eweier Pu,nkte auf der "x -Achse" findet man, mllem 
man die Abszisse des Anfangspunktes von der Abszisse des Endpunkfes subtrahierl. 
(Historisch verBteht man unter Achsen nicht gerade Linien, sondem Speere.) 
. 5. Will man Strecken, die auf einer Geraden liegen, miteinander ver

gleichen, so muB auf der Geraden erst ein Speer ausgezeichnet werden, auf 
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dem dann alle Abstande zu messen sind. Ein anderes Verfahren befolgt man 
in der elementaren Optik, wo die Hauptsymmetrieaohse einer Linse zwei ver
sohiedene Orientierungen tragt, eine fUr die Messung der Bildweite und eine 
fiir die der Gegenstandsweite. Es hangt das mit der Abneigung des Physikers 
gegen negative GraBen zusammen. Die Folge ist, daB man mehrere Linsengesetze 
statt eines einzigen erhalt, und daB die Vorzeiohen immer unsioher sind, so
bald man Linsensysteme betraohtet. Sowie die Zahl der Linsen eines solohen 
Systemes auoh nur drei betragt, ist es kaum nooh moglioh, zwisohen all diesen 
Orientierungen durohzufinden. 'Obrigens lassen sioh bei diesem Verfahren nega· 
tive GraBen dooh nioht immer vermeiden. 

6. Will man also Streoken auf einer anisotropen Geraden vergleiohen, so 
hat man in (22) der Quadratwurzel iiberall dasselbe Vorzeiohen beizulegen; 
welches, ist gleiohgiiltig. So beweist man: 

P2 P3 +PaPl +PlP9 = O. 
Diese Gleichung laBt sioh auf keine andere Weise korrekt beweisen. Sie gilt 
fiir aIle Lagebeziehungen (will man mit absoluten Langen arbeiten, so ist sie 
bekanntlioh duroh eine von drei versohiedenen zuersetzen), auoh wenn die drei 
Punkte teilweise oder samtlioh zusammenfallen. 

7. Fiir vier Punkte einer Geraden gilt die Beziehung: 
POPl ,P2 PS + POP2 ,PSP, +POPS·PlP9 = O. 

8. In (19) bedeutet der Parameter t die Streoke, deren Anfangspunkt 
der Zentralpunkt, deren Endpunkt (~, Tj) ist, gemessen auf dem Speere 'Ito: 'ltl : 'Uj!: ua • 

9. Warum gelten die ganzen Entwioklungen dieses Absohnitts 23 nUr 
fiir Streoken auf Eukliwsohen Geraden? 

10. Zentralpunkt isotroper Geraden! Welohe heiden Abstandsformeln be
halten ihren Sinn? 

11. Das Verhaltnis zweier Entfernungen auf einer anisotropen Geraden 
ist rational. Beide Entfernungen miissen zwar auf demselben Speere gem essen 
werden; auf welohem, ist aber gleiohgiiltig. Unter dem Teilverhitltnis, in 
welohes der Punkt t die Streoke tl tg teilt, versteht man den Quotienten 
tl - t : t - tg; der Parameter des TeiIpunkts soIl also zwischen denen von 
Anfangspunkt und Endpunkt vorkommen. Der Punkt t teiIt die Streoken 
t, t~ und tg t, naoh reziproken Teilverhaltnissen. Drei Punkte A, B, 0 
einer Geraden geben zu seohs Teilverha1tnissen AnlaB. Eines davon sei l; 

zeige, daB die iibrigen die Gestalt :::! haben. Dabei ist ad - bc = ±.1. 
Die Summe dieser seohs Werte ist -3. Besondere Tripel ergeben sioh daraus 
in den drei Fallen, in denen mehrere Werte des Teilverhaltnisses zusammen
fallen: 

a) Hat das Teilverhaltqis einen del" drei Werte -1, 0, 00,. so liegt einer 
der drei Punkte unendlioh fern (Zus. 12) oder zwei der drei Punkte fallen 
zusammen; 

b) hat das Teilverhiltnis einen der drei Werte + 1, - 2 , - t , so ist 
einer der drei Punkte die Mitte der beiden andern; 

c) hat das Teilverbiiltnis einen der beiden Werte 8, 8 g , wo e eine imagi
nare dritte Einheitswurzel ist, so behalt es Heinen Wert bei allen zyklisohen 
Vertausobungen der drei Punkte, vgl. 35, Zus. 9. 10. 

12. Zeige: Der Punkt P(~, Tj) auf der Geraden P, (Xl! y,), P2 (X2' Yg) teilt 
die Btrecke P, P2 ins yerhii.ltnis q;, wenn 

~ = x, + q;x, '1 = Y, + q;y, • 
1+q; , 1+q; 
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VorauBsetzungen! Eindeutigkeit des Teilpunktes (Gegensatz zum elementaren 
Standpunkt). Welcher Wert des Teilverhiiltnisses kann nicht eintreten? Suche 
durch einen Grenziihergang den Wert des Teilverhiiltnisses im Punkte (xg , Y2) 
zu ermitteln. Die letzten Formeln gehen eine· Parameterdarstellung der Punkte 
der Geraden durch Pi und P2 auch dann noch, wenn diese heiden Punkte 
parallel sind, und auch dann heiBt q; das TeilverhaItnis, ohwohl es dann nicht 
mehr als Quotient zweier Strecken auf der (isotropen) Geraden erklart werden 
kann. - Dem Teilverhaltnis q; = -1 kann kein Punkt (;, 'YJ) zugeordnet werden. 
Vollzieht man den Grenziihergang zu q; =-1, so wachst das Quadrat der Ent
fernung (PiP) seinem absoluten Betrag nach unbegrenzt. Daher ist es bequem, 
von dem unendlich fernen Punkt der (anisotropen!) Geraden P1 P2 zu reden. 
Dieser laBt sich nicht mehr durch Koordinaten angeben (vgl. 24). Warum 
darf man nicht von einem unendlich fernen Punkte einer Isotropen reden? 

13. Bei der Dehnung 13, (29ab) werde jede Sehne (14, Zus. 19), also jede 
Strecke (x, y) ---+ (x', Y') ins Verhaltnis 1 :..j p. + qg geteilt. Diese (heiden) Teil
punkte erfiilIen bei den gleichsinnigen Dehnungen die ganze Ebene, aber bei 
den Streckungen fallen sie siimtlich in den Ruhepunkt, soweit der eine Wert 
der Quadratwurzel in Frage kommt. (Fiir den andern 1) Sonderfall der Be
wegungen (vgl. 14, Zus. 19)! Bei ungleichsinnigen Dehnungen erfiillen diese 
Teilpunkte nur zwei gerade Linien_ SonderfalI der Umlegungen (vgl.14, Zus.20)! 

14. Teilen die Punkte ta und t. die Strecke tl t. nach den VerhiiltniBBen q; 
und - q;, so sagt man, das Punktepaar tl tg wird durch ta und t. harmonisch 
gdrennt (35). Die Sehnen einer gegensinnigen Dehnung werden durch die 
heiden Ruhegeraden harmonisch getrennt. 

15. Nach dem letzten Satze kann man von einer gegensinnigen Dehnung, 
die durch zwei Paare zugeordneter Punkte P ---+ pi, Q ---+ Q I gegeben ist, die 
Ruhegeraden und· den Ruhepunkt zeichnen. Voraussetzungen! 

16. Unter dem Speere, der yom reellen Punkt Pi (xu Yl) nach dem reeUen 
Punkte Pg (X2' Y2) zeigt, versteht man den Speer, auf dem gemessen die Strecke 
mit dem Anfangspunkt Pi und dem Endpunkt P2 positiv ist. Er hat die 
Koordinaten : 

'11.0: '11.1 : U2 : Ua =..j (X2-X1)2+(Y9-Yl)2 : Yl-Y2 :X2 -X1 : X1Y2- X2Yl· 
Er bildet gegen den positiven X-Speer einen Winkel, dessen Kosinus und Sinus 
das Vorzeichen von X9-Xl bzw. Y.-Yl haben. 

Hiernach kann man die Koordinaten der Seitenspeere eines Dreiecks mit 
reellen Ecken angeben, welches in der Reihenfolge Pi P2 Pa umlaufen werden solI. 

17. AIle zu einem Speere syntaktischen sollen angegeben werden. Der 
in 22, Zus. 1 gebrachte synthetische Begriff syntaktischer Speere wird analy
tisch durch die Forderung gefaBt: Syntaktische Speere bilden gegen einen 
weiteren Speer denselben Winkel. Voraussetzungen. Erweiterung der Definition! 

18. Es seien 'II. und v zwei Speere. Die beiden Geraden 

'11.0 Vi + U1 Vo: UOVg + UgVo : UoVa + UaVo' 
UOVl - U1 Vo : UOV2 - UgVo : UoVa - UaVo 

heiBen ihre erste und zweite Mittelgerade. Fallen die beiden Speere, die jetzt 
einmal beide als anisotrop vorausgesetzt werden, zusammen, so behalt die 
erste Mittelgerade ihren Sinn (welchen 1), wahrend die zweite unbestimmt wird. 
Das Gegenteil findet statt, wenn die beiden Speere entgegengesetzt sind Fiir 
parataktische Speere, d. i. solche auf parallelen Tragern, wird eine Mittel
gerade uneigentlich, die andere bleibt eigentlich. Fall der Syntaxie und der 
Antitaxie! Geometrische Bedeutung der Mittelgeraden bei nichtparataktischen 
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Speeren! Die erste Mittelgerade ist (immer?) Symmetrieachse der Figul' der 
beiden Speere, nieht aber die zweite. Das hei.Bt: nur bei de1 Spiegelung 
an der ersten Mittelgeraden werden die beiden Speere U und 11 miteinander 
vertauscht. 

Jetzt soU untersucht werden, was aus den Mittelgeraden wird, wenn ein 
Speer (oder auch beide) isotrop oder uneigentlich wird. 

19. Eme Bewegung werde als Speertransformation (21, Zus.I. 22, S. 108) 
betrachtet, und man bilde die Mittelgeraden fiir aIle Paare u, ,,' zugeordneter 
Speere. 

Uf: U;: U; = 0C0 (0C0 Ut+ota Uv): - 0C0( Ot3 Ut-OCo "2): Ot8 (Ot1Ut+Otgug+ocaua)+0C0 (OtIUCOtl Ug-tOto U.), 
Uf': U~': U;' = Ota (OtaUt -OtO"I): Ota (OtO"l +ocsUv): -Ota (oc1 U1 +OCgUI)+ OCo(oc1 tl'2 -(1.2U1)· 

Die ersten Mittelgeraden erfdllen die ganze Ebene oder vereinigen sich 
(0C0 = 0) fUr die Umwendungen samtlich in der uneigentlichen Geraden. 

Die zweiten Mittelgeraden nehmen nur 00 1 Lagen ein (Parameter 'Ut : Ul/) 

und laufen wegen Ot1U:'+oesU:'+ocaU;'=0 durch den Drehungsmittelpunkt. 
Fiir oc. = 0, also fUr die Schiebungen fallen ~ie aIle in die uneigentliche Gerade. 

20. Bei einer Uinlegung gibt es 00 1 zweite Mittel'geraden, die das 
Parallelenbiischel senkrecht zur Umlegungsachse erfiilIen. Auch die ersten 
Mittelgeraden kommen nur in 00 1 Exemplaren vor und erfiiUen dann das 
Parallelenbiischel parallel zur Umlegungsachse, oder es liegt eine Spiegelung 
vor, wo die Spiegelungsachse einzige erste Mittelgerade ist. 

21. Das Mittellot (11, Zus. 1) auf der Sehne (x, y)-+(x', y') einer (nicht 
identischen) Transformation (14, Zus. 19) heiJ3e eine Normale1) der Transforma
tion. Bei einer Bewegung gibt es dann 00 1 Normalen, die durch den Drehungs
mittelpunkt laufen, oder ein Parallelenbiischel erfiilIen. Bei einer nichtinvolu
torischen Umlegung gibt es 00 11 Normalen; bei einer Spiegelung nur eine ejn
zige, die Spiegelungsachse. 

22. Bei der anisotropen Schiebung 
x'=x+a, y'=y+b 

wird jeder Punkt (xo, Yo) auf einer .durch ihn laufenden Geraden x-xo: 1/-Yo 
= a: b fortgefiihrt. Sie hat die Koordinaten - b : + a: - aYe + bwo und wird 
damit durch die Irrationalitat .fCi9 + b 2 orientiert. Dann heiBt der Winkel rp 
eines solchen Speeres gegen den positiven X -Speer, fiir den also 

a . b 
cosrp=.1 ' s~nrp=---

va2 +b 2 ~a2+b2 

die Schiebtmgsrichtung. Fiir die Entfernung (xo' yo)~-+ (x~, y~) findet man 
dann nach 23, (20) den Betrag,"; a 2 + b 2 , und dieser heiBe die Schrittweite 
der Schiebung (passo bei den Italienern). Bezeichnen wir sie mit 2 fJ, so ist 
rational 

2fJ cosrp = a, 
wahlt man aber, was erlaubt ist, die Schiebungmchtung entgegengesetzt, so 
ist rp durch 1f + rp zu ersetzen, und fJ durch - fJ. Die Schiebung von der 
Schrittweite 2 fJ in der Richtung rp hat die Parameter (vgl. U, S. 49): 

ceo: ~ : Otg: oc. = -1: fJ cos (~+ rp) : fJ sin (~+ rp) : O. 

1) Nach Study, Math. Ann. 39 (1891), S.447. Ebendort die Begriffe der 
Sehnenmitten und der beiden Mittelgeraden. 

Beck, Koordinatengeometrie der Ebene. 8 
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23. Zerlegt man eine anisotrope Sohiebung in zwei Umwendungen (vgl. 15, 
Zus.4), so ist der Abstand der Umwendungsmittelpunkte gleioh der halben 
Sohrittweite. Genauer Sinn dieser Behauptung! 

24. Zerlegt man eine Drehung in zwei Spiegelungen, so ist der Winkel 
der beiden Spiegelungsaohsen gleioh dem halben Drehungswinkel (vgl. 14" S.49). 

25. Zerlegt man eine Sohiebung in zwei Spiegelungen, sO ist der Abstand 
der beiden parallel en Spiegelungsaohsen gleioh der halben Sohrittweite. Ge
nauer Sinn dieser Behauptung! Zeige allgemein, daB der Abstand paralleler 
Geraden, die als Anfangsgerade und Endgerade unterschieden sind, eindeutig 
bestimmt werden kann, wenn ein gemeinsames Lot orientiert ist [vgl. 25, (25)]. 

~6. Die Darstellungen der Gruppe der automorphen Dehnungen einer 
Geraden 16, Zus.10 sind schlecht im oben erklii.rten Sinne. Ersetze sie duroh 
bessere! 

27. Die Ausfiihrungen des Textes iiber Abhii.n~igkeit der Irrationalitii.ten 
fiir mehrere Punkte einer Geraden (eines R1) Bollen auf den R. ausgedehnt 
werden. 

24. Polarkoordinaten. Ais Polarkoordinaten eines Punktes be
zeichnet man zwei aus den Kartesischen(18, Zus. 3) Koordinaten (x, y) 
abzuleitende Zahlen (e, fP), fur die 

e cosfP = x, 

Hieraus ergibt sich 

e sin 9" = y. 

e=Vx'l.+y'l., 
wo die Wurzel beliebig genommen werden dad. Dann wird cp 
fJollstitndig, d. i. mod 2 n bestimmt durch zwei der folgenden dre i 
Gleichungen 

x . y 
cosfP = -, slnfP =-, e e tgfP =!L. 

x 
(Die letzte Gleichung allein genugt nicht.) 

Wird der Quadratwurzel der entgegengesetzte Wert beigelegt, 
so andert sich die GroBe fP um n. 

Damit kommen wir zum ersten Obelstand der Polarkoordinaten. 
Jeder Punkt wird durch zwei Systeme von Polarkoordinaten geliefert, 
(e, fP) und (- e, n + fP). Der zweite Obelstand beBteht darin, daB 
sich die Punkte des reduziblen Kreises xl! + y'l. = 0 der Darstellung 
durch Polarkoordinaten entziehen. (1m reellen Gebiet trifft das nur 
fur den Punkt "(0,0) zu.) Dann wird namlich e zu Null, wahrend 
fP ganz unbestimmt bleibt. 

Demgegenu'ber steht ein Vorteil. Man kann mit den Polar
koordinaten leicht gewisse Grenzubergange vollziehen, . die uns be
fahigen "unendlich ferne",oder wie wir Heber sagen wollen, "neigent
liche Punkte zu erfassen. 

Wir zeigen das an einem Beispiel. Die anisotrope Gerade u hat 
in Polarkoordinaten die Gleichung u1 e cos fP + u. e sin fP + Us = O. 
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Da uns das VerhaJten im Nullpunkt (der auch Pol der Polarkoordi
naten heiJ3t) nicht interessiert, diirien wir schreiben 

"1 cOS<p +"11 sin<p + "s = o. e 
J etzt gehen wir zur G d . 1 "b renze e = 00, • 1. - = 0, u er. 

e 
fur die Koordinate <P noch 

u 
tg<p=-~. 

ull 

Das gibt 

Damit erhalten wir aber den Winkel <p der Geraden gegen die X-Achse. 
Insofem uns die Frage nach unendlich fernen Punkten auf eine 

Richtung gefiihrt hat, diirien und wollen wir geradezu identifizieren: 
Uneigentlicher Punkt = Bichtung. 

Bei unserm Grenziibergang ist Us ganz fortgefallen: 
Parallelen Geraden dart derselbe uneigentliche Punkt beigelegt werden. 
Dieser so vielfach miBverstandene Satz bedeutet also ganz an
spruchslos: Parallele. Gerade haben dieselbe Richtung. 

Dabei sind als identisch solche "Richtungen" anzusehen, die 
sich um n unterscheiden, d. i. antitaktische Speere haben dann die
selbe Ricptung. Die Richtung war durch den Tangens definiert; als 
Koordinate eines uneigentlichen Punktes kann daher tg <p dienen. Es 
gibt 001 uneigentliche Punkte. 

Den Wert dieser Betrachtungsweise zeigen wir an einem andern 
Beispiel. Es solI ein eigentlicher Punkt mit einem uneigentlichen 
verbunden werden. 

In 4, (1) 

(Yl - Y2) x + (Xi - Xl) Y + Xl Y2 - x2 fit = 0 

setzen wir XII :.- e cos<p, Yll = e sin<p, so daB also der Punkt (XII' YII) 
uneigentlich werden solI. Das gibt beim Grenziibergang zu e = 00: 

- sin<px + cos<p·y + Xl sin<p - Yl cos<p = 0; 
cos<p (y - YI ) = sin<p (x - Xl)' 

In elementarer Sprache lost diese Gleichung eine ganz andere 
Aufgabe wie 4, (1), UIid der Zusammenhang zwischen beiden bleibt 
verborgen. Von der letzten Gleichung aus kann man noch einen 
Schritt weiter ge~n und jetzt nach der Verbindungsgeraden zweier 
uneigentlichen Punkte fragen, von denen der erste die Koordinate 
tg <p hat, wii.hrend der andere davon getrennt sein Boll. Er heiBe 
tg<Pl; (<PI + <p + <p + n). So erhalten wir 

COB <p (y - e sin <PI) = sin<p (X - e cos<PJ. 
8* 
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Die Koordinaten der Verbindungsgeraden heillen in der Grenze 
o : 0 : sin (rp - rpt) = 0 : 0: 1. Ala Verbindungsgerade zweier uneigent. 
lichen Punkte gewinnt man 80 die uneigentliche Gerade. 

Auch mit der Gleichung eines Punktes gelingt auf diese Weise 
der Grenziibergang, der es ermoglicht, auch einem uneigentlichen 
Punkte eine Gleichung beizulegen. Die Gleichung des Punktes (x, y) 
lautete (vgl. 19, Zus. 9). 

x ut + y u9 + u3 = O. 

Damus wird e cosrp u1 + e sinrp u\l + u3 = 0, oder in der Grenze 

cosrp ut + sinrp ull = O. 

Jetzt wird eine Einschrankung in 19, Zus. 9 aufgeklart. Die Gleichung 
aUt + b u 9 + C u 3 = 0 stellte einen Punkt nur dann dar, wenn c=+-O. 
1st aber c = 0, so gibt sie nach unsern jetzigen Vberlegungen die 

b 
Gleichung des uneigentlichen Punktes tg rp = -. Wir £assen zusammen: 

a 

Die homogene lineare Gleichung in Geradenkoordinaten 

a u t + b u9 + c Us = 0 
wird erfiillt 

(c + 0) von allen Geraden durch den eigentlichen Punkt (a: c, b: c), 
(c = 0) von allen Geraden des Parallelenbuschels tg rp = b: a. (b: a + 1 : ± i). 

Man kann also auch identifizieren 

eigentlicher Punkt 
uneigentlicher Punkt 

Geradenbiischel 
Biischel Euklidischer Parallelen. 

Dagegen lassen sich, wenigstens an dieser Stelle, den beiden Biischeln 
isotroper Geraden keine uneigentlichen Punkte zuordnen. 

Es ist aber immer zu beachten, daB die uneigentlichen Punkte 
nur durch einen Grenziibergang zustande gekommen sind. Man 
kann ohne sie auskommen, und dieser Standpunkt ist gewiB be
rechtigt. Indessen falIt durch diese Grenziibergange Licht auf manche 
Gegenstande, so daB die Einfiihrung der uneigentlichen Punkte in 
die elementare Geometrie doch von systematischem Interesse sein kann. 
(In andern Zweigen der Geometrie (29) sind uneigentliche Punkte 
in demselben Sinne existenzberechtigt, wie die ei'gentlichen Punkte.) 
Ein Nutzen der uneigentlichen Punkte besteht darin, daB mit ihrer 
Hille gewisse Ausnahmen beseitigt werden konnen. Das zeigen die 
beiden Paare von Satzen, die von verschiedenenStandpunkten aus 
dasselbe besagen: 
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Zwei getrennte anisotrope Ge
rade. haben ,tets einen einzigen 
Schnittpunkt. 

Eine eigentliche Gerade hat mit 
der Parabel y'" - 2 x = 0 stets 
zwei zusammenfallende oder ge
trennte Punkte gemeinsam. 

Zwei getremlte anisotrope Ge
rade haben nicht immer einen 
Schnittpunkt. 

Eine eigentliche Gerade hat mit 
der Parabel zwei getrennte oder 
zusammenfallende Schnittpunkte, 
oder endlich tlur einen einzigen ein
fachzlJ,hlenden Schnittpunkt. 

Aus y = 0, y9 - 2 x = 0 Jolgt &Is einziger einfach zii.hlendex: 
eigentlicher Schnittpunkt der N ullpunkt. Dazu kommt noch der un
eigentIiche Punkt tg qJ = O. Er ist nii.mlich BOwohl Punkt der Pa.rabeI, 
als auch der Geraden. 

In der Lehre von den Kurven zweiter Ordnung kann die Parabel 
hii.ufig mit Vorteil als Grenzfall einer Ellipse oder Hyperbel ange
sehen werd~n (vgl. 18, Zus. 8). Dabei gehen gewisse KrElise, die mit 
der Ellipse verbunden sind (Leitkreis, Hauptkreis) in gerade Linien 
iiber (Leitgerade, Scheiteltangente). Wir. wollen daher hier noch 
zeigen, wie ein Kreis in eine gerade Linie iibergehen kann, wenn 
sein Mittelpunkt uneigentlich wird. 

Die Gleichung des Kreises sei (x - a)9 + (y - b)2 - r2 = O. 
Von ihm solI nicht nur der Mittelpunkt uneigentlich werden, sondem 
auch der Radius unendlich groB. Dazu bepeitigen wir den Ein
BuB des Radius durch die Fordemng, daB der Kreis durch einen 
eigentlichen Punkt {xo' 110) gehe, der festgehalten wird. Dann ist 

x2 - x: + 11'" -11: = 2 a{x - xo) + 2 b (11 - Yo)' 
Jetzt kann man fiir a und b Polarkoordinaten einfiihren, denn hier 
BOll der Mittelpunkt uneigentlich werden, und zur Grenze iibergehen. 
Das gibt 

cosqJ (x - xo) + sinqJ (11 - Yo) = 0, 

wie hier auch durch die Anschauung geliefert wird. 

1. Wie heiDen die uneigentlichen Punkte der Ellipse blxl+a'yl-a1bl=O 
nnd der Hyperbel blxl-alyl-albl=Of Hat anch der Kreis uneigentliche 
Punktef Wesen der Asymptoten! 

2. Pole in bezug auf den Kreis fur seine Durohmesser (vgl. 20, Zus.4. 5). 
S. Zeige, wie aus einem Leitkreis der Ellipse oder 'Hyperbel die Leit

gerade der Pa.ra.bel hervorgeht. 
4. Bedeutung der Kurve (~- Xl) (~- XI) + (rJ - Yl) (rJ - y.) = O. Gib vier 

Punkte auf fur an! Besonderheit, wenn die Punkte (Xl! Yl) und (x., y.) zu
einander parallel sind. 

S. Die Gleichung 

A [(~-Xl) (~-Xt)+('1-Yl)('1-Y.)]+J' [(vl-Y.) (~-:r,.)+(x,-xl)(rJ-Yl)l = 0 
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stelIt fiir verinderliches A.: p ein KreisbiUchel dar, d. i. die Figur alIer Kreise 
durch die beiden als getrennt vorausgesetzten Punkte (xu Y1) und (xg, Yg). 
Ausnahme! Sind die beiden Punkte nicht parallel, so stellt die Gleichung 

[(Xi - Zt)!i1 +(1/9 -Yl)lI] (J [(g- ( 1)9 +('1-Yt)9] + T [(; - (9)9 + ('1- YlI)9] = 0 
bei veranderlichem (J: T ebenfalls ein KreiBbiischel dar. Die gemeinsamen 
Schnittpunkte aller Kreise dieses Biischels bilden mit denen des vorigen 
BiiBchels zusammen ein Elementarvierseit. Die beiden Biischel heiBen zuein
antler re6iprok. 

6. Was entsteht aus den beiden zueinander reziproken Kreisbiischeln, 
wenn der Punkt (X9' Ys) uneigentlich wird? Wodurch ist beim zweiten Biischel 
der Grenziibergang ermogIicht? Zusammenhang dieser ~'igur (und auch der 
vorhergehenden) mit physikalischen Frageh! 

7. Mit der Figur aller Geraden durch einen Punkt und aller KreiBe um 
ihn soli jetzt ein weiterer Grenziibergang vorgenommen werden, so daB der 
Mittelpunkt der Figur uneigentlich wird. Dazu nehme man etwa eine iso
trope Gerade, die nicht durch den Mittelpunkt der Figur liuft, und auf ihr 
irgendeine Parameterdarstellung. Duroh jeden ihrer Punkte 1auft eine einzige 
Gerade des Biischels, und auoh ein einziger Kreis VOID fraglichen Mittelpunkt, 
den man jetzt uneigentlich werden lassen kann. Worin besteht das Wesant
lillhe der Herleitung? Suche den Grenziibergang, der zwei aufeinander senk
rechte Parallelenbiischel Iiefert, auch auf andere Wei~e zu vollziehen. In 
welchem Sinne kann man jetzt die Polarkoordinaten allgemeiner nennen als 
die Kartesisohen? 

8. Das Wesentliche an einem nSystem" von Punktkoordinaten kann jetzt 
so gefaBt werden: In. der Ebene miissen zwei Scharen von je 00 1 Kurven ge
geben sain, so daB jedem Punkte des darzustellenden Gebietes, allenfalls ab
gesehen von einzelnen Ausnahmen, eine Kurve jeder Schar zugeordnet werden 
kann. Die Parameter der beiden Kurven konnen dann als neue Koordinaten 
des Punktes angesehen werden. Diese konnen fiir spezielle Probleme hiiufig 
mit Nutzen verwandt werden. Anwendung auf isotrope Koordinaten (18, Zus. 3). 

9. Zur Darstellung von 00 2 Punkten braucht man zwei Parameter. Diese 
werden geme mit u und v bezeichnet. Zeige, daB bei der Darstellung 

x=~uI1, Y=~(U+I1) 
die Kurven u = const., v = const. Tangenten der Parabel Y 9 - 2 p x = 0 sind. 
u und 11 sind die neuen Koordinaten des Punktes (x, y). Zeige weiter, dafl 
fiir reelle u, v (und p) nur die Punkte nauBerhalb" der Parabel gewonnen 
werden. Fille u = v! Graphische Losung quadratischer Gleiohungen! - Ver
allgemeinere das Verfahren auf die Punktgebiete auBerhalb der Ellipse, der 
Hyperbel, des Kreises. 

10. Zeige, daB die nichtZineare Transformation 
y2 

x' = -x+-, Y' =Y 
P 

involutorisoh ist und (im Bereich der reellen Punkte fur p = p) das Innere 
der Parabel yll-2pz=0 mit dem AuBeren vertauscht. Wie werden die 
Punkte der Kurve selbst transformiertr Zeige, daB die Transformation aus
nahmslos umkehrbar eindeutig ist. Sie heiBt eine birationale Punkttransforma
tion oder auch, nach dem itaIienischen Mathematiker, eine Oremonatransforma
tion. Sie liiBt eine sehr einfache geometrische. Konstruktion zu. Welche? 
(Man kommt ohne Benutzung paralleler Geraden aus.) 1st sie auch noch um
kehrbar eindeutig, sobald man uneigentliche Punkte betrachtet? Die vorge-
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legte Transformation heiBe Inversion an der Parabel y9 - 2 r:l: = O. Sie ist 
invariant gegeniiber affinen Transformationen (genauer Sinn dleBer Aussage!). 

11. Jetzt findet man mit Hilfe der Inversion an der Parabel fur die 
Punkte des Inneren (p = p, u = fI, v = v) die Parameterdarstellung 

Z=~(UIl+VI1), y=~(u+v). 

12. Verallgemeinere die geometrisohe Konstruktion der Inversion an der 
Parabel zu einer Inversion an der Ellipse, der Byperbel, dem Kreise. Zeige, 
daB die Inversion am Kreise mit der in 10, Zus. 2 so genannten Transformation 
zusammenfiillt. Transformationsformeln! Koordinaten fiir das Innere dieser 
Kurven! Zeige, daB j edesmal ein (eigentlioher) Punkt singuliires Verhalten 
aufweist. 

13. Mit der Inversion am Kreise soIl ein Grenziibergang vorgenommen 
werden, BO daB sie in die Spiegelung an einer Geraden ubergeht. 

14. Mit den Drehungen um einen Punkt soIl ein Grenziibergang vorge
nommen werden, so daB sie in die Sohiebungen iibergehen. 

15. In welohem Sinne durften in 5, Zus. 3 und 17 gewisse gerade Linien 
als solohe von reeller Riohtung bezeiohnet werden? Warum konnen sie keinen 
reellen eigentliohen Punkt haben? 

16. Bei einer Affinitiit werden auoh die uneigentliohen Punkte transfor
miert, bei der Transformation 13, (27) in folgender Weise: 

tgq>' = P2 + q. tgq>: Pi + ql tgq>. 
Danaoh kann man naoh uneigentliohen Ruhepunkten fragen. Sie ergeben sioh 
aus einer der beiden quadratisohen Gleiohungen 

ql tg2q>o + (Pi --: qg) tgq>o - Pi = 0, ql + (Pi - qg) ootq>o - PI ootllq>O = O. 
Bier sind die versohiedenen Fiille von 6 zu untersoheiden. Mit zwei Glei
chungen statt einer einzigen muB man reohnen, weiZ die Unbekannte urumtlZich 
werden Alann. Wenn das zuliissig ist, so vereinfaohen sioh die fiinf Fiille 
von 6 auf drei. Das BOll im eil;l.zelnen ausgefiihrt werden. 

Aber es ist auch nooh zu beaohten, daB tg q> nioht die Werte ± i an
nehmen kann. Somit bleibt: Jede Affinitiit, die keine gleiohsinnige Dehnung 
ist, hat zwei getrennte, zwei zusammenfallende, einen einfaoh ziihlenden oder 
endlioh keinen uneigentliohen Ruhepunkt. Ziihle die Kriterien fiir die einzelnen 
FaIle auf! Aus diesen vier Fallen werden- spater, wenn der Begrifl des un
eigentliohen Punktes erweitert wird, (vgl. 30) zwei Falle. 

17. Eine gleiohsinnige Dehnung hat keinen uneigentliohen Ruhepunkt, oder 
aIle uneigentliohen Punkte bleiben einzeln in Ruhe. Letzteres tritt bei den 
Streokungen (und daher insbesondere bei den Sohiebungen) ein. 

18. Bei jeder gegensinnigen Dehnung gibt es zwei getrennte uneigent
liohe Ruhepunkte. Wie lauten diese, in den Parametern ausgedriiokt? 

19. Wann stellt die Gleiohung aul+bu,+cus;'O, worin a, b und'c 
nioht gleichzeitig verschwinden, keinen Punkt dar? (Zwei Falle!) 

20. Es soIl in der Parameterdarstellung 
~_ a l +ma. _ bl +mb. 

- l+m' '/- l+m 
(vgl. 23, Zus.12) der Punkte der geraden Linie duroh (ai' bl ) und (~, bg) der 
uneigentliche Punkt ermittelt werden. Man setze ~ = (! cos q>, 1J = (! sin q> und 
bilde tg q>. Dann zeigt man, daB der dafiir gefundene Ausdruok bl + b, m: a l + ~ m 
in der Grenze fiir m = -1 den im Texte (S. 116) erkliirten uneigentliohen Punkt 
liefert, der demnach (Vorau88etzung!) auch als unendlioh fern im Sinne von 
(23, ZUB.12) bezeiohnet werden kann. 
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21. Wie heiBen die GIeichungen der uneigentlichen Punkte der Koordi
na.tena.chsen? 

22. Es seien P = 0 und Q = 0 die Gleichungen zweier Punkte. Wann 
stellt bei verii.nderlichem l: p. die Gleichung l P + p. Q = 0 00 1 Punkte dar? 
Was fiir eine Figur bilden sie? 

23. Die isotropen Geraden ha.ben keinen uneigentlichen Punkt (vgl. aber SO). 
24. P = 0 und Q = 0 seieri die Gleichungen getrennter Punkte, Was lii.13t 

sich von den beiden Punkten lP+p.Q=O und lP-p.Q a.usBagen? (S.112.) 
25. LOBe vollst4ndig die in 30, Zus. 11 und 6, Zu&. 2 angegebenen Systeme 

von GIeichungen! Sie sollen mit Hilfe von Polarkoordina.ten behandelt werden, 
und 'es sollen die LOsungen ermittelt werden, die uneigentliche Schnittpunkte 
der zugehOrigen Kurven Hefem. 

26. Diskutiere die Systeme von Pola.rkoordina.ten im Rs: 
Xl = rcosrp costp 
X2 = r cos rp sin tp 
xa=rsinrp 

und X9 = r sin rp (ZyIinderkoordinaten). 
X8 = (! 

25. Speergleiehung. Wir suchen zunachst den Abstand eines 
Punktes (~, rJ) von einer anisotropen geraden Linie " zu ermitteln. 
Der FuBpunkt des Lotes von (~, rJ) auf u heiBe (xo' Yo)' Dann ist 
(vgl. 11, (24)) 

~ - Xo = u1 (u1 ~ + u2 t'] + u3) : u1 + u:, 

t'] - Yo = U2 (U1 ~ + u2 t'] + u3):u1 + u:, 
und das Quadrat des Abstandes wird 

{u1 ~ + "2 t'] + US}2 : u1 + U22 • 

Der Abstand eines Punktes von einer geraden Linie ist also doppel
deutig, wahrend der Abstand eines Punktes von einem Speere ein
deutig erklart werden kann. Orientiert man die Gerade " so, daB der 
Speer "0:"1:"9:"S entsteht, so setzen wir fest: Der Abstand soll sein 

(24) + Ul~+U2t']+US. 
"0 

Der Ausdruck ist, wie es sein rouB, in den Speerkoordinaten homogen. 
Das Vorzeichen ist so gewahlt, daB im reellen Falle der Abstand 
eines Punktes flon einem Speere positiv ausfallt, wenn der Speer den 
Funkt in positivem Sinne z" umfahren sucht. Insbesondere bedeutet 
+ us:"o den Abstand des Speeres vom Nullpunkt. Die Formel ver
sagt, wenn der Speer isotrop oder uneigentlich ist. 

~wei Speere " und v sind .syntaktisch, wenn vo: v1 : Vi = 1.40: 1.61 : u2 

(und 1). Fiir den Abstand dieser beiden syntaktischen Speere setzen 
wir dann nach (24) 

(26) 
v u 

(",v)=~-~. 1) 
Vo Uo 

1) d. i. nicht (tI, v) = '" _!!. (Analogie zur Formel in 21, ZUB. 4.) Beida "0 Vo 
Speere Bind alB a.nisotrop vora.usgesetzt. 
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Von den Gera.d.en, die zu beiden Spooren senkrecht stehen, lauft 
eine durch den N ullpunkt. Sie trifft beide Spoore in Punkten (den 
Zentralpunkten, vgl. 23), deren Abstand gleich dem durch (25) er
klarten Abstand der beiden Speere sein soll. Dazu ist diese Gera.d.e 
zu orientieren. Sie heiSt u,: - u1 : 0, so daB die Parameterdarstellung 
23, (19) fiir sie so lautet: 

~"1 .. .. 't· 't,'9 t· .. t·u' !; • t] • = -"'1"'0 • - u2 Uo • Uo = - u1 . - "" . 0, 

wo U~9 = u; + u: = u~. 
Ihre Schnittpunkte mit den Speeren u und v haben dann die Parameter 

tu = u8 : u~ , ttl = V8 u~ : u1 v1 + u9 v, . 
Die GroBe u~, die die Orientierung des Lotes u9 : - u1 : 0 bewirken 
soll, iet also so zu wahlen, daB 

(u, v) = ttl - tu' 
den in (25) angegebenen Wert erhiilt. Das gibt (nach 23, (20) wegen 
V1 :"1 = vo: Uo usw.) u~= uo' 

Bezeichnet man jetzt den Speer uo : u, : - u1 : 0 als Normalspeer 
des Speeres uo: 'Ill : u, : "8' so wird der Abstand zteeier syntaktiscMn 
Speere gleich der auf dem Normalspeer gemessenen Entfernung ihrer 
Zentralpunkte. 

Der Winkel, deBBen Endschenkel der urspriingliche Speer, dessell 

Anfangsschenkel der Normalspeer ist, hat nach 22, (17) den Wert~: 

Man erhalt den Normalspeer, teenn man den urspranglichen Speer 
1'l 

'11m 8ein~ Zentralpunkt durch '2 zurUckdreht. 

Der Winkel des Normalspeeres gegen den positiven X-Speer heiBe 
Stellung des urspriinglichen Speeres. Man pflegt ibn mit dem Buch
staben t? zu bezeichnen. Dann ist nach 22, (17) 
(26) cost? = -u1 :uo' sint? = -", :uo' 

Bezeichnet man endlich die GroBe + us: uo' den Abstand des 
Speeres vom Nullpunkt, mit dem 'Buchstaben p, 80 wird der Ausdruck 
(24) fUr den Abstand des Punktes (~, t]) vom Speere uo: u1 : u, : Us zu 
(27) cos(l'l + t?).~ + sin(l'l + t?).t] + p. 

Daher ist 

I (28) COB (1'l + t?). x + sin (1'l + t?) . y + p = 0 

die Gleichung des Speeres u, denn sie ist die Bedingung dafiir, daB 
der Punkt (x, y) dem Speere angehort. Bei Benutzung von Speer
koordinaten heiBt sie 

I (29) 
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Wir haben sOInit drei Arten, einen Speer darzustellen, durch Koor
dinaten, durch die Gleichung (29) und durch die Gleichung (28). 
Die beiden GroBen {} (Stellung) und p ("Nullabstand") sollen Speer
zeiger heiBen. Sie leisten nicht ganz soviel, wie die Speerkoordinaten; 
fiir isotrope Speere und den uneigentlichen Speer versagen sie; fUr 
diese gibt es auch keine Speergleichung (29). 

Die Gleichung (29) unterscheidet sich von der Gleichung 
"1 x + u2 Y + Us = 0 einer Geraden dadurch, daB die Geradengleichung 
links mit beliebigen nicht verschwindenden Konstanten multipliziert 
werden darf, die Speergleichung aber nicht (26). Multipliziert man die 
Speergleichung mit - 1, so hat man die Gleichung des entgegen
gesetzten Speeres gewonnen. Die Zeiger des zu ( {} , p) entgegen
gesetzten Speeres sind (n + {}, - p). 

1. Zeige, daB ohne Benutzung von Ausdriicken, me rechts-links usw., die 
folgenden Siitze gelten: Die Abszisse eines Punktes ist seine Entfernung tlom 
negativen Y-Speer, die Ordinate 8ein Abstand vom positiven X-Speer. 

2. Die Gleichung (28) oder vielmehr eine iiquivalente wird fast iiberall 
als "Hessesche Normalform der Gleichung einer geraden Linie" bezeiohnet. 
Eine gerade Linie stellt sie dar, wenn man links die Faktoren + 1 14M -1 
zuliiBt. Die Folgerungen, die man aus ihr zieht, sind meist nioht einwandfrei. 
(Auch bei Hesse ist die Darstellung nicht korrekt.) Wir zitieren eine Autoritiit: 

E. Study sagt (Archiv der Mathematik und Physik, dritte Reihe, Bd. 21, 
S. 218 und 220): "Selbst in Schriften sehr namhafter Verfasser wird dem Gegen
stande nur geringe Aufmerksamkeit geschenkt. Viele konservieren, me ein 
teures Gut, das was sie "Hessesohe Normalform der Gleichung einer Geraden 
oder Ebene" nennen, ein wahres Monstrum von UnzweckmiiBigkeit, das weder 
den Anforderungen der Algebra noch denen der Geometrie geniigt. Wohl 
so ziemlich siimtliche Verfasser von Lehrbiichern der analytischen Geometrie 
versperren sich und ihren Lesem den Weg zu dem doch unentbehrlichen 
Imaginaren durch Bestimmungen iiber Vorzeichen von WurzelgroBen, deren 
ganzer bagwiirdiger Nutzen darin besteht, daB sie das Nachdenken iiber 
die natiirliche Mehrwertigkeit dieser GroBen ersparen, deren Nachteile aber 
groB und vollig unzweifelhaft sind. . . ." 

Die von Unbekannten freie GroBe ~ in der Gleichung (29) Hmrd ge
"0 

wohnlich einer U ngleichung -unterworfen", ~ L 0 oder ~ s: O. "Danach gehoren , '"0- "0-
zu einer reellen Geraden eine oder zwei Normalformen (woriiber schon R. v. Lilien-
thal beredte Klage gefiihrt hat, Math. Ann. Bd.42, 18iS, S.497). Die Glei
chung einer imaginiiren Geraden aber ist nach dieser Definition niemal8 einer 
,Normalform' fiihig, und kein Lehrsatz, der auch im komplexen Gebiet noch 
richtig ist, kann mit diesem Hilfsmittel sachgemiiB begriindet werden. Bei 
jeder noch so kleinen Anwendung muB man immer auf der Jagd nach der 
Lage des Koordinatenaniangspunktes sein, wenn man nicht in Widerspriiohe 
geraten will. Aber wer kiimmert sich um solche Kleinigkeiten"! 1) 

1) 1m zweiten Zitat einige durch den verschiedenen Zusammenhang be
din gte, unwesentliohe Abiinderungen. 
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3. Naohlltehend ist eine Reihe von reellen Speeren gezeiohnet, wobei 
jedesmal der Normalspeer (n) mit angegeben ist, ebenso ist jedesmal der Speer-
20eiger () eingezeichnet. Die GIeichungen dieser Speere sind: 

30) -0,6x-O,8y+2,4=0, 32) -0,6x-O,8y-2,4=0, 
34) +0,6x-O,8y+2,4=0, 36) +0,6x-O,8y-2,4=0. 

Die Speere 31), 33), 35), 37) sind der Reihe ns.ch entgegengesetzt zu 30),32), 
34), 36). Man hat also deren GIeichungen mit -1 zu multiplizieren. 

Abb. 
30. 

Abb. 
32. 

Abb. 
34. 

Abb. 
36. 
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Abb. 
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Abb. 
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Abb. 
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4. Der Winkel zweier Speere ist der Winkelbegriff, mit dem die Gonio
metrie arbeitet. Es wird. dort als gemeinsamer Anfangsspeer aller Winkel der 
positive X -Speer angenommen. Ferner ist es auch der Winkelbegriff, den die 
elementare Einfiihrung in die Geometrie auf der Schule benutzt. Dann ver
liiBt man diesen klaren und einfaohen Begriff allerdings bald. Der Winkel 
zweier Geraden wird dann gar nicht definiert, und in der Folge iiberliiBt man 
es dann meistens dem SohUler, herauBzufinden, was eigentlioh gemeint ist 
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Wir machen- darauf nur aufmerksam und iiberlassen naheliegende Folgerungen 
dem Leser. 

5. In unserer Ableitung der Speergleichung stecken lwei willkiirliche 
Schritte. Zunitchst die Erklirung, wann der Abstand eines Punktes von einem 
Speere positiv sein solI. Diese Erklarung ist naturgemaD (vgl. Zus.l0). Anders 
fassen konnen hitte man die Erklarung des Normalspeeres. Dann wire der 
Abst&nd syntaktischer Speere nicht in der sachgemaDen Gestalt (25) erschienen. 
Die Gestalt (28) wird tatsichIich allen billigerweise zu stellenden Anforderungen 
gerecht. In der bisherigen Literatur tritt sie wohl noch nicht auf. 

6. Das Hauptanwendungsgebiet der Speergleichung liefert (24). Sind 
81 = 0 und 82 = 0 die Gleichungen zweier anisotropen Speere, so ist 81 +89 = 0 
die Gleichung der ersten Mittelgeraden, 81 - 82 = 0 die der zweiten Mittel
geraden (vgl. 23, Zus.18). Kann man auch bei zwei (unorientierten) Geraden 
von erster und zweiter Mittelgerade red en ? 

7. Es seien die reenen Punkte (xv Yl), (X2' Yg), (xa, Ya) die Ecken eines 
Dreiecks. Wie sind die Seiten zu orientieren, damit das Dreieck in einem 
Zuge umlaufen wird? Vgl. 23, Zus.16. HeiDen die Gleichungen der Speere 
(Voraussetzungen!) dann 81 = 0, 82 =; 0, 88 = 0, so wird durch 81 = 82 = 88 

st"ets der Mittelpunkt des Inkreises angegeben. Walt wird geliefert, wenn einer 
oder zwei der drei Speere umorientiert werden? Wie groD ist der Radius des 
Inkreises? 

8. Die in 21, (6) aufgetretene absolute Iilvariante bedeutet [vgl. (24)J 
das Verhaltnis der Abstande der beiden Punkte (x, y) und (~, 1]) von der 
Geraden 14. Keiner dieser Abstande ist eindeutig bestimmt, ohne daD die 
Gerade orientiert wird; ihr Quotient ist aber von der Orientierung unabhiingig. 
Warum kann man trotzdem nicht hieraus eine Speergleichung gewinnen, indem 
man etwa x = 0, Y = 0 setzt? 

9. Eine homogene Gleichung in Speerkoordinaten stellt, wenn sie nicht 
auf Grund von 143 - 14l- 14: = 0 identisch erfiillt wird, eine Mannigfaltigkeit 
von 00 1 Speeren dar. Diese konnen sich auf Buschel syntaktischer Speere 
verteilen, oder auf Biischel von Speeren durch eigent.liche Punkte, oder beides 
zugleich. Wenn keiner dieser FaIle vorliegt, so umhiillen die Trager der Speere 
eine Kurve tvgl. 19, Zus. 6. 7), die jetzt onentiert ist. (Es konnen auch alIe drei 
FaIle bei ein und derselben Gleichung auftreten.) Wir betrachten im folgen
den die Unearen homogenen Gleichungen in Speerkoordinaten. 

lO. Fur ao =l= 0, aa =l= 0 stellt die Gleichung ao14o + a1 141 + agu", + as14. = 0 
die Gesamtheit aller 00 1 Speere dar, die vom Punkte ~o = a1 : as, 1]0 = a2 : Ila 
den Abstand -ao: as haben [vgl. (24)J. Sie umhiillen einen orientierten Kreis_ 
Sein "Radius" -ao: as ist eindeutig bestimmt, wihrend man bei unorientierten 
Kreisen nur vom Radiusquadrat reden darf. Dieser Radius kann auch Null 
werden (ao = O. a3 + 0). Daun laufen die 00 1 Speere, die der vorgelegten 
Gleichung geniigen, sii.mtlich durch den: Punkt ~o' 'YJo. Auch dieses Speer
biischel soli orientierter Kreis heiDen. Es enthiilt zu jedem seiner Speere auoh 
den entgegengesetzten. 1st as = 0, so werden wegen u3 = 14l + 14: zwei Buschel 
syntaktischer Speere geliefert, die fur a3 = al + a: zusammenfallen. Eins von 
ihnen oder auch beide konnen aus isotropen Speeren bestehen. Bedingungen 
dafiir! 

11. Die Verbindungsstreoke (~o, 1]0) -- (~1' 'YJl) der Mittelpunkte zweier 
oritlntierter Kreise (~o, 'YJo, eo), (~1' 7J1> el) solI ins Verhiiltnis -eo: el geteilt 
werden (el =l= 0). Das Hefert (stets?) eindeutig einen Punkt, den "Ahnlic1&
keitspunkt" der beiden orientierten Kreise. Er bleibt ungeiindert, wenn die 
heiden orientierten Kreise gleichzeitig umorientiert werden. Durch ihn laufen 
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die beidtn gemeinsamen Tangenten der beiden orientierten Kreise. (Genauer 
Sinn dieser Behauptung! Tangenten = Speere, Tangenten eines orientierten 
l{.reises vom Radius Null!) Es gibt nur zwei (nicht vier!) getrennte oder zu
sammenfallende Tangenten (Durchdringungsspeere), oder 00 1 • Wann letzteres? 

12. Der Ahnlicbkeitspunkt ist, wenn er eigentlich ist, Mittelpunkt einer 
Streckung, die (als Speertransformation) den einen orientierten Kreis in den 
andem iiberfiihrt. Ausnahme! 1m Sonderfall aroot die Streckung in eine 
Schiebung aus. Wann? 

13. Die Speertransformation 
IJ.'=IJ., p'=p+c 

heiBt Dilatation Um den Betrag c. Es gibt 00 1 Dilatationen, die eine Gruppe 
bilden. In Speerkoordinaten findet man ""~: ""f : ""~: ""~ = ""0: ""1 : 'Ut : ""3 + c""o, 
und' damit ist die Dilatation auch fiir isotrope Speere und den uneigentlichen 
Speer erklii.rt. Jeder isotrope Speer und ebenso der uneigentliche Speer bleibt 
bei samtlichen Dilatationen in Ruhe. Jeder Euklidisohe Speer wird syntak
tisch mit sich um denselben Betrag versohoben. Daher geht jeder orientierte 
Kreis in einen andern iiber, der denselben Mittelpunkt hat, deBBen Radius 
abel' um c groBer ist, also auch Null werden kann. In der Geometrie der 
Dilatationen gibt es daher keinen Unterschied zwischen orientierten Kreisen 
vom Radius Null und solohen von nioht verschwindendem Radius; es gibt 
nur eine Klasse von orientierten Kreisen. Kanonischer Vertreter 'Ua = O. 

14. Der Abstand syntaktischer Speere ist absolute Dilatationsinvariante 
(ebenso der Winkel zweier Speere). Durch diese Eigenschaft unterscheidet 
sich die Dilatation wesentlich von der Streckung. (Sie ist im iibrigen keine 
Punkttransformation. ) 

15. Die beiden orientierten Kreise ao ""0 + ~ ""1 + ag "'" + a. ""8 = 0 und 
bo'Uo + b1 ""1 + bg'Ut + ba u3 = 0 werden gleichzeitig der Dilatation um den Betrag c 
unterworfen. Z~ige, daB der Ausdruck 
Il(a, b) = Il(b, a) =(bHb:-b8)aHCaHal-ag)bl-2aaba(a1 b1 +agbg-aobo): al bl 
eine Bimultane absolute DilatationBinvariante ist. Sie heiBt Potm, der beiden 
orientierten Kreise II und b und ist gleich dem Quadrat der Lange der beiden 
gemeinsamen Tangenten, diese zwischen den beiden Beriihrungspunkten ga
messen. Zeige, dall sie im Sonderfalle in den in 7 so genannten Begriff iiber
geht. Woran liegt es, daB dann der EinfluB der Orientierung verschwindet? 
Potenz zweier orientierter Kreise vom Radius Null. 

16. Der Begriff der Potenz gehon demnach auBer in die elementare 
Geometrie in die Geometrie der Dilatationen (und noch in die Geometrie einer 
siebengliedrigen Gruppe von Speertransformationen, der sogenannten erweiterten 
Laguerreschen Gruppe, 45, Zus. 5). 

Die Besonderheit dieser Geometrie offenbart sich z. B. in der folgenden 
Fassung der LOsung der Aufgabe, die beiden gemeinsamen Tangenoon zweier 
orientierten Kreise zu finden: Man diIatiert so, dall der eine orientierte Kreis 
den Radius Null erhii.lt, zieht von diesem (Punkte) die beiden Tangentenspeere 
an den dilatierten zweiOOn orientierten Kreis· nnd fiihrt endlich die Dilatation 
riickwii.rts aus. Man mache sich das im einzelnen klar. Zeichnungen! 

. 17. Zur Differentialgeometrie. Es sei x = x(t) , Y = yet), wo x(t) und yet) 
eindeutige analytische Funktionen sind, die in einem gemeinsamen Existenz
bereich erklart sind. Die Gesamtheit der Punkte x(t), yet) heiBe dann ein 

dx 
analytisches Kurvenstiick 1). 1st dann nicht gleichzeitig x' = dt = 0, 1/' = 0, 

1) Es kommt uns hier nur auf die Orientierung an; sonst ware bier viel 
mehr zu sagen. Vgl. E. Study: EAK. S. 38ff. 
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so heiBt die Gerade mit den Koordinaten -y': x' : xy' - yx' Tangente im 
Punkte t. Sie wird durch den Ausdruck ~ X'i + yr. orientierl. 1st dieser 
identileA Null, so ist da.s Kurvenstiick eine isotrope Gere.de (oder ein Stiick 
einer solchen). Den Fall schlieBen wir aus. Ferner betrachten wir nur solche 
Stellen, wo tat.ilcAlieh ~ x,g + y-'" + 0, schalten also isotrope Tangenten des 
Kurvenstiicks aus. Dann wird die Kurve orientiert, wenn man {x" + y,g 
irgendwie erklart. Die orientierte Tangente in t habe die Speerkoordinaten 
~x'·+y,g: -y': x': xy' - yx'. Da.sLot auf ihr im Punkte t, die Kurvennormale 
solI antitakti.eh mit dem Normalspeer orientiert werden. (Es ist da.s nicht notwen
dig,man kommt iiberhaupt meistens ohne die Orientierung der N ormalen aus.) Dann 
hat die orientierte Normale die Koordinaten -~ x" +- y,g: x': y': -xx' - yy'. 
Auf ihr liegt der (rationale) Kriimmungsmittelpunkt. Fiir den Kriimmunga
radius verlangen wir, daB er der Abstand der orientierlen Tangente vom Kriim-
mungsmittelpunkt sein soll. Dann wird er zu (X'2+y '9) ~x,g+y'9:x'Y"-X"1I" 
Auch da.s Bogenelement ist jetzt eindeutig bestimmt: d. = ~ x" + lI'lldt. 
Natiirlich ist hier der Que.dratwurzel iiberall derselbe Wert beizulegen. Be
deutung von x' y" - x" y' == 0, x' y" - x" y' = 0 I 

18. Die Speermannigfaltigkei t ~ cos (n + 8) + 't'/ sin (n + (}) + f' ({}) = 0, wo 
f'({}) eine eindeutige analytische Funktion ist, stellt, wenD. f'(8)+f"'({}) $ 0, 
die orientierten Tangenten des krummen analytischen Kurvenstiicks dar: 

x = f' ({}) cos {} - f" ({}) sin {}, y = f' ({}) sin {} + f" ({}) cos{}. 
Die (wie oben erkliirte) orientierte Normale findet man durch Differenzieren 
der GIeichung der orientierten Tangente 

-sin (n+ 8) ~ + cos (n+ (}) 't'/ + f" (8) = O. 
Der Kriimmungsmittelpunkt heiBt: 

x = -f" (8) sin 8 - fIll ({}) cosD, y = +f" ({}) cosD - fIll (8) sin {}. 
Der Kriimmungsradius wird f' ({}) + fIll ({}); fiir da.s Bogenelement erhalt man 
d'=[f'({))+f"'({})]d{}, 80 daB der Kurvenbogen '=f({})+f"(8) gesetzt 
werden kann. 

19. Ein Analogon zum ersten Bilde eines imaginaren Punktes (17) erbalt 
man fiir den Ra, indem man den Minimalkegel (15, Zus. 21) vom Scheitel 
(xv Xg, xa) zum Schnitt bringt mit dem Minimalkegel vom konjtigiert imagi
naren Scheitel. Die Schnittfigur ist ein Kreis, de~sen Mittelpunkt die Mitte 
zwischen den beiden Scheiteln (xv Xll' xa) und (xu Xg , :ra) ist. Um eine ein
deutig umkehrbare Zuordnung herzustelIen, mull man den Kreis orientieren, 
dann erhalt man in ibm ein reelles Bild des imaginaren Punktes (xv Xg , x.). 
Reelle Punkte! 

26. Stiibe. Eine gerade Linie wurde durch drei Koordinaten 
u1 ' ut ' Us dargestellt, auf deren Verkiiltnisse es nur ankam. Es 
erhebt sich nun die Frage, ob dem System dieser drei Zahlen selbst 
irgendeine geometrische Figur zugewiesen werden kann. Eine solche 
wire dann nicht in 00 2 Exemplaren vorhanden, wie die geraden 
Linien, sondern in 008• 

Die gerade Linie u,.:"2: u8 sei durch zwei Punkte P1 (~1' '1t) 
und P2 (~2' 112) beBtimmt, die wir zunichst alB getrennt und nicht 
parallel voraussetzen. Es ist dann [4, 1]: 
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1st bier der Punkt P l gegeben und au.Berd~m die Gerade u, so 
lii.Bt sich Pg nicht eindeutig ermitteln. Anders wird die Sachla.ge, 
wenn wir (! = 1 setzen 

(30) "l='YJ1-flg, "1l=~1l-~1' "8=~1'YJ\l-~'J'YJ1· 
Dann muS noch immer sein, wie vorhin: 

"l~l + U9'YJl +"3 = 0, "1~'J + U\l'YJ1l + U3 = 0, 

d. i. P1 und P'J liegen a.uf der Geraden "l:"'J:"S. Jetzt aber laBt 
sich P, eindeutig durch P1 ausdriicken: 

~'J = "II + ~1' fig = 'YJ1 - u1 • 

Orientieren wir die Gerade ", so wird [23, (20)]: 

"II+UIl 
P1 P2 = II 1 ="0. 

Uo 
1st also das System (u1' ug , us) gegeben und ein Punkt P1 (~1' 'YJl)' 

der der Gleichung "1 ~1 + "111]1 +"s = 0 geniigt, so laBt sich aus 
(3{») der Punkt Pg (~'J' fill) eindeutig berechnen, und nach Orientierung 
der Geraden "1: U2 :"s hat die Lange P1 Pg einen ganz bestimmten 
Wert. Dem System (u1 , "., us) laDt sich demnach ein Paar geordneter 
PU'1Ikte P1 , Pg zuordnen, fur welches (P1 PIl)g = ": + u: ist, und die 
beide auf der Geraden "1: ull :"s liegen. 

Aber P1 lieB sich noch willkiirlich auf der Geraden "1:"11: Us 
wiihlen. Dem System (u1 , "g, us) lassen sich also 001 80Icher Punkte
pa.are zuordnen. Aus einem solchen gehen die iibrigen hervor durch 
Schiebung (besser: Umlegung) Ui,ngs der Geraden "1:"2: us. 

Die so gewonnene Figur von 00 1 Punktepaaren gleicher Lange 
nennt man einen Stab, die Zahlen "1' "II' Us seine Koordinaten, die 
Gerade u1 :"'J:"s seinen 1. rager, den Punkt P1 seinen A'ltfangspunkt 
und den Punkt P'J seinen Endpunkt. 

Lange des Stabes heiBt die GroBe "0 = V": + ":, die eindeutig 
bestimmt ist, sobald der Trager orientiert ist. Dann kann man 
auch (Voraussetzungen!) eindeutig von der Richtung und der Stellung 
des Tragerspeeres reden; man bezeichnet sie dann auch als Richt"ng 
und Stellung des Siabes. Nennt man die Stellung {} [vgl. 25, (26)], 
die Lange l, 80 ist 

(31) "1 = 1 cos(n + {}), ull = lsin(n + {}), Us = lp, 

wo p den Nullabstand des Speeres UO:"l: u,:"s bedeutet. 

Der Ausdruck 

"1 X +UtY+"s 
ist wegen (30) der doppelte Inhalt (18, Zus. 2) des Dreiecks P P1 P'J , 
wo P der Punkt (x, y) ist. Hilt man diesen und den Trager des 



128 Zweitea KapiteI. 26. 

Stabes fest, liiJ3t also das Punktepaar P1 P, auf dem Trager gleiten, 
so bleibt der Inhalt ungeandert, wie es sein muS (Dreiecke von 
gleicher Grundseite und Hohe). Mithin kama der Stab, statt durch 
seine Koordinaten u1 ' Ug , Us auch durch das Iineare Polynom 
(32) u1 x + u, y + Us = I { cos(n + f}) x + sin(n + 1}) y + p} 
dargestellt werden, welches, gleich Null gesetzt, seinen orientierten 
Trager liefert. 

Man erkennt: Multipliziert man die Iinke Seite der Gleichung einer 
geraden Linie mit dem Faktor (] + 0, so bedeutet das Ubergang von 
einem getOissen ihrer Stlibe zu einem andern, dessen Lange (] mal so 
groD ist. 

Ferner: Die Zinke Seite der Speergleichung ((28), S. 121) bedeutet 
den Stab von der Lange eins. 

Der Stab ist im weaentlichen identisch mit dem, was man in 
der Mechanik als Kraft bezeichnet, die ja auch a.uf ihrem Trager 
verschoben werden darf. Der Zusatz "im wesentlichen" bezieht sich 
auf den Umfang der Begrifie, der in Mechanik und Geometrie ver
schieden ist. 

Wir haben nli.mlich zu unterscheiden: 
1. U1'J + u: + O. Euklidische oder anisotrope Stabe. oos, Trager 

ist eine Euklidische Gerade, die auch den entgegengesetzten Stab 
- u1 , - u2 , - Us tragt (Anfangspunkte und Endpunkte vertauschen 
ihre Rollen). Nur von solchen Staben gelten die bisherigen Ent
wicklungen. 

2. u~ + u: = 0, ohne daB u1 und ull gleichzeitig verschwinden. 
Isotrope Stabe. Ein solcher Stab hat die Lange N uIl, ist aber nicht 
ala zu sich selbst· entgegengesetzt zu bezeichnen. Trager ist eine 
Isotrope .• 00 Il. Linksisotrope, rechtsisotrope Stabe. 

3. u1 = ug = 0, Us + O. UneigentZiche Stabe. Trager ist die un
eigentliche Gerade. 001• 

4. u1 = ug = "s = O. ldentischer Stab. Sein T!,ager ist unbe
Btimmt. Er allein kann als zu sich selbst entgegengesetzt bezeichnet 
werden, insofern Anfangspunkt und Endpunkt zusammenfallen; beide 
sind ubrigens ganz unbestimmt; es gibt nicht 00 2 identische Stabe, 
sondern nur einen einzigen. 

Aus Koordinaten von zwei Staben u1 ' U2'"s und v1 ' v'J' Vs bilden 
wir die Koordinaten eines dritten Stabes u1 + v1 ' u2 + vg , u3 + vs· 
Bezeichnet man die Stabzeiger I, 1}, p dieser drei Stabe u, v, w. durch 
die Indizes 1, 2, 3, SO hat man fur Euklidische Stabe 

{ 
Zs C?s1}. = Il C?S1}1 + I2 C?S1}2 , 

Z, sm 1}3 = Il SID 1}1 + III SID 1}'J' 

lsPs = llPl + l'Jpg<. 
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Schneiden sich also die Trager der beiden ereten Staoo, und be
trachten wir als ihren gemeinsamen Anfangspunkt den Schnittpunkt 
der Triiger, so leitet man hieraus sogleich die Konstruktion des 
Parallelogramms aer Krafte ab, wenn man niimlich den Anfangspunkt 
des resultierenden Stabes, was hier moglich ist, mit den beiden 
anderen Anfangspunkten zusammenfallen laBt (vgl. Zus.26, S.57). 

Sind die Triiger der beiden ersten Stibe parallel, so konnen 
wir aile drei syntaktisch orientieren. Das gibt 0. s = 0.9=0.1 (mod 2 31), also 

ls = lJ. + 19' (ll + 19)Ps = llP1 + 19P2 • 

1st jetzt 11 + 19 + 0, so erhalten wir die Konstruktion der Zusammen
setzung paralleler Krii.fte. Fur II + 12 = 0 resultiert (31) der uneigent
liche Btab 0, 0, 19 (PI! - Pl) oder 0, 0, Zl (Pl - P9). Ein ~tlicher Btab 
entspricht also cinem Kraftepaar. 

Fallen die Trii.ger der ereten beiden Stibe zusammen, so lasse~ 
sie sich ebenfalls gleich orientieren. Man erhii.lt den trivialen Fall 
der Zusammensetzung von Krii.ften auf demselben Trager (Addition 
bzw. Subtraktion), und im Sonderfall den identischen Stab (Gleich
gewicht). 

Die einzige von Null verschiedene Koordinate eines uneigent
lichen Stabes ist das, was man als Moment des zugehOrigen Krafte
paares bezeichnet (vgl. oben l,. (PI! - Pl) = Lange. multipliziert mit 
dem Abstand der komponierenden Stabe). 

Hieraus folgt sofort die Konstruktion der Zusammensetzung von 
Krii.ftepaaren oder eines Krii.ftepaares und einer Kraft. 

Alle di6S6 au8erlich recht verschiedenen Konstruktionen, una nocA 
andere, die sich auf isotrope Btabe beziehen, linden ihr einfacAes anal"ti
sches Aquivalent in der Addition der Btabkoordinaten. 

Entsprechend der Zusammensetzung der Krafte erfolgt auch die 
Zerlegung. Insonderheit kann ein Euklidischer Stab auf 001 Arten 
als Summe eines linksisotropen und eines rechtsisotropen Stabes dar
gestellt werden; es sind dies die Stabe, die man auf den 001 Ele
mentarvierseiten erhii.lt, die durch den Euklidischen Stab bestimmt 
sind. Vgl. die Formeln '11, (19) und Zus. 11, S.130. 

Die Stabe (l,Oo,p) und !-l,.Oo,p) sind entgegengesetzt. Die 
beiden Stabe von den Zeigern (l, 0., p) und (':"-1, 31+0., -p) sind 
identisch. 

1. Setze Stibe von gleioher Lange ZUBammen I Zusammenhang mit dem 
Problem der Mittelgeraden (23, ZUB. 18, 25, ZUB.6). . 

2. Der Stab 2 z + 3'11 + 9 BOll BO zerlegt werden, daB die eine Komponente 
2z+''11+9 wird. Wie heiBt die andere? Wie lang ist sie? 

'3. Der Stab 4 z + 3'11 + 20 BOll BO zerlegt werden, daB die Riohtung der 
einen Komponente gegeben iBt. Wihlt man die Anfangspunkte iibereinstim-

Be 0 k. Koordlnatengeometrie der Ebene. 9 
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m~nd, 80 solI gezeigt werden, daB die (00 1) Endpunkte der beiden Kompo
nenten durch eine Umwendung einander zugeordnet sind. Parameterdarstellung, 
wenn die Richtung der ersten Komponente senkreoht zu dem vorgegebenen 
Stab ist! Ort der Endpunkte der zweiten Komponente ist eine Gerade. 

4. Ein Stab soIl so zerlegt werden, daB die eine Komponente eine vor
geschriebene Lange erhalt. Es lii.Bt sich so einrichten, daB die Endpunkte der 
anderen Komponente einen Kreis erfiillen. Die Zuordnung zwischen den End
punkten der beiden Komponenten ist wieder eine Umwendung. 

5. 2z+ 3y+ 6 == (6z+9y-3)+(-4z - 6y+ 9). 
Diese Identitat zeigt die Zerlegung einer Kraft in parallele Komponenten. 
Allgemeinste waung. (Von zwei Parametern abhangig!) 

6. 4z+5y-7=(4z+5y-8)+1. 
Hier liegt die Zerlegung in eine Kraft und ein Kraftepaar vor. Allgemeinste 
der 00 1 Losungen! 

7. 5z- 6y+ 8 =(5z- 6y+ 8) + 0= 
(5z- 6y+ 8) +(3z- 2y - 5) + (-3z+ 2y + 5) , , 

(8z-8y + 3) +(-3z+2y+5). 
Hier sind zwei entgegengesetzt gleiche Krafte an der gegebenen Kraft a.nge· 
bracht; von diesen iet dann die eine mit der urspriinglichen zueammengesetzt. 

8. 4=(z+2y+3)+(-z-2y+ 1). 
Hier ist ein uneigentlicher Stab in zwei eigentliche zerlegt. Diese Zerlegung 
ist ea, die die Mechanik benutzt, urn uneigentliche Stitbe der A1IBchauung zu
gangZich zu machen. Sie ist auf 00 3 Arten moglich. 

9. 5':'3+2. 
Zerlegung eines Kriiftepaa.res in zwei andere. 00 1 Losungen. 

10. Die Mitten aIler Strecken, die von einem festen Punkte ausgehen 
und .auf einer Geraden G endigen, erfiillen eine Parallele zu G (oder?). Mit 
Hilfe diesea Satzes liiBt sich die Konstruktion der Mitte zwischen zwei para.l
lelen Punkten zuriickfiihren auf die der Mitte zweier nicht parallelen Punkte. 
Sei P parallel zu Q. Durch Q legt man eine Gerade beliebig, aber so, daB 
sie P nicht enthalt. Auf ihr nimmt man zwei getrennte Punkte R und San, 
von denen keiner mit Q zusammenfallt. Dann sind die Paare P, R und P, S 
nicht parallel. Die Verbindungsgerade ihrer Mitten wird mit PQ zum Schnitt 
gebracht. - Durch entsprechende Dberlegungen gibt man das Bild Q' e.ines 
Punktes Q bei der Umwendung um Pan. Damit kann man dann das Punkte
paar, welches einen isotropen Stab darstellt, auf seinem Trager auf jeden be
liebigen Anfangspunkt bringen, also durch Zineare Konstruktionen im Sinne 
von 11, Zus. 2. 

11. Der anisotrope Stab ('U1 , Us, Us) wird in zwei andere zerlegt 
HU1 + iUs), - t i ('141 + iug), Hus + l), 
t(u1 -iug), +ti(u1 -i"ug), Hua-l), 

wo l verinderlich genommen wird. Bedeutung! 
12. Gegeben sind zwei nicht uneigentliche Stabe. Die Mitte Ml ihrer 

Anfangspunkte werde um die Mitte der Endpunkte umgewendet und gelange 
so nach Mt . Dann ist M1 .Mg die Lange des resultierenden Stabes, und Ml M t 

ist selbst der resultierende Stab (wann?), oder doch zu diesem parallel. Der 
Satz verliert seine Bedeutung, wenn der resultierende Stab uneigentlich wird. 
Damit iet die Konstrnktion des resultierenden Stabes als Zinear (11, Zus. 2) 
erkannt (Zue. 10). 
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27. Vektoren. Der Begriff des Stabes sollte uns eine genauere 
Einsicht in das Wesen der homogenen Geradenkoordinaten ver
Bchaffen. Wir haben erkannt, daB Geradenkoordinaten dem Wesen 
nach Stabkoordinaten sind. Dami eine Formel in Stabkoordinaten 
ala Formel in Geradenkoordinaten gedeutet werden kann, ist er
forderlich, daB sie homogen ist. Das heillt jetzt, sie muB fiir alle 
Stibe des Tragers gelten. 

Dabei konnten wir die Sache bewenden lassen, wenn nicht der 
Zusammenhang von Staben und Kraften uns Veranlassung geben 
wurde, den Begriff des Stabes gegen einen verwandten Begriff ab
zugrenzen, den des Vektors. 

Von 26, (30) behalten wir die beiden ersten Formeln bei: 

"1 = 'YJl - 'YJ2' "II = ~2 - ~l· 

1st der Anfangspunkt PI (~l' 'YJl) geg;eben, so laBt sich wieder der 
Endpunkt 22 (~2' 'YJ2) des Stabes berechnen. Aber Pl ist jetzt nicht 
mehr an die Gerade "1: U2 : Us gebunden, sondern £rei, kann also 
00 2 Lagen annehmen, nii.mlich iiberhaupt jede Lage in der Ebene. 
Wir haben also jetzt 00 1 Stabe vor una, die aIle von gleicher Lange 
sind, wenn wir ihre oo~ parallelen Trager syntaktisch orientieren. 
Diese Figur von 00 2 Punktepaaren hei.Dt Vektor. Es gibt demnach 002 
Vektoren. Ein Vektor (u1 , '"2) hat eine Stellung # und eine Lange I, 
die sich (V oraussetzungen!) aus den beiden Gleichungen ergeben 

lcos(n + .o) = "1' lsin(n +.o) = "2· 

Die beiden Vektoren (I, .o) und (-I, n + .o) sind aber identisch. 
Der Anfangspunkt des Vektors kann in den Nullpunkt verlegt wer
den. Dadurch erhii.lt der Endplinkt die Koordinaten ("II' - u1 )· 

Da ein Vektor dann durch diesen Punkt eindeutig gegeben ist, 
kann man also schlieBlich auch Punktkoordinaten als Vektorkoordi
naten benutzen; letztere sind ja weiter nichts als Differenzen zwischen 
den Koordinaten zweier Punkte. Ein Wesensunterschied tritt aber 
zutage, wenn man die Gleichungen der Bewegungen oder Um
legungen, die in Punktkoordinaten durch 14, (33) gegeben sind, in 
Vektorkoordinaten umrechnet. 

Fur Stabkoordinaten erhliJt man zunachst [vgl. 21, (8 a b)] : 

Bewegungen: 

{ "~ = costp·u1 - sintp·"2' 
(33a) ~ = sintp·u1 + COStp·"2' 

u~ = - Crl costp + rll sintp)u1 + Crt sintp - 1"2 costp)Ug + u.; 
9* 
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Umlegungen: 

{ U~ = - COSIP'UI - sintp·u" 
(33b) u~ = - sinIP.uI + costp·u!P 

u~ = (rl coslP + rs sintp)ul + (rl sintp - r! costp)u, - us; 

und daraus fiir Vektoren: 

Hierin kommt also nur noch eine einzige Konstante vor, da
gegen in den Formeln fiir Punktkoordinaten drei. Zugleich sind 
die aus Vektorkoordinaten gebildeten Ausdriicke u1 v, - Us VI und 
UI til + U\1 V\1 invarianter N atur: 

(35) u~v~ - u~v~ = ul v\1 - U2 Vl ' u~ v~ - u~v; = - (u1vs - U2 Vl ). 

(36) u~v; + ~v~ = UIVI + u\1VS ' u~v~ + u~v~ = + (UI VI + U,V\1)' 
Deuten wir die u, v aber als Punktkoordinaten, so haben diese 
Ausdriicke nicht die Natur von Invarianten. 

Der Ausdruck in (36) ist (absolute) Umlegungsinvariante, also auch 
Bewegungsinvariante; er hat die Bedeutung l"l" cos (u,v), [vgl. 22, (16) 
und 23, (20)] und wird wohl als inneres Produkt der beiden Vektoren 
bezeichnet. Der Ausdruck' in (35) ist dagegen nur (absolute) Be
wegungsinvariante, er hat den Wert lul"sin(u, v) und heiSt auiJeres 
Produkt oder Vektorprodukt. Hierbei bedeuten Iu und I" die Langen 
der beiden Vektoren, (u, v) den: Winkel des Vektors v gegen den 
Vektor u. Bei Vertauschung der beiden Vektoren andert nur das 
auSere Produkt sein Vorzeichen. 

Nennt man fiir den Endpunkt des Vektors u die Punktkoordi
naten (Xl' YI)' fiir den Endpunkt des Vektors v entsprechend (x" Y\1)' 
wiihrend die beiden Anfangspunkte in den Nullpunkt verlegt werden, 
so erhalten iiuBeres und inneres Produkt die Werte 

ul v\1 - U\1 VI = Xl Y'J - X\l YI , UI'VI + U\1 Vs = Xl X\1 + YI Ys , 
sind also formal gleich gebildet, ob wir in Vektorkoordinaten 
arbeiten oder in Koordinaten der Endpunkte, aber in Punktkoordi
naten sind sie nicht invariant. 

Die Addition der Vektoren wird ebenso erkliirt, wie die der 
Stabe. Auch sie kann zur Zusammensetzung von Kraften benutzt 
werden, die nicht parallel sind. Das Vektorparallelogramm kann zum 
Vektorpolygon erweitert werden, das Parallelogramm der Stii.be 
dagegen nicht, da Stabe nicht parallel verschoben werden diiden. 

Die Vek~oren von der Lange Null sind entweder isotrop (2'00 1), 

oder es liegt der identische Vektor vor. Fiir den identischen Vektor 
fallen Anfangs- und Endpunkt zusammen. 
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1. Der Vektor ('Ut. us) hat den Endpunkt Eu2' - u1), wenn alsAnfangs
punkt der Nullpunkt gewahlt wird. Er reprasentiert die Schiebung' g' = g + Ul • 

'fJ' = 'fJ - ~ von den Parametern Oto: Ot1 : oc2 : Ots = - 2 : u1 : 142 : O. Die Addition 
der Vektoren erweist sich dann a.ls spezieller Fall der Formeln 14, (85a). 

2. Die Beliebtheit der Vektoren in der Physik riihrt wohl in der Haupt
sache daher, daB die heiden rationalen absoluten simultanen Bewegungsinv8r
rianten, die von GraBmann als inneres und auBeres Produkt bezeichnet 
worden sind, unabhangig davon sind, wie die Trager der einzelnen Vektoren 
orientiert werden. Manche andere Vorziige, die haufig fiir die Vektorenrech
Dung in Anspruch genommen werden, sind dieser nicht eigentiimlich, sondern 
treffen auch fiir die Punktrechnung zu. 

8. Das WesentIiche am Vektorbegriff ist, daB bei der Einfiihrung des 
Vektors als Raumelement (vgl. 19, Zus. 1) die Formeln, fiir die Bewegungen 
zwei Konstante verHeren, indem der EinfluB der Schiebungen verschwindet. 
Gelingt es bei einer Gruppe durch Einfiihrung anderer Raumelemente die 
Konstantenzahl herabzudriicken, d. i. die Transformationen einer U ntergruppe 
als aquivalent der identischen Transformation zu betrachten, so heiBt die 
Untergruppe eine invariante Untergruppe. Die Schiebungen bilden eine in
variante Untergruppe der Gruppe der Bewegungen, weil aIle Schiebungen in 
Vektorkoordinaten durch 14: = 141 , u~ = 142 wiederzugeben sind. 

4. Aus dem in Zus. 3 erwahnten Grunde hat es Sinn, im R" Vektoren ein
zufiihren 1). Ein solcher Vektor a ist durch ein System von Zahlen (~, ~, 
as, ... ,an) gekennzeichnet, so daB die Gesamtheit der Vektoren auf die Ge
samtheit der Punkte eindeutig umkehrbar bezogen iat. Beide Begriffe unter
scheiden sich aber dadurch, daB man mit den Vektoren gewisse Rechenopera
tionen vollziehen will. 

5. Zwei Vektoren a und b addieren, heiBt den Vektor (a1 + b1 , ag + bg , •• • , 

an + b,,) bilden. Einen Vektor a mit der Zahl A multiplizieren, heiBt den Vektor 
(A ~, A lig, ... , A an) hilden. Der 'Vektor O· a wird auch ala 0 bezeichnet, der 
Vektor (-1)· a ale - a. Die beiden Vektoren a und b heiBen identisch, wenn 
a+ (-b) = a - b = O. Zeige Al (Aga) = Ag (Ala) = Al A2 a=A2 A1 a, A (a+b) = Aa+Ab, 
a+b=b+a, a+(b+c)=(a+b)+c. 

6. Der Zahlenausdruck 
a b = b a = a1 b1 + a2 bg + . , . + an bn 

heiBt das innere Produkt der beiden Vektoren a und b. Verschwindet es. 80 

heiBen die beiden Vektoren zueinander orthogonal. m Vektoren bilden, wie 
man sagt, eine normierte Basis, wenn irgend zwei verschiedene von ihnen zu
einander orthogonal sind, wahrend das innere Produkt jedes Vektors mit sich 
selbst den Wert 1 hat. Zeige durch Beispiele, daB es fiir jedes natiirliche 
m ~ n solche normierte Basen gibt. 

7. Die m getrennten Vektoren Rt, Rg, ... , am heiBen linear unabhangig, 
wenn die Gleichung 

A1 a1 +A2 Rg + ... + Am am = 0 
nur durch lauter verschwindende A erfiiIlt werden kann. Andernfalls heiBen 
sie linear abhangig. Sind die Vektoren a1 , ag , as, ... , am linear unabhiingig, 
80 bildet daB System 

1) Das Folgende nach C. Caratheodory, Vorlesungen iiber reelle Funk
tioDen, Leipzig bei Teubner 1918. 
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eine Marmigfaltigkeit von ootll Vektoren, die man ein lineares VektorgebUdt 
vom Bange m neDDt, und die Vektoren lit, a., ... , .... hilden, I!8.gt man, eine 
Baris des Gebildes (m~n). 

Zeige, daB man in jedem linearen Vektorgebilde sta.tt der urspriingliohen 
Basis auf uDZahlige Weisen eine normierte Basis einfiihren kann. Zahlen
beispiele dafiir! 

8. Ein Vektor heiBt orlhogonal zu einem linearen Vektorgebilde, wenn 
er zu siimtliohen Vektoren des Gebildes orthogonal ist. Zeige, daB dafiir not
wendig und hinreiohend ist, daB er zu a.llen Vektoren einer Basis orthogonal 
ist. Die Gesamtheit a.ller Vektoren, die zu einem linearen Vektorgebilde vom 
Range m im B,. orthogonal sind, bilden selbst ein Iineares Vektorgebilde vom 
Range m'. Zeige ferner, daB m+m'='II. Beide Vektorgebilde heiBen dann 
.r16einancler orlltogonal. 

9. 1st ein lineares Vektorgebiide 
Al lit +lga.+ ... +l",a", 

gegeben, so kann jeder Vektor auf eine einzige Art in die Gestalt gesetzt werden 
x=a+n, 

wo I dem Vektorgebilde angehort und n dazu orthogonal ("normal") ist. Zeige, 
daB unter der Voraussetzung einer normierten Basis jst 

Grenzialle! 
a=(xllt)IIt+ ... +(x .... ) .... , n=x-a. 

10. Zeige: Die m Vektoren lit, ag, .•. , .... sind dann und nur dann linear 
unabhiingig, wenn die Matrix 

au llts au . . . a1 n 

as1 as. /Ig.... a.r .. 

den Rang m hat. 
11. Anwentlung av.f lineare homogene Gleic1&tmgen. Gegeben sind m Glei

ohungen in n Veriinderlichen 
4/ctZI +.aTe,:!:g + ... + a""z" = 0 (k= 1,2, ... , m). 

Durch Einfiihrnng der Vektoren I" und X im B" werden daraus die Forde-
rungen 

I" X = 0 (k = 1, 2, ..• , m)·. 
Jede LOsung z des Gleiohungssystems gibt einen Vektor x, der orthogonal zu 
allen Vektoren des Iinea.ren Vektorgebildes ~ lit + ... + lTe aTe ist. AlIe LOsungen 
ergeben also das zu diesem Vektorgebilde orthogonale. Hat das urspriingIiohe 
linea.re Vektorgebilde den Rang r, so hat das dazu orthogooale (Zus. 8) den 
Rang 'II - r, d. i. jede Losung des Gleichungssystems IaBt sich dann duroh 
n - r linear unabhiingige Losungen darstellen. 

12. Lineare inAomogene Gleichtmgen. Die GIeichungen 
~IZI + a",z, + ... + 4hZ" = 11" (I: = 1, 2, ... , m) 

ersetzt man duroh die m + Ifolgenden GIeichungen zwisohen (n + 1) dimen
sionalen Vektoren 

I~X'=O, e'x'= 1, 
Darin bedeutet x, den Vektor (Z1l :!:g, ••• , ZIt, Z"+I)' 

(0,0, ... ,0, 1), a~ den Vektor (aTel> 4h, ••• , ab, -11")· 
Naoh Zus. 9 ist dann 

(1:=1,2 •... ,m). 
e' den Vektor 

(1:=1,2, ... ,m). 
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Zeige, daB ft' = 0 auf .'x' = 0, also auf einen Widerspruoh (a.uob im ge
gebenen System) fiihrt, und daB fiir n' =+= 0 der Vektor x& = n': n'Il' eine 
LOsuug gibt, daB femer sich jede andere Losung x' so darstelIen liBt I 
x' = x& + t', wo a,t' = 0, e't' = O. Nimmt man aus x' und x6' den letzten 
Bestandteil Z~+l und ZO"+l weg, so erh8.lt man so in den n-dimensionalen 
Vektoren x und Xo L&uugen des vorgelegten Gleiohungsystems. Zeige, daB 
as LOsungen dann und nar dann gibt, wenn der (n+ 1) dimensionale Vektor e' 
dem linearen Vektorgebilde (aL a~, ... , a:.) fremd ist. Zeige ferner, daB die 
LOsung Xo daduroh ausgezeichnet ist, daB das innere Produkt XoXo den 
kleinsten absoluten Betrag ha.t. Zeige endlich: Das System a/cx = y/c (I: = 1, 
2, ... , m) hat dann und nar dann L5sungen, wenn die linearen Vektorgebilde 
(It,~,···, a..) und (at,~, ... , a:.) gleiohen Rang haben. 

28. LiDienelemente. Unter einem Linienelement versteht ma.n 
die Figur eines Punktes und einer Geraden in vereinigter Lage (S. 3). 
Zur Bestimmung des Punktes dienen seine beiden Koordinatenj die 
Gerade durch ihn wird dann durch den Richtungsfaktor z bestimmt, 
d. i. durch den Tangens des Winkels, den sie gegen die X-Achee bildet. 
Ein Linienelement ist also durch drei Koordinaten x, y, z gegeben; 
es gibt 008 Linienelemente. Die Gerade des so erkl8.rten Elements 
ist stets Euklidisch, da. der Tangens die Werte i und - i ausliBt, 
der Punkt des Elements ist eigentlich. 

Wir betrachten einfache Mannigfaltigkeiten von 00 1 Linien
elementen. Eine solche kann durch zwei Gleichungen zwischen x, y, z 
gegeben sein, oder durch eine Parameterdarstellung. 

1. Ane Linienelemente eines Punktes (a, b). ·Die Pun,kte dieser 
00 1 Elemente fallen zusammen, die Geraden umhiillen den Punkt. 
Parameterdarstellung: x = a, y = b, z = t. So erhilt man alle 
Linienelemente des Punktes, mit Ausnahme- eines einzigen, welches 

gegen die X-Achse den Winkel ~ bildet. Solche Linienelemente ent

ziehen sich aber iiberhaupt unserer Darstellung. 
2. Die Linienelemente einer (Euklidischen) Geraden. ax + by 

+ c = 0, z = -a: b. (Voraussetzung1) Punktort isi die Gerade. AIle 
Elemente haben die Gerade gemeinsam. Die erste Gleichung liefert 
alIe 00' Linienelemente, deren Punkte die Gerade erfiillen, ebenso 
die zweite alle 00' Linienelemente, die mit der Geraden die Rich
tung gemein baben. 

3. Die Thrbine 1). Ein Linienelement wird um einen Punkt ge
dreht, der nicht a.uf der Geraden des Elements liegen soll, und auoh 
nioht auf dar Normalen des Elements (der Geraden, die im Punkte 
des Elementes auf seiner Geraden senkrecht steht). Punktort ist ein 
Kreis, Geradenort ebenfa.lls ein Kreis, der zum ersten konzentnsoh 

1) E. Kasner, Amerioan Journal of Mathematios as, (1909), S.193-202. 



136 Zweites Kapitel. 28. 

ist. Gemeinsamer Mittelpunkt beider Kreise ist der Drehungsmittel
punkt. Er heiSe (a • b) und habe von der Geraden des Elements 
lien Abstand (b vom Punkte des Elements den Abstand r. Dann 
heiBen die beiden Gleichungen der Turbine 

(x - a)lI + (y - b)lI - rll = 0, 

z'{(11- b)e + (fl- x)Vr2 - ell} = (a - x)e - (y - b)Vr ll - ell. 
Zu beachten ist, daB r nur als rll vorkommt. Abhii.ngigkeit zwischen 
e und v'r ll - ell! Bedeutung des Auftretens der Quadratwurzel! 

Aus diesen beiden Gleichungen liest man die beiden Sonderfii.lle 
abo Fiir e = 0 bleibt der Punktort ein Kreis; Geradenort ist sain 
Mittelpunkt. Fiir e = r fallen Punktort und Geradenort zusammen. 
Zeiohnungen! 

4. Soeben haben wir einen Fall kennen gelernt, wo Punktort 
und Geradenort zusammenfallen. Der Punkt eines Elementes ist 
Beriihrnngspunkt einer Kurventangente, und diese biIdet die Gerade 
des Elementes. Es ist aber noch denkbar, daB Punktort und Ge
radenort zusammenfallen, daB aber der Beriihrungspunkt einer Ele
mentgeraden nicht durch den zugehorigen Elementpunkt geliefert 
wird. Dafiir bringen wir ein Beispiel. 

Die Kurve x = t3, Y = t, oder x = y8 heiBt in Geradenkoordi
na.ten 4u: + 27 u1 u: = o. (Nachweis nach 19, Zus.7.) Die Tangente 
im Punkte t heiSt x - 3 tlly + 2 tS = 0 (26, Zus. 17). Sie trifft die Kurve 
zunachst doppelt zahlend im Punkte t (Beriihrungspunkt). Dann 
aber noch im Punkte - 2t, der also die Koordinaten hat x = - 8t8, 

11 = - 2 t. Ihr Richtungsfaktor ist Z = 3 ~ •. 

Nun biIden wir die Mannigfaltigkeit der 001 Linienelemente 
x=- 8t8, y=- 2t, Z= 1:3tll. 

Punktort ist die Kurve x = y 8, und diese ist auch Geradenort. Aber 
Gerade und Punkt sind nicht Tangente und Beriihrungspunkt. 

5. Jetzt betrachten wir die Mannigfaltigkeit der 00 1 Linien-
elemente 

x=t3 , 1I=t. z=1:3tll. 

Punktort'und Geradenort fallen wieder zusammen, und zwar in die 
soeben behan~elte Kurve x = y8. Jetzt ist aber fur jedes Linien
element der Elementputlkt Berohrungspunkt der Elemerttgeraden. 

Eine Mannigfaltigkeit von 00 1 Linienelementen dieser Art nennt 
man einen Elementverein. Zu den Elementvereinen rechnet man auch 
die Punkte und geraden Linien; beide aufgefa.Bt (wie es unter 1 und 2 
geschah) als Orter von 00 1 Linienelementen. Wahrend man also ge-
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rade Linien und krumme Kurven zugleich behandeln kann bei Be
nutzung des Punktes als Raumelement, und Punkte und Kurven, 
wenn man die Gerade als Raumelement einfiihrt, umfaBt der Begriff 
eines Vereins von Linienelementen Punkte, gerade und krumme 
Linien zpgleich. Nicht jede Mannigfaltigkeit von 001 Linienelementen 
ist ein Verein (Zus. 3). Unter den Transformationen der Linienelemente 
spielen eine Sonderrolle diejenigen, die einen Elementverein immer 
wieder in einen Elementverein iiberfiihren: Sie heiBen Berup,rungs
transformationen. "Ober diese sehr interessanten Dinge hauptsii.chlich 
differentialgeometrischer Natur handelt das Buch von Sophus Lie 
und G. Scheffers, Geometrie der Beriihrungstransformationen. Leipzig 
bei Teubner. 1896. 

1. Unter einem orientierten Linienelement versteht man die Figur eines 
Punktes und eines hindurchlaufenden Speeres. Ein orientiertes Linienelement 
kann durch vier Koordinaten dargestellt werden (x., y, u, v), wo x, y den 
Punkt des Elementes bedeutet, und u = eos {):, v = sin {} die Stellung {} des Speeres 
(25, S.121) bestimmen (u 2 + v 2 -1 = 0). DaB orientierle Linienelement ist im 
wesentlichen daB, was man in den Elementen alB Halbgerade oder Strahl zu be· 
zeichnen pftegt (vgl. 22, Zus. 1). 

2. Da ein Linienelement durch drei Koordinaten gegeben ist, kann man 
einem Linienelement (x, y, z) zuordnen den Punkt (x, y, z) des Raumes. 
Welehe Linienelemente lassen sieh nicht abbilden? Die Ebene z = 0, in der 
die Linienelemente liegen, heiBe Grundebene. 
00 1 Linienelemente eines Punktes: 00 1 Punkte einer Vertikalgeraden. 
00 1 Linienelemente einer Geraden: 00 1 Punkte einer Horizontalgeraden 

besonderer Art. 
00 2 Linienelemente dureh die Punkte 00 2 Punkte eines vertikalen Zylinders. 

einer Kurve: 
Elementverein darauf: 

00 \I Linienelemente: 
00 2 Linienelemente mit parallelen 

Geraden: 
Ausnahmefii.Ile! 

Kurve (beBonderer Art) auf demZylinder. 
Flaehe. 

Horizontale Ebene. 

3. Die Mannigfaltigkeit von 00 1 Linienelementen: 
x=x(t), y=y(t), z=z(t), 

wo die 11), y, z eindeutige analytische Funktionen eines Parameters t sind, 

ist dann und nur dann ein Elementverein, wenn z == :r : ::. Die Trans

form ation der Linienelemente: 

x'=x+2z, y'=Y+Z2, z'=z 
ist eine Beriihrungstransformation, denn 

dy' ,dx' dy dz (dX dz) dy dx 
ilt- z (ft= dt +2z dt -z dt +2 dt =d[-z(fi. 

V h· d t Is dy dx h . d h dy' , dx' d· . erso WID e a 0 dt-Zdt' so verse Will et aue /It-Z~, .1. em ur-

apriinglicher Elementverein wird wieder in einen Elementverein verwandelt. 
(Es iet aber bereits ausreiehend fur eine Beruhrungstraneformation, daB dio 
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beiden letztgenannten Ausdriioke moh duroh einen Faktor {! (al, '1/, z) unter
soheiden, der nioht identisoh versohwindet.) 

Die Linienelemente eines Punktes, etwa x = 0, 'II = 0, z = t gehen bei 
dieser Transformation iiber in .den Elementverein x = 2t, 'II = t 9, Z = t, d. i. in 
die Linienelemente einer Parabel. Eine BerUhrungstransformation vertoa"delt 
also nicht nottoendig Pwn1cte wieder in Pun1cte. 

4. Die Gleiohung xz - 'II = 0 stellt 00 9 Linienelemente dar, die man ver
moge zweier Parameter u und v so darmeTIen kann: 

x=u, y=uv, z=v. 
Wir wollen von diesen 00 9 Linienelementen 001 heraussuohen, die einen 
Elementverein hilden. Dazu haben wir etwa zu setzen v = feu); daduroh er
gehen sioh die 00 1 Linienelemente 

x=u, y=u·f(u), z=f(u). 
Aher diese hilden nioht ohne weiteres einen Elementverein. Es ist Booh 

d'll dx 
zu fordem du -z du = f(u) + uf'(u) -f(u)·1 = uf'(u) = O. 

Das giht zunii.ohst u = 0, d. i. den Elementverein 
x=O, '11=0, Z=V. 

(Alle Linienelemente eines Punktes; nSingulii.re" Loaung.) 
AuJ3erdem aber f (u) = oonst., also: 

x=u, '11= ell., z=c, 
d. i. die Linienelemente der 00 1 geraden Linien 'II - ex = 0 duroh den Null
punkt. Dieae heIDen Integralkurven der Gleiohung :n - 'II = 0, die man jetzt 

dy 
auoh sohreiben kann x· d x - '1/ = 0: 

Das Verfahren, eine gew(Jhnliche Ditferentialgleichung zu integrieren, be
deuM, man BOU _ die durch die Gleichung darge.teUten 00 S Linienelemente zu 
Elementllereinen (Int~gral1curllen) .uBammtnfassm. 

5. Die Figur, hestehend aus einer Ebene des Rs und einem in ihr ge
legenen Punkte, nennt'man ein FUtchenelement. Es giht im Rs 00 5 Flii.ohen
elemente, ehenso 00 6 Linienelemente. Die Figur von 001 Fliiohenelementen 
wird ein Streifen genannt. Eine Kurve kann ebenso wie eine Flii.ohe a.la Ort 
von 00 s Flii.ohenelementen aufgefaJ3t werden. 



Drittes Kapitel. 

29. KoWneationen. In 21 haben wir die Dehnungen und (Zus. 7) 
Affinitaten als Geradentransformationen dargestellt. Die Trans
formationsformeln ergeben die Koordinaten "' der transformierten 
Geraden komogen und linear in den Koordinaten " der urspriing
lichen Geraden, okne daB umgekekrt eine komogene lineare Transforma
tion gerader Linien eine Affinitat zu sein brauckt. Damit werden wir 
vor die Untersuchung der allgemeinsten homogenen lineaten Geraden
transformation gestellt: 

(1) { 
"~ = All "1 + A12 "2 + A13 "S , 
ull = ~1 "1 + A22 "'2 + ~3 Us' 
u~ = Aal "'1 + AS2 u2 + Ass u3 • 

Diese Transformation heiBt eine Kollineation. . Es gibt, da ein Koeffi
zient fortdividiert werden darf, 00 8 Kollineationen. Die Determi
nante A = 1..4.11 A22 A8s1 heiBt Trartsformaiionsdeterminante (S. 41). 

Wir setzen zwei Kollineationen ·zusammen. Nach der Kollinea
tion (1) solI die folgende ausgefiihrt werden: 

ut' = Bit u: + Bill u~ + Bi8 ~. (i = 1,2,.3) 
Die resultierende Transformation ist wieder eine Kollineation, da 
sich bei Elimination der Zwischenwerte "' die tI' linear und 'homogen 
durch die "darstellen. Man erhalt 

u;' = Oil "'1 + 0i2"2 + 0i3 u3 , (i = 1, 2, 3) 

wo die C. sich linear und homogen durch die A und B ausdriicken: 

011 = Bll All + B12 ~1 + BIB A31 , 012 = Bll ~2 + B12 ~2 + B13 AS2 , 

01S=BllA1S+B12~S+B1SAss' 
(2) O'.u =Bu Au +B1l2 ~1 + B 2S Aal' 022 =B21A12+B21l~2+BII3 As" °118 =B\l1 A18 + BIlII AIl8 + B28 A83 , 

081 =BBl ~1 + B81l ~1 + B88 A81 , 082 = B81 Au + B81l AlII + BS8 AS\! , 

088 =BS1 ~s + !Ja2 AIlS + BS8 Ass' 

Daraus folgt: 
Satz 1. Die Kollineationen bilden eine achtgliedrige Gruppe. 
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Nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten ist jetzt 

(3) I All Att Ass I· I Bll BwPssl = I 0u a.l2 Ossl : 
Satz 2. Die Determinante der resultierenden Kollineation ist gleich 

dem Produkt der Determinanten der komponierenden Kollineationen. 
Hieraus folgt, daB a.lle Kollineationen von versckwindenaer Trans

formationsdeterminante fiir sich eine Gruppe bilden (0· 0 = O!), eine 
Untergruppe der Gruppe alZer Kollineationen. 

Das Verschwinden der Determinante ist nun die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Vertraglichkeit der drei Gleichungen 

{ 
0 = ~1 u1 + Au u2 + A1S uS ' 

o = ~lU1 + ~IIU2 + A2s us , 
0= A31 U 1 + A311 U2 + Assus . 

Das heiBt, es gibt dann (mindestens) eine Gerade u, der keine trans
formierte Gerade u' entspricht. Wir verla.ngen aber, daB die Kol
lineation ausnakmslos jeder Geraden u eine Gerade u' zuordnet. Es 
muB dazu also die Transformationsdeterminante von Null verschieden 
sein. Dann heiBt die Kollineation nicht singuliilr. Die singuliilren 
Kollineationen, d. i. die von verschwindender Determinante werden 
von nun ab von der Betrachtung ausgeschlossen. 

Wir transformieren jetzt drei Gerade u, v, W "kogredient" kollinear, 
d. i. wir unterwerfen Il.ie aIle drei derselben Kollineation ... (1 ). Dann 
erweist sich die dreireihige Determinante wer Koordinaten 0.18 
relative Invariante. Nach dem Multiplikationssatz wird namlich 

(4) 
u~ u; ~ 1..411 An ASI 
v~ v; v~ = I AlII A22 ASII 
W~ W; W~ A1s ~s Ass 

ulullusl 
VI VII vSI· 
W1WIIWs 

Wir schreiben dafiir kurz 

(40.) (u' v' w') = I Au ~2Assl· (u vw). 
Zu unterscheiden sind die beiden FaIle (UVW) =1= 0 und (uvw)=O. 
1m ersten FaIle sind die drei Geraden u, V, W weder zueinander 
parallel, noch laufen sie durch denselben eigentlichen Punkt. Das 
gleiche gilt dann von den drei Geraden u',v',w'. (Auch fiir singuliire 
Kollineationen ~) Aber nicht die Determinante (u v w) ist ea, auf die 
es hier eigentlich ankommt, sondem ihr Rang. Um diesen a.ls in
variant nachzuweisen, berechnen wir die zweireihigen Determinanten: 

v;w~ - v~ w; = (A22A8s -~SASII)("IIWS-vswII)+ 
+ (~3Asl -Au Ass) (vs W1-V1 ws) + (~1 ASII -AllllAa1) (VI W II -VII W 1), 

(5) v~ w~ - v~ w~ = (AstA1S-AssAlII) (VIIWS-VSWII)+ 
+(Ass AU -Aa1 A13) (V8Wl -VI ws) + (A31 AlI-AS2All)(Vl w\J-vt w1), 
v~ w; -v; w~ = (A12AIIS-A1S~II) (v2WS-Vs fOIl) + 
+ (A1S Au - Au ~s)( Vs wl - VI ws) + (Au A2\J - Aa..421)( VI W, - VI Wl)· 
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Solcher Gleichungen gibt es noch sechs andere, die man erhii.It, 
wenn man rechts die Koeffizienten ungeandert laBt, aber statt der 
beiden Geraden v, w nacheinander die Paare W,1$ und u, v nimmt, 
ebenso links die Paare w', '1.1.' und u', v'. 

1st nun der Rang r von (u v w) kleiner ala 2, so gibt es in den 
neun Gleichungen (5) rechts keine aua Geradenkoordinaten gebiIdete 
zweireihige Determinante, die von Null verschieden ware. Daher 
werden auch· alie zweireihigen Determinanten links zu Null, d. i. der 
Rang r' von ('1.1.' v' w') ist kleiner als 2. 

1st umgekehrt r' < 2, so verschwinden in den neun Gleichungen 
(5) die linken Seiten. Diese neun Gleichungen verteiIen sich auf 
drei Systeme, von denen wir eins vollig hingeschrieben haben. Die 
Determinante eines solchen Systemes hat den Wert I Au A22 Ass 12 , 

ist also von Null verschieden. Daraus folgt aber, daB diese Systeme 
nur solche Losungen haben, die aus lauter Nullen bestehen (3,4 a) 
und daher ist r < 2. 

Aus r = 0 folgt r' = 0 und umgekehrt (Gerade Linien werden 
dann gar nicht mehr dargestellt). Daher diirfen wir schlieBen, daB 
sich die Falle r = 1 und r' = 1 gegenseitig bedingen. 

Ebenso bedingen sich, wie wir bereits wissen, die Falle r = 3 
und r' = 3 gegenseitig, und daraus folgt, daB es auch r = 2 und 
r' = 2 tun. 

N ennen wir den Rang der Determinante (u v w) kurz den Rang 
der drei geraden Linien '1.1., v, w, (vgl. 5), so haben wir 

Sat z 3. Der Bang dreier geraden Linien bleibt bei (nicht singu
liiren) Kollineationen invariO.1At 

Damit haben wir einen ersten Satz eines neuen Zweiges der 
Geometrie erarbeitet, den man Kollineationsqeometrie nennt. Wir 
verweisen auf 15 und 16. So, wie damals die Gruppen der Dell
nungen bzw. Bewegungen zugrunde gelegt wurden, haben wir jetzt 
die geometrischen Gebilde hinsichtlich ihres Verhaltens gegeniiber 
Kollineationen zu untersuchen. Figuren, die durch Kollineationen 
ineinander iibergefiihrt werden konnen. gelten jetzt als aouivalent; 
man nennt sie zueinander kollinear. Der Ausdruck koliinear tritt 
also neb en die friiheren Aquivalenzbegriffe gleichsinnig ahnlich, 
kongruent, affin usw. .Ahnliche Gebilde sind stete kolline~ aber 
kollineare Gebilde brauchen nicht ahnlich zu sein Das gleiche gilt 
von affinen und kollinearen Figuren. 

1. Die Kollinea.tion '1.1.: = '1.1.1 , '1.1.; = '1.1.\1> '1.1.; = '1.1.1 + 'Ug + Ua ist nicht singular. 
Sie fiihrt die uneigentliche Gerade 0: 0: 1 wieder in sich selbst liber. Man 
konnte meinen, da.s sei bei jeder Kollineation so. Aber die Kollineation 
'1.1.: = "1 + '1.1.8 , 'U~ = ~, u; = u., die ebenfalls· nicht singular ist, fiihrt die un· 
eigentliche Gerade 0: 0 : 1 iiber in die eigentliche Gerade 1 : 0 : 1. Der Gegen-
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Batz zwischen eigentZicAen tmd uneigentZicAen Geraden existiert demnacA in de,. 
Geometrie der KoUineationen nicAt. Die letztgenannte KolIineation fiihrt weiter 
die isotrope Gerade ~: i: 4 iiber in die Euklidische Gerade 5: i: 4. AucA der 
Gegensatz zwischen isotropen UM anisotropen Geraden falU in der Geometrie 
der KoUineationen fort, (wie bereits in der afllnen Geometrie). Es gibt Wer 
nur eine einzige KZa8se von Geraden, wahrend es in der affinen Geometrie 
nooh deren zwei gab, Als kanonischen Vertreter wahlen wir etwa die Gerade 
1 : 0 : 0, und es ist zu beweisen, daB jede Gerade in die kanonische Qerade 
kollinear transformiert werden kann. . 

Der Nachweis wird in 37, Zus.l erbracht. Der Leser transformiere die 
Geraden 0: 0 : 1, i: 1 : 5, 1: 1 : 1 auf die kanonieche. Gerll.de! 

2. Dre Kollineatio~ (1) laBt sich vmkeAren, sobald sie' nicht singular ist, 
d. i. man kann dann zu einer transformierten Geraden v' die urspriingliche 
Gerade v berechnen: 

Hierin bedeutet 

{ 
Vl = all uI+~l u:+aSl u:, 
US! = a12 ul + ~g u: + asS! uL 
Va = ala vI +a28 u: + au u;. 

A· an = A99 A,a - A28 AsS!' 
Allgemein 

(6) A· all = Ale1c All - Ale/An.. A· alcl = AI/An. - An.AI/. A ·alJc = A"Akl - AliA"" 

worin (i, k, Z) eine der drei Zahlenfolgen ist (1, 2,.3), (2, 3, 1), (3. 1, 2); 
ferner ist 
(7) I all aggaas I = 1 : I All AgS!Aas I = 1 : A. 

(8) 

3. Die Transformation 

{ 
uf=allul+~lflg+a31va, 
v: = a12 U1 + ~g 142 + as!! Us, 

U: = a1S u1 + aga u2 + a3a Us 

iet dann nicht singular. Sie ist die zu (1) inverse Kollineation (vgl. 14" 
Zus. 14, 15), denn setzt man die Kollineationen (1) und (8) in irgendeiner 
Reihenfolge zusammen, so erhalt man die identiscAe Kollineation 

uf=Vt, U:=us, u;=u8 •· 

Diese fiihrt jede Gerade in sich selbst iiber. 

4. Die Kollineation (1) sei singuZar vom Range .rwei, d. i. ihre Deter
minante habe den Rang zwei. Dann gibt es eine ein.rige Gerade u, der keine 
transformierte Gerade v' entspricht. Fiir sie ist (da ul = u: = u: verschwin
den muB) 

v1 : ug : va = all : an : ala = au : a2!! : ~a = au : as9 : a8S ' 

(Was ist an dieser Schreibweise zu bemangeln 7) Jeder anderen Geraden v ist 
eine Gerade u' eindeutig zugeordnet. Zeige: AIle diese Geraden u' sind zu
einander parallel oder laufen. durch einen eigentlichen Punkt [vgl. (4) J. 

Zahlenbeispiel. ui = vl , u: = vs' u: = u1 + fig. AIle u' laufen durch den 
Punkt (-1, -1), denn vf + v: -u: = O. 

5. Die KolIineation (1) sei singular vom Range eiM. Dann gibt as 
00 1 Gerade u, denen keine transformierte Gerade u' zugeordnet werden kann. 
Alle diese singularen Geraden erfiillen ein Geradenbiischel oder ein Parallelen
biischel. AIle iibrigen Geraden v werden auf ein und dieselbe Gerade v' 
transformiert. Auf welche 7 
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Za.hlenbeispiel: 14[ = 141, 14; = 2 141, '1&, = 3 141, Nicht transformiert werden 
alle Geraden, fiir die 141 = 0 ist. Sie erfiillen ein Para.llelenbiischel. ~e 00' Ga
raden, fiir die 141 + 0 ist, werden auf die Garade 1 : 2 : 3 transformiert. 

6. Diskutiere die beiden Kollineationen 

7. Aus der.dritten Gleichung (5) folgt, daB parallele Gerade bei nicht sin
gulirer Kollineation nicht wieder in parallele Gerade iiberzugehen brauchen. Bei
spiel: u[=141+148 , 14l=14g , 14;=14a . V1 :lIg :lIa =1:2:3, w1:w2:wa=1:2:4. 
De,. Begritf des Paf'allelismus zweier Geraden gehiJrt somit nicht in die Geometrie 
der KoUineationsgruppe. 

8. 1st der Winkel zweier geraden Linien (absolute oder relative) Kollinea.
tionsinvariante ? 

9. Jede Kollineation, die die uneigentliche Gerade in sich selbst iiber
fiihrt, ist eine Affinitit. 

10. Erkliire Kollineationen und Affinitiiten im RIO' Welche Moglichkeiten 
gibt es im Ra fiir den Rang singuliirer Kollineationen? 

30. Homogene Punktkoordinaten. Da die Kollineation 29, (1) 
linear und homogen ist, fiihrt sie einen linearen homogenen Aus
druck al u1 + a'2 u':! <+ as Us in Geradenkoordinaten in einen eben
solchen Ausdruck b] u; + b2 U; + bs u; iiber. DaIJ heiSt (vgl. 19, 
Zus.9), sic verwandelt Punkte in Punkte. Die Kollineation iet also 
nicht nur Geradentransformation, sondern auch Punkttransformation 
(dagegen ist sie nicht immer Speertransformation). So verwandelt 
die Kollineation U;: U; : u; = u1 : ull : 2 us' die nicht singular ist, den 
Punkt (2/3), der also die Gleichung 2 u1 + 3 u2 + Us = 0 besitzt, 
in den Punkt von der Gleichung 414; + 6 U; + u~ = 0, der die 
Koordinaten (4/6) hat. 

Die nicht singulare Kollineation 14; = 141 , u~ = Us + 143 , U~ = Us 

fiihrt den eigentlichen Punkt (2 i /1), also 2 i 141 + 142 + Us = 0 iiber 
in 2 i u; + U; = 0, d. i. in den uneigentlichen Punkt tg lp = 1 : 2 i 
(vgl. 24). In der Kollineationsgeometrie erscheinen demnach eigent
liche und uneigentliche Punkte als aquivalent. 

Die nicht singulare Kollineation u; = 2 ul ' U; = 142 , u; = Us 

fiihrt die Gleichung des zuletzt genannten uneigentlichen Punktes 
2 i '1'1 + Ug = 0 iiber in i '1'; + U; = O. Diese Gleichung stellt aber 
('vgl. 24, Zus. 19) keinen Punkt inehr dar. Ebensowenig die Gleichung 
u1 + ius = O. Um diese beiden Ausnahmen zu beseitigen, erweitern 
wir den in 24: aufgestelloon Begriff des uneigentIichen Punktes, und 
erklaren jetzt: 

Eine lineare homogene Gleichwng in Geradenkoof'dinaien, deren Koeffi
zienten nicht slimtlich gleichzeitig verschwinden, stellt immer einen (et'gent
lichen oder uneigentlichen) Punkt dar. 
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Die beiden neu geschaffenen Punkte werden durch das Biischel 
linkseitiger (iu1 +UII =0) und das Buschel rechtseitiger (u1 +iull =0) 
lsotropen reprasentiert. In der elementaren Geometrie heiBen diese 
beiden Punkte absolute Punkte, in der Kollineationsgeometrie haben 
sie nichts vor anderen eigentlichen oder uneigentlichen Punkten 
voraus. 

Jetzt konnen wir sagen: 

Eine (nicht singuliire) Kollineation fJertOandelt einen Punkt immer 
wieder in einen Punkt. 

Dem Punkte von der Gleichung a1 u1 + all u, + as Us = 0 legen 
wir nun die homogenen Koordinaten a1 : all : as bei, ganz ebenso, wie 
wir in 19 der Geraden von der Gleichung a x + b y + c = 0 die 
homogenen Koordinaten a: b : c zuerteilt hatten. 

Die fur alles Folgende grundlegenden homogenen Punktkoordinaten 
wollen wir jetzt noch von einer andem Seite gewinnen, wobei wir 
uns zum Teil wiederholen werden. 

Wir bezeichnen durch besondere Buchstaben die zweireihigen 
Determinanten 

x x 
1st nun v1 w, - v, w1 + 0, so bedeutet x = --.!., Y = ~ den 

Xs x's 
eigentlichen Schnittpunkt der heiden Geraden v und '10, vgl. 19, (1). 
Dami~ ergibt sich die Moglichkeit, einen eigentlichen Punkt der Ehene 
durch drei homogene Koordinaten Xl : XI : Xs darzustellen, deren letzte, 
XS' nicht verschwindet. 

1st aber VI '109 - V9 WI = 0, ohne daB die beiden andern Aus
driicke Vg Ws - va '109 , Vs WI - V1 Wa gleichzeitig verschwinden, so sind 
die beiden Geraden v und '10 parallel. Dann hahen wir ihnen (V or
aussetzung!) den uneigentlichen Punkt beigelegt (vgl. 24) 

tg tp = - v], : v, = - w1 : Wg = ",. 
Diesen stellen wir jetzt ebenfalls durch drei homogene Koordinaten 
dar, von denen aber die letzte verschwindet: 

(lOa) 
(lOb) 
(10 c) 
(IOd) 
(10e) 

: VI Wg - V9W1 

= VgWa - va Wg : va WI - v1 Ws 

= V9 wa - Va Will : (VIII wa -vawg) '" : 

1 '" 1 tgfP 

o 
o 
o 

(Voraussetzung!) 

o (Voraussetzung!) 
o 
o 
O. 
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Wenigstens ems dieser Systeme bleibt immer brauchbar. Ist eine 
der beiden Geraden v und w uneigentlich, 80 kann entweder (10c) 
oder (lOd) benutzt werden. (lOb) versagt, wenn die beiden Geraden 
Zur Y-Achse parallel sind; dann hilft (10e). Beide, (lOb) und (10e) 
versagen ffu. isotrope Gerade; dann wird durch (lOa), (10c) oder 
(10 d) auch in den beiden Fallen ein System von drei homogenen 
Koordinaten geliefert, wo nach 24 kein uneigentIicher Punkt vorlag. 
Somit sind wir zu dem Ergebnis gelangt: 

Ein System von drei homogenen Koordinaten Xl: Xl! : Xs stellt 
einen eigentlichen Punkt dar, solange xa =1= 0, und seine inhomogenen 
Koordinaten sind dann x = Xl : xs ' Y = Xl! : xa' 1st aber Xs = 0, so 
soIl das System den uneigentlichen Punkt der (eigentlichen) Geraden 
- x2 : Xl : t bedeuten, wo t noch beliebig gewii.hlt werden kann. 

Der Punkt Xl: Xl! : X8 (kurz: der Punkt X) liegt dann und nur dann 
mit der Geraden U vereinigt, wenn 

Xl UI + Xl! Ul! + Xs Us = O. 
Diese Gleichung ist vollig symmetrisch gebaut. 
Die beiden getrennten Geraden u und v haben nunmehr in allen 

Fallen den Punkt gemeinsam 

Xl : Xl! : Xs = ul! Va - Ua Vi : Us VI - u l Va : u l v2 - u2 VI • 

Die Ve\-bindungsgerade der beiden getrennten Punkte X und II heiJ3t 
jetzt in allen Fallen 

ul : ul! :"a = XI lIa :- Xs Yll : xa III - Xl Ya : Xl Y2 - Xl! lII , 

Aus 29, (5) folgt unter Voraussetzung einernicht singula.ren 
Kollineation bei Division durch..4. unter Beriicksichtigung von 29, (6): 

(9) {x! _ all Xl + al2 x2 + ala x a ' 

X 2 - a21 Xl + all2 X 2 + a2S Xs ' 

X~ = aS1 Xl + aS2 X 2 + ass x s ' 

und dies System zeigt wieder, daB die Kollineation auch eine Punkt
transformation ist. Aus X8 = 0 foIgt nicht notwendig x~ = 0: Eine 
Kollineation kann einen uneigentlichen Punkt in einen eigentlichen 
Punkt iiberfiihren. Auch das Umgekehrte gilt; in der Kollineations
geometrie gibt es keinen Unterschied zwischen eigentlichen und un
eigentlichen Punkten. Das ist nur ein anderer Ausdruck fiir die 
in 29, Zus. 7 erkannte Tatsache, daB· Parallelismus zweier Geraden 
durch Kollineationen zerstOrt werden kann. DaB es nur eine einzige 
Klasse von Punkten gibt, wird in 37, (46) bewiesen. Kanonischer 
Vertreter etwa Xl: Xl! : Xs = 0 : 0 : 1 . 

1nsofern die Gesamtheit aller 002 eigentlichen und 00 1 uneigent
lichen Punkte durch drei homogene Koordinaten dargestellt werden 
kann, sagt man, die Gesamtheit alIer eigentlichen und uneigentlichen 

Bee k. Koordinatengeometrie der Ebene. 10 
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Punkte bildet ein terniires Gebiet. Auch die Gesamtheit alier ge
raden Linien bildet danach ein terllii.res Gebiet. In der Ta.t kann 
man ja ein System von drei Verh.ii.ltnisgroBen nach Belieben als 
Koordinaten eines Punktes oder als solehe einer Geraden deuten 
(vgl. Zus. 1, 2). Nur sind die Kollineationen jedesmal anders dar
zustelien (Zus. 15). 

Um nun bereitB durch die Bezeichnung zum Ausdruck zu brin
gen, 0"1:> ein System von drei Verhii.ltnisgroBen Punktkoordinaten 
oder Geradenkoordinaten bedeuten soU, bezeichnen wir von jetzt ab 
Punktkoordina.ten weiter durch kleine lateinische Buchstaben, wii.hrend 
fiir Geradenkoordinaten nunmehr immer kleine deutsche Buchstaben 
benutzt werden sollen. 

1. Die Polare des Punktes (;, fJ) in bezug auf den Kreis XU + y! - 1 = 0 
heiBt (vgl. 20, Zus. 4) 

! l:! 2:!a = ;: fJ : -l. 
Unter Einfiihrung homogener Punktkoordinaten schreiben wir dafiir 

~l: ~2:!a = Xl: Xg: -X3' 

Xl: Xu: xa =!l: ~g: -&" •. 

Jeder Geraden ! ist ,so ein Punkt lID, ihr Pol in bezug auf den Kreis zu
geordnet. Der Pol ist eigentIich, solange &"a + 0, d. i. solange ! nioht Durch
messer ist. In diesem Ausnahmefall ergibt sich ein uneigen'tlicher Punkt als 
Pol. Die 00 1 uneigentlichen Punkte kannen also a'UfgefaBt we,-den als Pole de,-
00 1 Du,-chme8ser eines (irreduzibten) K,-eise8 in bezug auf diesen. 

2. Deutet man ein System von drei VerhiUtnisgroBen als Punktkoordi
naten X, dann als Geradenkoordinaten ~, so sind X und ! Pol und Polare in 
bezug auf den reellen Kreis XU + yl + 1 = 0, der keine reellen Punkte besitzt. 
Nullteiliger Kreis, 18, Zus.4.) 

3. Die Entfemung des Punktes X vom Nullpunkt hat das Quadrat 
xi + xl) : x1 . SoIl der Pun kt X sioh iiber aIle MaBen entfernen, so muB i man 
xa gegen Null konvergieren lassen. Umgekehrt wird die Entfernung eines un
eigentlichen Punktes vom Nullpunkt unendlich groll. Ausnahmen! 

4. Sind die beiden Punktei: 1 : 0 und 1: i: 0 (absolute Punkte) als reell 
oder imaginar zu bezeiohnen? Verallgemeinerung der Frage! 

5. Die Kurve 4XI + 9y2 - 36 = 0 hat zwei imaginare uneigentliche Punkte. 
Man fiihrt homo gene Koordinaten ein: 4 xl + 9 x: - 36 x: = 0; und geht zur 
Grenze X8 = 0 iiber. Das gibt Xl: Xg =±'3i: 2, also die beiden uneigentlichen 
Punkte 3i: 2:0 und -3i:2:0. 

6. Die Kurve yl - 4x = 0 heiBt, homogen dargesteIlt, x: - 4X1 Xa = o. Sie 
hat den doppeltzahlenden reell«;n uneigentlichen Punkt 1: 0 : O. 

7. Die Kurve 4x 9 - 9yg - 36 = 0 hat die beiden reellen uneigentlichen 
Punkte 3: 2 : 0 und -3: 2 : o. 

8. Der Kreis (x- a)l+ (y- b)I_,-1 = 0, oder (lIDl - axs) 1 + (x.- hxs)Q 
- ,-9X: = 0 hat die beiden absoluten Punkte (Zus.4) zu uneigentliohen Punkten. 
Dabei sind die drei Konstanten a, h,,-' beim Grenziibergang fortgefallen: .AZle 
K,-eise de,- Ehene h{J.hen die heiden ahsoluten Pun/cte gemeinsam. ~aher konnen 
zwei getrennte Kreise sioh hOchBtens in zwei (nioht in vier) eigentlichen Punkten 
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schneiden. (Eine Tatsache, die der synthetische Geometer zu erkliren nicht 
imstande ist.) Wii.hrend eine Ellipse durch 5 Punkte bestimmt· ist, ist:es ein 
Kreis daher bereits duroh drei, denn jede (irreduzible) .Kurve 2.0rdnung, die 
duroh die absoluten Punkte lii.uft, ist ein Kreis. (Beweis!) Man nennt deawegen 
die absoluten Punkte auoh wohl Kreispunkte. 

9. Eine Asymptote einer Kurve 2. O. liuft duroh ehlen uneigentliohen Punkt 
(vgl. 8). Es gilt jetzt nach Einfiihrung uneigentlioher Punkte der Satz: Eine 
Gerade hat mit einer Kurve 2. Ordnung stets zwei getrennte oder zusammen
fallende Punkte gemeinsam, oder 00 1 Punkte. 

10. Eine isotrope Gerade Iii.uft duroh einen der absoluten Punkte. 

11. Ermittle die Sohnittpunkte folgender Kurven: 

a) ~y = 4, (~-I)(y + 1) = O. Gibt es uneigentliohe Sohnittpunkte' 
b) ~Y = 4, (~+ l)y = 6. Weloher der drei Schnittpunkte zihlt dop-pelt? 
c) ~Y = 4, ~Y = 6. Multiplizitii.t der Schnittpunktel 
d) yg-4~=0, y9-6~=0. 
e) yll -4~ = 0, yll- 2y- 4~+ 1 = O. Dreifaoh zihlender uneigentlioher 

Schnittpunkt. 
f) y2_3~=0, y=3. Zwei Schnittpunkte! 
g) konzentrischer Kreise. 

12. Unter dem Rang dreier Punkte ~, y und z verstehen wir jetzt den 
Rang der Determinante 

(11) (~yz) = Zl (ygZa - YaZg) + ~2(Y3Z1 - y1za) + ~a(Y1ZIl - Ysz.). 
Zeige, daB der Rang dreier Punkte gegeniiber nicht singuliren Kollineationen 
invariant iet. (~y'z') = I auallllaaal (:cyz). 

13. let der Ausdruck (abc):(abd) absolute Kollineationsinvariante? (Vgl. 21.) 
14. Eine absolute Invariante von seqhs geraden Linien ist der Ausdruck 

(abe) (cbe) 
(abf): (cbf); 

was bedeutet hier das Symbol (~t)~) 1 
15. Will man eine aus Punkten und Geraden bostehende Figur einer 

Kollineation unterwerfen, so sind die geraden Linien kogredient zu transfor
mieren (29, S. 140). Auoh die· Punkte miissen alle ein und derselben Trans
formation unterworfen werden. Auoh hier sagt man, sie werden kogredient 
transformiert. Ein Punkt und eine Gerade weJiden kontragredient transfor
miert (21). Kontragrediente Kollineationen sind 29 (1) und (30, 9). Es wird 
nii.mlioh verlangt, daB bis auf einen Faktor, der von der Transtormations
determinante abhii.ngt, der Ausdruok ~1~1 + ~1I~1l +~ala iibergeht in a::~: + ~:~: 
+ ~;~:. Warum tritt dieser Faktor hier nioht zutage? Worin liegt die Sohwii.<ihe 
der Formeln 30, (9)1 Wie schreibt man beBBer? Wie sind dann die Formeln 
(6), (7), (8) in 29, Zuss. 2. 3 abzuindern Y Geltungsbereioh der alten und der 
abgeii.nderten Formeln! 

16. Ermittle die uneigentlic1&en Ruhepunkte bei Dehnungen und Bewegungen 
(Umlegungen)! Bei allen gleiohsinnigen Dehnungen gibt os (mindestens) zwei 
getreunte uneigentliohe RUhepunkte. Welohe sind das! Fall der Streckungen! 
Schiebungen! Umwendungen! VgI. hierzu 24, Zus. 16-18. 

17. Beschreibe die singulii.ren Kollineationen, die jetzt als .&Mttrans
formation gegeben sein sollen, d. i. die a,,, in 30, (9) Eollen nioht von den Alk 

in 29, (1) abhii.ngen. Beispielel 
10* 
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18. 1m B.. (n > 2) BOllen dem Punkte (~1' ~9' ••• , ~n) befgelegt werden 
die homogenen Koordinaten ~O::l:1: X. : •.. : :l:n • D ann bedeutet:l:o = 0 die Glei
ohung des uneigentlichen B..-1 • 

19. Untersohied der elnmal im Texte benutzten Sohreibweise 

u/ : u/ : u.' = U1 : Us : 2 Us 

gegen u/ = U1 , Ug' = ue, us' = 2 u. . V gl. 26. 

31. Gerade und Punkte. Die Verbindungsgerade c zweier ge
trennten Punkte a und b hat die Koordinaten (vgl. et'wa 4) 

Der Schnittpunkt c zweier getrennten geraden Linien a und b hat 
die homogenen Koordinaten [v 1. 19, (1)] 

Beide Formeln geIten ohlle jede Ausnahme; in (12) kann ein Punkt 
uneigentlich werden, oder auch beide; in (13) darf die uneigentliche 
Gerade vorkommen; es diirfen auch die beiden Geraden a und b zu
einander parallel sein. 

Damit haben wir die .allereillfachsten Aufgaben gelost; die Auf
gaben, zwei Punkte zu verbinden und zwei Gerade zum Schnitt zu 
bringen. Man wird nicht bestreiten konnen, daB der durch (12) und 
(13) dafiir gelieferte analytische Apparat doch recht schwerfallig ist. 
Es solI im folgenden gezeigt werden, daB dieser Apparat einer Fort
bildupg in der Richtung fii.hig ist, daB man mit ihm mit derselben 
Leichtigkeit arbeiten bnn, die die synthetische Geometrie fiir ihre 
Fundamentalkonstruktionen mit Recht in Anspruch nimmt, ja sogar 
mit groBerer. 

1. Zunachst bilden wir ein Symbol, welches einen deutschen und 
einen lateinischen Buchstaben enthii.lt (nZweiersllmbol"): 

I (14) 

Dann ist 

(ax) = 0 die Gleichung der Geraden a1 : ~: as (in homogenen 
Punktkoordinaten). J etzt hat auch die uneigentliche Gerade eine 
Gleichung (X8 = 0). 

( a~) = 0 ist die Gleichung des PunktetJ a1 : a, : as' (as + 0) d. i. sie 
wird von allen Geraden ~ erfiillt, die durch den Punkt E = a1 : as' 
'1 = a, : as laufen, oder (as = 0) von lauter Parallelen, die aIle durch 
den uneigentlichen Punkt a1 : a2 : 0 laufen (~1: ~Il = all: - a1 ). (Fort
schritt gegen 19, Zus. 9 und 24!) 



Gerade nnd Punkte. 149 

2. Dreiersymbole. Ein solches soll entweder drei deutsche oder 
drei lateinische Buchsta.ben enthalten. Es sind die in '30, (11) und 
29, (4) vorkommenden dreireihigen Determinanten gemeint: 

I (xyz) _ Xl (Y2 Z3 - YSZ2) + X2 (YS Z1 - YI ZS) + XS (Y1 Z2 - Y2 Z1) , 

(~I:)&) - ~1 (1:)2 &3 - t)3~) + ~2 (1:)3&1 - t)10S) + ~3 (1:)1 ~ -1:)2&1)' 

Es ist also (abc) = - (acb) usw. 
Wir betrachten die Gleichung (abx) = 0. Entweder ist sie 

identisch erfiillt, d. i. unabhiingig davon, wie man den Punkt X wii.hlt. 
Dazu miissen die einzelnen Koeffizienten verschwinden, und das be~ 
deutet, die Punkte a und b faUen zusammen. Fallen umgekehrt a und b 
zusammen, so verschwindet (abx) identisch, d. i. fiir jedes x. (Vgl. 
54, ZUB. 3.) 

Satz 1. Die Punkte a und b fallen daM und nur dann zusammen, 
wenn identisch 
(15) (abx) _ 0. 

Ebenso weist man nach: 
Satz 2. Die geraden Linien Il und 0 fallen dann und nur dann 

zusammen, wenn identisck 

(16) (ao~) = O . 
. Jetzt sei (abx)$O. Dann bedeutet die Gleichung (abx) = 0, daB 
die Punkte a, b und x, von denen a und b getrennt sind, den Rang 
zwei besitzen. Nach I) liegt dann X auf der Verbindungsgeraden von 
a und b. 

Satz 3. Die Gleichung der (eigentlichen oder uneigentlichen) Verbin
dungsgeraden der getrennten Punkte a und b heiDt 

(17) (abx) = 0. "{(abx) $ o}. 
Entsprechend: 

Satz 4. Die Gleichung des (eigentlichen oder uneigentlicken) Schnitt
punktes der getrennten Geraden Il und 0 heiDt 

(18) (1l0~)=0. {(ao~)$O}. 

Durell Spezialisierung der letzten Formeln erhiilt man noch: 

(19) (abc) = 0 

bedeutet, daB die drei Punkte a, b und c eine einzige Verbindungs
gerade haben, oder samtlich zusammenfallen. 

(20) (aoc) = 0 
bedeutet, daB die drei Geraden 11, 0 und c einen einzigen Schnitt· 
punkt haben, oder samtlich zusammenfallen. 
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Das Wesentlicke an diesen Formeln ist, dafJ in iknen die Koordinafen 
gar nickt eiflzeln zum Vorschein kommen, dafJ also die Indizes gespart 
werden kiJnnen 1 ). 

Auch aus den Formein (12) und (13) konnen die Indizes be
seitigt werden durch die Identitaten in x bzw. ~: 

(12a) (cx) = (abx). 
(13a) (c~) - (ao~). 

Jede dieser beiden Identitaten zenii.llt in drei einzelne Gleichungen 

{ Cl = a,ba - aSblP {Cl = a,oa - aa o" 
(12b) c, _ asbl - alba. (13b) c, _ as 01 - albs ' 

(a - al b, - ~ bl , Cs - aiD, - a, 01 , 

die mehr aussagen, als (12) und (13), wo nicht Gleichheit, 80ndern 
nur Proportionalitat stattfand. Dieses Venahren, eine Anzahl von 
Gleichungen zu einer Identitat zusammenzufiigen, werden wir noch 
haufig mit Vorteil verwenden. 

Eine andere Art, die Formeln (12b), (13b) kiirzer darzustellen, 
ist die folgende: 

c =;b. c= ab~ 
Wir wollen die eingefiihrten Symbole durch einige Beispiele 

gelaufiger machen. 
Der Schnittpunkt x von c =;b mit der Geraden 4> geniigt den 

beiden Gleichungen 
(abx) = 0, (4)x) = o. (Vorau8setzung!) 

Daraus findet man na.ch (13) 

Xl = (aS bl - al bs)4>u - (al b'J - ~bl)~' 
= - (b~)~ + (a~)bl. 

Entsprechend wird 

:li! = - (b~)a!l + {a4»bg • 

Die Gleichung dieses Punktes heiBt daher 

(21) (x~) - - (b~)(a~) + (a~)(b~) = O. 

(22) 

Setzt man nUD - (b~) = AI' (a~) = Ag, so wird 

{
Xl = Al al + 4 bl , 

x, = Al at + 19 b" 
Xs = 11 as + 19 bs . 

1) Vertreter der Vektorenrechnung nehmen es meist ala charakteristisch 
fur ihre !>isziplin in Anspruch, daB die einzelnen Koordinaten entbehrt werden 
konnen, daB man also einen Vektor durch einen einzigen Buchstaben darstellen 
kann. EntsprechendeB qilt aber, bzw. muB gefordert werden, fa,. iedu andere 
Raumelement. 



Vierersymbole. 151 

Das System (22) stellt,wie man auch Al und ~ wahlt (eine einzige 
Ausnahme!), stets einen Punkt der Verbindungsgeraden;ib dar, denn 
(abx) = ~(aba) + ~(abb) = O. Umgekehrt konnen alle Punkte von 
;'b so erhalten w~rden, denn es ist fiir einen dieser Punkte x 
zunachst (abx) = 0, femer laBt flich dann eine Gerade 4' = iii 
«(a by) =1= 0) stets 80 wahlen, daB (4'x) = 0 wird. 

Somit gibt das System (22) eine Parameierdarstellung der Punkte 
der Geraden ;b. Sie ist freilich als schlecht im Sinne von 23 zu be
zeichnen, weil sie der Homogenitat der Koordinaten nicht Rechnung 
tragt. Immerhin ist sie hii.ufig verwendbar. Vgl. Zus. 1 in 32. 

Durch Vertauschung der deutschen und lateinischen Buchstaben 
in den vorangegangenen Entwicklunge~ erhalt man: 

Die Verbindungsgerade ~ von c = a£, mit dem Punkte p geniigt 
den beiden Forderungen 

(ab~) = 0, (p~) = O. 

~i = - (bp)ai + (ap)b •. 
Ihre Gleichung heiBt 

(23) (~x) = - (bp)(ax) + (ap)(bx) =0. 
1m System 

{ 
~1. Al a1 + A2 bl' 

(24) ~2 = ~ a2 + 111 bll , 

~s= 11 as + ~&s 

(Voraussetzung !) 
(i = 1, 2,3). 

hat man eine (schlechte) Parameterdarstellung der Geraden durck den 
Punkt tih. 

3. Viereisymbole. Ein Vierersymbol besteht aus zwei deutschen 
und zwei lateinischen Buchstaben, die paarweise zusammengehoren. 

(25) (abClb) = (a&ab) = (aba£,) = (;&;b) 
= (a\lbS - asbll)(a\l&s - aa&\!) + (aS b1 - a1 bs)(aa bl - a1 &s) 

+ (a1 b\J - all b1)(a1 &2 - all (1) 

Das Vierersymbol ist also ein verwickelteres..Zweiersymbol. Setzt man 

80wird 

(26) 

~ 

c = ab, c = ab, 

(aba&) = (cc). 
Auch als Dreiersymbol kann das Vierersymbol aufgefaBt werden: 

(26) (abab) = (ca&) = (abc). 
Man kann hierin die Abltiirzungen c, c vermeiden, wenn man Kommata. 
verwendet. Auch die Dacherbezeichnung lii.Bt mch dann entbehren: 
(26) (abel b) = {ab, (;'b) = (ab, ab) =(a, b, a&) = (ab, a, b) = - (ba, a, &) usw. 
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Von groBer Wichtigkeit ist nun der Satz, der in folgender 
Formel liegt: 

I (27) (abab) = (aa)(bb) - (ab)(ba). 

Daher kann man statt (21) schreiben: (ab~~) = O. Ebenso statt (22) 
(abpx) = O. 

aus: 

So sagt unter den Bedingungen (abx) ==1=:0, (ab~)==I==O die Gleichung 

(abab) = 0 

(Zweiersymbol.) Die Verbindungsgerade der beiden Punkte a 
und b liegt mit dem Schnittpunkt der beiden Geraden a und b 
vereinigt. 

(Dreiersymbol.) Die Punkte a, b und der Schnittpunkt der beiden 
Geraden a und b konnen durch eine Gerade verbunden werden. 

(Dreiersymbol.) Die Geraden a, b und die Verbindungsgerade 
der beiden Punkte a und b laufen durch ein und denselben (eigent
lichen oder uneigentlichen) Punkt. 

Die geometrische Aquivalenz dieser drei sprachlichen Fassungen 
findet ihr analytisches Gegenstiick in der durch die Formeln (26) 
gezeigten Biegsamkeit des Viercrsymbols. Darin darf eine Gewahr 
dafiir erblickt werden, daB das Vierersymbol wirklich zweckmaBig 
gewahlt ist. Zugleich ist der Weg gezeigt, wie man noch verwickeltere 
Symbole sachgemaB bildet. Wir zeigen das an folgender Aufgabe: 

Gesucht ist die Gleichung der Geraden, die die getrennten 
Punkte ;C und bb verbindet (Voraussetzung!). Unter Verwendung 
eines Fiinfersymbols schreiben wir sie 

(acbbx) = O. 
Dies kann als Vierersymbol geschrieben werden: 

Nach (27) wird daraus 
(a, c, {b, x) = O. 

(28) (abb)(cx) - (cbb)(ax) = 0; 
Wir hatten nicht so vorgehen diirfen: 

(~, b, b, x) = 0, 
(acb)(bx) - (acx)(bb) = 0, 

denn hier stehen im zweiten Gliede im Zweiersymbol zwei deutsche 
Buchstaben, und ebenso ist das zweite Dreiersymbol unzulassig. 

Schreibt man jetzt (MultipIikation mit - 1) 

(bbacx) = (b, b, ;C, x) = 0, 
so findet man fiir die Gerade (28) die weitere Gleichung 
(29) (bac)(bx) - (bac)(bx) = O. 
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Durch Addieren der linken Seiten der FormeIn (28) und (29) 
erhalten wir demna.ch: 

(acbbx) + (bbacx) - (abb )(cx) - (cbb)(ax)+ (bac)(bx) - (b ac)(bx) = 0, 
oder 

I (30) (bcb)(ax):= (acb)(bx) + (abb)(cx) + (abc)(bx). 

Das Bildungsgesetz dieser wichtigen Identitlit zwischen vier Geraden 
tritt klarer zutage, wenn man die vier Geraden a, b, c, b als 0, 1, 
2, 3 bezeichnet: 

I (30a) (123)(Ox)_(023)(lx)+(031)(2x)+(012)(3x). 

Hierin haben wir der mit Null numerierten Geraden eine Sonder
stellung gegeben. Das auBert sich darin, -daB die Gerade Null links 
im Zweiersymbol vorkommt, auf der rechten Seite in den Dreier
symbolen uberall an erster Stelle, in den Zweiersymbolen dagegen 
gar nicht. Die drei anderen Geraden treten rechts in zyklischer Ver
tauschung auf. So pragt sich diese Identitlit dem Gedlichtnis leicht ein. 

Sie ist ferner linear in den Koeffizienten eines jeden darin vor
kommenden Gebildes, wird also durch Einfuhrung von Proportionalitats
faktoren nicht affiziert. 

Fur vier Punkte a, b, c, d besteht entsprechend die Identitat: 

I (SOb) 

Beide Identitaten (30) und (30b) zerfallen in drei einzelne Glei
chungen, wie man erkennt, wenn man x und ! so spezialisiert: 

1:0:0, 0:1:0, 0:0:1. 

Die Identitat (30b) folgt aus (30) vermoge des sogenannten 
Dualitlitsprinzipes. Rein formal besteht dieses bei unserer Bezeich
nungsweise darin, daB man lateinische und deutsche Buchstaben mit
einander vertauscht. Geometrisch werden dabei vertauscht die Begriffe 

Punkt Gerade 
Schnittpunkt Verbindungsgerade 
Gerade Punkt 
Verbindungsgerade Schnittpunkt 
Punkte aUf einer Geraden Gerade durch einen Punkt 

usw. 

Die Giiltigkeit des Dualitlitsprinzips, welches wesentlich in dem 
Satze 46, Zus. 5 besteht, beruht darauf, daB (vgl. 30) die geraden 
Linien der Ebene ein ternares Gebiet bilden, und die Punkte der 
Ebene ebenso. Das ist aber erst erreicht worden .durch die Ein
fiihrung der einen uneigentlichen Geraden, sowie der 00 1 uneigent-
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lichen Punkte. In unsern Symbolen zeigt sich das Dualitatsprinzip 
darin, daB es zwei verschiedene Dreiersymbole giht, daB femer im 
Zweiersymbol und im Vierersymhol gleichviel Gerade und Punkte 
vorkommen. 

Die Schwierigkeit, die in dualen tJbertragungen zuweilen ge
funden wird, ist rein sprachlicher Art, insofem dual gleichwertige 
Dinge nicht auch in gleicher Weise sprachlich prazisiert werden. 
Dem sucht die amerikanische Literatur neuerdings durch ihre, 
"On"-Terminologie1) abzuhelfen, indem sie von points on a line, lines 
on a point spricht und so einen organischen Zusammenhang zwischen 
mathematischem Gedanken und sprachlichem Ausdruck herstellt. 

1. Sechs Punkte (gerade Linien; vgl. 30, Zus. 14) 1, 2, 3, 4, 5, 6 besitzen 
die abaolute Kollineationsvariante 

(125) (345) 
(126) :(346)' 

2. Zwisohen seohs Punkten {Geraden) 0, 1, 2, 3, 4, 5 besteht die GIeiohung 
(31) (123) (045) = (023) (145) + (031) (245) + (012) (345). 
(In 30a ist x = 45 zu setzen.) Sie ist linear in allen vorkommenden GroBen. 

3. Zwisohen fiinf Punkten (Geraden) besteht die Relation 

I (32) (401)(423)+ (402)(431)+(403)(412)= O. 

Bildungsgesetz! Grad der vorkommenden GroBen! Herleitung aus (31)! 
4. Um eine. geometrisohe Deutung der hier auftretenden Beziehungen zu 

erhalten, beaohte man, daB der Ausdruck (xyz), soIange aIle drei Punkte 
eigentIich sind, den Wert 2 xaYaza ·JZyz hat, wo J"'II Z den Inhalt des Dreiecks 
x, Y, Z bedeutet. 

Der doppelte Inhalt des von drei Geraden ~, ~, 3 (Voraussetzungen!) 
gebildeten Dreiecks ist 

(~~3)g: (~1a9 - ~231) (31~9 - a9~1) (~1 ~9 - ~1I~1)' 
5. In der absoluten Invariante von Zus. 1 ersetze man die Element.e 

1 2 3 4 5 6 duroh 0 3 0 4 1 2. 
Daduroh erhalt man eine absolute Invariante von fiinf Elementen (Punkten, 
Geraden) 

(013) (014) 
(33) (032) : (042) . 

Sie heiBe das Doppel'/JerMltniB des Elementes 0 mit den vier Elementen 1, 2, 
3, 4 (in dieser Reihenfolge). 

6. Um das DoppelverhiUtnis von 0 mit 1, 2, 3, 4 zu bilden, geht man 
so vor. Man sohreibt die beiden duroh den Doppelpunkt getrennten Bruoh
striche hin und belegt iiberalI die erate Stelle mit dem Element O. Dann vel'
teilt man die Elemente 1 und 2 so, wie das folgende Sohema es zeigt: 

(01.) (01.) 
(0. 2) : (0-:2) . 

Endlioh fiigt man die Elemente 3 und 4 ein, das Element 3 im ersten Ver
hiiltnis, das Element 4 im zweiten. Das so gewonnene Doppelverhiiltnis be
zeiohnen wir auch kurz durch (0; 123 4). M~ivierung duroh 82, Zus. 2. 

1) Veblen and Young, Projektive Geometry. 1910. 



7. Beweise: 

Doppelverhiltnis. 

(0; 1234) •. (0; 1243) = 1. 
(0; 3412) = (0; 1234). 
(0; 1324)+(0; 1234) = 1. 

Zur Ableitung der letzten Gleiohung benutze man (32) in der Gestalt 

(012) (034) + (013) (042) + (014) (023) = o. 
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8. Geh6ren die Pun1:te 1234 einer Geraden an, so darf man, wenn 1 
und 2 getrennt sind (vgl. 22), setzen: 

(3l) = .ttC1l) +.tl (2l), (4l) = ~ (llH ~ (2l), 

oder (013) == .t1 (011) + .t, (01 2) =.tg (012), 

(042) = P1 (201)+1't (202) = pdOl2) usw. 

Dann wird, wenn 0 der Geraden 12 nioht angehOrt, dtu Dop~Ttaltnia von 0 
VDlZig maaJiMngig und heiBt jetzt Doppelverhiltnis der ,ner Punkte 1, 2, S, 4. 
FiUe (012) = 01 

9. Fiihre dieselbe Betraohtung durch, wenn 0, 1, 2, 3, 4 gerade UnUm sind. 
Warum kann es fiir weniger als vier Punkte (vier Gerade) keine absolute 
Kollineationsinvariante geben? 

10. Eine Euklidisohe Gerade " Boll die eigentliohen Punkte 1, 2, 3, 4 
tragen; in der Parameterdarstellung 23, (19) seien nach irgend einer Orlen
tierung diesen Punkten zugeordnet die Parameter tll '", t., t,. Zeige, daB 
das Doppelverhiltnis den Wert hat 

(34) 

Bau dieses Ausdruoks! 
11. Die inlwmogmen Koordinaten dieser Ietztgenannten Punkte seien 

(~, '11)' (:iii, 'I,), (X., 'I.), (X" 'I,). Nach 28, (23) k6nnen wir dann setzen: 

(35) (1234)=X1 -Xa:x1 -x" (1234)='11-'18:'11-'''. 
xa -:I:, x." - XI Y. - 'U, 'U, - 'Is 

Einer der beiden Ausdriioke kann unbestimmt werden. Wann ? 
12. Zeige, daB die Formeln (35) auoh fiir vier eigentliche Punkte einer 

Isotropen geiten. Woran liegt es, daB (34) und (35) gieioh gebaut sind f 
18. Ersetze die heiden Formem (35) duroh eine einzige, die stete giiltig 

bleibt (21, (21». 
14. Untersoheidende Merkmale zwisohen den Ausdriioken 33-351 Wann 

sind beide Formeln (35) unbrauohbar (und erst nach Vornahme eines Grenz
iiberganges brauohbar)? 

15. Die Identitit (lJb~l) == 0 bedeutet. daB die Punkte a und b entweder 
zusammenfallen, oder, auf ~ liegen, oder endlioh, daB beides der Fall ist. 

16. Bedeutung der Identitit (a&pa:)=O. 
17. Wert der Ausdriioke (aa&c), (abaa) 1 

18. Warum kann die Schreibweise (abed), die wir in Zus. 10, 11 fUr das 
Doppelverhiltnis von vier Punkten eina- Geratlen anwandten, zu keiner Ver
weohslung mit dem Vierersymbol fiihren? 

19. Bilde (naoh Zus. 5 und 8) das Doppelverhii.ltnis {ur vier Gerade eines 
Biisohels. 
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20. Die vier Geraden a, b, c, p seien jetzt oa, Qi;, QC, oa, wo a, b, c, d 
auf einer Geraden liegen, der der Punkt " nicht angehort. Dann iet, wenn 
(V 0) 9= 0 gewiihlt wird, 

( b b) ( b d) (V,oa,oc) (V,oa,od) 
V;a c = ll;oa,o ,0c,0 =( b):( d b)= V,oc,o V,o ,0 

_ (\.1o)(aoc) • (\.1o)(aod) _ (oac). «()a~ __ (0. abc d) 
- (\.1o)(cob) • (\.1o)(dob) - (ocb)' (odb) - , , " . 

Da nun a,b,c,d auf einer Geraden Iiegen, so ist (Zus. 8) das letzte Doppel
verhiiltnis von ° ganz unabhiingig: 

Satz. Das Doppelverhaztnis von vier Geraden eines Buschels ist gleich 
dem Doppelverhaltnis ihrer Schnittpunkte mit jeder funften Geraden, die nicht 
durch dtn (eigentlichen oder uneigentlichen) Scheitel des Buschels lauft. Dieser 
Satz bildet das Fundament der synthetischen Behandlungsweise der KolIi
neationageometrie. (J. Steiner.) 

21. Das Doppelverhiiltnis von vier eigentlichen Punkten einer Eukli
dischen Geraden kann als Doppelverhiiltnis von vier Strecken erklii.rt werden. 
Wie ergibt sich das aua Zusatz 4, wo es als Doppelverhiiltnis von vier Dreiecke
inhalten auftrat? 

22. let das Doppelverhiiltnis (x; a, b, c, d) konstant = k, so durchliiuft der 
Punkt x eine Kurve 2. Ordnung, die durch die Punkte a, b, c, d geht: 

(xac) (xdb) - k (xad) (xcb) = O. 
Sonderfall k = 1. [V gl. (32)!) Fur welche Werte von k werden sonst noch 
Geradenpaare geliefert? 

23. Jetzt soli ein anderes Doppelverhiiltnis konstant sein: (d; x a b c) = const. 
(Unterschied gegen Zus. 22 !). Zeige, daB der Ort fur x eine Gerade durch d 
iet. Ausnahmefiille! 

24. 1m R,. wird das Zweiersymbol ersetzt durch 

(x~) = (~x) = ~oxo + ~lXl + ... + ~nXn. 
Bedeutung von (a~) = 0, von (ax) = O! An Stelle der Dreiersymbole treten 
die beid~n aus je n + 1 Elementen gebildeten Determinanten 

(xyz . .. k) = I X OY1 Z2 ••• kit I, 
(~ t) 3 ... f) = I ~o t)1 32 ... fn I . 

1m Ra bedeutet (abcx) = 0 die Gleichung der Ebene durch die drei Punkte 
a, b, C; (abcx) =:= 0 ist die Bedingung dafiir, daB die drei Punkte a, b, c auf 
einer Geraden liegen. Ebenso iet (abc~) = 0 die Gleichung des Schnittpunktes 
der drei Ebenen a, b, c. Diese durchsetzen sich liings einer Geraden, wenn 
(abcl)=:=O. Ferner bedeutet (abxy)=:=O die Bedingung dafiir, daB die beiden 
Punkte a und b zusammenfallen; dabei hat die Identitiit fiir aIle x und fUr 
aIle y zu gel ten. Entsprechendes gilt fiir (a b ~ t) =:= 0, wo die beiden Ebenen a 
und b zueammenfallen. 

25. Sind (ao: at : a2 : ••• : an) und (bo: b1 : ••• : bn) zwei getrennte Punkte des 
B", so lii.St sich jeder Punkt ihrer Verbindungslinie so darsteIlen x = II a + l2 b, 
d. i. also (x~) =:= II (a~) + ljl (b~). Hierbei diirfen II und l2 nicht gleichzeitig 
verschwinden. 

26. Nach Einfiihrung uneigentlicher Punkte des Bit haben zwei getrennte 
Bn -1 immer einen R,. _ v gemeinsam. Danach gilt fiir den Ra folgendes : 

(~x) =:= II (ax) +.los (bx) 
steUt eine Ebene durch die Schnittgerade der beiden getrennten Ebenen a 
und b dar. 



Punktreihe und Geradenbiischel. 

27. Bedeutung von b = ~e, d = ~ im Ba! Zeige 

I (aa) (a b) (ac) I 
(abc, abc) = (ba) (bb) (bc) . 

(ea) (eb) (ec) 

Dazu ist zunachst zu zeigen (Multiplikationssatz der Determmanten): 
(abed) (abcb) = 1 (aa) (bb) (ee) (db) I. 
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Darin ist dann zu setzen etwa a = Q, so daB (ab) = (ae) = (ab) = 0 wird. 

32. Punktreihe und Geradenbiisehel. Fiir die Punkte der Punkt
reihe ;,;'b, d. i. die Punkte der geraden Linie durch die beiden ge
trennten Punkte a und b haben wir die schlechte Parameterdar
atellung 31, (22) kennen gelernt. Diese soIl jetzt durch eine beaaere 
eraetzt werden. 

Dazu wahlen wir eine Gerade 9 beliebig, sie soll aber weder 
durch a noch durch b laufen: 

(abz):::\=O, (ga)+O, (g b) =1= 0. 
Dann setzen wir 

(36) (x~) - ~l (g b) (a~) - ~2 (g a) (b ~). 
Diese Identitat in den ~ zerfii.llt in drei einzelne Gleichungen 

(36) Xi = ~l (g b) ai - ~2 (g a) bi' (i = 1, 2, 3) 
wofiir man auch mit Unterdriickung der Indizes an den Koordi
naten schreibt 
(36) x = ~l (gb)a - ~2(ga)b. 

Jedem Wertsystem ~l' ~2 entspricht eindeutig ein Punkt x, 
der auf ';b liegt, denn (a b x) = 0, unabhangig von ~l' ~2' Nur daa 
Wertsyatem ~l = 0, ~2 = ° ist auszuschlieBen. Den beiden Systemen 
~l' ~9 und e~l' e~2 (e =1= 0) entspricht deraelbe Punkt x, wegen 
der Homogenitat der Punktkoordinaten. Es kommt also nur auf 
daa Verhallnis ~l: ~2 an. 

Umgekehrt geMrt zu jedem Punkte von ;;b ein einziges Wertesystem 
~l : ~'.!. Wahlen wir nii.mlich einen Punkt p auBerhalb der Geraden 
';b beliebig «(abp) =1= 0), so wird (31, 30b) 

(a b p) (x~) _(~ bp)(a~) + (xp a)(b~) + (x a b)(p ~). 
Soll der Punkt x der Geraden ~ angehoren, 80 falIt das letzte 
Glied rechts fort: 

(a bp)(x~)=(x bp) (a~) + (xp a)(b ~). 
Jetzt haben wir zu setzen 

(gbHl =(xbp}:(abp), (gaH .. = (xap):(abp), 
(gbHl : (gaH2 = (xbp):(xap). 
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Ha.tten wir den Hilfspunkt anders gewahlt, etwa q, wo (a b q) + 0, 
so ware geworden 

(gbHl: (ga) ~2 = (x b q): (x a q). 
Es ist also .noch zu zeigen: 

(x bp): (xap) = (xb q): (x a q). 
Das folgt bei Beriit:ksichtigung von (a b x) = ° aus 31, (32). 

Die Geaamtheit der Punkte einer Geraden iat, insofem sie durch 
zwei homogene Koordinaten ~1: ~2 dargestellt werden kann, als blnarcs 
Gebiet zu bezeichnen (vgl. 30). 

Die Parameterdarstellung (36) der Punkte einer Geraden ist 
den friiheren Darstellungen, etwa 23, (19), oder 4, (4), (5), (480) iiber
legen. Sie gilt fiir alle geraden Linien, d. i. fUr isotrope und Eukli
diache in gleicher- Weise; sie gilt auch noch fiir die uneigentliche 
Gerade. Der eine der beiden Punkte a und b kann auoh uneigent
lich werden, sogar beide nooh. Damit ist aber durcha us nioht ge
sagt, daB die friiheren DarstelIungen nichts taugen. Es kommt auf 
die Zweoke an, die man verfolgt. In Fragen, die in die elementare 
Geometrie geMren, sind 4, (4), (5) und 23, (19) vorzuziehen. 

Ein weiteres binMes Gebiet erkennen wir in der Gesamtheit 
der geraden Lini~n eines Buschels. Dieses sei duroh die beiden ge
trennten Geraden a und b gegeben. Ein Punkt p wird wilIkiirlich 
angenommen, aber so, daB er weder auf a noch auf b liegt: 

(ab~)=I=O, (pa)=f=O, (pb)=f=0. 
Dann ist 
(37) ~=~1(pb)a-~2(pa)b 
eine ParameterdarsteHung aller Geraden durch den (eigentlichen oder 
uneigentlichen) Punkt ~. AIle Beweise, die wir im Anschlul3 an 
(36) gebracht haben, ubertragen aich dual. 

Das Doppelverhiiltnia eines Punktes p, «(a.bp) + 0) gegen vier 
Punkte x, y, z, t der Geraden -;;-b mit den binMen Koordinaten ~1: ~2' 
rlI: Ti2' C1 : C 2' T1 : T, wird wegen 

(px z) = - (p a b)(g a)(g b)(~l" - ~'J C1 ), usw. 
zu 

konnen wir dafiir kiirzer schreiben 

(40) 
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Aus dieser Herleitung erkennt man, daB das Doppelverhiltnis einer 
Geraden 9 gegen vier Gerade ~, IJ, 3, t des Biischels ai. denen die 
binii.ren Koordinaten E 1 : E.." '11: '1.." C 1 : CIl , 't1 : 'til in der Darstellung (37) 
zugeordnet sind, forma.! genau so gebildet wird 

(E C). (E't) 
(~1J3 t) = (C'1) . ('t'1) . 

Diese Darstellungen (36) und (37) benutzten freilich als willkiirlicae 
Elemente die Punkte a, b bzw. die geraden Linien ct, b. Von der 
Wahl diaser willkiirlichen Elemente', sind die Doppelverhiltnisse 
wirklich unabhingig, denn diese sind ebenso wie die gleichfa.lls will
kiirlichen Elemente p und 9 aus den Formeln herausgefallen. 

1. Die 8Ohleohten Parameterdaratellungen 31, (22) nnd (24) sind nur 
brauohbar, wenn man die willkiirliohe Festsetzung trift't, daB die beiden PuDkte 
a und b, bzw. die beiden Geraden It und b nur mit demselben Proportional it its
faktor belastet werden sollen. Das fiihrt aber iu der Praxis, d. i. wenn m an 
mit Zahlenbeispielen' reobnet, zu Unzutraglichkeiten. 

2. tiber das Doppelverhiltnis von vier Punkten auf einer EvJ:lidischen 
Geraden 31, (34) sowie iiber das Bildungssohema 31, Zus. 6 Bollen noah einigo 
Bemerkungen gemaohi werden, die sioh zunii.ohst nur auf den Fall beziehen, 
wo die vier Punkte reell sind. 

Wir erkl.i.rten vgl. 23, Zus.ll: Unler dem VerMltnis, in wtlches der 
Punlct X der Geratlm .A B die Strecie .A B teilt, VIlr.tehen wir den Bruch 
.A X : X B . Hierbei sind die Punkte .A und B aIs getrennt vorausgesetzt. 
Ferner ist sorgfii.ltig die Reihenfolge der Buchst&oben in unser8r Erklii.rung zu 
beaohten. Der Teilpunkt soIl zwischen den beiden Endpunkten genannt werden; 
man solI also nioht etwa .A X: B X sagen. Jetzt ist stete die getellte Streoke 
.A B gleioh der Summe der "Teile" A X und X B, d. i . .A X + X B + B.A = o. 
Damit diese Bemerkung Sinn hat, muB die Gerade A B irgendwie orientiert sein. 

Um nun das f>oppelverhiltnis von vier Punkten zu bilden, faBt man die 
ersten beiden ala Endpunkte auf, die letzten beiden aIs Teilpunkte. Man 
bildet da.s Teilverhiltnis, in welohes der dritt.e Punkt die Straoke teilt, ebenso 
das Teilverhi.ltnis, in welohes der nerte Punkt die Straoke teilt. DiMe beiden 
Teilverhi.ltnisse dividiert man duroheinander. Diese Herleitung soheint ~ns 
die naturgemii.8este zu sein. 

3. Zeige: In 32. (36) seien a und b Anfangspunkt und Endpunkt einer 
Streoke (~1: E. = 1 : 0, E1 : E. = 0: 1). Der Sohnittpunkt p von a mit 9 
(E1 : E. = 1: 1) sei erater Teilpllnkt, der verinderliohe Punkt a: zweiter Teil
punkt. Dann ist 

~l:E.=(abpa:). 

Dazu war die Einfiihrung des Minuszeiohens in 12, (36) notig. 
4. Der somit zwisohen binii.ren Koordinaten und Doppelverhiltn issen 

hergestellte Zusammenhang wird auch wohl so auagedriiokt: 
~=(ooOH). 

Dabei iet ~ = El :~. gesetzt. 
5. Bedeutung von E1 : E. in 32, (37) I 
6. Wir sind zum biOOeD Gebiet duroh das ternare hinduroh gel.angt. 

Man mag darin einen methodisohen Mangel erblioken. Am Beispiel des Doppel-
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verhiltnisses konnen wir aber zeigen, mit welchen Schwierigkeiten der ent
gegengesetzte Weg zu kampfen hat. 

Zunachst wiirde man zur Definition 31, (34) fiir das Doppelverhaltnis 
VOh vier Punkten auf einer Euklidischen Geraden gelangt sein, wobei der un
eigentliche Punkt nicht vorkommen durfte. Fiir isotrope Gerade sowie fiir die 
uneigentliche Gerade versagt die Erklarung vollig. Da sind neue Definitionen 
und somit immer neue Beweise notig. Ferner setzt dieser Weg stets eine 
Orientierung der Geraden voraus; man gelangt zu einer lationalen GroBe durch 
einen Umweg iiber Irrationales. Die Unabhingjgkeit des Doppelverhaltnisses 
von der zugrunde gelegten Parameterdarstellung muB erst besonders bewiesen 
werden, ebenso die Invarianz gegeniiber Kollineationen. Die schlieBlich zu 
erarbeitende endgiiltige Erklarung 31, (33) hat dann immer noch etwas Un
motiviertes an sich. 

Ahnlich iet es mit dem Doppelverhiltnis von vier geraden Linien eines 
Biischels. Ist der Scheitel eigentlich, so gibt der Synthetiker ja eine Er
klarung. Diese versagt aber fiir vier parallele Gerade. Da muB der Synthe
tiker wieder von neuem definieren und es auf das Doppelverhaltnis von vier 
Punkten zuriickfiihren; einen andern Weg gibt es nicht. AIle diese Schwierig
keiten treten bei unserm Verfahren nicht auf. Die Invarianz gegeniiber Kol
lineationen ist bei Jlns an den Anfang gestellt; die Definitionen haben sogleich 
allgemeine Giiltigkeit. 

7. 1m Ba bildet man aus sechs Elementen ein Doppelverhaltnis 
(p q a c) (p q a rI) 

(pq;abcrI)=(pqcb): (pqdb)' 

Wann ist dieses von 11 und q unabhangig? Entsprechend 
(l1qac) (l1qab) 

(l1q; a&cb)=(l1qc&): (11 q b&)' 

Hier stehen rechts keine DoppelverhaltniBBe, sondem vierreihige Deter
minanten. Wie indem sich diese Doppelverhaltnisse, wenn statt p und q zwei 
andere Punkte der Geraden pq, statt 11 und q zwei andere Ebenen der Ge
raden fcj genommen werden? 

8. Binare Gebiete. a) Die beiden Geraden 2: 3 : 7 und 4: 6 : i sind zu
einandet parallel. Die Gesamtheit aller Geraden 2.1.1 +4.1.g : 3.1.1 +6.1.g : 7.1.1 +iJ.2 

stellt ein binares Gebiet dar. Dieses wird aber nioht duroh die eigentZichen Ge
raden des Parallelenbiisohels ersohopft, sondem es muB die uneigentliohe Gerade 
hinzukommen (.l.l:.I.g = 2 : - 1) . 

b) Es sei Xl=(X_~)2+(y-:-bl)2-rf, X g =(x-ag)2+(y-b2)2_ ri. 
Dann gibt die Gleiohung .1.1 Xl +.1.2 Xg = 0 ein. binares Gebiet; (Voraussetzung!) 
sie stellt ein Kreisbiischel (S. 118) dar; aber diesas erschOpft das binare Gebiet 
wieder nicht; es muB (als uneigentlicher Kreis) die Gerade .1.1:.1.2 = 1 : - 1 hin
zukommen. 

c) Die Mittelpunkte der Kreise dieses Kreisbiisohels bilden demnach auch 
erst ein binares Gebiet, wenn ein uneigentlicher Punkt (.1.1:.1.2 = 1 : - 1) hinzu
genommen wird. 

d) Die Punkte der Parabel :x; = t .,..2, 11 = T bilden ein binares Gebiet erst. 
wenn man nooh einen uneigentlichen Punkt hinzunimmt. 

e) Die Punkte des Kreises :x; = ;,.I.! - ~!, y = ~ .1.1 ~22 bilden ein binares 
'1 +"2 "1 +"9 

Gebiet erst nach Hinzunahme zweier uneigentlioher Punkte (.l.1 :.l.9 = 1 : ± i). 



Satz von Desargues. un 
9. Bindre Tra,."formationen. Die homogenen Koordinaten einee Elementes 

in einem biniren Gebiet wollen wir duroh kleine griechische Buohstaben be
zeiohnen. Dann gibt 

;/= Cll~l +C19 ;\I' ;9' = ctl ;. +C9\l~9 
die allgemeinste biniW6 Zineare Transformation. Wann ordnet sie aUBnahmsloB 
jedem Element; ein Element ;' zu? Wann ist sie umkehrbar? Wie heiBt 
die inverse Transformation? Zusammensetzung zweier Bolcher Transformationen I 
- Dieselben Fragen beantworte man fur die bindre quaBilineare Transforma
tion (vgl. S. 44) 

;/ = Cll ~1 + C1t~t' ;9' "" Cs1 f1 + CH~' 
1st die dreigliedrige Gruppe aZZer binaren Transformationen gemisoht oder 
kontinuieriich? (16). Die quasilinearen biniren Transformationen . bilden keine 
Gruppe. 

10. Die allgemeinsten binaren Tra.J1sformationen, die auf der Parabel 
(Zue. 8 d) den uneigentlichen Punkt 1 = 11 : 12 = 1 : 0 in Ruhe lassen, sind 

,;/=Cll ';l +c19 ';\I' ~,/=Cg2';i' 

~/ = cll ~1 + C19~2' ~'= cH f2 • 

Sie bilden eine zweigliedrige gemischte Gruppe. 
11. Die al1gemeinsten biniren Transformationen, die auf dem Krejae 

(Zus. 8e) die bciden uneigentlichen Punkte 
einzeln in Ruhe lassen, sind miteinander . vertausohen, sind 

{ ~1' = ';1 COB'1' - ';g sin'1' 
';9' = ~1 sin '1' + ~9 cos '1' 

{ ;/ = ~1 cos '1' + ~ sin '1' 

;9' = ~1 sin '1' - ;, cos '1' 

{.;< = ;1 c~S'1' +;, sin'1' 
;2 = ~1 8ln'1' -;. C08'1' 

{;/ = !1 cos'1' - ~ sin '1' 

;/ = ;1 sin '1' + ;. 008'1' f 

Wie werden dabei die eigentliohen Punkte des KreiSeB untereinander ver
tausoht1 Welohe der vier TransformatioDB80haren bildet fur sich eine eiD.
gliedrige Gruppe. Welohe zwei Soharen zusammengenommen? (3 FaIle.) 

33. Satz von Desargnes. Der sachgemiiJ3e analytische Apparat 
fUr aJIe Fragen der Kollineationsgeometrie der Ebene besteht, wie 
erklart, in den Zweier, Dreier und Vierersymbolen. Daneben sind 
immer wieder die Identitaten 31, (30)-(32) zu verwenden. 1m 101-
genden geben wir ein weiteres Beispiel dafiir, wie dieser Apparat in 
verwickelteren Fallen arbeiiet. 

1. Es seien drei Gerade a, b, c vom Range drei gegeben, die 
also nicht durch einen (eigentlichen oder uneigentlichen) Punkt laufen. 
Ferner seien noch drei Gerade b, e, f von denlelben Eigenschaft 
gegeben: 

(a () c) =1= 0, (b ef) =1= 0. 
Wir setzen 

(a b ~) = (h ~), (& e ~) = (i ~), 
~. i. h = ~, i = be, k = c f . J etzt ist 

(h ik) = (a b, () r, c f) = (\1, b, h e, c f) = (a b e) (b c f) - (b b e) (a c f). 
Bee k. Koordlnatengeometri8 del Ebenc. 11 



162 Drittes Kapitel. 33. 

2. Jetzt fiihren wir die duale Oberlegung aus: 

(abc)+ 0, (def) =1= 0; 

(ad~)=(~ x), (b e~)=(ix), (c(x)=(lx), 
(~if) =(abe)(dcf) ..... (dbe)(ac(). 

3. Nunmehr spezialisieren wir die Punkte a, b, c, d, e, ( in fol
gender Weise: 

(a t) =(b c t), 
(d t)=(e f t), 

(b t)= (c at), 
( e t) = (f b t). 

(q)=(ab t ), 
(ft)=(bq). 

Die Bechs Punkte sind dann die Ecken der von den sechs 
Geraden a, b, c, b, e, f gebildeten Dreiseite (wobei ein "Dreiseit" 
auch uneigentliche Ecken haben kann; es wird nur verlangt, daB 
die drei Geraden, die eine solche Figur bilden, den Rang drei besitzen). 
Zulii.ssig iet diese Spezialisierung, denn 

(abc) = (abc)2 =1= 0, (den = (ben2 =1= O. 

Fiir die in (~i f) vorkommenden Dreiersymbole findet man dann: 

(a b e) = (b c, c a, f b) = (b, c, c a, f b) = (b c n)(e f b) = (n b e)(e f b), 
(d c () = (e f, a b, be) = (e, f, ab, be) = (e a [J)(f b e) = (e a b)(b e f), 
(dbe)=(ef,ca,fb) =(e,f,ca,fb)= -(fcn)(efb) = (acf)(bef), 
(ac() = ([Je, ab, be) = (b, c, ab, be) = - (cab) ([Jb e) = (n[J c)(b [J e). 

Hieraus ergibt sich endlich 

(~ir) = ((tb c)(bef)·{ (a b e)(b c f) - (b b e)(ac f)} = (a b c)(b e f)(hik). 

Da (a be) und (b e f) von Null verschieden vorausgesetzt waren, 
verschwinden (~if) und (h i k) gleichzeitig: 

Ordnet man die Geraden zweier Dreiseite- irgendwie einander zu 
tmd bringt zugeordnete Geraden der beiden Dreiseite zum Schnitt, 80 

liegen die drei Schnittpunkte dann und nur dann auf einer Geraden, wenn 
die Verbindungslinien der zugeordneten Ecken der beiden Dreiseite durch 
einen Punkt laufen. 

Der' Leser begriinde den dualen Satz und spreche ihn aus. 

1. Verschwinden von den vier Dreiersymbolen von vier getrennten Punkten 
zwei, so verschwinden auch die beiden andern, und die vier Punkte liegen 
auf einer Geraden. Beweie vermoge der zwischen vier Punkten bestehenden 
ldentitil.t, die in drei Einzelgleichungen zu spalten ist. Dann 3, 2! 

2. Dualer Satz! 
S. Das Doppelverhii.ltnis der vier Punkte a, b, A1 a + All b, A1 ci -A2 b ist 

unbestimmt (Bedingungen!), oder es hat den Wert -1. Das Paar der eraten 
heiden Punkte wird durch d8.8 andere Punktepaar "harmonisch getrennt". Fort
Bchritt gegen 23, Zue. 14! Zeige, daB dann auch d8.8 zweite Pa.a.r durch das 
erate harmonisch getrennt wird. 
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4. Entsprechender Satz fiir vier Gerade eines Buschele. Die vier Geraden 
heiBen, wenn das Doppelverhii.ltnis unbestimmt oder - 1 iet, ebenfalle har
monisch; das Paar der Endgeraden und das der Teilgeraden (vgl. 12, ZU8.2) 
"trenntn" sich gegenseitig karmonillek. 

5. Folgt aus (ab:x:)=I=:O, (abe)=O, (abp) + 0 auch (pae)=O? (Be
Dutzung der Identitii.t 31, (31) fiir die Punkte p, a, b, e, a, :x:). 

6. Folgt aus (a; bedx)=(a; bedy), daB x und y zusammenfal1en? 
Vgl. 31, Zus. 23. Sorgfii.ltige Rechnung! 

7. Das Doppelverhiiltnis (a b y z) von vier Punkten einer Geraden hat 
den Wert 

tt tt' 
(ab,yz)=I: J!' 

wenn y=).(gb)a-tt(ga)b, 
Z =).' (9 b) a - tt' (g a) b 

gesetzt wird [vgl. 32, (36) J. Vorau\setzung! Dualer Satz! 

8. Die Giiltigkeit der Satze von Desargues soIl an recht vielen Zeich
Dungan erlautert werden. Die Schnittpunkte zugeordneter Seiten BOllen teil
weise oder samtlich uneigentlich werden; die Seiten (EQken) der Dreiseite 
teilweise zusammenfallen usw. Man mache sich klar, daB es synthetiBeh nicht 
leicht ist, den sehr umfaBSenden Geltungsbereich der beidelVSatze zu ermitteln. 

9. Unterwirft man zwei Elemente ~ und TJ eines binii.ren Gebietes (32) 
den binii.ren Transformationen in 32, Zus. 9, so wird unter Benutzung der in 
32, (39), 40) eingefiihrten Symbole 

WTJ')=D(h), (~'TJ')=D(~'1), 

W'1'~''r') = (~'1~'r), WTJ'~''r') = (;'1~'r), 
wenn D = ell eB9 - c12 cg die Transformationsdeterminante bedeutet. 1st sie 
gleich Null, so heiBt ~ biniire Transformation singular: Getrennte Elemente 
/lines binii.ren Gebietes werden bei nieht singularer binarer Transformation in 
getrennte Elemente ubergefuhrt. Das Doppelverhaltnis 1I0n vier Elemenfen /lines 
binaren Gebietes ist absoZut invariant gegenuber binaren Zinearen Transforma· 
tionen. Auch gegenuber quasilinearen? 

10. SolI eine binii.re Transformation die Elemente «, p, r der Reihe nach 
in ex', P', r' iiberfiihren, so muB sein (Zus. 9) 

(ex' P' r' e) = (a.Pr~), (a.' P'r';') = «XPr~)· 
Zeige, daB die Transformationsdeterminante die Faktoren enthiUt 

CP'r~, (,,'ex') , (ex'P,) und CPr), (rex), (exP) bzw. CPr), (rex), (a.P)· 
Nachweis vermoge der zwischen vier Elementen 0, 1, 2, 3 eines binii.ren Ge
bietes bestehenden Relation 

(01) (23) + (0 2) (31) + (03) (12) = O. 

Dann folgt der wichtige Satz: 

Es gibt stets /line unll nur eine nickt ,ingulare 
lineare quasilineare 

binare Transformation, die drei getrennte Elemente eines binliren Gebietes der 
Reihe naeh in Ilrei vorgegebene getrennte Elemente uber/uhrt. 

11* 
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34. Vierseit und Viereek. Die nachfolgenden Entwicklungen 
werden spii.ter (36) viel eleganter erarbeitet; sie Bollen dem Leser 
geniigende Fertigkeit in der Handhabung der Zweier-, Dreier- und 
Vierersymbole verschafIen helfen, was fur alles folgende unerlaBlich ist. 

Die Figur von vier getrennten 
Geraden, von denen keine drei 
durch einen Punkt laufen, hlrillt 
ein Vierseit. 

Die Geraden heillen Seiten des 
Vierseits. 

Die Seiten seien a, Ii, c, .b. 

(licb)=+=O, (acb)=+=O, (ali b) =+= 0, 
(abc) =+= 0. 

Die Figur von vier getrennten 
Punkten, von denen keine drei 
auf einer Geraden liegen, heillt 
ein Viereck. 

Die Punkte heillen Eeken des 
Vierecks. 

Die Ecken seien a, b, e, d. 

(bed) =+= 0, (aed) =+= 0, (abd) =+= 0, 
(abc) =+= 0. 

Die Bacha Schnittpunkte Die Bacha Verbindungsgeraden 
(ab~) = 0, (cb~) = 0, (abx) = 0, (eax) = 0, 
(ac~) = 0, (bb!) = 0, (aex) = 0, (dbx) = 0, 
(ab~) = 0, (bc!) = ° (adx) = 0, (bex) = ° 

heillen Eeken des Vierseits. heillen Seiten des Vierecks. 
Zwei in einer Zeile aufgefiihrte Zwei in einer Zeile amfgefuhrte 

Ecken heil3en gegenuberliegend. Seiten heillen gegenuberliegend. 
Die Verbindungsgeraden gegen- Die Schnittpunkte gegenuberlie-

iiberliegender Ecken heillen gender Seiten hei.f3en Diagonal-
Diagonalen: punkte: 

(ab,cb,x)=(ac b)(lix)-(&cb X ax)=O, I (ab ,ed,~)=(aed)(b!)-(becl)(at)=O, 
(ac,bb,x)=( ab&)( cx)-(c b&)(ax)=O , (ae,db,~)=(adb )(c~)-(cdb )(a~)=O, 
(ab,&c,x)=( a&c)(bx)-(b&c)(ax)=O, (ad,be,~)=( abe)(d~)-(dbc)( a~)=O, 

oder oder 
(cb ,ab,x)=( c a& )(bx)-(b a&X cx)=O, (ed,ab,!)=(cab)(d~)-(dab )(e~)=O, 
(b 6, a c ,x )=(b ac )(bx)-(b ac Xbx)=O, (db, ac ,~)=( dae)(b~)- (bac)( d!)=O, 
(b c,ab,x)= (& ab)(cx)-(cab Xbx)=O. (be,ad,t)=(bad)(e!)-(ead)(b~)=O. 

Die drei Schnittpunkte der Dia
gonalen heillen Pole des Vier
seits. 

Auch sie lassen sich auf verschie
dene Weise darstellen. Etwa: 

Die drei Verbindungsgeraden der 
DiagonalpunJct;e heillen Polaren 
des Vierecks. 

Fur eine solche Polare findet 
man: 

(ac, bb; ab, bc;!) = (ac; bb; nb, be; t) (db, ae; be, ad;x) = (db; ae; be, ad; x) 
= (ac, ab, be)(bb!) - (bb, nb, be) (nc~) = (db, be, ad)(aex)- Cae, be, ad)(dbx) 
= - (ca b)(abc)(bbl) + (bnb)(bbc)(ac!) = (dbe) (bad) (aex) - (abe)(cad)(dbx) 
= - (acb)(ncb)(bb t ) +(b ba)(1i bc)(nc!) = -(dbc)(dba)(cax)-( acb)(acd)( dbx) 
=0. =0. 
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So gewinnt man fur die bei- Die beiden Po1aren durch den 
den Pole auf der Diagonalen Diagonalpunkt (ab, cd, ~)~ 0 
(ao, cb, x) = 0: heiBen: 

(abb)(abc) (cb~) = (cba)(cbb)(ab~). (abd)(abc)(cdx) = (cda)(cdb)(abx), 
(abb) (abc) (cb~) = - (cba)(cbb)(ab~). (abd)(abc)(cdx) = - (cda)(cdb)(abx). 

Bezeichnen wir sie ala Ps bzw. P2' 
so wird ihr Doppelverhaltnis 
mit den beiden auf der Dia
gonale liegenden Ecken 

( ""b) . (0, PS' ab-). (0, Ps. cb) ps,P'J,au,c ( .-( --). 0, ab, P2) 0, Cb,P2 
(o,Ps, ab) (oa)(psb)-(ob)(Paa) 
(0, a&,Pll) = -(0 a)(p, &)+(0 b) (p'J a)' 
(o'Ps' cb) _ (oc)(psb)-(ob)(Pac) 
(0, cb,PIl) - -(oc)(p, b}+(ob)(P2 c)" 

Wegen 
(Paa) = - (abb)(abc)(cb a) = -- (P2 n), 
(Psb) = - (abb)(a&c)(cb&) = - (P2b), 
(Pa c) = (cba)(cb-&)(abc) = +(p., c), 
(Vab)= (cba)(cbll)(abb)=+(P'J b) 

wird das Do:epelverhiiJ.tnis jetzt 
zu 

+1:.-1=-1. 

Z1Cei gegenUberliegende Ecken eines 
Vierseits werden durch die beiden 
auf der zugehOrigen Diagonalen 
liegenden Pole harmonisch ge
trennt. 

Bezeichnen wir sie als ~3 bzw. '~2' 
so ist 

~a = - ;. ~ + ft (;b 
~Il = +;.~ + !l;b, 

wo ;. =1= 0, !l =1= o. Daher wird 
(~sa) = - (~.,a) = - l(cda) =1= 0, 
(~8b) = - (V2 b) = - A (cdb) =1= 0, 
(Va c) = + (~Il c) = !l(abc) =1= 0, 
(Vsd) = + (V2d) = !l(abd) =1= 0. 

Das Doppelverhaltnis dieser beiden 
Polaren mit den beiden durch 
den Diagonalpunkt laufenden 
Seiten wird jetzt wegen 

(0, Va' ab) (oa)(Vsb)-(ob)(Vs a) 
(0, ab, V\l) = -(oa)(~llb)+(ob)(V\la)' 
(0, Va' cd) (oc)(~sd)-(od)(V8C) 
(0, cd, V2) = -(oc)(~\ld)+(od)(~\lc) 
zu 

(Va' ~" ab, cd) =-l. 
Z1()ei gegenuberliegende Beiten eines 

Vierecks werden durch die beiden 
Polaren harmonisch getrennt, die 
mit ihnen einem Buschel ange
/Wren. 

1. Erraten. Wie heillt die GIeichung derGeraden, welohe diePunkte db und&c 
verbindet? Die GIeichung mull linear sein und eine Reihe von Punktkoordi
nat en, sowie vier Reihen von Geradenkoordinaten enthaltfln. Daraus sohliellen 
wir, daB jedes Glied der GIeiohung das Gesamtgewicht fiinf hat. Das kann 
man aber nur -als Produkt eines Dreiersymbols und eines Zweiersymbols er
halten, womit der Typus der einzelnen Glieder der gesucht8ll GIeichung fest
steht. Do. man ferner mit einem solchen Gliede nicht· auskommen kann, so 
versucht man es zunaohst mit zweien; man weiB jetzt schon 

( ... ) (. x)-( ... ) (. x)=O. 

Beachtet man, daB die gesuehte Gerade durch den Punkt ao gehen soIl so 
kann man (vgl. 8.152, (29» sohreiben: 

( ... ) (bx)-( ... ) (ax)=O. 
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Nun miissen, damit das riohtige Gewicht herauskommt, im eraten Dreiersymbol 
die BuohBtaben 4, b, c auftreten, im zweiten b, c, b. Bier hat man noeh eine 
Reihe an Bich gleichwahrBcheinlicher FaIle zur Auswahl; wir haben aber noeh 
nicht beachtet, daB die Geraden b und e zusammengehoren. Jetzt tastet man 
leicht heraus, daB die gesuchte Gleichung so heiBt: 

(4bc)(bx) - (bbc)(u) = O. 

DaB die gewahlte Gruppierung riclitig iat, bestatigen die tJberlegungen, 
daB die Gleichung identisch erfullt sein muB, wenn die Geraden 4 und b zu
sammeIifallen. Dann wird hier tatsachlich das erste Glied ebenao groB wie 
das zweite. Fallen aber die Geraden b und c zusammen, so verschwindet schon 
jedes einzelne Glied identisch. 

Solche tJberlegungen, wie wir sie hier angestl"llt haben, konnen hiiufig 
mit groBem Nutzen verwertet werden. Fuhren sie aueh bei geringerer tJbung 
nicht immer zu einem vorgesteckten Ziel, welches dann mit landlaufigen Me
thoden erarbeitet werden moB, so gestatten sie doeh wenigstens, ein Resultat 
auf Beine Riehtigkeit hin zu prufen, und tatsaehlieh mussen gewisse Febler der 
Reehnung auf diese Weise sieh stets offenbaren. Der Leser moge sieh in 
solehem Erraten eine gewisse tJbung versehaffen; auf diese Weise erzieht man 
sieh einen gewissen mathematisehen lnstinkt an, der wohl hOher zu sehiitzen 
ist, als das Arbeiten naoh Methoden. 

2. Zeige, daB der Begriff des Elementarvierseits unter den jetzt erklarten 
BegriO' des Vierseits fallt. W 0 ist die dritte Diagonale, wie heiBen die fehlenden 
Ecken? Figur der Trapeze, der Parallelogramms alB Vierseit! 

3. 1m B3 sind funf Punkte gegeben, 0, 1, 2, 3, 4, von denen keine vier 
einer Ebene angehOren Bollen. Wie heiBt der Sehnittpunkt 5 der Ebene oT2 
mit der Geraden 34? Wie d er Schnittpunkt 6 der Ebene 034 mit der Geraden f2? 
Jeder Punkt der Geraden 056 laBt sieh nun auf zwei Arten darstellen, einmal 
durch die Punkte 0 und 5, das andere Mal durch 0 und 6. Es ist also 
l (O;!") +.u (5~) = e (O~) + (J (6;!"). Durch passende Sptlzialisierung von ~ gewinnt 
man die Koeffizienten l, .u, (!, (J; man nehme etwa zuerst ~ = 1"23, dann 
~ = 234. Das gibt schlieBlieh die identisehe Relation 

(1234)(0;!") == (0234)(1~) - (0 341)(2;!") + (0412)(3~) - (0 123)(4~). 

4. Es sollen aIle binaren Transformationen angegeben werden, die die 
Elemente 0: 1 und 1 : 0 des binaren Gebietes einzeln in Ruhe lassen! lnho
mogene Sehreibweise: (~= ~1: ~2)' Wie heiBt die lineare (quasilineare) Trans
formation, die die Elemente 0: 1, 1 : 1, i: 0 der Reihe naeh in i : 0, 0: 1, 1 : 1 
uberfiihrt? (33, Zus.l0.) - Ruheelemente bei ~'= a~+b (a =!= 0). Zwei FaIle. 
Dieselbe Frage fiir ~:-r=~-r:a+b(~-r) und e-r=a(~-i'), wo a =!= O. 
- Eine binare lineare Transformation besitzt zwei getrennte oder Z'U8ammen
faUende Buheelemente, oder sie ist die identische Transformation. Gilt das auch 
fur quasilineare Transformationen? Ruheelemente fur e = f! 

35. Harmonische Lage. Bereits in 23, Zus. 14 und 33, Zus. 3 
haben wir von vier Punkten einer Geraden gesprochen, die man als 
harmonisch bezeichnet, und dann in 33, Zus. 4 von vier harmonischen 
Geraden eines Biischels. Angesichts der beiden S1i.tze in 34 solI 
jetzt nii.her darauf eingegangen werden. 
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Fiir vier Punkte a, b, c, d einer 
Geraden, fiir die 

(abcd)=-l, 
gilt nach 3~, (33): 

(~l) (oac)(odb) + (ocb)(oad) = O. 

Fiir vier Gerade Q, II, e, b eines 
Biischels, fiir die 

(abeb) = - 1, 
gilt: 

(42) (oac)(obb) + (ocb)(oab) = O. 
Diese Beziehungen haben einen ganz besonderen Bau. Sie indern 
sich nicht, wenn man vertauscht 

a mit b oder c mit d. a mit b oder emit b. 
Sie stellen demnach eine Relation dar 

nicht zwischenPunkten, sondern 
zwischen Punktepaaren einer Ge
raden. 

Man sagt: Die beiden Punktepaare 
(a, b) und (c, d) t~ennen sich 
harmonisch. 

nicht zwischen Geraden, sondern 
zwischen Geradenpaa~en eines 
Biischels. 

Man sagt: Die beiden Geraden
paare (a, b) und (c, b)trennen 
sich harmonisch. 

Dazu hat man noch zu zeigen, daB die Beziehung eine gegen
seitige ist, daB a.lso die Relation (41) bzw. (42) auch ungeandert 
bleibt, wenn man die beiden Paare vertauscht. 

Von nun ab werden harmonische Paare durch (41) und (42) 
definiert. Dann ist das Doppelverhii.ltnis zweier harmonischen Paare 
- 1 oder unbestimmt. Dazu iBt aber erforderlich, daB man die Ele~ 
mente des einen Paaras als Endelemente, die des anderen als Teil
elemente auffaBt (vgl. 32, Zus. 2); sonst kann das DoppelverhiiltniB 
noch die Werte 2 oder 1/9 annehmen. 

Damit das Doppelverhii.ltnis 
(oac) (odb) 
(ocb) . (oad) 

unbestimmt werde, miissen zwei del' vier Dreiersymbole verschwin-
den, etwa 

(oac) = 0, (ocb) = o. 
Da abel' der Punkt 0 auflerhalb del' Geraden durch a, b, c, d ganz 
beliebig genommen werden· darf (31, Zus. 8), so tragen diese Glei
chungen den Charakter von Identitaten, d. i. nach 31, (15) faUt c 
mit a und b zusammen. Entsprechend schlieBt· man in den drei 
anderen moglichen Fallen. Damit das Doppelverkiiltnis unbestimmt 
werde, mussen immer (mindestens) drei der viet· Eletnente zusammenfallen. 

Nach 31, Zus. 20 gilt: 
Verbindet man die Punkte zweier 

harmonisch sich trennenden 
Paare (n vier harmonische Punk
te") mit einem Punkte auBer-

Schneidet man zwei sich harmo
nisch trennende Geradenpaare 
eines Biischels (n vier harmo
nische Gerade") durch eine Ge-
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halb ihres Trigers, 80 erhiilt 
man zwei ha.rmonisch sich tren
nende Geradenpaare (" vier har
monische Gerade"). 

rade, die den Scheitel des Bu
scheIB nicht enthi.lt, so erhi.lt 
man auf dieser zwei mch har
monisch trennende Punk.tepaare 
(" vier harmonische Punkte"). 

1. Sollen die beiden Punktepaare 1, 2 und 3, 4 auf einer Euklidisohen 
Geraden (11, Zus. 10) sioh harmonisoh trennen, 80 geht (1284) =-1 iiber in 

2 (t1t. + ta t,) = (t1 + f,.)(t.+ t,), 
1Uld hieraus geht nooh einmal in aller Sohirfe hervor, daB die harmonisohe 
Beziehung eine BOlohe zwischen Punktepaarm ist. 

2. Was wird bei harmonisoher Beziehung aus den Formeln in 11, Zus. 11? 
3. Beweise die Bereohtigung des Ausdruoks "harmonisoh trennen" im Faile 

einer reallen Euklidisohen Geraden, auf der Paare mit reellen Punkten gemeint 
sind. Bleibt, wenn Komplexes in Fraga kommt, noah die urapriingliohe Be
deutung des Begriffs "trennen" bestehen7 

4:. Gegeben iat auf einer Geraden 
ein Paa.r a, b und ein weiterer Punkt c. 
a und b sollen getrennt sein. Jetzt 
BOll d so ermittelt werden, da8 die 
Paa.re a," und c, d sioh harmoniBOh 
trennen. 

Man wii.hle einen Punkt p be
liebig, aber so, da8 (pab) + O. Aufpc 
wible man einen Punkt q beliebig; er 
solI aber von p 'und c getrennt sein: 

{qpx)=I=O, (qcx)=I=O, (cpq) = O. 

Gegeben iat in einem Biisohel 
ein Geradenpaa.r (a, Ii) und eine wei
tere Gerade c. (a und Ii werden ala 
getrennt vorausgesetzt.) Jetzt solI die 
Gerade b so ermittelt werden, da8 die 
Paa.re a, Ii und c, b sioh harmonisoh 
trennen. 

'Eine Gerade l' wird beIiebig ge· 
wilhlt, aher80, da8 (I'd) + O. 1m Bii
sohel tK wird eine Gerade q beliebig 
gewii.hlt; sie 8011 aber weder mit l' 
nooh mit c zusammenfallen': 

(q1'!;) =1=0, (qcl) =1= 0, (c1'q) =0. 
Jetzt bringe man zum Sohnitt 1) Jetzt verbinde man 

ib und pa, Qb und fa, 
fa und ib. qd und ~. 

Die beiden Sohnittpunkte seien Die beiden Verbindungsgeraden 
und s. Die Gera.de ;:s tri1ft a6 im r und i werden zum Sohnitt gebraoht 

gesuchten Punkte d. (Abb.88.) und ihr Sohnittpunkt ii mit Qr, ver-
Der Punkt d hat die Gleiohung bunden. So erhillt man die gesuohte 
(qb,pa; qa,pb; ab; l)=O, Gerade b. (Abb.39.) 

(qb, pa, ab)(qa, p~, l) Nachweis dual. 
- (qa, pb, ab) (qb, pa, l) = 0, Anderer Beweis: Es BOll sain 

-(bpa)(qab) (qa, pb, l) (oac)(obb) + (0 a b}(o c Ii) = 0, d. i. 
+ (apb)(qab)(qb.pa, l)=O, (obli) =p. (obc), (oab)=p.(oac). 
(qa,pb,l)+(qb,pa,l)=O, Ferner (abb)=O. 

(qpb)(al) - (apb)(ql) + (qpa)(bl) Identitit Sl, (30) fiir die Geraden 
-(bpa)(ql) = 0, b, a, Ii, 0 gibt 

(qpb)(al) + (qpa)(bl) = 0, (abo)(bx) = (bbo) (ax) + (boa)(bx) 
(bpq)(a!;) + (apq)(bl) = O. = p. [(0 Ii c)(ax) + (oacHbx)]. 

Der Punkt c hat die Gleiohung Der Faktor p. kann gleioh (alio) 
llJpq)(al)-(apq)(bl) =0, (U,Zus.l). gesatzt werden: 

Jetztll, Zus.3, oderdirekteAus- b=(olJc)ll+(oac)lJ. 
reohn1Ulg desDoppelverhii.ltniBBeB (abcd). Jetzt weiter wie links. 

1) So sagen ~ auoh bei uneigentlichem Sohnittpunkt. 
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Die Konstruktion ist auf 00 a Arten moglich. Sie venagt niemals, d. i. 
auch dann nicht, wenn c mit a oder b zusammenfiUlt (c mit It oder b). 

Die ausn'-hmsloae Giiltigkeit ist bier aber erst durch die EinfflAru."g wiU
kiWlicher Hilf8J1U"k~ (HilfBgeraden) erreicht worden. Das hat sich in die Kon
st""ktion lii.ngst eingebiirgert; bei Rechnungen iet das nicht der Fall; obgleich 
man allgemeingiiltige, brauchbare Formeln hiufig gar nil)ht anders als durch 
Einfiihrung willkiirlicher Hilfselemente erreichen kann, hat man davon bis 
jetzt nur sehr spii.rlich Gebrauch gemacht.. V gl. 32, (36), (37). 

5. Vorteil der Darstellung 
b=(obc)a+(oac)b (rechts in Zus.4) 

vor d=(bpq)a+(apq)b (links in Zus.4)! 

Abb. 38. Abb. 39. 

6. Es sei G=:alxl+a2x2+aaXa, H~blXl+bIX2+baxa. Zeige, daB die 
beiden Geraden G = 0 und H = 0 ha.rmoniseh getrennt werden durch das Ge
radenpaar Al G+ 19H = 0 und Al G - A2H = O. Sonderfall, daB G = 0 und H = 0 

. parallel sind! Konnen A 1 und A I eine geometrische Bedeutung haben? 
7. Was Iii.Bt sich von zwei Euklidischen Geraden aussagen, die harmonisch 

getrennt werden durch das Paar der beiden IBotropen durch ih,en Schnittpunkt? 
8. Zeige, daB' ein Paar sich sehneidender Euklidischen Geraden durch 

das Paar der Winkelhalbierenden harmonisch getrennt wird (23, Zus. 18). 
9. Stelle die sechs moglichen Werte auf, die das DoppelverhiUtnis;' = (abed) 

durch Vertauschung seiner Elemente annehmen kann. Sechs Werte miissen es 
sein; das DoppelverhiltniB bleibt zwar ungeandert bei drei DoppelvertauBchungen, 

(a b)(c d) , (ae) (db), (ail) (be), 
aber diese drei DoppelvertauBchungen' sind nicht voneinander unabhiingig, 
vielmehr ergeben ZW'ei von ihnen, hintereinander ausgefiihrt, bereits die dritte. 
Daher gibt es nicht 24: 23 , Bondern nur 24: 22 verschiedene Doppelverhaltnis
werte. 

10. Weniger alB sechs getrennte Werte nimmt das Doppelverhaltnis an: 
a) wenn es 00,0,1 ist. Von den vier Elementen fallen ~wei zusammen. 
b) wenn as -1, 2, t iat. Harmonische Lage. 

Beide Male treten nur drei Doppelverhaltniswerte auf. Aueh hierin kann 
eine Motivierung der Sonderrolle gefunden werden, die die harmonisehe Be
ziehung spielt. 

c) Es gibt noch eine' andere Figur von 4 Punkten, bei der BOgar nur zwei 
Doppelverhiiltniswerte vorkommen. Es sind das die Werte -~, _~2, WO E eille 
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primitive dritte EinheitswurzeI bedeutet. Die vier Punkte heiBen dann dquian
harmoni8cA. Bierzu vgl. 23, Zus. 11. 

11. Es sei x=l(gb)a+,u(ga)b, y=l'(gb)a+,u'(g~)b, wo a und b zwei 
getrennte Punkte sind, durch deren keinen die Bilfsgerade 9 liuft. Dann 
liegen x und y auf der Geraden ab. Untersehied in der Bezeichnung gegen 32, (36)! 

Aus (x~) = l(gb)(a~) + ,u(ga)(b~), (xq) = l(gb)(aq) + ,u(ga)(bq) folgt 

(gb)l = (x~)(bq) - (xq)(b~): (a~)(bq) - (aq)(b~), 

(ga),u= (xq)(a~) - (x~)(aq): (a~)(bq) - (aq)(b~), 

wenn die Hilfsgeraden ~ und q sieh nieht auf lib schneiden. Fur das DoppeI
verhiltnis (abxy) erhilt man so eiDen aus Zweiersymbolen gebildeten Ausdruck: 

(abx ) _!!.. • ,u' _ (xq)(a~) - (x~)(aq) . (yq)(a~) - (y~)(aq) 
Y - l • l' - (x~)(bq)-(xq)(b~) . (yvHbq)-(yq)(b~) . 

12. Involutorisch sind die folgenden 00 9 binaren linearen Transformationen 

e = a; + b (a 2 + bc =+= 0). 
c;-a 

Man nennt sie kurz InvoZutionen. Eine Involution hat stets zwei getrennte 
Ruheelemente. Zeige ohne Benutzung von Quadratwurzeln, daB jedes Paar 
t;, t;' dureh das Paar der Ruheelemente harmonisch getrennt wird (ZUB. 1). 

36. Dreieekskoordinaten. AIle Punkte des binaren Punktgebietes 
einer Geraden lassen sich vermoge zweier ihrer getrennten Punkte 
a und b so-darstellen: 

x = Ala+.t.a b 

(31, (22». Entsprechend machen wir fiir das ternare Punktgebiet 
der Ebene den Ansatz 

x = Ala + ),2 b + ),sc. 

DaB eine solche Darstellung moglich ist, geht schon daraus hervor, 
daB derselbe Wertevorrat erhalten wird, ob man Xl : x l1 : Xs aIle mog
lichen Werte durchlaufen lii.13t, oder),l: All: ),s' Jedem System),l: A2 :),s 
- nur das System A1 = .t.a = ),s = 0 ist auszuschlieBen - entspricht 
ein Punkt x der Ebene. Auch das Umgekehrte gilt. 1st der Punkt x 
vorgegeben, so wird 

),1 = (xbc): (abc), ),2 = (xca): (bca), A3 = (xab): (cab). 

Es ist also vorauszusefzen (abc) =+= O. Indessen ist auch diese 
DarstelIung schlecht im Sinne von 23, und wir bessern sie aus, indem 
wir noch einen vierten Punkt d so einfiihren, daB die vier Punkte 
a, b, c, d ein Viereck (34) bilden: 

(dbc) =+= 0, (dca) =+= 0, (dab) =+= O. 

Dann schreiben wir 

(43) 
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Jetzt entspricht jedem Wertsystem 11 : 1\1: la ein einzi.gerPunkt x d~r 
Ebene, und umgekehrt laf3t sich zu jedem x jetzt ein einzige8 System 
11 : 111 : 13 finden: 

(44) 
(xbc) 

11 = (dbc)(ab.c)' 
1 _ (xca) 

\I - (dca)(abc)' 
1-~~ 

3 - (dab)(abc)' 
Vorhin war das nicht der Fall; da konnte bei vorgegebenem x das 
System 11 : ~ : 18 durch· Einfiihrung von Proportionalitatsfaktoren 
in die a, b, c noch abgeandert werden. 

Es ist jetzt ofIenbar gleichgultig, ob man sich der Punktkoor
dinaten x bedient, oder der l.. Diese werden hii.ufig ala Dreiecks
koordinaten bezeichnet; d. h. also nicht Koordinaten eines Dreiecks, 
sondem solche,. die sich in besonderer Art an ein vorgegebenes 
"Dreieck" «abc) + 0) anschmiegen. Es sind namlich 11 : 111 : 13 = 1: 0: 0, 
o : 1 : 0, 0: 0: 1 die Koordinaten der Ecken a, b, c des Dreiecks. 
Vnd jetzt erkennt man, daB auch die bisher benutzten homogenen 
Punktkoordinaten Dreieckskoordinaten sind, wenn namlich eine Seite 
des Koordinatendreiecks uneigentlich und die beiden andern als 
zueinander senkrecht vorausgesetzt werden. 

Damit ist Vorteil und Nachteil jeder der beiden Koordinaten
arten bereits gegeben. Die bisherigen homogenen Punktkoordinaten 
ermoglichten einen raachen tibergang zu inhomogenen Punktkoordinaten; 
sie sind immer dann vorteilhafter, wenn das Uneigentliche in Frage 
kommt. Die neuen Dreieckskoordinaten eignen sich dagegen besonders 
fur Probleme, in denen ein Dreieck bereits eine Sonderrolle spielt 
(vgl. Zus. 8-10). 

Der tibergang (43) von den Dreieckskoordinaten 11 : 111 : 13 zu 
den bisherigen Koordinaten Xl : XII : Xs vollzieht sich linear und homogen, 
tragt also den Charakter einer Kollineation, und zwar einer nicht 
singularen. Daher muG eine gerade Linie sich durch eine lineare 
homogene Gleichung in Dreieckskoordinaten darstellen, eine Kurve 
2. Ordnung durch eine homogene Gleichung zweiten Grades in Dreiecks
koordinaten. Dagegen darf man aus der Kreisgleichung x; + x: - xi = 0 
nicht etwa schlieBen, daB auch 1; + 1: - li = 0 ein Kreis ware. 
Der Kreis gehort eben nicht in die Kollineationsgeome~rie. 

Solapge es sich aber um Fragen der Kollineationsgeometrie 
handelt, ist es auBerlich gleichgiiltig, ob man die bisherigen Koor
dinaten anwendet oder Dreieckskoordinaten. So bei allen Aufgaben, 
die sich auf Verbinden zweier Punkte oder Schneiden zweier Geraden 
erstrecken. Als Beispiel dafur geben wir jetzt die in 34 angekiindigte 
kiirzere Behandlung des Vierecks. (V g1. dazu Zus. 2 -4.) 

Die Ecken haben die Koordinaten 

(a) 1:0:0, (b) 0:1:0, (c) 0:0:1, (d) 1:1:1. 
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Letzteres folgt aus (43) vermOge der Identitit 31, (30 b). 
Gleichungen der Seiten: 

~; ~ -la =0, 
db; la - ~ =0, 
de; 11 - ~ = 0, 

Diagona.lpunkte : 
0:1:1, 

Polaren: 
1 :0: 1, 

~ 

be; Al = 0, 
ea; ~ = 0, 
a~b" 1. ° "s = . 

1: 1 :0. 

-11 + ~ + As = 0, Al - ~ + As = 0, Al + ~ -la = O. 
Die heiden letzten Gleichungen kann man schreiben: 

A1-(Ai-As)=0, Al+(~-ls)=O. 

Hieraus folgt, daB diese heiden Polaren harmonisch getrennt werden 
durch das Pa.a.r der Seiten 11 = 0, ~ - As = 0 (35, Zus. 6). -

Endlich vergleiche man zur Lehre von den Dreieckskoordinaten 
das in 37, Zus. 3 Gesagte. 

1. Berechne daB Doppelverhii.ltnis des Punktes x (Al : A~ : As) mit den Punkten 
a, b, e, d. Zeige ebenso: 

(a; dxbc) = ~: Aa, (b; dxca) = Aa: Au (c; dxab) = A1 : Ag • 

2. Die drei Punkte x, y, z haben die Dreiookskoordinaten l, f.J., v. Zeige 
(xyz) = (dbc)(dca)(dab)(abc)(Af.J.v), 

Folgerungen! 
3. In der letzten Formel werde x und y fest, z veriinderlich angenommen. 

Zeige, daB in Dreiookskoordinaten. die Gleichung der Geraden sich durch ein 
gleich Null gesetztes Dreieraymbol daratellen liiBt, und daB auch die sonstige 
Symbolik sich formell und inhaltli~h iibertragt. 

4. Das 'Vieraeit BOll ebenBO bebandelt werden, wie im Texte das Viereck! 
Man gelangt 80 zu besonderen Geradenkoordinaten ("Dreiseitkoordinatlln"). 

5. Obne Durchfiihrung der Rechnungen soIl gezeigt werden, daB eine 
Kollineation sich auch in Dreieckskoordinaten als lineare homogene Beziehung 
darBtellt.· Ebenso in Dreiseitkoordinaten. 

6. Die Gerade (gx) = 0, WO Xl: xI: X3 Dreieckskoordinaten sind, fa11e mit 
keiner Dreiecksseite zusammen; ebenso nicht die Gerade (p) = O. Auf jeder 
Dreiecksseite sind dadurch vier Punkte bestimmt. Zuniichst die Ecken; diese 
sollen in dem zu bildenden Doppelverhiiltnis als Endpunkte betrachtet werden. 
Sodann die Schnittpunkte mit l und 9 (erater und zweiter Teilpunkt; vgl. 32, 
Zue. 2). Dann sind die drei Doppelverhiiltniese 

gal9: 9sla, 91la: 9all' 92l1: gl1:.· 
Ihr Produkt ist gleich + 1. V gl. hierzu 48, S. 193. 
7. Die Gerade 9 sei BO erklii.rt, wie in ZUB. 6. Statt der Geraden l ist 

jetzt aber ein Punkt p (Dreieckekoordinaten!) gegeben, der mit keiner Ecke 
des Koordinatendreiooks zusammenfalle. An jeder Ecke des Koordinatendrei
ooks betrachten wir folgende vier Gerade, aus denen das Doppelverhii.ltnis ge-
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bildet werden soIl: die beiden Dreieckseeiten (Endgeraden), die Verbindungs
gerade mit p (erate Teilgerade) und die Gerade, die nl¥'h dem Scbnittpunkt 
von 9 mit der Gegenseite lii.uft. (zweite Teilgerade). Die drei so zu bUdenden 
Doppelverhii.ltniSse sind 

(Welche Anordnung der beiden in einer Ecke zusammenstoBenden Seiten iat 
bier gewiihlt? 

Ihr Produkt ist gleicb -1. V gl. bierzu 43, S. 193. 

8. 1m Koordinatendreieck sei 1 : 1 : 1 der Hohenschnittpunkt. Dann heiBen 
die Fuflptinkte der Hohen 0: 1 : 1, 1: 0 : 1, 1: r: O. Gleichungen der Seiten 
des FuBpunktsdreiecks! 

9. Jetzt sei im Koordinatendreieck 1: 1 : 1 der Mittelpunkt des Inkreises. 
Die Innenwinkelhalbierenden heiflen dann x~ - X3 = 0, x3. - Xl "" 0, Xl - X2 = 0; 
Die AuBenwinkelbalbierenden demnach (35, Zus. 8) Xg + X3 = 0, X3 + Xl = 0, 
Xl + Xz = O. Mittelpunkte der Ankreise: -1: 1: 1, 1: -1: 1, 1: 1:-1. 

10. Wiihlt maq im Koordinatendreieck den Schwerpunkt ala 1: 1 : 1, so 
heiSt die Gleichung der uneigentlichen Geraden Xl + Xi + X3 = O. Wie heiflen 
die Schwerlinien, die Seitenmitten, die Parallelen zu den Seiten des Koordinaten
dreiecks durch seine Ecken? 

11. Wie heiBt die Involution mit den Ruheelementen ex und P? Homogene 
Koordinaten! Vgl. 35, Zus. 12 und 33, Zus. 9. 

37. Kollineationen. Erster Typus. Wir haben una jetzt :&echen
schaft dariiber abzulegen, was eine Kollineation leisten kann, und 
stellen dazu bestimmte Forderungen. Zuna.chst fragen wir, ob eine 
Kollineation fiinf Punkte a, b, c, d, e in flinf vorgesohriebene Lagen 
ti1';', rf, d',' iiberfiihren kann. Das ist im aUgemeinen nicht moglich. 
SOU es namlich moglich sein, so muB die Doppelverhaltnisgleichung 
bestehen: 

(a'; b' rf d' e') = (a; bcde). 

Das ist aber im al1gemeinen nicht der Fall. 

Jetzt ermaBigen wir die Forderung: es Bollen vier Punkte a, q, 
c, d der Reihe nach in die Punkte a, b', c', d' iibergefiihrt werden. 
Vorausgesetzt wird ferner, daB a, b, c, d ein Viereck bilden: 

(dbc) =1= 0, (dca) =1= 0, (dab) =1= 0, (abc) =1= 0. 

Dann mull (Invarianz des Ranges dreier Prinkte 30, Zus. 12), damit 
eine Kollineation der verlangten Eigenoohaft existieren kann, auch sein: 

(d'b'rf) =1= 0, (d'c'ti) =1= 0, (d'a'b') =1= 0, (ab'c') =1= 0. 

Unter diesen Voraussetzungen konnen wir fUr die Punkte x, x 
Dreieckskoordinaten einfiihreli: 

x = It (d'b' c') a' + l2 (d' ! a') 11' + l3 (d' a'b') c', 
x=pt(dbc)a + f1-2(dca)b + p·3(dab)c. 
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So11 jetzt :J! der durch die gesuchte Kollineation dem Punkte :e 
zugeordnete Punkt sein, so ist (31, Zus. 6 und 36, Zus. 1) wegen 

(a'; tJ! :xIb' c')=(a; d:ebe), (b' ; tJ!:xI c' a') = (b; a:eea), (c'; tl:xl a'b')=(e; axab) 
zu setzen 

/ll:p., :/la = AI:~ :la· 
Nun ist aber (36, (44)): 

(xbc) (xea) (:eab) 
(abc)/lt = (abc)' (abc)/l9 = (dea)' (abc)/la = (dab)' 

Daher darf man setzen 

(4&) (b) -' = (xbc) (d!b' ') , + (xca)(JI , ')b' + (xab) (JI 'b') , a c ;,; (dbc) e a (de~) a e a (aab) a a c 

und damit ist die gesuchte Kollineation gewonnen. 
Das Bildungsgesetz tritt klarer zuta.ge, wenn wir schreiben: 

(12 3) (:xl &') == (x2 3) (0'2'3')(1'&,)+ (x31) (0'3'1')(2' &') + (x12) (0'1'2')(3' &') 
(023) (031) (012) . 

Zunii.chst erkennt man, daJ3 die :xl linear und homogen von 
den :e abhangen. Setzt man x = a, so bleibt rechts in (4&) nur 
das ente Glied ubrig: 

, (d'b'd), 
x = (dbc) a, 

d. i. der Punkt a wird in den Punkt a' ubergefUhrt. Ebenso findet 
man, daB b in b' und cine' ubergeht. DaB d in d' ubergefiihrt 
wird, folgt wegen 31, (30 b). Jetzt diirfen wir bereits schlieBen, daB die 
Kollineation nicht singular ist (etwa wegen (a'b'd) + 0); wir wollen 
80ber die Transformationsdeterminante 80uch ausrechnen. Sie wird zu 

(d! b~c') (d! d a') (rf a' b') (a'b' c') 
(dbe) (dca)(dab) (a be) 

Gehen namlicha, b, c, iiber in tJ!, y', z', so haben wir na.ch 30, Zus. 12 
(tJ! y' t): (abc) zu bilden. x' ist nicht a', sondem durch die vor
letzte Formel wieder zu geben. Entsprechend y' und t. - Dies~r 
vallig symmetrische Ausdruck ist durch den Faktor (abc) links in 
( 4 {) erreicht. 

Es gibt stets eine und nur eine einzige Kollineation, die die Ecken 
eines Vierecks aer Reihe flack in vorgesehriebene Eeken eines afldem Vier
eeks uberfukrt. 

Gabe es zwei, so Bollen sie x in x' und x* iiberfiihren. Dann ware 

(d'; x' a'b' c') = (d; xabc), (d!; x*a'b'd) = (a; xabe), 
(d!; tJ!o!b'd) = (d'; x*a'b'd). 
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Daraus foIgt aber, daB x* auf der Verbindungsgeraden i!z liegt 
(33, Zus. 6). Es mii.Bte aber auch sein 

(d; z d' a'b') = (e' ; x* d' ab'). 
Daraus schlieBt man, daB x* auf der Geraden e' xl liegt, usw. Mithin 
fallen x * und x' zusammen. Damit ist der Beweis erbracht. 

In der Formel (45) ist eine ganze Reihe von Sonderfallen ent
hal ten. Erwahnt seien die folgenden: 

1. Wir setzen zuerst a = a', b = b', e = e', d = d', d. i. die vier 
Punkte a, b, e, d Bollen Ruhepun"te der Kollineation sein. Aus 31, (SOb) 
folgt dann, daB die Kollineation heiBt (x't)=(xt ), d. i. es liegt die 
identisehe Kollineation vor, die auBer den vier genannten Punkten 
iiberhaupt aIle 002 Punkte der Ebene zu Ruhepunkten hat. 

2. Es sei a = a', b = b', c = c', d =!= d'. Da ein vorgegebenes d 
noch in 00 11 Lagen d' iibergefiihrt werden kann, gibt es 002 Kolli
neationen dieser Art. 

(A6) ( )' (xbe)(,) (xca)(,) (xab)(d') 
'to .abc x = (dbc) dbc a+(dcajdca b+(dab) abc. 

Es fragt mch nun, ob noch auBer a, b und e andere Ruhepunkte 
auftreten konnen. Ein solcher konnte, da die identische Kollineation 
erledigt ist, nur noch auf den Seiten des Dreiecks a,b,c vorhanden sein. 

Nun iibersieht man aber leicht, wie sich die Punkte auf einer 
solchen Geraden transformieren. Fiir einen Punkt auf be hat man die 
Darstellung Al b + A2 c. Er muB bei der Kollineation (46) wieder in 
einen Punkt von be iibergehen (Invarianz des Ranges dreier Punkte), 
etwa in A~ b + ~·c. Es sei also 

x = Alb + Aile, x' = A;b + A~e. 
Dann wird 

(xbe) = 0, 
(x'be) = 0, 

(xea) = Al (abc), 
(x' ca) = A; (abc), 

(xab) = All (abc), 
(x' ab) = ~ (abc). 

Nun gibt (46): 
, , (d'ca) (d'ab) 

Alb + ~e = Al (dea) b + ~ (dab) c. 

Hieraus foIgt 

"( b)-' (d'ea)(abc) "( b)=' (d'ab)(abc) 
Al a c - Al (dca) , A<j a e AS (dab) , 

, , «(tea) (d'ab) 
AI:l~ = (dea) AI: (dab) Ai' 
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SoIl der Punkt 11 : 1!} nun ein von' b und c verschiedener Ruhepunkt 
werden, so muG sein 

(£1 ca) (d' ab) , 
(dca) : (dab) = (a; dd be) = 1, 

(d' ea)(dab) - (£1 ab)(dca) = 0, 
(add') (abc) = 0 (31, (32)), 

(add') = O. 

Damit also auf be noch weitere Ruhepunkte liegen, mua die Ver
bindungsgerade iiJt durch den Punkt a laufen; dann ist jeder Punkt 

~
' auf be Ruhepunkt. Entsprechendes gilt 

C fiir die beiden andern Seiten des Drei-

~ ecks der Ruhepunkte. Hat d' nun keine 
der so bezeichneten Lagen, so sind a, b 

~~ und c die einzigen Ruhepunkte. Die 
Abb. 40. Kollineation heiGe dann vom ersten Typus. 

(46) (abc)(x~) = (dbc) (d be)(a~)+ (dca) (£1 ca)(b~) + (dab) (d ab)(q). { 

, __ (xbc) , (xca) (xab) , 

(dbc) (dca)(dab)(£1bc)(d' ca)(d' a b)(ab c) =F 0, 
(add')(bdd') (cdd') =F o. 

Die invariante Figur (a, b, c) (Abb. 40) ist in 008 Exemplaren 
vorhanden. Zu einem vorgegebenen d laGt sich d' noch auf 0011 

Arten wahlen. Es gibt also 00 8 Kollineationen yom ersten Typus. 

1. Die Kollineation, die die vier geraden Linien a, b, c, b der Reihe 
nach in die vier geraden Linien a', b', c', b' iiberfiihrt, heiBt 

, _W~~ , W~~ , W~~ , 
(abc)(~ x)= (bbc) (~bc)(a x)+(bca)(~ca)(b x)+ (bab) (,;ab)(c x). 

Es ist die Transformationsdeterminante zu berechnen und daraus anzu
geben, welchen Bedingungen die beiden Geradenquadrupel unterliegen miissen, 
damit die Kollineation nicht singular wird. }'erner ist zu zeigen, daB es nur 
eine einzige Kollineation der verlangten Art gibt. 

2. Die Kollineationen, welche die drei Punkte p, q, r der Reihe nach 
in p', q', r' iiberfiihren, lassen sich so schreiben: 

{ 
xf = ).P: (xqr) + p.q: (xrp) + '1'1': (xpq), 
x; = ).p; (xqr) + I'q; (x1'p) + H: (xpq), 
x~ = ).p~ (xq1') + p.q; (up) +"Ya (xpq). 

"Ubelstand dieser Formeln! 
3. Die Kollineation 

(x'l) == Xl {dbc) (al) + X9 (dea) (bl) + Xa (dab) (c~) 
fiihrt die Punkte 1:0:0, 0:1:0, 0:0:1, 1:1:1 der Reihe nach iiber in 
die Punkte a, b, c, d .. Aus 36, (43) erkennt man jetzt, daB die Koordinaten 
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:1:1 : Z, ::1:, des ul'I!Ipriingliohen Punktea die Dreieokskoordinaten des transfor
mierten Punktes :i aind. DaMit J:om",t die EinfUlwtl.ng von DrriecWoordi
naten dara..uf hitultC8, dal man die Punktel: 0 : 0, 0: 1 : 0, 0: 0 : 1 in "",e 
Lagen 1coUimar traMfonniert, tmd ~ Btl8CAreibuftg dtl8 tra~fonnierlen Ptmites 
die Koordinaten des ursprtinglicAen Punktes benUtzt. Die Tatsaohe, daB es 
00 ' Kollineationen der gewiinsohten Eigensohaft gibt, spiegelt sioh darin wider, 
daB der Punkt 1: 1 : 1 in 00' Lagen iibergefiihrt werden kann. 

4. Aile gleiohsinnigen Dehnungen mit einem einzigen eigentliohen Ruhe. 
punkt, soweit sie nioht Streokungen sind, gehOren dem Kollineationstyp I aD, 
ebenso alle gegensinDigen" Dehnungen, soweit sie nioht Umlegungen sind. 
Welohe Bewegungen gehOren dem Kollineationstyp I nioht an? 

5. In Zus. 1 setze a = be, & = ca, c = ab, und ent&preohend fUr a', 0', c'. 
Dann liBt die Kollineation 

(abC)I(~'X)=(rib'o'){(ga') (~a)(b'o'x)+ (gb') (~b)(o'a'x); (go') (~c) (rib':!:)} 
~~ ~~ ~~ 

die Gerade 9 in Ruhe und fUhrt 'die Eoken des Dreieoks abc der Reihe naoh 
tiber in die des Dreieoks a' b' 0'. Transformationsdeterminante! Voraussetzung 
fiber g! Wie heiBt diese KollineatioD in Punktkoordinaten? 

6. Was bedeuten die Formeln 
_ (023), (031), (012), 

(t z) = (0'2'3,) (z 2 3~ (1~) + (0'3' 1') (z 3 1') (2~) + (0' 1'2~ (d 2') (3 ~)! 

Herleitung dieser Formeln! Bilde in (46) den Ausdruok (al y' z) = (t z).) 

7. Veral1gemeinere die Formel (46) auf den Ra. 
8. Zeige, daB die binire lineare Transformation 

(a.{J) + 0 
eine Involution ist. Das Element 'I wird in )I fibergefiihrt ,(31, Zus. 7). Bollen 
die Elemente {I, a, 'I, r der Reihe naoh in a, {I, )I, ~. iibergehen, so wird 
~. =~. Sprich das (sehr wiohtige) Ergebnis aus! 

38. KoUineaUonen. Zweiter Typus. Der erste Typus der Kolli
rieationen war durch das Auftreten dreier Ruhepunkte V0m 
drei gekennzeichnet. Mit dieBer Figur nehmen wir 

Range 

einen Grenziibergang vor. Die Ecke b Boll bleiben, 
wmend die beiden anqern Ecken a und e des Drei-
ecb der Ruhepunkte zusammenriicken Bollen. Wir 
Buchen jetzt also Kollineationen, bei denen in Ruhe 
bleiben:" einfach zihlend der PuIlkt b, doppelt uh-
lend der PunItt A; femer doppelt z!ililend die Gerade 
(abx) = (gx) = 0 und einfach zihlend eine Gerade ~ 
durch a, die Grenzlage der Verbindungsgeraden (aex) = 0 
(Abb.41). 

Der Grenziibergang ist nicht ganz einfach und er
fordert allerlei Rechnungen. Wir setzen 

e =1 (rp) a + I-' (ra)p, 
Be 0 11;. lC~ordlnatelllleometrle der Ebene. 

b 

Abb.41. 

(apx)$O, 
12 
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wo (apx) = (~x) = 0 die einfach zii.hlende Ruhegerade sein solI, und f 
Bur zum Zwack einer brauchba.ren Parameterdarstellung eingefiihrt 
ist; vgl. 32, (36); (fa)(fb).,.. O. Sowohl f als auch p fallen spii.ter aus 
den Rechnungen wieder heraus. Der Grenziibergang besteht darin, 
daB ft Null werden solI. 

In 37, (4:6) haben wir die Werte einzutragen: 

(de) = - l (fp) (gx) + ft (fa) (pxb), (abc) = ft (fa) (gp) , 
(xca) = - ft(fa)(~x), (xab) = (gx) usw. 

Links erhli.lt man so ft(fa)(gp)(x'!), wli.hrend rechts (b!), (p!) und 
(an zwei Stellen) (a!) auftritt. Beim Vereinigen fli.llt im Koeffizienten 
von (a!) das Glied mit lS fort. Aile Glieder der Formel erhalten 80 

den Faktor ft (f.a) , den wir fortlassen (wodurch eben der Grenz
iibergang ermoglioht wird). Dar Koeffizient von (a!) heiBt nu~mehr 

l(fp){(gx)(gd')(pdb) - (gx)(gd)(pd'b) - (g d) (gd') (pxb)} 
+ ft (fa)(gd) (pxb) (pd'b): (gd){ - l (fp) (gd) + ft (fa)(pdb)}. 

In der Grenie ft = 0 fli.lIt f fort: 

~q~~~~~~-~~~d')~~~~(p~+~~~d')~q0~ 
= [(gd) (gd') (pxb) - (gx) {(gd') (pdb) - (gd) (pd'b)}] (~d)(a!). 

Jetzt hilft -31, (30b) weiter. Der Ausdruok in der gesohweiften 
Iqammer wird zunli.ohst wegen (b g) = 0 zu 

(g d') (pdb) - (gd)(pd'b) = (d' db )(9V). 
Ferner wird 

(xab)(P!) = (pab)(x!) + (pbx)(a!) + (pxa) (b!), d. i. 
(gx)(n) = (gp)(X!) + (pbx)(a!) + (~x)(b!). 

Daduroh wird die Kollineation zu 
(gdya (~d) (gp) (x'!) = (g;IJ)(gp)(~d) (dd'b) (a!) + (gd) (gd')(~d) (gp) (X!) 

+ {(~d)(gd') - (gd)(~d')}(gd)(~x)(b!). 
Endlioh ist 

(~d)(gd') - (gd) (~d') = (~gdd') = (ap, ab, dd') = (ap, dd', ba) 
= (add') (pba) = (gp)(d'da). 

Daduroh fli.llt iiberall (gp) fort: 

~q~~~~=~~~~~d'~~~+~~~d')~~~~ 
+ (gd) (~x)(d' da) (b!). 

Um die Homogenitli.t auoh li.uBerlioh hervortreten zu lassen, 
ersetzen wir 9 d~oh ;;J, sohreiben also: . 

{ 
(gd)(~d)(abd)(x'!) = (~d){(d'bd)(gx)(a!) + (d' ab)(gd)(x!)} 

(4:7) + (gd)(~x)(d'da)(b!). 
(ag) = 0, (bg) = 0, (a~) = 0, (b~) =l= 0, (abx) =I=< O. 
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DaB der Punkt b in Rube bleibt, folgt aus 

(d'ab)(~d) + (d'da)(~b) = (gd)(~d'). 
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Der Faktor links, der ja fortgelassen werden konnte, bewirkt, 
daB die Transformationsdeterminante den Wert erhiilt: 

(abd') (gd') (~d'): (abd)(gd)(gd) = (gd') II (gd): (gd)2 (4d). 

Zu ihrer Berechnung transformiert man a, b, p und nennt die 
transformierten Punkte ai, b', p'. Da.nn bildet man (a'b'p'): (abp). 

Die invariante Figur (a, b, g, 4) existiert in 00 5 Exemplaren. Zu 
einem vorgegebenen d laBt sich a' dann noch auf 00 II Arten wahlen. 
Es gibt demnach 00' Kollineationen dieser Art; sre bilden, ·wie wir 
sagen wollen, den ZfOeiten Typus. 

Eine vorzugliche 'Obung fiir den Leser bildet der direkte Nachweis, 
daB keine weiteren Ruheelemente auftreten; Verfahren nach 21, ZU8. 3. 

1. Die nicht involutorischen Umlegungen gehOren dem Kollineations
typus II an, el;lenso die gleichsinnigen Dehnungen ohne eigentlichen~uhepunkt, 
soweit sie nicht Schiebungen sind. (U, Zus. 1.) 

2. Gib die Transformation (47) in Geradenkoordinaten an. 
3. Bereohne die Ausdriicke (12,34, x) und (12, 34, 56). 
4. Was iBt unter dem Symbol (12,45;23,56;34,61) zu vers'ehenY 

Gestalte es in ein Aggregat zweier Produkte um, von denen jedes aus vier 
Dreiersymbolen best eht und jeden der seehs Punkte quadratisoh enthilt. Zu
sammenhang mit den Sitzen von Pascal und Brianohon! 

5. Auf dem biniren Gebiet der Punkte eines Kreises (32, Zus. 8e) soIl 
ein Punktepaar angegeben werden, welches durch die beiden absoluten Punkte 
harmonisch getrennt wird. Geometrische Bedeutung! 

6. 1m binaren Gebiet der Punkte einer Parabel (32, Zus. 8d) solI ein 
harmonisches Paar zum uneigentlichen Punkt und dem Scheitel (r = 0) ange
geben werden. Bedeutung! 

39. Kolllneationen. Dritter Typus. Mit der Formel 38, (47) 
nehmen wir noch einen weiteren Grenziibergang vor. Die invariante 
Figur bestand dort aus zwei Punk ten und zwei Ge- 'la' 
raden.... Diese sonen jetzt zusammenfanen, so daB die 
invariante Figur nunm~ aus einem einzigen (dreifach 
zii.hlenden) Punkte a und einer einzigen durch diesen 
Punkt hindurch laufenden (dreifa.ch zihlenden) Geraden 9 
bestehen solI. (Abb.42). 

Die Gerade 9 soIl beirn Grenzubergang in 9 uber-
gehen. Dazu setzen wir g 

(~z)- ).(p aa)(g z) + p(p g)(a d z). Abb.42. 
12* 
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Dabei ist der Hilfspunkt p, der nichts mit dem in 38 so ge
nannten Punkte zu tun hat, 80 zu wahlen, daB er weder auf 9 noch 
auf ad liegt. Geometrische Bedeutung der Darstellung! 

Der Punkt b solI in der Grenze in Q, iibergehen. Demgemii.B 
setzen wir 

b = (1 (g d') (d r1 p) a + T (a d' p ) { (g d') . d - (g d) . d' }. 
Geometrische Bedeutung des in der geschweiften Klammer 

stehenden Punktes! 
Es ist also gleichzeitig zur Grenze ft = 0 und 'l = ° iiberzugehen. 

Dazu wii.hlen wir 
a = 0)1, T = ft, 

so daB dann nur noch der Grenziibergang fiir ft = ° zu bewerk
stelligen ist. 

In 38, (47) ist jetzt einzutragen: 
(a b d) = I-' (a d d') (g d) (a d' p), (r1 b d) = 0) 1 (a d d') (g d') (d d' p), 
(d' ab) = I-'{ad a')(g d') (a a' p), (~11) = 1 (g d)(aap). 

Setzt man diese Werte ein, 80 geht der Faktor (a d d') (g a) fort. 
Ferner fant das Glied mit 12 weg. Jetzt dividiert man durch 1-', 
worauf sich der Grenziibergang zu I-' = 0 vollziehen lii.Bt. So er
halt man 

(adp)(ad'p)(gd)2X' = 

= (adp)(ad'p)[(gd).(gd') x + (gx){(gd).d' - (gd')d}] 
(48) - 0). (pg)(pdd') (gd') (adx) a. 

(gd) -+ 0, (ga') + 0, (adp) + 0, (ad'p) + 0, (pdd') + 0, 
(pg) + 0, (ag) = O. 

Wegen 
(g d) (g x') = (g d') (g x) 

folgt, daB 9 in Ruhe bleibt, unabhii.ngig vom Werte, den 0) hat. 
Ebenso erkennt man, daB a in sich selbst iibergefiihrt wird. 

Die Konstante 0) lii.Bt sich nun so bestimmen, daB die Kollinea
tion noch den Punkt e in e' iiberfiihrt. Freilich ist bei vorgegebenem 
e der Punkt e' nicht mehr immer ganz willkiirlich zu nehmen. 
Wegen 

{g a)2 (ax x') = (ga:){ (g d)(d' ax) - (g d')(d a x)} = (g x)2(add') 
erhilt man die noch nicht vollig homogene Relation 

(g d)2 (a e e') = (g e)2 (a d d'), 
und daraus durch Multiplikation mit 

(g a')(g e) = (g d) (g e') 
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die homogene Bedingung 
(0 d)(g d')(a e e') - (g e)(g e')(a d d') = O. 

Wenn diese Forderung erfiillt ist, so lliBt sich w in (48) be
stimmen. Aua 

(a dp)(ad'p) (0 d)2 (x' ee') = (adp) (ad' p)[ (g d)(gd')(xee-j') + 
+ (xg){ (g d) (d' ee') - (g d')(dee')} ] 

- w(p g) (pdd') (g d') (adx) (aee') 
folgt fUr x = e, x' = e' 

w (pg)(pdd')(ga') = 

(adp) (ad' p)(g e){ (g d) (d' e e') - (g d') (d ee') }": (aae) (a e e'). 
So erhiilt man schlieBlich aus (48) die vom Hilfspunkt p freie 

Formel: 

{ 
(ade).(aee')(gd)2.x' = 

(49) = (ade)(aee')[ (gd)(gd')x + (gx){ (gd) d' - (ga')d}] + 
+ (ge) (aax){ (g e) (dd' e') - (g e')(d d' e)} a. 

Die Transformationsdeterminante hat den Wert {(g a') : (g d) } 3 • 

Darin liegt auch die Unsymmetrie der Formel (49) begriindet, die 
Punktepaare d, a' und e, e' treten nicht gleichberechtigt auf. Die 
invariante Figur (a, g) existiert in 003 Exemplaren; zu jeder solchen 
Figur konnen die Paare d, a'; e, e' noch auf 00 8 Arten gewlihlt 
werden, so daB e~ 00 6 Kollineationen VOID Typus drei gibt. 

Will man die Unsymmetrie in (49) vermeiden, so kann man 
die GroBe w in (48) so bestimmen, daB ein Linienelement (d, ~) in 
ein vorgegebenes anderes Linienelement (d', ~') iibergeht (vgl. 28). 
Dazu muB also sein (~d) = (9' a') = O. Dann findet man, weil Iii 
in ~' iibergehen muB: 

(50) 

(g a)2 (~a)(~' a)(x'~) 
= (~a)(~' a)[ (g d) (gd')(x~) + (gx){ (gd)(d'~) - (gd')(d~)} ] + 

+ (gd') (a~)(adx)(g ~ f) 
(gd)+O, (gd')=t=O, (f:Ja) + 0, (f:J'a)=i=O, (ga)=O, 

(~d)=O, (f:J'd')=O, (g~~')=i=O. 

Hier wird in der Tat 

(ga)(f:Ja)(x'f:J') = (gd')(f:J'a)(xf:J), 
wie man unter Benutzung von 

(adx)(g~~') = (xg)(ad~f:J') + (xf:J) (ad~' g) + (xf:J')(aagf:J) 
= (xg)(a~)(f d) + (xf:J)(~' a)(gd) - (xf:J') (gd)(f:J a) 

leicht bestii.tigt. 
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1. Unter den Dehnungen kommen keine Transformationen vom KolIinea
tionstyp III vor. 

2. Wann gehort die Affinitiit 
a9 

;'=(l+a);-b'1+ r" '1'=b;+(l-a)'1+t'~ (b=t=O) 

dem Kollineationstyp III an? Welohe Affinitiiten dieses Typus werden so 
nioht geliefert? 

3. Geometrisohe Bedeutung der Bedingung des Textes 
(gd) (gd') :(add') = (ge)(ge') :(aee')! 

4. Unter eiDer KoIlineation im RR ist die Transformation zu verstehen 
(homogene Punktdtoordinaten!) 

x~ = avo Xo + a01 Xl + ... + aon XII 

xI "" a10 Xo + au Xl + ... + av• Xft 

X,,' = a"o Xo + a"l Xl + ... + a"" X". 
WeilD. die DetermiQante 1 avo a,.1~" ., an .. 1 verschwindet, heiSt die Kollineation 
singular. 

5. 1m binaren Gebiet aller Geraden eines Biischels mit eigentlichem 
Scheitel, solI ein Paar angegeben werden, welches durch die beiden Isotropen 
harmonisch getrennt wird. Geometrische Bedeutung! 

6. Bedeutung der biniren linearen Transformation 

(IXY') W P,) (yfI) (IX;) - (r' {J') (IX e) (IX)') (; {J) = O. 
Voraussetzungen! 

7. Aus der Formel in Zus. 6 Boll durch einen Grenziibergang die folgende 
gewonnen werden 

(IX{J) W {J') (IX;) - (lXfJ') (IX;') (~{J) = O. 
Sie liefert alle binaren linearen Transformationen, die IX als doppelt zahlendes 
Ruheelement beaitzen. Verwendung der Relation in 33, Zus.l0 zwisohen vier 
Elementen eines binaren Gebietes. 

40. KollineaUonen. Vierter Typus. In 37 sahen wir die Moglich
keit, daB bei einer Kollineation suBer einem Punkte a noch jeder 

Punkt einer gewissen Geraden in Ruhe 
bleiben kann (Abb. 43). Uuft diese Gerade 9 
nicht durch den Punkt a, so soIl die Kolli
neation flom 'lypus vier heiBen. ~-\1le diese 
Kollineationen, die zur Figur (a, g) gehoren, 
lassen Bich soforl hinschreiben; 

(51) x' = 1 (g x) a + .u(g a) x. 

Die Verh8.ltnisgroBen 1,.u bestimmen sich dann, wenn man noch 
die Fordel'ung stellt, da.B Punkt d in d' iibergehen soIl. Dabei ist 
aber (a d d') = 0 zu nehmen (vgl. 37, S. 176). Fur x = a wird 
x' = (1 +.u) (g a) a; es ist also 1 + .u + 0 zu wahlen. Fur (g x) = 0 
wird x' = .u (g a) x, d. i. fUr die Punkte der Geraden 0 reduziert sich 
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die Transformation auf die identische Kollineationi"mithin muB 
p. + 0 genommen wemen. Da.her darf man p. = 1 satzen. 

Wir wollen aber die Kollineation vom Typus vier onmittelbar 
aus 37, (46) ableiten. Auf Grund von 31, (31) beweist man leicht, 
daB fur (a d d~ = 0 sain moB (b d d1 + 0, (c d d~ + O. Denn in 

(pbc)(add~ + (pca)(bdd') + (pab)(cdd') = (abc)(pdti') 
folgt. fUr p = d 

(dca)(bdd') + (dab)(cd~ = O. 

Aus / (b d d') = 0 wWe auch (c d d') = 0 folgen, und daher (p d d') 
= O. Das ist aber, da p beliebig gewihlt werden kann, mit einer 
Identitit "gleichbedeutend; d und d' wiirden zusammenfallen, d. i. d 
wire ein weiterer Ruhepunkt . 

• J etzt setzen wir 
(b~)=(g~~), 

Dann wird 

(xbc) = (x, g~, 9 f) = (g ~,g f,x) = (g,~,gl,x) = - (~gf)(gx). 

Demnach 

(db c) = - (~g l)(gd), (d' b c) = - (~g f) (g d~. 
Die heiden Geraden ~ ond ! wa.ren bisher willkurlioh durch 

b und c gelegt; sie sollen jetzt durch a laufen: (a~)=(~ff)~ Dann 
wird wegen (a~) = 0, (a r) = 0: 

(x b c) = (a g)(g x), (x c a) " (a g) (fa;), (x a b) = - (a g)(~ x). 
ffiera.us entnimmt man 8.hn1ich einfach gebaute Ausdriicke fiir (d b c) , 
(ci' b c) USW., wenn man x durch d bzw. d' ersetzt. 

Dadurch geht 37, (46) uber in 

(a g)x' = (x g) (d' g) a + (Ix) (I d~ b _ (~x) (~d') c 
(d g) (! d) (~d) . 

Wegen (a d d~ = (~r d d') = (~d)(ld') - (~d')(1 d) = 0 wird weiter: 
(x g) (fd') 

(4g)X' = (d g) (d' g) a + (fd){ (fa;) b - (~x)c}. 

Del' AusdrUck in der Klammer soll umgestaltet wemen. Nach 
31, (30) ist 

(gfJ~)(lx) = (f~~)(gx) + (f~g)('x) + (I 9 ~)(4'x). 
Diese Jdentitit in den 4' spaltet sioh in drei Gleiohungen: 

(fa:) b - (~x) c = (g a)x - (g x) a. 
Die Transformationsformel wird 

, (x g) , (Id~ } 
(ag)x = (d9){d "S)IJ+(fd) {(ag)x-(gx)a • 
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unci damit sind die beiden Punkte b und c, die ;a mit der jetzigen 
Aufgabe nichts mehr zu tun baben, weggefaJIen. Um die Formel 
noch einfa.cher zu gestalten, fiihren wir einen Hilfspunkt p ein: 

(fx)=(apx), 

wodurch die Hilfsgerade f beseitigt wird. Na.ch 31, (30b) wird dann 

(ap d)(a' 0) - (ap d~ (d 0) = (d d' p)(a 0), 
und man erhii.lt schlieBlich 

{ 
(P a d)(gd) (x' t)= (pad')(d O)(x t ) - (Pdd~(xo)(at)· 

(51) (0 d) =1= 0, (pda') =1= 0, (pad) =1= 0, (pad')+O, 
(add~=O, (0 a) =1= 0. 

Will man den Hilfspunkt p vermeiden, so ergeben sich drei Einzel
formeln, von denen aber jede versagen kann. Die Transformations
determinante hat den Wert 

(p a d').2 (d' 0): (p a d)2 (d 0). 

Gehen namlich a, d, p der Reihe nach in x', y', z' iiber, so wird: 

(p a d)(O d) x' = {(p a d')(g a) - (p d d') (0 a)} a = (0 d')(p a d) a. 
(g d) x' = (0 d') a; (p a d) y' = (p ad') d - (pd d') a; 

(g d) (p a d) z' = (p a d') (g d) P - (p d d') (p g) a. 

Hieraus folgt 
(g d) 2 (p a d) \I (x' y' z') = (g d) (g d') (p a d') \I (a d p) 

(x'y'z'):(adp) = (gd')(pad')2:(gd)(pad)2. (30, Zus.12.) 

Die invariante Figur (g, a) kommt in 00 4 Exemplaren vor; zu 
jeder solchen Figur gibt es, da bei vorgegebenem d der Punkt d' 
der Beschrii.nkung (a d d') = ° unterliegt, noch 00 1 Transformationen. 
J:s gibt also 00 5 Kollineationen vom Typus IV. 

1. Zu den Kollineationen vom Typus IV gehOren die Spiegelungen an 
geraden Linien, ferner die Umwendungen, ebenso die Streckungen. Welohe 
gleiohsinnigen Debnungen 80DBt nooh? 

2. Zeige duroh Reohnung, daB jede Gerade duroh den iaolierten Ruhe
punkt einer Kollineation vom Typus IV Ruhegerade iat. 

S. BUd!? die Kollineationen im B., bei denen ein Punkt a und auJ3erdem 
eine durch ibn nioht hindurohlaufende Ebene e punktweise in Ruhe bleibt. 

4. Bedeutung des Symbols und der Gleichung (12, M, 56, 78) = O. 
Hehrere Fille! 

5. 1m biniren Gebiet gibt e8 stets ein einziges Elementpaar, welohes zwei 
-yorgegebene getrennte Paare gleiohzeitig harmonisch trennt. Warum lassen 
sioh die einzelnen Elemente des gemeinsamen harmonischen Paaree nioht rational 
daretellen 1 
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4:1. KoWneatialen. Fiinfter Typns. Eine Kollineation heiBe 
votn 7}aJu8 (Unt, wenn bei ihr a.lle Punkte einer Garaden einzeln in 
Ruhe bleiben, und kein weiterer Punkt. 

In 40, (51) ha.ben wir die Gerade 0 beizubehaJten, ebenso das 
Punktepa.a.r tl, tl'; dar Punkt a liegt auf der Geraden id', er soll 
auf 0 mcken. Wir setzen demgemiiJ3 

a = (Od')d - (Od)d'. 
Dann wird 

(p a d) = (g tl) (p d d~, (p ad') = (0 d')(P d d~, 
und die gasuchte Transformationsformel lautet 

I (52) (0 d)':£' = (0 d)(O d'):£ + (:£ 0) {(a d)d' - (0 d') d}. 

Die Transformationsdeterminante hat den Wert (0 d ')3 ; (0 d)8 • 

Do. die Gerade 9 der Ruhepunkte in 00 11 Exemplaren auftritt 
und bei vorgegebenem d der Punkt d' auf 00' Arten gewahlt wer
den kann (wodurch a bestimmt wird), 80 gibt as oo~ Kollineationen 
vom TypuB V. 

Wir stellen zusa.mmen 

Inva.riante Fi~r Typus Anzahl 

a,' b, C; (abc)+O I 008 • 0011 = 008 

a, b; O,~; (ga)=(ob)=O, (~(l)=0, (~b)+O II 006 . 00' == 007 

a,O; (ga) = 0 III 003 • 003 = 008 

a, 0, y; (a9)+O, (yg)=O IV 00'· 001 = 00" 

g, y; (yg) = 0 V 00' • 0011 = 00' 

J etzt ist nachzuweisen, daB auBer den Kollineationen dieser 
funf Typen (und der identischen Kollineation) keine weiteren Typen 
auftreten konnen. Das soll im nichsten Abschnitt geschehen. 

1. Zl1 den Kollinea.tionen vom TypuB V ge
hOren die Schiebungen. 

2. Zeige, daB es bei einer Kollineation vom 
Typus V ein Geradenbiischel gibt, deBBen Geraden 
einzeln in Ruhe bleiben. Dadurch wird die Figur 
der Rubeelemente zu mch selbBt dual (Abb. 44). 

3. Die involutorisohen biniren qua.Bilinea.ren 
Transformationen (82, Zl1B. 9) haban; die Gestalt 

~t' = (i a, - (1) ft + (- 00 + (3) ~~ 
~9' = (ao + a.) ~ + (i 09 + (1) ~~, 

Abb.44. 
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'lifO tlO=aD' 171 =°1' 17. = a .. , 173=°.,170'-1719_1792_17,9+°. SieheiBenauoh 
wohl InverBionlm. Eine Inversion hat keine Ruheelemente fiir 1701 - 17, 'J _ 17,9 

- 17a" > 0; fur 170" - 1711 - 17.1 - 17s" < ° hat sie unzahlig viele Ruheelemente, die 
von einem retUen Parameter abhangen. Zu den Inversionen der zweiten Art 
gehort das Konjugium (11, Zus. 2). 

4. Zwei Involutionen sind miteinander vertausohbar, wenn ihre Ruhe
elemente zueinander harmonisch sind. Sie ergeben zusammengesetzt wieder 
eine Involution, die mit jeder der beiden ersten Involutionen verlauschbar ist, 
und deren Ruheelemente das gemeinsame harmonische Paar (40, Zus. 5) bilden 
zu den Ruheelemeut·en der urspriinglichen Involutionen. 

5. Zwei InverBionet. konnen vertauschbar sein, wenn wenigstens eine von 
ihnenRuheelemente besitzt. Bedingung! Sie ergeben dann eine Involution. 

42. Charakteristische Glelchung. Bisher haben wir die Ruhe
punkte (Ruhegeraden) einer Kollineation gegeben, und aus ihnen die 
Formeln der Transformation bestimmt. Jetzt schlagen wir den um
gekehrten Weg ein. Gegeben ist die nicht singulare Kollineation 

{x! = au Xl + au x2 + ala x3 ' 

XI = au Xl + a,'.! x 2 + ~a x3 ' 

x~ = aSl Xl + a3'.! X2 + a3S XS' 

Soll der Punkt y ein Ruhepunkt sein, 110 ist zu fordem (vgl. 21, Zus. 3) , , , 
!?Yl =Yl' !?Y2 =Y2' eYa =Ys· 

Das gibt zur Ermittlung von y das System 

(63) {
(au -(!)Yl + al2 Ys + a13l1s = 0, 

all YI + (ass - e) Y, + a,!s Ya = 0, 
as1 11t + aS2 Y2 + (aS3 - !?)Vs = 0. 

(!? + 0). 

SoIl dies System LOsungen haben, die Punkte darstellen, so darf 
nicht sein YI = Ys = Ya = 0. Dazu ist notwendig und hinreichend, 
daB der Rang kJeiner als drei ist: 

au - e a1 '.! alS I 
au a211 - (} a2 l! , = 0, 
au aS2 ass - (] I 

(54) eS - 381 r/ + 3 8l1!? - D = 0, 
wo 3 8 2 = Ax1 + ~2 + AS,3 = 

a22 ass - ass a32 + ass au ~ au aat + all all'.! - al '.! ~1' 

3 8 1 = all + Q'l' + ails' D = I au a22 ass i 
gesetzt ist. Die Bestimmungsgleichung (54) fur f} heiBt die charak
teristische Gleichung der Kollineation. 1st aus ihr ein Wert fiir e ge
funden, so findet man zugehorige Systeme ,11: 112: Vs aus (63), dessen 
Rang jetzt zwei, eins oder null sein ka.nn. 

1. Rang Null. Dazu ist notwendig 

a,s = as, = aSl = au = alll = a21 = 0, e = all = a2:l = ail::' 
Dann liegt die identische Kollineation vor. 
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2. Bang Bins. Damit das System (53) den Bang eins erhlilt, mu.8 
(] cine (mindestBns) doppelt z(j,hlende Wurzel der charakteristiscken Gleich
uflg scin. 

Dieser Sat£ist zu beweisen. 

Setzt man All = a22 a33 - au a32 , ~2 = 1193 a31 - au a33, 

~1 = a32 a13 - ~2 a33 new. (vgl. 46, (3), so ergibt sich aus (53): 

~ ~ ~ 

= All - (an +038) (]+(]i : Au + au (] : Au + a31 (] 
= Au +a12 (] : A2\l-(aS3+all )(] + (]2: ..4.23+a32 (] 

=Aal+a18e :Aa2+a2Se :Ass -(au +a\!ll)e+ell • 

Soll der Rang von (53) eine betra.gen, so mussen sa.mtliche neun 
araBen verschwinden. Dazu ist notwendig, daB die drei in der 
Hauptdiagonale stehenden Glieder verschwinden. Durch Addition 
dieser drei Glieder muB sich dann wiederum Null ergeben: 

All + A22 + A33 - 2 e(aH + all\! + 033) + 3 ell = 0, 
(55) 8 2 - 2 e 8 1 + ell = 0, 

Aus (54) folgt jetzt noch 

(550.) -D+2e81l-e281=0. 
Bestehen aber (55) und (550.) neben (54), so iet (] eine (min

deetens) doppelt zihlende Wurzel von (54). Die Bedingung dafii~ 
daB (56) und (550.) zusammen bestehen konnen, Hefen die Diskrimi
nante der kubischen Gleichung (54). (Vgl. den homologen Beweis 
in Zus. 1). 

Man bea.chte, daB die bewiesene Bedingung nur notwendig, nicht 
aber hinreichend ist. Es 1st also moglich, wenn (] eine Doppel
wurzel von (54) ist, daB das System (53) den Rang zwei besitzt. 

Nun konnen wir alle moglichen Fii.lle aufzahlen: 
1. Die charakteristische Gleichung hat drei getrennte Wurzeln. 

Die drei zugeJl.origen Systeme (53) haben jedesmal den Rang zwei. 
Es gibt drei getrennte Ruhepunkte. Typus I. 

2. Die chara.kteristische Gleichung ha.t die einfa.ch zii.hlende 
Wurzel t? und die Doppelwurzel (].,. Die beiden Systeme (53) sol
len die Rangzahlen r1 und 7"2 haben. r1 bnn nur den Wert 
zwei haben. 

a) r ll = 2. Es gibt zwei Ruhepunkte, von denen einer doppelt 
zii.hlt. Typus II. 

b) r \1'= 1. AuBer einem RUhepunkt bleiben noch. samtliche 
Punkte einer Geraden in Ruhe. Typus IV. 
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3. Die charakteristische Gleichung hat eine dreifach zahlende 
Wurzel. 

a) r = 2. Ein einziger Ruhepunkt. Typus III. 
b) r = 1. Eine aus Ruhepunkten bestehende Gerade. Typus V. 

Alle Punkte der Ebene sind Ruhepunkte. Identische 
Kollineation. 

c) r = O. 

Um auch die Ruhegeraden zu finden, stellen wir die vorgelegte 
Kollineation in Geradenkoordinaten dar. Dann ist das System zu 
losen, dessen Determinante so aussieht: 

A13 

A28 = O . 
.Asa - e'D 

Fur die charakteristische Gleichung fiudet man 

~, )8 ~ S 81 (;, )2 + 3 82 G, ) - D = O. 

Das ist aber die Gleichung (54) fur"; als Unbekannte. Dazu 
e 

war in der obigen Determinante der Faktor D eingefUhrt. 

DaD + 0, so gibt jede Doppelwurzel fUr e auch eine solche fur e'. 
AlIe ubrigen Schliisse ubertragen sich ohne weiteres. So findet man, 
daB im FaIle 1 (drei getrennte Wurzeln e') drei Ruhegerade auftreten. 
1m Falle 2 gibt es eine einfach zahlende und eine doppelt ziihlende 
Ruhegerade usw. Man sagt, die invarianten Figuren sind zu sick 
selbst dual, d. i. jedem Ruhepunkt entspricht auch eine Ruhegerade 
und umgekehrt. Ruhegeraden durch einen Punkt entsprechen gleich
zeitig Ruhepunkte auf einer Geraden usw. 

Somit ist nachgewiesen, daB es weitere Kollineationstypen auBer 
den bisher aufgeziihlten nicht gibt. 

1. DurchBchnitt zweier Kollineationtn. Die Frage nach den Ruheelementen 
einer Kollineation kann alB spezieller Fall einer andern a.ufgefa..Bt werden: 

Wieviel Punkte y gibt ea, die 1I0n den beiden nif;ht singuliiren Kollineationen 
x/=a/1Xl+ClfgXt+Cl'aXa, xl'=bI1Xl+blilx2+b'a, (i=l, 2, S) 

in gleicher Weise" ... tran'formiert werden? Soll der Punkt 1/ beidemal in 1/' 
iibergehen, so ist zu fordem 

oder 

e Y/ = a'l Yl + a'l 1/2 + "'a 1/3' 
(i=1,2,S). 

01// = bil Yl + bill Y2 + b,s Y8' 
(e 0 =1= 0) 

{ 
(Ollu - e bu ) Yl + (0 an - e bll)Y1I + (0 als -e b13) Y8 = 0, 

(a.) (0 ca.l - e bll) 111 + (tTGtI - e bit) 112 + (0 Gt8 - e blla) 113 = 0, 
(0 au - e bll) 111 + (0 G8I - e ba9) 1/. + «()433 - eb33)y9 = o. 
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Damit es solohe Punkte y gibt, muB naoh 3, 4 fl die Determinante ver
achwinden 

I a all - II bll a alII - ~ blll a all -ll bu I 
a €&wl - ~ btl a a\ll - e bH a €&wa - e bls I = 0 . 

I a €&w1 - e b31 a a39 - e bag a an - (J bas 
(b) 

Das ist eine Bestimmungsgleiohung fiir e: a, die nie mehr als drei Wur
zeIn besitzt; weder ~ nooh a kann versohwinden. Jades so gewonnene Wert
system e: a ist in das System (a) einzutragen und liefert ein Gleiohungsystem 
fiir 1/, auf dessen Rang es jetzt ankommt. 

Der Rang Null kann nur eintreten, wenn beide Kollineationen zusammen
fallen. Jetzt fragen wir, wann das System (a) den Rang eins erha1ten kann. 
Dazu miiBSen simtliche zweireihigen Determinanten versohwinden. So die a.us 
den beiden letztfln Reihen gebildeten: 

(0) {
at All - e a (a.w bS3 + lI:Ia b99 -lJvs b39 - a32 b93) + ~ t B11 = 0, 
at A,z - e a (ails bat + /lsl b2B - au bas - a33 bit) + e 9 Bn = 0, 
q9 .04.13 - e a (a21 b32 + aS2 b21 - a22 bat - a31 bili) + ~' B18 = 0, 

wo die A'le' B'le durch 46, (3) erklart sind. 
Diese multiplizieren wir mit au, a19 , au und addieren: 

(d) a'i aaa l-eO'(3A-bllAll-buA12-b13A13)+~9 (aUBU+a19B19+alSB1S)=0. 
Multipliziert man aber in (c) mit bu, bu" b'B und addiert, so wird 

(e) a l (bu All +b19 A19+ b13 A13)-ea(3B-all Bu-all B 1g-a13 B 13) +e' Ibbbi =0. 
Hierin haben A und B die folgende Bedeutung 

3 A=bu Au +bl9 An +b13 A13+ btt A.gl +b91 A.n+b1l3 A.g. +b31 As1 +b3,A3I+b33 Ass , 
3 B = au Bu +a11 B12 + a,aB" + au Btt + "stB99 + €&w. Blla +a,1 B31 +a,.Ba9 +a83 B33 , 
80 daB (b) auoh gesohrieben werden kann 

aal aaa 1-3Aa9 ~+ 3Ba ~9 - ~81 bbb I = O. 
Jetzt verfii.hrt man mit- den zweireihigen Determinanten det beiden andem 

Reihenpaare von (b) ebenso, und erhalt so zu (d) und (e)nooh je zwei Rela
tionen. Die drei Relationen (d) ergeben addiert und vom Faktor 3 befreit: 
(f) a2\aaal-2Aea+ellB=0. 
Ebenso erhalt man aus den drei Gleiohungen (e) die weitere: 
(g) at A - 2 Be a + ell I b b b I = O. 
Die beiden Bedingungen (f) und (g) sagen aber aus, daB !!: a eine Doppel
wurzel von (b) ist. 

Jetzt achlieBt man weiter wie im Text. Die Punkte y, die von beiden 
Kollineationen in gleioher Weise transformiert werden, bUden 

I. Ein Dreieck. Von diesem konnen 
II. zwei Eaken zusammenfallen, oder auoh: 

III. AIle drei Eoken fallen zusammen. 
IV. AIle Punkte einer Geraden werden gleioh transformiert und ein Punkt 

auBerhalb, der 
V. auf die Gerade fallen kam'-

VI. Alle Punkte der Ebene werden in gleioher Weise transformiert (zu
sammenfallende Kollineationen). 

Entsprechenck Figurm bildm die tranBformiertm Pullkte y'. 
1m Texte liegt der Sonderfall vor, daB die eine Kollin.eation die identisohe 

ist. Dann fiilIt die Figur der y' mit der der y zusammen lind gibt die Ruhe
punkte. 
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2. Das Problem, zwei imaginare Euklidische Gerade zum Schnitt zu brin
gen, kann nach 17 reell so gedeutet werden: den Durchschnitt zweier reeJlen 
gegensinnigen Dehnungen zu sU(lhen. 

3. VerteiIe die folgenden Kollineationen auf die fiinf Typen: 

{ 
x[==x., {X[=X1> {X[==X1' 
x; == Xl + 2 Xs , x: = Xl + X9, x& = x2 , 

x: = Xl + 2 Xg + 3X8 • x: = Xl + 5 Xli + 2 X8 . x; = Xl - X9 + 2 xa . 

{ 
X[=2Xl' { x[=x" {X~=X1> 
x& = 2x., x: = Xl + X9, X: = Xl + X,, 
x~ = 2 :2:8 • X; = Xl * + X3 . X; = Xl + x2 + x •• 

4. Behandle den Durchschnitt zweier binaren linearen Transformationen 
und leire damus die Ruheelemente abo 

5. Zwei Drehungen soilen zum Durchschnitt gebracht werden. Es gibt 
einen eigentlichen Punkt, der von beiden Drehungen in gleicher Weise trans
formiett wird. Zeichnung! Zwei Ausnahmefalle! 

43. Affinititen. Eine Kollineation ist arfin oder eine Affinitat, 
wenn sie die uneigentliche Gerade als Ruhegerade besitzt (13, 18, 
Zus. 1. 2, 21, Zus. 7). Da wir siimtliche Kollineationstypen kennen, 
so konnen wir auch alle Affinitatstypen angeben. Man hat nur die 
Formeln in 37-41 zu spezialisieren. 

In der Geometrie . der sechsgliedrigen Gruppe der Affinitaten 
tritt neu auf der Gegensatz zwischen eigentlichen und uneigentlichen 
Punkten, ein Gegensatz, der der Geometrie der Kollineationsgruppe 
noch fremd war. Die affine Geometrie kann daher mit inhomogenen 
Punktkoordinaten rechnen, und wird es mit Vorteil bei allen prak
tischen Zwecken tun. Trotzdem erhiilt man auch hier eine tiefere 
Einsicht in das Wesen der Sache, wenn mandurch Benutzung 
homogener Punktkoordinaten fortwiihrend auf das Verhalten der un
eigentlichen Punkte achtet. Dabei wird der Index 3 eine Sonder
rolle spielen, wie man sofort erkennt, wenn man beachtet, daB die 
uneigentliche Gerade die Gleichung X3 = 0 hat, und daB fiir un
eigentliche Punkte demgemiiB die dritte Koordinate verschwindet. 
Der Leser nehme mit den Formeln aus 37-41 diese SpeziaIisierungen 
~elbst vor. Als Beispiel behandeln wir den Typus II, der sich bei 
den Affinitaten in zwei Sonderfiille spaltet, und spezialisieren die 
einzelnen Elemente. 

IIa. Die uneigentliche Gerade soIl einfach zahlend in Ruhe bleiben. 
Wir setzen demgemaB ~1 = 0, ~2 = 0, ~s = 1. Weiter sei b1 = 0, 

b2 = 0, bs = 1 der einfach zahlende Ruhepunkt, a1 = 1, a2 = 0, as = 0 
der doppeltziihlende, der auf 1J liegen muB. Fur die doppeltziihlende 
Ruhegerade gist jetzt zu nehmen gl = O. g2 = 1, 9s = O. 

Jetzt wird: 

(dg) = d'J' (d~) = ds, (abd) = - d2 , (d'da) = d~ds - d~d2' (xl]) = xs ' 
(b~)=~8' (d'.bd)=dld~ -d~d'J' (xg) = x"l' (a~)=~1' (d'ab) = -d;. 
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Dadurch geht 38, (47) iiber in 

- d:d.(x'~)=d..a:.,.(d~d. - d~d,l) + d.X'~l (dt d~ - d;d;) -~d~da(x~). 
Spatten wir diese ldentitit nach den ~, so entstehen die FormeIn 

{ 
- d:d.x~ = -d,d~d.Xl + ds (dl d~ -d~d,)x!l' 
- d:d.x~ = - d,d~d.x" 
-d:d.x~ = 

Kanonischer Vertreter: 

I (lla) x'=2x, y'=x+2y. 

llb. Dieuneigentliche Gerade sdll doppelt zltklend in Ruhe bleiben. 
Bier iet zu setzen 91 = 0, 9, = 0, o. = 1. Ferner sei al = 1, 
11,=0, a.=0; bl =0, b,=l, bs=O; endlich ~l =0, ~=1, ~=O. 

Das gibt: 

(9 d) = d., (~d)=d" (abd) = d., (d'da)=d~d.-d~tl,., (x~)=x" 
(b~)=~" (d'bd)=dsd:-dld~, (X9)=Xs, (a~)=~l' (d'ab)=d~. 

Jetzt wird 38, (47) zu 

d,d:(x'~)=da(d~d. - d~d,)x'~\l + d,(dsd: - d1 d~)X.~l + tl,.da(x~), 
od,er 

{ 
d,d:x: = d,dsd~xl . + d, (dsa~ - al a~)x., 
d,d:x~ = d:d~x" 

. lid' , d d d' ""I .xs = II S .xs· 
Ka.nonischer Vertreter: 

I (llb) x' = 2 x, 1/' = 1/ + 1. 

Auf gleiche Weise verfiihrt man in den iibrigen FiiJlen. VgI. Zuss.1-7. 

Wir hetrachten noch die invaria.nten Bildungen der affinen 
Geometrie. Duu bezeichnen wir die uneigentliche Gerade mit I. 
Es wird It =.r,. = 0, und es soIl sein Is = 1. Dann lii.Bt sich die 
relative Affinitii.tsinvariante J:weier Geraden a und & so .schreiben: 

01 lI, - a, &1 = (abl). 

1. (la~) =1= O. Die Gerade a ist eigentllch. 
2. (la~)=O. DieGerade a ist die uneigentliche. 
Ferner war der Rang dreier Geraden a, fi, c Kollineations

invariante. Er wird zur Affinititsinvariante zweier Geraden a und b, 
~bald wir fiir c die uneigentliche Gerade 1 wi.hlen. 

1. (1 a b) + O. Die heiden Geraden haben einen eigentlicMtt Schnitt
punkt. 
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2. (I a&) = 0, (la~) =1= 0, (l&t) =1= 0, (ao!) =1= 0. 
Der Schnittpunkt der getrennten eigentlichen Geraden a und " liegt 
auf der uneigentlichen Geraden. ParaJIelismus zweier geraden Limen 
erweist sich also auch hier wieder als eine Eigenschaft, die nicht der 
Kollineationsgeometrie, sondem der affinen Geometrie angebOrt. 

3. (la!)=I=O, (lo!) =0 oder (l&!) =1=0, ({a!)~ 0. Die uneigentliche 
und eine eigentliche Gerade. Weitere FaIle: 

4. (ao!)-O,(Ca!)=I=O, 
5. (la!)=O.(l&!)=O. 
Fur einen Punkt a ist de:t Ausdruck (al) zu unterBuchen. (al) 

wird dann zu a3 • 

1. (al) + O. Eigentlicher Punkt. 
2. (ar)= O. Uneigentlicher Punkt. 

Wir betrachten weiter das Doppelverhii.ltnis von vier Punkten 
einer eigentlichen Geraden. Endpunkte (32, Zus. 2) seien die getrennten 
Punkte a und b. Erster Teilpunkt sei der Punkt 

C = ~1 (gb)a - ~~ (ga)b. [32, (36)]. 

Dann ist (32, Zus. 3) ~2: ~1 das Doppelverhii.ltnis (abcp), wo p 
den Schnittpunkt von ab mit 9 bedeutet. Jetzt solI 9 wieder die 
uneigentliche Gerade {werden. Dann wird 

c1 = ;ib3 al -;2 aS bl' c'J ~-~ ~1 b3 ((2 - ;2 aS b2' Cs = (~1 - ;2)aa b3 

oder inhomogen: 

Durch Vergleichung mit 23, Zuss. 11. 12 folgt. daB - ~'l:;1 das Teil
verhii.ltnis ist, in welches der Punkt c die Strecke ab teilt. Somifl 
haben wir: 

Das Teilverhiiltnis, in welches der Funkt c die Strecke ;'b teilt, ist, 
abgesehen vom Vorzeichen, gleich clem Doppelverhiiltnis. dessen Endpunkte a 
und b, dessen erster Teilpunkt c und dessen zweiter Teilpunkt der un
eigentliche Punkt von ;b ist. Das Teilverhaltnis erweist sich somit 
als absolute affine Invariante. 

Insonderheit erweist sich die Mitte einer Strecke mit ihrem un
eigentlichen Punkt zusammen als durch die Endpunkte harmonisch 
getrennt. Auch der Begriff der Mitte zwischen zwei Punkten gebOn 
aomit in die affine Geometrie. 
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Aus 36, Zus.6 gewinnt man einen Satz 9.er affinenGeometrie, 
wenn man die dortige Gerade g in die uneigentliohe Gerade iiber
gehen laBt (dazu ist nicht erforderlich, daB gl = g9 = 0 ist, weil wir 
damals Dreieckskoordinaten benutzten). Die Doppelverhii.ltnisse 
werden zu Teilverhaltnissen, abgesehen yom .Vorzeichen. Es folgt 
dann also: 

Eine Gerade trifft die Seiten eines Dreiecks so, daD das Produkt 
der Teilverhiiltnisse den Wert - 1 hat. (Satz von Menelaos.) 

Dazu ist das Dreieck mit irgendeinem Umlaufungssinn zu ver
sehen. Man sieht das besonders im FaIle, daB die schneidende 
Gerade zu einer Dreiecksseite parallel lauft. 

Ebenso erhalt man aus 36, Zus. 7 einen Satz der affinen Geo
metrie, wenn man die Gerade g uneigentlich werden laBt. Es handelt 
sich dort um das Doppelverhiiltnis von vier Geraden, die von einer 
Dreiecksecke ausgehen. Dies kann man nach dem Fundamentalsatz 
der synthetischen Geometrie (31, Zus. 20) ersetzen durch das Doppel
verhiiltnis der vier Punkte, in denen die Gegenseite das Geraden
quadrupel schneidet. Die Doppelverhaltnisse werden dann wieder, 
bis auf die Vorzeichen, zu Teilverhiiltnissen: 

Die Verbindungsgeraden eines Pu»ktes mit den Eckert eines Dreiecks 
treffen die Gegenseiten so, daD das Produkt der Teilverhiiltnisse aen Wert 
+ 1 hat. (Satz von Ceva.) 

Das Doppelverhaltnis einer Geraden g gegen vier Gerade ", Ii, c, b 
(vgl. 31, Zuss. 5. 6) gibt eine absolute affine Invariante der vier 
Geraden ", Ii, t, b (die keinem Buschel anzugehiJren brauchen) , wenn man 
g uneigentlich werden liiBt: 

(1; "Ii c b ) = "1 ~ - "9 c1 : "1 b9 - "2 b1 . 
C1 Ii2 - ~ Iii b1 Ii9 - bll Ii1 

Dieser Ausdruck ist, wenn samtliche Geraden Euklidisch 

sin (a, c). sin (a, b) 
sin (c, Ii)' sin (b, Ii) . 

sind, gleich 

(22, (16). 

Damit der letzte Ausdruck einen Sinn hat, muB jede der vier 
Geraden irgendwie oriehtiert werden. Die dazu notigen Irrationali
tli.ten heben ~ioh dann gegenseitig fort. Dagegen ist der Quotient 
sin (a, c) : sin ( c, Ii), das "Teilv~rhaltnis", in welches die Gerade c den 
Winkel der beiden Speere a und Ii teilt, keine affine Invariante. 

Ein Vierseit mit einer uneigentliohen Ecke heiBt Trapez, ein 
Vierseit, in welchem zwei gegeniiberIiegende Ecken (34) un'eigentlich 
sind, heiBt Parallelogramm. Dann sind noch zwei Diagonalen und 
ein Pol eigentlich. Es folgt sogleich, daB sich im Parallelogramm 
die (eigenj;lichen) Diagonalen gegenseitig halbieren. 

Bee k. Koordlnatengeometrie der EOOne. 13 
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Von Interesse ist auch der Sonderfall, daB eine Seite eines Vier
seits uneigentlich wird. 1m Gebiet der eigentlichen Punkte erscheinen 
dann drei Ecken, die ein Dreieck bilden, uI).d drei Pole. Bedeutung! 

Unterwirft man die drei Punkte (Xl' YI ), (x~p Y2)' (Xs' Ys) gleich-
zeitig der Affinitat 13, (27), so wird 

x; y~ 1 Xl Yt 1 

x~ y~ 1 = (Plq'J - P'Jql) x2 Y'J 1 

x~ 1i~ 1 Xs Ys 1 

Nach 18, Zus. 2 ist daher der Quotient zweier Dreiecksinhalte 
eine absolute affine Invariante. Weiter folgt, daB die Affinitaten 
von der Transformationsdeterminante + 1 und - 1 ff,achentreu sind. 
Man kann sie als gleichsinnig ff,achentreu (PI q2 - P2 ql = + 1) und 
gegensinnig fUJ,chentreu (PI q2 - P2ql = -1) unterscheiden (Grund!). Es 
gibt 2· 00 ft 6achentreue Affinitaten. Sie bilden eine gemischte fiinf
g14edrige Gruppe. 

Gewisse gleichsinnig flachentreue Affinitaten lassen sich aus 
gegensinnigen Dehnungen, die sich nicht auf Umlegungen reduzieren, 
durch den SchwenkungsprozeB (18, Zus. 5) gewinnen. 

Eine Affinitat laBt sich eindeutig durch die Forderung bestimmen, 
daB sie die drei eigentlichen Ecken (Seiten) eines Dreiecks (Dreiseits) 
der Reihe nach in drei vorgegebene Elemente derselben Eigenschaft 
iiberfiihren soIl (37, ZUB. 5, 37, ZUB.1). 

1. Wann stellt x' = ax, y' = by eine Affinitat vom Typus I dar? (Fonf 
Bedingungen !) 

2. Typus der folgenden Affinitiiten x' = x + y, y' = y + a, (a + 0). -
x' = ax, y' = ay fur a + 1 und a = 1. Walchen Wert darf a nicht annehmen? 
x'=ax,y'=y fur a+l, a=l; x'=;x+a, y'=y. (a+O.) 
x'=x+y, y'=y. 

3. Als einfachste Affinitaten zahlen wir die folgenden auf: 

x'=2x, y'=3y I, x'=x+y, y'=y+l I, 
x' = 2x, y'=2y x'=2x, y'=y (IVb) I, 
x'=x+l, y'=y (Va) I , x'=x+y, y'=y (Vb)l· 

Es fehlen noch drei Falle, von denen zwei im Text angegeben sind. Er
ganze in den beiden eraten Fallen den fortgela.ssenen Typus. Unterscheidende 
Merkmale bei den Untertypen von IV und V! Pberall 80llen die Ruhe
elemente angegeben werden, wozu man mit Vorteil wieder homogene Koordi
naten einfiihren wird. Endlich Bollen alle dieBe Affinitaten in Geradenkoordi
naten dargestellt werden. 

4. Es soll eine flachentreue Affinitii.t angegeben werden, die die Ellipse 
bDx!l+a'y*-a1b'=O in einen Kreis iiberfiihrt. AUB dem als bekannt Tor-
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ausgesetzten Flacheninhalt des Kreises soIl dann der derEllipse ermittelt 
werden. 

5. Versuche Affinititen in Speerkoordinaten zu bilden. Warum ist das 
im allgemeinen nfcht moglich? 

6. Beschreibe die singuliiren Affinitii.ten. V gl. 2., Zuss. 4. 5. Beispiele: 
X[=Xa, x&=xa, X~=Xl; 

x{=x8, x,=xa, X;=X8; 
X{ = Xl' x& = Xl' X~ = X8 • 

x[ = XII' X: = XII' Wa = Xg. 

7. Gib eine Affinitii.t an, die den Kreis X 2 + Y ~ - 1 = 0 in die Hyperbel 
4 X 1- 11 ~ - 4 = 0 iiberfiihrt. Aus der Tatsache, daB alle Sehnen des Kreises 
durch den Mittelpunkt (0 I 0) in diesem halbiert werden, folgt das gleiche fiir 
die Hyperbel. Deren "Mittelpunkt" ergibt sich durch affine Transformation 
del! Kreismittelpunkts. 

8. Warum kann man einen Kreis nicht affin in eine Parabel iiberfiihren? 
9. Automorphe Kollineationen /liner Geraden (16, Zus. 10). Die affinen 

Transformationen sind die automorphen Kollineationen der uneigentlichen 
Geraden. Suchen wir entsprechend die Kollineationen, die eine Gerade 9 (die 
nicht uneigentIich zu sein braucht) in Ruhe lassen, so haben wir in der Formel 
von 37, Zus. 1 etwa b = b' = 9 zu setzen. Das giht, do. bei vorgegebenen a, 
b, enoch a', b', c' auf 00& Arten gewahlt werden konnen, eine sechsgliedrige 
Gruppe. 

10. Hii.ufig will man nicht wissen, wie sich bei einer automorphen Kolli
neation der Geraden 9 das ternii.re Punktgebiet der Ebene transformiert, 
sondern nur, wie die Kollineation auf das binii.re Punktgebiet der Geraden 
selbst wirkt. Man will, wie man sa.gt, die Kollineationen der Geraden 9 "in 
sick" haben. Die Gerade 9 sei zunii.chst 1: 0: O. Fiir die automorpken Kolli
neationen hat man dann Bogleich: 

(a) { 
x{ = au Xl. *, 
X; = aglXl + a~lxli + agsX., 
X: = a.l Xl + a8~xl + assxs' 

Fiir die Punkte der Geraden gilt nun die Parameterdarstellung Xl: XI : Xa 

= 0 : tT\I : tTa, so daB die Koordinate Xl ganz fortfii.lIt. Wir arbeiten dann eben 
im binii.ren Gebiet. Demnach heiBen die Kollineationen der Geraden in sick: 

(b) 

(a.} 

(b) 

{ X: = aglxg + ag3X., 
x: = aSllxl + aaaxs, 

1m allgemeinen Falle diirfen wir setzen: 

{ 
(9x') = au (9 x) * *, 
(~x') = Cltl (9 x) + alII (~x) + ala (~x), 
(tr) = agl (Ox) + a.~ (~x) + as. (tx). 

{ (~x') = CIt. (~x) + ala (ix), 
(ix') = all (~x) + as. (ix) , 

wo die ~ und i gemii.B (9 ~ i) =1= 0 zu wii.hlen Bind; oder endlich: 

(b) 

Damit sind wir 
kommen (82, Zue. 9). 

{ A.' = alII A. + Cltsfl, 
fl' = altA. + aaafl· 

wieder auf die binii.ren linearen Transformationen ge-

lS* 
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44. Dehnungen. Jede Kollineation, die die absoluten Punkte 
einzeln in Ruhe laBt, ist eine gleichsinnige Dehnung. Jede Kolli~ 
neation, die die a,bsoluten Punkte untereinander vertauscht, ist eine 
gegensinnige Dehnung. 

Den Nachweis erbringt man, indem man in 37, (45) die allge
meinste Kollineation sucht, die die Punktel: i : ° und 1: - i : ° 
einzeln in Ruhe laBt oder vertauscht. Man erkenntdann ohne 
weiteres, daB eine Dehnung noch zwEli Punkte in vorgegebene Lagen 
iiberfiihren kann, falls sie sowie die neuen Lagen mit den absoluten 
Punktim zusammen Vierecke bilden. 

Die Geometrie der Dehnungen ist also durch das Auftreten 
der absoluten Ruhepunkte charakterisiert. Bezeichnen wir diese als 
kz (1: - i: 0) und kr(l: i: 0), so ist (klkrx) = Odie Gleichung der un
eigentlichen Geraden. 

(klkra) =1= 0. Der Punkt a ist eigentlich. 

(klkra) = 0, (kzax) =1= 0, (krax) =1= 0. Der Punkt a ist un
eigentlich, aber nicht absolut. 

(kzax) - 0. Der linksabsolute Punkt. 

(krax) = 0. Der rechtsabsolute Punkt. 

Die Klassifikation der Geraden ergibt: 

(kzg) =1= 0, (krg) =1= 0. Die Gerade gist Euklidisch. 

(kzg) = 0, (krg) =1= 0. Linksisotrope Gerade. 

(kzg) =!= 0, (krg) = 0. Rechtsisotrope Gerade. 

(kzg) = 0, (krg) = 0. Die uneigentliche Gerade. 

Zwei Gerade besitzen gegeniiber gleichsinnige:q. Dehnungen eine 
absolute Simultaninvariante, den Winkel. Es ist jetzt zu zeigen, \Vie 
auch dieser sich in den Gedankenkreis der Kollineationsgeometrie 
einordnet, d. i. sich als Kollineationsinvariante mit Hilfe der absoluten 
Punkte darstellt. 

Die beiden getrennten Geraden ~ und t) sollen sich schneiden. 
Durch ihren Schnittpunkt legen wir die beiden Geraden (vgl. 32, (37):) 

(ozx) = .1.1 (pt)) (~x) - ttl (n) (t}x) -; 0, (p~).(pt}) =1= 0. 
(Orx ) - ~ (pt}) (~x) - tt2(P~) (t}x) = 0. 

Dann wird (vgl. 33, Zus. 7) das Doppelverhaltnis: 

( ) ttl.ttl! 
~t}3zor = 'r . T' 

1, 2 

Jetzt Bollen 01 und Or isotrop sein: 

(3z kz) = 0, (~kr) = 0. 
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Daraus liLBt sich #1 :11 und fl?: 12 bestimmen; der Hilfspunkt p fwit fort: 

(~\J3!5r) = (~kz): (~kr) = ~1 - i.~2 : h + ~~2 • 

(t)kz) (t)kr) t)1 - tt)2 t)l + "t)~ 
Aus 21, (11) und Zuss. 9 -11 folgt jetzt: 

i 
(~, t») = - (t),~) = -- 2" log nat (~t)~z~r): 

Der Winkel der Geraden t) gegen die Gerade ~ ist gleich dem mit 

- ~ multiplizierten naturlichen Logarithmus des Doppelverhaltnisses, 

dessen Endgeraden (vgl. 32, Zus. 2) ~ und t) und dessen Teilgeraden die 
Linksisotrope und die Rechtsisotrope durch den Schnittpunkf von ~ und t) sind. 

Man beachte, daB wir zu dieser wichtigen Erkenntnis nicht ohne 
Zuhilfenahme uneigentlicher und imaginarer Elemente hatten kommen 
konnen. 

Man moge diesen Fundamenfalsatz der Euklidischen Metrik nooh 
auf andere Weise nachweisen, etwa durch Verzicht auf die Symbolik 
kl' kr oder dadurch, daB man durch den N ullpunkt Parallele zu ~ 
und t) legt, wobei ja der Winkel erhalten bleibt, dann den Zu
sammenhangmit dem DoppelverhaItnis erarbeitet und dessen In
varianz beirn Riicktransformieren beachtet. 

Bei einer gegensinnigen Dehnung, die den Schnittpunkt £~ in 
Rube laBt, wird ~z mit ~r vertauscht. Es wird dami (~'t)'az~r) 
= (~t) 3r aJ = 1 : (~t) 3z 3r}' Daher andert der Winkel bei gegensinnigen 
Dehnungen sein Vorzeichen. 

Jetzt erkennt man auch ohne weiteres, warum und in welchem 
Sinne der Winkelbegriff fiir isotrope Gerade und fiir die uneigent
liche Gerade versagt. In dem fraglichen DoppelverhaItnis fallen dann 
immer zwei oder mehr Gerade zusammen. 

Da log nat (- 1) = in gesetzt werden darf, so findet man noch: 
Wird das Geradenpaar ~, t) harmonisch durch das Paar der durch 
seinen Schnittpunkt laufenden Isotropen getrennt, so ist ~ senkrecht 
zu t), und umgekehrt. (39, Zus. 5.) 

Jetzt wollen wir noch die Dehnungen unter die einzelnen Kolli
neationstypen verteilen. - Nicht vorkommen kann Typus III. Gibt es 
bei gleichsinnigen Ikhnungen einen einzigen eigentlichen Rubepunkt, so 
liegt Typus I vor oder Typus IV (Streckungen). Zum Typus II gehOren 
die in 14, Zus. 1 mit 2 ab bezeichneten Dehnungen, zum Typus IV die 
dortigen FaIle 3 a b. Zum Typus V schlieBlich gehOren die Schiebungen. 

Bei den gegensinnigen Dehnungen liegt Typus I vor, oder sie sind 
U'mlegungen. Diese gehOren zum Typus II, oder wenn sie Spiege
lungen sind, zu. Typus IV. 
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Jetzt ware noch ein letzter Schritt zu tun und zu zeigen, ob 
und wie sich die Entfernung zweier Punkte, die ja. Bewegungsinvariante 
ist, in den Gedankenkreis der KoIIinp.ationsgeometrie einordnet. Dazu 
reichen aber UIlBere Hilfsmittel noch rucht aus; es ist dazu vielmehr der 
Umweg tiber die sogenannte Nichteuklidische Geometrie (vgl. 45, S. 203) 
erforderlich. Dann erst werden wir in der Lage sein, zu erkennen, 
daB auch dieser Begriff in der KoIIineationageometrie wurzelt. 
(VgI. 67, S. 315.) 

1. Fuhrt man zuerst das Konjugium aus (lS, Zus. 2) und darauf eine 
Kollineation, so erhaIt man eine neue Transformat,ion: 

{ 
X~ = all~l + a19~2 + a13~a, 
XII = a91 x1 + a211 x9 + all3 xa , 

X~ = a31 z1 + aagZIl + aaaXa' 
Sie. heiBe QuasikoZlineation oder (nachO. Segre) Antikollineation1). Es /Zibt 00 8 

Antikollineationen (spezielle Antikollineationen kamen in 13, Zus 3 vor). Sie 
bilden aber keine Gruppe, denn zwei Quasikollineationen ergeben zusammen
gesetzt eine Kollineation. Somit bilden die Kollineationen mit den Quasi
kollineationen zusammen eine (gemischte) Gruppe. Bezeichnen S, S', S" Kolli
neationen, T, T', T" Quasikollineationen, so soIl die symbolische Gleichung 
S S ' = S" die Tatsache ausdriicken, daB zwei Kollineationen zusammengesetzt 
wieder eine Kollineation ergeben. So Bollen die symbolischen Gleichungen aus
gesprochen und nachgewiesen werden: 

RT' =T", TS' = T", TT' = S". 
2. Die nicht singulii.ren Kollineationen und QURsikollineationen umfassen 

aIle ausnahmslos eindeutigen umkehrbaren Punkttransformationen, die gerade 
Linien wieder in ebensolche verwandeln. 

3. DaB Doppelverhii.ltnis von vier Punkten einer Geraden geht bei einer 
Quasikollineation in den konjugiert komplexen Wert uber. Es ist gegenuber 
Quasikollineationen absolut invariant also nur, wenn es reen ist. 

4. Die GeBamtheit alIer Punkte einer Geraden, die mit drei vorgegebenen 
Punkten dieser Geraden ein reelles Doppelverhii.ltnis bilden, heiBt eine Kette 
(v. Staudt). Sind a, b, c, X vier Punkte einer Geraden, von denen die eraten 
drei getrennt sind, so ist 

(abcx) = (/ibex) 
die Gleichung der Kette durch a, h, c. In binii.ren Koordinaten (32, (40» hat 
man entsprechend (aPr~) = (IXPr~). Ein Beispiel einer Kette iet der reelle Zug 
einer reellen Geraden. Um die Punkte einer Kette darzustellen, braucht man 
einen reellen Parameter. Ein Beispiel ist Xl: XII: Xa'= 0: t: 1 (t = t). Sagt man 
demnach, die Kette habe 00 1 Punkte, so iet die Gesamtheit aner Punkte einer 
Geraden als 00 11 , die aller Punkte der Ebene als 00 4 zu bezeichnen (15,3). Die 
konsequente Ausgestaltung der Geometrie des komplexen Gebietes hat dann 
also Orter von oot, 00 11 , 00 8 komplexen Punkten zu betrachten. 

1) Wir haben uns bereits in 13, Zus. 3 absichtlich vom Segreschen Sprach
brauch entfernt, um einer Verwechslung von HAntidehnungen ll mit gegensinnigen 
Dehnungen vorzubeugen. 



Fiden. Membranen. Komplexe. 199 

5. Die Mannigfaltigkeit ~1: ~1 : ~3 = cos t : sin t : 1 (t = i) enthilt die 00 1 

reellen Punkte eines (speziellen irreduziblen) Kreises. Solche von einem reellen 
Parameter abhiingige Gebilde nennt man Faden (nach Segre). Der hier dar
gestellte besteht aus tauter reellen Punkten; das ist aber nicht allgemein nl:itig 
denn man kann durch eine komplexe Kollineation oder Quasikollineation Fiden 
gewinnen, die keinen einzigen reellen Punkt enthalten (Xl: X9 : X8 = i cos t: i sin t : 1 ; 
t= f). Zu den Faden gehOren auch die Ketten. Sie verhalten sioh zu den 
iibrigen Fiden wie die geraden Linien zu den sonstigen Kurven. 

6. Das System x1 :xg :x8 =3u+iv:3v-iu:l (u=u, v=v) stellt eine 
Mannigfaltigkeit von 00 2 komplexen Punkten dar, eine Membran (Study). 
Auch die Kurven enthalten 00 9 komplexe Punkte, aber die Membran ist 
der allgemeinere Begriff, dem sich die Kurven unterordnen. Die Membran 
Xl: XI: X8 = 3 ,U + iv): i (u + iv) : 1 (u = u, v = v) ist eine Kurve; ihre Gleiohung 
heiBt i X - 3 Y = 0; sie ist also insbesondere eine Gerade; Zwischen Membranen 
und Kurven besteht derselbe Unterschied wie zwisohen komplexen Funktionen 
zweier reellen Unabhiingigen u, v und analytisohen Funktionen einer kom
plexen Verinderliohen u+iv. 

Eine Membran, die keine Kurve ist, ist der reelle Zug der Ebene. Daraus 
entstehen durch komplexe Kollineationen 00 8 andere spezielle Membranen, 
die sich ebenfalls linear durch die Parameter u und v ausdriioken. 

Deutet man die komplexen Punkte einer Membran naoh 17 reelI, so ent
steht eine' Mannigfaltigkeit von 00 2 Pfeilen, die eine Transformation der reellen 
Punkte der Ebene definiert (oder ausartet). Zeige, daB die Membran ~ = 3u+iv, 
'1 = 3 v - iu (u = ii, v = v) eine Streokung ergibt. Die zu den Kurven gebOrigen 
reellen Transformationen heiBen gegensinnig konform. Zur Kurve ~ = a (u + iv), 
1J = i (u + iv) (u = ii, v = 11) gehort insbesondere eine gegensinnige Dehnung. 
Umgekehrt gebOrt zur identischen Transformation die Membran alIer reelIen 
Punkte ~ = u, 1J = V (u = ii, v = v) usw. 

7. Die Mannigfaltigkeiten von 00 3 komplexen Punkten heiBen Punkt
kompZexe. Ein solcher ist beispielsweise Xl: %2: X8 = 1 + iu: v: w (u = ii, v = 'ii, 
w=w). 

tiber diese Gegenstiinde, die nooh wenig ausgebaut sind, handeln die 
Arbeiten von C. Segre: Un nuovo campo di ricerohe geometriohe. Turin 
1890. Atti di Torino. 25. 26 (1889-91). Ferner E. Study, E. A. K. 

8. Ais lineare Konstruktionen der Kolljneationsgeometne geIten die beiden: 
zwei getrennte Punkte zu verbinden, und zwei getrennte gerade Linien zum 
Schnitt zu bringen. Wenn wir auf S. 35 von linearen Konstruktionen der 
Elementargeometrie redeten, so kommt das darauf hinaus, anzunehmen, die 
beiden absoluten Punkte seien einzeln bekannt. 

45. Vergleichende Betrachtnngen tiber neuere geometrische For
schungen. Unter diesem Titel erschien im Oktober 1872 ein "Pro
gramm zum· Eintritt in die philosophische Fakultat und den Senat 
der k. Friedrich-Alexanders-Universitat zu Erlangen" von 'Felix 
Klein. Dieser Aufsatz, unter dem Namen "Erlanger Programm" 
bekannt, hat der geometrischen Forschung neue Wege gewiesen. 
Die darin entwickelten Ideen haben freilich zunachst gar keine Be
achtung gefunden, so daB der Verfasser es fur angezeigt hielt, die 
Arbeit 20 Jahre spater noch einmal zu veroffentlichen (Math. Ann. 
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Bd.43, (1893), S.63-100. Aber auch seit dieser Zeit haben jene 
Ideen sich noch nicht allgemein durchsetzen konnen. 

Wir haben mittlerweile das notige Handwerkszeug beisammen; 
die Gedanken Kleins erfassen zu konnen (die im iibrigen unserer 
bisherigen Darstellung zugrunde liegen), und wollen aus jener klas
sischen Schrift einige Stellen hierhersetzen. Zum Teil ergab sich die 
Notwendigkeit, einzelne Worte sinngemaB abzuandern, da sich 
F. Klein auf den Raum bezieht, wahrend unsere bisherigen Vber
legungen an die Ebene gebunden waren; indessen erschien diese Ab
anderung nicht iiberall geboten. Wir zitieren nach der Originalschrift 
(Erlangen 1872, bei Andreas Deichert): 

"Unter den Leistungen der letzten fiinfzig Jahre auf dem Ge
biete der Geometrie nimmt die Ausbildung der projektivischen Geo
metrie 1) die erste Stelle ein. Wenn es anfanglich schien, als solIten 
die sogenannten metrischen Beziehungen ihrer Behandlung nicht zu
ganglich sein, da sie beirn Projizieren nicht ungeandert bleiben, so 
hat man in neuerer Zeit gelernt, auch sie yom projektivischen Stand
puncte aufzufassen II), so daB nun die projektivische Methode die 
gesamte Geometrie umspannt. Die metrischen Eigenscha£ten er
scheinen in ihr nur nicht. mehr als Eigenschaften der raumlichen 
Dinge an sich, sondern als Beziehungen derselben zu einem Funda
mentalgebilde 3) ••• " (S. 3.) 

"Vergleicht man mit der so allmaWich gewonnenen Auffassungs
weise der raumlichen ·Dinge die Vorstellungen der gewohnlichen 
(elementaren) Geometrie, so entsteht die Frage nach einem allge
meinen Prinzipe, nach welchem die beiden Methoden sich ausbilden 
konnten. Diese Fra.ge erscheint um so wichtiger, als sich neben die 
elementare und die projektivische Geometrie, ob auch minder ent
wickelt, eine R~ihe anderer Methoden stellt, denen man dasselbe 
Recht selbstiindiger Existenz zugestehen muB. Dahin gehoren. die 
Geometrie der reziproken Radien 4), die Geometrie der rationalen 
Umformungen 5) usw." (S.3.) 

"Wenn wir es im Nachstehenden unternehmen, ein solches 
Prinzip aufzustellen, so entwickeln wir woW keinen eigentlich neuen 
Gedanken, sondern umgranzen nur klar und deutlich, was mehr 
oder minder bestimmt von Manchem gedacht worden ist." (S. 3t 4.) 

OlDer wesentlichste Begriff, der bei den folgenden Auseinander-

1) Das heiBt hier: Kollineationsgeometrie. 
2) Vgl. 4:4:, S. 197. 
I) d. i. in der Ebene zu den beiden absoluten Punkten. 
4) Auch Inveraionsgeometrie Qder Geometrie der Kreisverwandtschaften 

oder Mobiussche Geometrie genannt, vgl. Zus. 1-3. 
ft) heute: der birationalen Transformationen, vgl. Zus. 4. 
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setzungen notwendig ist, ist der einer Gruppe von 'rii;amlichen Ande
rungen. Beliebig viele Transformationen ergeben zusammengesetzt 
immer wieder eine Transformation. Hat nun eine gegebene Reihe 
von TransfOl'mationen die Eigenschaft, daB jede Anderung, die auS 
Q.en ihr angehOrigen durch Zusammensetzung hervorgeht, ihr selbst 
wieder angehort, so soIl die Rellie eine Transformationsgruppe ge
naunt werden." 

"Begriffsbildung wie Bezeiohnung sind heriibergenommen von der Sub
stitutionstheorie, in der nur an Stelle der Transformationen eines continuier
lichen Gebietes die Vertauschungen einer endlichen Zahl discreter GroBen 
atiftreten." (S. 5.) 

"Es gibt nun raumliche Transformationen, welche die geome
trischen Eigenschaften raumlicher Gebilde iiberhaupt ungeandert 
lassen. Geometrische Eigenschaften sind namlich ihrem Begriffe nach 
unabhangig von der Lage, die das zu untersuchende Gebilde im 
Raume einnimmt, von seiner absoluten GroBe, endlich auch von 
dem Sinne, in welchem seine Theile geordnet sind. Die Eigenschaften 
eines raumlichen Gebildes bleiben also ungeandert durch aIle Be
wegungen des Raumes, durch seine Ahnlichkeitstransformationen ll' 
durch den ProceB der Spiegelung, sowie durch aIle Trans-formationen, 
die sich aus dies en zusammensetzen. Den Inbegriff aller dieser Trans
formationen bezeichnen wir als die Hauptgruppe 2 ). 

Geometrische Eigenschaften werden durch die Trallsformationen der 
Hauptgruppe nicht geandert. Auch umgekehrt kann man sagen: Geo
metrische Eigenschaften sind .durch ihre Unveranderlichkeit gegenuber den 
Transformationen der Hauptgruppe charakterisiert. Betrachtet man nam
lich die Ebene einen Augenblick als unbeweglich, etc., als eine starre 
Mannigfaltigkeit, so hat jede Figur ein individuelles Interesse; von 
den Eigenschaften, die sie als 'Individuum hat, sind es nur die 
eigentlich geometrischen, welche bei den Anderungen der Haupt
gruppe erhalten bleiben." (S. 6. 7.) 

"Streifen wir jetzt das mathematisch unwesentliche sinnliche 
Bild ab, und erblicken im Raume nur eine mehrfachJ ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit ... -Nach Analogie mit den raumlichen Transforma
tionen reden wir von Transformationen der M~nnigfaltigkeit; auch 
sie bilden Gruppen. Nur ist nicht mehr, wie im Raume, eine Gruppe 
vor den iihrigen durch ihre Bedeutung ausgezeichnet;. jede Gruppe 
ist mit jasJ.er anderen gleichberechtigt. Als Verallgemeinerung der 
Geometrie entsteht 80 das folgende umfassende Problem: 

1) V gl. 18, S. 42. 
9) Als Hauptgruppe bezeichnet F. Klein also die aller Dehnungen. Man 

rirde .. wohl heute mehr geneigt sein, so die Gruppe der Bewegungen und 
Umiegungen zu nennen. 
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Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine 7ransfonnatltmS
gruppe gegeben; man soll die dw Mannigfaltigkeit angehlJrigen Gebiltle 
hinsichtlicA solcw Eigen.~chaften unrersuchen, die durch die 7raf&sformu.
tionen der Gruppe nicht geandert werden. 

In Anlehnung an die modeme Ausdrucksweise . . . mag man 
auch so sagen: 

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine TransformatioftS
gruppe gegeben. Man 6fltwickle die auf die Gruppe bezugliche [,wari
antentheorie. U (S. 7.) 

"Dies ist das allgemeine Problem., welches die gewohnliche Goo
metrie nicht nur, sondem namentlich auch die ... neueren geoma
trischen Methoden und die verschiedenen Behandlungsweisen beliebig 
ausgedehnter Mannigfaltigkeiten unter sich begreift. U (S. 8.) 

" Ersetzt man die Hauptgruppe durch eine umfassendere Gruppe, 
so bleibt nur ein Theil der geornetrischen Eigenschaften erhalten. Die 
ubrigen erscheinen nicht mehr als Eigenschaften der raumlichen Dinge an 
sich, sonder'll als Eigenschaften des Systems, welches hertJorgeht, wenn 
man d6ft8elben ein ausgezeichnetes Gebilde hinzufugt." 1) 

Soweit da.s Erlanger Programm. Ober die Stellung der elemen
taren Geometrie im Rahmen der Kollineationsgeometrie ist das No
tige bereits gesagt. Der Platz der reellen elementaren Geometrie 
(Erl. Progr. S. 12) kann jetzt so prizisiert werden: Das a"sgezeichnete 
Gebilde der reellen elementaren Geometrie besteht auBer dem Paare der 
absoluten Punkte noch dus der Membran der reellen Punkte (44, Zus.6). 

F. Klein spricht mehrfach von "neuerer" Geometrie, und dieaen 
Ausdruck haben sich auch die preuBischen Lehrplane fur hahere 
Schulen angeeignet. Darunter begreift man -ein 'Konvolut von Satzen 
ganz verschiedener Geometrien. Aus der Kollineationsgeometrie ga
hort dahin die Lehre vom Vieraeit und Viereck, sowie von Pol und 
Polare '), aua der affinen Geometrie die Satze von Menelaos und 
Ceva (43). Zur Geometrie der Dilatationen3 ) kann gerechnet werden 
vieles von dem, was sich an die Lehre von der Potenz eines Punktes 
in bezug auf einen Kreis ') ~nschlieBt , zur Inversionsgeometrie IS) 
schlieBlich das Apollonische Taktionsproblem. Es handelt sich dabei 

1) In der 'affinen Geometrie ist das ausgezeiohnete Gebilde die uneigent
liohe Gerade, in der Dehnungsgeometrie (Ahnliohkeitslehre) daB Paar der ab&o
luten Punkte. V gl. tB, «. 

K) 20, Zus.4; 17. 
8) 20, Zus. 13-16, und zur Geometrie einer Biebengliedrigen Gruppe Ton 

SpeertranBformationen (Laguerre80he Geometrie), vgl. to, Zus.5. 
') 20. Zus. 16. 
&) 10, ZUB.2; t5, ZUB. 1-3. 
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immer nur um die ersten Satze dieser Disziplinen, deren Eigenart 
in der bisherigen Lehrbuchliteratur gar nioht zum Ausdruok kommt, 
wie denn die Entwioklung dieser Disziplinen selbst noch ihrer syste
matisohen Aushildung harrt. 

1m Zusammenhang damit steht, daB diese neuere Geometrie mit 
Mitteln entwiokelt wird, die nicht sachgemaB sind. Die Erklarung 
von Pol und Polare in bezug auf einen Kreis benutzt meistens die 
konjugierten Punkte, d. i. Spiegelbilder im Sinne von 10, Zus. 2. Das 
heIDt, zur Begriindung von Begriffen der Kollineationsgeometrie wird 
bier eine Anleihe bei der Inversionsgeometrie gemaoht. Die Folge 
ist, daB kein Satz iiber Kreispolaren auf Ellipse, Hyperbel, Parabel 
iibemommen werden kann; man muB da 'stets von neuem definieren 
und von neuem beweisen. Nicht notig ist das, wenn man zur Er
klarung die harmonischen Eigenschaften heranzieht; dann gilt jeder 
der Kollineationsgeometrie angehOrige Satz iiber Kreispolaren ohne 
weiteres fiir die iibrigen soeben genannten Kurven. UnsachgemaB 
ist die Konstruktion der Kreispolaren mit Hilfe des Zirkels, wobei 
man drei Falle zu untersoheiden hat, von denen kein einziger fiir die 
iibrigen Kurven paBt. SachgemaB ist die Konstruktion mit Hilfe 
des Lineals allein. 

Einen gequalten Eindruck macht es ferner, wenn fUr den Nach
weis, daB drei Punkte A, B, 0 einer Geraden angehoren, der Satz 
des Menelaos verwandt wird. (Das elementargeometrische Kriterium 
heiBt: A.8+BO=AO.) 

Mit am sohlimmsten steht es aber mit den in den Lehrbiichem 
vorkommenden LOsungen des Apollonischen Beriihrungsproblems. 
Hier werden zehn Hauptfalle unterschieden; bei sachgemaBer Be
handlung kommt man mit zwei oder sogar einer Losung aus (vgl. 
E. Study, Math. Ann. 49, 1897). Neben Elementen de:c Kollineations
geometrie undo solchen der DilatatioDsgeometrie treten solche der 
Inversionsgeometrie in den LCisungen auf; nur diese hatten benutzt 
werden diirfen. 

Man erkennt, daB diese "neuere" Geometrie der Lehrbiicher 
erst vollig umgeschaffen werden muB, bevor sie wissenschaftlichen 
Anspriichen geniigen kann; dannwiirde sie aber von padagogischem 
Werte wohl nicht mehr sein (es gibt im iibrigen auch jetzt Mathe
matiker, die ihr jeden padagogischen Wert absprechen). -

Wir haben uns bisher mit Geometrien beschii.ftigt, deren Gruppen 
Untergruppen der Kollineationsgruppe waren. Neben diese bis dahin 
behandelten Geometrien tritt nun noch eine, die sogenannte Nicht
euklidische Geometrie. In dieser wird eine dreigliedrige Gruppe von 
Kollineationen zugrunde gelegt, bei der eine (irreduzible) Kurve 
zweiter Ordnung in sich selbst iibergefiihrt wird. Nach dem Er-
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langer Programm hat diese Nichteuklidische Geometrie rueselbe 
li:xistenzberechtigung wie aIle iibrigen erwahnten Zweige der· C'TElO

metrie. Wir brauchen sie, Uln in das Bild der Elemeritargeometrie, 
das wir bisher gewonnen haben, einen letzten wichtigen Zug einzu
zeichnen, <um na.mlich iiber die Natur des Entfernungsbegriffes 
(vgl.44, S. 198, 67, S. 31&) ins klare zu komme.n, und diesen iIi seiner 
Beziehung zur Kollineationsgeometrie verstehen zu lernen. 

Auch diese hochinteressante Disziplin, von der aus Licht auf 
80 manche Gegenstande der Elementargeometrie (nEuklidische Geo
metrie") falIt, muB leider heute als dem mathematischen Publikum 
unbekannt angesehen werden. Schuld daran tra.gt in erster Linie 
die historische Entwicklung dieser Wissenschaft. 

Die Nichteuklidische Geometrie setzt eine genauere Kenntnis 
der Kurven zweiter Ordnung voraus; diese bilden daher das Thema 
des nachsten, vierten Kapitels. 

1. InverBionsgeometrie. In 14 haben wir duroh Spiegelungen an geraden 
Linien die ganze Gruppe der Bewegungen und Umlegungen erhalten. Ebenso 
kBnnen wir duroh Zusammensetzung von Spiegelungen an Kreisen (10, Zus. 2) 
aine seohsgliedrige gemisohte Transformationsgruppe erhalten. Sie umfaJ3t die 
Dehnungen, ihre sonstigen Transformationen gehBren aber nioht zu den Kolli
neationen. 

Man zeigt zunii.ohst: Satz 1. Duroh Zusammensetzung zweier Spiegelungen 
an konz'entrisohen Kreisen entsteht eine Streokung. 

Sodann setzt man die Spiegelungen an den drei Kreisen zusammen: 
x2+(y-l)\)-2 = 0, x\)+ (y+ 1)2- 2"= 0, x9 +y2_1 = e. 

(In dieser Reihenfolge I). Es entsteht die Spiegelung an der Geraden y = 0 . 
Man zeiohne die Figur und Buche das Charakteristisohe ap. ihr, darauf be
weist man: 

Satz 2. Jede Spiegelung an einer Geraden liiJ3t sich duroh drei Spiege
lungen an Kreis!ln darstellen. 

Satz 3. Alle Bewegungen und Umlegungen lassen sioh puroh eine gerade 
(ungerade) Anzahl von Spiegelungen an Kreiseri darstellea (14). 

Satz 4. Dasselbe gilt von allen gleiohsinnigen (Satz 1, und 14:, Zus. 4) 
und ungleiohsinnigen Dehnungen (14, Zus. 16). 

Naoh Satz 1 braucht man die Dehnungen nun nioht mehr mit allen 
00 3 SpiegeJungen an Kreisen zusammenzusetzen, sondern nur nl?oh mit 00', 
indern man aus jeder Schar von 00 1 konzentrischen Kreisen nur einen einzigeJi 
auswiihit, etwa den vom Radiusquadrat eins. Aus den gegensinnigen Deh
nungen erhiilt man so eine kontinuierliohe seohsgliedrige Gruppe, die Gruppe 
der gleichsinnigen Kreisverwantltschaften, aus den gleiohsinnigen Dehnungen 
die Solmr der 00" gegensinnigen Kreisverwantltschaften. Die zugehBrige Geo
metrie heiJ3t Geometrie der Kreisverwandtsohaften, oder Moebiussohe Geo
metrie, oder Geometrie der Inversionen, oder konforme Geometrie (vgl. aber 
den letzten Absatz von Zus. 3), auoh zyklische Geometrie oder Geometrie der 
reziproken Radien tvgl. 18, Zus. 4). 

Eine Kreisverwandtsohaft verwandelt eine isotrope Gerade (vgl. Zus. 2!) 
wieder in eine ebensolohe, aber eine anisotrope Gerade nioht immer wieder in 
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eine jl.nisotrope Gerade. sondern im allgemeinen - in einen· Kreis, Bei der 
Spiegelung am Kreise X9 + y9 - 1 = 0 wird die Gerade ~ = 0 in .sichselbst 
transformiert (in voUem Umfange 1), die Gerade x = 1 aber in x' = 1 :,(1. + y9), 
y' = y : (1 + y2) , d. i. in x' 2 - X' + y' 2 = 0, also in einen Kreis. Ebenso wird 
ein Kreis immer wieder in einen Kreis oder eine anisotrope Gerade iiber
gefiihrt, niemals aber in eine Ellipse oder Hyperbel. Daher riihrt der Name 
Kreisverwandtechaften. 

2. In der Moebiusschen Geometrie, oder wie wir zu Bagan vorziehen, 
syklischen Geometrie, driickt sich die zugrunde gelegte Transformationsgruppe 
nicht linear in den bieherigen Punktkoordinaten aus. Diese Geometrie gehOrt 
namlich ihrem Wesen nach nicht zu dem ternaren Gebiet aUer Punkte Xl: Xg: Xa 

der Ebene. Wir nehmen daher einen Wecheel des Raumelements vor (19, Zue. 1), 
indem wir als eolches die isotrope Gerade einfiihren. Wir setzen (18, Zue. 3) 

x+iy= 1?1. 
1?2 

Jedem System ).1:).2 entspricht dann eine linkseitige Isotrope jedem System 
el : I?g eine rechtseitige Iso trope, sobald wir noch im FaIle ).g = 0 und 1:12 = 0 die 
Ausnahme durch eine neue Begriffsschopfung (vgl. 20) beseitigen. Wir sagen, das 
System ).1·:).2 = 1 : 0 stellt die linksakzessorische Isotrope dar, das System 
1?1 : I:Ig = 1 : 0 die rechtsakz6Ssorische Isotrope. Dadurch wird jedes der beiden 
Biischel von Isotropen zu einem binaren Gebiet ergan7it (32). Um mit dieeen 
beiden akzeseorischen Isotropen eine geometrische Vorstellung zu verbinden, 
kann man die uneigentliche Gerade doppelt rechnen und sie dann das eine mal 
zu den linksisotropen, das andere mal zu den rechtsisotropen Geraden zahlen. 
Die Gesamtheit der Punkte der Ebene ist jetzt nicht mehr ein ternares Gebiet, 
sondem Trager zweier binaren Gebiete. Freilich ist dazu auch der Begriff des 
Punktes zu modifizieren. Man versteht darunter die Fi!J1W' Bitler Link,isotropen 
und !Mer Bechtsi8otropen. Soweit eigentliche Punkte in Fraga kommen, liegt 
gar nichts Neues gegen friiher vor (vgl. 17,18, Zus. 3). Den aigentlichen Punkten 
sind aber hinzuzufiigen 00 1 Punkte A1 :).9 = 1 : 0, 1:11: 1:12 und 001 Punkte ).1 : ).g, 

e1: e9 = 1 : 0, d. i. die Paare von Isotropen, von denen (wenigstens) eine akzes
sorisch ist. Diese Punkte Bollen selbst akzesBorisch heHlen. 

Wir fassen zusammen: Ein Punkt des ternaren Gebietes wird durch drei 
homogene Koordinaten gegeben; die Gesamtheit der uneigentlichen Punkte 
bildet ein binares Gebiet (vgl. 32, Zus. 8). Ein Punkt der zyklischen Geo
metrie wird durch zwei Paare homogener binarer Koordinaten ).1:).9, el: eg 
gegeben. Hier gibt es keine uneigentlichen Punkte im Sinne der Kollineations
geometrie, sondem die eigentlichen Punkte werden durch 2 . 00 1 akzeBBorische 
Punkte erganzt. Diese verteilen sich auf zwei Scharen, die sich in einem 
Punkte, dem singulitren akz6ssorischen Punkt treffen (~ : ).2 = 1 : 0, el: I:Ig = 1 : 0). 

Jetzt lii.Jlt sich die zyklische Gruppe so darstellen (iiber die Struktur der 
nachfolgenden Formeln vgl. Zus. 3): 

(a) {).!= (rO+~r3»).1+(r2+~rl»).9' {e~= (80~~88)el+(89-~81)e9' 
).2 = (-1',+.1'1»).1 + (rO- t r8»).9; e2 = (-8,-t81)e1 +(8o+18a)eg, 

"Glei~hsinnig zyklische Tra~sformationen ". 

(b) {).i = 0'g + irl) el - 0'0 + ira) f!" {ei = (89 - i81»).1 - (80 -i8.) Ag, 
).& = 0'0 - irs) f!1 + 0'2 - irJ f!g, f!~ = (80 + i83»).1 + (8g + i81) Ag. 

"Gegensinnig zyklische Transformationen". 

N0')=r~+r:+r:+r:+ 0, N(8)=8!+8:+81+ 8l+ o. 
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Die zyklisohen Transformationen reduzieren sioh auf Dehnungen, sobald 
das Paar der beiden akzessorisohen Isotropen in Ruhe bleibt. In (a) haben 
wir demnaoh zu setzen -YII+iY1 =0, -a9-i~1 = O. Setzt man weiter: 

{ Yo = mi (oco.- ioca).+ i (oco + iOta), Y1 = - 2 m (0Ca -J:- io(1), . 
YII = - 2 mt (ocs + ~0Ct), Y8 = - m (oco - tOCa) + (oco + JOC,); 

{ "0 = m (oco + ioca) + OCo - ioca' "1 = 2 mi (- ocil +iOCt), 
all = 2 m (- 0Ca + iOCt), a. = - mi (oco + ioca) + i (0C0 - iOta), 

so gehen die Formeln (a) iiber in die Formeln der gleiohsinnigen Dehnungen, 
11, Zus. 6. Befreit man die Yo' Yu YII' Y. von dem gemeinsamen Faktor i, so 
gehen die " aus den Y hervor, wenn man iiberall i duroh - i ersetzt. 

Um aus der Sohar (b) der gegensinnigen zyklisohen Transformationen 
die gegensinnigen Dehnungen in 13, Zus. 6 zu erhalten, hat man zu setzen 
Yo-iYa=O, ao+iaa=O, und 

{ Yo = - 2m (oco + ioca)' 
YII = (ocD + io(1) + m (ocil - iOCt), 

{ "o = - 2m (oco - ioc.), 
"I = ocg - ioc1 + m (0Ca + i OCt) , 

Die bilineare Gleiohung 

11 = - i (0Ca + io(1) + im (0Ca - io(1), 

Y8 = 2 mi (oco + ioca); 
a1 = i COCa - io(1) - im COCa + io(1) , 

aa = - 2 mi Coco - ioca)' 

k11 ).1e1 + klll ).1ell + k1l1 ).Se1 + k2S ).lel = 0 
stelIt, wie wir sagen wollen, einen Moebi'lJ,88chen Kreis oder Zykel dar (18, 
Zus. 4:). In der Tat kann man dafiir sohreiben: 

k11 (x2 + y2) + k19 (x - iy) + kill (x+ iy) + kiD = 0, 
so daB im Fa.lle k11 9= 0 ein Kreis im bisherigen Sinne des W ortes geliefert 
wird. Fiir k11 = 0, k19 ku 9= 0 ergibt sioh eine anisotrope Gerade. 

Fiir k11kss - k12k21 = 0 spaltet sioh die bilineare Gleiohung in zwei Fak
toren, deren einer linear in ).1:).11 ist, wii.hrend der andere linear in e1: O'j ist. 
Dann steUt also die bilineare Gleiohung ein Paar von Isotropen dar (nRedu
zibler" Moebiusscher Kreis). Zu den reduziblen Kreisen der friiheren Termino
logie (7) kommen nooh solohe Isotropenpaare, bei denen (wenigstens) eine Iso
trope akzessoriseh ist. AIle diese Figur.en soUen untersohiedslos als Moe b ius sohe 
Kreise oder Zykeln bezeiohnet werden. Diejenigen darunter, die friiher als 
anisotro"Pe Gerade bezeiohnet wurden, sind daduroh oharakterisiert, daB sie 
irreduzibel sind und duroh den singufii.ren akzessorisohen Punkt laufen. Sie 
sind in der zyklisohen Geometrie den iibrigen nrunden" Zykeln ii.quivalent und 
Bollen geratle Zykeln heiSen; eine Klasse fiir sioh bilden sie erst gegeniiber 
solohen Transformationen, die den singulii.ren akzessorisohen Punkt in Ruhe 
laBBen, und das sind die Dehnungen. 

Somit gibt es ,wei Dehnungsgeometrien. Die eine arbeitet im ternii.ren 
Punktkontinuum, die andere im zyklisohen. Beide sagen dasselbe aus, Bolange 
sie im Gebiet der eigentliohen Punkte arbeiten. Verlii.St man dieses, so lauten 
die AU8sagen grundversohieden. Wir geben einige Beispiele. 

Ternares Punldgebiet: Zykli.che. Punktgebiet: 
Zwei getrennte anisotrope Gerade Zwei getrennte gerade Zykeln 

haben einen einzigen Punkt gemein- haben stete ,wei Punkte gemeinsam, 
sam. Er ist nneigentlioh nur dann, von denen der eine der singulii.re ak
wenn die beiden Geraden parallel sind. zessorisohe Punkt ist; anch der andere 

fii.l1t in den singulii.ren akzessorisohen 
Punkt, sobald die beiden Geraden 
parallel sind. Die beiden geraden 
Zykeln hariihren sich dann im akzes
IOrischeQ Punkt. 
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Ein Kreis hat zwei uneigentliche 
PuDkie (die beiden absoluten PuDkte). 
Zwei getrennte Kreise haben dieselben 
uneigentlichen Punkte. 

Zwei getrennte Kreise haben vier 
Schnittpunkte. 

Ein (runder) Zykel hat zwei ak
zessorische . Punkte. Zwei getrennte 
ronde Zykeln haben dieselben akzes
sorischen Punkte nut" dann, wenn sie 
konzentriBch aind. 

Zwei getrennte (runde) Zykeln 
haben (Mchatena) zwei Schnittpunkte. 

Der Leser moge diese Liste weiterfiihren. Sie ist besonders dadurch 
lehrreich, weil sie zeigt, daB die nichteigentlichen Elemente aua den &igent
lichen nicllt mit Notwendigkeit erwaohsen, sondem auf Grund eines wiUkurlichen 
Aktes. Diesa Willkiir in der Wahl der nichteigentlichen Elemente ist aber 
von sehr groOer Tragweite; sie bringt es mit sich, daO z. B. im temaren Ge
biet Kreis und Gerade verschiedene Dinge sind, in der zyklischen Geometrie 
dagegen nicht. 

S. Das Wenige, was wir an dieser Stelle von der zyklischen Geometrie 
bringen konnten, muB noch nach zwei Richtungen hin erganzt werden. Die 
gleichsinnigen und gegensinnigen zyklischen Transformationen verwandeln 
lrIoebiussche Kreise in ebensolche, und zwar irreduzible (kUk92-k12k9l =1= 0) 
in irreduzible, reduzible in reduzible. Sie sind aber nicht die einzigen Trans
formationen dieser Art; vielmehr sind sie noch durch zwei andere Scharen 
von je 00 8 Transformationen zu erganzen, die man durch Hinzufiigen des 
Konjugium x' = x, 11 = fj erhiilt (13, Zus. 2): 

(c) { A: = (I'll +~rl) ~ - (1'0 + ~(3)~' 
Ag = «'0 - Ira) Al + (1'11- ~rl) As; 

(Ilg - illl) ill - ("0 - ills) eg, 

(Ilo + ills) el +(Ilg+illl )ag; 

(d) {A:=(ro+ira:t?l ~(rll+ir:)e~ 
Ag = (- I'll + -1'1) !?1 + (ro-lr.) eg; 

{e:= (1l0-~"a)~1+(1l2-~lll)~' 
~=(-"II-'''1)A1 +("O+~"3)As· 

Sie sollen als gyaauykliBche Transformationen bezeichnet werden; Quasikolli
neationen (44, Zus. 1) unter ihnen sind die in 13, Zus. 3 angegebenen Trans
formationen. Damit haben wir die gesamte zyklische Gruppe; sie enthiilt 
alle Transformationen, die irreduzible Moebiussche Kreise wieder in eben
solche verwandeln. 

Femer haben wir noch einen Blick auf die reeUe zyklische Geometrie 
zu wenen. Ein Punkt (Al : All' !?l: !?s) ist· reell, sebald !?1: ell = Il : III' Als reelle 
zyklische und quasizyklische Transformationen sind daher die zu bezeichnen, 
die die Gleichung Al ell - AI el = 0 invariant lassen, d. h. die Membran der 
reellen Punkte des zyklischen Kontinuum. Dazu ist notwendig und hinrei
chend Ito: "1 : b. : ba = ro : r1 : r. : r8' Man kann dann bei jeder der vier Trans
formationsscMren mit einem Formelsystem auskommen, wenn man nur recIle 
Punkte betrachtet; im FaIle (a) zieht dann das System 

{ A~ = (1'0 + ira! Al + (I'I + irl! As, 
AI = (- ru +'1'1) A1 + (1'0 - ~Ya) As, 

das daneben stehende naoh sich, und ebenso ist es in den and ern drei Fallen. 
Die vier Formelsysteme reduzieren sich dann auf zwei; es fa.llen zusammen 
(d) mit (a), (c) mit (b); die beiden letztgenannten lassen sioh dann so schreiben: 

{ A~ = (rt+~rl) ~1 -(1'0 +~r.)~, 
AI = (1'0 - 'fa) 1s + (r. - -(1) 1t. 
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Das Zueammenfallen der zwei Formeleysteme jeder Schar in ein einzigee 
kommt dadurch zuetand,e, daB ein kompZexer Punkt durch zwei komplexe 
Koordinaten 11 : 19 und !?t: /:1g gegeben ist, ein reeller Punkt aber (wegen 
/:11 : /:1g = II : 12 ) bereits durch eine einzige komplexe Koordinate 11 : 1. oder /:11: e.· 
Do. von den akzessorischen Punkten nur der singuliire reeIl ist, so hat man 
den wichtigen Satz: 

Die Gesamtheit der reeUen eigentlichen Pwnkte der Ebcne ist unter Hinzu
nahme des singularen akzeBs01'ischen Pwnktes ein komplex biniires Gebiet. 

Darin liegt die GauBische Abbildung komplexer Zahlen auf die Punkte 
der Ebene begriindet (18, Zus. 3). 

Hierin mag man auch eine teilweise Motivierung fiir den Bau der Koe£fizienten 
in den Formeln (a) bis (d) erblicken. Sie sind ferner so eingerichtet, daB man 
irgend zwei Transformationen der vier Scharen bequem zusammensetzen kann, 
ebenso wie es mit den Bewegungen in 14, Zus.23 (S.56) geschah. Statt der 
Euklidischen Quaternionen haben wir jetzt aber ein anderes System komplexer 
Zahlen in vier Einheiten zu verwenden, das del' Hamiltonschen Quaternionen, 
die die Multiplikationstafel be£olgen 

eo e1 e. ea 
c1 -eo ea -c2 

e2 -ea -eo C1 

es c. -e1 -eo 
Sci dann, wie auf S. 56 

l' = 1'0 eo + 1'1 C1 + r.e. + rsea' ~ = ~oeo + ~le1 + ~2e. + ~3e3' 
r = 1'0 Co - 1'1 e1 - "2 e. - ra ca, 

r = ro~ + r1 e1 + r.e. + raca, 
usw., so ist fiir T T' = T" (44, Zus.1) 

~ = ~oeo -lJ1 e1 -d.t'. -dsca, 

;) = 80 eo - ~l C1 - d.e. - ~ca' 

T'=A: 1'''=1'1'', ~"=~~', 

T'=B: r"=~r', ~"='Y~', 

T'=C: r"=rr', lJ"=blJ', 
T' = D: 1''' = '51", ~"=rlJ', 

wenn die Parameter der Transformationen T, T',. T" der Reihe nach mit 
(r,.~), (1", ~'), (1''', ~'') bezeichnet werden. T'=A bedeutet, die Transforma
tion T' gehort der Schar (a) an. Ohne weiteres veratandlich sind jetzt die 
symbolischen Gleichungen 

AA' =A", BA'=B", OA' = 0", DA'=D", 
AB' = B", BB'=A", OB' = D", DB'=O", 
AC' = C", BC' = D", 00' = A", DO' = B", 
AD'=D", BD'= 0", OD' =B", DD'=A". 

Hieraus sieht man auch, daB Gruppen gebildet werden von 

IA,B,C,DI, E!], ~, IA;DI, 0· 
SchlieBlich kann man noch fordern, die Transformationen der zyklischen 

Gruppe selbst, d. i. nicht bloB ihre Zusammensetzungsformeln, mit Hilfe der 
Hamiltonschen Quaternionen so anzugeben, wie es in U, Zue.24 fiir die 
Bewegungen geschah. Das gelingt bei anderer Koordinatenwahl. 



Zyklisohe Gruppe. 209 

Wir stellen einen p"nkt des zyklischen Kontinuum nunmehr durch zwei 
Systeme von je drei VerhiiltnisgroBen dllr: 

Xll : Xlii: Xl., Xrt : XI'S: x"., 
zwischen denen die quadratischen Relationen 'bestehen: 

Es 8011 8ein 
Xll : XIS: Xis =A,l-li:i (A,i +A,:): - 2A,lA,9' 

X"l :X"9: XI'S = el-f}:: -i (tli + e:): - 2 e1e9' 
A,l: A,iI = Xll -iX19 :-XI3 = Xis: Xll +i X/g, 

el : es = X"l + iXQ : - XI'S = XI's: Xl - iXI'g' 
Ferner sei 

Xl = X/t6l +XI9~+XI363' X,. = X"l61 +XI'969 + X,.. 6, 

usw. Dann werden unsere Transformationsformeln sehr elegant: 

(a) 

(b) 
..x/=rXlr; 
X/=rXI'r, 

Xr' = ;;XI'~; 
X,.' = ;;X/~; 

(c) Xl =rXlr, X,' = ~Xr~; 
(d) X/ =rXI'r, X,.' =1x/~. 

Die symbolische Gleichung BA I = B" beweist man jetzt so: 

Xl" = f' Xl 1" = fir xrrr' = i''' ~rr", } 
Xr"=~'X/~'='5'dXI~~'=d"X/~", vgl. 15, Zus. 15.16, 

wo 1''' = ",,', ~"= ~~, gesetzt ist. Entsprechend in den andern 15 Fiillen. 

Die Gleichung eines MoebiusBchen Kreises 

kll A,le.. + k19 A,le2+ ~llsel + kuA,gtls = 0 
hat drei wesentliche Koeffizienten. Diese lassen sich daher alB homogene 
Koordinaten einer Ebene im Ra deuten (nAbbiIdung IV"). (VgI. 18, Zus. 4.) 

Ein Moebiusscher Kreis ist reeH zu nennen, sobald er das Konjugium 
gestattet. Dazu iilt notwendig und hinreichend k11 = kll , k22 = k22' k12 = k21 . 
(Zus. 2). Will man von diesem reellen Kreise nur reelle Punkte betrachten, 
so ist statt kll A,lf}l +k12A,t!?9+k12A2tll +k22 A,2tl2= 0 zu setzen: 

k11 A,)-l + kl9 A,J2 + kl2A,2Il + k29 A,g4 = O. 
Die linke Seite dieserGleichung ist eine biniire Hermitesche Form (5, Zus. 2; 
18, Zus.4). Damit ist das geeignete Mittel gefunden, die Aquivalenz von 
gerader Linie und rundem Moebiusschem Kreis in der r66llen zyklischen 
Geometrie auch analytisch zum Ausdruck zu bringeD. 

Die Bezeichnung. nGeometrie der reziproken Radien" (Zus. 1) erkliirt sich, 
wenn man der Spiegelung am Kreise X2 + y2 - 1 = 0 die Gesamtheit der zu 
ihm konzentrischen Kreise unterwirft (S. 32). 

1st in der gegensinnig zyklisch en Transformation (b) in Zus. 2 

~o : ~l : ~9 : ~3 = 1'0 : - 1'1 : - rg : - 1'3-> 
80 ist sie die Inversion (Spiegelung) am (irreduziblen!) Moebiusschen Kreise 

(1'0 - irs) A,le~ + (1'9 - irl) A,l e2 - erg + ir1) Agel + (1'0 + irs) lstls = 0, 
also insbesondere (1'0 - irs == 0) die Spiegelung an einer geraden Linie. 

Beck. Koordinatengeometrle' der Ebene. 14 
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Setzt man ~ = A, (11 = (I, verzichtet also auf die akzessorischen GeMlde, 
~ (Is 

so ha.t man in den Formeln 
A' "'" f(A), (I' = rp «(I) 

A' = f «(I) , (I' = rp (A) 
die Bogenannten gleichsinnig (gegensinnig) konformen Punkttra.nsformationen, in 

A' = feI) , (I' = rp@, 

A' = fCe), (I' = rp(I), 
zwei weitere Scharen von Transformationen, die jetzt Bachgemii.B als quasi
konform zu bezeichnen Bind. Daher riihrt der Name konforme Geometrie. Die 
zyklische Gruppe ist eine Untergruppe der aus den Ietzten vier Scharen be
stehenden kontormen Gruppe. 

4. Birationale Transformationen haben wir bereits in der von uns so ge
nannten Inversion an Ellipse, Parabel und Hyperbel (2~, Zuss. 10. 12) kennen 
gelernt, und auch die Inversion am Kreise gehort dazu. Auch die Kollinea
tionen sind dazuzurechnen, denn der Zusammenhang zwischen einem trans
formierten Punkt und dem urspriinglichen ist rational, ebenso wie der umge
kehrte Zusammenhang. Die Gesamtheit alIer birationalen Punkttransformationen 
bildet eine Gruppe, in der andere Invarianten auftreten, als in der Kollinea
tionsgeometrie. Gegeniiber Kollineationen bleibt der Grad einer algebraischen 
Kurl'e erhalten, gegeniiber Bonstigen birationalen Transformationen ist das 
nicht mehr der Fall. So geht bei der Inversion an der Parabel y2 - 2 x = 0 
(2<1, ZUB. 10) eine' Gerade ax+by+c=O iiber in -ax'+by'+c+ay'2=0, 
und das ist (immer?) eine Parabel. Der Grad einer Kurve wird in der Geo
metrie der birationalen Transformationen ersetzt durch das Geschlecht. ("Die 
Differenz zwischen der groBten Anzahl von Doppel- und Riickkehrpunkten, 
welche die Kurve, ohne zu zerfallen, haben kann, und der Anzahl dieser 
Punkte, die sie wirklich hat.") 

5. Laguerresche Geometrie. An Stelle der bisherigen Speerkoordinaten 
U o : u1 : u2 : ~3 (vgl. 22), die durch die quadratische Relation u~ - ul- u~ = 0 
verbunden waren, fiihren wir neue ein, die voneinander unabhii.ngig sind. 
Dazu setzen wir 

U o : u1 : u2 : Us = o~ + o~ : o~ - o~ : - 2 01 02 : 2°00 , 

wo bei dau,p. der GroBe °00 das doppelte Gewicht beizulegen ist, wie den 01> 0 •• 

Dann erhii.lt man 

((It =l= 0), 
oder 

000 = e~U3 (uo - 141), 01 =- (l2 U., 02 = (I.(uo - u1) «(12 =l= 0). 

Als Koordinaten des Speeres uo : u 1 : U2 : Us sollen dann die drei GroBen (°00 , 

°1 , 02) benutzt werden. Rie sind nicht homogen im bisher iiblichen Sinne, 
vielmehr stellen fiir e =l= 0 die Systeme (000; 0., 02) und (e2000; eOt> eo.) den
selben Speer dar ("Pseudohomogene" Koordinaten). AuszuschlieBen ist das 
System (0; 0, 0). Der uneigentliche Speer wird durch (1; 0, 0) geliefert; die 
isotropen Speere werden durch die Forderung 0; + o~ = 0 aus den eigentlichen 
Speeren ausgeschieden. 

Der Zusammenhang zwischen den neuen Speerkoordinaten und den Speer
zeigern (25, S. 122) wird durch die Formeln hergestellt 

{} {} 
01:09=tg2, 000:0~=p:2COS22' 
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eo daB der Ausdruck ~ + 6 ~; = tg(~ + 6:) wird, wenn 8 eine komplexe Zahl 

iet, die der Rechenregel 8 2 = 0 folgtl), indessen versagt diese Darstellnng fiir 
00 1 syntaktische Speere· (G9 = 0) und fiir aile ieotropen Speere (auBerdem T). 

Die allgemeinste ausnahmelos eindeutig umkehrbare analytische Speer
transformation ist jetzt 

(a) 112 = (ra - r1)G1 + ()'o + 1'2)112, { 
G~= (1'0-1'11)111 + (-ra -1'1)119, (r8-)'~ -1': +1'1 =1=0, n=l=0) 

nl1~ = {()'2-)'0)(~a -~1)-(~9 - ~o)(ra -71)}G~+2{rg~0-;-rOJ2-r8~1 +1'1 Ja} G1 Gg 

+ {era + r1)(~O + ~9) - (Js + ~1)(rO + r2)} 11: + (r~ -r~ - 1': + rl)Goo • 

wobei die acht homogenen GroBen 1'0' 1'1> 1'2' 1'8' ~o' J1 , ~2' Ja noch der Be
dingung unterworfen werden diirfen 

rOJO-r1~1-r2~2+r8~8 = O. 

Der Bau der Koeffizienten ist 110 gewahlt, daB die Transformati8n die duale 

GroBe ~ + 8 Go~ linear und gebrochen substituiert, falla n 2 = 1 ist: 
G2 G2 

Fiir diesen Ausdr.uck· ist zu setzen 

n= 1: n=-I: 

Wahrend bei Benutzung der dualen GruBen die Transformationskoeffi
zienten sich linear in den "Parametern" 1'0 ... ~s ausdriicken, sind sie bilinearr 
bzw. quadratisch, wenn man wieder zu den alten Koordinaten u iibergeht: 

1 
u& = (1'8 +r~+r~ +yl)lto+ 2(-)'31'1 -rOr2)U1 +2(-1'21'3 +rOr1)U2> 
ui = 2 (rSr1 - rOr2)UO + (1'8 - y~ + 1': - rl)u1 + 2(-1'11'2 + )'Or3)U2, 

(b) u~: 2 (r2ra + rOr1)uO + 2 (-r1r2 - rOr3)u1 + ()'~ + r~ - r~ - rl)t'2' 
n~-2~~-~~+h~-h~~+2~~-h~+h~-h~~ 

+ 2(rO~2 - r2~0 + r8~1 - 1'1 ~8)U2 + (1'8 - 1': - 1': +rVus• 

Diese Transformationen nennt W. Blaschke erweiterte Laguerrtsche Trans
formationen 2). Sie bilden eine siebengliedrige Gruppe, die nerweiterte Laguerre
sche Gr.uppe". Fiir n = ± 1 erhalt man eine gemischte sechsgliedrige Gruppe, 
die W. Blaschke als· Laguerresche Gruppe bezeichnet. Die Geometrie dieser 
Gruppen ist es, die als Laguerresche Geometrie bezeichnet werden solI. 

1) Zah~n der Form a + b8, wo 8 2 = 0 ist, nennt E. Study duale Zahlen. 
Siehe Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, Vorwort und § 23. Vgl. auch 
J. Griinwald, Dber duale Zahlen und ihre Anwendung in der Geometrie. 
Monatsh. fiir Math. 17, (1906). S. 81-136, besonders § 6. 

2) MonatEhefte fiir Math. u. Physik, 21. Jahrg. 1910 "Untersuchungen iihe 
die Geometrie der Speere in der Euklidischen Ebene". A. Loehr!, Die Laguerresche 
Gruppe der Ebene, The Tahoku mathem. Journ. 2 (1912). 

14* 
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Die beiden ereten Gleiohungen a) lassen Bioh eohreiben 

ot' + io,' = (Yo + iYa) (01 +iog) - (yg + iYl) (01 - iog), 

01' - io,' == (- Yi + iYl) (01 + io,) + (Yo - iys) (01 - io,). 

Fiir yg = i)'l verwandelt die Transformation (b) reohtaieotrQpe ,Speere 
(01 - io, = 0) in reohtsieotrope, aber nioht auoh linksisotrope (01 + iOg = 0) Speere 
in linksisotrope. Das iet nur dann der Fall, wenn 1'1 =)'9 = 0 iet: 

() u{= (y8-)'l)u1 +2roY3"'.l, { 
~ = (y8 + 1'1)'11.0 , 

c , 2 + (9 2) '11., = - Yo Y3 '11.1 Yo - Y3 '11.9, 
flU~ = 2(Ya ~o - )'0~3)UO + 2 (yo "1 - Y3"I)U1 + 2 (yo "I + )'3"1)'11.1 + (y8 + yl)"3· 

Sollen umgekehrt rechtsisotrope Speere in linksisotrope und linksisotrope 
in reohteieotrope iibergehen, eo hat man zu setzen Yo = Y3 = 0: 

(d) u{= (Yg2 -yl)ul -2Y1Y9 U9 , { 
u~ .(yl + Y:)Uo, 

u: = -2Y1Y2Ul + (Yl -),:)'11.2 , 

flU; = 2(Yl ~2-r9"1)Uo+2(-Yl "0+Y9 "3) U1 + 2 (-yg"O - Yl "3)U2 - (rf +y:)u3 • 

Die Traneformationen (0) und (d) sind keine Geradentransformationen. 
Sollen sie das werden, so muB jedesmal in der letzten Zeile das Glied mit '11.0 
versohwinden d. i. entgegengesetzte Speere miissen wieder in ebensolohe iiber
gehen. Dann Hefem immer zwei Speertransformationen dieselbe Geradentrans
formation, namlioh 

c) n; )'0' )'3' "0' ~1> "2' da und -fl; -Ya' Yo' -"3' "2' -~1> "0 (Y3~0-rO~a=0), 
d) n; /'1> ),g, do, ~1> "2' ~3 und -n; -Y2' Yl' ~3' -d2> d1> -~o (Yl~2-Y2~1=O). 

Die Geradentransformation wird dann erhalten, indem man bei den 
Speertransformationen die erste Zeile fortliiBt. Die Geradentransformation ist 
jetzt eine (0) gleiohsinnige oder (d) gegensinnige Dehnung; um die Formeln 
in 21, Zus. 1. 2 zu erhalten, muB man setzen: 

0) n=m; ro=~o=oco, r3=~3=OC3' ~1=mIX2' "2=-moc1, 
d) n=m; rl:=d1=-oc9, Y9=~2=OC1> ~o=moco' ~3=moc3 
oder 

0) n=-m; ro=~O=-OC3' r3=~3=OCO' ~l=-moc1> dg=-mocg, 
d) n=-m; rl=d1=OC1, r2=~2=0Cg, "o=-moc3, "3=mocO' 
Hieraus geht hervor, warum eine Dehnung in 13, Zuss. 4. 5 durch zwei Systeme 
von Parametem dargestellt werden konnte; es sind immer zwei versohiedene 
Speertransformationen, die AniaB zur selben Geraden- und Punkttransformation 
geben. Die beiden Soharen der gleichsinnigen und gegensinnigen Dehnungen 
wurzeln demgemaB in vier Scharen von Speertransformationen. Aus zweien 
dieser Scharen werden die beiden andem erhalten, wenn man die ausgezeichnete 
Speertransformation hinzufiigt, die jeden Speer in den entgegengesetzten ver
wandelt. Welche dieser vier Arten von Speertransformationen man als Deh
nungen bezeiohnen will, bleibt der Willkiir iiberlassen; eine solche Festsetzung 
wie in 22, S. 103 fiir die. Bewegungen und Umlegungen kann im allgemeinen 
FaIle nicht getroffen werden. 

Die Speertransformationen c) und d) waren bisher unter den speziellen 
Annahmen 
e) r.~o-roJ.=O, Yl~g-Y2Jl=O 
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betrachtet. LiBt man diese Forderung fallen, so stalleD sie eine gemischte 
fiinfgliedrige Gruppe dar, die aus den soeben untersuchten Transformationen 
durch Zusammensetzung mit den Dilatationen (25, Zus. 13) enteteht ("fiinf· 
gliedrige Dilatationsgruppe"). 

Die Scharen c) und d) konnen auch dadurch charakterisiert werden, 
daB eie aIle analytische Transformationen enthalten, die antitaktiBchIJ Speere 
(°11'1 +Os 1'S=O) in ebensolche verwandeln, wihrend syntaldischIJ Speere (01 "s-<1, 1'1 =0) 
in ebeneolche bei aUen Laguerreschen Transformationen iibergefiihrt werden. 
Dagegen werden bei den Traneformationen c) und d) entgegengeeetzte Speere 
nicht wieder in ebensolche iibergefiihrt, dazu muB vielmehr jedesmal eine der 
beiden Bedingungen e) hinzukommen. 

Wir bemerken noch, daB ee hier gelunge~ iet, die Bewegungen und Um
legungen auf einen gemeinsamen Ursprung zuriickzuverfolge'l, d. i. eine konti
nuierliche Gruppe anzugeben, die eie beide umfaBt. 

Die Gleichung 
au of + 2a1S o1 Os + aSS 01 + 2aool100 = 0 

stellt fiir aoo + 0 einen orientierten Kreis dar. Sein Mittelpunkt kann eben
falls ale orientierter Kreis aufgefaBt werden und hat dann die Gleichung (25, 
Zue. 10). 

(au - a99) (of - (1) + 4a12 01 02 + 4aoo ooo = O. 

Der entgegengesetzt orientierte Kreis heiBt 

a92 01- 2 a19 01 Os + au 01 - 2aooooo = 0, 

denn der orientierte Kreis vom Radius Yo und dem Mittelpunkt (;0' "10) hat 
die Gleichung 

(Yo - ;0) of + 2"10°102 + (Yo + ;0)0: = 2000' 

Die Potenz der j:Jeiden orientierten Kreise 

au 01 + 2a19 01 09 + a9201 + 2aoo ooo = 0 und bll of + 2b1S 01 O2 + blso: + 2 boo 000 = 0 

wird (25, Zus. 15) zu 

H(a, b) = - {(bu aoo - au boo) (b22 aOO - al2boo) - (b1S aOO - a12 boo)2}: a80b80· 

Die Potenz der beiden orientierten Kreise (;0' "10; Yo) und (;1> "11; Y1) wird 
demnach, 

(;0 - ;1)2 + ("10 - "11)2 - (ro - y1)2. 

Hieraus gewinnt man leicht die geometrische Bedeutung der Potenz fiir kon
zentrische orientierte Kreise. 

Zwei getrennte orientierte Kreise beriihren' sich, wenn ihre Potenz Null 
ist. Beriihrung zweier orientierter Kreise bleibt gegeniiber allen Laguerreschen 
Transformationen erhalten, absolutIJ Invariante ist die Potenz aber nur, wenn 
die Transformationen nicht der erweiterten Gruppe angehoren (nS = 1). 

AUII orientierten Kreisen bildet man Mannigfaltigkeiten von Bolchen, so 
z. B. das Buschel.orientierter Kmise 

(A au + p.bu)of + 2(A"ts + ,u b12)01 «1s + (.tass + p.b2S) 01 + 2 (.taoo + p. boo) 000 =-0, 
wo .t: p. verinderlich zu nehmen' ist, aber .t aoo + p. boo + O. Ferner diirfen die 
a nicht proportional zu qen b gewahlt werden. In diesem Biischel existiert ein 
orientierter Kreis vom Radius Null; man erhiilt ihn fiir A (all +as2) +p. (bll +bss) = O. 
Sein Mittelpunkt iet der Ahnlichkeitspunkt von a und b (und iiberhaupt aller 
Paare orientierter Kreise, die man dem Biischel entnehmen kann) (25, Zus.l1.) 
Sonderfalle ! 
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Ane orientierten Kreiee eines Biiechele haben zwei (getrennte oder zu
sammenfallende) Speere gemeinsam. 

Unter den Laguerreschen Transformationen erwahnen wir noch die Spie
gelung am orientierten Kreise. Es ist das eine involutorische Speertransformation 

-aooo~o = aooooo + au 01 + 2G1S 0 1 O"s + Gggo:, of = 01> 0: = 0.. (Goo =1= 0) 
Zugeordnete Speere sind zueinander eyn

taktiech; ihr Abstand wird durch den zu beiden 
syntaktischen Speer des orientierten Kreises 
halbiert. V gl. Abb. 45. 

Die orientierten Kreise lassen sioh den 
Punkten des Raumes so zuordnen, daB die Po
tenz zweier orientierter Kreise iibergeht in das 
Quadrat der Entfernung der zugehorigen Raum
punkte, und die erweiterte Laguerresche Gruppe 

Abb. 45. in die der Dehnungen des Raumes. Freilich ge-
schieht der Zusammenhang durch das Imaginare 

hinduroh. (.Minimalprojektion", vgl. die angefiihrte Arbeit von Blaschke.) 

Nach anderer Richtung hin laBt sich die Laguerresche Geometrie er· 
weitern, wenn man Transformationen der Form 

betrachtet. Diese lassen das Quadrat der Tangentialentfernung zweier orien
tierter Kurven ungeandert und sind deshalb von G. Scheffers (Math. Ann. 
60, 1905) als aquilong, von E. Study (Sitzungsberichte der Niederrhein. Ges. f. 
Natur und Heilkunde 1904) ala aquidiBtant bezeichnet worden. Sie stehen zu 
den Laguerreschen Transformationen in einer ahnlichen Beziehung, wie die 
konformen Transformationen (Zus. 3) zu den Kreisverwandtschaften. 

Deutet man die homogenen Speerkoordinaten uo, U1> u2 , Us als homogene 
Punktkoordinaten im Ra, so wird die Gesamtheit der Speere der Ebene da
durch auf die Gesamtheit der Punkte eines Zylinders (48, Zus. 2) abgebildet 
("Abbildung VE"). 

6. Zweites Geradenkontinuum. Am Schlusse von 45, Zus. 2 wurde aus
gesprochen, daB die Erganzung der eigentlichen Punkte durch and~re, nicht 
eigentliche, in verschiedener Weise erfolgen kann. Wir wollen jetzt zeigen, daB 
auch die Begrifisbildung der uneigentlichen Geraden nicht notwendig iet, 
sondern, daB man die Gesamtheit der eigentlichen Geraden noch auf andere 
Weise abschlieBen kann. 

(a) 

Die eigentZiche Gerade GX + by + c = 0 schreiben wir jetzt 

001 X + OOgy + Oa = O. 
Hieraus ergibt sich 

0= 0, 03=!'>OC (!,> =1= 0,0 =1= 0). 

Darin ist 0 =1= 0, una 01 und 02 diirfen nicht gleichzeitig verschwinden. 
Hiernach diirfen zur Darstellung einer eigentlichen Geraden vier pseudohomogene 
Koordinaten (vgl. 45, Zus. 5) verwandt werden, wenn man vereinbart, daB die 
Systeme 

(b) (0; 01' 09; Os) und (00; !'>01> !,>02; !,>(03) 

fiir !,>11 =1= 0 dieselbe Gerade ergeben. Ferner diirfen 01 und 02 nicht gleichzeitig 
verschwinden, und 0 muB von Null verschieden aein. 
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Es stellt also nicht jedes System (0; 01> 0.; 0.) eine eigentliche Gerade 
dar, und es ist zu untersuchen, wie weit die Ausnahmen durch eine neue Be
griffssohopfung beseitigt werden konnen. Dazu vollfiihren wir einen ihnliohen 
Grenziibergang wie in 20. 

Wir betraohten alle Systeme (to; 01> Oil; Os), worin o=l=O,o.=I=Osei. Da
duroh werden bei vera.n.derliohem t alIe eigentliohen Geraden eines Parallelen
biisohels geIiefert; ausgenommen die, welohe duroh den NulIpunkt liiuft DaB 
Quadrat des AbstandeS einer solohenGeraden vomNullpunkt wird ol : fiI 011 (01 +0:) , 
wobei wir nooh 01+0: =1= 0 vorausgeaetzt haben; der absolute Betrag dieser GroBe 
wichst iiber aIle Mallen, wenn t sioh der Null niihert. In der Grenze t = 0 wird 
also eine unendlloh feme Gerade dargestellt, oder, wie wir, um Verweohslungen 
vorzubeugen, sagen wollen, eine Grenzgeradc. Sie ist. nioht mehr duroh eine 
Gleiohung in Punktkoordinaten darstellbar, sondem lediglich duroh das System 
(0; 01> Og; 0.) definiert. Die Bedingung fiir die ParalleIitiit der beiden eigqnt
liebel!- Geraden (0; 01' Os; Os) und (~; ~1' ~; ~8)' niimIioh die Gleiohung 01 ~II-Oil ~1 = 0 
solI Parallelitiit auoh dann definieren, wenn eine Grenzgerade in Frage kommt. 
Dann ist die Grenzgerade (0; 01> Os; 03) zu allen eigentIiohen Geraden (to; 01> 
011; os> parallel. 

Nun konnte es nooh so soheinen, ais ob in diesem Parallelenbiisohel00 1 

Grenzgerade vorkiimen; kann dooh nooh O. willkiirlioh gewiihlt werden. Aber 
naoh der Pseudohomogenitiit sind aIle Systeme (0; 01> Oil; 0.) und (0; 01' 011; 00.) 
als aquivalent anzusehen, (0 =1= 0) und daher auoh in der Form (0; 01> 011; 1) 
darstellbar: In einem ParaUeZenbUschcl gibt CB nut' eine einzige Grenzgeradt. 

Wir erweitem den Begriff der Grenzgeraden, indem wir auoh fiir 
of + 01 = 0 das System (0; 01' Os; 1) als Koordinaten einer Grenzgeraden 
ansehen. 

Jetzt kommt der wesentliohe Untersohied gegen 20. Wihrend man dort 
immer ein und dieselbe uneigentliebe Gerade erhielt, wie man auoh den Grenz
iibergang ausfiihrte, so gewinnt man hier, wenn man von einem andem Parallelen
biisohel (t~; ~1> ~II; ~3) ausgeht, eine andere "Grenzgerade (0; ~1' ~g; 1). Sie 
ist nioht mit der vorigen identisoh, weil 01 ~II-Os ~1 =1= 0 vorausgesetzt wurde: 

Es gibt 00 1 Grenzgerade, in jedem ParaUelenbuachel tine einzige. Beiliiufig 
lei bemerkt, daB darin fiir die "Ansohauung" keine Sohwierigkeit liegt; ja, es 
darf behauptet werden, daB die Vorstellung von 00 1 solohen Grenzgeraden 
sogar ungezwungener ist, als die einer einzigen uneigentIiohen Geraden. 

Es sind nooh die Fiille zu erledigen, wo 01 und 011' oder 0 und O. gleioh
zeitig versohwinden. Dann ordnet man dem System keine Gerade zu, aus dem
selben Grunde, wie man etwa bei homogenen Punktkoordinaten x1> xg , x. das 
Wertesystem (0, 0, 0) aussohlieBt. Duroh geeignete Verfiigung iiber die Pro
portionalitiitsfaktoren (! und 0 wiirde man niimlioh BOBst das System der Koor
dinaten jerkr Geraden dem System (0; 01> ill; 0) oder (0; 0, 0; 08) beliebig 
nahe bringen konnen. 

Somit ko~en wir zusammenfassen: JcdeB Systcm (0; 91' Oil; 0.) mit der 
Aquivalenebedingwng b) .teUt tine "Gerade" dew, wen'll, nicht 0 und O. oder 01 
und Os iJZeichzeitig tJer.chwinden. Far 0 =1= 0 ist die Gerade tigentlich, fUr 0 = 0 
wird einc Grenzgerade geUefert. 

Der neue Parallelitiitsbegriff hat zur Folge, daB jetzt ausnahmslo. der 
Satz gilt: Sind zwei Gerade tiner dritten parallel, so sind sic auch unter sich 
paraUel. 

Der Satz gilt nicht, wenn man, wie in der KolDneationsgeometrie, die 
eigentlichen Geraden duroh die uneigentliche Gerade abschlieBt (vgl. 20, Zus. 2). 
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Die allgemeinste an&lytische Transformation, die Gerade in Gerade ver
wandelt, findet man dun, wenn man auf das Gewioht der einzelnen Koordi
naten aohtet, &Is 

{ 
9'=A9, 

c) g{=A11 91 +A1I 92' 
O~ == Ag191 + Agg Qg, 

0: = A319\11 + A32 992 + A33 93' 

In der ersten Zeile darf reohts kein weiteres Glied auftreten, weil auSer 
9 keine Koordinate das Gewioht 0 besitzt. Entsprechend erklaren sioh die 
beiden niohsten Zeilen. In der letzten Zeile hat jedes veranderliohe Glied dall 
Gewioht !!O, und weitere Glieder der Art kann es nicht geben. 

Durch passende Verfiigung iiber die Proportionalitatsfaktoren !! und 0 
laa,. sioh (Aa3 und) A der Einheit gleich maohen. Dann laSt sioh leicht an
geben, wie die eigentlichen Geraden duroh die Transformationen der (nioht aoht
sondern) seohsgliedrigen Gruppe 0) vertausoht werden. Man darf dann ho
mogene Geradenkoordinaten einfiihren und find et (vgl. 29, (1» 

{ 
~:. = All~l + A19~2' 
~: = Agl~l + Agg~g, 
~; = Aa1~l + A82~2 + Aaa!;s' 

Das sind aber die Affinitaten (21, Zus. 7). 

Auch die Grenzgeraden werden nur unter BlOb vertausoht (aus 0 = 0 folgt 
9' = 0). 

Somit gibt es zwei affine Geometrien mit der Geraden als Raumelement. 
Sie untersoheiden sioh dem oberflachlichen Blick durchaus nicht, Bondern erst 
bei Einfiihrung der uneigentlichen Geraden bzw. der 00 1 Grenzgeraden. Einen 
solchen in beiden Geometrien verschieden lautenden Satz haben wir schon auf
gefiihrt. Ein anderer wiirde sein: 

Zwei (ala Geradenmannigfaltig
keiten aufgefaSte) Parabeln haben stets 
die uneigentliche Gerade gemeinsam. 

Zwei (als Geradenmannigfaltig
keiten aufgefaUte) Parabeln haben eine 
Grenzgerade nur dann gemeinsam, wenD. 
ihre Achsen parallel sind. 

Die einfachsten Geradenmannigfaltigkeiten in der neuen affinen GeQ
metrie sind (wir geben jedesmal das Gewicht in den!! und 0 an): 

\ 

0: 9 = O. Die Gesamtheit aller 00 1 Grenzgeraden. 
!!: a, 9, + ag 92 = O. Parallelenbiischel. 

!!o: 1lt091+ag09g+aa9a=0. Fiir aa=O ist die Figur reduzibel und be-
steht a.us einem Parallelenbiischel nebst der Schar aller Grenzgeraden. Fiir 
a3 + 0 wird die Gesamtheit der Geraden aurch einen eigentlichen Punkt ge
liefert (Geradenbiischel). 

Es ist bier also nicht moglich, Geradenbiischel und Parallelenbiischel 
duroh ein und dieselbe Formel darzustellen, wie es in der urspriinglichen a.ffinen 
Geometrie war (a'~l + a2~2 + as!;s = 0); hier wiJ"d dann vielmehr das Parallelen
biischel nicht rein dargestellt, sondern in Verbindung mit der Schar aller 
Grenzgeraden. 
!! OS : 9 (a, 9 0, + as 9 92 + aa Oa) = 0 . Die Figur ist reduzibel. 
!!IO: (A11 9: + 2 A12 9, 92 + Ags9:) 9 + 2 (A13 91 + A23 92)93 = O. Falls A13 und 
~8 nicht gleichzeitig verschwinden, werden die eigentlichen Tangenten einer 
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PlJrlJbd geliefert (vgl. 19. 70), dazu die Grenzgerade (0; .(,., -.All; 1). Ein 
Aosnahmefall ! 

Die Ellipsen, Kreise und HyperbeIn ersoheinen aber unter einer anderen 
Gestalt (IAllA.Aaal + 0): 

eiai : ,Au9 2 0: + 2,A199 2919g + ~929: + 2A13 9919a + 2,A2a9999a + A3aOI = O. 
Hierin darf dann A33 nioht versohwinden. In dem ausgesohlossenen Falle 

wird abel nioht eine Parabel dargestellt, sondern eine reduzible Mannigfaltigkeit, 
bestebend aus einer Parabel und der Sohar der Grenzgeraden. (Die Parabel 
wird nioht rein dargestellt.) 1m Gegensatz dazu besteht fUr A33 + 0 die 
Mannigfaltigkeit nur aus eigentliohen Geraden. 

In dem bier behandelten Zweige der Geometrie findet die Sonderstellung 
einen Ausdruok, die die Parabel der Ellipse und Hyperbel gegeniiber in der 
elementaren Betraohtnngsweise einnimmt. Die Koordinate 9 (das Verhii.ltnia 
98 : 9) tritt das eine Mal in erster, das andere Mal in zweiter Potenz auf; 
d. i. die Parabel hat in jedem Parallelenbiisohel nur eine Tangente, die iibrigen 
irreduziblen Kurven 2. Ordnung dagegen zwei. 

Allgemeinere Untersuohungen, die sioh auf diesen Zweig der Geometrie 
beziehen, fiJ:\den sioh bei H. Mohrmann: Bestimmnng alIer Normalflachen mit 
transitiven automotphen Gruppen von projektiven Transformationen, Rendi
oonti del oiroolo matematioo di Palermo Bd. 32 (1911). Elementarer ist die 
Behandlnng des Verfassers in Zeitsohrift fiir math. u. naturw. Unterr. Bd. 40, 
(1909) "Eine neue Liniengeometrie in der Ebene". Dort s!nd als Koordinaten 
der eigentliohen Geraden a x + by + c = 0 verwandt die GroBen 

x1 =-b, ~=a; xll =-ac, ~=-bc, 

80 daB die Systeme 

(~, ~; ~1' ~2) und (d1 , 'f~; Tg~v T2~) (T+ 0) 

dieselbe Gerade liefern. Die Grenzgeraden ersoheinen dann als (0, 0; xu, ~2)' 

Auoh diese Koordfnaten sind demnach pseudohomogen; sie sind aber nioht 
voneinander unabhii.ngig, sondern geniigen der Identitat 

X1~1 +~~g = O. 

Diese Koordinaten bringen den Zusammenhang dieses Zweiges der ebenen 
Geometrie mit einer groBen raumliohen Theorie zum Ausdruok, der "StrahIen
geometrie" von E. Stu d y, die in dessen Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903 
ausfiihrlioh behandelt ist. DemgemaB ist in der Arbeit von 1909 der ne,ue 
Begriff der geraden Linie duroh das Wort Strahl bezeiohnet, 

Der Zusammenhang zwisohen den Strahlenkoordinaten (Xl> x2 ; Xu, ~2) 
und den bisher benutzten· wird dann duroh die FormeIn geliefert 

Xl =- 9_Va, ~ = 91 vg; Xu =- 9193' ~ =- 9293' 
wobei das Vorzeichen von V9 gleiohgiiltig ist (nur 'muB es beide Male gleioh 
genom men werden). 

Die Transformationsgruppe 0), die dieser Strahlengeometrie zugrunde 
Iiegt, kann dann so geschrieben werden: 

d) I;=-A12~+Au~, { 
It=A22~ -A21~' 

I 1t=-,A12 Aag I ?+ (A12 A31 +AuAs2)11~-,AllA81X:+Asa(A11~1 + A12~2)' 
x.:=-A22 A s2 Il+ (A22 A 31 +A21A39)11~-A21 A811:+A33 (A21111 + A_2122)· 
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7. Zweites Speerkontinuum. Nachdemes gelungen ist, die Mannigfaltig
keit der 00· eigentlichen Geraden anders abzuschIieBen als in der Kollineations
geometrie, niimlich durch001 Grenzgerade, wird es nicht mehr iiberraschen, daB 
auch die Mannigfaltigkeit der 00 9 eigentlichen Speere sich statt durch den 
uneigentlichen Speer durch 00 1 "Grenzspeere" ergii.nzen liiBt, wodurch dann also 
wieder ein neuer Zweig der Geometrie erklii.rt ist, der zu einer, wie wir sehen 
werden, siebengZiedrigen Transformationsgruppe gehort. 

In 45, Zus. 5 war ein Speer durch die pseudohomogenen Koordinaten 
(0'00; "'1> ( 2) dargestellt. Er sei eigentlich, so daB also 0 1 und O2 nicht gleich
zeitig verschwinden. Dann setzen wir 

(a) 0'00 = ~oo, 0'1 = ~ ~l' 0'2 = iii i3., 
und benutzen ala neue pseudohomogene Speerkoordinaten die GroBen (iii; iill>~'; ~oo)' 
Ihre Homogenitii.t besteht darin, daB die Systeme 

(~;~V~2;~00) und (0 iii; eiil" eiil.; e"o"~oo) 

denselhen Speer darstellen (0' + 0, e + 0). Darin liegt derUnterschied gegen 
die ii.uBerlich ebenso aussehenden pseudohomogenen Geradenkoordinaten. 

Vorauszusetzen ist, daB 111 und ~. nioht gleichzeitig verschwinden; fiir 
einen eigentliohen Speer muB ferner ~ + 0 sein. Zwei eigentliohe Speere iii 
nnd ~ * sind syntaktisch fiir ~l 11.* - 112 iill * = 0, und durch diese Bedingung 
soIl die Syntaxie auch erkliirt werden, wenn die jetzt zu definierenden Grenz
speere mit in Frage kommen. Zu diesen gelangen wir nun ganz entspreehend, 
wie auf S. 215 zu den Grenzgeraden. Wir betrachten die eigentliohen Speere 
eines syntaktisohen Biischele 

til; IIv iii"; 1300 

und gehen zur Grenze t = 0 iiber. Dadurch erhalten wir in jedem Biischel 
Byntaktischer Speere einen unendlioh fernen Grenzspeer, der duroh das System 
(0; i3v II.; 1100) erkliirt ist und auch wegen der Pseudohomogenitiit der neUf:'n 
I!peerkoordinaten so geschrieben werden kann: (0; 131> ~2; 1). In den friiheren 
Speerkoordinaten kann er nicht dargestellt werden, ebensowenig wie der un
eigentliche Speer in den jetzigen Speerkoordinaten. 

Die Struktur der zugehorigen Transformationsgruppe, findet man leicht, 
wenn man bedenkt, daB das Gewicht e2 0'2 auBer ~oo nur nooh die Koordinaten
verbindungen ~2il12, ~·il1~" und iil2 iiI.2 besitzeu: 

{ 
iiI'=aiil, *' *' 

(b ) ~{ = *' bu ~l + b1• ~2' a C (bu bg• - bu b21) + o. 
-il; =.. b21 ~1 + b2.1I9 , 

IIrio = C 1I00:t Cu II" II! + 2 Cull" ~l~" + c"" I" I:. 
Von den neun Koeffizienten lassen sich zwei durch passende Wahl der Pro
portionalitii.tsfaktoren e und 0' auf eins bringen, so daB nooh sieben Koeffi
zienten wesentlioh sind; die Formeln (b) stellen eine Biebengliedrige Gruppe 
von Speertransformationen dar. 

Betrachten wir als Objekte dieser Transformationen lediglioh eigentliche 
Speere, so finden wir sofort, daB die Gruppe (b) die erweiterte La{J'Uerresche 
Gruppe iet, nur eben in andem Speerkoordinaten dargestellt. Statt (a) konnen 
wir nii.mlich auch echreihen 

0'00 = 1100 : It, 0'1 = ~1' 0'. = ~2' 
Setzt man nun noch in den Formeln (b) den Koeffizienten a = 1, so geht 

die letzte Zeile hei Division durch ~~ iiber in 
O'rio = c 0'00 + Cu af + 2 C12 0'1 0'. + Cg2 01, 
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und duroh Vergleiohnng mit S. 211 Formeln (a) ist nnsere :Qeh&'uptung er
wiesen. 

Somit gibt es wieder zwei Laguerresohe Goometrien, ahnlioh wie es zwei 
affine Geradengeometrien gab (S. 216) und zwei Dehnungsgeometrien mit dem 
Punkte als Raumelement (S. 206). 

Als Beispiel fiir korrespondierende Siitze fiihren wir nur an: 

Sind zwei Speere zu einem dritten Sind zwei Speere zu einem dritten 
Speer syntaktisoh, so brauohen me syntaktisoh, so sind sie auoh selbst 
nioht selbst syntaktisch zu sein. syntaktisch. 

Ein Zusammenhang der hier behandelten, von W. Blaschke 1) als zweites 
Speerkontinuum bezeichneten Speermannigfaltigkeit und dem auf S. 214 
erkliirten zweiten Geradenkontinuum liiBt sich leicht angeben. Die Gerade 
g; gl"'2; 08 wird orientiert durch Einfiihrung der GroBe 00 = V 01+ 01. Jetzt 
ka.nn man setzen (vgl. dazu die entsprechenden Formeln in Zus. 5): 

00 = ~1 + 91, 01 = ~1- 9:, O. = - 2 91!g, 0 = ~t, 93 = 2 ~oo· 

Damit hat man eine zweite Moglichkeit, die Speere des zweiten Kontinuum 
durch Koordinaten darzusteIlen; die Systeme 

(0; 00' 01' 02; 0.) und (ag 0; e2 Oo,(?' 011 e2 Og;{l' a' Os) (e a =1= 0) 
oder also 

(0; 00' 01> 0.; 0.) und (a* 0; e* 00' e* 01> e* 0.; e* a* 93) (e*a* =1= 0) 

stellen dann denselben Speer dar. Diese Koordinaten (Koordinaten "zweiter" 
Art) haben vor den (9; ~1> ~.; 900) (Koordinaten "erster" Art) den Vorteil, daB 
sie die Beziehung zwisohen entgegengesetzten Speeren durohsiohtiger zum Aus
druok bringen. Entgegengesetzt sind die Speere 

nnd 

Es ist aber zu beaohten, daB die Koordina.ten zweiter Art der Relation 
geniigen: 

oC-ol- 01 = O. 

SohIieBIioh lassen sioh fiir die Speere des zweiten Kontinuum noch 
a.ndere KoordinateD angeben. Setzt man IC - Il- II = 0, wo Il und !g die 
a.uf S. 217 a.ngegebene Bedeutung haben, so kann man die GroBen la, I 1 , 

!g; Iu,!g. als SpeerkoordiDateD verwenden: 

I o =90Vg, I 1 =-OgVg, I g =OlVO; Iu=-910s, !gg=-O.O.· 

Identisch sind dann die Speere 

(!O, I 1,!g; I u , I 1i) und 

Die Speare 
(Io' l\, !g; ~1> I gi) 

sind entgegengesetzt. 

(y =1= 0). 

und 

Zwisohen dieseD Speerkoordinaten dritter Art besteheD aber zwei 
Relationen, 

1) In der a.uf S. 211 zitierteD Arbeit, § 11, 
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8. HermiteBche Geometrie. Alle bieher aufgefiihrten Zweige der Geometrie 
hatten die Eigenschaft, die elementare Geometrie zu umfassen, insofern die zu
gehOrigen Gruppen die Gruppe der Dehnungen als Untergruppe enthielten. 
Es iet somit nicht nur die Kollineationsgeometrie eine Erweiterung der alemen
taren Geometrie, sondern ebensosehr die Geometrie der Kreieverwandtschaften, 
die affinen Geometrien im ereten und zweiten (Zus. 6) Geradenkontinuum nicht 
minder als die Laguerreschen Geometrien' im ersten (Zus. 5) und zweiten 
(Zus. 7) Speerkontinuum. 

Nur die reelle elementare Geometrie umfaBt ein anderer Zweig der Geome
trie, der im reellen Gebiet v(JZZig mit d~r reellen elementaren Geometrie iiber
einstimmt, insofern auch !lr im Punktkontinuum der Kollineationsgeometrie 
arbeitet. 1m komplexen Gebiet verhaZt er sich dagegen ganz ander8. 

Da uns das Verhalten der uneigentlichen Punkte hier nicht weiter in
teressiert, bedienen wir uns inhomogener Punktkoordinaten (x, y). Dann legen 
wir die Transformationsgruppe zugrunde 

(a) x = e. Po 1 Pa x e . pg ~ PI Y ql ~ rl> { ' ''I'( +' ) + I'I'( +' ) + +' 
(p~+pf+pl+p: =+= 0). y' = e·'I'(- P.+ipl) x+e''I'(po -iPa)Y +q. +i ro. 

Die GroBen 1p, Po, ... Pa, ql> q., r1 , r. sind samtlich als reell vorausgesetzt. 
Die Gruppe ist daher neungliedrig (bei Zahlung reeUer Konstanten, wo die 
Gruppe aIler KoIlineationen nicht ala achtgliedrig, sonaern als sechzehngliedrig 
zu bezeichnen ist; vgl. 15, S. 58). Wir nennen sie im AnschluB an eine 
Terminologie von,E. Study 1) die Gruppe der (EukZidischen) HermiteBchen Kolli
neationen. 

Wir transformieren zwei Punkte (Xl> Yl) und (x., y.). Dann wird 

x: -x; =el'f'(po+iPa)(X1 -X2 )+ e''I'(P2+ipl)(Yl-Y.)' 

yf - y~ = e"'l' (-P.+iPl)(X1 -X.)+ ei'l' (Po - iPa) (Yl - 1111)· 

und daraus 

(x: -xn (x: -x;) + M -y;) OJ: -1m 
= (p3+pf+pl+pl)' {(Xl-X.) (X1-X2) + (Yl-Y.)(llt --Yo) }. 

(b) 

Der reeUIl Ausdruck 

(Xl - x.) (Xl - X.) + (J/t - Y.) Cih - Y.), 
der somit (relative) Simultaninvariante gegeniiber Hermiteschen Kollineationen 
ist, heiBt (nach Study) d~s Quadrat der Hermiteschen Entfernung der beiden 
Punkte (Xl> Yl) und (x., Y.) (vg. S.22). Fiir zwei getrennte Punkte ist er stete 
positiv. 

Betrachtet man nur rlleUe Hermitesche Kollineationen (1p = 0 mod :rt , 
PI = Pa = r1 = r. = 0), so erkennt man sofort, daB sie reelle gleichsinnige Deh
nungen im bisher iiblichen Sinne sind. Betrachtet man dann als Objekte 
dieser 'i'ransformationen nur reeIle Punkte, 80 geht der Begriff der Hermiteschen 
Ent(ernung in den bisher alB Entfernung bezeichmten Begriff uber. (V gl. 7, Zus.4.) 

Das Quadrat der Hermiteschen Entfernung wird absolute Invariante, 
wenn man nur die Transformationen einer achtgliedrigen Gruppe von Hermite
schen Kollineationen zulaBt (P3 + pf + pl + P: = 1), und diese bezeichnet 
E. Study als HermiteBche Bewegungen. Die reellen Hermiteschen Bewegungen 

1) "Kiirzeste Wege im komplexen Gebiet", Math. Ann. 60 (1905). Verh. 
des III. Internat. Math. Kongr. Heidelberg 1904. 
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stimmen wieder mit den gewohnlioh loIs Bewegungen bezeichneten Transforma.
tionen iiberein. 

Der Ort aller Punkte, die gegen einen festen Punkt (a, b) konstante Her
mitesohe Entfemung haben, werde loIs Hermitescher Kreis bezeiohnet: 

(x-a)(x- a) +(y - b)(y-b) - r9 = 0, (r=r> 0). 
1st noch a = Ii, b = b, d. i. der nMittelpunkt" realI, 
(0) (x -a) (X -a) + (y - b)(y-b)- r 9 = 0, 
80 stimmt sein realler Zug vollig mit dem reellen Zuge des reellen Kreises 
(d) (x-a)9+ (y- b)9 - r9 = 0 
iiberein. Wahrend dieser lober, bei Ziihlung reeller Konstanten, 00 2 imaginare 
Punkte besitzt, hat der Hermitesohe Kreis (c) deren 00 9• (Vgl. 7, Zus. 4.) 
Er ist also keine Kurve, sondern (44, Zus. 7) ein (spezieller) Punktkomplex. 
Wiihrend femer der Kreis (d) zwei imaginare uneigentliohe Punkte besitzt, 
besteht der Hermitesohe Kreis (0) auoh im komplexen Gebiet nur aus eigent
lichen Punkten, denn man kann (0) bei Einfiihrung homogener Koordinaten 
auch so schreiben: 

(Xl as - Xs ( 1) (Xl aa - xa al ) + (X2 a3 - Xa ( 2) (xg as - Xs ilg) - r2 as a3 Xs Xs = o. 
Setzt man jetzt xa = 0, so bleibt iibrig 

as as (XI X1 +Xg Xg) = O. 
Der Ausdruck in der Klammer ist stets reell und positiv, d. i. er kann 

nicht verschwinden, die andern Faktoren tun es nach Voraussetzung nioht. 
(Erst bei Einfiihrung hyperimaginarer Punkte wiirde der Hermitesche Kreis 
uneigentliche Punkte erhalten.) Ebenso gibt es im komplexen Gebiet keine 
getrennten Punkte von der Hermitesohen Entfemung Nw.ll. 

Ais Fundamentalgebilde im Sinne des Erlanger Programms (S. 202) fiir 
die neue Art von Geometrie, vergleiohbar dem Paar der absoluten Punkte (44), 

Xa=O,X12+X22=O 
in der Geometrie der Dehnungen, gilt das Gebilde 
(e) xs=O, X l Xl +X2 X9 =0, 

weltJhes im Anschlull an 44, Zus. 5 loIs ein Faden zu bezeichnen ware (der 
freilich loIs Punktmannigfaltigkeit erst im hyperimaginaren Gebiet existiert). 
Um die automorphen Kollineationen (vgl. 16, Zus. 10, 43, ZUIl. 13) dieses Ge
bildes handelt es sich in der Hermiteschen Dehnungsgeometrie. D. i.: Es 
werden diejenigen Kollineationen betrachtet, fiir die infolge von (e) auch 

x~ = 0, xpf + x~ x~ = 0 
wird, oder die den Schnitt (e) einer binaren Hermitesohen Form und einer 
linearen Form in sich iiberfiihren. 

Man wird dann aber auch die QuasikoZlineationen (44, Zus. 1) dieser 
Eigenschaft betrachten: 

(f) { x' = e~'I' (P1 - ips) x+ e~'I' (-P3+ ipO)y+ql+irl , (p8+pf+p:+pl =F 0) 
y' = e''I' (-Pa-ipo)x+ e''I' (-Pl-ip2)y+qg+irs' 

wo V' ,Po· ... P3' qu qg, r l , r 2 reell sind. Auch fiir sie gilt die Relation (b). 
Bezeichnen wir sie als (EukZidische) Hermitesche AntikoZlineationen, so ist also 
das Quadrat der Hermiteschen Entfemung auch ihnen gegeniiber relativ. in
variant, und insbesondere fiir p3 + pl + P: + pl = 1 ("Hermitesche UmZegwn,gen") 
absolut invariant. Die zu den Hermitesohen Kollineationen und Antikollinea
tionen gehOrige Geometrie solI loIs EukZidiscke Hermitesche Geometrie bezeiohnet 
werden. 
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Die reellen Hermiteschen Antikollineationen (tp = 0 modn, pg= Po= r1 =r 11= 0 ) 
vertauschen nun die reellen Punkte genau so wie die rullen gegensinnigen 
Dehnungen 1). Es faUt dann js. der Unterschied zwischen Kollineationen und 
Antikollineationen fort. 

Die Hermitesche Geometrie, zu deren Ausbau noch gar keine Ansatze 
vorliegen, gebOrt also zu einer (bei Zahlung reeUer Konstanten) neungliedrigen 
gemischten Gruppe. Diese wiirde man jetzt in Geradenkoordinaten herstellen 
und dann beweisen, daB der Ausdruck 

II [ J (u1 iil + "9 iiB) (U1 v1 + 'iZg v2 ) 
cos ",V = ) 

(u,. "1 + ",g 'iZg) (Vl V1 + V2 V2 

eine absolute Invariante bildet; man wiirde den Ausdruck ['" vJ dann als 
Hermiteschen Winkel der beiden Geraden u und v bezeichnen. Sind diese 
beide reell, so fallt der neue Begriff mit dem bisher als Winkel bezeichneten 
zusammen. Damit hat man jetzt zwei Invarianten, aus denen sich die Her
mitesche Geometrie in derselben Weise aufbauen laBt, wie es mit der elemen
taren Geometrie geschah. 

1) Rier kann der Gebrauch des Wortes Antikollineation zu Verwechs
lungen nicht fiihren. VgI. die FuBnote auf S. 198. 
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46. Korrelationen. Wir haben bisher Transformationen kennen 
gelernt, die Punkte in Punkte iiberfiihrten, und auch solche, die 
gerade Linien wieder in gerade Linien verwandelten. Man kann 
nun auch verlangen, daB nach einem bestimmten Gesetze den geraden 
Linien Punkte zugeordnet werden. Ein Beispiel dafiir liefert der 
ProzeB, nach welchem einer Geraden ihr Pol in bezug auf einen irre
duziblen Kreis zugeordnet wird (30, Zus. 1. 2). Auch hier redet man 
von einer Transformation. Die ,allgemeinste ausnahmslos eindeutig 
umkehrbare Transformation dieser Art (vgl. aber Zus. 6) wird durch 
das System geliefert: 

(1) { 
x~ = all~l + a12~2 + a18~8' 
XI! = al!l~l + a22~2 + aIl3~S' 
x~ = a31~1 + a32~2 + a8S~3· 

Die Ahnlichkeit dieser Formeln mit 29, (1) und 30, (9) ist evident. 
Nur die geometrische Deutung ist eine andere, analytisch liegt das
selbe Problem vor. Wir konnen daher die Ergebnisse von 29 in 
weitem U mfange verwerten. 

Die Transformation (1) heiBt eine Korrelation oder Dualitlit. 
(Wir werden diese Ab bildung (Formeln 13 a b) der geraden Linien 
der Ebene auf die Punkte der Ebene als Abbildung III zahIen). 
Eine Korrelation ordnet ausnahmslos jeder Geraden ~ eindeutig einen 
Punkt x' zu, sobald die Transformationsdeterminante 

D = I all aliI! ass I 
von Null verschieden ist. Dann redet man von nicht singulliren 
Korrelationen. N ur solche sollen betrachtet werden, so daB der Zu
satz nicht singular nicht mehr immer erforderIich ist. 

Die nicht singulare Korrelation ist umkehrbar. Das heiBt, es 
laSt sich zu jedem Punkte x' riickwarts die Gerade ~ wieder finden: 

(2) { 
D~l = AllX~ + ~lX~ + A31X~, 
D~2 = A12X~ + Al!l!x~ + Asllx;, 
D ~3 = .AlSx~ + .A23x~ + A3SX~. 
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Hierin bedeutet 
(3) 

(4) 

Ai. = akk all - aklal", A"I = ail< ali - ail alk , A'k = a" a"i - au a kl • 

(i,k,l = 2, 3, 1; 3,1,2; 1,2,3). 
Wie in 29, (4). schlie.Bt man jetzt 

(x' y' z') = D(~ t) 3). 
Allgemeiner geht bei (nicht singula.rer) Korrelation der Bang 

dreier Geraden in den Rang der transformierten Punkte iiber; Be
weis wie in 29. 

(5) 

N ach 29, (5) ergibt sich 

{ 
~~ = Au Xl + Al\lX\I + AlSxS ' 

~II = ...4.\11 Xl + A211 x\I + ...4.IlS XS ' 

~~ = AS1 X 1 + AS\lxll + Assxs· 
wo y"";' = ~', t1i = x gesetzt iat. Die Korrelation ordnet also nicht 
nur einer Geraden ~ einen Punkt X' zu, sondern auch jedem Punkte x 
eine Gerade ~'. Beidemal sind aber die kontragredienten (30, Zus. 15) 
Transformationsformeln (1) und (5) zu verwenden. Aus beiden folgt: 
(6) (x'~')=D(x~). 

Sat z . Punkt und Gerade in 1Jereinigter Lage werden durek eine 
Korrelation (besser: durek kontragrediente Korrelationen) ubergefukrt in 
Gerade und Punkt in 1Jereinigter Lage. 

(7) 

Duroh Umkehrung von (5) erhii.lt man 
f D Xl = au~; + all1~; + a31~~' 
~ DXIl = alll~~ + a21l~; + aSIl~~' 
l DX3 = alS~~ + aIl3~; + a33~~· 

Man beachte genau die Verteilung der Indizes und Akzente in 
den Formeln (1), (2), (5), (7). 

Jetzt konnen wir zwei Korrelationen zusammensetzen. Vermoge 
(1) mit den Koeffizienten a wird ~ in x' iibergefiihrt, vermoge (5) 
muG x' weiter transformiert werden, etwa mit den Koeffizienten B. 
Dabei geht x' in ~"iiber. Durch Elimination der Zwischenwerte x' 
gewinnt man eine lineare homogene Abhii.ngigkeit zwischen~" und ~, 
d. i. eine Kollineation. 

Die 008 Korrelationen· bilden keine Gruppe. 
Fiir die resultierende Kollineation 

(i=1,2,3) 
erhii.lt man: 

(8) 

Cu = Bll all + Bill all! + B 13 0,31' Cu = Bu 0,12 + Bl'J al!ll + B 13 aS2 , 
Cl3 = Bu 0,13 + Bl\l ailS + B 18.aSS ' 

eu = Bu all + BIlIl au + BIl3 0,31' CIlIl = Bill au + B'JII aliI! + Blls aSI! , 
cllS = Bill 0,13 +·BIlIl ailS + B 23 a 33 , 

CSI = BSI all + BSII alii + Bss aSt , CSII = BSI 0,12 + BS2 0,22 + Bss a s\!' 

CS3 = BSI au + BSII 0,23 + Bas 0,38· 
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Diese Kollineation ist im al!gemeinen nicht die identische; 
auch nicht, wenn B =.A, d. i. wenn ein und dieselbe Korrelation 
zweimal nacheinander angewandt wird. Wird dann ~ in x' iiber
gefiihrt, sO dad man also nicht schlieBen, daB x' wieder in ~ 
iibergeht. 

Vorkommen kann es indessen, daB das System (8) die identische 
Kollineation ergibt. Dazu ist zu fordern, daB zunachst Cill = CIS = 0 
wird. Das liefert 

B ll : BIll: Bis =.Au: ~I: A31 , 

und solcher Systeme ergeben sich noch zwei andere. Die Bestimmung 
der drei Proportionalitatsfaktoren erfolgt durch die Bedingung 
Cu = CIlIl = css + o. So erhalt man 

BH = Aii' 

Daraus schlieBt man weiter 

bij = ail' bkZ = alk • 

Damit also zwei Korrelationen zusammengesetzt die Identitat 
ergeben (zueinander infJers sind, vgl. 29, Zus. 3), miissen die KoefJi
zienten der einen denen der andern bei der Spiegelung an der 
Hauptdiagonale entsprechen. 

Eine involutorische Korrelation muB also, da sie zu sich selbsi 
invers ist, symmetrisck gebaut sein, d. i. es muB sein aik = aki • 

Solche involutorische Korrelationen nennt man auch wohl Polariiliten, 
denn ein Beispiel fiir eine solche liefert die Beziehung zwischen Pol 
und Pol are in bezug auf einen irreduziblen Kreis. 

In die Behandlung der Korrelationen haben wir eine gewisse 
Unsymmetrie dadurch gebracht, daB wir sie als Transformationen 
~ -+ x' auffaBten, die einer Geraden einen Punkt zuordnet. Sie 
sind aber, wie wir gesehen haben, auch Transformationen x -+ ~', 
d. i. wir hatten auch von folgender Darstellung ausgehen konnen, 
und werden es weiter tun: 

(9) { 
~~ _ al1 Xl + aIllxll + aISXS ' 

~Il - a\l1xI + a ll2 x ll + a 2S x S ' 

~~ = aSlxl + aS2 x2 + assxs' 

D&nn waren wir, freilich durch andere Formelsysteme 
denselben Ergebxiissen gelangi. 

1. Die Korrelation 

x: = ~1 + 2 ~IP x; = ~2 + 2 ~3' x: = 2 ~. 

hindurch, zu 

hat die Determinante D = 2. Zu dem Punkte x' findet man die Gerade ~ 
wieder: 

2 ~1 = 2 x: - 4 x& + 4:1:; , 2 ~!I = 2 x~ - 2 x;' 
Bee k, Koordinatengeometrie der Ebene. 
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Die kontragredienten Formeln sind:, 

~: = 2 x" 1:: = - 4 Xl + 2 xlP 1:; = 4 Xl - 2 Xi + XI 
oder 2x1 =1::, 2%.=21::+1:;, 2X8=21:;+2~: .• 
Es ist nii.mlica ~1 = At9 = 2, Aaa = 1, A19 = A1• = A.g. = 0, Atl = - 4, A.al = 4 , 
A.a.=-2. 

2. Die beiden Korrelationen 

x: = 1:1 + 2 1:9 , X: = 1:9 + 2 1:8' X; = 2 1:8 , 
X: = 1:v X; = 2 1:1 + 1:g, x; = 2 1:9 + 2 1:8 

sind zueinander invers, d. i. sie ergeben, hintAreinander ausgefiihrt, bei be
liebiger Reihenfolge die identiBche Kollineation. 

3. BeBOnderheit der Korrelation 1:: = x., 1:: = - X9, 1:; = Xl· 

4. Zeige: Eine Kollineation und eine Korrelation ergeben, in beliebiger 
Reihenfolge zusammengesetzt, wieder eine Korrelation. Demnach bilden die 
Korrelationen, die fiir sich keine Gruppe bilden, mit den Kollineationen zu
sammen eine gemischte achtgliedrige Gruppe, die man die projektive Gruppe 
der Ebene nennt. Die Geometrie der Kollineationen und Korrelationen heiBt 
dann projektive Geometrie. 

5. Zeige: Sind zwei Gerade gl und g2 zwei Punkten Pl und PI korrelativ 
zugeordnet, so entspricht in derselben Korrelation der Verbindungsgeraden 
;:Pg der Schnittpunkt s:iJg. Das solI fiir nicht involtdorische Korrelationen 
bewiesen werden. Der Leser fiihre die Rechnung sorgsam durch und achte 
genau darauf, welche Elemente als urspriinglich, welche als transformiert zu 
gelten haben, und was fiir Formeln jedesmal in Frage kommen. Dieser Satz 
ist das Wesentliche am DuaUtatsprinzip, was wir bis dahin (31) nur formal 
gefaBt hatten. 

6. Die Transformationen 

{ 
x~ = aU!l + a12!g + a131., 
X9 = tlg11:1 + tlgg1:g + tlga ~3 , 
x~ = au j1 + a39jg + ~33ja 

heiBen nach C. Segre Antikorrelationen (vgl. 44, Zus. 1). Setze beliebig viele 
Kollineationen, Antikollineationen, Korrelationen und Antikorrelationen zu
sammen. Bezeichnet man eie der Reihe nach symboliech ale I, II, III, IV, 
so gilt u. a. III III' = I", I II'= II", IV I' = IV" uew. (44, Zus. 1). Gruppen 
werden gebildet von den Scharen (I, II, III, IV); (I, II), (I, III), (I, IV); (I). 

7. Diskutiere die eingulii.ren Korrelationen 
a) 1;:: 1;:: 1:; = Xl: Xl: X3, b) 1::: 1::: 1:: = Xl: Xl: Xl' 

c) X:: X; : X; = 1:3 : 1:3 : 1:2' d) X:: x; : x; = 1:. : 1:8 : 1:8 . 
8. Diskutiere die Korrelation des Ra 

1:6 : 1:: : 1:: : 1:: = Xl : - Xo : X3 : - x2· 

Sie iBt epezieller Art, denn jeder Punkt liegt auf der ihm korrelativ zuge
ordneten Ebene. Eine solche spezielle Korrelation nennt JDan ein NuUsystem. 

4:7. Polaritaten. Wir stellen die Frage, ob es bei der Korre
lation 4:6, (9) vorkommen kann, daB jeder Punkt auf der ibm korre
lativ zugeordneten Geraden liegt. Es soli also (1;' x) " 0 sein, oder 

(10) all xl + (ails +aS2 )x2 xS + a22 xi +(a31 +aIS)xSxj + aSs xi + 
+ (alll + alll)xI X 2 = 0, 
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wie auck der P.unkt x gewaklt wird. Dazu mull sein 

au = allll = ass = 0, ailS + aSIl = aS1 + alS = alII + au = 0. 
Eine solche Korrelation ist aber singular, kommt also fur uns nicht 
weiter in Betracht 1). 

Wenn es also bei einer nickt singularen Korrelation ale un
moglich erwiesen ist, daB jeder Punkt mit der korrelativen Geraden 
vereinigt liegt, so gibt es doch unendlick viele Punkte, die diese Eigen
schaft haben. Die Koordinaten eines solchen Punktes mussen der 
Relation (.10) genugen, die jetzt nicht mehr identisch erfiillt iet: der 
Punkt z mull einer Kurve zw~ter Ordnung angehOren. Die Gleichung 
einer solchen ist homogen vom zweiten Grade in den Punktkoordi
naten und hat daher seche Koeffizienten, von denen einer fort
dividiert werden onn. Demnach gibt es 001i Kurven zweiter Ord
nung ("K. 2. 0"). 

Jede Korrelation bestimmt eine K. 2. 0 als Ort der Punkte, 
die mit ihren korrelativ zugeordneten Geraden vereinigt Hegen. Um
gekehrt gehoren so zu einer K. 2.0 OOS Korrelationen. HeiBt die 
Gleiohung der Kurve 

(11) allz:+allllx:+assxi+ 2 ailS XII Xs + 2aS1 XSXl + 2 alII Zl z\! = 0, 
so findet man die OOS Korrelationen aus dem System 

{ 
~{= all Xl + (a12 + .,,)xll + (au - p,)xs' 

(12) ~~ = (alII - ")Zl + all\! ZII ..f- (ailS + l)xs' 
~~ = (aS1 + 1') Xl + (ailS - l)z,+ assxs. 

Unter diesen OOS Korrelationen befindet sich nun eine einzige 
Polaritat, sie ergibt sich fUr l = I' = " = 0: 

(13a) { 
~~ = all Zl + alII Zll + a1S Zs' 
~~ = alii Zl + allll Xi! + ailS XS' 
~s = a81 Zl + aSIl XII + aSS ZS' 

wobei der Symmetrie halber al<i = ail< gesetzt ist. 
Somit entspricht nicht nur jeder Polaritii.t eine K. 2. 0., sondem 

auch jeder K. 2. O. eine Polaritat. 1st die Polarita.t (13a) singular, 
so heiBt auoh die K. 2. O. (11) singular. Die Determinante der Pola
rita.t heillt Diskriminante der K. 2.0., ihr Rang wird auch als Rang 
der K. 2. O. bezeichnet. 

Der einer Geraden in meser Polaritat korrelativ. zugeordnete 
Punkt heiSt ihr Pol in.bezug auf die K. 2. 0., die einem Punkte korre
lativ zugeordnete Gerade heiSt seine Polare inbezug auf die K. 2. O. 

1) 1m Raume fiihrt die entBprechende Fragestellung auf den sehr wich
tigen Begriff des Gewiftdel oder NuUsystems (vgl. 46, Zus. 8), denn die Bchief
symlnetrischen Determinanten von gerader Reihenzahl verschwinden im allge
meinen nicht. 

IS'" 
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Die Korrelation, die die vier Punkte a, b, c, d der Reihe nach 
in die geraden Linien a', b', e', b' iiberfiihrt, heiBt (vgl. 37, (45)). 

, (b'b'e') ,(b'e'a') ,(b'a'b') , 
(14) (abc)~ = (dbC)(xbc) a + (dca)(xca)b + (dab) (xab)e. 

Sie ist nicht singular, sobald a, b, c, d ein Viereck, a', b', e', b' ein 
Vierseit bilden, d. i. wenn alIe Dreiersymbole von Null verschieden sind. 

1. Die Geraden a', Ii', e' b' Bollen in folgender Weise spezialisiert werden: 

a'=~, &'=de, c'=ea, b'=ab, 
wo /l ein fiinfter Punkt ist, der aber so gewahlt 
Dreiersymbole (c d e), (d e a), (e a b), versohwindet. 

werden mull, dall keins der 

Dann wird 
(b'Ii'e')=(ade)(abe), We'a')=(dca)(abe), (b'a'Ii')=(dab) (ecd). 

Die Formel (14) sohreiben wir nun in Form einer Identitat in Punktkoor
dinaten k: 

(ade)(abe) 
(abc) (~' k)-== . (dbc) (xbc) (a' k) + (abe) (xca) (fl' k) + (ecd) (xab) (e' k). 

Es wird gefragt, was aus dem Punkte e bei dieser Korrelation wird. Wir 
spezialisieren dazu k zuerst in b, dann in c. Wegen (a'b)=(cdb) usw. 
wird dann 

(abc) (~' b) = (ab e) { (dea) (xbc) + (deb) (xca) + (dec) (xab) }, 
(~'b) = (abe)(dex); [Sl, (SOb)] 

(abc) (~'c) = (dec) {(bea) (xca)+ (eea) (xab)}, 
(~' c) = (dec) (xea). 

Fur x = e verschwinden demnaoh (~' b) und (~' c), d. i. die dem Punkte e korre
lativ zugeordnete Gerade /;' verbindet die Punkte b und c. Sie heiBe e'. 

(15) 

Unsere Korrelation 
(dbc) (abc) (/;' k) = (ade) (ab e) (xbc) (cdk) + (abe) (dbc) (xca) (dek) + 

+ (ecd) (dbc) (xab) (eak) 

(Identitat in den k) fuhrt demnach die Ecken des Funfecks abe d e in die gegen
aberliegenden Seiten uber. 

Bei vorgegebenem Fiinfeck, d. i., wenn kein 1) Dreiersymbol verschwindet, 
gibt es stets eine und nur eine solohe Korrelation (15) - Beweis naoh 37 -
und sie ist nioht singular. Aber sie ist auoh involutorisch, also /line Polaritat. 
Denn sie verwandelt die Seiten des Fiinfeoks, d. i. die Verbindungsgeraden 
aufeinander folgender Eoken, wieder in die gegeniiberliegenden Eoken. 
(Vgl. 46, Zus. 5.) 

Jedes Funfeck abe d e, von dem keinll drei aufeinanderfolgender Ecke1l, 
auf eimr Geraden liegen, vermittelt eindeutig eine nicht singulare Polaritat, in 
der den Ecken die gegenuberliegenden Seiten zugeordnet werden. 

1) Notwendig ist nur, daB gewisse leioht zu besohreibende fiinf von den 
zehn Dreiersymbolen von Null verschieden sind. VgI. einen Aufsatz des. Verf. 
"Fiinfeoke und Polarsystemeu• Sitzungsber. des Kais. Akad. d. Wiss. Wien. 
Math.-nat. Klasse. 126, (1917). 
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Jedes FUnfeck dieser Art beBtimmt daher auch eine nicht singuZiLre Kurve 
zweiter Ordnung. Die Gleichung der K. 2. 0. erhiiJt man, indem man in (15) 
k durch x ersetzt, vermoge der Forderung (~' x) = 0: 
(15a) (ade)(abe)(bcx)(cdx)+(abe)(dbc)(cax) (dex)+(ecd)(dbc)(ab x) (eax) = O. 

Der hiermit bewiesene Satz stammt von v. Staudt, der ihn synthetisch 
abgeleitet hat. Unseres Erachtens hat er die Grundlage einer erschiJpfenden 
,ynthetischen Behandlung der Kurven Iweiter Ordnung zu bilden und damit 
die Grundlage einer synthetischen Behandlung der Nicht-Euklidischen Geometrie. 

2. Es sollen zu folgenden K. 2.0. die zugehorigen 00 3 Korrelationen ange
geben werden: 

x~+y~+I=O, x2+y2-1=O, 
k2 xl + k2 x: + xl = 0, - k2 x1- k2 x: + xl = O. 

3. Zeichne ein Polarfiinfeck fUr die Kreise x2+y2+1=O und x2+y2-1=O . 
•. Zeige, daB die Diskriminante der Kurve (15a) geechrieben werden kann. 

~a~2~b~2(bc~2~d~2~e~~ 

Welche anfanglichen Einschrankungen fiir die Lage der vier Punkte a, b, c, d 
sind demnach hebbar? 

5. Gib die ooG Korrelationen an, die zu den in U, Zus. 27 genannten 
Ml des R. gehOren. 

48. Singuliire Kurven zweiter Ordnung. Die Kurve zweiter 
Ordnung 

all x: + a22 x: + ass x; + 2 a2S XII Xs +·2 aS1 XSXl + 2 a12 x1 XII = 0 
war singular genannt worden, wenn die Determinante 

D = I au a22 aSS I , (a'd = aik) 
die Diskriminante der K. 2. 0., verschwindet, d. i. wenn die zuge
horige Polaritat singular wird. 

1. Zunachst habe der Rang der K. 2. O. den Wert zwei. Dann 
gibt es einen einzigen Punkt s, fUr den die drei Gleichungen bestehen: 

(16) { 
all 81 + a12 s2 + a1S sS _ 0, 
au Sl + all2 S2 + a2S sS - 0, 

aS1 Sl + aS2 82 + assss = O. 

Der Punkt heiBe singularer Punkt der K. 2. O. Fur ihn wird die 
Gleichung der K. 2. O. erfiilIt, denn es ist: 

a11s: + a22 s: + asss; + 2 a2S s2sS + 2 aS1 SSSl + 2 alll s1 S2 = 

(alls1 +a12s11 + a1SsS)Sl + (aUsl +a22s2+a2SsS)slI + (aS1s1 +aS2 sll +assss)ss' 

Ebenso ist aber, wie auch der Punkt Y gewahlt wird: 

QllSlYl + all2 sIl Y2 + assssYs + a2S (s2Ys + ssY2) + aS1(ssYl + SlYS) + 
+ a12 (slY2 + SIlY1) = o. 
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Diese heiden Relationen werden iihersichtlicher, wenn ma.n ein 
neues Symbol einfiihrt. Es sei steta, d. i. .me graiJ auch der Bang 
aer Diskriminante ist, 
(17) (xJy) = (yJx) = au x1 Yl + a2s xS Ys + a3s xs Ys + ass (x2 Ys + X s1,'!!) 

+ au (XSY1 + xtYa) + a12 (x1Ys + X2Yl)1). 
Dann ist (xIx) = 0 die Gleichung der K. 2. O. Fiir den singula.ren 

Punkt s wird: 

(18) (sIs) = 0, (slY) = O. 

Jeder Punkt x der Verbindungsgeraden ;Y laBt sich in der 
Form darstellen 2): 

x = 1s + p,y, 
wobei y vom singularen Punkt getrennt vorausgesetzt wird. 

Daraus folgt: 
(xIx) = lS (sIs) + 21p, (slY) + p, 2 (y/y), 

oder nach (18): 
(xIx) = ft2(yly)· 

Wir wollen die Gerade ;Y zum Schnitt mit der K. 2. O. bringen. 
Es solI also (xIx), demnach auch ft2(yly) verschwinden: 

GebOrt y derK. 2. O. an, so gehort auch jeder Punkt seiner Ver
bindungsgeraden mit dem singulii.ren Punkte der K. 2. O. an. 

GebOrt y der K. 2. O. nicht an 3), so muB ft = 0 sein. Die Verbin-

dungsgerade Ys trifft die K. 2. O. dann nur im singulii.ren Punkte. 
Hieraus folgt, daB die K. 2. O. auBer dem singularen Punkt keine 

weiteren Punkte besitzt, oder daB diese Punkte sick auf gerade Linien 
aurch aen singularen Punkt verteilen, und es ist zu untersuchen, wie
viel gerade Linien das sind. 

Dazu schneiden wir die K. 2. O. wieder durch eine Gerade yZ, 
die jetzt aber nicht durch den singularen Punkt laufen soIl: 

x = ly + ftz, (syz) + o. 
(x/x) = ll1 (y/y) + 2 lp, (Ylz) + p, 2 (zlz). 

Fiir die Schnittpunkte mit der K. 2. O. muB (x/x) verschwinden. 
Das gibt fiir l: ft eine quadratische Bestimmungsgleichung. Es sei 
nun (y/y) + o. 

1) Das Symbol (:ely) lies ":I: in y". 
B) Warum tut hier die schlechte ParamererdarstelIung der Sache keinen 

Schaden? 
3) DaB es einen soIchen Punkt geben moB, foIgt daraus, daB die Punkte 

1:0:0,0:1:0,0.:0:1 
0:1:1,1:0:1,1:1:0 

nicht gIeichzeitig der K. 2. O. angehOren konnen, deren Rang aIs von NuH 
verschieden vorausgesetzt wird. 
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Dann hat die Gleichung: 

).11 (y/y) + 2 ).~(lIlz) + ~9(Z/Z). 0 

hochstens und immer zwei Losungen ).: ~, von denen keine den 
singuliren Punkt ergibt. . Mithin beBteht die K. 2. O. aus zwei geraden 
Linien durch den singularen Punkt. Diese sind getrennt. Wiirden 
sie namlich zusammenfallen, etwa in (.px) = 0, so wiirde die Gleichung 
der K. 2. O. lauten (.pX)1I = O. Diese hat aber nur den Rang eins: 
Eine K. 2. O. vom Range zwei besteM aus zwei getrennten Geraden durch 
den singuliiren Punkt. 

2. Nun ist noch der Fall der Kurven 2. Ordnung vom Range eins 
zu untersuchen. Das System (16) hat jetzt 001 Losungen Sl: Sll : S3; 

es gibt 001 singulare Punkte. Diese erfiillen eine gerade Linie: von 
den drei Gleichungen (16) sind zwei eine Folge der dritten, oder 
identisch erfiillt. Die (eine) nicht identisch erfiillte Gleichung gibt 
die Gleichung der singularen Geraden, die wir 9 nennen. 

Jede nicht singulare Gerade t} der Ebene besitzt also einen 
singuliren Punkt der K. 2. 0., namlich den Schnittpunkt t}~ mit der 
singularen Geraden. Um die Gerade t} mit der K. 2. O. zum Schnitt 
zu bringen, braucht man auf ihr zwei Punkte. Ais einen von diesen 
wahlen wir den soeben beschriebenen singularen Punkt. Dann diirfen 
wir auf Grund von (18) wie vorhin schlieBen, daB ein einziger doppelt 
zii.hlender Schnittpunkt vorhanden ist - das ist der Bingulare Punkt 
auf t} - oder 00 1 Sohnittpunkte. Der letzte Fall Bagt aber aus, 
daB auoh t} ganz der K. 2. O. angehOrt, deren Gleiohung bier also 
(t}x) (9X) = 0 sein wiirde. Dann ware aber der Rang gleich zwei. 
Somit bleibt iibrig: 

Eine K. 2. O. vom Range eins besteht aus einer doppeltzaklenden geraden 
Linie, der singularen Geraden. 

Die singularen K. 2. O. sind demnach reduzibel. 

1. Welohe der folgenden K. 2. O. sind singular? 
xf+4~XIl-2xlX3+4x:-4xgX3+:I:: = 0, xr-4x:+4xgxa-x: = 0, 
xf-4X:+4xgxa+:I:: = 0, xf+:I::+x:+2xgx.+2xaXl+2xlXI= o. 

Gib bei diesen die singulii.ren Elemente an. 
2. Die Mg9 in Ra, die einen einzigen singulii.ren Punkt besitzen, heitlan 

Kegel. In der affinen Geometrie des Ra soheidet man sie i.n Kegel im eigent
liohen Sinne (der singulire Punkt ist eigentlioh) und Zylinder (der singuliire 
Punkt ist uneigentlioh). 

3. 1m B" (n ~ 3) teilt man die Mn9_1 ein naoh dem Range r. 
1. r = n+ 1. Singularitatenfreie M':_ l . 

2. r= tt. Es existiert ein singularer Punkt, uew. 
Fur r = k existiert ein singulirer B n- 1c auf der M;_l. Reduzibel wird die 
M!-l aber erst fiir r = 2. r = 1. 
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4. In einem biniiren Gebiet (32, S.158). sei ein Element durch die ho
mogenen Koordinaten ~1: ~9 gegeben. Eine binitre quadratische Form 

all~: - 2 a19~9;1 + a.9~f, 
die nicht identisch verschwindet, hat zwei getrennte oder zusammenfallende 
Nullstellen, stellt also ein Paar von Elementen des biniiren Gebietes dar. Man 
achte auf die Schreibweise der Koeffizienten, die sioh spiiter (53, Zus. 1) ala 
vorteilhaft erweisen wird. 

5. AlIe biniiren quadratischen Formen mit denselben Nullstellen be
traohten wir als iiquivalent. Wieviel biniire quadratisohe Formen gibt es 
danach? Denkt man sioh das biniire Gebiet duroh die Punkte einer Geraden 
reprii.sentiert, so werden duroh solohe Formen Punktepaare geliefert; sie bilden 
das Analogon im Rl zu den K. 2. O. im RII • 

6. Bei einer biniiren linearen Transformation (32, S. 161) wird eine biniire 
quadratisohe Form wieder in eine ebensolohe vorwandelt. Wie verhiilt sie sioh 
gegeniiber quasilinearer Transformation? 

49. Gleiehung in Geradenkoordinaten. Die mit der Kurve zweiter 
Ordnung (x/x) = 0 verbundene Polaritat war durch 47, (13a) gegeben. 
Dieses System liefert zu jedem Punkte seine Polare. Um umgekehrt 
zu einer Geraden ihren Pol zu ~den, brauchen wir das System nur 
nach den x aufzulosen, denn die Polaritaten sind ja involutorische 
Korrelationen. Diese Auflosung ist aber nur moglich, wenn der 
Rang· der K. 2. O. den Wert drei hat. Das Folgende bezieht sich also 
nur auf nichtsingulare Kurven. 

{ 
Dx~ _ Al1~l + A12~1! + A13~3' 

(13b) DX'l - A21~1 + ~\!~\l + ~3~3' 
Dx~ = Aal~l + AS\! ~\l + A33~3· 

Hierin ist D = I all a'll! ass I ' wahrend die Ai,. dieselben Werte haben 
wie' in 46, (3). Hier ist aber Ai,. = Aki . 

SolI der Punkt x' auf der K. 2. O. liegen, so ist (47, S. 226) zu 
fordern (x'~) = 0, also: 

(19) Al1~l +A\l\l~: +A33~: + 2~3~\l~S + 2 AS1~S~1 + 2Al\l~1~\l = O. 

Unter Benutzung des Symbols: 

(20) (~/~) = (~/~) = All~l ~l + A\l\l~\!~\l +A33~3~3 +~3 (~\l~3 + ~s ~\l) + 
+ ASl (~8 ~l + ~l ~3) + All! (~l ~\l + ~'l ~l) 

konnen wir dafiir schreiben: 

(19) 

Die Gleichung (19) Hefert aIle geraden Linien, deren Pole der K. 2. O. 
angehoren. Sie heiBt die Gleichung der K. 2. O. in Geradenkoordinaten. 

Mit den Symbolen (x/y) und (~/~) ·(lies: ,,~in ~") haben wir 
berelts den analytischen Apparat, der fiir die Behandlung einer K. 2. O. 
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ausreicht. (PIx) = 0 bedeutet die Gleichung der Polaren des Punktes p 

in bezug auf die K. 2. O. von der Gleichung (xIx) = 0, (~,.~) = 0 stellt 
die Gleichung des Poles der Geraden ~ in bezug auf die K. 2. O. dar. 
Zu beachten ist, daB im Symbol (x/y) die Koeffizienten ai,,' im 
Symbol (~/t) aber die Koeffizienten Ai" vorkommen. In diese Sym
bole treten immer zwei lateinische oder zwei deutsche Buchstaben ein, 
so da.B der Trennungsstrich schlieBlich auch entbehrt werden kannte. 

Jetzt fiihren wir zwei wichtige Relationen an, deren Beweis 
ohne jede Schwierigkeit ist, deren umstandliche Nachpriifung wir 
aber dem Leser iiberlassen. Die erste dieser Relationen ist: 

I (21) (pqlrs) = (plr)(qls) - (p/s) (qlr). 

Die Bedeutung der Ausdriicke rechts ist klar. Links stehen 
nicht Punktkoordinaten, sondern Geradenkoordinaten, namlich die 
Koordinaten der Verbindungsgeraden iiI und ;,;. DemgemaB treten 
links die Koeffizienten A, rechts die GraBen a auf. Es bedeutet also 

(pqlrs) = All (P2qS - Paq2)h sa - rS s2) + ... 
+ Alii {(P2qS - PaQ2) (ra s! - r l sa) + (Psq'l - PlqS) hss - rS s2 )}· 

Der Leser wird zweckmaBig die rechte Seite von (21) ausrechnen. 
Dabei heben sich sechs Glieder weg. Dann bietet die Zusammen
fassung der iibrigen Glieder zu dem Ausdruck links keine Schwierigkeit. 

Die zweite Relation lautet: 

1(22) D(~q/r5) = (V/t)(q/5) - (~/5)(q!r), 

Hierin bedeuten die iQ und ~ links Punktkoordinaten. Links 
treten daher die GraBen a aqf, wahrend die rechte Seite quadratisch 
in den A, mithin vom vierten Grade in den a ist. Darin liegt es 
eben begriindet, daB links noch der Faktor D auitreten muB. 

Der Bau der rechten Seitendieser beiden Formeln pragt sich 
dem Gedii.chtnis sofort ein, wenn man sich an die Struktur des 
Vierersymbols 81, (27) erinnert. In der Tat lassen sich beide sehr 
leicht aus 31, (27) mit Hiilfe der in 05 eingefiihrten Sternsymbolik 
gewinnen (55, Zus.13). 

1. Es seien Kl = 0 und Kg = 0 die Gleichungen zweier getrennter Kurven 
2.0rdnung. Zeige, daB AlKl +Ag~=O ebenfalls eine Kurve 2.0rdnung iat. 
(Zeigt sich daB auoh bei Benutzung inhomogener Koordinaten immer1) Sie 
lii.uft duroh die Schnittpunkte der urspriinglichen beiden K urven. 

2. Sonderfall AlKl +AgGl Gg =0, wo Gl = 0 und G, = 0 getrennte Ge-
rade sind. . 

3. Sonderfall AlKl + AgGI = O. 
4,. Sonderfall Al Gl G. +l,G. G. = O. 
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5. Die simtlichen Kurven 2. Ordnung, die durch die vier getrennten 
Punkte 0, 1, 2, 3 laufen, sind in der GIeichung enthalten: 

Al (0 b) (23z) +ls (02:/:) (31 z) + A, (03z) (12z) = o. 
Fiir welche Wertsysteme~, ls, .t, wird keine K. 2. O. dargestellt? Rang dieser 
Kurven! 

6. Es seien 0, 1, 2, 3 vier gerade Linien. Bedeutung von 
~ (0 1~) (23~) + 19 (92~) (31~) +.t, (03~) (12~) = O. 

7. Unter Benutzung von 31, (32) lassen sich einfaohere, aber uneymme
triache Formen fiir die Gleichung der K. 2. O. durch vier Punkte angeben ala in 
Zus.5. Entsprechendes gilt fiir Zus. 6. So findet man filr die K.2.0. durch filnf 
Punkte 1,2,3,4,5 etwa: 

(145)(235)(1 2z)(34z) - (125)(345)(14z) (23z) = O. (Vgl. as, Zue.4.) 
8. Bedeutung von: 

- (1 g) (234) (12z) (34z) + (3g) (124) (14z) (23z) = 0, 
wo die 1, 2, 3, 4 Punkte sein sollen. Herleitung aus der GIeichung in Zus. 7 ! 

9. Diskriminanten der K. 2. O. in Zuss. 7. 8! 
10. Entwiokle die Symbolik (zIg) bzw. (~/I) fiir den Ba-Ausdruok (a&c/bef) 

und (dcld.ef)! 
11. Wann fallen die beiden Nullstellen der biniren quadratisohen Form 

in 48, Zus.4 zusammen? ("Singulii.re" Formen). Man brauoht zwei Formeln fiir 
die NulIstelIen, von denen jede zuweilen versagen kann. 

12. Zeige, daB fiir die genannte binii.re quadratische Form der Ausdruck 

Iltl tlvll -Ilt: 
relativ invariant ist gegeniiber binii.ren linearen Transformationen. Er heiBt 
die DiBkriminante der Form. Wie verhilt sioh die Diskriminante bei quasi
linearer Transformation? 

13. Welohe biniren quadratischen Formen entziehen sioh der Darstellung 
durch inhomogene Koordinaten? 

50. Kunen zweiter Ordnung. Schnitt mit einer Geraden. Eine 
Gerade sei durch zwei getrennte Punkte a und b gegeben. Dann 
(liBt mch jeder ihrer Punkte nach 82, (36) so darstellen: 

23) a:=l(~b)a-,u(~a)b, ((~a)(~b)=FO) 

wo ~ eine HiIfsgerade ist. Damit dieser Punkt der K. 2. O. angehort, 
moB (a:/a:) verschwinden. Das liefert fiir"l:,u die Bestimmungsgleichung 

(24) l2(~b)9(a/a) - 2l,u(~b)(~a)(a/b) +1'. (~a)9 (bIb) = O. 

Der Fall (a/a) = (a/b) = (bIb) = 0 gibt 00 1 Losungen l:,u. Dann ist 
jeder Punkt von ab auch Punkt der K. 2. O. In diesem FaIle liBt 
sich das System (23) ohne weiteres verwenden. 

Sind aber nicht alle Koeffizienten gleich Null, 80 gibt as zwei 
Losungen J.:,u, die noch zusammenfallen konnen. Somit haben wir: 

Eine Gerade hat mit einer KtWVe zweiter Ordnu1Ig entweder aile 
Ptmkte gemeinsam, oder zwei getrennte PUnkte, oder endlich zwei zu
sa mmenfallende. 
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Fur die heiden Schnittpunkte findet man dann: 

(25) ).(~b):I-'(~a) = (a/b + V (a/b)2 - (a/a)(blb):(a/a) 
= (bIb: (alb) - V (alb? - (ala) (bIb). 

Dabei hat man fur jeden Sc 'ttpunkt der Quadratwurzel beidemale 
denselben Wert beizulegen. . ndert man in (25) in beiden Formeln 
das Vorzeichen der Quadrat rzel ab, so erhilt man den andern 
Schnittpunkt. Beide fallen z sammen fiir 

(a/b) 2 (a/a) (bIb) = O. 

Der Fall zweier getre ter oder zusammenfallender Schnitt
punkte kann eintreten, denn es lii.Bt sich ebenso wie in 48 zeigen, 
daB (etwa) (ala) von Null verschieden gewa.hlt weFden kann. Zu 
untersuchen ist noch der Fall, wo die Gerade ;;]< ganz der K. 2. O. 
angehOrt. Wir vermuten dann bereits auf GFllnd von 48, daB die 
K. 2. O. singula.r sein wird; es ist aber noch zu beweisen. 

Dazu leiten wir einige wichtige Formeln abo 
Es seien, ahnlich wie in 33, zwei Dreiecke abc und def gegeben. 

Es sei also: 

(26) 

(abc) =1= 0, (def) =1= O. 

Die Seiten dieser Dreiecke sollen a, b, c; b, e, f heiJ3en, so daB also 

{ (ax)=(bex), (bx)=(eax), (cx)=(abx), 
(bx) = (e fx) , (ex) = (fdx), (fx) = (dex), 

und daher (vgl. die Entwickelungen etwa in (33»: 

(27) {(a~)(abe)=(be~), (b~)(abe)=(ea~), (e~)(abe)=(ab~), 
(d~)(def) =(ef~), (e~)(def) = (fb~), (f~)(def) = (be~). 

Jetzt wird: 

D' (a/b) = D' (be/ef) 
= p'l{(ble)(e/O - (b/f)(ele)} (49, (21» 
= D'l {(ea/fb)(ali/be) - (ea/be) (ablfb)} :(f'b e)'l(def)2 (nach (27)). 

Der Za.hler dieseB Ausdrucks ergibt, nach 49, (22) ausgerechnet: 

(a/b) (a/e) (alf) 
(a/b) (b/b) (li/e) (blf) . 

(e/b) (e/e) (elf) 

Da ferner (abc)' = (abc), (def)2 = (ben, so folgt schlieBlich 

(alb) (a/e) (alf) 
(28) (li/b) (li/e) (b/f) = D9(alie)(bef). 

(e/b) (e/e) (elf) 
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Insbesondere wird 

(29) 
(a/a) 
(b/a) 
(c/a) 

Viertes Kapitel. 50. 51. 

(a/b) 
(b/b) 
(c/b) 

(a/c) 
(b/c) = D~(abc)2. 

( c/c) 

Ebenso beweist man 

(30) 

und daraus 

(31) 

(a/d) (a/e) (a/f) 
(b/d) (b/e) (b/t) = D(abc)(def), 
(c/d) (c/e) (c/f) 

(a/a) (a/b) (a/c) 
(b/a) (b/b) (bJc) = D(abc)2. 
(c/~) (c/b) (c/c) 

N ach diesen Vorbereitungen kehren wir zu unserm Schnittpunki
problem zuriick. Es war der Fall zu untersuchen, wo (a/a) = (a/b) 
= (bIb) = 0 ist. Dann folgt aber, da sich wegen (abx):::I:::O der 
Punkt c so wahlen laJ3t, daJ3 (abc) + 0 wird, aus (31): 

D=O. 

Damit eine Gerade die K. 2. O. in unzahlig vielen Punkten tretfe, mu.8 
die Kurve singular sein. Diese Bedingung ist notwendig, nicht hin
reichend; auch singulare K. 2. O. konnen ja von einer Geraden in bloB 
zwei Punkten getroffen werden. Aber in unserm FaIle haben die 
Punkte a und b eine ~ehr spezielle Lage; sie gehoren beide der singu
lii.ren K. 2. O. an, und iiberdies lauft ihre Verbindungsgerade durch 
(einen) den singularen Punkt. 

Unsere Beantwortung des Schnittpunktsproblems durch die 
Formel (25) kann aber nicht als ganz befriedigend angesehen werden; 
sie hangt namlich nicht von der geraden Linie ab, die mit der K. 2. O. 
zum Schnitt gebracht werden solI, sondern benutzt eine Parameter
darstellung auf ihr. Lassen sich auch im Einzelfalle die willkiir
lichen Punkte a und b der Geraden ohne Miihe aufstellen, so wird 
man doch fertige Formeln wiinschen. 

Dazu heiBe die Gerade, die mit der K. 2. O. zum Schnitt gebracht 
werden solI, g. Ferner nehmen wir noah zwei gerade Linien a und b 
wilIkiirlich an, aber so, daJ3 sie sich nicht auf g treffen: (gab) -+ O~ 
Ihre Schnittpunkte mit g benutzen wir als die Punkte a und b: 

(a~) = (ga~), (b~) = (gb~). 

Dann ist nach 49, (22) 

D(a/b) = (gJg)(a/b) - (g/a)(g/b), D (a/a) = (g/g) (a/a) - (g/a)~. 
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Daraus folgt nach (29) 

(32) D2 {(ajb)2 - (aja)(b/b)} = _D2 (gjg)(gIl6)iI. 
Nun wird nach (25), wenn wir uns auf nicht.~inguliire Kurven be
schranken: 

l(~b): ,u(~ a) = (gj g) (1l/6)-(g/ll)(g/6) + D(g 1l6) V (gIg): (gl g)( Iljll)- (gjll) 9, 

Aus (23) falIt dann die Hilfsgerade ~ heraus und wir erhalten· 
ala Gleichung der Schnittpunkte: 

~~ ~~= 
(g Il~) [(g/g)(a/6)- (g!a)(g/6 )+D(g a6)V -(gIg)] - (g 6~) [(gIg) (1l/a)-(g/a)2] 

= (g Il~)[(gl g)(6 16) - (g/6) 2] + (g 6~) [( gl g) (1l/6)-(gl a)(g/6) - D(g 1l6) V - (gl g)], 

Diese wichtigen Formeln kann man noch wesentlich vereinfachen; 
vgl. 55, S. 256. 

it. Suche im Ra eine (nicht schlechte) ParameterdaratelIung der Punkte auf 
der Verbindungslinie der heiden Punkte Xo: Xl : Xg : xa und yo: YI : Y2 : Ya' 

2. Eine M22 im Ra - man nennt diese Gebilde kurz Flacken 2. Ordnung -
kann mit einer geraden Linie unzahlig viele Punkte gemeinsam hahen, ohne 
daB ihr Rang erniedrigt wird. 

S. Bilde aIle Flachen 2. Ordnung yom Rang eins und zwei. 
4. Zwei binare quadratische Formen 

au~: - 2 aI2~2~1 + G22 U und b11~: - 2 bI2~2~1 + b22~: 
Bollen gleichzeitig linear tra.nsformiert werden. Zeige, daB der Ausdruck 

{ a, b} = all b22 + a22 bll - 21lt2 ba 
eine relative Simultaninvariante iat. Wie lassen sich unter Benutzung dieses 
Symbols die Diskriminanten (49, Zus. 12) schreiben? Verhalten von {a, b} 
gegenuber q uasilinearer Transformation! 

5. Die in Zus.4 auftretende Invariante {a, b} sagt durch ihr Ver
schwinden aus, daB die NulIstelIen der Formen a und b sich harmonisch 
trennen. Beweis auf rationalem Wege nach 35, Zus. 1. {a, b} heiBt daher 
a.uch die karmonische Invariante. 

~. Betrachtet man die NulIstellen der binaren quadratischen Form a ala 
Endelemente, die der ·Form b als Teilelemente (32, Zus. 2), so sind dadurch 
zwei zueinander reziproke Doppelverhaltnisse bestimmt. Fur diese iet rational 

! (il+~)- {a, b}2+{a, a} {b, b} 
2 il -{a.b}2_{a,c.}{b,b}' 

01. Distanz zweier Punkte. Es seien wieder a und b zwei ge-
trennte Punkte und 

x = A (~b)a - ,u(~a)b 

ein beliebiger Punkt ihrer Verbindungsgeraden. Fur zwei solche 
Punkte y und z, fUr die der Parameter A: I-' die speziellen Werte 
A1 :,u1 und A2:,u2 haben soIl, bilden wir das Doppelverhaltnis mit 
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den Punkten a und b, wobei a und b Endpunkte, 11 und z Teil
punkte sem Bollen. Nach 33, Zua. 7 wW: 

~ = (abyz) = 1-'1: & . 
A1 A2 

Jetzt sei«:ln y und z die Schnittpunkte von ab mit der K. 2. O. Nacll 
50, (25) kann man dann setzen: 

(abyz) = (a/b) - V (a/b)2 - (a/a)(b/b): (a/b) + V (a/b) 2 - (a/a) (bJb). 

Diese Formel fiir daa Doppelverhiiltnis befriedigt noch nicht, denn 
sie tragt der Tatsache nicht Rechnung, daB ~ in den reziproken 
Wert iibergeht, wenn b mit a vertauscht wird. Daher gestalten wir 
sie um: 

1 - ~ : 1 + ~ = V (a/b)2 - (aJaJ(bJb): (a/b). 

Jetzt fiigen wir auf beiden Seiten den Faktor. - i hinzu und 
beschlieBen: 

1(33) V(aJb)2 -(a/a)(bJb)=iV(aJa)(b/b)- (a/b)2 

"Irrationalitat I". 
Dann wird: 

i(~ - 1): (~+ 1) = V (aJa) (b/b) - (a/b)2: (a/b). 

Die GroBe links erinnert an die Tangenafunktion. Wir setzen daher: 

~ = (abyz) = e-2 'p.(a, b), 

wd I-' em ein fiir allemal festzusetzender, nicht verschwindender nume
rischer Faktor ist, uber den wir spater nach Bedarf verfugen werden. 
Es wird also: 

i (a 1 b) = - log nat (abyz), 
21-' 

(35) tg I-' (a. b) = V (aJa) (bJb) - (a/b)2: (a/b). 

Die Wichtigkeit der GroBe links in der vorletzten Gleichung recht
fertigt es, eine besondere Benennung fur sie einzufiihren. Wir nennen 
sie die Distanz der Punkte a und b in bezug auf die K. 2. O. Sie ist 

mod:! bestimmt. Bei Vertauschung von b mit a muB sie ihr Vor-
l-' 

zeichen wechseln. Aus (35) geht das noch immer nicht hervor. Daher 
gestalten wir weiter um. 

Nach 49, (21) darf gesetzt werden: 

V ablab = V (a/a) (bIb) - (aJb)2 = V gIg "Irrationalitat Ia". 
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und nach (33) daher: 

V - (g/g) = i V gig "Irrationalitat 1b", 

wenn 9 die Verbindungsgetade a, b bedeutet 1). Es ist dann (gx)=(abx), 
also insbesondere (abp) : (gp) = 1, wo p ein beliebiger Punkt der 
Ebene iat. Durch Hinzufugung dieses Faktors rechts wird die rechte 
Seite der Formel (35) homogen: 

(36) 
(abp) V gIg 

tgp(a, b) = -tgp(b, a) = -(gp) (alb) 

und diese Formel iindert auf heiden Seiten das Vorzeichen, wenn b 
mit a vertauscht wird. 

Der Hilfspunkt p muB auBerhalb 9 angenommen werden. Ferner 
iat zu beachten, daB bei Belastung der Geradenkoordinaten 9 mit 
dem Proportionalitatsfaktor e auch die GroBe Vgfg mit e, also nicht 
etwa mit - e zu multiplizieren ist. 

Die Formel (36) leistet aber mebr. Wir konnen uns jetzt auf 
den Standpunkt stellen, daB zunachst 9 gegeben ist, und daB dann 
erst die Punkte a und b auf ihr angenommen werden. Dann konnen 
wir una von der anfanglichen Einschrii.nkung frei macf1en, wonach a 
und b getrennt sein sollten. Hierdurch erhalten auch zusammen-

fa.llende Punkte eine Distanz; sie wird gleich 0 mod (~). Ebenso 

ist jetzt der Fall (gig) = 0 zuliissig, wo dann auch fur getrennte 
Punkte a und b die Distanz Null wird. 

Die Distanz oder vielmehr der Tangens der (mit p) multipli
plizierten Distanz erfordert die Verfiigung uber die 1rrationalitat 
vgyg. Hat man aber zwei Punktepaare auf derselben Geraden, so 
ist der Quotient aus den Tangenten der (mit p) multiplizierten Di
stanzen rational: 

(37) . _ (cdp) • (ahp) 
tgp(c, d). tgp(a, h) - (cld) . (a/b) . 

1st also der Tangens der multiplizierten Distanz irgend zweier Punkte 
auf einer Geraden eindeutig bestimmt, so hat der ':(angens der multi
plizierten Distanz irgend zweier. andern Punkte auf der Geraden 
dadurch sein bestimmtes Vorzeichen; gleichzeitig ist damit die 
1rrationalitat V gig definiert. Hierzu vgl. 23. S. 109. 

1) Das Wurzelzeichen macht die Klammer um (gIg) entbehrlich. 
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Auch das Produkt der Tangenten 
stanzen auf einer Geraden ist rational. 

zweier multiplizierten Di
Die heiden Punktepaare 

seien x, y und a, b. Dann sei 
(gz) = (xyz) = (abz)(!, ((! + 0) 

wohei allerdings angenommen werden muB, daB die Punkte jedes 
dieser heiden Paare getrennt sind. Dann diirfen wir setzen (g/ g) 
= (! (xy/ab), oder: 

t ( ).t ( b) _ (xylab) _ (x/a)(y/b)-(x/b)(yla) 
g p, x, y g p, a, - (xIY) (alb) - (xly)(alb) , (49, (21» 

oder 

(38) tgp,(x y) = -tgp,(y x) = (x/a) (ylb )-(x/b)(YJa). 1 
, , (x/y) V(afa)(blb)-(a/b)2 

Diese Distanzformel hraucht keinen der Geraden 9 fremden Punkt; 
allerdings hat sie den Dhelstand, daB die Irrationalitat, die ja zu
weileD. verschwinden kann, im Nenner auftritt. Jetzt diirfen die 
heiden Punkte x und y wieder zusammenfallen. 

1. Mit der binaren quadratischen Form aU~:-2CZt2~2~l +~2~: ist die 
binare bilineare Form verbunden 

au ~91]2 - al9 (~21]l + 1]2 ~l) + aD2 ~l1]l' 
ihre Polarform. Bildungsgesetz! 

2. Wie heiBt die binare quadratische Form mit den Nullstellen ocl : OC. 

tind Pl: P2? 
3. Setzt man die Polarform einer binaren quadratischen Form gleich 

Null, so wird dadurch jedem Element ~ des binaren Gebietes ein Element '1 
so zugeordnet, daB beide durch die Nullstellen der quadratischen Form har
monisch getrennt werden. (Zus. 2, 50, Zus.5.) Diese Zuordnung ist daher eine 
Involution (S. 170). Ausnahmefall! 

4. Zu zwei getrennten (48, Zus. 5) binaren quadratischen Formen a und b 
gibt es stats eine dritte Form, deren Nullstellen zu denen der beiden ersten 
Formen gleichzeitig harmonisch liegen (40, Zus.5). Nach 50, Zus. 5 findet 
man fUr sie 

lau bl2 - al2 bu ) ~: - (au b22 - a22 bu ) ~2 ~l + (al2 b22 - a22 bl2) ~:; 
lIie heiBt die Jacobisc:he Form der beiden urspriinglichen. 

5. Die Diskriminante (49, Zus.12) der Jacobischen Form hat (50, Zus.4) 
den Wert 

H{a, a}.{b, b}-{a, b}2]. 
Durch ihr Verschwinden sagt sie aus (50, Zus. 6), daB die beiden binaren 
quadratischen Formen a und b eine Nullstelle gemeinsam haben. Daher heiBt 
sie auch die Resultante der beiden Formen a und b. 

6. Damit zwei biniire quadratische Formen aquivalent sind (48, Zus. 5), 
muB ihre Jacobische Form (Zus. 4) identisch verschwinden. 

minan~~ Fiir drei binare qUladEtiSCh~::orm~: a

l 

~ b, c verschwinde die Deter-

eu eli en 
Bedeutung! 
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52. Kurven zweiter Klasse. Scbnitt mit einem Bischel. DaB 
VerhaIten einer Gerad'en gegeniiber einer Kurve zweiter Ordnung 
haberr wir in 50 unterBucht. 

EB Bei (gx) = (abx). Dann haben wir die beiden Falle zu 
unterscheiden, ob die GroBe 

(ala) (bib) - (alb)~ = (gig) (49, (21)) 

verschwindet, oder nicht. 
(gig) + O. Nach 50, (25) gibt es dann zwei getrennte Schnitt

punkte. g heiSt Sekante. 
(gl g) = o. Gibt es dann einen einzigen doppelt zahlenden Schnitt

punkt, so· heiBt g Tangente. Die Tangenten einer singularen K. 2. O. 
yom Range zwei laufen durch den singularen Punkt. 

Hat die Gerade aber alle ihre Punkte mit der K. 2. O. gemein
sam - es kann dies nur bei singuliiren K. 2. O. eintreten -, so heiBt 
sie Erzeugende der K. 2. O. 

Die Gleichung 49, (19) einer K. 2. O. in Geradenkoordinaten wurde 
von allen Geraden erfiillt, die mit ihren Polen vereinigt Hegen. Dafiir 
konnen wir jetzt sagen, sie wird von allen Tangenten erfiilIt, und 
damit stehen wir wieder in Einkiang mit 19, Zus. 10. 

Wenn man also die Gleichung einer K. 2. O. in Geradenkoordinaten 
bildet, so heiBt das, man stellt die Beziehung auf, der alle ihre 
Tangenten genii gen. Die Figur dieser Tangenten ist es, was man 
meint, wenn man von einer Kurve zweiter Klasse spricht. 

Diese letzten trberlegungen beruhen auf 49, (13 b), geIten also 
nur fiir nicht singuliire Kurven. 

Fiir singuHire Kurven wird der Zusammenhang gestort. Freilich 
konnen wir dann auch noch 49, (19) als "Gleichung der K. 2. O. in 
Geradenkoordinaten" beibehalten. Deren Determinante 

All A1'.! A13 
(39) A21 AIlll A~8 

AS! AS\! AS3 

wird aber Null; wegen Dau = A\!'.lAS3 - AIlsAa'.l usw. folgt, daB alle 
ihre zweireihigen Determinanten verschwinden; sie hat also hOchstens 
den Rang eins. Dies en besitzt sie, sobald die K. 2. O. den Rang zwei hat; 
ist aber die K. 2. O. vom Range eins, so verschwindet 49, (19) identisch. 

Es fehlt also in der Gleichung 49, (19) der Fall, wo die Deter
minante (39) den Rang zwei hat. Das Iiegt daran, daB eben die A 
nicht als unabhangig betrachtet werden, sondern vermoge 46, (3) 
von den a abhangen. Hebt man diesen Zusammenhang auf, so kann 
die KurIJe zweiter Klass8 (~/l;) = 0 genau so behandelt werden, wie 

Bee k. Koordinatengeometrie der Ebene. 16 
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bisher die Kurve zweiter Ordung. Die Determinante (39) hei13t ihre 
Diskriminante. Hat sie den Rang drei, so laBt sich wegen 

~11 Jt12 ~18 

all = ~2AS3 - Jt:s : ~\l1 AIlIl ~\lS usw. 

ASI AS\! Ass 

die K. 2. O. wieder herstelIen, deren Tanganten die ~ sind, die der 
Gleichnng (~h) = 0 geniigen. 

Hat die Kurve zweiter Klasse den Rang zwei, so stellt sie ein 
Paar getrennter Punkte dar, die noch zusammenfallen, wenn der Rang 
eins wird. Man beweist das, wie die analogen Ergebnisse in 48. 
Analytisch Hegen genau dieselben Verhaltnisse vor, die nur anders, 
namlich dual (31) zu denen in ~ zu deuten sind. 

Wir fassen zusammen: 

Eine Kurve zweiter Ordnung 
ist die Mannigfaltigkeit aller 00 1 

Punkte, die derGleichung (x;x) = 0 
geniigen. 

Hat sie den Rang zwei, so be
steht sie aUs den Punkten zweier 
getrennter gerader Linien. Diese 
schneiden sich im singularen Punkt. 
Hat sie den Rang eins, so besteht 
sie aus den Punkten einer ein
zigen doppelt zahlenden Geraden. 

Die Tangenten einer nicht 
singularen K. 2. O. geniigen der 
Gleichung einer nicht Iftngularen 
K. 2.K. 

Die Tangenten einer K. 2. O. 
vomRange zwei bilden eine K.2.K. 
vom Range eins (Biischel durch 
den singularen Punkt). 

Einer K. 2. O. vom Range eins 
lii.Bt sich keine K. 2. K. zuordnen. 

Eine Kurve zweiter Klasse 
("K. 2. K. ") ist die Mannigfaltig
keit aller 00 1 Geraden, die der 
Gleichung (~/~) geniigen, wo die 
Koeffizienten~ unabhiingigeGroBen 
sind. 

Hat sie den Rang zwei, so 
besteht sie aus den geraden Linien 
zweier getrennter Biischel. Diese 
durchdringen sich in der "singu
liiren Geraden«. Hat sie den Rang 
eins, so besteht sie aus den Ge
raden eines einzigen doppelt zah
lenden Biischela. 

Die" Tangentialpunkte" einer 
nicht singularen K. 2. K. geniigen 
der Gleichung einer nicht singu
laren K. 2. O. 

Die Tangentialpunkte einer 
K. 2. K. vom Range zwei bilden 
eine K. 2. O. vom Range eins (die 
singuHire Gerade). 

Einer K. 2. K. vom Range eins 
IaBt sich keine K. 2. O. zuordnen. 

Die irreduziblen d. i. nicht singularen Kurven 2. Ordnung, die 
also auch als Kurven 2. Klasse aufgefaBt werden dlirfen, werden ge
wohnlich ala Kegelschnitte bezeichnet. Doch schwankt der Begriff. 
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insofem man manchmal darunter auch nur reelle K. 2. O. verstehi; 
zuweilen sollen diese auch nicqt nuIIteilig sein, vgl. (18, Zus. 4). 

Die Kurven zweiter Klasse sind also Geradenmannigfaltigkeiten. 
Wir fragen nach den geraden Linien, die eine K. 2.X. mit einem 
Biischel gemeinsam hat. Das Problem ist dual zu dem in 50 be
handelten; nur ist zu bedenken, daJl die Formeln verschieden aus
fallen je nach dem Standpunkt, den wir einnehmen. 

Betra.chten wir die Koeffizienten A der K. 2. K. alB 1.mabkti~g, 
so konnen wir die Formeln 50, (23), (24), (26), (34) unmittelbar iiber
nehmen, wenn wir aIle kleinen lateinischen Buchstaben durch deutsche, 
alle kleinen deutschen Buchstaben durch lateinische ersetzen. Utts 
liegt aber am Zusammenhang der K. 2. K. mit der K. 2. O. Wir losen also 
jetzt vielmehr das Problem: Die Tangenten einer Kurve zweiter Ord
nung zu find en, die in einem vorgegebenen Biischel liegen. Dann ist 
zu bea.chten, daB die Diskrhbinante der vorher betrachteten Kurve 
zweiter Klasse zu ersetzen ist durch das Quadrat der Diskriminante 
der zugehorigen Kurve zweiter Ordnung. In dieser Tatsaehe liegt es ja 
begriindet, da.8 die Formelpaare 49, (21) undo (22), 50, (28) und (30), 
(29) und (31) nieht 'Vollig analog gebaut sind. Es liegen dann eben 
nieht duals Problems 'Vor. 

Wir geben kurz die Hauptpunkte der Rechnung an und fiigen 
jedesmal in Klammem die analoge Stelle bei der Herleiyung in 50 an. 

l=A(hb)a-,u(ha)b. «ha)(hb) + 0). (23) 

A' (hb)' (ala) - 2 A,u (hb) (ha)(aM + ,u' (har' (bIb) = O. (24) 

{ .t (hb):,u (ha) = (alb) + V (alb? - (ala) (bIb): (ala) } (26) 

(40) = (bIb): (alb) - V(a/b)' - (a/a)(blb). 
(alb) = (PIp) (alb) - (pIa) (PJb) , 

(alb)'- (ala)(blb) = - D(plp)(pab)', (32) 

wo (ax) = (pax), (bx) = (pbx) gesetzt ist, so daB p den Scheitel 
des Biischels Qb bedeutet. «pab) + 0). 

A(hb):,u(ha)=(Plp)(alb)-(p/a) (P/b)+(pab) V -D(Plp ): (pIp) (aJa)-(Pla)9 . 
Fiir -die Schnittgeraden ~ wird dann 

{ 
(~z)=(paz) [(Plp)(aJb) - (pJa) (Plb) + (pab)V - D (pIp)] 1 

- (Pbx)[(pJp)(aJa) - (pJaY'] 
(41) = (paz)[(p/p)(bJb) _ (PJb)9f (34) 

- (Pb)[(pJp) (aJb) - (p/a)(pJb) - (pab)V- D(Plp)], J 
Hier sind a und b beliebige Hilfspunkte, deren Verbindungsgerade 
dem Biischel p nicht angehort. 

16* 
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1. Wir betraohten die bin are quadratisohe Form 

(S/SH g2- 2 (sir) ;'~1 + (r/rHl, 

wo r und s zwe! getrennte Punkte des ternaren Gebietes sind. Sie bestimmen 
ein binares Gebiet, in welohem zwei Punkte 

x=ra1 -sa9 , y=r7: 1 -s7:9 

jetzt sowohl duroh temare als auoh duroh binare Koordinaten bestimmt werden 
konnen. Jetzt liefert die Distanzformel 51, (86) fiir 9 = ar: 

t ( ) - (a1 7:g - ag 7:1).j (r/r) (s/s) - (r/s) 2 
gp x, y - , 

(s/s) a. 7:g - (sir) (a9 "'"1 +"'". (1) + (r/r) a1 "'"1 

und hier etcheD reohts nur binare Koordinaten; ebenso treten die Koeffizienten 
der k.. 2. O. nur in solohen Verbindungen auf, die gleiohzeitig Koeffizienten der 
binaren quadratisohen Form sind. Welohe Bedeutung hat die letztere? 

2. Aus Zus. 1 entnehmen wir den Begriff der "Distanz" zweier Elemente 
eines binaren Gebietes in bezug auf eine nicht singulare binare quadratisohe 
Form: 

t ( ) - (a1 "'"2 - ag "'"1) .j ~1 ag• - al. g p fT, 7: - -'--"---"----"--"'-';--=----""---7--;----
au 0.",". - ~g (09"'"1 + '1". (1) + ag• 01 7:1 

Zeige, daB p (0, l-) gleioh dem mit t i multiplizierten natiirliohen Logarithmus 
des DoppelverhaItnisses ist, in dem ein Paar zugeordneter Elemente ° und 7:, 

das andere Paar die NulIsteIlen der Form a sind. Bilde dazu naoh 51, Zus. 2 
die binare quadratisohe Form b mit den NulIsteIlen ° und",". Dann ist zu 
setzen 

~ =; {a, b} - V{a, a} V{b b}: {a, b}+ V{a, a} V{b, b} 

V{a, a} V{b, b} = i V t {a, a} (a1 ",". - Og "'"1)' 

8. Das binare Gebiet sei duroh ein Geradenbiisohel mit eigentliohem 
Soheitel (p, q) reprasentiert; die NuIlsteIlen der binaren quadratisohen Form 
sollen duroh die beiden Isotropen geliefert werden, die duroh (p, q) laufen. 
Dann kann die Distanz zweier Geraden mit ihrem Winkel identifiziert werden. 
Die Formeln fallen versohieden aus, je naoh der Koordinatenwahl. Setzen 
wir etwa die beiden Geraden 1; und II so an 

o.(X-P)-Ol (y- q)= 0, 'l"g(X-P)-"'"l (y- q) = 0, 
so ist fiir die binare quadratisohe Form zu setzen 

au = a.o = 1, a19 = 0, V t { a,a} = + 1 , 

und fiir It = 1 wird 

53. Angulus zweier Geraden. Die Figur zweier Punkte a und b 
und einer Kurve zweiter Ordnung ga.b uns Veranlassung ~ur Bildung 
des Distanzbegriffs, der aus dem des Doppelverhaltnisses hervorging. 
Die Figur zweier Geraden und einer K. 2. O. fiihrt uns auf einen ent
sprechenden Begriff, den des Angulus zweier gerader Linien in bezug 
auf die K. 2. O. Es wiirden wieder nur kleine lateinische und deutsche 
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Buchstaben in den Formeln zu vertauschen sein, wenn nicht die 
Diskrepanz mit der Diskriminante eintrate (52). Die Wichtigkeit 
des Angulusbegriffs rechtfertigt es, wenn wir die Ableitung mit der
Belben Ausfiihrlichkeit geben, wie die der Distanz in 51. 

Die beiden Geraden 
t) = 11 (hb)a - P1 (ha) b, 
3 = ~ (hb) a - P9 (ha) b, 

des Biischels tib bilden mit den (getrennten) Geraden a und b das Doppel
verhiHtnis 

'l) = (abt)3) = ';1: ~2. 
1 2 

(vgl. 33, Zus. 7) 

Jetzt sollen t) und 3 die im Biischel vorkommenden Tangenten 
der K. 2. O. (x/x) = 0 sein, also der Gleichung (~/~) = 0 geniigen. 
N ach 52, (40) wird daher 

~~--~~ 

(42) (abt)3) = (a/o) - V(a/b)2_(a/a)(b/b):(a/b)+ V(a/b)2_(a/a)(b/b). 
Hieraus folgt wieder: 

i('l) - 1):('l:l + 1) = - iV(a/b)2 - (a/a) (b/b):(a/b). 
Wir setzen jetzt 

'l) = (ab t)3) = r 2 i (a, ~), 

fiigen also nicht wie bei der entsprechenden Formel in 51 einen 
Faktor I-' ein, so daB 

i 
(43) (a, b) = 2 log nat (abt)3). 

Unter der weiteren Festsetzung 

(44) V(a/b)2 - (a/a)(b/b) = i V(ala) (bIb) - (a/b? "Irrationalitat II", 

wird dann 

(45) tg (a, b) = V (a/a) (bIb) - (a/b?: (a/b). 

V~(ab/ab)= yea/a) (b/b) - (a/b)2 = VD (p/p) 

Daraus folgt wegen (44): 

I V - D(p/p) = iVD(p/p) 

"Irrationalitat II a" . 

"Irrationalitat lib". 
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Jetzt geht (45) iiber in die noch nicbt homogene Forme! 
tg(a,b)=VD(p/p):(a/b). Da aber fiir jede nicht durch p laufende 
Gerade 9 (abg): (pg) = 1 ist, folgt: 

(46) (abg) VD(P/p) 
tg(a,b)=-tg(b,a)= (pg)' (a/b) . 

Die Hilfsgerade 9 darf dem Biischel clb nicht angehOren. Bei 
Vertauschung von £I mit a andern, wie es sein mu.6, beide Seiten 
der Formel ihr Vorzeichen. Bei Belastung der Punktkoordinaten p 

mit dem Proportionalitatsfaktor e ist auch VD(P/p) mit e, nicht 
etwa mit - e zu multiplizieren. 

1st zuerst p gegeben, so kann man die anfangliche Voraussetzung 
fallen lassen, wonach die Geraden a und £I getrennt sein sollten. 
Zusammenfallende Gerade erhalten so den Angulus 0 mod 7t. Das
selbe gilt von Geraden, die sich auf der K. 2. O. schneiden. 

Der Tangensdes Angulus ist eindeutig bestimmt, s9bald man 
iiber die Irrationalitii.t V D (P /p) verfiigt hat. Fur vier Gerade ~,t), 
a, £I des Buschels p wird 

( . ) _ (~t) g) . (a £I g) 
(47) tg ~,t}).tg(a,b -- (~/t})' (a/b)' 

also rational. (Darf man dafiir (a/b): (~/t)) setzen?) 1st in einem 
Biischel ein Angulus durch seinen Tangens gegeben, so sind es aIle, 

und gleichzeitig ist dann V D (p /p) eindeutig erklart. 
Setzen wir jetzt 

(e =l= 0) 
wo die beiden Geraden t, t} und ebenso a, £I getrennt vorauszusetzen 
sind, so wird auch das Produkt rational: 

tg(~ t}).tg(a b) = D(~t}/ab) = (~/a)(t}lb) - (tlb)(t}/a). (49, (22). 
, , (tIt)) (alb) (~/t}) (alb) 

Daraus ergibt sich eine Formel, die rechts ebenso gebaut ist, wie 
61, (38), und auch dieselben Vorteile und Nachteile besitzt: 

(48) tg(t t)=-tg(t} ~)=(~/a)(t}lb)- (~/b)(t}la). 1 
, , (tIt}) V(a/a) (bIb) - (a/b)'! 

Aronholdsche 811mboZik. 1. Eine singulare (49, Zus. 11) binare quadratische 
Form von der doppelt zahlenden Nullstelle 1t1 : Itg laBt sich (vgl. 51, Zus. 2) 
kurz schreiben 

(It ;) 9, 

wobei (It;) die in 39, S. 158 erklarte Bedeutung hat. Es iet dann namlich 
(a) I1tl = Itll, I1tI = Itl ltg, ~I = 1t91. 

Fiir nicht singulare Formen gelten dieee Formeln nicht mehr; diese lassen sioh 
nicht als Quadrate darstellen. Trotzdem tut man so, als ob das der Fall ware; 
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man schreibt auch jetzt (a ~)9 und redet von einem sptboliBcllen Quadrat. 
Das heiBt, a l und a. sind jetzt nicht mehr binii.re Koordinaten, sondem bloBe 
SymboZe. Man rechnet also zunii.chst so, aZs ob ein Quadrat vorlage: 

(a ~)I = (a l ~I- ag ~1)1 = al ~Sl - 2 a l a l ~1;1 + al ~11. 
Dann aber ersetzt man nach (a) a, a" durch den Koeffizienten ~1c: 

(a ~)I= au U -2 ali ~1~1 +asll ~l· 
Hierdurch ist die Schreibung der binii.ren quadratischen Form in 4S, Zus. 4 
motiviert. 

Die a Relbst haben keine nreale" Bedeutung, d. i. sie sind sinnlos, ebenso 
ist sinnlos al, al alll , all' usw.; nur die Verbindungen zweiten Grades haben 
reale Bedeutung; sie sind durch einen Koeffizienten zu ersetzen. 

2. Die harmonische Invariante (50, Zus. 5) der beiden Formen (a ~)I und 
(fJ ~)' lii.Bt sich kurz so schreiben: (a P) 2. Es ist namlich 

(a {J)I = (al P2 - a" Pl)1 = al P: - 2 a l ag P1 PI + agi PI 
= au bill - 2 ~" b11 + asl bu . 

3. Die Jacobische Form (51, Zus. 4) zweier Formen (a ~)i und (fJ ~)I heiBt 
symbolisch 

({) ~)ll = (a p)(a~) (fJ~). 

Der Ausdruck rechts hat reale Bedeutung, weil das Symbol a darin genau 
zweimal vorkommt, ebenso das Symbol P genau zweimal. 

4. Die dreireihige Determinante in 51, Zus. 7 heiBt symbolisch 
- (P r) (r a) (a P)· 

5. Die Polarform (51, Zus. 1) von (a;) S heiBt symbolisch 
(a~) (a 1J). 

Daher laBt mch die mit der Form (a ;)" verbundene Involution (01, Zl1s. 3) 80 

schreiben: 1J = (a~) a, d. i. 
1Jl = (a~) al = aU;1 - alII ;1' 1Js = (a~) al = ~I ;I-agg ;1· 

6. Um die binare quadratische Form (a ~). vermoge der linearen Trans
formation 

(b) 
;/ = Cu ;1 + Cl1 ;. 

~2' = C21 ;l + ell ~g 
zu transformieren, hat man zuerst zu schreiben 

;1 = Clj9 ;1' - cli ;.', 

~I = - CI1 ;1' + eu ~I" 
wo links der Faktor D fortgelassen werden darf, weil wir es mit homogenen 
Koordinaten zu tun haben. Dann gehe (a ;)9 iiber in (a' ;')1. Dabei wird 

a19' = cil C21 au + (cu C22 + C19 Cll) iltl + c19 Cill alj9, 

ai" = ell~ au + 2 1;1 CI9 all + CI~ ~ . 
Dafiir liBt sioh symb01isoh schreiben 

a/=cU a1+c1fl a l , 

all' = eu al + CIII ag. 

Dss ist aber wieder die Transformation (b): 
Bei Zinearer Tran8formation veriauschen sieh die SymboZe Mer biniiren 

qWJdratiBehen Form ebenso 1Die dit VeranderZichen. 
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M. Transformation der Kurven zweiter Ordnung. Der Ausdruck 

(49) all XIYI + a l9 xI Y9 + a13 x l ys + a21 X 2 YI + a22 x2 Y2 + a9S x2 yS + 
+ aslxsYI + as2 x 3Y2 + assxsYs 

heiBt eine bilineare ternare Form, die GroBe 1 all a92 a88 1 ihre Deter
minante. 

Diese Form heiBt bilinear, weil sie sich mit dem Faktor (! (J 

multipliziert, Bobald die VeranderIichen x mit dem Proportionalitats
faktor (!, die 11 mit dem ProportionaIitatsfaktor (J belastet werden. 

Die bilineare Form (49) solI der nicht singularen KoIlineation 

(a) x: = bil Xl + bi2 x!! + biSxS (i = 1,2,3), 1 bll b22 bss l + 0 
unterworfen werden. Das heiBt, die VeranderIichen x und V sollen 
kogredient (30, Zus. 15) transformiert werden. 

Dazu schreiben wir die Kollineation in der Form 

(b) 1 bll b22 b8S I Xi = Bli x; + B2 i x~ + Bs i x~. 
Die B hangen von den b ebenso ab, wie die.A in 46, (3) von den a. 

Jetzt geht die bilineare Form (49) in eine neue ternare bilineare 
Form 

a;lx:v; + ~2X~Y~ + a~8x~y~ + ~8X;Y~ + a~9x~y; + a~lx~y: + 
+ a:8x;y~ + af9x;y~ + ~IX;Y: 

iiber. Die Koeffizienten der transformierten Form hangen linear von 
denen der urspriingIichen Form ab; es ist 

(50) Ibllb22bssI2 a:s = B"l (all BSI + a12 B. 2 + alsB.s) + 
+ B"2(aU B61 + a22 B.2 + a2s B ss ) + Brs (a3l Bsl + as2 B. 1 + as8 BSS)' 

(r,s=1,2,3). 
Aus dem Multiplikationssatz fiir Determinanten folgt jetzt 

1 Bll B22 B3S ls'l a~I~2a~81 = 1 Bll B22 BS3 12·1 aUa22aSsl, 

(51) I bllb2Sbssl2·1 a;I~2a~81 = 1 au a22 aSs l· 
Eine bilineare terniire Form wird bei nicht singularer Kollineation 

wieder in eine bilineare ternare Form ubergefuhrt. War die Determinante 
der ursprunglichen Form von Null verschieden [gleich Null], so hat die 
Determinante der transformierten Form die gleiche Eigenschaft. 

Aus (50) folgt noch fiir arB = a.r, daB auch a;. = a:r ist: 
Der Oharakter einer bilinearen Form, symmetrisch oder nicht sym

metrisch zu sein, bleibt bei nicht singularer Kollineation erhalten. 
Eine bilineare ternare Form heiBt namlich symmetrisch, wenn 

ihre Determinante es ist. In diesem FaIle kann sie durch das 
Symbol (x/V) dargestellt werden, und es ist (te'/y') = (x/y), wo im Sym
bol (x'/y') die ·durch (50) erklarten Koeffizienten a;s zu nehmen sind. 

Jetzt folgt weiter (x'/x') = (x/x). 
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Der Ausdi'Uck (x/x) heiBt eine terniire quadratische Form. Ais 
quadtatisch ist die Forql. zu bezeichnen, weil sie den Faktor ria an
nimmt, sobald die Veranderlichen x mit dem Proportionalitatsfaktor l! 
belastet werden. Wir haben also weiter: 

Eine terniire quadratische Form wird bei nicht singuliirer Kollineation 
wieder in eine terniire quadratische Form ubergefuhrt. War die Deter· 
minante der urspmnglichen Form von Null verschieden [gleich Null], so 
hat die Determinante der transformierlen Form die gleiche Eigenschaft. 

Wir betrachten jetzt die Nullstellen der quadratischen Form. 
Erfiillt der Punkt x die Gleichung (xIx) = 0, so erfiillt der trans
formierte Punkt x' die Gleichung (x'/x') = O. Das driickt man so aus: 

Nicht singuliire [singuliire] Kurven zweiter Ordnung werden bei nicht
singuliirer Kollineation wieder in nicht singuliire [singulare] Kurven zweiter 
Ordnung verwandelt. 

Es ist nun zu vermuten, daB auch der Rang der Determinante 
einer tema.renl bilinearen oder quadratischen Form (kurz: der Rang 
der Form) gegeniiber nicht singularen Kollineationen invariant ist. 
Um das nachzuweisen, haben wir etwas weiter auszuholen. 

Die bilineare Form (49) schreiben wir so: 

~~+~~+~~~+~~+~~+~~~+ 
+ (a18 xl + a~3x, + assxs)Ys' 

Darin sei 

(52) { 

~l = au Xl + au/x, + as! xs ' 
~,= a12 xl + a22 x2 + aS2 xS ' 

~3 = alSxl + a2S x, + assxs' 

Dann heiSt die bilineare Form einfach (~y). Jedem Punkte x 
ist vermoge (52) eine Gerade ~ eindeutig zugeordDet; die Formeln (52) 
bestimmen also "eine Korrelation. 1st die Determinante von Null 
verschieden, so ist die Korrelation nicht singular. Hat sie den Rang 
zwei, so gibt es einen einzigen singularen Punkt s, dem keine Ge
rade ~ korrelativ zugeordnet ist. Hat sie endlich den Rang eins, 
so gibt es 00 1 solcher singularen Punkte. Vgl. 29, Zus. 4, 5. 

Nun wird vermoge (50) 

aHxl + alii XII + aSixS = bli(a~lX~ + a~lX~ + a~lX~) + 
+ b2i (a~9X; + a~9X~ + a~2X~) + bSi(a;sx; + a~8x~ + a~sx~) 1) 

(i = 1, 2, 3). 
1st x ein singulii.rer Punkt, so verschwinden die linken Seiten, und 
da I bbb 1+ 0, so folgt, daB auch x' ein singularer Punkt in bezug 

~) Man multipliziere zur Bestatigung links mit Yv YI' Y8 und addiere. 
Reehts fiihrt man dann vermoge (a) wieder Y' ein. 
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auf die transformierte bilineare Form ist (3,4a). Gibt es also bei 
der urspriinglichen Form einen einzigen singularen Punkt [001], 80 

gibt es auch bei der transformierten Form einen einzigen -singularen 
Punkt [00 1]. Damit folgt aus dem Range zwei reins] der ur
spriinglichen Form, daB auch die transformierte Form den Rang 
zwei reins] besitzt. Das gleiche gilt nun von den K. 2. 0., denn 
00 1 quadratische temare Formen geben imnier dieselbe K. 2.0., und 
der Rang aller dieser Formen ist zugleich Rang der K. 2. O. 

1st die bilineare Form symmetrisch, so ist die zugehOrige Kor
relation eine Polaritat. In der Form (x/y) ist (wegen aik = ak ,) die 
durch (52) erklarte Gerade ;I; die Polare des Punktes x in bezug auf 
die K. 2. O. (x/x) = 0 (vgl. 47, 13a). 1st (x/y) = 0, also (~y) = 0, so 
liegt der Punkt y auf der Polaren von x. Dann wird aber bei der 
Transformation (x'/y') = 0, d. i. der Punkt y' liegt auf der Polaren 
von. x' in bezug auf die transformierte K. 2. O. (x'/x') = O. Die Ge
samtheit dieser Punkte y [y'] biIdet die Polare von x [x'] in bezug 
auf die urspriingliche [transformierte] Kurve. 

Pol und Polare sind also mit der K. 2. O. kovariant verbunden. 
Damit meint man: 1st p die Polare von p in bezug auf die K. 2. O. 
1(, so ist auch p' die Pol are von p' in bezug auf die transformierte 
Kurve K', deren Koeffizienten durch (50) geliefert werden. 

Die zur temaren quadratischen Form (x/x) gehOrige bilineare 
Form (xjy) heillt eine Kovariante der quadratischen Form, weil 
(x'/y') = (x/y). Von einer Invariante redet man hier nicht, weil auBer 
Koeffizienten der Form auch Punktkoordinaten auftreten (vgl. Zus. 2). 
Die GroBe (x/y) ist aber keine absolute Kovariante, weil die Koeffi
zienten a;8 noch mit Proportionalitatsfaktoren belastet werden konnen, 
die von den a,.. unabhii.ngig sind. 

Eine absolute Kovariante ware der Ausdruck 

(x/z) . (x/u) 
(z/y) . (u/y) 

wegen dessen Bildung man etwa 31, (33) beachte. Er kann auf 
Distanzen zuriickgefiihrt werden. 

Eine relative Kovariante ist auch der Ausdruck (x/x) (y/y) - (X/y)2. 
Sein Verschwinden sagt (52), daB die Verbindungsgerade ;Y die 
K. 2. O. beriihrt: 

BerUhrt die Verbindungsgerade zweier Punkte eine Kurve zweiter Ord
flung, so berilhrt auch 4ie Verbindungsgerade der transformierten Punkte 
die transformierte Kurve. 

Damit ist der kovariante Charakter der Tangenten und auch der 
Sekanten dargetan. Auch der der Erzeugenden folgt ohne weiteres. 
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Wir konnen festsetzen: 

(53) Y (x'/x') (y'/y') - (x'/y')~ = Y(x/x) (y/y) - (Xly)9 

"Irrationalita.t III". 

Nach 5.1, (35) ist dann der Tangens der Distanz zweier Punkte eine 
absolute Kovariante. 

AU8 der kovarianten. Natur der Tangenten folgt, daB auch die 
von den Tangenten einer Kurve zweiter Ordnung gebildete Kurve 
zweiter Klasse mit der K. 2. O. kovariant verbunden ist. Die geraden 
Linien sind dabei (unter sich kogredient, aber) kontragredient zu den 
Punkten zu transformieren. Vber die Kontragredienz treffen wir 
die in 30, Zus.15 bei dem damaligen Standpunkt noch nicht vollig 
zum Ausdruck gekommene Festsetzung, daB (l x') = (~x) sein soll, 
d i. ohne weiteren Faktor. 

(c) 

(d) 

DemgemaB haben wir zu setzen: 

I bub2~bs31~'/ = BH~1 + B'2~2 + B.a~3' 
~. = b1i~~ + b2i~~ + b3'~~' 

(i = 1, 2, 3). 

Eine bilineare Form in Geradenkoordinaten wird dann wieder 
1:U einer bilinearen Form; uns interessieren p.ier nur die symmetri
schen Formen. Die symmetrische bilineare Form in Geradenkoordi
oaten (~/t) wird in eine andere iibergefiihrt, die mit (~/t) zugleich 
verschwindet. Wir konnten sie (t / t)') nennen; wir nennen sie aber 
I bll b22ba31~' (~'/t)') (aus Riicksicht auf (51). 

Dann wird 

(54) I bll b2~bs31~ A;, = br1 (Au bd + A 12 b'2 + A1S b.s) + 
+ br2 (AlIl bBl + A~llb'2 + A~3b'3) + bra (AS1 b'1 + AS2 b.'lI + Assb.s)· 

AU8 (50) und (54) folgt jetzt 

1>11 bll2bs3ls. {a~.A~. + a~.A~. + a~.A~.} = I all a92 a3S I· {b. 1 Bd + 
+ b.2 B'2 + b.aBsS }, 

~.A~, + ~.A~, + a~.A~t = O. (t+ s; s, t= 1, 2,3). 

Daraus folgt aber (vgl. 46, (3)) wegen (51): 

AI. = a~1ca:! - a~~ . usw., 

und damit ist der Beweis erbracht, daB auch die temare Form in 
Geradenkoordinaten (~/t) mit der Kurve (x/x) kovariant verbunden ist. 
Es wird also 

{55) I bll bn b38 12 (~'N) = (~/t), I b11 b\l\lbs3 12 (~'/~') = (liM· 
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Jetzt dad man weiter schlie1.3en, da1.3 auch der Angulus zweier 
Geraden eine absolute Kovariante ist. Dazu bedarf man der Fest
setzung (vgl. 53, (45)) 

"Irrationalitat IV". 

Somit ist der invariante bzw. kovariante Charakter aller in den 
voraufgegangenen Abschnitten aufgefiihrten Begriffe nachgewiesen. 

l. Der Angulus (~, I) ist eine absolute Kovariante der Kurve (x/x) = 0, 
bedeutet also: 1st q; der Angulus der beiden Geraden ~ und t1 in bezug auf 
die Kurve (x/x) = 0, und transformiert man ~ und I) unter sich kogredient, 
aber zu den x kontragredient, wobei q;' der Angulus der transformierten Ge
raden t und I)' in bezug auf die transformierte Kurve (x'/x') = 0 mit den 
Koeffizienten a' wird, so ist der Zahlwert von q;' ebenso groB wie der von q;. 
Betrachtet man aber nur automorphe kontragrediente Transformationen der 
K. 2. 0., die spater eingehend behandelt werden, so nennt man den Angulus 
nicht mehr kovariant, weil die Kurve sich ja nicht mehr andert, sondern in
variant; die Koeffizienten der Kurve tragen dann eben numeriachen Charakter. 

2. Noch ein anderes wird durch die Bezeichnung kovariant zum Ausdruck 
gebracht. Legt man in (x/y) den x und y feste Werte bei, so hat der Aus
druck (x/y) einen bestimmten numerischen Wert" und heiBt dann (relative) 
Invariante. Bleibt aber x und yoder x allein oder y allein veranderlich, so 
wird (x/y) nicht numerisch. So etwa (P/x). Dann redet man lieber von Ko
varianten. Eine solohe Kovariante stellt, gleich Null gesetzt, ein geometrisches 
Gebilde dar, welches mit der Figur der K. 2. O. und des Punktes p verbunden 
ist, namlich die Polare von p. 

3. Wenn wir in 31 die Bedingung dafiir, daB die Punkte a und b zu
sammenfallen, als (abx) == 0 schrieben, so haben wir aus der Invariante (abc) 
eine Kovariante gebildet. Diese Kovariante liefert, gleich Null gesetzt, die 
Verbindungsgerade von a und b. Versohwindet sie, wie hier, identisch, so heiBt 
das, die Verbindungsgerade wird unbestimmt, d. i. a und b fallen zusammen. 
Somit hat jenes Verfahren, eine Reihe von Gleichungen zu einer Identitiit, 
oder wie wir jetzt sagen diirfen, einer Kovariante zusammenzufassen, die 
dann identisoh verschwinden solI, den Charakter des Gesuchten, den man 
bis dahin vielleioht darin finden mochte, verI oren und besitzt eine unmittelbare 
geometrisohe Bedeutung. 

4. Betraohtet man eine K. 2. O. ais durch ihre Koeffizienten gegeben, 
stellt sie also als Ral1melement duroh die seohs homogenen Koordinaten dar 
au : IIgg : ass: a28 : au : alB' und betraohtet dazu den Punkt x, so ist auch der 
Ausdruok (x/x) als Kovariante anzuspreohen. Hierbei sind die a dann ver
mage (50) zu transformieren. Ebenso kann man den Ausdruck (~x) ala absolute 
simultane Kovariante des Punktes x und der Geraden ~ bezeiohnen. 

5. Was sind temare lineare Formen, und was ergeben sie, gleioh Null ge
setzt? (Zwei FaIle!) Wo sind uns binare bilineare Formen entgegengetreten? 

6. Wie transformieren sich die UDsymmetrischen bilinearen ternaren Formen 
in Geradenkoordinaten? 



7. Die Kollineation 

Kovarianten. 

{
Xl = a1 x~ + b1 x~ + C1 xL 
Xs = asxf + b2 x: + CtX~, 
Xa = aaxi + bax: + cax;' 

fiihrt die ternare quadratische Form (xIx) iiber in 
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(abc) + 0 

(ala) xis + (bIb) X:II + (clc) x; II + 2 (blc) x~x; + 2 (cIa) x;xf + 2 (alb) xix:. 
8. Zeige, daB die Jacobische Form (~;)2 zweier binarer quadratischer 

Formen (0:;)11 und ({J;)t (51, Zue. 4) mit diesen kovariallt verbunden iet. Sie 
heiBt deswegen auch wohl die kovariante Form oder die Jacobische Kovariante. 

9. Prinzip der Akzentuierung. Ein symbolischer Ausdruck im ~Sinne 
von 53, Zus. 1-6 hat nur dann Sinn, wenn die Symbole ocl>ocll der binaren 
quadratischen Form (OC;)2 genau zweimal vorkommen und ist dann linear in 
den Koeffizienten all,. Quadratische Ausdriicke in den Koeffizienten wiirde 
man schon nicht mebr so darstellen kiinnen. Zwar wiirde man noch statt 
ali setzen kiinnen (oc1 exg)2 = o:lo::, aber umgekehrt kiinnte man aus ocloc: nicht 
auf alII schlieBen, sondern es ware noch miiglich, dafiir ocl· oq = au all2 zu setzen. 

Um diesem tJbelstand zu entgehen, denkt man sich einen Ausdruck 
kten Grades in den Koeffizienten finer Form ersetzt durch einen andern, in 
dem die Koeffizienten von k solchen Formen auftreten, aber jeder linear. 
Dann ist die Aronholdsche Symbolik anwendbar. Nun laBt man die k Formen 
noch zusammenfallen. Das deutet man dadurch an, daB man die Symbole 
der verschiedenen Formen mit denselben Buchstaben schreibt, aber Akzente 
hinzufiigt. 

So faBt man die Diskriminante (49, Zus. 12) der Form (oc;)S, die yom 
zweiten Grade in den Koeffizienten a ist, auf als bilinearen Ausdruck zweier 
Formen, die man jetzt aber nicht (0:;)2 und (j3;)11 nennt, sondern, da sie 
schlieBlich ja doch identifiziert werden sollen, (0:;)2 und (0:' ;)11. So findet man 

H 0: 0:')11 = H 0:10:'11 - 0:11 0:'1) II = t( o:l 0:': - 20:10:11 0:'10:' t + 0:: 0:' lS) 
= t (au ~2 - 2 alII an + a2S au) = au a 29 - also 

10. Aus (~;)2 = (o:P)(o:;) (P;) folgt (~0:')2 = (o:P)(o:cI) (po:'). 
Aus ({)I ;)2 = (0:' P') (0:';) (P';) folgt W 0:)' = (0:' P') (0:' 0:) (P' 0:). 

Die Akzente an den P sind iiberfiiissig. Es ist also 
(~0:')2 = (o:P) (0: 0:') (p 0:'); ({)I o:)S = (0:' P)( 0:' 0:) (p 0:) = - (0: P)(o: 0:') (j3 0:') 

Die linken Seiten stellen aber denselben Ausdruck dar; mithin ist 2(~0:)2 = 0, 
(~o:)S = O. In Worten! (51, Zus.4.) Zeige ebenso (~P)2 = O. 

Warum hatte man nicht so schlieBen diirfen: 
(~0:)11 = (o:P)(o:o:) (po:) = 0, weil (0:0:) = 0 ist? 

55. Pol nnd Polare. Es solI jetzt auf die Beziehungen zwischen 
Pol und Polare genauer eingegangen werden, obwohl es sich im 
wesentlichen um Eigenscp.aften handelt, die auch bei jeder unsym
metrischen Korrelation vorkommen. Es erscheint uns aber angemessen, 
den analytischen Apparat weiter auszugestalten; den Vorteil davon 
wird der Leser spater bei der Behandlung der Nicht-Euklidischen 
Geometrie erkennen. 

Wir bezeichnen die dUTch 47, (13a) definierte Polare des Punktes p 
durch p*, den durch 49-, (13b) erkliirten Pol der Geraden 9 durch g*. 
Demnach bezieht sich alles Folgende' auf nicht singuliire Kurven. Es 
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hat also, worauf stets zu achten ist, p* die Natur eines deutschen, 
g* die Natur eines lateinischen Buchstaben. Die g* haben in den 
Koeffizienten ail< der Kurve das Gewicht -1, die p* das Gewicht + 1. 
Dann wird 

1(57a) (x/g) = (x*y) = (y*x) 

Durch N ullsetzen dieser Ausdriicke folgt: 
Liegt y auf der Polaren von x, so liegt auck x auf der Polaren 

von y. Geht ~ durch den Pol von ~, so lauft auch ~ durck den Pol von 11. 

Weiter ist 

1 (x/x) = (x*x) I 
Der Punkt x liegt nur. dann mit seiner Polaren vereinigt, wenn er der 
K. 2. O. angeMrt. Die Gerade ~ liegt nur dann mit ihrem Pol vereinigt, 
wenn sie Tangente der K.2. O. ist. 

Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten wird 

1 (58) (x*y*z*) = D(xyz). 

Liegen drei Punkte nicht auf einer Geraden, so laufen ihre Polaren 
nicht durch einen Punkt. 

Fassen wir in (58) x und y als fest, z als veranderlich auf, 
schreiben also demgemaB 

(a*b*x*) = D· (abx), 
so verschwinden (a*b*x*) und (abx) gleichzeitig: 

Durchlauft der Punkt x die Gerade ab, so durcklauft seine PolaYe 
....----.... 

das Buschel a * b *, wobei a * und b * die Polaren von a und b sind. 
Die Formel, die das Gegenstiick zu (58) bildet, heiBt 

Schreibt man hier D(a*b*~*) = (ab~), so folgt: 

Durchlauft die Gerade ~ das Buschel ~ 1 so durcklauft ihr Pol die 
....----.... 

Gerade a * b *, die die beiden Pole von a und b verbindet. 
SchlieBlich beweist man noch' durch Ausrechnung die beiden 

Formeln 1) 

(60) 
(61) 

(x*/y*) = D(x/y). 
• D(~*/~*) = (~/t)). 

1) Man zeigt zuerst x** = x, ~** = ~ und benutzt dann (57): 
(x*/y*) = D(x**y*) = D(xy.*) = D(x/y). 
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Daraus folgt, c!a.6 gleicbzeitig verschwinden mussen die Ausdrucke

(x*jx*)(y*jy*) - (X*jy*)2 und (xjx) (yjy) - (xjy)2, 
(~*/~*) (t)*jt}*) - (~*/tJ*)2 und (~/~) (t)jt») - (~/t})2: 

Der Pol einer Tangente geMrt der K. 2. O. an, die Polare eines Punktes 
der K. 2. O. ist Tangente. 

Verfugt man weiter 

I VP*JP* = VD(p/p)I "Irrationalitat V", 

mithin I VD(g*-/g*) = V97iJ I "Irrationalitat VI", 

so folgt wegen 
(62) (x*~*) = (x~): 

Der Angulus zweier Geraden ist gleich der mit dem Faktor " multi
plizierten Distanz ihrer Pole; die mit dem Faktor " multiplizierte Distanz 
zweier Punkte ist gleich dem Angulus ihrer Polaren. 

Ferner sprechen wir aus (51, (36)): 

Die Polare von x ist der Ort der Punkte, die von ihm die Distanz ~ 
2/-,-

kaben. 
Der Satz behalt seinen Sinn fUr die Schnittpunkte der Polaren 

mit der K. 2. 0., wo. die Distanz unbestimmt wird. 

Ebenso ergibt 53, (46): 

Der Pol von ~ ist der ort aller Geraden, die mit ! den Angulus ~ 
bilden. 

Gilt auch fur die Tangenten der K. 2. O. durch den Pol, weil dann 
der Angulus unbestimmt wird. 

Drei Punkte vom Range drei, die zu je zweien die Distanz t,,- haben. 

bilden ein Poldreieck (Polardreieck). 

Dieser Definition stellen wir die andere an die Seite : 

Drei gerade Linien vom Range drei, die zu je zweien den Angulus j 
bilden, nennt man ein Poldreiseit (Polardreiseit). 

Um ein Poldreieck zu bilden, nehmen wir eine Ecke willkiirlica 
an. Dann kann die zweite Ecke noch auf der Polaren der ersten 
Ecke willkurlich gewahlt werden. Die dritte Ecke ist dann eindeutig 
bestimmt als Pol der Verbindungsgeraden der beiden ersten Ecken~ 
Es. gibt demnach 003 Poldreiecke. Die Seiten eines solchen Poldrei
ecks bilden ein Poldreiseit. 
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Damit die drei Punkte a, b, c ein Poldreieck bilden, muB sein 

(b/c) = 0, (c/a) = 0, (a/b) = 0, (abc) =+= 0. 

Hierdurch werden den 008 Punktetripeln der Ebene in der Tat 
drei Bedingungen auferlegt. Aus 49, (21) folgt jetzt 

(ca/ab) = (c(a)(a/b) - (cjb) (a/a) = 0, 

oder (b/c) = 0; ebenso wird (c/a) = 0, (a/b) = 0, d. i. die drei Seiten 

a, b, c des Poldreiecks bilden paarweise miteinander den Angulus i. 
1. Wir nehmen nunmehr das bis zur Formel 50, (34) gediehene 

Problem wieder auf, die Schnittpunkte der K. 2. O. mit der Geraden 0 
zu finden. In der Formel traten zwei willkiirliche Gerade a und b 
auf. Diese wahlen wir jetzt gemiiB den Bedingungen 

(b/a) = 0, (b/O) = O. 

Nachdem also a willkiirlich gewiihlt ist, soIl b die Polare des Schnitt
punkts von as sein. Der noch willkiirlich bleibende Proportionalitiits
faktor kann so gewahlt werden, daB 

(Ob~) = (b~O) = (aoho) 
1 

= D {(a/~) (O/g) - (a/o) (oh)}· 

Insbesondere ist dann 
1 

(gab) = D {(a/o) 2 - (a/a) (O/g)}· 

Jetzt wird 50, (34) zu 

(~~) = D (oa~) V - (0/0) + (a/~) (O/g) - (a/g) (g/~), 

(57) 

(49, (22)). 

wobei der Faktor D-1 {(a/g) 2 - (a/a) (g/g)} abgespalten iat. Das 
Folgende bezieht sich demnach nur auf nicht singulare Kurvenj insbesondere 
darf a die Gerade g nicht auf der Kurve treffen. 

Endlich lassen wir a durch den Pol von g gehen. Dann wird 

(a/g)=O. Nach Abspaltung des FaktorsV -(gig) wird dann schlieBlich 

(63) (x~) = D (g a~) - (ah)V - (g/g). 
Das gibt gleich Null gesetzt die Schnittpunkte der als nicht singular 
vorausgesetzten K. 2. O. mit der Sekante g. (Grund!) 

Hieraus folgt auch eine ziemlich einfache Parameterdarstellung 
der Punkte der Sekante g1). 

1) DaB in (64) f gIg auftritt und nicht y- (gIg), ist Willkiir. So werden 
die Distanzformeln am zweckmaBigsten. Vgl. Zus. 9. 
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1(64) «(et/S> = 0)·1 
Jedem Wertesystem 0 1 : all entspricht ein Punkt z der Sekante 

und umgekehrt. 

Gehoren so die Punkte y und z zu den Parameterwerten 0 1 : Og 

und 't1 : 'tg , 1:10 wird 1) 

(1IIz) = D(g/g) (et/et) (01 T1 + all T,.). 

Daher bilden die Punkte 

(60) { D(g et r)ol - (et/r)Y9J90,. = 0, 
D(getr)o, + (ethYVg/go1 = 0 

die Distanz ~ miteinander. 
2/-, 

In diesen beiden Punkten und dem Pol g* von 9 haben wir 
somit ein Polardreieck wirklich dargestellt, wofem nur 0: + 0: =+= O· ist. 

2. Entsprechend lii.Bt mch das Problem vereinfachen, die .Tan
genten an die K. 2. O. zu finden, die durch den Punkt p laufen, welcher 
der Kurve nicht angehOrt (52, (41»). Man erhliJt 

(66) (rz) = D(Pbz) - (blx) V -D(plp), 
wo der Hilfspunkt b nicht auf einer Tangente dUrch p liegen darf. 
Er mull aber der Polaren von p angehOren. Daraus gewinnt man 
wieder II) eine Parameterdarstellwng der Geraden durch den Puflkt p. 

I (67) (rz) == D(pbx)Ol - (b/z)VD(P/p)oll' «plb) = 0).\ 

Jedem Werte 0 1 : O2 entspricht eine Gerade des Buschels p und um
gekehrl. Entsprechen so den Geraden t) und 3 die Parameterwerte 
0 1 : a, und T1 :·Tg , so wird 

(68) 

(t)/3) = DII(plp) (bIb) (01 T1 + aliT,). 

Daher bilden die Geraden 

{ D(pbz)Ol - (b/z)VD(P/p)oll = 0, 

D(Pbz)o, + (b/z)VD(P/p)Ol = 0 

den Angulus i miteinander. 

In diesen beiden Geraden (0: + 0: =+= 0) und der Polarenp* von 
p haben wir somit ein Polardreiseit wirklich aufgestellt. 

1) Man setzt in (64) li = 1/*. :J:?ann ist nach (59) (aoy*) = D(a*o*y), nach 
(57b) (a/y*) = D(ay). Auf beide Ausdriioke liBt moh dann wieder (64) anwenden. 

') Am bequemsten, indem man (64) polarisiert, d. i. z = li*, li = z*, 9 = p*, 
Cl = b* setzt. Dann tritt aber roohts nooh der Fa.ktor D a.uf, der in (67) fort
gel'asl!len ist. 

Bee k. Koordinatengeometrte der JIlbene. 
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Freilich hatten wir dazu, ebenso wie in (65) beim Polardreieck 
eine Irrationa.litii.t notig. Man kann aber aIle Pola.rdr!3iecke rafj()ftaZ 

da.rateIlen. Sind a und b getrennte Punkte, von denen a der K. 2. o. 
nicht angehOrt, so ist 

c = (aJb)a - (a/a)b 

der Punkt auf der Geraden ;b, der mit a die Distanz 2 np' bildet. 

Zu den Punkten c und p nimmt man als dritte Ecke des Polar
dreiecks den nach 49, (13b) ebenfaIls rational darsteIlbarElD Pol der 
Geraden ;;'b, die nicht Tangente sein darf. 

Ebenso kann man aIle Polardreiseite rational darstellen. 

1. Beweise (g~/g·) = 0, (pqlp·) = o. 
Es folgt beides schon ohne jede Rechnnng! 

2. Zeige (PIg·) = (pg). In Worten? Ebenso: (glp·) = D(pg). 

S. Aus P = g* folgt 9 = p •. 

4. Zeige (pg.~*) = ~ (P19TJ). Man setzt etwa p = r*. Dann wird (pg.~*) 
1 1 1 = (r·g*~·) = D (rg~) = D (P*g~) = D (P/g~)· In allen solchen Formeln achte 

man sorgfii.ltig auf die Gewichte der Koeffizienten der Kurve und der Koordi
naten der vorkommenden GroBen. Stimmen diese, so kann man bereits mit 
ziemlicher Sicherheit darauf rechnen, daB die Formel richtig ist. Insofero 
stellen die in diesem Abschnitt vorkommenden zahlreichen Formeln der Stero
symbolik kaum eine Mehrarbeit dar. 

5. In 50, (Sl) ersetze man die Punkte b nnd e durch g* und ~*. Dafur 
fiihrt man dann vermoge 55, (61) und Zuss. 2,4 die Geraden 9 und ~ ein. So 
gewinnt man eine Relation zwischen einem Punkte und zwei Geraden: 

1 
D (ala){(g/g)(~/~) - (g/~)g} + 2(ag)(a~)(g/~) - (ag)g(~/~) - (aW(g/g) = (alg~)9. 

6. Zeige (g.z/~) = (~gz*) = (~g/z). 

7. Ebenso ist (p*g/z) = D(zpg*);=, (xplg). 

8. In 31, (30b) ersetze man 1: durch z*. Das gibt 

(bed) (alx) = (aed)(blx) + (a db) (elx) + (abe)(dlz) 
oder 

(123)(O/z) = (0 23)(1/z) + (031)(2/x) + (012)(3/z). 

9. GehOren die Punkte z und y auf 9 in Formel (64) zu den Parameter
werten °1 : 09 und 1'1: 'rg , so wird fur ihre Distanz 

tg.u(x,y) = 01'r9 -Og'r1 : °1 1'1 + Og'rg • 

Hieraus erhalt man eine geometrische Bedeutung der Parameter 01 : °9 • Es ist 
Og: 01 = tg.u(zo, z), wo Xo den Punkt ag bedeutet, der z1\m Parameter 1: 0 ge
hort. Setzt man (xo, x) = tv (zo, y) = tg , so wird 

(x, y) = tg - t1 • 



Pol und Polare. 

10. Nunmehr kann man statt (64) auch schreiben 

(x~) == D(ag~)+ (a/'E)vg/g tgltt. 
Drei Punkte entziehen sich dieser Darstellung. Welchel 

11. Wieviel Punkte fehlen in der Darstellung 

(x~) == D(ag~) cos Itt + (a/~) {i!g sin It t1 
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12. GehOren die Geraden ~ und ~ auf p in (67) zu den Parameterwerten 
01 : elg und 1'1: 1'9' so wird fiir ihren Angulus 

< tg(~,~) = 011"9 - °2 1"1: 011"1 +091"11' 

Geometrische Bedeutung der Parameter! 
13. Die Formeln 49, (21), (22) sollen mit Hilfe der Stemeymbolik her

geleitet werden. 
14. Ubertrage die Stemsymbolik auf den Raum Ba. 

56. Kollineare Kurven zweiter Ordnung. Zwei Kurven zweiter 
Ordnung heiBen koIlinear (vgl. 29), wenn sie durch nicht singulare 
Kollineationen ineinander iibergefiihrt werden konnen. AIle zueinander 
kollinearen Kurven konnen auf dieselbe kanonische Form gebracht 
werden. An dieser kanonischen Kurve lassen sich samtliche Eigen
schaften der K. 2.0., soweit sie in die Kollineationsgeometrie gehoren, 
ablesen und beweisen. 

Wir fragen, wann zwei Kurven zweiter Ordnung zueinander 
kollinear sind und demgemaB als 8.quivalent (10) in der Geometrie 
der Kollineationen zu gelten haben. 

Notwendig ist dazu die Gleichheitder Rangzahlen (54). Jetzt 
solI gezeigt werden, daB diese Bedingung auch hinreichend ist. 

Bang eins. Die K. 2. O. besteht aus einer doppeltzahlenden Geraden. 
Diese laBt sich (29, Zus. 1) in jede andere Gerade kollinear trans
formieren. Es gibt mithin eine Klasse von Kurven zweiter Ordnung 
vom Range ems. Kanonische Gleichung: 

I (69) x; =0. 

Bang zwei. Die K. 2. O. besteht aus zwei getrennten Geraden. 
Nach 37, Zus: 1 lassen sich noch vier Gerade, die ein Vierseit bilden, 
in vier vorgegebene Lagen iiberfiihren, um so mehr zwel Gerade. 
Wir transformieren sie in Xl + iX2 = 0 und Xl - iX2 = o. 

Kanonische Gleichung: 

I (70) X; +x; =0. 

Es gibt also eine einzige Klasse von Kurven zweiter Ordnung des 
Ranges zwei. 

Beide Male lassen sich die kanonischen GIeichungen rational 
herstellen. Etwas anders verhii.lt sich der Fall der nicht singularen 
Kurven. 

17* 
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Rang drei. Wir bilden ein Polardreieck a, b, c, was sich nach 
55 auf rationalem Wege erreichen la.Bt. Die Ecken dieses Polar
dreiecks transformieren wir vermoge 37, (45) der Reihe nach auf die 
Punkte °1: 0: 0, 0: 1: 0, 0: 0: 1. Das ist auf 00 2 Arten moglich und 

zwar wieder rational. Do. 0: 1 : 0 und 0: 0 : 1 die Distanz ~ in Be-
2ft 

zug auf die transformierte Kurve haben, deren Koeffizienten a~k sein 
mogen, ist aJa = o. Ebenso mull auch a~l = 0, a~\l = 0 gain, so daG 
die Gleichung der transformierten K. 2. O. die Koordinaten nur als 
Quadrate, nicht als Produkte enthil.lt: 

a{lx~~ + ~2X~\l + a~3x~2 = o. 
Demnach scheint es so, als ob es hier 00 2 Klassen gibt, da 

zwei wesentliche Konstante auftreten. Da sich aber die letzte Glei
chung auf 00 II Arten herstellen IaGt, so kann man noch mehr er
reichen. Dabei darf indessen das Polardreieck 1: 0 : 0, 0: 1 : 0, 0 : 0 : 1 
nicht wieder verloren gehen. Wir konnen demnach noch so weiter 
transformieren: 

Dadurch erhalten wir die kanonische Gleichung 

I (71) 

wobei die Doppelakzente fortgelassen sind. Von den drei GroGen 
a{l' a~II' a~3 darf keine verschwinden, da der ~ang den Wert drei 
behalten muG. Deswegen ist die letztgenannte Kollineation nicht 
singular, liefert also, mit der zuerst ausgefiihrten nicht singularen 
Kollineation zusammengesetzt, wieder eine nicht singuliire Kollineation: 

Die nicht singuliiren Kurven zweiter Ordnung bilden eine einzige 
Klasse. 

Man wird hier die expliziten Formeln vermissen, die eine erste 
K. 2. O. in eine zweite vorgegebene von gleichem Range iiberfiihren. 
Diese fallen sehr uniibersichtlich aus, weil unser Problem nicht ein
deutig bestimmt ist. Do. es namlich 00 8 Kollineationen gibt, aber 
nur 00 5 Kurven zweiter Ordnung, so gibt es (bei nicht singularen 
Kurven) 00 3 Transformationen, die die Kurve in I?ich selbst iiber
fiihren. Wir ·gehen darauf im nachsten Abschnitt ein. 

1. Die Ergebnisse dieses Abschnitts lassen sich auf den R,. iibertragen. 
2. Aronholdsche SymboZik. Eine binare Hermitesche Form (S. 85) laBt 

sich symbolisch so darstellen: 

(a~)(a~) = au ~9~2 - au ~9~1 - au ~1 ~2 + a22~1~1> 
wo a,uk = a'k = iikl gesetzt ist, 80 da.B die Koeffizienten hier andere erscheinen 
all a.uf S. 209. Zwei binare Hermitesche Formen gelten als aquivalent, 
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wenn sie sich nur duroh einen ruZZen nicht verschwindenden Faktor unter
scheiden. Dann gib. es 00 8 binare Hermitesche Formen '(bei Zithlung reeller 
Konstanten ). 

S. Transformiert man linear 

;: = CU ;l + C19 ;2' 
;~ = C91 ;1 + C99 ;9' 

so geht (vgl. hierzu 53, Zus.6) die Form (a;)(-;;€) in eine andere (a';') (a'n 
iiber, SO daB 

ail = cucu au + cU c12 a12 + c12CU agl + c12cUa29 
atg = cll Cu ~1 + CU C22 a12 + C12 C21 aSl + C12 Cgg agS 

~1 = c21 Cu au + C21 C12 ~2 + C22 CU au + Cgg Cu agg 

~2 = C91 C21 au + C21 c29 a12 + C22 C21 a21 + C22 c92 ags . 

Viel einfacher als die Koeffizienten transformieren sich die SymboZe: 

ai = Cu a l + cUag , 

a: = Cu al + c22 a9 • 

Ml\n sieht darin die "Oberlegenheit der neuen Bezeichnungsweise der binaren 
Hermiteschen Form in Zus. 2 vor der friiheren in 4:5, ZU8. 3, die niher Hegen 
wilrde, wenn man etwa ternlire Hermitesche Formen zu biniren spezialisieren 
wollte. Das binare Gebiet unterscheidet sich vom ternaren eben nicht nur in 
der DimensionenzahZ! 

4. Quasilineare Transformation! 

5. Zwei binare Hermitesche Formen (a;)(a;) und (fJ;) (n) haben die 
bilineare Invariante 

~l bgg + agg bu - au bgl - aSl b12 = (a fJ) (a fJ) . 

Der invariante Charakter dieser reelZen GroBe geht hervor aus (vgl. Zus. 3) 

(rx' fJ') (rx' fJ') = D 15 (rxfJ)(rxfJ). 

Obwohl der Faktor DD reell und .positiv ist, darf man nicht schHeBen, daB 
das Vorzeichen von (rxfJ) (rxfJ) invariant ware; es kann abgeindert werden, 
wenn man die erste Form mit einem positiven, die zweite Form mit einem 
negativen Proportionalititsfaktor versieht. 

6. Anders verhilt es sich, wenn man die beiden Formen (rx;) (rx;) und 
(fJ ;) (fJ ~) zusammenfallen laBt. Hier ist nach dem Prinzip der Akzentuierung 
(5'4" Zus.9) fJ zu ersetzen durch rx', wo der Akzent also nicht mehr wie in 
Zus. 3 bis 5 eine Transformation bedeutet. Die bilineare Invariante in Zus. 5 
fiihrt auf 

au agg - ~9a21 = t (arx')(a.rx') , 

und dieser reeUe Ausdruck heiBe die DiBkriminante der biniiren Hermiteschen 
Form (rx;)(rx;). Ihr Vorzeichen kann durch binare lineare und quasilineare 
Transformationen nicht zersoort werden. 

7. Man hat daher drei Arten binirer Hermitescher Formen zu unter
IMlheiden: 

t (rxrx') (arx') > 0 "Defini~e" Formen, 

t(rxa')(rxrx') = 0 "Semidefinite" Formen, 

t(rx a') (iUi') < 0 "Indefinite" Formen (vgl. S. 85). 
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8. Aus der Identitat 

au (au ;t~g - a1t;9~1 - ag1;1 ~ + as9;1 ~1) = 

sohlieBt man: 
= (aU;9 - au ;1) (au ~ - ~1 ft) + (au ~9 - au as1);1 ~1 

Definite Formen besitzen keine NuUsteUen. Eine semidefinite Form hat 
eine einzige Nullstelle. Eine indefinite Form hat 00 1 NullsteUen (bei Zahlung 
reeller Konstanten). 

9. Deutet man die Elemente des binaren Gebietes ala Punkte einer 
Geraden, so entapreohen den 00 1 N ullstellen einer indefiniten Hermitesohen 
Form die 00 1 Punkte einer v. Staudtschen Kette (U, ZUB. 4). 

10. Deutet man die 00 B (reellen und imaginaren) Elemente des biniren 
Gebietes als die reeUen PuIikte des zyklischen Kontinuum (18, ZUB. 3, 4.5, ZUS. 3), 
alBo in der GauBisohen Ebene, so entspreohen sich 

Definite Formen Nullteilige Kreise 
Semidefinite Formen Reduzible Kreise 
Indefinite Formen Einteilige Kreise 

Vgl. S.86. Das Wort Kreis ist im Sinne von 45, Zus.2 zu verstehen, so daB 
also unter die einte,iligen Kreise auch die reellen geraden Linien fallen. 

11. Die bilineare Invariante (ap) (ap) in Zus. 5 sagt duroh ihr Ver
Bchwinden aus: die beiden (als einteilig vorausgesetzten) Kreise in der Deutung 
von ZUB. 10 Bohneiden sioh Benkreoht. In allen iibrigen Fallen definierl die 
Gleiohung (ap) (ap) = 0 die northogonale Lage" beider Kreise. Geometrisohe 
Bedeutung der einzelnen FaIle! Sei cos2 tp = [(afJ) (aPW: (aa')(aa')-(fJP') (fJP')· 
Wann ist tp ein Sohnittwinkel der beiden Kreise? 

12. Die (nioht semidefinite) binare Hermitesohe Form (a;) (a;) Hefert 
eine involutorische quasilineare Transformation 

(a 7]) (~~) = O. 
V gl. 53, Zus. 5. Zeige, daB sie die Inversion (10, Zus. 2) am Kreise (a ;) (a ;) .. = 0 ist. 

57. Automorpbe Kollineationen. Wir haben in 56 bereits darauf 
hingewiesen, daB eine singularitate:rifreie K. 2. O. bei 00 8 Kollinea
tionen wieder in sich selbst iibergefiihrt wird, also als Ganzes be
trachtet'in Ruhe bleibt. Diese Kollineationen heiBen nach 16, Zus. 10 
automorphe Transformationen der Kurve; ihre Aufstellung solI una 
jetzt beschaftigen. 

In 47, (12) haben wir 008 Korrelationen kennen gelernt, die mit 
einer K. 2. O. verbunden sind; die K. 2. O. wird von denjenigen 
Punkten gebildet, die mit den ihnen korrelativ zugeordneten Geraden 
vereinigt liegen (ohne daB letztere Tangenten zu sein brauchen). 
Vbt man eine solche Korrelation zweimal nacheinander aus, so wird 
ein Punkt p in eine Gerade g, und diese wieder in einen Punkt p' 
iibergefiihrt, m. a. W. man erhalt eine Kollineation. Hat der Punkt p 
die Eigenschaft, auf g zu liegen, so muB auch p' auf g Hegen, d. i. 
die Punkte p und p' sind die Schnittpunkte von g mit der K. 2. O. 
47, (11). Diese bleibt also bei der erhaltenen Kollineation in Ruhe, 
und letztere gehort zu den automorphen Kollineationen der Kurve. 
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Spater ist na.chzuweisen, daB alle automorphen Kollinea.tionen der 
Kurve so erhalten werden. (S. 279). 

Die schlechte Darstellung der Korrelation 47, (12) ersetzen" wir 
durch erne brauchbarere: (aki = ai ,,; i = 1,2,3) • 

I t~ = (all ao + * )Xl + (alllaO + aas)xll + (alSaO - aall)xs , 
(72) t~ = (au ao - aaS)xl + (a\l\laO + * )XIl + (a\lSaO + a IXl)Xs, 

ts = (aSlaO + aall)xl + (aslllXo - aal)xll + (allslXo + * )xs ' 
Die in der friiheren Darstellung auftretenden GroBen l, fl, ", sind 
durch al : ao, ~: ao' as: ao ersetzt. Die GroBe a, die aus Homogeni
tatsrucksichten eingefUhit ist, kann willkurlich gewahlt ~erden; nur 
darf sie nicht verschwinden und muB an der Homogenitat der ail< 
teilnehmen, d. i. sie ist durch ea zu ersetzen, falls die ai" mit dem 
Proportionalitatsfaktor e belastet werden. Man darf als a irgendeinen 
nicht verschwindenden Koeffizienten ai " wahlen. 

Schreiben wir das System (72) kurz 

(i=1,2,3), 

IbubllllbsslXi' = Bi1~l + Bill~1l + Bists , 
wo die Bi" durch 46, (3) erklii.rt werden, so heiSt (vgl. 46, (8») die 
gesuchte automorphe Kollineation 

(73) coox/ = Cilxl + cillXIl + ciSXS (i = 1, 2, 3), 
wo 
(74) coo = Ib11 bllllbss !, Ci" = Bil b11c + Bill bu + B i8 b81c • 

Jetzt sind in (74) noch die GroBen b und B nach (72) zu ersetzen. 
Man findet 

Bll = All a~ + alia:, 
Bn = Allla~ + allaliXll + aaoas*' 
Bla = Alsa~ + allalaS - aaOa\l*' usw. 

Die al , lXII' IXa sind II-ls Punktkoordinaten zu behandeln. Daher werden 
nach 50 und 47, (1380) die a* erklart; es ist 

a,,* = a'l al + aillall + aiSaS' 
Auch das 8Og1eich auftretende Symbol (a/a) ist dadurch bestimmt. 

Bei der Ausrechnung der coo' Ci" findet man uberall den gemein
samen Faktor IXo, den wir daher fortlassen. Dann wird 

1 
coo = Da~ + all(a/a), 

(75) c .. = Da~ - all(a/a) + 2 a {aaia.* + Ai/aOa" - A."aoaz}' 
Cu = 2a{a~al* + A""aolXi - .4""aoa,.}, 
cl1, = 2a{aa1a,,* + .4liaOa, - .4l1aoa.}, 

(i, k, l = 2, 3, 1; 3,1,2; 1,2,3). 

1) Dadurch, daB hier, abweichend von 4,6 (1), der Faktor Ibllbn baal ein
gefiihrt jat, werden die aogleich zu erklarenden c,,, Polynome in den a; vgl. (75). 
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Die Formeln (73), (75) geben nooh fiir "0 = 0, wo die Herleitung 
versagt (Grund!), einen Sinn. Erst dann, wenn man den FaJl ao = 0 
zuli13t und im iibrigen 

(76) Da: + a'J(a/") -+ 0 

voraussetzt, geben sie alle automorphen Kollineationen, wie noah zu 
zeigen iet (60). 

Die Formeln (73) werden jetzt 

{Da: + a'J(a/a)}z/ = {Da: - a9(a/a)}z, + 2a9a,(a/z) + 
+ 2aao{AH(z9 aS - zsag) + Ai9 (zSal - ZlaS) + AiS (zl ag - Z9 al)}· 

(i = 1,2,3). 

Dafiir lii.Bt sioh die Identitat sohreiben: 

(77) {Da: + 'a9(a/a)}(z'~j -{Da: - a9(a/a)}(z~) + 2a9("~)(a/z) 
+ 2aao(za/~). 

Man erkennt, daB' der Punkt a1 : ag : aa (V oraussetzung!) Ruhe
punkt der Transformation ist; aus z = a folgt (z'~) = (z~), d. i. z' = a. 

Die vier homogenen GroBen ao: a1 : ag :"s heiBen die Parameter 
der automorphen Kollineation. J edes Parametersystem, welohes der 
Ungleiohung (76) geniigt, bestimmt eine automorphe Kollineation, 
vgl. Zus. 6. 

1. In (77) ersetze man ~ duroh z*. Wegen (zrx/~) = (zrx/z*) = D(zrxzU , 

= D(zu) = 0 wird 
{D0t8 + a I (rx/rx)} (z'/z) = {Drx3 - al(rx/rx)} (z/z) + 2a 9 (rx/z)l. 

2. Setzt man statt dessen ~ = rx z, so wird 

{D0t8 + a.-BCoc/rx)} (zo:' rx) = 2aoeo {(z/rx)' - (z/z)(rx/rx)}. 
3. Nach lit, (36) werde jetzt tg,u (z, z') ermittelt. Dabei sollen z und :Ie' 

auf der Pola.ren von ~: rx.. : rx.. liegen. Dann kann man den Hilfspunkt p mit 
be zosammenfallen lassen, wobei aber (rx/rx) -+ 0 vorauszusetzen ist: 

t ( ') _ -2arxo vI5(i:ia:) 
g,u z, z - Drx3-a' (rx/rx.) . 

BemerkenBwert ist, da8 rechts kein z mehr steht. Der Tangens der mit ,u 
multiplizierten Distanz zweier Punkte z und z, auf der Polaren von ~ : !X.g : ex. 
ist also derselbe, welcher Punkt z auch der automorphen Kollinea.tion unter
worfen wird. 

4. Die Distanz Hz, z') ist mod 2: bestimmt (iii). Demnach ist 

tg~(z, z')=Drxo: a VD{rx/rx) orler tg~ (z, z') =- a VD(rx/rx): Drxo. 

Hierbei iet immer wieder zo beachten, da8 z, mithin auch z' gege~ den Punkt 

rx1 : GCg: 0Ca die Dietanz 23f,uhaben, und daB (rx/rx) -+ 0 voraosgesetzt iet. 
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5. Filr den Fall («/<<) = 0 wird 

DaJ(z'zp) = 2a!r(<</z) (up) + 2 a«o{(z/z) (<</p) - (z/p)(z/«)} , 
D«~(z/z') = DaJ(z/z) + 2a 2 (z/oc) 2. (Zus. 1.) 
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Wiihlt man jetzt z, mithin auch z' auf der Polaren von «t : 0Cg : OCa , so wird 

D(zz' p) -2 a (oc/p) 
VD(p/p) (z/z') «0 VD(p/p) 

von :r una'bhiingig. Dazu darf der HiHspunkt p nicht der Kurve angehOren 
und auch nicht auf der Polaren von ocl : 0Cg : «3 liegen. 

6. In (77) setzt man ~ = a* uDd erhiUt (z'/«) = (z/oc). Dann setzt man 
l=Z'* und erhilt einen .Ausdruck fiir.(z'/z'), in dem r.echts (z/z') (Zus. 1), 
(:c'J«) und (zz'oc) (Zus.2) stehen. Setzt man dafiir die Werte ein, so ergiht 
sich (z'/z') = (zJz). Darin findet der automorphe Charakter der Kollineation 
(77) .en einfachsten .Ausdruck. . 

7. Zeige entsprechend (z'/y') == (z/y). 
8. Der Schnittpunkt p der Verbindungsgeraden zz' mit der Polaren von 

'4 : «t : «a hat die Gleichung 

(n) = (z/«) (z'l) - (z'Joc) (Zl) = (z/oc) {(z'~) - (z~)} = O. 
Beweise 

58. Ein System komplexer Zahl'en. Aus vier Einbeiten eo' e1, e2 , e, 
bauen wir die komplexe GroBe auf (vgl. 14, Zus. 23, 40, Zus. 3). 

a = ao eo + Ilt e1 + ~ e2 + as es' 

wo die Koeffizienten ao, a1 , ~,as gewiJhnliche komplexe Zablen sind. 
Die GroBen a Bollen als konische Quaternionen bezeichnet werden. 

Als Summe zweier solcher Zablen a und Ii wird die Zahl erkliirt 

a + iJ = (ao + Po) eo + (al + (1)el + (all + PIl)ell + (as + ps)es' 

Entsprechend erklii.rt man die Differenz z~eier solcher Quatern
ionen. Das Produkt bildet ma.n nach distributivem Schema: 

a . iJ = ao Po eo eo + ao Pl eo el + ag PI! eo ell + ao P3 eo es 

+~~~~+~~~~+~~~~+~~~~ 
+~~~~+~~~~+~~~~+~~~~ 
+ as Po e8 eo + as Pl e3 e1 + as P2 es e'J + as Ps es e8 • 

Damit die SO erkl~ GroBe uberhaupt Sinn hat, mussen wir noch 
die Produkte e. e" der Einheiten e erklaren. Damit sie ferner wieder 
eine konische Quaternion wird, mussen diese Produkte homogen und 
linear durch die Einheiten e definiert werden. Dabei wird von der 
Forderung der Kommutativitat der Multiplikation abgesehen, d. i. 
es brau~ht nicht e. e" = e" ei zu sein. 
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Diese Produkte entnehmen wir nun der folgenden Multiplika
tionstafel 1): 

O. 1. 

O. Deo Del 
1. Del -a'lalleO 
2. De2 - allan eo - a(A31el +A31lell + A38e3) 
3. Deg -alla31eO+a(.A..alel +~l!ell+~3e8) 

(79) 
2. 3. 

O. De2 Des 
1. -allal\leO+a(A81el +A32e2+A38e3) -allaI3eO-a(~lel+~llell+AIl388) 
2. -all all1l 8o -allaIl3eo+a(AUet +A1.+A1888) 
'3. _all a3IleO-a(Allel +Al\181l+AI8e8) -all a88eO 

Das heiBt, als Produkt 8t 8" wird erklart die GroBe in der 
i ten Reihe, die in der kten Kolonne steht. Es ist also eo81l = Del!' 
8;=elle\l=-all all 2 eo , e881 = -a2a81eO+a~1 el+aA\llle2+a~8e3 usw. 

Die GroBen D \ all' allll , aS8 usw. sind die Diskriminante und 
die Koeffizienten einer nicht singularen Kurve zweiter Ordnung; 
ebenso erklaren sich die A. Die GroBe a ist in 57 erlautert. So
mit haben wir einer solchen K 2. O. ein System hOherer komplexer 
Zahlen zugeordnet; den Nutzen davon werden wir bald erkennen. 

Zunachst rechnen wir auf Grund der Multiplikationstafel das 
Produkt zweier konischen Quaternionen aus. Es sei 

il' = a·a'. 
Dann wird mit Riicksicht auf Aki = Ajk 2) 

a:; = D aoa~ - all (a/a'), 
a~' = D(aoa~ +a~al)+aAll(alla~ - asa;)+aAlll(a8a~ -ala~) 

+aA13(ala~ -alla~), 
(80) a~= D(aoa~+a~ag)+aAlll(alla~-a3a~)+aA22(a3a~ -ala~) 

+aAIl3(ala~ -alla~). 
a;= D(aoa~ +a~a8)+aA81(alla~ -a3an+aA82(a8a~ -ala~) 

+aAaa(a1a; -alla~). 

l) Diese An,ordnung der Multiplikationstafel ist durch das Papierformat 
notig geworden; die letzten vier Reihen gehoren rechts neben die ersten vier. 
Der Deutlichkeit halber haben wir Reihen und Kolonnen beziffert. 

9) Die ai, ail> aa sind wieder als Punktkoordinaten zu behandeln. 
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Insbesondere wird 

~~-~~-~~-~~~~+~~+~~+~~= 
= {Da8+ a~(a/a)}eo' 
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und hierbei lassen sich die beiden Faktoren auf der Iinken Seite 
vertauschen. 

Es heiSe 

(81) a = aoeo - a1 e1 ~ ~e2 - aaes 
die Konjugierte der Quaternion a, der Ausdruck 

(82) N (a) = D a8 + a2(a/a) 
die Norm von a. Dann laSt sich die letzte Formel kurz so schreiben: 

(83) ~.a=a.tx=N(a)eo=N(a)eo' 
Wir brauchen weiterhin die Norm. des Produktes zweier konischen 

Quaternionen. Sie laSt sich durch direkte Ausrechnung ermitteln, 
die aber recht umstandlich ausfallt. Bequemer ist folgender Weg. 
Nach (80) wird 

ail a;' + a ... a~' + a.a a~' = 
= DaO(ail a; + a ... a~ + a'8a~) + D a~(ai1 a1 + a ... a .. + a.sas) + 

+ a D (a" at - azaf.), 
(i, k, 1 = 2, 3, 1; 3,1,2; 1,2,3). 

Daraus foIgt (man multipliziert der Reihe nach mit at, a., ~* und 
addiert): 

(a'la") = D ao (a' fa') + D a~(a/aj, 
(a/a'') = D ao (a/a') + D a~(a/a), 

(a"aa') = a(aa'/aa') = a {(a/a) (a'/aj - (a/a,)'}. 
Jetzt laSt sich auch (a"/a") tinden, wenn man der Reihe nach mit 
at" multipliziert und addiert: 

(a"/a") = Dao(a'/a") + Da~(a/a") + aD(a"aa') 
= D [a8D (a'/a') + 2aoa~ D(a/aj+a~9 D(a/a) + 

+ a'J {(a/a)(a'fa') - (a/aji}]. 
Hierauf kann man leicht ausrechnen 

D a:;'J+ a'J(a"/a'j = D{ Da8+ a2 (a/a)}{ Da~2 + a2 (a'/a')} , 
oder 
(84) N(aa') = DN(a).N(a'): 

Die Norm des Produktes zweier konischen Quaternionen findet man, 
wenn man die Diskriminante mit dem Produkt der N ormen der einzelnen 
Faktoren multipliziert. 

Die voraufgehenden Rechnungen werden z. T. iibersiohtlioher, 
wenn man sich der Sternsymbolik bedient. 
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Schreibt man in (80) die drei letzten Zeilen etwas andere: 

- a~'= D{ ao(-a;) +a~(-al)} + 
+ a All {(- ( 8)( - a;) - (- ~)( - a;)} + usw., 

so hat man sogleich den wichtigen Satz: 

Die Konjugierte eines Produktes findet man, wenn man die Konju
gierlen der einzelnen Faktoren in entgegenges6tzter Eeihenfolge multipliziert. 

'" .:.. 
(85) (ap) = p.a. 

Der Grund, weswegen wir das System hoherer komplexer Zahlen 
eingefiihrt haben, ist in folgendem Satze zu finden: Die Gleichung 

1(86) N( ) ., .:, .. a x ·eo = a·x·a (N(a) + 0). I 
stellt die automorphen Kollineationen der K. 2. O. (x/x) = 0 dar. 
wenn darin 

x = Xl el + x2 e\l + x 8 e8 , 

gesetzt wird. 

Schon in dieser Zusammenfassung der recht umstandlichen 
Formeln 67, (77) zu einer einzigen liegt ein Vorteil. Man kann 
jetzt aber auch die Zusammensetzung zweier automorpher Kollinea
tionen mit Leichtigkeit vornehmen, wahrend die friiheren Formeln zu 
einem undurchdtinglichen Gestriipp von Rechnungen fiibren wiirden. 

Es sei 
N(a).x' ·eo = a·x·a, N(P)'x" ·eo = p.x' .p, 

wo wir die Punkte auf den Symbolen der komplexen GroBen fori
gelassen ha.ben, wie wir es auch kiinftig tun werden, wenn MiB
verstandnisse nicht zu befiirchten sind. 

Da die Einheit eo mit allen iibrigen Einheiten vertauschbar is' 
(eo e. = e. eo)' so diirfen wir schreiben 

N(p)·N(a).x". e8 = p.N(a) ·eo ·x' ·-P'= p.a.x. a· p, 
DN(a)N(p).x".eo = p.a.x.a.p. 

Naoh (84) und (85) folgt jetzt 

N(ap).x" ·eo = ;;P.x.ap, 
oder N(y).x". eo = r'x, y. 

Damit ist die Gruppeneigenschaft unserer automorphen Kollinea
tionen in Evidenz gesetzt; ferner erhalt man AufschluB dariiber. 
wie die Parameter der resultierenden Kollineation sich aus denen 
der einzelnen Kollineationen aufbauen. Jede unserer automorphen 
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Kollineationen bestimmt eine1) konische Quaternion, die !Io~ ih.J:en, 
Parametern gebildet wird, und umgekehrt bestimmt jede ,solcl).e 
konische Quaternion von nicht verschwindender Norm eine automorphe 
Kollineation der zugehOrigen K. 2. O. Die zur resultierenden Kolliflea
tion gehQrige QuaterniOfi wird erhalten, wenn man die zu den kompoflieren
den KollineatiOfien gehQrigen QuaterniOfien in der richtigen Beihenfolge 
multipliziert. 

Die Tatsache, daB fur unser komplexes Zahlsystem die Mul. 
tiplikation nicht kommutativ ist, verliert jetzt jedes Befremdende, 
depn die resultierende Transformation hii.ngt ja auch von der Reihen
folge der Einzeltransformationen ab. 

Fur die Summe der beiden Produkte aus zwei Quaternionen 
ergibt sich ein einfa.cher Wert: 

ap + pa =.{ - 2a9 (alfJ) - 2 DaofJo}eo + 2 Dao·fJ + 2DfJo·a. 
Insbesondere folgt daraus 

(87) iy+yi= - 2 all (zIY) eo' 
Hieraus lii.Bt sich (z'ly') berechnen. Man findet 

-2all{N(a)p(z'ly')e~ = {N(a)}ll. e: .{:t' '1/' + ,1' ,z'} = 

N(a).i'. eo·N(a) .y'. eo+N(a).y' .eo·N(a).i'. eo 
= a·z.a.{i.y.a + a'1I.a.(i.z.a (nach 86) 

= {a.z·N(a) ·1I·a + a'1I.N(a)·z·a leo' 
Jetzt fugt man hinten den Faktor a ZUj dadurch geht der Faktor 
{N(a) p e~ fort: 

- 2 a9 (z' 1,1') eo a = (J.,z·1/ + ;%·1/·z. 

Ebe'hso fugt man vorne den Faktor a hinzu: 

- 2 all (z'I,I') eo a·a = N(a) eo {i.y + Y·i}, 
-2aIJ (z'1,l')eo=i'Y+Y.i=-2a9 (zl,l)eo (nach 87). 

SchlieBlich wird 
(88) (z' /11') = (zI1l)-, 
ein Ergebnis, welches ohne die Benutzung der komplexen GroBen 
nur umstii.ndlich zu erreichen gewesen ware., (0'7, Zus. 7.) 

Die Ausdrucke (z/1I) und (z'I,I') sind "hier, abweichend von 04, 
auf dieselbe K. 2. O. zu beziehen. Der Tangens der mit p, multi
plizierten Distapz zweier Punkte (vgl. 01, (35» erweist sich (04, (53)) 
als absolute Invariante. Wii.brend fruher in 04 die Distanz zweier 
Punkte uberging in die Distanz der transformierten Punkte in bezug 

1) Oder vielmehr 00 1, nimlioh e «0 eo + e OCt ~ + e oc. e. + e oc. e., wo e+ 0 
beliebig angenommen werden kann. 
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aUf die transformierte K. 2. 0., ist diese jetzt, wo wir nur die automorphen 
Kollineationen zugrunde legen, mit der urspriinglichen Kurve identisch. 

Der sehr wichtige Sonderfall von (88) 
{x' Ix') = (xIx) 

kann auch leicht auf Grund von (84) bestatigt werden. 

1. Verfolge die Ergebnisse dieses Abschnitts fiir die spezielle Kurve 
x: - 2 P Xl xa = O. Stelle das System der konischen Quaternionen fiir diesen 
Fall auf und auch die Gruppe der automorphen Kollineationen. 

2. AronhoZdsche SymboZik. Mit den beiden getrennten Hermiteschen 
Formen (vgl. 56, Zus. 2 bis 12) ist kovariant verbunden die binii.re quadra
tische Form 

(a{J) (ae;) (n). 
Deutet man nii.mlich in der GauBischen Ebene (56, Zus.l0) und unterwirft 
den Punkt e; der Inversion am ersten Kreise (Voraussetzung), so erhii.lt man 
a.ls transformierten Punkt nach 56, Zus.12 1] = (ae;) a. 

Jetzt solI e; so bestimmt werden, daB e; und 1] invers zueinander sind 
auch in bezug auf den zweiten Kreis 

(jJ1]) (jJ1;) = (jJa) (ae;) (jJe;) = 0, d. i. (a{J) (ae;) (n) = O. 
3. Die Diskriminante (49, Zus. 12) der quadratischen Form in Zus. 2 ka.nn, 

abgesehen von einem numerischen Faktor, so geschrieben werden: 
(aa') (aa'). ({J{J') (jJ (J') - (a{J) (a{J). (a' (J') (a' (J'). 

VerBchwindet sie, BO beriihren sich die beiden Kreise (ae;) (a 1;) = 0 und 
(jJ1;) ({Je;) = O. 

4. Drei binii.re Hermitesche Formen bestimmen eine kovariante vierte 
binare Hermitesche Form 

t {(y a) (a{J) (jJ 1;) (ye;) - (a{J) (ya) (ye;)({J e;) 
+ (a{J) ({Jy) (ye;) (ae;) - (fly) (a{J) (a 1;) (ye;) 
+ ({Jy) (fiX)(ae;) (fle;)-(ya) (fly) (jJe;)(al;)}. 

Gleich Null gesetzt liefert sie den Kreis, der zu den drei Kreisen 
(ae;) (a 1;) = 0, (fle;) (fll;) = 0, (yl;) (yl;) = 0 

gleichzeitig orthogonal ist. Voraussdzung! 
5. Sind die drei zuletzt genannten Kreise reduzibel, so lii.Bt sich ihr 

Orthogonalkreis einfacher schreiben; die drei Summanden werden gleich groB, 
und es bleibt etwa 

(fly) (ya) (ae;) (fl e;) - (ya) (fly) (jJ 1;) (ae;) = O. 
Vgl. 44, ZUB. 4. 

6. Wir haben an einzelnen Beispielen gezeigt, wie sich verwickeltere 
Tatbestii.nde sehr einfa.ch durch die nsymboZische Methode" darstellen lassen. 
IndesBen handelt es sich nicht um eine bloBe Ubertragung unsymbolischer 
Ausdriicke in die neue Formelsprache; man kann vielmehr direkt mit den 
SymboZen rechnen, und erst dann zeigt die symbolische -¥ethode ihre volle 
Bedeutung; man kann mit ihrer Hilfe dann noch in Gebiete vordringen, die 
ohne sie nur unter auBerordentlichen Schwierigkeiten zug(i.nglich sind. Wir 
verweisen auf Clebsch, Theorie der binaren algebraischen Formen. Leipzig, 
1871, Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen iiber Invariantentheorie. 
2. Band. Leipzig 1887, Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, 
2. Auflage. Leipzig, 1906, 1910; aIle drei Werke bei B. G. Teubner. 
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69. Parameterdarstellungen. Die Gruppe der automorphen Kol
lineationen einer nicht singularen Kurve zweiter Ordnung haben 
wir zunachst in 57, (77) dargestellt. Die Verhaltnisse der Koef
fizienten driickten sich quadratisch in den P,arametern ao: at : a2 : as 
der Transformation aus. Eine formale Vereinfachung, brachte so
dann die Einfiihrung der konischen Quaternionen in 58, (86). 

Die fraglichen Transformationen konnen aber auch linear in den 
Parametern a ausgedriickt werden; dazu braucht man andere Koor
dinaten, als bisher. Man hat zu diesem Zwecke einige vorbereitende 
Schritte zu tun. 

1. Alle Punkte einer nickt singularen K. 2. O. anzugeben. 
Dazu machen wir, veranlaBt durch die speziellen Beispiele in 

S. 21. 22, den Versuch, die Koordinaten eines Punktes der K. 2. O. als 
(homogene) quadratische Funktionen zweier homogener GroBen al 

und a2 darZusteIlen: 

xi = Pi·al+ q •. 2Gt G2 + ro·a: (i = 1,2,3). 
SoIl die Gleichung (xJx) = 0 identisch fiir alle al : G2 erfiilit sein, so 
miissen in der Entwicklung samtliche Koeffizienten einzein ver
schwinden. Das gibt 

(89) (p!p) =0 , (rJr)=O, (pJq)=O, (rJq)=O, 4(qJq)+ 2 (pJr) =0. 

Deutet man also, was schon durch die Bezeichnung in diesen For
meln zum Ausdruck kommt, die p, q, r als homogene Pun,ktkoor
dinaten, so liegen die Punkte p und r auf der K. 2. 0., wahrend q 
der Pol ihrer Verbindungsgeraden ist. Dabei ist aber zu bedenken, 
daB es auf die mit den p, q, r zu verbindenden Proportionalitats
faktoren ankommt. Wahlt man p auf der K. 2. O. beliebig, und 
q gemaB der Bedingung (plq) = 0, so braucht q keinen weiteren 
Proportionalitatsfaktor, da dieser in G2 einbezogen werden kann. 
Anders ist es mit r. Fiir diesen Punkt ist der Proportionalitats
faktor nicht mehr willkiirlich wahl bar , sondern durch die letzte 
GIeichung (89) bestimmt. 

Wir verwenden jetzt 55, (63). Diese Formel gibt zwar schon 
aIle Punkte der K. 2.0., wenn man die Hilfsgerade 9 variieren laBt. 
indessen wird so jeder Punkt der Kurve unendlich oft erhalten. 
Wir Iegen jetzt also im Gegensatz dazu die Gerade 9 fest, aber ·so, 
daB sie nicht Tangente ist. Auch die Gerade a darf nicht Tangente 
sein; sie muQ durch den Pol g* von 9 laufen. D. i.: 

(gJg) =+= 0, (a/a) =+= 0, (a/g) = O. 

Dann setzen wir also, unter Abspaltung des Faktors D: 

P. = g--;;i + a.* v' - (gig); 



272 Viertes Kapitel. 59. 

ferner 

qi=v'-(a/a)gi*' 

r. = e gao - e a.*v' - (g/g). 
Hierin bedeutet eden noch zu bestimmenden Proportionalitatsfaktor; 

der Faktor v' - (a/a) im Ausdruck fur q. ist aus Homogenitiitsruck; 
aichten ein~efUhrt; ao erhalten die p, q, r dasselbe Gewicht. 

Fiir e ergibt sich aua 4 (q/q) + 2 (p/r) = 0: 

- 4 (a/a) (g*/g*) + 2 e [(ga/ga) + (a*/a*) (g/g)] = O. 

Hieraus folgt nach 49, (22) und 55, (61) 

e= 1. 
Demnach lautet die gesuchte Parameterdarstellung fUr die Punkte 
der Kurve 

x.= {gai+a/v' -(g/g)}al+v' -(a/a)g.*· 2a1 a2+{ga.-ai*v' -(g/g)}a:, 
oder, ,bei Hinzufugung eines Faktors D rechts und als Identitit in 
den ~ geschrieben: 

(90) (x~) = D (ga~) tal + a;) + (al!) v' -(gIg) (al- a;) + 
+ (g/~)v' - (a/a) 2 oJ O2 , 

Um hinterher zu beatatigen, daB die Gleichung (x/x) = 0 identisch 
durch {90) befriedigt wird, beachte man (vgl. 55, Zus. 1) 

(ga/g*) = 0, (ga/a*) = O. 

Jedem Wertsystem a1 ; O2 entspricht somit eindeutig ein Punkt 
der Kurve; umgekehrt entspricht aber auch jedem Kurvenpunkt x 
eindeutig ein System 01 : all • 

Aus (90) folgt namlich 

(ga/x) = (g/gHa/a) (a! + a;), 
- v'~_--:("""'g/;-;Og) (ax) = (g/g)(a/a)(af- a;), 

- V-=-(a/a)(gx) = (g/g)(a/a) 2 a1 all' 

Daraus findet man sogleich 

(91) a1 : all = - (g a/x) + (ax) v' - (g/g): v' - (0:[0.) (xg) 
= - v' - (a/a) (x g): (ga/x) + (ax) v' - (g/g). 

Da.6 beide Ausdriicke miteinander vertraglich sind, foIgt aua 
65, Zus. 5 vermoge (x/x) = O. Die Punkte der Km;ve sind also 
ausnahmsIos eindeutig umkehrbar den Wertsystemen zweier homogener 
GroJ3en a1 und all zugeordnet: 

Die Purtkte einer nicht singuliiren KurfJe zweiter Ordnung bilden 
ein binares Gebiet. 
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2. Das gleiche gilt von ihren Tangenten. Fiir sie gewinnt man 
jetzt (man setze etwa in (90) x=~*, d. h. iibe die zur Kurve (xJx)=O 
gehOrige Polaritii.t aus) die als 1dentitii.t in den x geschriebene Para
meterdarstellung: 

(92) (~x)- D{(gaJx)(o:+oi)+(ax)V-(gJg)(o:-oV+ 
+ (gx)V- (aJa) 201 Og}, 

und zwar beriihrt diese Gerade ~ die K. 2. O. in dem durch (90) 
erklii.rten Punkte, wenn a und g in (90) und (92) dieselbe Bedeutung 
haben. 

Der Faktor D ist rechts hinzugefiigt, damit die Gerade ~ in (92) 
genau die Polare des Punktes x in (90) wird. 

1st umgekehrt eine Tangente ~ vorgelegt, so findet man 

(93) °1: °2 = - D (ga~) + (~Ja) V - (gig): (~/g) V - (ala) 
= - (~Jg) V - ({lla): D (ga~) + (~/a) V= (gig), 

und diese beiden Ausdriicke stimmen vermoge (~J~)'= 0 auf Grund 
von 60, (29) uberein. Man kann jetzt kurz von dem Punkte °1 : °1 

der Kurve oder von der Tangente °1 : °2 reden. 
3. Jetzt sollen die beiden getrennten Kurvenpunkte °1 : 0'.1 und 

T1 : T2 miteinander verbunden werden. Das heIDt, es sollen die 
Geradenkoordinaten ihrer Verbindungsgeraden. ermittelt werdenl 
N ach Abspaltung des gemeinsamen Faktors 

- 2 V - (aJa) V - (g/g)(01 T2 - °2 1:1) 
erhalt man fur sie die 1dentitii.t in den x: 

(94) 
(~x)-D{(galx)(01 1:1 + Oil 1:2 )+(ax)V - (gIg) (°11:1-°2 T2)+ 

+(gx)V - (ala)(01 1:2 +02 T1)}' 

die im Sonderfalle °1 T2 - °2 T1 = 0 noch ihren Sinn behii.lt und in 
(92) ubergeht. 

4. Entsprechend sollen die beiden Tangenten °1 : °2 und 1:1 : 1:2 

zum Schnitt gebracht werden. N ach dem soeben erhaltenen Er
gebnis wird man die Rechnung nicht mehr durchfiihren, sondern das 
zu erratende Ergebnis nur nachtrii.glich bestii.tigen. 

Fiir den Schnittpunkt x errii.t man aus (90)die 1dentitii.t in den 1; 

(95) (x~)=D(ga,~)(ol 1:1 +°2 '1'2) + (ah)V - (gJg) (°1 T1 -02 T2) + 
+ (g/~)V - (al a)( 0iT2 +02t1)' 

die auch noch fur °1 '1'2 - °2 Tl = 0 brauchbar bleibt und dann in (90) 
ubergeht. 

Bee k. Koordlnatengeometrle der Ebene. 18 
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1st I:) die Tangente in °1 : 02' ~ die in'll: 'l2' so ist nach (92) 

(gal:) = (g/g)(a/a)(a: + a:), - (I:)/a)V (gIg) = D(a/a)(g/g)(o:-o:), 
- (I:)/g) V - (ala) = D(ala)(g/g)201 O2 , 

(gaa) = (g/g) (a/a)('l: + 'li), - (~/a)v' - (g/g) = D(a/a)(g/g)('l:-'ll), 

- (~J4J) V (a/a) = D(a/a)(g/g) 2'l1 'l2· 

Aus (95) folgen nun wegen 

(96) { (°1 'll + a.$ T2)(a:+ oi) - (al'll - a2 'l\l)(o: - oi)- (a1 'l2+a2 'l1)2al a2 =0, 
(al'll + 02 'lll)('l: +'li) - (a1 'll - a2 'l2) ('l: - 'll) - (al Til + all 'l1) 2 t'1 'l\l=0 

die beiden Gleichungen (XI:) = 0, (x~) = 0, und damit ist die Richtig
keit von (95) dargetan. 

Die Formeln (96) sind Sonderfalle der allgemeineren haufig 
verwandten 1dentitat 

(97) (01'l1 +o\l'l\l)(ld.ll +11l#2) - (a1'l1 -a\lT2)(11#1 -~#2) 
- (01 Til + a2 t'1) (11#2 + 12 #1) 

= (°1 ~ - °211) ('l1!1-2 - Til #1) + (a1#2 - a2 #1) (t'l ~ - t'211 ). 
5. Jetzt konnen wir umgekehrt die Tangenten der K. 2. o. 

durch einen Punkt X angeben. Wegen d~r aus (97) folgenden 
Identitat 

(98) (alTl +all 'l2)2- (a1t'1. - a2t'\I)2 - (a1 t'S+01l'l1)2 = - (a1'l\) - a9 t'1)2 

wird namlich 
(x/ga) = (g/g)(ala)(a1t'1 +a2'l2)' 

- V - (g/g) (x a) = (g/g) (a/a) (a1 T1 - a2 'l2)' 
- Y={a/a) (xg) = (g/g) (ala) (a1 'ls + all T1)· 

Ferner hat man 

(99) (x/x) = - D (g/g)(a/a)(at t'1l'!"" all'll) 2. 

Daraus findet man, wenn man festsetzt 

(100) V-D(x/x) = - V (a/a)V (g/g) (a1t'2 -02T1)D, 
die Parameter der gesuchten Tangenten: 

(101) = - V -(a/a){ D(gx) +V -=-D(xlx)V -= (gIg)}: D{ (galx)+(ax)V (gIg)) { 

01 :oll=D{ - (g~~)+(ax)V -(g/g)}:V-(aja){ D(gx)- V -D(xlx)ll-(g/g)} 

t'1 :'l\l=D{ -(ga/x)+(ax)ll-(g/g)}:V -(ala){ D(gx)+ V -D(x/x)V -(gIg)} 
= - V (a/a){ D(gx)-V -D(xlx)v=(g/g)}:D{(ga/x)+(ax) V -(gIg)}. 

Die Ausdrficke fUr al : 02 und 'l1: Til unterscheiden sich nur 
durch das verschiedene Vorzeichen der Irrationalitat V - D(x/x). 
Verschwindet diese, liegt also der Punkt x auf der K. 2. 0., so 
gehen beide Formeln (101) in (91) fiber. 
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6. Endlich ist noch die Aufgabe zu losen, die Parameter der 
Schnittpunkte der Geraden ~ in (94) mit der Kurve zu be~timmen. 
~ Dazu setzt man in der Identitat (94) fUr x der Reihe nach 
ga, a*, g*. Das liefert 

D(!'ga) = D (a/a) (g/g) (01 'r1 + 0 2 1'2)' 
- Y (g/g)'(a/r) = D (a/a) (0/g)(01 1'1 - O2 t2), 
- V-(ala) (g/!,) =D (a/a) (g/O) (01 til + O2 'r1 )· 

Ferner findet man 

(!'/!') = - (0./a)(0/g)(01 t2 - 09 t1)2 DIl. 
Jetzt setzen wir 

l102) v-(iM = - V-(a/a)V-(0/g)(01'r\l-0\l1'1)D. 
Das gibt 

(103) = - V -(a/a){(gh)+ V (g/g)1l (!'It)}:D(g a!)+(alt)V-(gIg). { 

01 :oll=-D(ga!,)+(ah)V=(g/g):V -(a/a){(g!!')-V -(g/g)y -(!'h)) 

T1 :t2 = -D(ga!,)+(a/!,)1I - (g/g):V -(a/a){ (g/!') + V=(9/9)1l - (!'/!')} 
=-V -(a/a){(gh)-V - (g/g)V -(!'/!,)}:D(ga!,)+(o.h)v' -~g/g). 

Die Ausdriicke fiir 0 1 : all und T1 : til unterscheiden sich nur 
durch das Vorzeichen der Irrationalitat V -(if!'). Verschwindet diese, 
so gehen die Formeln (103) in (93) iiber. 

Die For~elsysteme (103) und (101) beruhen auf den Fest
setzungen (100) und (102), die wir auch schreiben konnen. 

I VD(xlx) = - iDVa/av'gJg(01 T2-0;L] "Irrationalitat VII". 

I v'ili= -iDv'a/aVg/g(otT\l -aliT!). I "Irrationalitat VIII". 

Diese stehen im Zusammenhang miteinander. Wahlt man in allen vier 
Formeln flir °1 : 02 und T1 : Til dieselben Werte, so sind !' und x 
Polare und Pol; es ist dann !' = x*, !* = x, und dazu mu.Bten wir 
in (92) uoo (~4) rechts den Faktor D einfuhren. 

Jetzt ist im Einklang mit 00, Irr. V: 

(104) v' !/! = v'D(x/x). 
In den Festsetzungen"'(100) und (102) liegt die Unterscheidung' 

der beiden Tangenten durch x und der beiden Schnittpunkte der 
Geraden ~ mit der K. 2. O. Diese werden durch Verfiigung liber 
die Irrationalitaten v' - D(x/x) und V - (!h) in eine bestimmte 
Reihenfolge gesetzt. Mithin konnen diese Irrationalitaten einen 
OrientierungsprozeB vertreten (vgl. 23). Wir kommen spater ein-

18* 
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gehend darauf zuriick und sprechen bier nur die Formel (104) aua: 
Durck die Orientierung eines Punktes in bezug auf eine K.2. O. wird 
auck seine Polare orientiert. Dieae der Anschauung unmittelbar zu
gangliche TatBache findet ihren analytiachen Auadruck eben in (104). 

1. Binare Symbolik. Um eine moore bilineare Form (vgI.18, Zus.4; S.206) 
symbolisch darzustellen, hat man zwei Reihen von Symbolen nBtig; a1> al! 
und Pl' PI!' Setzt man dann fest, daB erst die a,Pk die reale Bedeutung a,,, 
haben sollen, so wird 

(a~) (jJ1]) = ~l ~1!1]9 - alll~1l 1]1 - a ill ~l 1]2 + a99;l 1]1' 

Setzt man eine solche bilineare binii.re Form gleich Null, also 
'7=(a~)p, 

so wird dadurch (vgl. 53, Zus. 5, 56, Zus. 12) eine binii.re !ineare Transforma· 
tion geliefert, wenn nicht die Determinante (vgl. 51, ZUI. 9) 

Haa') (flP,) = t (a1Pl·a/ P2' - a1 fl2' a9' flt' - a2fll· at' P2' + agflll·at' fll') 
= au ~ - a l2 a gl , 

die Diskriminante der binii.ren bilinearen Form, verschwindet. 
2. Die Invariante 

(afl) = alII - ~l 
sagt durch ihr Verschwinden aus, daB die lineare Transformation (a~) ({J,1]) =.0 
eine Involution ist (51, Zus. 3). Die bilineare Form ist dann symmetrisch in 
bezug auf ~ und 1], und ist die' Polarform einer quadratischen Form (51, Zus.I). 

3. Allgemein ist daher 
(a~)(f1'7) = (a~) (a 1]) + t(aflH~1]), 

wo im ersten Glied rechts eine Polarform steht (a, a" = a, k). 
4. Nach der linearen Transformation (a~) (fl1]) = 0 soIl die !ineare Trans

formation (y~) (~1]) = 0 ausgeiibt werden. (Wir vermeiden es hier, die Koordi
naten transformierter Elemente durch Akzente zu bezeichnen, um einer Ver
wechslung mit der in 54" Zus. 9 aufgetretenen Akzentuierung vorzubeugen). 
Es wird dann 1] = (a~) fJ, und dies tritt an die Stelle von ~ in der zweiten 
Transformation. Das gibt als resultierende Transformation (a~) (y fJ) (~1]) = 0 . 
Bei Verwendung von Transformationsakzenten wird das Bildungsgesetz klarer: 

(a~) (a' fl) (jJ'1]) = o. 
5. Symbolische Darstellung quasilinearer Transformationen! 
6. Nach 18, Zus.4 stellt eine bilineare binare Gleichung einen Kreis dar 

im Sinne von 45, Zus. 2, insbesondere (~1]) = 0 die Gerade der reellen Punkte. 
Diese wird senkrecht durchsetzt von allen Kreisen, die zu symmetrischen 
bilinearen Formen gehBren. Nachweis durch Bildung einer bilinearen Simultan
invariante nach dem Vorbild von 56, Zus. 5. Verallgemeinerung von 58, Zus. 4! 

60. A.utomorphe Kollineationen. Zweite Darstellung. Wir nehmen 
die zu Anfang von 59 angekiindigte einfachere Darstellung der auto
morphen Kollineationen einer nicht' singularen K. 2. O. jetzt, nach
dem die notigen V orbereitungen erledigt sind, in Angriff. Die auto
morphen Kollineationen einer K. 2. O. vertauschen die Kurvenpunkte 
unter aich. Daher muB es moglich sein, sie in den Parametern 
°1 : 02 eines Kurvenpunktes (59, (90), (91)) darzustellen. 
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Nach 69, (91) setzen wir demnach 

oi: o~ = - (gil/x') + (u') V - (gIg): Y - (1l/1l) (gll:'). 

Hierin ist nach 67, (77) einzufiihren 

{Da~ +a2(ala) } (x'/g Il)= {Da~ -a2 (a/a) }(x/g a)+ 2 a2(x/a)(g a/a) + 
+ 2 aaoD{gx)(aa) - (ax)(ga)}, 

{Da~ +a2 (a/a)} (ax') ={Da~-a2(a/a)}(ax) + 2a2(x/a)(aa) + 
+ 2aao(xa/a), 

{Da~+a2(a/a)}(gx') = {Da8-a2(a/a) }(gx) + 2 a2 (xla)(ga) + 
+ 2 aao(xalg). 

Dadurch 'wird 

oi :o~ = 

{.1)a~- a2 (ala)}{ - (galx)+(llx)Y -(gIg)} 
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+2 a2(x/a){- (g ala)+(aa)Y -(g/g)}+2 aao{-D(xaga)+(xa/a)Y -(g/g)} 
: Y -(ala)[ {Da~-a2(ala)}(gx)+2 a2(xla)(ga)+2 aao (xa/g)]. 

Hierin sind jetzt die X vermoge 69, (90) wieder durch die 0 1 : 011 

zu ersetzen. 

Dabei wird 

- (ga/x) + (ax)Y - (gIg) = - 2(g/g)(ala)0:, 
(gx)V-=(ala)= - 2 (gIg) (a/a)01 O2, 

(x/a)=D[(ga/a)(o:+o:)+(aa)Y -(g/g)(o: - 0:)+ ga)'V -(Il/Il)' 2010,], 
(gx)(aa)-(ax)(ga)=(g/g)(aa)V -(ala)201 o\l-(a/a)(ga)Y -(g/g)(o:-o:), 

(xa/a) = D[ (ga) (a/a)(o: + oi)-(ga/a)Y - (ala) 201 Oil]' 
(xalg) = D[ - (aa)(g/g)(o: + oi) + (gala)Y - (g/g)(o: - 0:)]. 

Bei Einfiihrung dieser Wertie driickt sich bei Beachtung von 
1)1), Zus. 5 oi: o~ ala ein Quotient aus, in dessen Zahler Qnd Nenner 
der gemeinsame Faktor 

- 2D{v' (a/a)(ao V -(gIg) + a(ga))oJ + a ( (g a/a) - (aa)'V - (g/g)) Oil} 

fortgehoben werden darf. Dann bleibt iibrig 

(105) 
oi -.,;. 'V - (ala) {ao 'V - (gjg) + a(ga)} 0 1 +a {(gala) - (aa)'V - (gIg)) 0IP 

a; = - a{(ga/a) + (a a) 'V - (g/!i)}01+ Y - (ala){ ao Y-'(g/g)- a(ga)} 011' 

und die Transformationsdeterminante hat den Wert (00, Zus. 5) 
1 
D (g/g)(a/a)· {D a8 + all (ala)}. 

Die Formeln (105) geben die automorphen Kollineationen der
K. 2. 0., wobei ala Raumelemente nicht aIle Punkte der Ebene, 
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sondern nur die der Kurve auftreten. Das Wesentliche ist, daB die 
Parameter ao : a l : a~ : as der Kollineation jetzt in den Koeffizienten 
linear auftreten. 

Aua meser zweiten Daratellung der automorphen Kollineationen 
liiBt aich die erste Darstellung 57, (77) wieder gewinnen. Man be
nutzt etwa 59, (95) und transformiert die al : all' "'1: Til einzeln. Bei 
Anwendung von 59, (94) erhiilt man so die automorphen Kollinea
tionen in Geradenkoordinaten. 

Diese kann man auch gewinnen, wenn man in 07, (77) statt 
der x den Pol der Geraden 6 einfiihrt und dann umformt. Das 
wollen wir ausfiihren. Wir setzen also in 57, (77) x = t)* .. 

{DaJ + all (aJa) } (t)'*~)-

Nun ist 
{DaJ - a2 (aJa) }(t)*~) + 2 a2(a~)(al t)*) + 2 aao (t)*a/~). 

1 
(t)*~) = D (t)J~) (00, (57b), (aJt)*) = (at» (00, Zus. 2), 

(t)*ah)=(~t)Ja) (00, Zus. 6). 

Somit erhiilt man die Identitiit in den ~ 

{DaJ + a2 (aJa) }(t)'J~) _ {D a8 - all (aJa) } (t)/t) + 2 a2 D (a~)(at» + 
+ 2 aaoD (~t)Ja). 

Man wird diese Formel aber Heber als Identitiit in Punktkoordinltten 
haben wollen. Wir setzen daher 6 = x* . Dann wird 

(t)Jx*) = D(t)x) (00, Zus. 2), (ax*) = (aJx) (55, (57 a», 

(x*t)/a) = (axJt» (00, Zus. 7). 

Unter Abspaltung des Faktors D gewinnt man so 

{Da8 + a2(aJa)} (t)' x) _ {Da8- all (aJa) } (t)x) + 2 a2 (at» (a/x) + 
+ 2aao(ax/t». 

Dann kann man auch wieder die Veriinderlichen t) durch ~ ersetzen 
und erhiilt fiir die automorphen Kollineationen der K. 2. O. in 
Geradenkoordinaten schlieBIich die Identitiit in den x: 

I (106) {Da8+a2(aJa)}(~' x)-{ Da8 -all (a/a»)(~ x)+2 all(a~)(alx)+ 
+2aao(ax/t). 

Jetzt konnen wir auch die bisher zuriickgestellte Frage erledigen, 
ob alle automorphen Kollineationen der K. 2. O. durch unsere For
meIn (106) und 57, (77) geliefert werden. Eine automorphe Kolli
neation muB die Punkte 'der Kurve eindeutig umkehrbar vertauschen. 
Es muB also vermoge 59, (90) ~oglich sein, sie als ausnahmlos um-
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kehrbar eindeutige Transformation in den al : a9 darzustellen. Die 
allgemeinste Transformation dieser Art ist aber 

(107) { a~ _ Pll al + P12 a2' 

all - Pill al + Pllllall· 

Wir ha ben nun zu zeigen, daB sich bei vorgegebenen Pik die Para
meter ao: al : all : O:s eindeutig herstellen lassen. Durch Vergleichung 
mit (105) findet man 

PH +PIlIl=2aoV-(a/a)V-(g/g), 
Pu + Pill = - 2aV - (g/g) (aa), 

Hieraus wird dann eindeutig 

Pll ~PIlIl=2aV_ (a/a)(ga), 
PlIl - Pill = 2a(ga/0:). 

0:0 = (Pll +PIlIl): 2V - (a/a) V - (gIg), 
2a(a/a)(g/g) 

(108) -n---O:, = 

(PilI! - Pll)V -(a/a)gi*+ (Plll+PIlI)V (g/g)a.*+ (PlIl-P21)9a,. 
(i = 1, 2,3.) 

Die drei letzten Formeln gewinnt man durch direkte Ausrechnung 
von drei linearen Gleichungen in aI' all' as' oder auf Grund einer nach 
Analogie von 55, Zus. 5 zu bildenden Formel fiir (a/g~).(b/g~). Sie 
lassen sich zu der Identitat in den x zusammenfassen: 

2a(ala)(g/g)(a/x)=(PIlIl-Pll)V (a/a)(gx)+ (PlIl +pIllW-=- (g/g)(ax) + 
D +(PIIl -PIl1)(ga/x). 

Die Formeln (107) und (108) zeigen, daB man wirklich alle 
automorphen KolIineationen der K. 2. O. erhiilt, wenn man in 
57, (77), oder also in 58, (86) oder in 60, (106) die Verhaltnisse 
der ao: al : all : as aIle moglichen Werte durchlaufen IaBt, die mit der 
Ungleichung 57, (76) 

Da8 + all(a/a) =+= 0 

vertraglich sind. Aus (107) folgt noch, daB die Gruppe der auto
morphen Kollineationen einer nicht singularen K. 2. O. dreigliedrig 
ist. Dieser Tatbestand ttat bisher nicht klar hervor, weil wir im 
Interesse der Allgemeingiiltigkeit der Formeln die GroBe a mit
gefiihrt hatten, zu der bei der· zweiten DarstelI~g auchnoch die 
Hilfsgeraden 9 und a traten. 

1. AU8 60, (106) folgt, wenn man X durch l* ersetzt, 

{DrxJ +a9 (rxjrx) } (l'll) = {Drx8-a9(rxlrx) }(~h)+2ag D(rx~)g. 

2. Setzt man statt dessen :I: = OC*'~, 80 erhii.lt man 

{Drx8+a9(rxlrx) }(~ 'lrx*) = 2arxo{ (~/~)(rxlrx) - D (rx~) 9}. 
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3. Nach 53, (46) W'erdll jetzt tg (~, ~') ermittelt. Dabei sollen ~ und ~' 
duroh den Punkt oc,. : ~ : 0Ca laufen. Dann kann man die Hilfsgerade 9 mit oc* 
zusammenfallen lassen, wobei (oc/oc) =!= 0 vorauszuBetzen ist': 

t ' _ - 2a rxovD(a/a) 
g(~,~)- Da3-a2 (a/a) . 

VgI. 57, Zus. 3. Die reohte Seite ist von ~ frei. 

4. Der Angulus -} (~, ~') ist mod i bestimmt (53). ~s iet alBo 

1 -- 1 _ rn-;:-tg'2 (~, ~') = Daco : av D(oc/oc) oder tg '2 (~, ~') = - a V D(oc/oc) : Doco· 

Vgl. 57, Zus.4. Zu beaohten iet, daB ~, mithin auoh ~', duroh den Punkt 
oc,. : ~ : 0Ca lauft. 

5. Jetzt sei (a/a) = O. Dann wird 
Da~(~'~tl) = 2a9(a~Hoc/n) + 2aIXo {(tla) (~/~)-(~'a) (tlh)}. 
Da3(~'h) = Da~(~h) + 2a2 D(a~)2. 

LiSt man jetzt ~, mithin auoh ~', duroh den Punkt ocl : ~: IXI laufen, so wird 
D (H'tl) -2a(tla) 

V (tl/tl)(~h~ = V (tlM lXo ' 

also wieder von ~ unabhangig. Die Hilfsgerade tl muB 'Sekante sein und darf 
nioht duroh den Punkt IXl : ~: as laufen. Vgl. 57, Zus .. 5. Zeige, daB der dort 
entwiokelte Ausdruok in den jetzigen iibergeht, sob aid x, x', p duroh ~*, t*, 
tl* ersetzt werden. 

6. Verfolge die Ergebnisse dieses Absohnitts wieder an der Hand der 
Kurve x:.- 2 PXl Xs = 0; vgl. 58, Zus. 1. 

61. Parameter und KoeUiziente.n einer automorphen Kollineation. 
Die automorphen Kollineationen schreiben wir nach 57, (73) in 
Punktkoordinaten: 

coox! = cilx1 + c.2 x'.l + c.sxa (i = 1, 2, 3). 
Dann ergeben sich die Werte der Koeffiz~enten Cik aus 57, (75). 
Wir geben sie an, indem wir von drei (Ueichungen nur eine 
hinschreiben, wenn sich die anderen daraus durch zyklische Ver
tauschung der Indizes ergeben. Das deuten wir durch die Hinzu
fiigung [3) rechts an. Dazu bedeute i, le, l eine der drei Ziffernfolgen 

1,2,3; 2,3,1; 3,1,2. 

Coo = Da~ + a '.I (ala), 

{ 
cH = Da: - a2(ala)+ 2 a '.I aia.*+ 2aA"aOak - 2aA.kaOap [3] 

(109) ckZ = 2a'.lakaZ* + 2 aAkkaOa. - 2 aAk.aolXk , [3] 
CZk = 2a'.lalak*-2aAlIlXOai+ 2aAzi aolX,. [3] 

Hieraus entDEihmen wir: 

{
zaj.cj• =aii{Da~ - a '.I (ala)} + 2a'.la.u , [3] 

(110) ZajkcjZ = aZk{Da~ - a '.I (aja)} + 2 a'.laZ*ak*· + 2Daa~a., [3] 
Zajlcj .,. = a1cz{Da~ - a '.I (ala)} + 2a'.la1c*a l* - 2Daaoa.. [3] 
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Das Summenzeichen bedeutet, daB j die Werte 1, 2, 3 durchlaufen 
solI. Durch Subtraktion geeigneter Formeln (110) findei man jetzt: 

(111) 4aDaoai = Iajl<cj1 - Iajrcjk . [3] 

NiUllllt man dazu noch: 

(111) 

80 lassen sich die Verhitltnisse der Parameter der automorphen Kolli
neation angeben, wenn die Koeffizienten bekannt sind. Diese Formeln 
konnen aber noch versagen, und wir miissen deshalb noch weiter 
ausholen: 

IA'jCij = Aii{lJag - a'4(aja)} + 2 a2 Da,\ [3] 
I Al<jcZj = Al<z{ Dag - a'4 (a/a)} + 2 a 2 Dazal< - 2 a 1) aoai *, [3] 
I AZjcl<j = AZI<{Dag - a2(a/a)} + 2 a2 Da"az + 2aDaoat [3] 

iIieraus ergibt sich: 

IA1cj c1j + IAZjc"j = 2 A"z{Dag - a2(aja)} + 4a2 Da"az' [3] 
Da ferner: 

- coo + cll + cn + css = 2 {Dag - a2 (a/a)}, 
so wird: 

(111) {4 a'4 Da"al = IA"jczj + I Aljc"j + A"I(COO-Cll-C21l-CSS)' [3] 
4 a'l Da/ = 2 I Aij cij + Au (coo - Cll - C22 - css)' [3] 

Jetzt haben wir in den Formeln (111) aUe Mittel beisammen, 
um bei einer durch ihre Koeffizienten gegebenen automorphen Kolli
~eation die Parameter auszurechnen. Es wird, wenn man noch 
C = Coo - cll - c.,2 - css abkiirzt: 1) 

(112) ao a l 

= a 2 (Coo +Cll +C22 +CSS): a (I aj2 cj3 - ~ ajS cj2 ) 
= a (Iaj2 cjS - IajS cj2): IAljClj + I~jClj + All C 
=a(IajSCjl-IajlCjS):IAljC2j+IA2jClj+A2IC: 
= I:r. (I ajl cj2 - I a}2 cjl ): I AljcSj + I ASj clj + ASI c: 

all as 

: a (Iaj3 cjl - I a jl Cjs) : a (I ajl cjll - I aj\l cjl ) 
: IA2jClj + IAljcllj + AI2 C: I ASjclj + I AljcSj + Alac, 
: I A IljC2j + I A2jC2j + AIl2 c: I ASjc2j + I A2jcSj + AilS C, 

. : I AlljcSj + I-ASjc2j + AS2 c: I Asjcsj + I AsjcSj + AS3 C. 

1) Aua demselben Grunde wie auf S. 266 hat man hier und in (115) die 
letzten fiinf Zeilen reohts im AnsohluJl an die ersten fUnf weiterzulesen. 
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1st die automorphe KolIineation in Geradenkoordinaten gegeben, 

(113) doo~: =dil~l + dill~\1 + d.s~s' (i = 1, 2, 3) 
so hat man nach 60, (106): 

doo = Dag + a2 (a/a), 

{ 
dH = Da~ - a II (a/a) + 2 a2 aiai* - 2 aA Zi aOa7< + 2 aA7<iaOa" [3] 

(114) d7<z= 2a ll azak*+ 2aAzzaOai-2aAi/aOa" [3] 
dZ1.= 2 a II akaz* - 2 aAkkaOa. +2 aA. lc aOa7<' [3] 

Sind nun die dik gegeben, so lassen sich auch jetzt wieder die 
Verhaltnisse der Parameter a rational ermitteln. Der Weg dazu ist 
ganz analog dem vorhin eingeschlagenen. Man bildet die Summen 
.2 alj dlj' .2 allj d lj usw . 

.2 aijdii = ali {Dag - all (a/a)} + 2 allaiu , [3] 

.2a7<jdzj = akz{Dag - all (a/a)} + 2 all a7<*al* - 2 aDaoa., [3] 

.2 aZjdkj = alk {Da~ - a II (a/a)} + 2 al!az*al.* + 2 aDaoa.. [3] 
Durch Subtraktion erhalt man wieder: 

[3] 
Dazu kommt: 

Weiterhin wird: 
4 Da~ = doo + dll + dllll + dss' 

.2 Ajidji = Aii{Da~ - all (a/a)} + 2 all Da. lI , [3J 

.2 AjkdjZ = AZ7<{Da~ - all (a/a)} + 2 all DakaZ + 2aDaoa.*, [3] 

.2AjZ djk = AkZ{Da~ - all (a/a)} + 2 all Dalak - 2aDaoa.*. r3J 
Durch Addition der letzten beiden Formeln findet man wegen 

- doo + du + dlli + dss = 2 {Dag - all (a/a)}: 
4a \I DakaZ = .2 AjlAz + .2 AjZdjk + A kZ (doo - dll - dill! - dss)' [3] 

Fiihrt man endlich zur Abkiirzung 
d = doo - du - dill! - dss 

ein, 80 .erhaIt man demnach fiir die Parameter der automorphen 
Kollineation (113): 
(115) ao a l 

= all (doo +du +dllll +dss): a(L: asjdllj - L: alljdsj) 
= a (L:aSjdllj-.2alljds) :L:Ajl dj1 +L:Ajldjl +Au d : 
= a (L: aljd3j - L,' aSj dl ) : L: Ajl djll + L: Ajll djl + A21 d : 
= a (L:a\ljdlj - L: aljdllj) : L: Ajl dj3 +L: Ajsdjl +A31 d: 

all as 

: a (L: aljdsj - L: aSjdlj) : a (L: alljdlj - L: aIjdllj), 
:.2Ajll djl +L: AjIdjll +Allld: L: Aj3dji +L: Ajldjs + And, 
: L: Ajlldj \I + L: Ajll djl! + AIIII d: L: Aj3 djll + L: Aj'J djS + Ails d, 
: L: Ajll djs +L: Ajgdj\! +AS2 d: ~:AiS djs + L: Ajsdjs +Assd. 
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1. Stelle diese Formelsysteme in alIer Vollstandigkeit fiir die Kurve 
:I: ~ - 2 P:l:l :1:3 = 0 auf! Wann versagen die einzelnen Formeln! 

2. Ternare SymhoZik. Unter Verwendung des Symbols (a a:) sohreibt man 
eine temare quadratisohe Form (54, S. 249) kurz (ax)2. Der Ausdruck stellt 
ein symbolisohes Quadrat dar, d. i. er ist formal genau so zu behandeln, als 
ob er ein Quadrat ware. Die al , ag, as sind keine Geradenkoordinaten; sie 
sind lediglioh SymboZe der quadratischen Form, d. i. nur in Verbindung zu 
zweien sollen sie eine reale Bedeutung haben, und zwar ist dann a,a/<= aka,= a'k 
zu setzen. So lassen sioh Ausdriioke symbolisoh darstellen, die linear in den 
Koeffizienten sind. 

S. Will man Ausdriioke symbolisoh darstellen, die nioht linear in den 
Koeffizienten sind, so greift man zum Prinzip der Akzentuierung (54, Zus. 9). 
Zur Bildung der Diskriminante, die vom dritten Grade in den Koeffizienten 
ist, hat man neben den: unakzentuierten Symbolen nooh zwei Reihen versohieden 
akzelltuierter Symbole zu benutzen. DaB heiBt, man bildet einen Ausdruok, 
der in. den Koeffizienten von drei ternaren quadratisohen Formen linear iBt 
und laBt dann diese drei Formen zusammen fallen: 

au a12 alS I al al al ag al aa 
D= aS1 ass ass = ag' at' as' CIa' a/ aa' 

au ass ass I aa" a/' CIa" au" aa" aa" 

Hier haben wir die Elemente der zweiten Reihe einmal, die der dritten Reihe 
zweimal, die der ersten Reihe garnioht akzentuiert. DaB gibi 

D = a1 a'2a"a (a a' a"). 
Hatten wir in der ersten Reihe einmal, in der zweiten nioht, in der dritten 
Reihe zweimal akzentuiert, so ware geworden 

D = - at' as as" (a a' a"). 
So hatten wir auf genau sechs versohiedene Arten vorgehen konnen. Durch 
Addition dieser Einzelergebnisse folgt sogleioh 

D = Haa' o")s. 
4. Wende daB Verfahren von Zus. 3 lion, um die symbolische Sohreibung 

der Diskriminante einer binaren quadratisohen Form (54, ZUB. 9) direkt her
zuleiten. 

62. Einteilung der automorphen Kollineationen. Es soli jetzt 
die Frage in Angri£f genommen werden, wie sich die automorphen 
Kollineationen einer nich~inguUi.ren Kurve zweiter Ordnung auf die 
verschiedenen in 37 -41 behandelten Kollineationstypen verteilen. 
Man hat, wie wir vorweg angepen: 

1. ao =+ 0, (a/a) =+ o. Typus I. 
2. ao = 0, (a/a) =+ O. Typus IV. 
3. ao =+ 0, (a/a) = 0, (~a)=I=O. Typus III. 
4. ao =+ 0, (~a) = O. Identische Kollineation. 

Der Fall ao = 0, (a/a) = 0 kann wegen 67, (76) nicht eintreten. 
Fall 4 ist aus 67, (77) oder 60, (106) ohne weiteres klar. In 

allen iibrigen Fallen ist der Punkt a l : a2 : as bestimmt. Er ist, wie 
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bereits im AnschluB a.n 67, (77) bemerkt wurde, Ruhepunkt und 
heiBe Zentrum der automorphen Kollineation. Seine Polare al • : ~ • : as· 
bezeichnen wir al$ Ackse der automorphen Kollineation. Sie iet Rube
gerade, und ihre Schnittpunkte mit der Kurve sind weitere Ruhe
punkte. 

1m Falle 1 und 2 gebOrt das Zentrum der Kollineation der 
Kurve nicht an. Die drei Ruhepunkte sind getrennt. Fiir die Punkte 
der Achee «(:x:la) = 0) reduziert sich die Kollineation auf 

{J)a: + aZ(aJa)}(:x:'l) -= {Da: - all (a/a)}(:x:~) + 2 aao(:x:a/~), 

wird also im Falle 2 zur identischen Transformation; jeder Punks 
der Achee ist da.nn Ruhepunkt. Bier liegt also Typus IV vor. 

1m Fa.lle 1 liegt auf de:r Achee wegen ao +- 0 kein weiterer 
Ruhepunkt au.Ber ihren Schnittpunkten mit der K. 2. O. Aber es 
konnte auf den andern beiden Seiten des Dreiecks der Ruhepunkte 
au.Ber den Ecken noch Ruhepunkte geben. Die Ecken seien a, p, q. 
Das Vorhaadenilein eines weiteren Ruhepunktes auf ~ wiirde sofort 
na.ch sich ziehen, daB aIle Punkte dieser Geraden Ruhepunkte sind. 
Damit waren auch a.lle geraden Linien durch q Ruhegerade. Daraus 
wiirde wieder !olgen, daB auch ihre zweiten Schnittpunkte mit der 
K. 2. 0., mithin uberhaupt a.lle Punkte der K. 2. O. Ruhepunkte sind. 
Eine solche Konfiguration der Ruhepunkte ist aber in 42 fiir nicht
identische Kollineationen als unmoglich erkannt. Mithin liegt 
Typus I vor. 

Der Leser ma.che sich klar, warum man fur die Punkte der 
Ger~n pq nicht so schlieBen dad. 

1m FaIle 3 endlich sind die drei Punkte a, p und q zusammen
geriickt. Hier gibt es weitere Ruhepunkte auf der K. 2. O. nicht. Um 
das na.chzuweisen, ermittelt man die Ruhepunkte auf der K. 2. o. 
direkt nach dem in 21, Zus. 3 auseinandergesetzten Verfahren, 
welches auch auf die zweite DarstelIung unserer automorphen KoIli
neationen 60; (105) anzuwenden ist. Da.nn folgt, daB die charakte
ristische Gleichung (vgl. 42), die hier naclt 60, (107) so gescbrieben 
werden kann (Benutzung von 66, Zus. 5): 

PUPZ9 - Pl9P21 - (pll + PIIII) (! + (! 11 = 0, 
1 ----
D (g/g)(ala){ Da: + a II (ala)) - 2 ao V -(ala) V -(gig) (! + (! Il = 0, 

zusammenfa.llende Wurzeln hat (wegen (ala) = 0). AuBer dem Zen
trum gibt es dann keinen Ruhep~nkt auf der Kurve. 

Aber auch auBerhaJb der Kurve gibt es keine Ruhepunkte. 
Das Vorhandensein eines solchen wiirde mindestens einen weiteren 
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Ruhepunkt auf der Kurve nach sich ziehen (die Beriihrungspunkte 
der Tangenten, von denen sicher einer von tx verschieden ist). Das 
ist aber soeben als unmoglich erkannt. 

Damit ist aber Typus V ausgeschlossen, und es Iiegt Typus III vor. 

1. Teile we automorphen Kollineationen der Kurve x: - 2 P Xl Xa = 0 ein! 
2. Temare Symbolik. Die Polarform der ternaren quadratisohen Form 

(ax)~ heiBt (ax)(ay). Gleioh Null gesetzt vermittelt sie nioht, wie man auf 
den ersten Bliok vermuten konnte, eine Kollineation, sondern eine Korrelation. 
Sohreibt man namlioh 

(ax) (ay) = (~y) = 0, 
so wird ~ = (a x)a die Polare des Punktes x in hezug auf die K. 2. O. (ax)B = O. 

3. Naoh 31, (27) ist, wenn ~ = Yz gesetzt wird, 

(ay) (b z) - (az) (by) = (a b~); 
Duroh Quadrieren folgt daraus 

(ay)2 . (b z) 51 + (az) 2 • (b y) 2 - 2 (a y)(az) . (by)(bz) - (a b~)B = o. 
Setzt man b = a', so wird wegeri (a' y)2 = (ay)2 usw. 

(ay) 2 • (a' z) 2 - (ay) (az) . (a'y) (a'z) - Haa'l)B = o. 
Das ist eine Relation zwisohen den Koordinaten zweier Punkte und den Koeffi
zienten einer ternaren quadratisohen Form spezieller Art, nii.mlioh einer solohen, 
die das Quadrat einer linearen Form ist. Wir konnen die linke Seite auf
fassen als eini Polynom in den neun 'GroBen Ilj aI<' die linear unabhangig von
einander Bind. Die Koeffizienten dieses Polynoms miissen also einzeln ver
sohwinden. Damit versohwinden die Koeffizienten der a'l< einzeln.· Sie sind 
nur von y und z abhangig. })kraus folgt aber, daB unsere Relation auoh dann 
nooh gilt, wenn die quadratisohe Form nicht mehr das Quadrat einer linearen 
Form ist. Diese Ubet·legung begrUndet daB Rechnen mit Symbolen. 

Wir sohreiben jetzt 
(ay)2. (az)2-(ay) (az) . (ay)(az)=Haa'~)S, 

wo der Multiplikationspunkt gesetzt ist, wenn auf seineD beiden Seiten Aus
driioke realer Bedeutung stehen. Nur daduroh ist es zulassig, links die Akzente 
zu unterdriioken. 

4. Aus den drei Polaren 
~ = (ax) a, 1) = (ay)a, 0 = (az)a 

bilde man das Dreiersymbol (~1)o). Dazu ist zu akzentuieren. Setzt man etwa 

l=(ax)a, 1)= (a"y) a", a= (a'e) a', 

so wird 
(~1)o) = - (ax) (a" y) (a' z) (u' a"). 

So kann man nooh auf fiinf andere Weisen akzentuieren. Duroh Addition 
folgt daDn 

(no) = t (aQ'a") 1 (ax) (a'y) (a"z) I, 
lmd daraus naoh dem Multiplikationssatz der Determinanten 

(no)=t(aa'a")2. (xyz). 

Wegen 61, Zus. 3 ist das die Formel 55, (58). 
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5. Genau wie in Zue. 41eitet man 50, (31) ab. E~ ist nur (Ylz) = (ay) (az) 
zu eetzen uew. So erhalt man diese wichtige Formel in der Gestalt 

(cu:) 9 {(ay)9 . (az) 9 - (ay) (az» I} + 2 (a y) (az) . (az) (ax) . (ax) ay) = 
= (ay) 9 • {(azi (ax)}9 +(az)9 {(ax) (ay)} 9 + D (xyz) 9 • 

An dieeem Beispiel sieht man bequem Vorleile und Nachteile der Aronholdschen 
Symbolik. Solange man es nur mit linearen Formen zu tun hat, hat die 
Frage keinen Sinn. Bei einer einzigen quadratischen Form arbeitet die im 
Texte auseinander geeetzte nicht symbolische Bezeichnungsweise ebenso bequem, 
wenn nicht bequemer. Erst bei mehreren Formen zweiter Ordnung, oder bei 
einer einzigen Form hoherer Ordnung offenbart die symbolische Methode ihre 
'Oberlegenheit; gleichzeitig bemerkt man, daB die soeben hergeleitete Formel 
sich zwangloser ergab, ale in 50. Vber die Symbolik im ternaren Gebiet 
handelt E. Study, Methoden zur Theorie der ternaren Formen. Leipzig 1889. 

6a. Untergmppen automorpher Kollineationen. Die 00 3 auto
morphen Kollineationen einer nichtsinguliiren K. 2. O. verteilen sich 
auf 00 2 eingIiedrige Untergruppen. Es gilt namlich der Satz: 

Alle 00 1 automorphen Kollineationen vom selben Zentrum ailden tine 
eingliedrige Gruppe. 

1. Zunachst betrachten wir den Fall, daB das Zentrum der KolIi
neation der Kurve nicht angehort ("/a)-=I= 0). Die Zusammensetzung 
der beiden Transformationen von den Parametern "0: a1 : all :"3 und 
a~: a1 : all : as gibt dann nach 58, (80): 

(116) a~':"~':a;:a~' = D"oa~-a2(a/a):Dal (ao+aQ):Da2(aO+a~):D"3 (ao+a~). 

Abgesehen von der identischen Kollineation ist also immer 
ar : a~' : a~' = "1 : all : as, d. i. die resultierende Kollineation besitzt 
dasselbe Zentrum wie die beiden komponierenden. 

Noch klarer tritt die Gruppeneigenschaft zutage, wenn man setzt: 

(117) cott'J> = -Dao:aVD(a/a), 
und cot t'J>', cot -0" entsprechend erklart. Infolge von (116) wird dann 
(118) -0" = -0 + -0'. 

Nun ist nach 60, Zus. 4 
t'J> = H~, ~'), 

wo (~, ~') den Angulus zweier beliebiger zugeordneten Geraden durch 
das Zentrum bedeutet. Nennt man die GroBe 2 t'J> den .Angulus der 
afttomorphen Kollineation, so sagt (118) aus, daB sich bei der Zu
sammensetzung zweier automorphenKollineationen vom selben Zentrum 
die Anguli addieren: 

(~, ~') + (~', ~") = (~, ~"). 

Die GroBe 2 -0 ist aber auch gleich der mit ft multiplizierten Di
stanz (x, x') zweier zugeordneter Punkte auf der Achse (vgl. 57, Zus. 4). 
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Auch diese Distanzen addieren sich bei der Zusammensetzung ko
axialer Kollineationen. 

Zentrum x und Angulus 2 {} bestimmen die Kollineation vollig; 
ihre Parameter sind, wie sich aus (117) ergibt: 

Wahlt man {} veranderlich bei festem x, so erhiilt man alle Kolli
neationen der eingliedrigen Gruppe, abgesehen von der identischen. 

1st () = ~, so liegt Typus IV vor; diese automorphen Kollineationen, 

und abgesehen von der identischen nur diese, sind involutorisch (in 
(116) wird a:;.: a;: a~': a~' = 1: 0: 0: 0). 

Nun kann man nach der Bahn fragen, die ein Punkt y bei den 
Kollineationen einer solchen eingliedrigen Gruppe beschreibt. Wenn 
wir von der identischen Kollineation absehen, so bleiben, weil die 
Transformationen der Gruppe dann samtlich dem Typus I oder IV 
angehoren, die beiden Tangenten der K. 2. O. durch das Zentrum 
in Ruhe, ebenso die Achse. Diese Geraden sind also Bahnkurven 
von Punkten spezieller Lage. Davon abgesehen muB sein (51, (35)): 

(y'/a) ~: (y' /y') (a/a) = (y/a) ': (y/y) (a/a) = cos 2 fle, 
wo e die Distailz des Punktes y vom Zentrum ist. Es ist daher: 

(a/x)2 - COS 2fle(a/a)(x/x) = 0 

die Gleichung der Bahnkurve des Punktes x, und wenn man cos 2 fl (! 
veranderlich wahlt, hat man die Schar aller 00 1 Bahnkurven VOf 

sich. Die Fi\lle cos 2 fl e = 0 und cos 2 fl e = 1 sind bereits besprochen; 
in allen iibrigen Fallen liegen nichtsingulare K. 2. O. vor. Diese 
treffen die K. 2. O. (x/x) = 0 in ihren Schnittpunkten mit der Polaren 
(x/a) = 0 des Zentrums doppeIt. zahlend: 

Die Bahnkurven bei den Kollineationen der eingliedrigen Gruppe (119) 
sind aufJer drei geraden Linien nichtsinguliire Kurven zweiter Ordnung, 
die die ursprungliche K. 2. O. in ihren Schnittpunkten mit der Achse 
a1 * : a~ * : as * doppelt beruhren, und dazu kommt noch die urspriingliche 
K. 2. O. selbst als Bahnkurve. 

2. Jetzt geMre das Zentrum der Kurve an; es sei also (a/a) = O. 
Die Formeln 58, (80) fiir die Zusammensetzung zweier Transforma
tionen werden jetzt: 

(120) a:;:a;:a~':a~' = Daoa~: Dal(aO+a~):Da2(aO + a~:Das(ao +a~. 
Abgesehen von der identischen Transformation ist auch hier wieder 
a~' : a~' : a~' = a1 : a2: as' womit die Gruppeneigenscha£t nachge
wiesen ist. Um sie ebenso elegant vor Augen zu sehen wie bei (118). 
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fiihren wir eine willkiirliche Hilfsgerade l' ein, die Sekante ist· und 
nicht durch das Zentrum lauft. Dann ist wegen ai=a/ (i=1, 2,3). 

(l'a") = D(l'a)(ao + a~ = D(l'a)a~ + D(l'a')ao, 
(l' a") _ (l' a) + (l' a') 
(l'----;;- 7' 

° 0 ° 
Der Ausdruck (l'a) kann aber als MaB fiir die Kollineation noch 

ao 
nicht benutzt werden, da er nicht homogen ist. Es ist aber: 

- 2a(l'a") = -2a(l'a) + - 2a(1'~.2 

v' p/l' a~ v' l'/l' ao v' l'/l' a~ , 
wofiir wir schreiben: 

ro" = ro + ro', 

Die GroBe ro trat in 60, Zus. 5 auf; sie ist der Grenzwert, dem 

die GroBeD(l'a)tg(~, ~'):~ v' D(a/a) zustrebt, wenn das Zentrum 
a1 : a2 : as auf die K. 2. O. riickt (60, Zus. 3), und kann auch durch 
den Ausdruck: 

D(g'l'): (~/~')~ 
dargesteIlt werden, wo ~ eine Gerade durch das Zentrum ist, die bei der 
Kollineation in ~' iibergeht (60, Zus. 5). Dieser Ausdruck, den man als 
Olfnung der beiden Geraden·~,~' erklaren konnte, ist aber nicht zur 
Charakterisierung der Kollineation geeignet, da er von l' abhangig 
ist; wir miissen zu dem Zweck vielmehr die Fragestellung andem: 
Wie heiDen die Parameter der automorphen Kollineation, 'deren Zentrum x 
auf der Kurve liegt, wenn sie die Gerade ~ in ~' uberfuhrqt soll, wobei 
beide Geraden durch das Zentrum laufen miissen. Die Antwort er
gibt sich aus 60, Zus. 5 unmittelbar: 

1(121) aO:a1 :a',l:aS = -2a(l'x)(~/!'):D(g'1')Xl:D(g'1')X2:D(g'1')X3·1 

Hierin kommt das Verhaltnis ().Jx): (g'l') vor, d. i. die GroBe v'l'/l' 
ist fortgefallen. Dieser Ausdruck ist aber von l' unabhangig; nach 
31, (30) findet man namlich wegen (~x) = (~'x) = 0: 

(l'x): (g'l') = (qx): (g' q). 

Die Bahnkurve durch den Punkt y fUr die Kollineationen der ein
gliedrigen Gruppe (121) erhalt man durch einen Grenziibergang aUB 
dem allgemeinen FaIle: 

(x/a)'.!: (x/x) (a/a) = (y/a)'.!: (y/y) (a/a), 
indem ma.n das Zentrum a auf einer der Tangenten an die K. 2. O. 
entlang wandem laBt, bis efl auf die K. 2. O. gelangt. Dazu setzt 
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man a = J..{J + ftr, wo (fJ/{J) + 0, (r/r) = 0, (fJ/r) = 0 zu nehmen ist. 
Jetzt .geht ein Faktor J.. \I fort, und man kann zur Grenze J.. = 0 
iibergehen. So erhalt man, wenn man nachtraglich wieder a statt r 
schreibt, fUr die Bahnk~ve eines Punktes y bei den Kollineationen 
vom Zentrum a: 

(y/y) (x/a)2 - (x/x) (y/a) 2 = 0 ((a/a) = 0). 
Unter diesenKurven befinden sich die Achse, die jetzt die K. 2. O. beriihrt, 
und die ~. 2. O. selbst. AUe ubrigen Bahnkurven sind nichtsingulare 
K. 2. 0., die die ursprUngliche K. 2. O. im Zentrum a vierpunktig beruhren. 

Das wesentliche Ergebnis dieser Uberlegungen laBt sich so zu
sammenfassen: Au.8er der Achse und den Tangenten des Zentrums gibt 
es bei einer eingliedrigen Gruppe von automorphen Kollineationen keine 
geradlinigen Bahnkurven. 

1. Bilde die eingliedrigen Untergruppen der automorphen Kollineationen 
folgender drei Kurven: 

:1:1+:1:1+:1::=0, -:1:1-:1:1+:1::=0, :l:1-2pzlxa=0. 

2. Ternare Symbolik. Damit der Punkt ly +,uz «1/21:1:) =1= 0) der K. 2. O. 
angehore, ist l:,u der Gleiohung zu entnehmen (vgl. 61, Zus. 2, 62, Zus. 2) 

).9 (ay)2 + 2l,u (ay) (az) +,u B (az)9 = O. 

Daher ist die Gerade ! = yz Tangente fiir 

(ay)9. (az)9 - (ay) (az). (ay) (az) = 0 

oder naoh 62, Zus. 3 
tCaa'!)2 = O. 

Damit ist die GIeiohung der K. 2. O. in Geradenkoordinaten gewonnen. 
3. Aus der bilinearen Gleiohung 

t (aa'i) (a a'!) = 0 

entnehmen wir den Pol y der Geraden ~ als 

t (a a' a") 9 • y = t (a a' i) aa', 

wo der Faktor D=t(aa'a")2 (vgl. 61, Zus. 3) hinzugefiigt ist,.um vollige Vber
einstimmung mit 49, (13b) zu erzielen. 

4. Reohts in der letzten Formel von Zus. 3 fiihren wir statt ~ wieder den 
Pol y ein (vgl. 62, Zus. 2) i) = (a" y) a". Das gibt 

(a.) D (y~) - t (aa' a") (a a'!) (a" y). 
Di);ekter Naohweis: Aus 31, (30a) 

(ali c) (!y) = (! lic) (ay) + (!ca) (liy) + (~ali) (cy) 
erhalten wir eine Relation fiir das System, bestehend aus einem Punkt, einer 
Geraden und drei K. 2. 0., wenn wir mit (alic) multiplizieren: 

(allc)9. (!y) = (li ca)(lic!) (ay) + (cali) (ca!)(liy) + (alic)(ali!)(cy). 

Lassen wir die drei K. 2. O. zusammenfaIlen, so werden aIle drei GIieder reohts 
gleioh groB: 

(a a'a") 9 • (y!) _ 3 (a a' a") (aa'!) (a"y). 
Bee k, Koordlnatengeometrie der Ebene. 19 
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5. Aus 31, (800.) la,Bt mch noch eine andere Relation durch Qua.drieren 
gewinnen. Bringt man da.zu zuerst das erste Glied von rechts nach links, so 
wird 

(a be)1 . (~X)9 + (~b e)1 . (ax) 9 - 2 (a be) (~b c)(ax) . (~x) 

= (~e a)1 . (&X)9 + (~a&)1 . (ex) 9 + 2 (~ea) (~ab) (&x) (ex). 

Lii.,Bt man jetzt die drei K. 2. O. wieder zusammenfallen, schreibt also b = a', 
t = a", so bleibt 

6.D (~X)I - (aa'~)t. (a"x)' = 2 (~x) . 2 D (~x) + 2 (~ea) (~a&) (h) (e x), 

wo das erste Glied rechts durch (a) in Zus. 4 zustande gekommen ist. Schlie,B
lich wird 
(b) (~aa') (a" z) (~a" a) (a' x) = D (~x)g - t (aa'~)9 . (ax) I . 

6. Hatten wir in Zus. 5 iiberall ~ = b geschrieben, so waren wir zu einer 
Relation gelangt, die sich auf ein System, bestehend aua einem Punkte und 
vier K. 2. 0., bezieht. La,Bt man dann diese wieder zusammenfallen (b = a"'), 
so tritt rechts in (b) noch einmal D auf, und es wird 

(~ (a a' a")(aa'a"') (a" x) (a'" x) = 2 D (ax)2. 

7. Hatten wir in 31, (30a) noch X= ef' gesetzt, so ware die Formel (c) 
eine solche .fiir sachs K. 2. O. geworden: 

(d) (a" aa')(a'" aa') (a" alVa 'V) (a'" alVa V) = 12 DB . 

Mit Hilfe der Formeln (a)-(d) lassen sich alle Fragen, die eine K. 2. O. be
trefien, symbolisch bequem erledigen. 

64. Nichteuklidische Geometrie. Die Lehre von einer nicht
singulii.ren Kurve zweiter Ordnung gewinnt a,n DUfchsichtigkeit, wenn 
man sich einer besonderen Terminologie bedient, die wir im folgen
den entwickeln. 

1. Die Kurve zweiterOrdnung heiBt absoluter Kegelschnitt ("A.K."), 
ihre Punkte und ebenso ihre Tangenten werden durch den Zusatz 
absolut von andern Punkten und Geraden unterschieden, die nicht 
absolut heiBen 1). Der Pol einer Geraden in bezug auf den A. K. heiBt 
ihr ab80luter Pol, entsprechend die Polare eines Punktes in bezug auf 
den A. K. seine ab80lute Polare. Die Polaritat am A. K. wird ala 
ab80lute Polaritiit oder absolute Korrelation bezeichnet. 

Der Punkt x ist absolut fiir (x/x) = 0, nicht absolut fiir (x/x) =1= o. 
Die .Gerade ~ ist absolut fiir (~/~) = 0, nicht absolut flir (~h) =1= o. 
Es gibt 00 2 nichtabsolute Punkte (Gerade), 00 1 absolute Punkte 

(Gerade). 
AIle absoluten Punkte werden durch 59, (90), aHe absoluten 

Geraden durch 59, (92) geliefert. Die absoluten Punkte bilden ebenso 
wie die absoluten Geraden ein binares Gebiet. Man kann nach 59, 
(90) und (92) kurz von der absoluten Geraden 0"1: 0"2 und von dem 
absoluten Punkte 0"1: 0"2 reden. Wie man diese Parameter findet, 

1) Nicht zu verwechseln mit den in 30 so bezeichneten beiden Punkten. 
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wenn die Koordinaten x bzw. ~ eines absoluten Elementes gegeben 
sind, zeigen die Formeln 69, (91) und (93). 

2. Eine nichtabsolute Gerade hat zwei getrennte absolute Punkte. 
Sie heiBen ihre Endpunkte. Eine absolute Gerade hat nur einen 
{doppelt ziihlenden) Endpunkt. Durch einen nichtabsoluten Punkt 
laufen zwei absolute Gerade. Sie heiBen seine Endgeraden. Ein ab
soluter Punkt hat demnach nur eine (doppelt zahlende) Endgerade. 

Sind von einem Punkte oder einer Geraden die Koordinaten 
gegeben, so findet man die Parameter der Endgeraden bzw. End
punkte aus 59, (101) und 69, (103). 

Sind umgekehrt die Parameter der Endpunkte einer Geraden 
oder der Endgeraden eines Punktes gegeben, so findet man die Ko
ordinaten ihrer Verbindungsgeraden bzw. ihres Schnittpunktes aus 
69, (94) und 69, (95). 

3. Zwei getrennte Gerade heiBen inzident, wenn ihr Schnittpunkt 
nicht absolut ist. 1st ihr Schnittpunkt absolut, so heiBen sie para
taktisch. 

Zwei getrennte Punkte heiBen inzident, wenn ihre Verbindungs
gerade nicht absolut ist. 1st diese aber absolut, so heiBen sie para
taktisch. 

Satz 1. Zu einer nichtabsoluten Geraden gibt es durch einen Punkt 
au.8erhalb stets zwei getrennte paratalctische Gerade. 

Zu einer Geraden gibt es durch einen ihrer Punkte, der nicht 
Endpunkt ist, keine parataktische Gerade. Durch einen ihrer (ihren) 
Endpunkte gibt es zu ihr aber 00 1 parataktische Gerade. Die Ge
samtheit der zu einer nichtabsoluten Geraden parataktischen Geraden 
erfiillen (volIig?) zwei Buschel; zu einer absoluten Geraden gibt es 
nur ein einziges Buschel parataktischer Geraden. 

Die beiden Geraden t und t) Die beiden Punkte x und y 
sind: sind: 
(r/r)(t}/t})-(tlt))2+0: inzident, (x/x)(Y/Y)_(X/y)2+0: inzident, 
(rlr)(t}/t) - (~/t)2 = 0: paratak- (x/x)(y/y) - (x,'g) 2 = 0: paratak-

tisch. VgI:'4~, (22). tisch. Vgl. 49, (21). 

Durck- den Punkt p sollen die beiden paratakfischen Geraden zur 
Geraden ~ gelegt werden. 

Dazu liefen 50, (63) die beiden Endpunkte der Geraden, wenn 
man 9 durch. ~ ersetzt. Diese sind mit p zu verbinden, Die Hilfs-
gerade It legen wir durch p hindurch, It = Pii*. So .erhalt man nach 
einigen Umformungen, wozu 50 die Mittel liefen: 

(122) (~p) (~/px) + V - (~/~) {(PIp) (~x)- (PIx) (~p)} = O. 
19* 
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Dies ist die Gleichung del' einen oder andern del' beiden paratak
tischen Geraden, je nachdem man das Wurzelzeichen wahlt. 

Auf der Geraden lJ sollen die beiden zum Punkte p parataktischen 
Punkte angegeben werden. 

Durch 50, (66) werden die Endgeraden von p. geliefert. Den 
Hilfspunkt b wahlen wir auf lJ, es sei also b = fp* . So erhalt man 
die Gleichungen del' gesuchten heiden Punkte: 

(123) D(PlJ)(p!lJ~) + y' -D(p!p){(lJ!lJ)(n) - (lJh) (plJ)} = 0, 
wenn man beide Wurzelwerte nimmt. Man leite diese Formel auch 
direkt aus (122) ab! Jetzt laBt sich auch del' zu Satz 1 absolut 
korrelative aussprechen: 

Satz 2. Zu einem nicht absoluten Punkte gibt es auf einer nicht 
durch ihn hindurchlaufenden Geraden stets zwei getrennte parataktische 
Punkte. 

4. Zwei Gerade heillen zu
einander orthogonal, wenn jede 
durch den absoluten Pol del' 
andern lauft. 

Die beiden G&aden ~ und t) 
sind demnach zueinander ortho
gonal, sobald 

(~!t)) = o. 

Zwei Punkte heiBen zuein
ander orthogonal, wenn jeder {tuf 
del' absoluten Polaren des andern 
liegt. 

Die beiden Punkte x und y 
sind demnach zueinander ortho
gonal, sobald 

(x/y) = O. 
An diesel' Stelle konnen wir bereits eine Andeutung geben, die 

den schlieBlichen Zweck unserer neuen Terminologie etwas hervor
treten laBt. Die heiden Geraden ~ und t) heiBen zueinander senk
recht (11; 19, (3»), wenn ~1t)1 +~2t)2 = O. Del' Ausdruck links laBt 
sich durch das Symbol (~!t)) wiedergeben, wenn man. den &bsoluten 
Kegelschnitt in Geradenkoordinaten in del' Gelii~lt wahlt ~: + ~: = O. 
Freilich ist diesel' singular. Es liegt hier abel' eine erste Spur eines 
tieferen aulJerordentlich wichtigen Zusammenhanges VOl', del' uns noch 
ausfiihrlich beschii.ftigen wird, und del' den Begriff del' senkrechten 
Lage zweier Geraden mit dem del' orthogonalen Geraden, also mit 
del' Lehre von den Kurven zweiter Ordnung verkniipft. Del' in 11 
erklarte Begriff del' Orthogonalitat (senkrechten Lage) stammt ab 
von dem jetzt erklarten, del' nicht senkrechte Lage bedeutet. 

Zu einer nichtabsoluten Geraden Zu einem nichtabsoluten Punkte 
liegen 00 1 nichtabsolute Gerade liegen 00 1 nichtabsolute Punkte 
orthogonal und zwei absolute orthogonal und zwei absolute 
Gerade, namlich die Endgeraden Punkte, namlich die Endpunkte 
ihres absoluten Poles. seiner absoluten Polaren. 

Satz 3. Jede absolute Gerade Satz 4. Jeder absolute Punkt 
ist zu sick selbst orthogonal. ist zu sick selbst orthogonal. 
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In Satz 3 haben wir ein AnaJ.ogon zu der in 11 erwii.hnten 
Tatsache, die damals recht seltsam anm1Jtete, daB nii.mlich eine 
Isotrope auf sich selbst senkrecht Bteht. Demnach wiirden die 
IBotropen von den absoluten Geraden abstammen. In der Tat 
haben wir die Gleichung (~/~) = 0 nur in der bereits angedeuteten 
Weise zu spezialisieren. Jetzt aber, im allgemeinen Falle, ver· 
Hert die Tatsache, die in Satz 3 zum Ausdruck kommt, jedes BEl-' 
fremdende; sie sagt ja nur aus, daB eine Tangente einer K. 2. O. 
durch ihren Pol lauft. 

Sa tz 5. Durch einen Punkt gibt 
es tu einer Geraden, die nicht seine 
Polare ist, stets eine einzige ortho
gonale Gerade. 

Sie ist die Verbindungsgerade 
des Punktes mit dem PoP) der 
Geraden. 

Durch P soll zu ~ die ortho
gonale Gerade gelegt werden. Ihre 
Gleichung ist (xp~*) = 0, oder 
Mch 00, Zus. 7: 
(124) (xp/~) = O. 

DerSchnittpunkt dieserGeraden 
mit ~ heille ihr Fu.8punkt auf ~. 
Seine Gleichung ist 

(p~*~~) = 0, 
d. i.: 
-(125) (p~)(~/~) - (p~)(~/~) = O. 

Satz 6. Zu einem Punktegibt 
es aUf einer Geraden, die nicht seine 
Polare ist, stets einen einzigen ortho
gonalen Punkt. 

Er ist der Schnittpunkt der 
Geraden mit der Polaren 1) des 
Punktes. 

Auf ~ Boll der zu p orthogonale 
Punkt gefunden werden. seine 
Gleichung ist (~~p*) = 0, oder 
nach 00, Zus. 6: 
(126) (~~/p) = O. 

Seine Verbindungsgerade mit p 
hat die Gleichung 

(~p*px) = 0, 
d. i.: 
(127) (~p)(plx)- (~x)(plp) = o. 

Man bilde die Gleichung (124) wieder unter der speziellen An
nahme Au = A22 = 1, Ass = 0, A2s = ASl = A12 = O. Das gibi: 

(xsPs - XSP2) ~1 + (XaPl - Xl Va) ~2 = 0 
oder 

- Ps ~II Xl + Ps ~I XI! + (PI ~I! - P2 ~I) Xs = O. 
Das ist aber die Gleichung des Lotes durch den Punkt p zur 

Geraden g. Vgl. 11, (23). Ebenso liefert (125) bei unserer Speziali
sierung den- durch 11, (24) erklii.rten FuBpunkt dieses Lotes, wie der 
Leser sorgfii.1tig nachrechne. 

So, tz 7. Zwei getrennte Gerade bestimmen stets eine einzige dritte 
Gerade, die zu den heiden ersUm gleichzeitig orthogonal liegt. Sie heillt 
deren gemeinsame Normale. 

1) Dort, wo ein MiBverstindnis nicht zu befiirchten iat, lassen. wir das 
Beiwort abBOZut bei Pol und Pola.re der Kiirze halber f9l't. 
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Die gemeinsame Normrue von a und b verbindet also die beiden 
Pole a* und b*. Sie hat daher die Gleichung (a*b*x) = 0 oder 
nach 00, Zus. 4: 
(128) (x/a b) = O. 

Man bemerkt, daB wir in diesem ganzen Abschnitt zur Lehre 
von den K. 2. O. kein einziges neues Ergebnis gewonnen haben. Es 
ist lediglich der Inhalt einer Reihe einfacher Satze aus der Polaren
theorie in eine andere Sprache gefaBt worden. Dieser Sprache be
dient sich die Nichteuklidische Geometrie, eine Disziplin, die im wesent
lichen nur eben in dieser Terminologie beBteht und nichts von dem 
mystischen Schimmer an sich hat, der ihr nach einer noch heute 
vielfach verbreiteten Meinung anhaften soIl. 

Demnach konnte man den ganzen Abschnitt fiir nutzlos halten, 
und doch besitzt er eine systematische Bedeutung, von der uns 
bereits Spuren entgegengetreten sind in der Verwandtschaft, die 
zwischen dem hier erklarten Begriff der Orthogonalitat und dem 
der Elementargeometrie besteht. Der Zusammenhang erstreckt sich 
aber viel weiter und eroffnet, wie wir sehen werden, erst das rest
lose Verstandnis der metrischen Elementargeometrie. Hier konnen 
wir noch andeuten, daB der Begriff der Paratallie von Punkten das 
Analogon ist zu dem des Parallelismus von Punkten (9). Das geht 
hervor aus dem iiber den Zusammenhang zwischen absoluten Geraden 
und Isotropen Gesagten, aus Satz 2 in Verbindung mit 9, Satz 6, 
und den beiden Satzen: 

Parataktische Punkte liegen auf ParallelePunkte Hegen auf einer 
einer absoluten Geraden. Isotropen. 

Man hiitte demgemaB statt von parataktischen Punkten sogleich 
von parallelen Punkten reden konnen. Wir bringen aber absichtlich 
hier, wie auch weiterhin, den ungelaufigeren Ausdruck, um Verwechslungen 
mit den analogen Begriffen der Elementargeometrie vorzubeugen. 

Erwahnt werde noch, daJ3 die tJberlegungen dieses Abschnitts, 
so die im Anschlu13 an (124) und (125) angestellten, den Weg zeigen, 
wie man metrische Probleme der Elementargeometrie in sachgemaBer 
Symbolik behandelt. V gl. 67. 

1. 1m Ra legt man eine singularitatenfreie (48, Zus. 3, 50, Zus. 2) Flii.che 
zweiter Ordnung ala absolute Flache zugrunde. Diese vermittelt die absolute 
Korrelation, d. i. die Polaritat an der absoluten F'lache. Daraus lassen sich die 
Begriffe der Orthogonalitat zweier Ebenen, oder einer Geraden und einer Ebene, 
oder zweier gerader Linien leicht iibertragen, Ebenso der Begriff der Parataxie. 

2. Bilde den zu Satz 7 absolut korrelativen. 
3. In ternarer Symbolik (61, Zus.2) sei lax) 2 = 0 die Gleichung des ab80-

luten Kegelschnitts. Dann sind die beiden Punkte p und q orthogonal fiir 
(ap)(aq) =0, parataktisch fiir t(aa'pq)"=O. Die beiden Geraden 9 und ~ 
sind orthogonal fiir t(aa'g)(aa'~)=O, parataktisch fiir (ag~)·=O. 
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4. Die -Punkte des A. K. bilden naoh 59, (90) ein binirea Gebiet. Die 
Gerade ~ trifft den A. K. in zwei Punkten, beatimmt also eine binire quadrQ.-
tisohe Form. Wie heiSt diese7 (vgl. 80, 106). Dann entspreohen sioh . 

Tern4res Gebiet: 
Gerade: 
absolute Gerade: 
zwei Gerade: 
aie sind orthogonal: 

Gemeinsa.me Normale: 

Parataxie: 

Binlires Gebiet: 
Quadratisohe Form (48, Zus. 4). 
Singulare Form (49, Zus. 11. 12). 
Zwei Formen. 
Ihre harmonisohe Invariante (50, Zus. 5) 

versohwindet. . 
Jaoobisohe Kovariante (51, Zus.4, 54, 

Zus.8). 
Versohwindende Resultante (51, Zus.5). 

65. Niehteuklidisehe Metrlk. Wir haben una jetzt genauer mit 
den beiden in 61, (35), (lW), (38) und 63, (45), (46), (48) erklii.rten 
Begriffen der Distanz und des Angulus zu befa.ssen. Die in den 
Distanzformeln auftretende GroBe I-' kann beliebig gewablt werden; 
nur muB sie von Null verschieden sein. Man nennt 1-'9 das KrUm
m'UngsmaD der Nichteuklidischen Geometrie. Die Griinde zur Ein
fiihrung dieser GroBe Hegen in Ietzter Linie im Gedankenkreise der 
DifferentialgeQmetrie. V g1. auch 79. 

Fur una tritt die entscheidende Wichtigkeit dieses Begriffes nur 
an einer einzigen Stelle hervor (67, S. 315). 

Aus 61, (35), (36) foIgt: 
Satz 1. Parataktische Punkte haben die Distam Null. 
Ebense ergibt 63, (45), (46): 
Satz 2. Parataktische Gerade haben den .A.ftgulus Null. 
Sehr wichtig ist der folgende Satz: 
Satz 3. FUr irg6'1ld drei Puftkte x, y, z eifter Geraden ist 

(x, y) + (y, z) = (x, z), 

wobei die Vieideutigkeit der Distanz zu beachten ist; die Distanz 

ist nur mod ~ bestimmt. 
I-' 

Fur eine absolute Gerade wird der Satz trivial (Satz 1). Es sei 
also die Gerade ~ der drei Punkte x, y, z jetzt nicht absolut. 

Nach 66, Zus.8 wird, wenn die dort auftretenden Punkte 0, 1, 
2,3, x der Reihe nach durahp,x,y,z, y ersetzt werden (wegen (xyz)=O) 

(xyp) + (yzp) = (xzp). (xlz) (yly) 
(xly) (Ylz) (xlz) (xly) (ylz) , 

wobei noch vorauszusetzen ist, daB die drei im Nenner auftretenden 
GroBen nicht verschwinden. 
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Aus 50, (30) ergibt sich fiir (xyp) (yzp) eine Determinanten
formel, die sich wesentIich vereinfacht, wenn der Hilfspunkt p in 
der Formel (51, (36», 

tg,u (x y) = (xyp). v'(~J~) 
, (xJy) (p~)' 

durch ~* ersetzt wird. Dann wird 

D'J (x yp) (yzp) = (~J~){(xJy)(yJz) - (lIJy) (xJz)}. 

Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich 

ig {,u(x, 11) + ,u(y, z)} = (yJy)(z/x). tg ,u(x, z): 1 _ (xJy) (yJz) - (yJy) (zJx) 
(xJy) (y/z) (xJy) (yJz) 

= tg,u (x, z) = tg {n - ,u (z, x)}. 

Hieraus schlieBen wir 

(129) ,u(x, y) + ,u(y, z) + ,u(z, x) = 0 mod n, 

und damit ist unser Satz bewiesen, wenn man jedesmal geeignete 
Vielfache von n:,u in Rechnung stellt. 

Den Inhalt der letzten Formel spric'ht man auch so aus: 

Satz 4. Die Summe aller Distanzen auf einer nicht ahsoluten Ge
raden hat den Wert n:,u. 

Ebenso gilt: 

Satz 5. Die Summe aller Anguli um einen m~ht ahsoluten Punkt 
herum betragt n. 

Man beweist ibn ebenso wie Satz 4, oder durch Vbergang zu 
den absolut korrelativen Elementen. Wir fiihren den zu zweit emp
fohlenen Beweis aus: 

(xyp) v'~/~ (~*t)*tJ*) v'h*/h* (~t}tJ) v'D(hlh) 
tg,u(x,y)= (xly)' (p~)= (~*/t}*) '~*h*) =(~/t})' (tJ h) =tg(~,t}). 
wobei die Formeln 55,(59)-(62) verwandt sind, und IrrationaIitat V in 55. 

Es mua aber zugegeben werden, daB der Beweis des Satzes 4 
recht umstandIich ist. DaB liegt dar an , daB wir mit der Tangens
funktion gearbeitet haben, statt mit der Distanz (dem Angulus) selbst. 
Wir beweisen daher Satz 5 noch einmal, und iiberlassen den ana
logen einfachen Beweis fur Satz 4 dem Lese r. 

Nach 53, (43) ist 

i 
(t},~) = 2" log nat (abt}3), 
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wo 4 und b irgend zwei getrennte Gerade des Btischels sind, dem 
~, 1) und ~ angehOren. Dann wird 

i 
(1), ~) + (~, ~) + (~, tJ) = "2 log nat {(abtJ~)·(ab~~Hab~tJ)} 

~ 
= -log nat 1 

2 
(vgl. 21, Zus. 10, 31, Zus. 5-9) 

= L 2ik1C = 0 mod 1C. 
2 

Die TatBaohe, daB der Angulus zweier Geraden und die mit t-t 
multiplizierte Distani zweier Punkte mod 1C bestimm t ist, gleioh dem 
Winkel zweier Geraden, legt die Frage nahe, ob es nioht gelingt, eine 
Erweiterung dieser Begriffe in der Riohtung vorzunehmen, daB man 
eine mod 21C bestimmte MaBgroBe erhii.lt, analog dem mod 21C be
stimmten Winkel zweier Speere. Das gelingt in der Tat, wenn wir 
zwei neue Begriffe einftihren. 

Unter einem Pfeil 1) verstehen wir das System der vier homo
genen Koordinaten 

I (130) 
1 -

go = -V gig: gl : g2: g8' a 

Die GroBe ~ ist wie in 57, (72) die GroBe a nur aus Homogenitii.ts
rtioksichten eingefiihrt. Sie soll also -von Null versohieden sein und 
das Gewioht der ail, haben. Es wird sioh als zweokmii.Big erweisen, 
~ + a zu setzen. . 

Die Gerade gl: g2 : g3 heiBt der Trager des Pfeiles. Man sagt 
ferner, der Pfeil go : gl : g2 : g8 und auoh der dazu entgegengesetzte Pfeil 
- go : gl : g2 : g8 liegen auf der Geraden gl: g2 : g3' Auf einer niohtab
soluten Geraden Hegen demnach zwei Pfeile, die getrennt zu nennen 
sind, weil sie versohiedene Koordinatenverhii.ltnisse haben. Auf einer 
absoluten Geraden Hegt nur ein Pfeil, der wegen go = 0 als zu sich 
selbst entgegengesetzt be~ichnet werden darf. Man vergleiche daB 
in 22 tiber isotrope Speere Gesagte. 

Durch die Bevorzugung eines Pfeiles auf einer Geraden werden 
deren Endpunkte in eine bestimmte Reihenfolge gesetzt (55, (63)). 
Es liegt also eine Art OrientierungsprozeB vor. 

F~mer folgt aus 51, (36) jetzt 

(131) tgt-t(X,Y)=(XYP). ~go, 
(xIY) (pg) 

1) Es handelt sioh hier urn einen ganz anderen Begriff, als in 17. 
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d. i. zur Ermittlung des Tangens der mit p, multiplizierten Distanz 
ist erforderlich, daB auf einem Pfeile gemessen wird 1). Bemerkt sei 
noch, daB die PfeilirrationaIitii.t V 0/0 in die SpeerilTationalitat V 0: + 9: 
iibergeht, wenn man die bereits in 64 benutzte Spezialisierung 

All = ~'.I = 1, Ass = 0, ~s = ..4S1 = A1',I = 0 
vornimmt. Ais Pfeilgleichung kann die fo]gende erklii.rt werden (25, (29». 

(132) 91 Xl + 9'.1 Xs + 93 Xs = o. 
90 Xs 90 Xs 00 X3 

Die Pfeilkoordinaten werden zu Speerkoordinaten, wenn man die 
soeben erwii.hnte Spezialisierung durch ~ = 1 ergii.nzt usw. 

Wir wenden uns zum zweiten der beiden einzufiihrenden Begriffe. 
Unter einem orientierten Punkt verstehen wir das System der 

vier homogenen J(oordinaten 

I (133) 

Die GroBe ~ hat die gleiche Bedeutung wie in (130). Der 
Pimkt Xl: X2 : xs heiBt der Trager der beiden orientierten Punkte 
Xo : Xl : Xs : Xs und - Xo : Xl : Xs : x3 ' die zueinander entgegengesetzt heiBen. 
Beide "liegen auf" dem unorientierten Punkte Xl: X\1 : X3 und sind 
getrennt, wenn dieser nicht absolut ist. Auf einem absoluten un
orientierten Punkte liegt nur ein einziger orientierter Punkt, der 
wegen Xo = 0 zu sich selbst entgegengesetzt zu nennen ist. 

Durch die Orientierung eines Punktes werden die beiden End
geraden durch ihn in eine bestimmte Reihenfolge gesetzt (55, (66». 
Die Angulusformel 53, (46) wird 

(134) tg(~ t)=(~t)g).~'.Ipo. 
, (~/tJ) (gp) 

1st also der Punkt p orientiert, so hat damit der Tangens des 
Angulus zweier in eine bestimmte Reihenfolge gesetzten geraden 
Linien durch ibn ein bestimmtes Vorzeichen. 1st umgekebrt der 
Tangens des Angulus zweier Geraden eindeutig gegeben, so ist damit 
ihr Schnittpunkt orientiert und damit der Tangens des Angulus 
irgend welcher anderen Geraden durch ihn bestimmt. V g1. 23, S. 109 
und 76, S. 368. 

Nach dies en Vorbereitungen konnen wir zwei neue MaBbegriffe 
erklaren, den Angulus zweier Pfeile und die Distanz zweier onentierter 
Punkte. 

1) Vgl. 51, S. 239; iiberhaupt wird es ra.tsam sein, jetzt die Abschnitte 22, 
23, 26 noch einmal vorzunehmen, um im Bisherigen und Nachfolgenden die 
Analogien vollig klar zu erkennen. 
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Aus 51, (35) und 53, (45) folgt namlich 

I (x/y) 11 DI1 (X/y)1 
cos I-'(x,y) = (x/x)(Y/1I) = ~II· x~y:' 

cos I (r 11) _ (~MI1 _~. (~/~)I 
e' "I - (~/~)(~/~) -~, ~~11~· 

Daher kOnnen wir festsetzen 

(135) 

(136) 

cos I-' (x, y) = ~. (x/y) , 
~ x01l. 

cos (~, ~) = -;.. (~/~) . 
!! ~o ~o 
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Die durc,h (135) und (131) erkliirte GroBe (x, y) ist nunmehr 

mod 231 bestimmt, ebenso die durch (136) und (134) erklii.rte GroBe 
I-' 

(~, ~) bis auf ein Vielfaches von 231. 

Nun vervollstii.ndigen wir die bisherigen Formeln durch die 
folgenden: 

~137) 

(138) 

sinl-'(x, y) = ~ . (Xyp).~, 
~ (gp) xoy. 

sin(~, ~) = (~~g). h.., 
(pg) ~o~o 

wo die Bedeutung der Hilfselemente p und 9 auf der Hand liegt. 

Der Kosinus der mit I-' multiplizierten Distanz verlangt lediglich die 
Orientierung der beiden Punkte, nicht aber die der Verbindung8geraden. 
Umgekehrt genugt zur Bestimmung des Tangens bereits die Orientierung 
der Verbindungsgeraden, ohne daB die einzelnen Punkte orientiert zu werden 
brauchen. Der Sinus endlich erforderl die Orienti.erung aller d'l'ei Gebilde. 

Gam entsprechende Siitze gelten iiber den Angulus. 

1. TemMe Symbolik. Eine bilineare ternlire Form in zwei Reihen von 
Punktkoordin&ten (54:) steUt, gleich Null geaetzt eine KorreZation dar (46). 
Wir Bchreiben Bie (u) (by) = 0 (vgl. 59, ZUB. 1). Wie Bind die Verbindungen 
a,bic der Symbole durch Koeffizienten zu ersetzen, damit li' = (a'l:) b die Korre
lation 46, (9) Hefert? Kovariant mit der Korrelation verbunden ist die qua
dratische Form (u)(h) = 0, die linke Seite von 47, (10); es ist 

2 (a '1:) (by) == {(u) (by) + (ay) (h)} + (ahy), 
wo die in der geschweiften Klammer stehende biIineare Form gleioh Null ge
Betzt, die Polaritat an der K. 2. o. (u) (h) = 0 bedeutet. Die Korrelation 
(u)(by) = 0 ist also eine Polaritat, sobald (abli)==O. 
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2. Unterwirft man der Korrelation zwei Punkte y und z 
tj'=(ay)b, a'=:, (az)b, 

80 erhiUt man bei der einen Art von Akzentuierung 
(tj'a'g)= (ay) (a'z)(bb'g); 

bei der anderen 

also duroh Vereinigen 
(t)'3' g) = - (a'y) (az) (bb' g), 

2 (t)'3'9) = (aa'yz)(bb'g). 
Daraus folgt die bisher als Transformation x -+~' angegebene Korrelation 
jetzt auoh als Transformation ~ -+ x': 

x' = t (aa'~) bb'. 
3. Naoh Zus. 2 laSt sioh jetzt hinter der Korrelation (ax) (by) = 0 die 

Korrelation (ex) (by) = 0 ausiiben. Es entsteht die Kollineation 
z, = t (ee'~) bb' = t (az) (be e') bb'. 

4. Die Determinante der Korrelation (ax) (by) = 0 heiSt 
(aa'a") (bb'b"). 

66. Trigonometrie. Ein Dreieck sei jetzt die Figur' dreier nicht 
absoluter Punkte x, y, z vom Range drei, von denen keine zwei para
taktisch sind. Dann sind die Seiten ~ = yz, t) =;;, & = xy ebenfalIs 
nicht absolut, und keine der sechs Irrationalitaten xo' Yo, zo' ~o' t)o' &0 
verschwindet. Fiir ein vorgegebe nes Dreieck lassen sich diese sechs 
Irrationalitaten auf 2 8 = 64 Arten wahlen; wenn eine oder mehrere 
von ihnen abgeandert werden, so andern sich mehrere oder aIle der 
folgenden Formeln (139). Wir suchen nun solche Relationen, die 
von allen derartigen Vertauschungen unberiihrt bleiben. 

Es sei 
(t)d) = a1 , 

(y, z) = a1 , 

In der Formel 

(&, ~) = a2 , 

(z, x) = a2 , 

(~,t));-as' 
(x, y) = as' 

tga = (t)&S). ~2pO 
1 (t)/&) (gp) 

setzen wir nun p = x, 9 =~. Wegen (~t)&) = (xYZ)2 wird dann 

(xyz) \I 

tga1 = (t)J&) ~ xO' 

Auf diesem Wege erhalt man die Formeln I (xyz) 2 
tga1 = m~ xo' 

(139) t) 3 
~~o 

tgJ-ta1 = (yJz) , 

sinal=(xyz)~, cosa1 = 12 (t)/&) , 
t)o &0 ~ t)o &0 

. D ~ D (y/z) 
sm J-t a1 = 8' _0_ , cos J-t a1 =', -- , 

~ Yozo ~ yozo 

und durch zyklische Vertauschung folgen die entsprechenden Formeln 
fiir a2 , as' a2 , as' 
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Alle diese Groijen sind demnach mod 2",: ft bzw. mod 2", be
stimmt, sobald die Irrationalitaten xo' Yo, zo' ~o' t)o' 50 irgendwie erklart 
sind. Es handelt sich darum, diese IrrationaIitaten zu eIiminieren. 

Zunachst findet man 

sin ft al D ~o t)o5o 
sinlXl = ~S(xyz)' xoYozo' 

Da dieser Ausdl'Uck vollig symmetrisch gebaut ist, wird 

(140) 
sin f' al sin ft all sin fl as 
sin 1X1 sin a\! sin as 

"Sinussatz" . 

Weiter ist 
1 (t)I3) (z/x)· (x/y) - (x/x) (z/y) cosa =-- -= . 

1 ~Il t)o30 ~\!t)o30 

Nun ist nach (139) 

und nach 65, (133) 
a' 

(x/x) = D- x~. 

Daher wird 

oder 
cos al sin ft all sin ft as = cos ft a\! cos fl as ~ cos ft aI' 

oder endlich 

"Erster Kosinussatz". 

(4{t, .(21)) 

Auf dieselbe Weise findet man, von cos fl al ausgehend, wegen 

(xyz) x =~, (xyz)y = U' (xyz)z = ~t) 
D(xyz)ll(y/z) = D(o~ltt») = (o/~)(~/t») - (~/~)(t)/5) (49, (22)) 

den ,izweiten Kosinussatz": 

Damit sind die Grundlagen der Dreieckslehre in der Nicht
euklidischen Geometrie gegeben. In Wirklichkeit liegt weiter nichts 
vor, . als die Lehre von einem System, welches aus drei Punkten und 
einer nicht ainguliiren K. 2. O. besteht; nur die Terroinologie ist neu. 



302 Viertes KapiteI. 66. 

Die Begriffe Distanz und Angulus sind absolute Invarianten 
zweier Punkte bzw. Geraden gegeniiber allen automorpken Kollinea
tionen des absoluten Kegelschnitts. Diese automorphen Kollineationen 
spielen demnach in der Nichteuklidischen Geometrie dieselbe Rolle, 
wie in der Elementargeometrie die Bewegungen. Man nennt sie daher 
auch Nichteuklidische Bewegungen. 

Freilich waren diese automorphen Kollineationen nur als Trans
formationen unorientierter Punkte und Geraden erklart. Den bisherigen 
Formeln 57, (77) und 60, (106) ist dann noch hinzuzufiigen (vgl. 57, 
Zus. 6. 7) 

(143) x~ = Xo bzw. t~ = to. 

Dann ist auch der mod 2 n bestimmte Angulus zweier Pfeile 
und ebenso die mod 2 n : ft bestimmte Distanz zweier orientierter 
Punkte absolut invariant. 

Insbesondere war der Angulus (t, t') zweier zugeordneter Geraden 
durch das Zentrum /Xl: a2 : as von t unabhangig. Da er mod n be
stimmt ist, ergaben sich in 60, Zus. 4 zwei Formeln fUr tg ~ (t, t'). 
In 63, (117) haben wir uns fUr eine von ihnen entschieden, und nur 
den daraus sich ergebenden mod 2 n bestimmten Wert von (t, t') als 
Angulus der automorphen Kollineation bezeichnet. Dieser ist jetzt der 
Angulus zugeordneter Pfeile durch das Zentrum. Nachweis durch 
65, (138), 60, Zus. 2, 65, (130), (133), 66, (143), 60, Zus. 3. 

Die automorphe KoIIineation ao : al : a2 : as lieS den Punkt a1 : /X2 : as 
in Ruhe. Insofern kann sie, wenn dieser Punkt nicht absolut ist, 
als Nickteuklidiscke Drehutlg um das Zentrum a l : a2 : as bezeichnet 
werden. 

Sie mBt aber auch die absolute Polare a1 * : a2 * : as * des Zentrums 
in Ruhe, die wir als Achse der Transformation bezeichnet hatten (62). 
Man kann sie daher au<lh als Gleitung langs dieser Achse bezeichnen. 

Dann ist die Distanz (x, x') zweier zugeordneter Punkte auf der 

Achse a1 * : a2 *: as * von x unabhangig. Sie ist mod ~ bestimmt, so 
ft 

daB sich in 57, Zus. 4 zwei Formeln fur tg ~ ft (x, x') ergaben. Ge-
maB 63, (117) entscheiden wir uns jetzt fur 

(117) cot ftt'J = - Dao: aVD(a/a) , 

und nennen die dadurch mod 2 n bestimmte GroBe 2'YJ die Distanz 
ft 

der automorpllen Kollineafion. Sie ist dann gleich der Distanz zuge-
ordneter orientierter Punkte der Achse. Nachweis durch 65, (137), 
57, Zus. 2, 65, (130), (133), 66, (143), 57, Zus. 3. 
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Im FaIle ao = 0 ist die NichteukIidische Bewegung involutorisch, 
der Angulus 21} = n. Diese Transformationen bezeichnet man daher 
als NichteukIidische Umwendungen um den Punkt a1 : a2 : as (um die 
Gerade a1 *: a2 *: as *). Da auch 2 ft'YJ = n, so geht jeder orientierte 
Punkt der Achse in den entgegengesetzt orientierten Punkt iiber. 

FUr (a/a) = 0 sind Zentrum und Achse absolut. Hier hat man 
verschiedene Namen fiir die Transformation vorgeschlagen, z. B. 
Grenzdrehung, horozyklische Bewegung, Schiebung, Grenzgleitung. Wir 
werden von Grenzdrekung reden. Es sei aber ausdriicklich bemerkt, 
daB sie mit den iibrigen Nichteuklidischen Drehungen nichts zu tun 
haben; sie gehoren (abgesehen von der identischen Transformation) 
einem anderen Kollineationstypus an. 

Die Bahnkurven einer eingIiedrigen Gruppe von Nichteuklidischen 
Drehungen, soweit sie nicht gerade sind und nicht mit dem A. K. 
zusammenfallen, nennt man Nichieuklidische Kreise. In der Gleichung 
eines solchen Kreises, vgl. 63, S. 287, 

(y/a)2 - (vly)(a/a).cos 2 ftf! = 0 
heiBt die (unendIich vieldeutige) GroBe e der Radius, der Punkt a 
der Mittelpunkt, und jetzt iibertragt sich die weitere Terminologie 
von selbst. 

Sieht man die Drehungen aber als Gleitungen an, richtet also 
sein Hauptaugenmerk statt auf das Zentrum jetzt auf die Achse, so 
nennt man die Kurve Gleitkurve. Zwischen Gleitkurve und Kreis ist 
demnach kein Unterschied hier, wo wir im komplexen Gebi~ arbeiten. 
Anders wird es, wenn ReaIitatsfragen mitspielen, vgl. 76, 77. 

Sehr abweichend von den Kreisen der Euklidischen Geometrie 
verhalten sich die jetzt erklarten Gebilde Kreis und Gleitkurve durch 
folgende Eigenschaft. 

Alle Punkte eines Kreises haben von seiner Achse gleiche Distanz. 
Das heiBt also, daB auf jedem Durchmesser seine beiden Schnitt
punkte mit dem Kreise von der Polare des Mittelpunkts dieselbe 
Distanz haben, von welchem Durchmesser man auch ausgeht. 

Das ist ohne weiteres klar, wenn man iiberlegt, daB nach 65, 

(135) Pol und Polare die Distanz ~ mod ~ haben. Daher ist die 
2ft ' ft 

Distanz eines Punktes des Kreises von seiner Achse bis auf das un-

bestimmt bleibende Vorzeichen gleich (~ - e) mod ~. N ennen wir 
2/t ft 

diese GroBe d, so kann die Gleichung des Kreises oder, wie wir dann 
Iieber sagen, die Gleichung der Gleitkurve von der Achse a * und dem 
Abstand d so geschrieben werden: 

(y/a)2 - (y/y)(a/a) sin2 ftd = 0, 
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oder auch, wenn man die Achse 9 wahlt: 

D(1I9)1l - (Y/1I) (9/9) sin ll /Ad = O. 
Wir machen noch einmal darauf aufmerksam, daB auBer den End
geraden des Zentrums und der Achse bei einer Nichteuklidischen 
Bewegung keine geradlinigen Bahnkurven vorhanden sind. 

Die Bahnkurven bei eingliedrigen Gruppen von Grenzdrehungen 
heIDen Grenzkurven oder Horozyklen. Vg163, S.289. 

1. Ternare SymboZik. Um eine KoZZineaticm darzusteIlen, setzt man eine 
bilineare temare Form gleioh Null, die eine Reihe von Punktkoordinaten und 
eine Reihe von Geradenkoordinaten enthalt: 

(llZ)(b~) = O. 
Wie sind die Verbindungen a,b,. duroh Koeffizienten zu ersetzen! 

Bereohne die unsymbolisohen Ausdriioke der Invarianten 
(ab), (aa'bb'), (aa'a")(bb'b'~. 

2. Die oharakteristisohe GIeiohung (S.186) der KolliIi.eation heiBt: 
(18 - (ab) (II + t (aa'bb') (I - i (00' a'~ (bb'b") = o. 

3. In Geradenkoordinaten (vgl. 65, Zus. 2) kann die Kollineation ge
sohrieben werden: 

(~'x) == t (aa'~)(bb' x). 
4. Fiihrt man naoh der Kollineation (ox) (b~) = 0 die Kollineation aue 

(ex) (d~) = 0, so resultiert die Kollineation 
(ax) (be) (d~) = O. 

5. Setze eine Kollineation und eine Korrelation in beliebiger Reihenfolge 
zusammen!. Jedesma.l zwei Formeln: x_~' und li-X'. 

6. Bilde in symbolisoher Sohreibweise die oharakteristisohe Gleiohung 
einer binaren linearen Transformation. 

67. Natur der elementaren Geometrie. Wir kommen jetzt zum 
interessantesten Gebiet der ebenen Geometrie. Vielfache Analogien 
der soeben entwickelten Nichteuklidischen Geometrie zur elementaren 
Geometrie legen die Frage nahe, ob das bloBe Zufalligkeiten sind, 
oder ob ein tieferer Zusammenhang besteht. In einigen Fallen konnten 
wir durch eine Spezialisieruilg der Koeffizienten in der Gleichung 
(~/~) = 0 AufschluB erhalten. Aber dieser so erkannte Zusammenhang 
war doch von Liicken durchbrochen; ganz abgesehen davon, daB 
jene Spezialisierung nicht legitim war, denn die Diskriminante wurde 
zu Null. Wir wollen daher zunii.chst in voller Schiirle aussprechen: 
Die elementare Geometrie ist kein spezieller Fall der Nickteuklidischen. 

Wir konnen aber hinzufiigen: 
Die elementare Geometrie bestehl aus den 1riMnmern einer Nicld

eu.klidischen Geometrie. Um von der Nichteuklidischen Geometrie zur 
elementaren oder, wie man sagt, Euklidiscken.Geometrie iiberzugehen, 
ha.t man einen Grenziibergang aUBZufiihren. 
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Dieser soIl jetzt vorgenommen werden. Angesichts der Tatsache, 
daB wir am wichtigsten Punkte der ebenen Geometrie stehen, der 
una tiber die Natur der scheinbar einfachsten Dinge volle Klarheit 
verschaffen soIl, wollen wir recht ausfiihrlich zu Werke gehen. 

Die Gleichung des absoluten Kegelschnitts besitzt fiim wesent
liche Konstante. Diesen bisherigen Grad der Allgemeinheit brauchen 
wir nun nicht mehr beizubehalten. Wir reduzieren die fiinf Kon
stanten auf eine einzige; aIle nicht singuHiren K. 2. O. gelten ja als 
iiquiv.alent. Es soIl von jetzt ab daher sein 

(a) (x/x) = k2X: + k2X; + x;, 
mithin 
(b) (~/~) = k2~: + k2~; + k4~:. 
Dann wird D = k'. 

(c) 

(d) 

Aus 47, (13a) und 49, (13b) folgt 

Xl * = k 2 Xl' x2 * = k 2 x2 ' Xs * = xs; 

* 1 *_1 * 
~1 = k2~1' ~2 - k2~2' ~s = ~s' 

Ober die in 59 und ~O auftretenden Hilfsgeraden 
fiigen wir folgendermaBen: 

9 und a ver-

91=0, 92=0, 93=1, V-(g/9)=-k2i, 

a1 = i, a2 = 0, as = 0, V- (a/a) = - k. 
Endlich werde die HilfsgroBe a = k 2 gesetzt. 

Der Grenzubergang besteht nun darin, daB man k 2 gegen Null kOrl

vergieren laBt. 

1. Das Absolute. Die Gleichung (x/x) = ° wird dann zu 

x: =0. 
Der als Punktort aUfgefaBte absolute Kegelschnitt wird in der Grenze 

zur uneigentlichen Geraden, die man in der Elementargeometrie ja 
unendlich fern nennt. Darum nennen einzelne Vertreter der Nicht
euklidischen Geometrie ("N. E. G. ") die absoluten Punkte, die also, von 
h6chstens zwei Ausnahmen abgesehen, eigentliche Punkte sind, eben
fa.lls unendlich fern. Wir halten das fiir unzweckmiiBig, denn da-. 
durch kommen in die durchaus klare Sache mystische Nebenvorstel
lungen hinein. 

Die Tangenten des A. K. geniigen der Gleichung 

~:+~;+k2~:=O. 
Dadurch, daB wir den Faktor k 2 abgespalten haben, wird der Grenz
tibergang ermoglicht und liefert 

~: +~: = 0. 
Bee k, Koordinatengeometrle der Ebene. 20 
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Die Tangenten des absoluten Kegelschnitts werden in der Grenze IU 

Isotropen. Man darf daher die absoluten Geraden als Minimalgerade 
oder isotrope Gerade im Sinne der N. E. G. bezeichnen. 

Wir haben also als erstes (gewolltes) Ergebnis das gewonnen, daB 
der absolute Kegelschnitt als Ort seiner Tangenten beim Grenziiber
gang vollig zerplatzt ist. Als absolutes Gebilde der Euklidischen 
Geometrie (nE. G.") fungiert die doppeltziiblende uneigentliche Gerade 
nebst der Gesamtheit der 200 1 Isotropen, d. i. aller Geraden durch' 
jene beiden Punkte, die wir friiher allein ala absolute Punkte bezeichnet 
hatten (30, Zuss. 4, 8). 

2. Orthogonalitat. Aus (xJy) = 0 wird in der Grenze 

xsys = O. 
Die Punkte, die in der E. G. zu einem eigentlichen Punkt als 

orthogonal zu bezeichnen wii.ren, sind samtlich uneigentIich. Zu einem 
uneigentIichen Punkte kann jeder Punkt ala orthogonal angesehen 
werden: 

Der Begriff orthogonaler Punkte wird in der E. G. unbrauckbar. 
Ais Polare eines jeden Punktes kann man nach (c) die uneigentliche 
Gerade ansehen. Ein uneigentIicher Punkt kann zu sich selbst 
orthogonal genannt werden. 

Die Gleichung (~/t) = 0 muB erst wieder vom Faktor kg befreit 
werden. Dann wird sie in der Grenze zu 

~1t)1 + ~1lt)1l = O. 
Orthogonale Gerade werden in der Grenze zu Geraden, die zueinander 

im Sinne der E. G. senkrecht sind. Nunmehr darf man auch in der 
N. E. G. von senkrechtem Schneiden zweier Geraden reden. 

Die Aufga.be, zu einer Geraden den Pol zu finden, behii.lt ihren 
Sinn. In den Formeln (d) muB man zuerst mit kll hinaufmultipli
zieren und findet in der Grenze 

~1 * : ~Il * : ~s * = ~1 : ~Il : O. 
Der absolute Pol einer eigentlichen Geraden ist also in der E. G. 

uneigentlich. Fiir eine Isotrope wird der Pol der absolute Punkt, 
~urch den sie hindurchlauft. Fiir eine nicht absolute Gerade, diese 
heiBen ja in der E. G. Euklidische Gerade, ist der Pol der uneigent
liche Punkt aller Stmkrechten zu ihr. Zwei Gerade sind zueinander 
auch in der E. G. orthogonal, wenn jede durch den absolut(Jn Pol der andern 
lauft. Diese beiden Pole liegen dann harmonisch zu dem Paar der 
absoluten Punkte. Isotrope stehen auf sich selbst senkrecht, weil 
sie durch ihren eigenen absoluten Pol laufen usw. Der Leser ver
suche diese Dinge noch weiter fortzusetzen und die iiberall auftreten
den Spuren der zerplatzten Polarenbeziehung ausfindig zu machen. 
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3. Parataxie. Zwei Gerade ~ und ~ hieBen (64, 3) parataktisch, wenn 

(~h)(~/~) - (~/~)2 = D(zlz) = 0, 
wo z ihren Schnittpunkt bedeutet. Spalten wir den Faktor k4 ab, 
so heiBt die Bedingung in der Grenze zi = 0: 

Parataktische Gerade werden in der Grenze zu parallelen Geraden. 
Nun kann man in der N. E. G. statt von parataktischen G"eraden auch 
von parallelen Geraden reden. Dann erhii.lt 64, Satz 1 die Fassung: 
In der N. E. G. kann es durch einen Punkt zu einer Geraden zwei 
Parallele geben. Sofort ist jener einfache Satz, den niemand bezweifelt, 
wenn man das Wort parataktisch benutzt, zu einer Quelle des MiB
trauens geworden. Deswegen haben wir uns mit Absicht der weniger 
gebriiuchlichen Terminologie bedient.Inso geringfiigigen Ursachen 
kann der ablehnende Standpunkt begriindet sein, den man einer 
Disziplin entgegenbringt! Auch die Bezeichnung der absoluten Punkte 
der N. E. G. als unendlich ferner Punkte hat hier Schaden angerichtet. 
Denn es gilt dann in der N. E. G. der Satz: Parallele schneiden sich im 
Unendlichen. Der Satz heiBt ganz anspruchslos: Parataktische Gerade 
Bchneiden sich auf dem absoluten Kegelschnitt. (In Wirklichkeit 
liegt hier kein Satz, sondern eine Definition vor.) 

Der Begriff der Euklidischen Parallelen wurzelt also in dem 
der parataktischen Geraden. Die Bedingung (~/~) (~/~) - (~/~)2 = 0 
ist quadratisch in den Koeffizienten jeder der beiden Geraden. In 
der Grenze ~rd daraus 

zi = (~1 ~2 - ~2 ~1)2 = 0, 
und hieraus erkennt man, wie es zustande gekommen ist, daB in der 
E. G. die Bedingung nur linear in den Koeffizienten zu sein scheint. 

Zwei Punkte x und y hieBen parataktisch (64,3), sobald 

(x/x) (y/y) - (X/y)2 = (0/0) = 0, 
wo 0 =;Y ihre Verbindungsgerade bedeutet. Nach Abspaltung des 
Faktors k2 wird daraus in der Grenze 

0: + 0: = 0, 
oder: Parataktiscne Punkte werden in der Grenze zu parallelen Punkten (9), 
S. 26, d. i. zu Punkten auf einer Isotropen. Hier ist in der Grenze 
noch der Satz erhalten geblieben: Auf einer Geraden ka1!!l es zu einem 
Punkte zwei getrennte parataktische (parallele) Punkte geben (64, Satz 2). 

Jetzt ist die Terminologie in 9, Erkl. 2 motiviert. 
4. Gemeinsame Normale. Hier fiihren bereits Dberlegungen zum 

Ziel, die zwar nicht als vollig streng angesehen werden konnen, aber 
doch nicht ohne heuristischen Wert sind. 

Die gemeinsame Normale zweier nicht parataktischen Geraden 
verbindet ihre absoluten Pole. Diese sind in der Grenze getrennt «nil 

20* 
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uneigentlich. Die gemeinsame Normale nicht parataktischer Geraden 
wird demnach in der Grenze die uneigentliche Gerade, also un
brauchbar. Sind die beiden Geraden parallel, so fallen ihre Pole 
zusammen. Jede Gerade durch diesen Pol kann dann als gemeinsame 
Normale angesehen werden. 

Jetzt prufen wir diese Ergebnisse mit der Rechnung nacho 
Soll b die gemeinsame Normale von l; und t} sein, so muB sein 

(&h) = 0, (3/t}) = O. 

l>iese liefern stets eine einzige Gerade 3, solange k2 =1= 0 und l; und t} 
getrennt sind. In der Grenze ist aber das System zu lOsen 

l;131 + l;2 ~ = 0, t}131 + t}232 = o. 
Fur l;1 t}2 - l;2 t}1 =1= 0 wird 31 = 3-2"= 0 (uneigentliche Gerade); fUr 
l;1 t}2 - l;2 t}1 = 0 reduzieren sich beide Gleichungen auf eine einzige. 
Jede Senkrechte zu l; ist dann auch senkrecht zu t}. So gelangen 
zwei Euklidische Parallele zu 00 1 gemeinsamen Normalen! Hierdurch 
sind unsere vorhergehenden Ergebnisse legitimiert. 

5. Parameterdarstellungen. Die Formel 59, (90) wird hier sehr 
einfach. Wir haben zu setzen 

~ 

9a1=0,9a2=i, 

* i * a - a2 = 0, 
1 - k2' 

91 * '0, 92 * = 0, 

und erhalten so nach Abspaltung von 
stellung der absohiten Punkte 

98* = 1, 

7£4 rechts die Parameter-

(144) Xl = a! - a;, x2 = i (a: + al), Xs = - 2·kal a2 • 

In der Grenze wird daB eine ParameterdarBtellung der un
eigentlichen Punkte. 

Aus 59, (95) wird iller ebenso 

(145) Xl = a l "'l - a2 "'2' X 2 = i (al "'l + a2 "'2)' X3 = - k (al "'2 + a2 "'1) ~ 
und diese Formel bringt in der Grenze ebensowenig Nutzen wie 
die vorhergehende. 

Die Formeln 59, (92) und (94) werden hier nach Abspaltung 
von k4 rechts: 

(146) l;1 = k2 (a: - a;), l;2 = k2 i(a: + a:t), l;s = - 2 ka1 a2 ; 

(147) l;l =k2 (a1 "'1 - a2 "'\I)' l;2 =J(! i( a1 "'1 +a2 "'2)' l;8 = - k( a l "'2+ a2 "'1)· 

Auch sie werden in der Grenze unbrauchbar, insofern sie nur die 
uneigentliche Gerade liefern. 
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6. Die Nichteuklidischen Bewegungen. Nach Abspaltung des Fak
tors kS i rechts wird aus 60, (105): 

( 148) {a! = (ao + as i) a1 :- k (a2 + a1 i) a~ , 
a2 = k(- a2 + al~)al + (ao - aS~)a2· 

Diese Formeln haben noch in der Grenze einen Sinn (welchen?). 
Die Multiplikationstafel 58, (79) unseres komplexen Zahlensystems 
wird bier 

k4 eo 
k4 e1 

k4 e2 

k4 es 
Ferner wird 58, (82) zu 

k4 e1 

- k6 eo 
- k6 es 

k4e2 

k4 e2 

k6 es 
- k6 eo 
- k4 e1 

N(a) = k4 a8 + (a/a). 

k4 es 
- k4 e2 

k4 e1 

- k4 eo· 

Die Formel 58, (86) fiir die automorphen Kollineationen des ab
soluten Kegelschnitts erhli,lt, wenn man X' eo ausrechnet, den Faktor k8 

auf beiden Seiten. Nimmt man daher jetzt als Multiplikationstafel 
die folgende 1), 

{ 
eo e1 e2 es 

(149) e1 - k2eo k2 es - ell 
e2 - k2es - k2 eo e1 
es e2 - e1 - eo, 

so kann man auch schreiben: 

(150) N(a)·x' = "·x·a. (N(a) + 0), 
N(a) = a8 + k2a~ + k2 a; + a:. 

Setzt man wieder 
(151) coox: = Cil x1 + Ci2 X 2 + CiSXS (i= 1, 2, 3), 
80 wird: 

Coo =a8 + k2a~ + k2 a; + a:, 
cll =a8 + k2a~ - k2a; - a:, c2S = 2 (a2aS +aOa1 ), 

C22 =a8 - k2 ai:+k2 a; - a:, CSl = 2 k2 (as a l + aOa2 ), 

(151) css =a8 - k2a~ - k2 a; +a:, Cl2 = 2 (k2al a2 + aoas) , 
CS2 = 2 k2 (a2aS - aOal ), 

CIS = 2 (aSal - aOa2 ), 

cn = 2 (k2 a1 all - aoas)· 

Diese Werte erhiilt man auch aus 61, (109); allerdings tritt 
da.nn rechts iiberall der Faktor k4 a.uf. 

1) Fiir k2 == 1 wird diese Multiplikationstafel dann die der Hamiltonsohen 
Quaternionen. V gl. S. 208. 
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Beim Vbergang zur Grenze werden die Formeln (151) der Nicht
euklidischen Bewegungen zu Euklidischen Bewegungen 14, (3480): 

{ 
(a8 + ai) x/ = (a8 - ai) Xl + 2 ao as x2 + 2 (aSal - aO( 2 ) x3 ' 

(152) (a8 + ai) x./ = - 2aOaaxl + (a8- ai)x2 + 2 (a2 aS + aOal ) xS ' 

(a8 + ai) xs' = *' *" (ag + ai) xS' 
(a8 + ai + 0). 

Um jetzt zu erkennen, wie die einzelnen Typen der Nicht
euklidischen Bewegungen den Typen den Euklidischen Bewegungen 
entsprechen, beachten wir 63, (117): 

cot 0- = - k4 ao : k2 v'k4 (a/a), 
wobei also (a/a) + 0 vorausgesetzt ist, so daB das Zentrum der Be
wegung nicht absolut ist. 

U nter der Festsetzung 

(153) v'k4 (a/a) =r k2 v' a/a, "Irrationaiitat IX" 

wird cot 0- = - ao : Va/a. 
0- ist der halbe Angulus der als Nichteuklidische Drehung auf

gefaBten Nichteuklidischen Bewegung, mithin nach 66 auch die 
GroBe #17, wo 17 die halbe Gleitdistanz ist, wenn man die Bewegung 
als Gleitung auffaBt. Dann wird eben jeder Punkt der Achse um 
die Distanz 2 #17 fortgefiihrt. 

Eine Nichteuklidische Bewegung konnte nach Belieben als N. E.
Drehung und als Gleitung aufgefaBt werden. In der Grenze erhli.lt 
man aber verschiedene Ergebnisse. 

Halt man das nicht absolute Zentrum al : ~ : as fest, so wird 
die Achse a l *: a2 *: as * der Bewegung uneigentlich. Unter der wich
tigen Festsetzung, auf die wir noch zuriickzukommen haben, daB 
in der Grenze 
(154) v' ai = as "Irrationalitat X" 
wird, geht cot 0- iiber in 

cot 0- = -- ao: as' 

und (152) wird bei Einfiihrung inhomogener Koordinaten zu 

x' = cos 2 0-. x - sin 2 0-. y + 2 (aSal - aO( 2): (a8 + ai), 
y' = sin 2 0-. x + cos 2 0-. y + 2 (a2 aS + aOal ): (a8 + ai). 

(ao2 + a32 + 0). 
Man vergleiche hiermit 14, (3380). Fiir 0- + n, also ao + 0, bh~ibt 
der Punkt a l : a3 , a2 : as in Ruhe: 

Die Nichteuklidischen Drehungen werden in der Grenze zu Euklidischen 
Drehungen. Insbe80ndere werden die Nichteuklidi8chen Umwendungen 
zu Euklidi8ehen U mwendungen. 
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Jetzt fassen wir die Nichteuklidische Bewegung als GZeitvng auf, 
haiten also die Gleitachse 91: 911 : 9s fest. Nach (d) werde dann 

a1 = g1' all = g2' as = kllgs· 
Setzt man das in (151) oder (152) ein, so gewinnt man in 

der Grenze 

(152a) { 
aOx1' = aOx1 * - 2 a\lx3 , 

aox,/ =.. aOx\! + 2 a1x3 , 

aoxs' =.. * aOx3 • 

Die Gleitungen werden in der Grenze zu Schiebungen. 

(ao =i= 0). 

Fiihrt man in die Formeln (152a) die Koordinaten 9 der Achse 
ein, so bemerkt man, daB 9s in der Grenze weggefallen ist. Ais 
Achse einer Euklidischen Schiebung kann daher jede Gerade eines 
unschwer zu beschre~benden Parallelenbiischels angesehen werden. 

Der Angulus wird fiir eine Euklidische Schiebung Null; die 
Distanz geht in die Schrittweite (23, S. 113) iiber, wenn man (vgl. 
S. 315) fUr !-t den Wert k wahlt: 

2 1] = - 2 V'-a-~ -+"--a-:-i : ao 
(wegen lim" cot "tJ = 1 : 1] und Irr. XI in (157)). Die Schiebungs-

,,=0 
richtung ist dann syntaktisch zum Speere Va~ + ai : a1: all : 0, im 
Einklang mit 23, Zus. 22. 

Endlich beschaftigen wir uns mit den Grenzdrehungen. Hier ist 
(a/a) = 0, oder in der Grenze as = o. Aus (152) erkennt man sofol1: 

Die Grenzdrehungen werden in der Grenze zu Schiebungen. 
Die Euklidischen Bewegungen lassen sich nun durch die kurze 

Formel angeben: 
(155) N(a)·x' = a·x·a, (N(a) =i= 0). 
wenn man in der Multiplikationstafel (149) wieder k~ = 0 setzt, 
also folgende Tafel wiihlt: 

{
:: ~1 
ell 0 0 e1 

es ell - e1 - eo· 

(156) 

Damit sind wir aber wieder bei den singularen oder Euklidischen 
Quatemionen von 14, Zus.23 angelangt. 

In Geradenkoordinaten erhalt man die Nichteuklidischen Be
wegungen, wenn man in 58, (86) die x durch ~* ersetzt, also 

N(a). ~*'. eo = IX· ~*. a (N(a) =i= 0). 
Schreibt man sie, wie in 61, (113) 

(i = 1,2,3), 
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so wird fiir unsere Spezialisierung des A. K. (vgl. (151») 

doo = coo' dl1 = cU ' d29 =C29 , dss = css' dIll = C1l1 , du = c21 

d2s = 2 P (~ag + ao a1), dIS = 2 kll (as a1 - ao a2), 

dS\! = 2 (all as - ao at)' dSl = 2 (as a1 + ao all)' 

und bei Benutzung der Multiplikationstafel (149) wird 

N (a) . {~~ e1 + ~~ ell + P ~~ ea} = a . {~1 e1 + ~lI ell + P ~s ea} . a. 
Diese Quaternionenformel wird in der Grenze unbrauchbar (Grund!); 
die Koeffizienten d gehen aber in die einer Euklidischen Bewegung 
iiber (vgl. 21, Zus. 1). 

Nichteuklidische U mlegungen gibt es nicht; die automorphen 
Kollineationen einer nicht singula.ren K. 2. O. bilden nur ein einziges 
Kontinuum. Somit .erhebt sich die Frage nach der Herkunft der 
Euklidiscken U mlegungen. Auch diese lassen sich durch einen Grenz
iibergang aus den Nichteuklidischen Bewegungen gewinnen. Dazu 
muB die Achse festgehalten werden. Man konnte also ebenso vorgehen, 
wie bei der Herleitung der Euklidischen Schiebungen: 

a1 =rl' all =1"2' as = k2 rs' 
Nun muB man aber Sorge dafiir tragen, daB diese Achse a1 * : all * : as * 
= 1"1: rll: rs in der Grenze nicht unbestimmt wird. Das erreich1i, man 
durch die weitere Festsetzung 

ao =Pro' 
Triigt man diE¥le Werte in die Koeffizientell (151) ein, so erhalten 
diese samtlich den Faktor P. Nach dessen Abspaltung kann man 
den Grenziibergang volIziehen: 

(ri + 1":) x~ = (ri - 1":) Xl + 21"11"2 Xli + 2 (rs 1"1 - Yo 12) xa' 
(ri + 1":) X~ = 21"1 rll Xl + (I": - ri) Xli + 2 (1"2 rs + 1"01"1) Xa , 

(ri + r:)x~ = * .. - (ri + 1":) Xa' 

(ri + 1": 1= 0). 
Das sind aber die Formeln 14, (34b) der Euklidischen Umlegungen. 
Jetzt ist rs nicht weggefalIen; die vollig bestimmte Gerade 1"1: 1"2: rs 
ist die Umlegung8achse. Der Angulus erhiilt den Wert n. Mit der 
Distanz gelingt der Grenziibergang nicht so glat~ (Grund !). Setzt man 
aber 2kfJ == n + 2 kfJ* (ft = k), so findet man in der Grenze die 
8ckrittweite der Euklidischen Umlegung als 

2fJ* = + 21"0: Vri + i?, 
gemessen auf dem Speare Vri + 1":: 1"1: 1"2: 1"3 (hierzu vgl. Nr; 7, S. 314). 
Die Euklidischen Spiegelungen an geraden Linien gehen auf diese 
Weise aus den Nicht-Euklidischen Umwendungen hervor. 
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7. Orientierte Elemente. In 65, (130) konnen wir noch liber die 
GroBe ~ verfligen. Wir setzen ~ = k. Unter der weiteren Festsetzung 

(157) Vk2~: + k2~: +k4~: = k Y~: +~: +k2~: "Irrationalitat XI" 

wird die Pfeilirrationalitat 

~o = Y~: + ~: + k9~: 
in der Grenze zur Speerirrationalitat Y~: + ~:; die Pfeilgleichung 
wird zur Speergleichung, die Pfeilkoordinaten zu Speerkoordinaten. 
Der Pfeil kann nunmehr als 'Speer im Sinne der N. E. G. bezeichnet 
werden. 

Die Festset2lung (157) fiihrt nicht zur UnterBcheidung zweier 
verschiedener FaIle. Ware die Quadratwurzel "links entgegengesetzt 
erkIart, so hatte man ja a = - lc wahlim konnen. 

Anders Hegen die VerhaltniBse bei den orientierten Punkten. 
Aus 65, (133) gewinnt man jetzt, nach Beachtung von (153), 

Xo = Yx/x, 
alBo in der Grenze nach (154): 

Xo = xs' 

Zwei entgegengeBetzt orientierte Punkte erhalten demnach in der 
Grenze die homogenen Koordinaten 

(158) xS:Xl:XII:XS und -XS:xl:x\l:XS' 

Deutet man Xo : Xl : XII : Xs alB homogene Punktkoordinaten im Rs ' 

so liegt hierin eine Abbildung der orientierten Punkte der Euklidischen 
Ebene auf die Punkte zweier parallelen Ebenen ("Abbildung VI E"). 
Flir Xs = 0 findet man: Uneigentliche Punkte sind, als orientierte 
Punkte betrachtet, zu sich selbst entgegengesetzt. 

Zwischen orientierten Punkten der N. E. G. und denen' der E. G. 
besteht aber ein tiefgreifender Unterschied. Fiir einen orientierten 
Punkt xo: Xl : XII : Xs der N. E. G. kann man wegen 

x8 - lcllx: -lcllx: - x:= 0 
die Parameterdarstellung einfiihren 

Xo : Xl : XII : Xs = lc sin u : cos v : i cos u: - lc sin v . 
BaIt man hier etwa v fest und laBt u variieren, so ist es moglich, 
stetig von dem orientierten Punkte zum entgegengesetzt orientierten 
zu kommen. Dazu braucht man nur u von einem Anfangswert uo 
irgendwie nach - uo wandem zu lassen. Das ist immer so moglich, 
daB der Wert u = 0 vermieden wird (vgl. etwa 7, S. 19, 20). D. i. man 
kann von einem nioht absoluten orientierten Punkte unter Vermei
dung absoluter Punkte stetig zum entgegengesetzt orientierten Punkt 
libergehen. 
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In der Euklidischen Geometrie ist das nicht mehr der Fall. Dorl 
bilden die orientierten Punkte zwei getrennte Scharen, zwischen denen 
im Gebiet der eigentlichen Punkte· eil}. stetiger Obergang unmoglich 
ist, wie man aus (158) ohne weiteres sieht. Darum ist es in der 
E. G. unnotig, die beiden Scharen nebeneinander zu betrachten. Man 
beschrankt sich auf die eine Schar. Dann pflegt man sich dessen 
gar nicht mehr bewuBt zu werden, daB man mit orientierlen Punkten 
arbeitet. 

Man wahlt die Schar 
Xa : Xl : x2 : xa 

und kann dann die erste Koordinate xa weglassen. Diese Wahl- ist 
wilIkiirlich, sofern sie auf der Willkiir in (154) beruht. Diese aber 
bestimmt den gemeinsamen positiven Drehungssinn um alle Punkte der Ebene, 
wie ~ogleich noch klarer werden wird. Hatten wir den positi ven 
Drehungssinn anders festgesetzt, so wiirde das bedeuten, daB man 
in der andern Schar - Xa : Xl : X2 : Xa orientierler Punkte arbeitet. 

Wahrend also in der N. E. G. jeder Punkt gesondert zu orien
tieren ist, geniigt in der E. G. eine einzige Festsetzung (154) fiir aIle 
Punkte der Ebene. 

Dieses wichtige Ergebnis zeigt einen ersten wirklichen Nutzen 
der N. E. G. Die E. G. ist mit ihren Mitteln nicht imstande zu sagen, 
warum jede Gerade besonders zu orientieren ist, wahrend fUr aIle 
Punkte diesel'ee Festsetzung geniigt. 

Jetzt konnen wir uns auch Rechenschaft dariiber ablegen, 
warum beim Obergang von Nichteuklidischen Bewegungen zu Eukli
dischen Umlegungen 2ft1] = n + 2ft1]* gesetzt werden muBte. Dann 
ist 21]* nicht gleich der Distanz (x,:I) des orientierlen Punktes :I 
der Achse vom orientierten Punkt x der Achse, sondern gleich der 
Distanz des zu x' entgegengesetzt orientierten Punktes vom orientierlen 
Punkt x. Den zu x' entgegengesetzten orientierten Punkt braucht 
man aber fiir den Grenziibergang. Denn bei einer Nichteuklidischen 
Umwendung beispielsweise geht jeder orientierte Punkt der Achse in 
den entgegengesetzt orientieIt.en Punkt iiber; bei einer Euklidisehen 
8piegelung ist das nicht mehr der Fall; dort bleibt man immer in 
derselben der beiden vollig getrennten Scharen orientierter Punkte. 

8. Metrik. Aus 65, (134) wird in der Grenze bei Beachtung 
von (133) und (154) fUr 91 = 92 = 0, 93 = 1: 

tg (~, ~) = ~1 ~2 - ~2 ~1 : ~1 ~1 + ~2 ~2 • 
Durch Vergleichung mit 21, (12) sieht man, daB die Festsetzung (154) 
wirklich den in 22, Zus. 3 erklarten positiven Drehungssinn involviert. 
Man behalte immer im Auge, daB die Tangensformel nur scheinbar 
von Irrationalitaten frei ist. 
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Aus 60, (136) folgt bei Beachtung von (157) in der m'enze 

cos (~,~) = ~l ~l + ~9 t)ll 
V~: + ~: V~: + ~: 

DaB ist aber die erste Formel 22, (16). 

315 

Der Angulus zweier geraden Linien oder Speere der N. E. G. geht 
in der Grenze Uber in den Winkel zweier geraden Linien. oder Speere im 
Sinne der E. G. 

Nun'mehr kann man das Wort Angulus in der N. E. G. durch 
das Wort Winkel ersetzen. 

Wir wenden uns zu den Distanzformeln. H~er stehen wir vor 
der Notwendigkeit, UnS iiber das KriimmungsmaB sohliissig zu werden. 
Wir setzen, wie bereits auf S. 311, 312 f' = k. 

Die Formel 60, (131) liefeIt jetzt 

!-tgk(x, y) = 9 Vg: +~: + k9gl . 
k k X1Yl + k XIlYIl + xsYa 

Nun ist aber 

~~ ~ tgk(x,y) = (x,y). 

Mithin wird in der Grenze 

(159) (x,y) = Vg: + g: = V(xllYs - XS YIl)1l + (XSYI - x1Ys)1l . 
xsYs xsYs 

Auf diesem Wege sind wir daher von der Distanz zum Begriff der Eukli
dischen Entfernung gelangt, wie nooh deutlicher zutage tritt, wenn man 
inhomogene Koordinaten einfiihrt. Die Formel 60, (135) versagt in der 
Grenze (Grond!); 6o, (137) liefert von neuem das Ergebnis (159) wegen 

lim k1 sin k (x, y) = (x, y). 
lc=O 

Aus 01, (38) folgt in der Grenze (Vorsicht!) bei Einfiihrung 
inhomogener Koordinaten die Formel 23, (22), deren innerer Bau 
auf diese Weise klar zutage tritt.. Somit ist auck die Euklidiscke 
Entfernung zweierPunkte als in der Kollineationsgeometrie wurzelnd er
kannt worden. (Vgl. 44, S. 198, 46, S. 204.) 

9. Trigonometrie. i ~ Sinussatz 66, (140) der N. E. G. hat man 
nur iiberall den Faktor 1: f' hinzuzufiigen, um zu erkennen, daB er 
in der Grenze in den Sinussatz der E. G. iibergeht. 

Beim ersten Kosinussatz (66, (141)) haben wir f' = k zu .setzen 
und dann in Reihen zu entwickeln, die wir nach Potenzen von k 
ordnen. Das Glied mit kO verschwindet. Spaltet man jetzt, da Glieder 
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mit kl nicht auftreten, den Faktor k'J ab und geht zur Grenze iiber, 
so erhii.lt man 

ar= a:+ al+ 2 a'J as cos al • 

Das ist aber der Kosinussatz der E. G.; auf den Grund der scheinbaren 
Diskrepanz im letzten Gliede haben wir bereits in 21, Zus. 12 und 
22, Zus. 6 aufmerksam gemacht. Es ist eben (Xl nicht der Innen
winkel, sondern der AuBenwinkel hergebrachter Zahlung. 

Bequemer vollzieht sich noch der tJbergang zur Grenze beirn 
zweiten Kosinussatz 66, (142). Um aber dem an die herkommliche 
Bezeichnungsweise gewohnten Leser das Ergebnis sogleich in mund
gerechter Form zu bieten, setzen wir unter Einfiihrung der Innen
winkel 

mithin 
- cos fil = cos fi'J cos fis - sin fi'J sin fis cos kal · 

Entwickelt man jetzt cos kal und geht zur Grenze iiber, so wird 

cos (n - fi l ) = cos fi2 cos fis - sin fi'J sin fis 
= cos (fi2 + fis) , 

oder endlich 
fil + fi2 + fis = n. 

Aus dem zweiten Kosinu8satz wird in der Grenze der Satz: Die 
Summe der Innenwinkel im Dreieck betragt zwei Rechte. 

Ein sehr interessantes Ergebnis, welches zugleich zeigt, daB die 
Summe der Innenwinkel im FaIle der Nichteuklidischen Geometrie von 
1800 verschleden sein muB. Machen wir unS die Bedeutung der 
letzten beiden Grenziibergange klar. DeI: zweite Kosinussatz geht 
aus dem ersten durch die absolute Korrelation hervor, d i. er ist 
der erste Kosinussatz fiir das absolut polare Dreieck. Dieser Vber
gang zum polaren Dreieck vollzieht sic~ durch die FQrmeln 

(x*, y*) = fl (x, y), fl (~*, t)*) = (~, t)). 
In diesem Sinne kann man jedem Satze der N. E. G. einen andern 

an die Seite stellen; solche Satze pflegt man nicht ganz korrekt als 
zueinander dual zu bezeichnen. 

In der Grenze kann das Band, welches zwei solche duale Satze 
verkniipft, vollig verschwinden. So in dem vorgefiihrten FaIle; 
der Satz von der Winkelsumme ist dem Kosinussatz der E. G. so 
heterogen wie moglich, und doch haben beide dieselbe Wurzel, die 
zu erkennen freilich der Umweg iiber die Nichteuklidische Geometrie nlJtig 
war. Man bemerkt, "daB unter Umstanden zu einem tiefer dringen
den Verstiindnis selbst sehr elementarer Abschnitte der EuklidiilChen 
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Geometrie die Kenntnis der Nichteuklidischen Geometrie nicht wohl 
entbehrt werden kannlll). Dazu wollen wir jetzt ein anders geartetes 
Beispiel geben. 

10. Keile. Stiihe. Zu einem vorgegebenen Zentrum Xl: x2 : X3 

gehOrt, wie wir in 63 geaehen haben, eine eingliedrige Gruppe von 
Nichtenklidischen Drehungen ((x/x) =1= 0). Die Parameter dieser 
Drehungen sind nach 63, (119) und 67, (153) jetzt 

- V x/x cot {} : Xl : x2 : x3 ' 

und darin bedeutet 21} den Angulus der N. E.-Drehung, d. i. nach 
60, Zus. 4 den Angulus, um den jede Gerade durch das Zentrum 
fortgefiihrt wird. Wird dieser veranderlich gewahlt, so erhalt man 
die samtlichen Drehungen der Gruppe. 

Ais geometrisches Bild einer solchen Drehung kann man also 
die Figur zweier gerader Linien durch das Zentrum ansehen, die 
in eine bestimmte Reihenfolge gesetzt werden, so daB die erste die 
urspriingliche, die zweite die transformierte ist. Nennen wir die 
Figur einmal einen Keil. Dann muB es aber gleichgiiltig sein, wie 
die Anfangsgerade gewahlt wird. Soll also die Figur ein brauch
bares Bild der Drehung ergeben, so muB vereinbart werden, daB 
alle solchen Geradenpaare t --- t} als aquivalent angesehen werden, 
die denselben Angulus 2 1} einschlieBen. Durch den Punkt x gibt 
es 00 2 Geradenpaare, aber nur 00 1 von vorgeschriebenem Angulus 
2 {}. Diese Figur ist es, die wir meinen, wenn wir vom Keil reden. 
Ein Keil besteht also aus 00 1 Geradenpaaren t --- t} durch einen 
nicht absoluten Punkt x ("Zentrum" .des Keiles), die alle denselben 
Angulus 21} = (t, t}) einschlieBen. Die GroBe tg1} heiBe Offnung 
des Keiles (21} =1= 0, =1= ;It). 

J etzt kann ein Keil durch vier homogene Koordinaten 

seo : se1 : sell : !es = - V x / x cot 1} : Xl : x2 : X8 

dargestellt werden, eben die Parameter der dargestellten Drehung. 

Daraus ergeben sich die drei inhomogenen Koordinaten 

Xl ~Q. 
--:: j_ tg ." , 
-vx/x 

x2 ~Q. ---=tgv, 
-Vx/x 

X3 {} --:;;=tg . 
-v x/x 

Die Verhaltnisse dieser drei inhomogenen Keilkoordinaten sind die 
homogenen Koordinaten des Zentrums. Damit sind wir zu einer ver
tieften Auffaasung vom Wesen der homogenen Punktkoordinaten 
gelangt: 

1) E. Study, nUber NichteuldidiBche und Liniengeometrie". JahreBb. d. 
D. Math. Vgg. 11, (1902). 
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Die homogenen Punktkoordinaten sind inhomogene Keilkoordinaten. 
Multipliziert man si4 mit einem Proportionalitatsfaktor, so geht man da
durch zu einem andern Keil uber, der dasselbe Zentrum, aber eine andere 
Offnung besitzt. 

Der Grenziibergang zur E. G. bietei keine Schwierigkeiten. In
dessen lii.Bt sich mit dem Keil in der ebenen Euklidischen Geometrie 
nicht viel anfangen. 

Anders verhiilt es sich damit bei dem niichsten Begriff, dem des 
Stabes. Rier konneD wir uns mit Riicksicht auf 26 kiirzer fassen. 

Ein Stab im Sinne der N. E. G. soil eine Gleitung repriisentieren. 
Er besteht daher aus zwei Punkten x -+ y auf einer Geraden 9, die 
auf dieser entlang gleiten; d. i. von den 00 2 Punktepaaren auf der 
Geraden 9 sollen die 00 1 Paare (x --+ y) ausgeschieden werden, fiir 
die die Distanz (x, y) einen vorgeschriebenen BetrlJ.g 2 fJ besitzt. 

Demnach kann eiD Stab durch vier homogene Koordinaten dar
gestellt werden, eben die Parameter der zugeordneten Gleitung 
(vgl. 00, Irr. VI und 67, Irr. XI) 

(So: (S1 : (S2 : (Sa = - k cot k fJ 11 9;+9;+k2 9: : 91 : 92: k29s' 

oder durch drei inhomogene Koordinaten 

Der Zusammenhang dieser inhomogenen Stabkoordinaten mit del). 
homogenen Geradenkoordinaten ist durch das Auftreten des Faktors 
k 2 in der letzten Zeile getr:iibt. Dieser Umstand hat bedeutsame Folgen. 
In der Grenze erhalt man nicht mehr vier homogene Koordinaten, 
sondern nur drei: 

- 11 9; + 9;: 91 fJ-: 92 fJ : O. 

Hier tritt demnach beim Grenzubergang eine Verringerung der Dimen
sionenzahl ein; das iibrig gebliebene Gebilde kann durch zwei inhomogene 
KoordinateD dargestellt werden: 

Durch Vergleichung mit 27 erkennt man sogleich, wenn man den 
Faktor - 2 anbringt: 

Der Stab der N. E. G. geht bei unserm Grenzubergang nicht in den 
Stab der E.G. uber, sondern in den Vektor. 
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In der Tat sind die in 27 erklii.rten Vektorkoordinaten ul ' U\! 

nicht die Parameter der Schiebung ao: a l : a2 : 0 selbst, die den An
fangepunkt des Vektors in seinen Endpunkt iiberfiihrt, sondern (S. 49) 

'lfl = - 2a1 :ao' 'lf2 = - 2a2 :ao· 
Jetzt erhebt sich aber die Frage nach der Herkunft des Stabes 

der Euldidi8chen Geometrie. Auch er kann aus dem Stabe der N. E. G. 
durch einen Grenziibergang erhalten werden; man muB wieder da
fUr sorgen, daB der Trager in der Grenze nicht unbestimmt wird: 
Der Stab der Euklidi8chen Geometrie repriiBentiert eine U mlegung. 
Daher schreiben wir die Koordinaten des N. E.-Stabes so, daB der 
Grenziibergang zu den U mlegungen moglich wird: 

So: 6 1: 6 2 : 6 8 = + ktgkn*vlh2 + 922 + k29s2: 91 : 92: P 93· 
Das gibt in der Grenze das System 

n*V912 + 922: 91: 92: 93' 
also genau die Umlegung, die dem durch 26 erklarten Stabe 91' 92' 93 
zugeordnet ist. 

Damit 8ind aU8 dem Stabe der N. E. G. in der Grenze zwei ver-
8chiedene BegriUe hervorgegangen, der de8 Stabe8 und der de8 Vektor8. 

Auch eine Grenzdrehung (66, S.303) der N. E. G. definiert eine 
Figur von 001 paratakti8chen Geraden (~, ~'), als deren Koordinaten 
man die vier homogenen GroBen in (63, (121) ansehen kann. Der 
Grenziibergang bietet keine Schwierigkeit und liefert eine Ausartung 
emes Keils, einen sogenannten Translator: die beiden Schenkel des 
Keils sind zueinander parallel geworden. 

Alle diese Figuren, Keil ("Rotor"), Translator, Vektor, Stab 
konnen zur Zusammensetzung von Kraften dienen; mit rechtem 
Nutzen freilich (nebst weiteren derartigen Figuren) erst in der Geo
metrie des Raumes. Diese Theorie bildet den ersten Teil von Studys 
Geometrie der Dynamen. 

Uber die Stabe der N. E. G. handelt die Dissertation von 
E. Davis, Die geometrische Addition der Stabe in der hyperbolischen 
Geometrie. Greifswald 1904. 

11. Bahnkurven.Wir haben bereits in Nr. 6 gesehen, was in der 
Grenze aus den einzelnen Nichteuklidischen Bewegungen wird, und 
wollen jetzt den Grenziibergang mit den Bahnkurven eingliedriger 
Gruppen vornehmen. 

Der Nichteuklidische Kreis (vgl. 66, S. 303) 

(x/a)2- (x/x)(aJa)cos 2 ke = 0 
laBt sich so schreiben: 

(x/x)(a/a) - (a/x)2- (x/x)(a/a)sin2ke = O. 
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Setzt man fiir den Augenblick lJ = x~, so wird nach 49, (21) 

(&/&) - (x/x)(a/a)sin2ke = 0, 
sin2ke 

&~+~+k2&:_ (x/x) (a/a) ~ = O. 

Jetzt lii.llt sich der Grenziibergang vollziehen 

&~+~-x:a:ell= 0, 

(~Ilas- xSa\l)2+(xSal - Xl as) 11_ x:a:e2= 0, 
und das ist der Euklidische Kreis vom Radiusquadrat ell und dem 
Mittelpunkt a. 

Die Gleitkurve (66, S. 303) 

k4(xgrl- (x/x)(g/g) sin II kfJ = 0 
zerfii.l1t in der Grenze in 

(xg)ll_ (g~+ g:) x: 172 = o. 
Das ist aber ein Geradenpaar 

{(xg)+ Vg:+ g:x3 1] }{(xg)- Vg~+ g: X3 17 } = O. 
Beide Geradesind zur Achse gl: g\l : g8 parallel und haben von ihr 
den Abstand - 17 bzw. + 17. Vgl. 26, (24). 

Die Gleitkurve zerfallt in der Grenze in ein Paar von parallelen 
Geraden. Dies Ergebnis liell sich voraussehen, da ane Punkte eines 
N. E. Kreises von der Achse gleiche Distanz haben (66, S.303). 

Eine etwas andere Behandlung verlangt die Grenzkurve 
(66, S. 304, 63, S. 289). Wir betrachten die Grenzkurve, die durch 
den Punkt z lauft. Diese lautet: 

(x/a)2(z/z) - (x/x) (z/a)I! = o. ((a/a) = 0). 
Hierin solI der Punkt z jetzt festgehalten werden. Nun sind zwei 
Fii.lle zu unterscheiden, je nachdem as =1= 0 oder a3 = 0 ist. 

Fiir as = 0 spaltet sich der Faktor k4 ab und in der Grenze 
hat man ... 

(Xl a1 +x\lall )ll z:- (Zl al + ZII a\l)1l x: = O. 

Diese Gleichung stellt aber wegen (a/a) = 0 ein Paar paralleler 
Isoiropen im Sinne der E. G. dar, von denen die eine durch z lii.uft. 

1st as =1= 0, so ist 

(x/a) (z/z) - (x/z) (a/z) = (& x) = 0 

die Gleichung des in z auf z a errichteten Lotes (64, (124) und 
49, (21»). Die Gleichung der Grenzkurve kann bei Einfiihrung von ~ 
dann so geschrieben werden: 

(x/a) (&x)+ (z/a) {(x/z) (x/a) - (x/x) (z/a)} = 0; 
(x/a)(~x)+(z/a)(xa/zx) = o. (49, (21).) 
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Beim tJbergang zur Grenze verschwindet das zweite Glied; es bleib$ 

aaz. (&z) = 0, 
80 da.B die Grenzkurve jetzt in die uneigentliche Gerade und die 
Euklidische G.erade (3:1:) = 0 zerfallen ist, die vorher Tangente der 
Grenzkurve im Punkte z war. 

12. Am Ziele des Kapitels angelangt, wollen wir die Ergeb
nisse kurz ZllsaIilmenfassen. Das Fundament der beiden Kapitel 
III und IV war die Erklirung eines Systems dreier homogener 
Zahlen als Punkt. Die Gesamtheit aller solcher Punkte, die einer 
linearen homogenen Gleichung gentigten, war als Gerade definiert 
worden. Der Begriff der eindeutig umkehrbaren Zuordnung ftihrte 
dann auf die Gruppe der Kollineationen, deren Invarianten auf
gesucht w~r!ien, sowie auf die Korrelationen, die die Kurven zweiter 
Ordnung lieferten. 

Weiter ist nichts benutzt worden, weder der Begriff der Ent
femung, noch der des Winkels, noch der der isotropen Geraden, 
noch der der Bewegungen. 

Die Lehre von den Kurven zweiter Ordnung ftihrte zu der 
neuen Terminologie, die man als Nichteuklidische Geometrie bezeich
net. Von hier aus kamen wir durch einen Grenztibergang zu den 
Begriffsbildungen der elementaren Euklidischen Geometrie, deren 
wahres Wesen erst so klar wird. 

Es moB aber trotz dieses klaren Zusammenhanges noch einmal 
darauf aufmerksam gemacht werden, daB wir· abstrakte Koordinaten
geometrie treiben (vgl. 18). Fragen, wie die, ob im Erfahrungsraum 
Euklidische oder Nichteuklidische Geometrie herrscht, geh6ren in die 
angewandte Mathematik, oder wo hin man sonst will. tJber diese 
hochwichtigen Dinge, die in den letzten Jahren noch erheblich an 
Interesse gewonnen haben (Relativitatstheorie), lese man in dem 
bereits auf S.83 zitierten Buche von E. Study nacho 

DaB sich auf die Lehre von den Kegelschnitten eine Art Metrik 
begrtinden laBt, hat Cayley gefunden (A sixth memoir upon Quantics. 
Phil. Trans. 149, (1859). Diese Cay 1 ey sche Metrik erftillt das sogenannte 
Euklidische Parallelenaxiom nicht, ist also mit der von GauB, Lo
batschewsky und J. Bolyai ausgebildeten Nichteuklidischen Geo
metrie identisch. Das erkannte F. Klein ("tJber die, sogena.nnte 
Nichteuklidische Geometrie". Math.·Ann. 4, (1871), S. 57'3-625). 

Die Nichteuklidische Geometrie stimmt mit der Euklidischen 
uberein in dem, was invarianten Charakter gegentiber allen Kol
lineationen und Korrelationen tragt, d. i. in allen projektiven (S. 226) 
oder Lageeigenschaften. Ihre Unterschiede bestehen in dem, was 
invariant ist, nur gegeniiber den automorphen Kollineationen des ab-

Beck. Koordlnatengeometrle der Eben9. 21 
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lOluten Gebildes, oder in den Mapeigenscha.ften. Die reinliche 
Scheidung beider Arten von Eigenscha.ften war bei der alteren 
eynthetischen Behandlungsweise nicht leicht, und darin erblicken 
wir einen Grund fUr die ablehnende Haltung, die man der N. E. G. 
gegeniiber ala einer "Metageometrie" solange eingenommen hat. 

'Ober die iiJtere Literatur zur N. E. G. unterrichtet man sich bei 
Bonola-Liebmann: Die Nichteuklidische Geometrie, eine historisch
~itische Dal'BtelIung ihrer Entwicklung, Leipzig bei Teubner, 1908. 
Ferner in den Urkunden zur Geschichte der Nichteuklidischen Gao
metrie, herausgegeben von Fr. Engel und P. Stickel. I. Bd. 1899, 
II. Bd. 1913. 

Wir benutzen die Gelegenheit, um auf zwei wli.hrend des Druckes 
erschienene Aufsatze hinzuweisen: C. Caratheodory, Die Bedeutung 
des Erlanger Programma, und A. Schoenflies, Klein ~d die Nicht
euklidische Geometrie, beide im Sonderheft "Felix Klein zur Feier 
.eines siebzigsten Geburtsta.ges gewidmet" (Jahrgang 1919, Heft 17 
der " Naturwissenschaf ten". Verla.g von Julius Springer, Berlin). 
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68. BeeDe KolUneationen. Eine KoDineation heiBt reell, wenn 
die Verhiiltnisse ihrer Koeffizienten durchweg reell sind. Sie fiihrt 
dann einen reellen Punkt immer wieder in einen reellen Punkt liber 
1st sie nicht singuli.r, so iBt Bie umkehrbar, und dann darf man 
weiter schlieBen, daB sie einen imagini.ren Punkt immer wieder in 
einen imaginiren Punkt iiberfiihrt. Dann folgt auch, daB der 
Charakter einer Geraden, reell oder imagini.r zu sein, invariant gegen
iiber nicht singuli.ren reellen Kollineationen bleibt. 

Bereits bieraus ergeben sich zwei Forschungswege. Es geniigt 
jetzt, als Objekte der reellen Kollineationen die reellen Punkte und 
Geraden zu betrachten. Man kann aber auch nach wie vor im Gebiete 
aller komplexen Punkte, deren Anzahl jetzt bei Zihlung reeller Kon
stanten aJs 00' zu bezeichnen ist, arbeiten. Tiefere EinBicht in das 
Wesen der Sache gewihrt der zweite Weg; die zugehorige geometriBche 
DiBziplin ist auBerdem inhaltsreicher als die im reellen terniren 
Kontinuum operierende. So treten erst bier z. B. die auf S. 199 betrach
teten Gebilde, Fiden, Membranen, Komplexe in Erscbeinung. Der 
Unterscbied beider Stltndpunkte iuBert sich in der Formulierung 
der beiden Sitze: 

Die Gerade :l:s = 0 hat mit der Kurve x: + x: - xl = 0 
keinen Punkt gemeifl8am. zwei konjugiert komplexe Punkte gemeifl8attJ. 

Wir wollen UDS auf das reelle temare Gebiet beschrinken, also 
auf die Disziplin, die die synthetische Geometrie behandelt. 

Die reellen Kollineationen sind, sowoql a1s Punkt- als auch als 
Geradentransformationen, ausnahmlos umkehrbar eindeutig, sobald 
sie nicht singuli.r Bind. Die Transformationsdeterminante ist reell. 
Die 008 reellen Kollineationen biIden eine Gruppe, eine Untergruppe 
der (jetzt als sechszehngliedrig zu bezeichnenden) Gruppe aller Kolli
neationen. Bei einer reellen Kollineation bleibt der Rang dreiel' 
reellen Punkte (Geraden) invariant, solange sie nicht singulir iBt. 
Oberhaupt lassen sich alle. biBherigen Vberlegungen ohne weiteres 
iibertragen, die sich auf rationale Prozesse griinden, der Satz von 

21· 
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Desargues (33) ebenso wie die Lehre vom Vieri!eit und Viereck (34), 
von der harmonischen Lage (35) und von den Dreieckskoordinaten (36). 
Man hat eben simtliche vorkommenden GroBen und Gebilde ree11 
zu nehmen. Es liBt sich auch sagen, daB sich aIle Ergebnisse ohne 
weiteres ubertragen, zu deren Begriindung lineare Gleichungen oder 
Gleichungsysteme notwendig sind. Das Bild andert sich dagegen, 
sobald Gleichungen zweiten oder hoheren Grades auft~ten. 

Das war zuerst bei der charakteristiscnen Gleichung 42, (54) 
einer Kollineation der Fall. Diese erhii.lt jetzt reel Ie Koeffizienten. 
Rier muB noch der Fall gesondert betrachtet werden, wo nur eine 
ihrer Wurzeln einfach ziihlend reell ist. Diese liefert einen reellen 
Ruhepunkt der Kollineation; die beiden andern sind konjugiert 
imaginar und haben somit eine reelle Verbindungsgerade. Die in
variante Figur besteht dann also aus einer reelIen Geraden 9 und 
einem reellen Punkte a aullerhalb g. 

Wir n.ehmen also das Problem auf: Wie heiBt die reelle Kolli
neation, die 9 und a in Ruhe lii.Bt und die reellen Punkte p und q 
in p' bzw. q' uberfiihrt1 

Damit 9 in Ruhe bleibt, muB sein 

(gx') = f{Jl (gx). 
Soll a in Ruhe bleiben, so muB gleichzeitig erfiiUt sein: 

(p' ax') = f{J2 (pax), (q' ax') ='f{Js (qax), 
wo die von Null verschiedenen reellen GroBen f{Jl' f{J2' f{Js noch zu 
bestimmen sind. 

Unter den Bedingungen (ag)+O, (p'q'a)+O konnen wir aus 
den drei letzten Gleichungen x' ausrechnen. Dazu ersetzt man in 

31, (30a) die Geraden 0, 1,2,3 der Reihe nach durch ~, g, p"a, qra. 
Es wird 

(ag)(p' q' a) (x' ~)=f{Jl (xg)(p' q' a)(at)+f{J2 (pax)(q' agt)+f{Js (qax)(ap' g6)' 

Soll jetzt p in p' ubergehen, so lassen sich unter den weiteren 
Voraussetzungen 

(gp) + 0, (gp') + 0, (pqa) + ° 
f{Jl (fur ~ = g) und f{Js ausrechnen: 

f{Jl = (p' g): (pg), f{Js = (p' q' a): (pqa). 
Weil schlieBlich noch q in q' ubergefiihrt werden soIl, folgt 

unter den Voraussetzungen 

(gq) + 0, (gq') + ° 
eiil zweiter Wert fur f{Jl' worauf wir setzen durfen 

(p' g) (qg) : (pg) (q' g) = 1. 
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Diese Formel benutzen wir 8Og1eioh, um das mittelBte Glied 
rechts homogen zu machen. Ferner wird ({J, = ({Ja' SchlieBlioh er
gibt sioh: 

(1) (ao)(q' O)(po)(pqa)(z' ~)=(P' O)(q' O)(oz)(a~)(pqa)+ 
+(p' O)(qo)(paz)(q' ag~)+ (q' g)(po)(qaz)(ap' g~). 

DaB bei dieser Kollineation der Punkt a in Rube bleibt, sieht 
man 8Ofort. Untersuoht werden muS, wie sioh die Punkte auf der 
gleiohfalls in Rube bleibenden Geraden 0 vertauschen. Dazu fubren 
wir auf 0 eine Parameterdarstellung ein: 

(Zl)=A(apu)+p. (aqu). 
(p g) (q 0) 

Jetzt wird 
(zg) = 0, (paz) = - p. (ag)(pqa): (qg), (qaz) = A (ag)(pqa): (p g). 
Hierdurch geht (1) uber in 

(p9)(q' g){ A' (apOl) + p.' (a qgl)} = A (q'g)(ap' g~)- p.(p' g)(q' agl). 
(pg) (qg) 

Nunmehr spezialisieren wir ~ zunii.chst in c;q, dann in;P. Da
durch wird 

{pg)(q' g)(pqa)A' = (pg)(ll g)(P' qa)A+(p' g)(pg)(q' qa )p., 
(pg)(q' g)(pqa)p.' = (qg)(q' g)(p' ap)A +(p' g)(qg)(q' ap)p. 

Fur die Rubeelemente auf 9 muB sioh eine von Null verscbiedene 
GroBe e 80 finden lassen, daB A'=eA, p'=ep. (vgl42 und 62). 

FUr e erbalten wir dann unter Bea.chtung von 31, (32) die Gleichung 
e'(ps)(q' g)(pqa) - e{ (pg)(q' g)(P' qa) + (p' g)(qg)(pq' a)} + 

+ (p' 9)(q9)(P' q' a) =0, 
die nie mehr a1s zwei Losungen besitzt, s0daJ3 bier sicher nicht 
Typus IV der Kollineationen (40) vorliegt. Jetzt ist das Vorzeichen 
der GroBe 

D={(pg)(q' 0) (p'!la) - (p' g)(qg)(pq' a)p 
- 4 (pg)(p' g)(qO)(q' o)(p'pa)(q' qa) 

ma8gebend. 
Fur {J > 0 liegt der Fall vor, wo es auf der Geraden 9 zwei 

getrennte reeUe Ruhepunkte gibt. "Typus lace. 
1st 0 = 0, 80 fallen die beiden soeben genannten Punkte zu

sammen, und es liegt Typus II vor. 
1m Falle.D < 0 reden wir vom Typus lb. Hier gibt es auf 

der Gera.den 9 keinen Ruhepunkt. 
In den ersten beiden Fallen arbeiteten die bisherigen Formeln 

(37, 38) bedeutend bequemer, und es lag kein AnlaB zur Anderung 
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der Aufgabestellung vor. Der Typus Ib zeigt bereits, wieviel ver
wickelter die Dinge werden konnen, wenn man sich die Beschrinkung 
auferlegt, nur mit den Hilfsmitteln des reellen Gebietes auszukommen. 

1. Tern4re Symbolik. Die Formel t = (ax) 11, in der a/ ak = a." gesetzt 
werden solI, stellt eine QuaBikotTelation dar (S. 226). In der daraus gebildeten 
Form (t y) - (ax) (a y) geftien fiir die ausgerechneten Koeffizienten die Beziehungen 
/J", = a." (i, k.= 1,2,3). Der Ort der Punkte x, die mit den zugeordneten Genden 
t vereinigt liegen, hat die Gleiohung 

(ax)(ax) = O. 
Die linke Seite lillt stets reell aus und steUt eine ternlire Hermitesche Form 
dar. (Vgl. S. 15. S.209.) Die Determinant~ der Quasikorrelation 

Haa' a'') (a a' a") 

hei.St auoh DiBmminame der Hermiteschen Form. Sie iet reell. 
2. Zwei temare Hermitesohe Formen gel ten ale aquivalent, wenn sie sich 

nur duroh einen reeUen nicht verschwindenden konstanten Faktor unterscheiden. 
Dann gibt ee bei Ziihlung reeller Konstanten 00 S temare Hermitesohe Formen. 
Die 00 7 unter ihnen, deren Diekriminante verschwindet, heiBen singular. Das 
von den 00 3 NulIstelIen (vgl. aber 69, Zue. 4, &) einer temaren Hermiteschen 
Form dargeetellte Gebilde hei6e ein Hermitescher Punktkomplex (S. 199). 

3. Nennt man die Gerade t = (a~)a die Polare des Punktes x in bezug 
auf den Hermit~l!ohen Punktkomplex (ax) (ax) = 0, so findet man wie in 62, 
Zus.4: 

In Worten? 
(~'t)'I') = l (aa'a") (a a' a") . (xyz). 

4. Als Transformation ~ _ x liSt sich die Quasikorrelation t = (ax) a so 
sohreiben (vgl. 65, Zus. 2~ 

x' = l (Qa'!) (I a'. 
Hienue entnimmt man fiir die Geraden, die mit 
vereinigt liegen (vgl. 63, Zue. 2) die Gleichung 

t (aa~) (aa'~) = 0 

den zugeordneten Punkten 

5. Den Pol der Geraden ~ in bezug auf den Hermitesohen Punktkomplex 
erklaren wir (vgl. 63, Zus. 4) duroh 

Haa'a")(aa'a")· x = Hiia'v aa'. 
Dann liSt sioh die Symbolik der quadratisohen Formen in weitem Umfange 
iibertragen. 

69. ReeDe Knrven zweiter Ordnung. Eine Korrelation heiSt 
reell, weun die Verhaltnisse ihrer Koeffizienten simtlich reell sind. 
Dann kann man es erreichen, daB diese Koeffizienten selbst reell 
sind. Eine reelle Korrelation verwandelt reelle Elemente immer 
wieder in reelle Elemente, und, wenn sie nicht singular ist, auch 
imaginare Elemente immer wieder in imaginar~ Elemente. Die 008 

reellenKorrelationen bilden mit den 008 reellen Kollineationen zu
sammen die achtgliedrige gemischte reelle projektiv6·Gruppe (46, Zus. 4), 
eine Untergruppe der jetzt als sechszehngliedrig zu bezeichnenden 
Gruppe aller projektiven Transformationen. 
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Die reeIlen Polaritaten begriinden (47) den Begrift der reeIlen 
Kurven zweiter Ordnung. Rine K.2. O. ist demnack reell ttl ~ 
wenn ihre Koeffizienten stJmUick reell sind (oder gemacht werden konnen). 
Man laSt dann. nur reeIle ProportionaIitatsfaktoren an dena;", lita 
positive an den ..4.;" zu. Wie das Beispiel xl + x: + xl = 0 zei~, 
gehort zu einem reeIlen Punkte der Ebene immer eine reeIle Polarei 
aber reelle Kurvenpwnkte braucht es darum noch nicht zu geben 
(vgl. 8.19). 

Damit sind wir vor die erate Frage gesteIlt: Wann hat eine 
reeIle K. 2. O. reelle Punkte~ 

Wir gehen an diese Frage heran. indem wir die Transformation 
auf kanonische Formen aus 06 wieder aufnehmen. Je~zt werden 
nur reelle Kollineationen zugelassen, so daB (etwaige) reeIle Punkte 
der K. 2. O. wieder in reeIle Punkte iibergefiihrt werden. Ferner 
sei die K. 2. O. nicht singular. 

Das am 8chlu8se von 66 erwiihnte Polardreieck mit den Ecken 
(p~) = 0, (plq) (n) - (pIp) (n) = 0, (pq/~) = 0 soIl reell sein. Da
bei ist zu wahlen 

(pIp) =+= 0, (pqlpq) =+= O. 
Diese drei Punkte werden der Reihe nach in die Punkte1: 0 : O. 

o : 1 : 0, 0: 0 : 1 reell kollinear transformiert durch 
_ (dIp) x: (dp/pq) x; 

(2) (x~)=(plp) (p~) d: + (pjp)(pq/pq) d~ {(plq),(p~)-(plp)·(q-d} 

(dpq) x~ 
+ (pq/pq) (pq/~) d~' 

wobei noch der Punkt d in d' iibergefiihrt wird1). 

Nun findet man unschwer ll) 

D'.I(dlp)'l X:2 I D'(dp/pq)1l x~t DIl(dpq)'I X~I 
(3) D(xjx)= D(plp) . d~\l I D(p/p).(pqlpq)· ~\I + (pq/pq) . tJ;s' 
Jetzt kommt alIes auf die Vorzeichen del' Koeffizienten an, die UDS 

seinerzeit in 06 nichts angingen~ MaBgebend sind die Vorzeichen von 
D (pIp) und (pqjpq). 

1st D(plp) > 0, (pqlPV > 0, so lassen sich die Punkte d und d' 80 

bestimmen, daB aIle drei Koeffizienten rechts den Wert + 1 or
halt en. Die Transformation (2) wird fiir 

d~ = D(dlp) , d~ = D(dplpq) , 
YD(plp) YD(p/p)V pqjpfJ 

1) Man bildet a.ns 31, (45) die Ausdriicke (x' b' c'), (x' c' a'), {"(I' b') nnd 
rechnet dann (x~) vermoge 11, (30b) an8. 

I) Man ersetze in (2) ~ der Reihe nach dnrch p*, q*, pq, x'" (55). 
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zu 

(2&.) 

und (a) geht ii ber in 

(3&.) D(xlx) = X:2+X~2+X~1I. 

Die rechte Seite kann fUr reelle x;: x~ : x~ nicht verschwinden, 
da.her hat (xIx) jetzt im reellen Gebiet keine Nullstellen. Die Kurve 
hei.13t (vgl. S. 86) nullteilig. 

Wir haben also: 

LafJt sick fur eine reelle nickt singulttre Ku",e zweiter Ordnung ein 
reeller Punk' p angeben, sodafJ D (p Ip) '> 0, und aufJerdem eine durcl/. 
diesen Punkt laufende reelle Gerade g so, dafJ (gIg) > 0, '0 ist die 
Kur", nullteilig. 

LafJt sick fUr eine reelle nickt singulare Kurve zweiter Ordnung ein 
rt1eller Punkt fI und eine reelle Gerade g durck ikn angtiben, sodafJ 

D (fllfI) > 0, (gIg) > 0, 

so ist tar alle reellen Punkte der Ebene D (x/x) > 0, und fur alle reellen 
geraden Linien der Ebene (~M > 0.1) Die reelle ternare Form (x/x) 
heillt dann definit. 

In den anderen drei Fallen geht man entsprechend vor. Wenn 
etwa D (flIp) < 0, (pqlpq) > 0, so setzt man 

d; = D(d/fI) , d~ = D(dplpq) , 
V -D(pjp) -V -D(plp) Yf/qlpq 

und erhii.lt 
(3b) 

d~= D(dpq) 
Vf/q!pq 

Bier heiSt die Kurve einteilig, sie hat 00 1 reelle Punkte, und 
ebenso in den beiden Fallen (pqlpq) < 0: 

LliJJt sick fflr eine reelle nicM sfngulare Kurt7e zweiter Ordnung 
tin reeller Punkt p und tine kindurcklaufende reelle Gerade g- so angeben, 
dafJ die beiden ..4.usdrikke D (pip) und (g/g) entgegengesetztes Vorzeicken 
haben, oder beide negativ sind, so Mnnen die ..4.usdrucke D (x I x ) unl 
(~/l) das Vorzeicken weckseln. Die reelle ternare Form (xIx) heillt 
dann indefinit. 

1) Auf Grund von 55, ZU8. 5 und der ihr entspreohenden &oue 50, (29) zu 
entwiokelnden Relation (&=~., c=y·) fUr aine Gerade und zwei Punkte: 
(O/Q){ (:»/:») (y/y) -(~/y).}+ 2 D(u)(Q y) (x/y)- D(oa;)lw/y) - D(Qy)t(a;Ja;) = (:»11/4)1, 
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In diesen drei Fallen kann man auf reellem Wege jedesmal 
die kanonische Form 

berstellen: 

GegenUber reellen Kollineationelt gibt es zwei Klassen reeller ,lit/tt 
mnguUirer Kurven zwiter Ordnung. Kanonische Gleichungen: 

x: + xi + xl = O. Nullteilige oder definite Kurven. 
x: + xi - xl = O. Einteilige oder indefinite Kurven. 

Jetzt haben wir die Behandlung der nicht singularen reellen 
K. 2. O. in zwei Zweige zu gabeln. 

Fur definite Kurven versagen die Formeln 50, (34) und 52, (41). 
Die Frage nach den reellen Schnittpunkten mit einer reellen Geraden, 
oder den reellen Schnittgeraden mit einem reellen Buschel wird uber
flussig. Dagegen behii.lt der Angulus zweier Geraden (53, (46)) seinen 
Sinn, obwohl er nicht gut erkliirt werden kann, ohne dalJ man ejne An
leihe im imaginaren Gtbiet macht. Dasselbe gilt nach 01, (36) von 
der Distanz zweier Punkte, wobei man die GroBe I-' reell annehmen 
wird, damit reelle Punkte eine reelle Distanz erhalten. Somit liiBt 
sich die gesamte Nichteuklidische Trigonometrie im reellen Gebiet 
beibeha.lten, obwohl dann keiner ihrer Begriffe ungezwungen mit 
den Hilfsmitteln des reellen Gebietes begrundet werden kann. Die 
synthetische Behandlung hi:i.tte auf Grund des Satzes von v. Staudt 
in 4:7, Zus. 1 zu erfolgen. Diesen Zweig der N. E. G., der sich auf 
die Betrachtung eines definiten, also reellen absoluten Kegelachnitts 
griindet, nennt man elliptische Geometrie. Wir werden una noch ein
gehend mit ihr zu beschii.ftigen haben (77). 

1m Falle der indefiniten Kurven zerfii.llt die Ebene in zwei Ge
biete, je nachdem D(x/x) positiv oder negativ iat. Dieser Dntei:'
schied bedeutet den Gegensatz Inneres - Ausseres. Aus der kano
nischen Gleichung (3b) erkennt man (vgl. 7), daB der reelle Punkt x 

im Inneren liegt, wenn D (x/x) > O. 
im AuBern liegt, wenn D (x/x) < O. 

Die reelle Gerade t dringt ins Innere ein, wenn (th) < 0, sic 
bleibt ganz im ii.uBeren Gebiet, wenn (~h) > O. Fur einen Punkt 
im Au.Beren kann man nach den beiden Tangenten durch ihn an 
die Kurve fragen, fur eine Gerade, die ins Innere eindringt, nach 
ihren Schnittpunkten mit der K. 2. O. (56, (63), (66)). Die auf ~ine 
inilefiflite K. 2. O. als absoluten Kegelschnitt zu griindende N. E. G. 
nennt man hyperbolische Geometrie. Erst, wenn wir diese behandeln 
(76), werden wir abf die B~sonderheiten der indefiniten K. 2. O. 
niher eingehen. 
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1. Die heiden Klassen reeller Kurven zweiter Ordnung vom Range zwei 
haben die kanonischen Gleichungen (55, Zus. 5): 

xl + xl = O. Ein Punkt. 
x1 - xl = O. Zwei gctrennte Gerade. 

SchlieBlioh gibt es vom Range einB eine einzige Klasse von K. 2. O. Kano
nische Gleichung: x:= O. 

2. Warum konnen die Vorzeichen von (x/x) und D einzeln keine geome
trische Bedeutung haben 1 

3. Tragheitsgesetz der quadratischen Fot·men. 1m R" liiBt sich eine qua
dratisohe Form vom Range r durch nicht singuliire komplexe Kollineationen 
auf eine Sum me von r Quadraten transformieren, und zwar auf unendlich 
viele Arten. LiiBt man nur reelle Kollineationen zu, so kann eine Normal
form, die von Produkten der Veranderlichen frei iet, wiedllr auf q.nendlich 
viele Arten horgestellt werden. Seien zwei solche Normalformen 

c1 x:+c9 x: + ... +cr xr ll und d1 1l:: + dgx!+ ... + dr X,.2, 

so haben beide Formen gleich viel positive Koeffizienten. Diesen Satz nennt 
man das. Tragheitsgesetz der quadratischen Formen. Ein entsprechender Sa~ 
gilt fiir Hermitesche Formen. 

4. Die nicht singularen ternaren Hermiteschen Formen lassen sich durch 
komplexe Kollineationen auf eine der folgenden kanonischen Gestalten bringen: 

± (Xl Xl + XgXg + XaXa)' 00 8. Keine Nullstellen. "Definite" Formen. 
±(X1X1 +xgXg-x.Xa). 00 8 • 00 3 Nullstellen. "Indefinite" Formen. 
5. Welche temaren Hermiteschen Formen haben nur oog NullstelIen? 
6. Die Membran der reellen Punkte (S. 199) der Ebene iet partieUer 

Durchschnitt zweier Hermiteschen Komplexe (68, Zus. 2). Welche Punkte 
muB man hinzunehmen, um den voUstandig:en Durchschnitt der beiden Kom· 
plexe zu erhalten? Um die Membran der reellen Punkte rein (vgl. S. 216) 
darzustellen, braucht Oman drei Hermitesche Komplexe. 

70. Affine Geometrie der K urven zweiter Ordnung. Die affine 
Geometrie ist (43) durch die Sonderstellung der uneigeritlichen 
Geraden gekennzeichnet. Fragen wir, ob diese als Tangente der 
K. 2. O. auftreten kann, so haben wir sofort die folgende Einteilung 
der K. 2. O. yom Range drei: 

Aaa + O. nZentrische Kurve". 
AilS = O. nParabel" . 

Eine Sonderrolle muB demnach auch der Pol der uneigentlichen 
Geraden spielen. Er heiSt Mittelpunkt der K. 2. O. (ygl. S. 192) und 
hat die Koordinaten Au: Ails: A33 • Fiir zentrische Kurven ist er 
somit eigentlich, fiir Parabeln uneigentlich. 

Die K. 2. O. besitzt zwei uneigen~liche Punkte, die fiir zen
trische Kurven getrennt sind, fiir Parabeln mit dem Mittelpunkt 
zusammenfallen. 

Die uneigentlichen Punkte entnimmt man aus den beiden Glei-
chungen 
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so erhilt man die enten tieiden der naohstehenden Zeilen. Die 
dritte geM aus ihnen. hervor, wenn man mit - a.. und alB multi. 
pliziert und dann addiert. 

{ 

11:1 : 11:2 : 11:3 = - a12 + v' - As; : au : 0 

(4) = -a9S : aI9 +v' Ass :0 

= A18 - ails v'-=-Ass: A93 + au v' - AS3 : O. 

Die Gleiohung des (als Kurve zweiter Kla88e aufgefaBten) Paares 
der uneigentliohen Punkte lautet 

(480) al;~r - '2 all~9~1 + aS9~i· = 0; 
die linke Seite heiBe die ckarakteristische binire quadratisohe Form 
der K. 2. O. 

Die Polare eines uneigentlichen Punktes heiBt 4symplote. Jede 
der beiden Asymptoten verbindet den Mittelpunkt mit einem un· 
eigentlichen Kurvenpunkt. Fiir ihre Geradenkoordinaten erhii.lt ma.n 
aus (4) drei Formelsysteme, von denen wir nurdas letzte hinschreiben: 

(5) -at.3Ass+A2s V -Ass: -a2sA33-AlS v' -As3:D-a3sAss; 

fur die Parabeln wird die Asymptote uneigentlich. 

Die Polaren der uneigentlichen Punkte heiBen allgemein Durch
messer. DaB sie im Mittelpunkt, soweit dieser eigentlich ist, halbiert 
werden, folgt aus 43. AIle Durchmesser der Para-bel sind parallel. 

Vier Durchmesser einer zentrischen Kurve geben zu einem 
DoppelverhiiJtnis AnlaB. Eine Sonderrolle spielen unter den Durch
messem die Asymptoten, und man kann verlangen, daB die beiden 
andem durch sie harmonisch getrennt werden. Dann heiBen diese 
beiden zueinander konjugierte Durchmesser. 

Das Asymptotenpaar lii.uft durch den Mittelpunkt und geniigt 
der Gleichung (4a) der uneigentlichen Kurvenpunkte, lii.Bt sich alao 
bei zentrischen Kurven rational so darstellen: 

(6) a29 (AsSxj - A\lSXS)II- 2 alII (A3S X 2 - Agsxs)(Asl Xs - Au Xl) + 
+ all (ASI Xs - AS311:1}2 = O. 

Die heiden Durchmesser des Paares 

(7) b22 (Ass x'J - A\lSXS)lI- 2 b1'.l (A3S XII - A2S xS) (ASI Xs - Ass Xl) + 
+ bll (A31 11:3 - Ass Xl) II = 0 

sind zueinander konjugiert, wenn 

(7) au b22 + a\l\lbll - 2 alii bu = O. (vgl. 50, Zus.4) 

J ede Asymptote ist zu mch selbst konjugiert. 
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Damit ist die Lehre von den affinen Eigenscha.ften der K. 2. O. 
im wesentlichen erschopft. Die Ruckfuhrung auf kanonische Glei
chungen ist ftir die zentrischen Kurven leicht. Die uneigentlichen 
Kurvenpunkte bilden mit dem Mittelpunkt zusammen ein Dreieck, 
welches auf die Punktel: i : 0, 1 : - i : 0, 0: 0 : 1 transformiert werden 
kann. Das laBt. mch kollinear auf 6· 00 2 Weisen bewerkstelligen, 
affin noch auf 2· 00 2 Arten. Jetzt ist der Koeffizient a~2 fortge
fallen, wahrend a~l = a~lI =+= 0 wird. Aus .A~a = .A~8 = 0 schliellt 
man weiter a~l = 0, a~, = O. Die transformierte Kurve hat jetzt 
also ~ie Gestalt Z~2 + Z~2 + !!Z~2 = 0, und wie man diesan letzten 
Koeffizienten l? auf 1 bringen kann (durch eine affine Transformation, 
die die drei Punktel: i: 0, 1: - i: 0, 0: 0: 1 nicht soort!), ist evident. 
Beide Mfinitaten lassen sich in eine einzige zusammenfassen. 

1m Falle der Parabeln kann man nicht so vorgehen. Bier ist 
von vomherein nur ein Schritt indiziert, namlich die Transforma
tion des Mittelpunktes in eine spezielle Lage auf der uneigentlichen 
Geraden. Von da ab leitet kein geometrischer Gedanke mehr. In 
solchen FaIlen befolgt man das Prinzip, soviel Koeffizienten wie mag
lich /ortzu,8chatren. 

Wir transformieren affin vermoge der Mfinitat in 54, Zus. 7, 
wo also aa = ba = 0 zu setzen iat. Wie aus der dort stehenden 
Gleichung der transformierten K. 2. O. hervorgeht, wird dann 

a~2 = (alb), a~a = (alc), a21l = (bib) usw. 

Der Koeffizient a~a von Z~2 wird gleich (clc). Um ihn zum Ver
schwinden zu bringen, bilden wir eine Parameterdarstellung fUr die 
Punkte der Kurve. Diese liillt sich hier rational gewinnen, da wir 
ja bereits einen Kurvenpunkt, den Mittelpunkt, kennen. Durch ihn 
legen wir das Geradenbuschel (Parallelenbiischel) und bringen jede 
Gerade dieses Buschels mit der Kurve zum Schnitt. Damit ist aber 
die Parameterdarstellung bereits vollzogen. Um sie homogen zu ge
stalten, ftihrt man eine GroBe a 2 ein, die nicht verschwindet, wobei a 
das Gewicht der a,I< hat. 

Man stellt also etwa die Punkte p der nicht durch den Mittelpunkt 
laufenden Geraden a13 : ass : 0 mittelst eines Parameters °1 : 02 dar: 

P1 :P~ :Pa = 0,10,28°2: - all o,13 0 2 : DOl' 

Diesen Punkt verbindet man mit dem Mittelpunkt durch die Punkt
reihe 

Xl: XI!: Xs = APl + p..A18: lp" + P,~3: A.Pa· 

Der Punkt x liegt auf der Parabel, wenn 

1 (pip) + 1" 2DPa = O. 
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Wegen (P/p)=D(Dflaaal-a'a:) wird ).: p. = - 2Dal : Daaaal- (I'a~. 
8etzt man diesen Wert und die obigen Welte fur 'P in die IXl : IX, : :1:3 

ein, 80 erhilt man die gesuchte Parameterdarstellung: 

(8) {
IXl = - AlIa'a: - 2 Da'a,.aal a, + DaasAlaa:, 
IX, = -AIISa 4 a: + 2 Da'aUala, + Daas Ails a: , 
IXs = - 2 DII a: . 

Die GroDen rechts konnen also bei (ganz1) beliebiger Wahl 
°1 : all ala Ct' ~. Cs verwandt werden; dann verschwindet a~s' 

Damit ferner a~s verschwinde, iet zu setzen: 

von 

al = 2 DI11 tp (..4u a'l1, + Da,.S(11)' at = 2DI11 tp (..4\1S a 111111 - Dais (11) , 

wo cp ein Proportionalitatsfaktor ist. Jetzt erhilt a~1 den Wert 
_4cpIlDlSl1t· 

SolI endlich a~1I verschwinden, so hat man zu nehmen: 

b1 = eAtS' bll = (!A\lS' 

wo (! ein weiterer-Proportiona1itii.tsfaktor ist. Gleichzeitig verschwindet 
auch a~Il' nod a~s erhii.lt den Wert -2Dsl1:e. Jetzt wird man 
noch (! = 2D ll tp9 a: wahlen; dann geht die ternare Form D(IX/IX) 
fiber in -4D6tpllat(IX~1l + 21X;1X~). 

So fiihrt beispielsweise (Dtp = a2 , 111 = 0;\1 = 1) die Affinitii.t 

{
IXI = ..4lSa'{2IX: + 2x~ -x~}+2Da2aIl3 {x~ -xa+Das3AI3x~, 
IX, = A23a4.{2x~ +2x~ -x~} -2Da ll a18 {x~ -x~} +Da33A23x~, 
X3 = - 2D2x~, 

die vorgegebene Parabel fiber in 

- 4Dsa' (X~Il+ 2 x~ x~) = O. 

Die nichtsingul(tren Kurven zweiter Ordnung zerfallen gegenuber kom
plexen Affinitaten in ,Wei Klassen. Kanonische Vertreter: 

x: + xi + x: = O. Zentrische Kurven. 00 IS • 

x:+2x,:l:s = O. Parabeln. 00'. 

Die Korrelationen konnen in der affj.nen Geometrie keine Rolle 
spielen; das liegt daran, daB es 001 ausgezeichnete Punkte, aber nur 
eine einzige ausgezeichnete Gerade gibt. Das DUalitatsprinzip ver
liert seine Bedeutung. 

1. E8 aei L = 0 eine K. 2. O. und G = 0 d,ie uneigentliohe Gerade. Wa~ 
liSt sioh von allen Kurven 0' L + yG 9 = 0 aUBBagen! 

2. MittelpuDkt fiir xl-7x1 x,+xl-Sx.x3+x}= O. Dieaelbe Frage fur 
xl-4xl~+4x:-xl =0. 
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S. Ka.rm der singulire Punkt einer K. 2. O. vom Range zwei ale Mittel
p1lDkt im Sinne des Textes beseiohnet werden? 

4. Asymptoten der Kurven :l:y-12 = 0, 4:1:·+11'-4 = 0, :!:'+y'= 4. 
5. Folgende Kunen lollen affin auf die kanonische Gleichung transfor

miert werden: 
4:1:1+5:1:/ -1O:l:1-2:1:,x,-5x,x1 +4x1 x, = 0, 
8:1:: +xl + 21 xl-2Xgx.-3x, Xl +4x1 x1 = 0, 
3:1::+2 X 1 :1:1-X1 x. = 0, 2x1 xa+5x2 x.-:li1 = O. 

6. Alle Durohmesser von xl-2x1 XI +X:-2x1 x.+xl = 0 sollen angegeben 
werden. 

7. Klassifikation der Kanen zweiter Kltl88e gegeniiber komplexen Affini-
taten: 

a) ll+l:+ll=O; 00 6 • -b) ll+lil.~o; 00'. 0) l:+ll=O; 00'. 

d) l.la=O; 00'. e) l:+l:=O; 00'. f) d=O; 001 • g) ll=O; 00 1• 

Gib die Kriterien an und beschreibe insbesondere die 8inguliJ.ren Kurven. 
8. Der Ort der Mitten paralleler Sehnen einer zentriechen K. 2. O. iet 

ein Durohmeeser (8, ZU8. 2). (Man brauoht die Koordinaten der Sohnittpnnkt.e 
nioht selbet; es ist daher die Auflosung einer quadratischen Gleiohung zu ver
meiden.) Zusammenhang mit der Polarentheorie! 

9. VbelBtand des Systems (5). Bilde allgemein giiltige Formeln (50). 
10. Kl&B8ifikation der singulliren Kurven zweiter Ordnung: 

Zl x, = O. Pur niohtparalleler eigentlioher Geraden. 00' . 

Xl (Xl +xa). Pur paralleler eigentlioher 'Geraden. 00'. 

XtXa = O. Die uneigentIiche Gerade und eine eigentliche. 00·. 

xl = O. Doppelt zihlende eigentliohe Gerade. 00' . 

xl = O. Die doppelt zahlende uneigentliohe Gerade. 00 0 • 

U. Die Kriterien fiir die affinen Typen der K. 2. O. lassen moh sehr ein
faoh angeben, wenn man die oharakteristisohe Form mit A bezeiohnet (wegen 
"aifin"). Dann konnen nioht zusammen beetehen die beiden Bedingungen A == 0, 
J' = 3 und A.. + 0, r = 1. AIle iibrigen Kombill$.tionen sind zula.saig, wobei 
allerding8 zu bedenken iat, daB infolge von A == 0 die GroBe All versohWinden 
muD. Der Leser untersuohe die Bedingungen fUr die einzelnen Faile. 

71. BeeDe Affinititen. Wenn wir jetzt die reellen Kurven zweiter 
Ordnung gegeniiber reellen Mfinitaten klassifizieren, so ist zu be
achten, daB bereits gegeniiber reellen Kollineationen zwei Klassen 
von nicht singulii.ren K. 2. O. auftreten, die definiten und die in
definiten. Dieser Gegensatz kann infolgedessen auch durch eine reelle 
Affinitat nicht iiberbriickt werden. 

Bei den zentrischen Kurven iet also zu unterscheiden, ob sie 
definit oder indefinit sind. Bei den indefiniten Kurven gewinnt jetzt 
das Vorzeichen von A33 Bedeutung, welches hier durch Proportio
nalitii.tsfaktoren nicht mehr abgeii.ndert werden kann . 

.A33 > O. Es gibt keine Asymptoten. "Ellipsen". 
A33 < O. Es gibt getrennte Asymptoten. "Hyperbeln" (70, (5)). 
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Die Ellipsen haben keine uneigentlichen Punkte, die Hyperb~ln 
besi1iI&en zwei getrennte uneigentliche Punkte (70, (4». Der Mittel
punJd li9 bei den EIlipsen: im Innem, bei den HyperbeJn Un 
Au.Bern (69), denn der da,f1ir charakteristische Ausdruck D(z/z) wird 
hier zu AuD'. Die Punkte der Hyperbel zerfallen in zwei getrennte 
Aste, zwischen denen im Bereich der eigentlichen Punkte kein ste
tiger Obergang moglich ist. F. Klein nennt die Hyperbel daher 
zuieiteilig. 

Man kann hier die K.reise vermissen. ~in Kreis liBt mch aber 
alfin in eine Ellipse iil>erfiihren, so daB das Wort Kreis in der 
affinen Geometrie sinDlO$ wird. (Anders ausgedriickt: Die affine 
Geometrie betrachtet nur solche Eigenschaften, die Kreis und Ellipse 
gemeinsam sind) 

Der Gegensate EUipse-Hyperbel gelWrt in die reelle a({me Geometrie, 
nicht in die affine Geometrie schlechtweg. 1m komplexen Gebiet 
verliert der Gegensatz seine Bedeutung. Es hat keinen Sinn, von 
einer imaginaren Hyperbel zu reden l ). 

Sowohl bei der Ellipse als auch bei der Hyperbel gibt es kon
jugierte Durchmesser. Freilich versagt bei der Enge des gewii.hlten 
Standpunktes die in 70 gebrachte ErkliruJig fUr die Ellipse. Die 
reelle affine Geometrie hat also die Aufgabe, die Lehre von den 
konjugierten Durchmessem fiir beide Kurvenarten zu begriinden, 
oAne das reelle Gebiet zu tJerlassen. 

Das geschieht, indem man nachweist, daB von zwei konjugierten 
Durchmessem jeder die zum andem parallelen Sehnen halbiert 
(70, Zus. 8). 

Bei dem Bestreben, die reelle affine Geometrie mit den ihr 
eigentiimlichen HiIfsmitteJn zu behandeln, wird man sich an die 
inhomogenen Punktkoordinaten, die auch in der komplexen affinen 
Geometrie mit Nutzen verwandt werden konnen, und an die Polar
koordinaten (24) erinnem. Zu beachten ist dabei, daB singulare 
Kurven nicht immer so behandelt werden diirfen, z. B. nicht die 
singulire K. 2. O. zlza = O. (Grund!) 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Einteilung der nicht.singularen 
K. 2. O. in 70 auch hier noch vollstandig ist. Dabei diirfen wir von 
dem neuen Standpunkt nicld wie bei 70 vorgehen, da komplexe Ele
mente vermieden werden sollen. Man wird also z. B. den Typus Ib in 
68, (1) verwenden konnen. 

1) Die Benennungen elliptisch, hyperbolisch werden hii.ufig angewandt, 
wo es siob um einen Gegensatz handelt, der durch das Vorzeiohen der Dis
kriminante einer quadratischen Gleichung hervorgerufen wird, tmd tler im 
kompleMI Gebief Beine Bed.eutUfI{} M'liflrl. 
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Aber man kann slch sogar auf einen noch engeren Standpunkt 
stellen und sich auf die Betrachtung d~r (roollen) eig.aitken Punkte 
bescbrii.nken. Dann muD man inhomogene Punktkoo~naten be· 
nutzen. Die reelle zentrische Kurve 

(9) all~'+2a1txy+a"yll+2alSx+ 2a2s y+a'3 = 0 (Ass + 0) 

hat dann den Mittelpunkt (A1s: A3s ' A lI3 : Ass). Diesen bringt man 
reell affin auf den Nullpunkt. Das leisten die 00' reellen Affinitiiten 

A13 1 , + 1 , 
~-T=Al1~ AnY, 

33 

wo All ~\l -l12 ~1 + 0 anzunehmen ist. 

Hierdurch fallen bei der transformierten Kurve die Koeffizienten 
a~3 und a~3 weg. ohne daB man die Transformationskoeffizienten A 
irgendwie zu spezialisieren notig hat. Es sind dann: 

a~l = all l:1 +2a12 l U l 21 +a\l2 l :1' 
a~, = auA:\l + 2a12 A12122 + a22 l;2' a~3 = D: A s3 ' 

a~2 = (auAH + all1n ) An + (a12 All + a22 1u ) ~2' 

Um a~2 zum Verschwinden zu bringen, setzt man: 

112 = -(a12 1u +a22~1)t, 122 = (all All + a12 121) t, 
wodurch gleichzeitig a~2 in A3st2a~1 iibergeht. Jetzt kann man durch 
geeignete Verfiigung iiber t (zwei Falle!) a~~ = a~~ erreichen. Dann 
bleiben immer noch die beiden Koeffizienten Au und 121 zur Ver
fiigung, mit denen man a~: = a~~ roachen kann. 

Es geniigt jetzt aber, wo wir bereits wissen, was durch reeile 
affine Transformation nicht geleistet werden kann, wenn wir eine 
Transformation wirklich angeben. die die zentrische K. 2. O. auf eine 
der drei kanonischen Gleichungen bringt. 

1. Ass> 0, Dau > O. Die Kurve ist definit. 
jetzt ist g die uneigentliche Gerade, p der auf ihr 
Punkt 1: 0: 0.) Hier kann au nicht verschwinden. 

Reelle Affinitiit: 

V Dau (A33~ - A1s) = D (V A3s~' - a12 y'), 

1"Dau (AssY-A23) = D( * +auy')· 

Die Hnke Seite von (9) geht tiber in: 

~(~'2 + y" + 1). 
Ass 

(Satze von 69; 
liegende reeIle 

2. Ass> 0, Dau < O. Die Kurve ist indefinit und einteilig . 
.au kann nicht verschwinden. (Grund!) 
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Beelle Affinitit: 

v' -D(l11 (.A .. ~-..41I) = D(l" ..411~' - 41111'), 

V=-DlItl (.A .. ,-..4I1) = D( * +a11 11'). 
Die linke Seite von (9) wird zu: 

-~ (~" + ,'I - 1) . 
..411 

887 

3. .A88 < O. Die Kurve ist indefinit, aber jetzt zweiteilig. Bier 
kann "tl verschwinden. Eine allgemeingiiltige Formel fiillt zu schwer
fillig a08; wir unterscheiden daher mehrere FiiJle. 

, . 
Fiir D411 < 0 fiilnt die ree11e Affinitit 

V - Dau (..488~ - A18) = D(Y - ..481~' - "t1l1l'), 

Y -Dau (..4811/':'" ..4'8) = D( * +a11 11') 
die linke -Seite von (9) iiber in: 

~ (~'. - 11" + 1) . 
..488 

Dasselbe leistet fUr Dau > 0 die reelle Affinitii.t: 

Y Dau (..488~ - ..418) = D( - a1\lz' + Y ..4881/'), 

V Dau (..488, - .Au) = D(auz' + * }, 
und schlieBlich wird fUr lIt1 = 0 (wo a1, wegen .Au + 0 nich' \-er
schwinden kann) durch die reelle Affinitii.t 

241\1 (..488z - ..418) = (D - ""..4 .. )z' - (D + a.,..488) 1/', 
2411 (..48811- ..4 • .) = 2a1,..488 z' + 2a1\l..488 1/' 

rational dasselbe erreicht. 

Da die Affinitit, die in 70 die Parabeln auf die kanonische 
Gleichung brachte, sich rational durch die Koeffizienten der Kurve 
a08driickte, 80 gibt me ohne weiteres die Reduktion der reellsn Pa
rabeln vermoge einer reelUm Affinitat. 

Somit gibt es nur die vier Klassen reeller nichtsingulirer 
Kurven zweiter Ordnung in der reellsn 4(fi,ft8fl Geometrie zu unter
scheiden: 

..488> O. Dau > O. z· + 1/' + 1 = O. Definite oder nullteilige 

..488 > O. D"tl < O. 

..488 < O. 

..488 = O. 

Kurve. 006 • 

z, + 11' - 1 = O. Ellipse. 0011 • 

z· - 11' + 1 = O. Hyperbel. 00 11 , 

z'l + 211 = O. Parabel. 00' • 
Beek, B:oordlaateDgeometrie der Bbene. 
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DaB diese Typen auftreten muBten, zeigte der Anfang des Ab
schnittes, aber erst durch die wirkliche Aufstellung der Affinitiiten, 
die aus der allgemeinen Gleichung die kanonischen Gleichungen her
stellen, ist der Nachweis erbracht, daB weitere Klassen nicht vor
handen sind; Es gelten demnach vier Siitze wie der folgende: 

AIle Hyperbeln sind zueinander reell affin. 
Die Beschriinkung auf einen engeren Standpunkt, von der wir 

hier sprachen, als wir das TransformationsgeschMt ohne Zuhilfe
nahme imaginarer und uneigentlicher Elemente vornahmen, hiingt 
eng mit dem zusammen, was man als Reinheit der Methode forder(;. 
Der Vertreter dieser Forderung hat in unserm FaIle die Aufgabe, 
die Definitionen von Ellipse und Hyperbel, die Begriffe Mittelpunkt, 
Asymptoten usw. rein aus den Hilfsmitteln des Gebietes der reellen 
eigenUichen Punkte zu entwickeln. Solche Forderungen haben gewiB 
ihren Reiz und, sind auch nicht ohne Wert, nur arten sie in Scheu
klappengeometrie aus, wenn sich der Vertreter dieses Standpunktes 
durch Verzicht auf die Vorteile, die die Erweiterung des Punkt
kontinuum und der Gruppe bieten, der tieferen Einsicht in seine 
Probleme, sowie in deren Zusammenhange untereinander beraubt, ganz 
zu schweigen vom heuristischen Wert, den die abgelehnten Gedanken
gange in sich schlieBen. Das eine tun 1tr1d das andere nicht lassen! 

1. Tern4re Symbolik. Die K. 2. O. sei durch (ax)2 = 0 gegeben (61, Zus. 2), 
die uneigentliche Gerade sei wieder [1: [9: fa = 0: 0: 1 (S.191). Dann ist 

A3s = 1- (aa'l)2. 
Die Gleiohung der Kurve in Geradenkoordinaten ist t (aa'~)2 = 0: man erkennt 
dann aus der vorhergehenden Formel Bofort, daB die uneigentliche Gerade 
Tangente aller Parabeln ist. Der Mittelpunkt hat die Gleichung t (aa'l) (aa'~) = 0; 
eine Gerade g, fUr die 1- (a a' I) (a a' g) = 0, ist Durchrpesser. 

2. Del' Ausdruok (lx)2 ist jetzt nicht nur symbolisches Quadrat, sondern 
wirklich das Quadrat einer ternaren linearen Form. Die Gleichung 

;. (ax)2 +.u (Ix)' = 0 
stellt ein (spezielles) Buschel von K. 2. O. dar. AIle Kurven deB Buechels haben 
den Mittelpunkt und die uneigentlichen Punkte, damit also auch die Asym
ptoten gemeinsam. Solche K. 2. O. nennt man auch wohl homothetisch. Die 
Diskriminante der Kurve ;. (a x) 2 + .u «( x) 2 = 0 hat den Wert ;. a D + .u;' 2 A33 , 

wo D = t (a a' a'~ 2 ist. Fur;' = 0 wird die Kurve singular vom Range eins und 
stelIt die doppeltzahlende uneigentliche Gerade dar. Fur;': p, = A33 : - D tritt 
fur Ass = 0 dasselbe ein; fur A33 + 0 erhalt die Kurve den Rang zwei, und 
steIIt das Paar der Asymptoten dar: 

Asa (ax)2 - D (lx)2 = O. 
Der Durchmesser, der zu dem Durchmesser durch den Punkt y konjugiert 
ist, heiBt 

A818 (ay) (a x) - D (ly) (Ix) = O. 

In welches Verhaltnis teilt fine Gerade die Strecke zwischen ihrem Pol y 
wad dem Mittelpunkt det·· KUI'Ve? Zusammenhang mit der Potenz eins Punktes 
in bezug auf einen Kreis! 
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3. Das Paar der mieigentlichen Punkte von (ax)2 = 0 hat die Gleichung 
(la~)2 = 0, deren linke Seite die biniire charakteristische Form iat. Die beiden 
Durchmesser 9 und ~, fiir die also (Zus. 1) 

t(d d' I) (da' g) = 0 ,HIlA' 1) (aa'~) = 0, 

sind zueinander konjugiert fiir «(dg)({a~)=O, d. i. unsymbolisch 

aw2g1~1 ~ a12 (91 ~2 + 92 ~l) + all g2~2 = O. 
Der zum Durohmesser 9 konjugierte Durchmesser ist (dgl) (ax) = 0 oder un
symbolisch 

all 92 - aug.: a12 92 - a 22 !h : a13 92 - a23 g.· 
Das Doppelverhiiltnis des Paares g, ~ von (nicht notwendigerweise konjugierten) 
Durchmessern gegen das Asymptotenpaar iet 

(lag) (la~) - v' - As3 ({9~): (fag) (IQ~) + V-- A3s (lg~) 

(oder dazu reziprok). 

4. Bedeutung der Formeln 

(xyz) : (lx)(ly) (lz) und (1;~3)2: (11)3) (lb~) (1~1)! 
Herleitung der zweiten aus der ersten! 

72. Geometrie der Debnungen. Bisher hatten wir zur Reduktion 
der 00 5 Kurven zweiter Ordnung auf Normalformen 00 8 Kollinea
tionen bzw. 00 6 Affinitaten zur Verfiigung. Daher war es moglich, 
aus der Kurvengleichung aIle Koeffizienten zu entfernen, d. j. es gab 
von jedem Kurventyp eine einzige Klasse. Die verschiedenen Exem
plare der Kurven jedes solchen Typus unterscheiden sich durch 
nichts, sondern waren in der Kollineationsgeometrie, entsprechend 
in der affinen Geometrie, vollig aquivalent. 

Damit verhalt es sich ganz anders, wenn wir jetzt mit der 
Gruppe der 00' Dehnungen arbeiten. Es konnen von den fiinf 
wesentlichen Konstanten der Kurvengleichung hochstens vier be
seitigt werden, so daB eine K. 2. O. jetzt im allgemeinen eine abso
lute Invariante besitzen wird. Es wird dann von einem bisherigen 
Kurventyp 00 1 Klassen geben konllen (vgl. 15, S. 60). 

Eine solche Invariante bietet sich sogleich dar. Die Dehnungen 
lassen (44) das Paar der absolutell Punkte in Ruhe. Hat nun 
eine K. 2. O. zwei getrennte uneigentliche Punkte, so ist das Doppel
verhli.ltnis dieser vier Punkte gegeniiber allen gleichsinnigen Deh
nungen absolut invariant. Verbinden wir sie mit einem eigentlichen 
Punkte, so fiihrt das Doppelverhaltnis der vier Verbindungsgeraden 
nach 44, S. 197 sogleich auf den Winkel zweier dieser Geraden (die 
andern beiden sind isotrop im Sinne von 9). Dabei ist es nach.31, 
Zus. 20 gleichgiiltig, wo wir den eigentlichen Schnittpunkt annehmen. 
Ungezwungen bietet sich dazu der Mittelpunkt dar, und sogleich laBt 
sich aussprechen: 

22* 
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Eine absolute Dehftungsinvariante der nickt sittguliirm Kurvm zweiter 
Ord"ung, die keine Parabeln sind, ist der Asymptotmwinkel (der unbe
stimmt werden kann). 

Vollig eindeutig ist diese GroBe dadurch natiirlich noch nicht 
bestimmt. Dazu badan es noch der Verftigung tiber die Irrationalitat 
v' - Ass' BeschlieBt man, daB diese an der Homogenitat der a'k 

teilnimmt, und nennt man den Asymptotenwinkel 2 <p, so ergibt sich 
unter Beachtung von 70, (5) und 44, S. 197: 

(10) tg 2<p = 2 v' -Ass: (au + al!~) = 2 v' -Ass: H. 

Dor Tangens laBt die Werte + i und - i aus, vgl. 8, Zus. 7; daher 
sind hier die Sonderfalle erkennbar 

(all - aliI! - 2 all! i) (all - an + 2 alii i) = o. 
Deren Bedeutung wird klar, wenn wir naoh den uneigentlichen 

Kurvenpunkten fragen und ihre Lage zu den absolut,en Punkten 
untereuchen. Dann findet man (70, (4): 

Damit die K. JJ. O. einen absoluten Punkt besitzt, muD einet· der 
beiden Faktorm 

B, = au - all\! - 2a19 i, Br = all - aliI! + 2all i 
1Jerschwindm, und umgekehrt. 

Daraus gewinnt man folgende Einteilung der nicht singulii.ren 
Kurven zweiter Ordnung: 

1. Ass + 0, BIB,. + O. Kein absoluter Kurvenpunkt. oor.. 
2. A3S + 0, BI oder Br = O. "Semizirkulare Kurve". Ein ab

soluter Punkt. 00'. 

3. Ass + 0, B, = B,. = O. Kreis. 003 • 

4. AS3 = 0, B,B,. + o. "Anisotrope" Parabel d. i. eine solche 
von nicht absolutem Mittelpunkt. 00' • 

5. Ass = 0, BI otler B,. = O. "Isotrope" Parabel. 003 • 

Spater ist noch nacbzuweisen, daB diese Klassifikation erschOpfend ist. 
Eine SonderroUe spielen in der Dehnungsgeometrie neben der 

uneigen~lichen Geraden noch die Isotropen. Es ist also sachgemii.B, 
weiter zu fragen, wieviel Tangenten der K. 2. O. isotrop sein 
konnen. Deren gibt es im ereten" "allgemeinen" Falle vier, von 
denen bei den semizirkularen Kurven zwei zusammenfallen, wahrend 
die heiden andern get~ennt sind. Zwei doppelt zii.hlende isotrope 
Tangenten gibt es beim Kreise; es sind das die Asymptoten; zwei 
einfaoh za.hlende hei den anisotropen Parabeln, eine einzige hei den 
isotropen Parabeln. 

Es sind nii.m1ich die Gleichungen zu losen: 

(11) { (A"I-~\I-2~AlII)~t+2(~3-~~3)~1~S+As3~~=0, ~9=-i~1' 
(Au, -~\I+2~All!)~1 +2(A13+~A23)~1~3+A3a~3 =0, ~I!= i~l' 
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Daraus findet man fiir die Koordinaten der isotropen Tangenten 
einer zentrischen K. 2. 0.: 

~l:~': ls = AS8: - i.Ass: - (AlS - iA28 ) ± VDB" 
~l : ~2 : ls = ~: i.Ass: - (.A1S + iA,s) ± v:D1f,:; 

im Falle der Parabeln versagen diese Losungsformeln; die Gleichungen 
(11) selbst vereinfachen sich, da in jedem Falle Ass = 0 wird, fur 
die Parabeln von absolutem Mittelpunkt au13erdem auch noch 413 +iAlIs 

bzw . .A18 - iA\l8 verschwindet. Die fur alle K. 2. O. bestehenden 
Relationen 

4 AS8 = HI! - BzRr, 
Ass (Au + ~I!) - (Al8 + .04:3 ) = HD, 

wo wieder H = all + all2 gesetzt ist, vereinfachen sich dann be
trachtlich. Die beiden isotropen Tangenten werden zu 

~l : ~2 : ~3 = 2 V D B I : - 2 i V D R z : ass R z - (ala - i al~) 2 , 

~l: ~'1: ~8 = 2 V DRr: + 2 iVDR,.: a8S R,. - (au + ia2S)2, 

denn die allgemeinen Relationen 

DR, - (~8 - i~srl + Ass (Au - ~2 - 2 i~\l) = 0, 
DRr - (.0418 + iAIlS)1l + Aas (~l - A22 + 2 i AI,) = 0 

erlauben es, bei der Parabel festzusetzen 

Y.DRz = .0418 -i~s' V DRr = ~8 + iAlI8 • 

Die eigenUichin" Schnittpunkte der isotropen Tangenien miteinander 
heiDen Brennpunkte (S.32). Demnach gibt es im allgemeinsten Falle 
vier Brennpunkte, die die Ecken eines der Kurve umschriebenen 
Elementarvierseits (S. 31) bilden. Von ihnen fallen zwei und zwei zu
sammen bei den semizirkuliren Kurven, und alIe vier beim Kreise. 
Die Parabel besitzt Brennpunkte nur, wenn ihr Mittelpunkt nicht 
absolut ist, und zwar einen einzigen. 

Die fuennpunkte haben demnach fur die zentrischen Kurven 
die homogenen Koordinaten 

worin man den beiden IrrationaJitaten, die an der Homogenitat der 
.Aile teilhehmen, alIe moglichen Werte beizulegen hat; fur die Parabel 
heiat der Brennpunkt b1 : b, : bs 
(13) = .A1S (.A11 +~Il)+ 2alS D: ~8(All +.AlI'.IH- 2~8D: - 2HD. 
Uiese Formel liBt sich symmetrischer schreiben, aber nur unter 
Verzicht auf die Allgemeingiiltigkeit. Fall der isotropen Parabel! 
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Die Verbindungsgeraden der Brennpunkte mit dem Mittelpunkt he-iilen 
Achsen. 1m allgemeinsten FaIle existieren nicht vier, sondern nul' 
zwei Achsen, die aufeinander senkrecht stehen. Die heiden Bren,npunkte 

Als + ~(YDRI + VDR,.): ~3 + fCVDRz - VDR,.): A33 

A13 - ~(YDRI + VDR .. ): ..423 - ~(VDRI - VDR,.): ..433 

Hegen auf einem Durchmesser, und diese Achse hat bei den zentrischen 
Kurven die Geradenkoordinaten 

(14) -AssCVDRz - VDR,.): i..4S3 (VDRl - + llVR,.): (..413 - i~3)VDR,. 

- (A13 + i..42S)VDR;-. 
Diese Koordinaten bleiben ungeandert, wenn man beide Irra

tionalitaten entgegengesetzt nimmt, so daB es im allgemeinsten FaIle 
nicht vier, sondern nur zwei Achsen gibt. Fiir semizirkulare Kurven 
bleibt nur eine Achse, die isotrop und gleicbzeitig Asymptote iat. 
Fiir Kreise wird die Achse unbestimmt. 

Die Achse der Parabel von nicht absolutem Mittelpunkt wird 

(15) H(A,sxt - A13 x\l) + (a13..423 - a2S .A13) xa = 0; 

einfachere Gestalten lassen sich nur wieder unter Verzicht auf die 
Allgemeingiiltigkeit .4erstellen. Fiir Parabeln von absolutem Mittel
punkt liefert (15) die uneigentliche Gerade. 

Die Schnittpunkte der .Achsen mit der Kurve hei.8en Scheitel. 1m 
allgemeinsten FaIle gibt es vier Scheitel. Fiir semizirkulare Kurven 
gibt es keinen eigentlichen Scheitel mehr, fiir den Kreis werden die 
Scheitel unbestimmt. Bei den Paraheln kann del' Mittelpunkt als 
Scheitelangesehen werden; ist er nicht absolut, so gibt es noch 
einen eigentlichen Scheitel. Er hat die Koordinaten 

(16) DAt8 + Hbl :D.A28 + Hb\l: * + Hbs' 
wo bl , b2 , bs die in (13) angegebenen Koordinaten des Brennpunktes 
sind. Fiir die allgemeinste zentrische Kurve verlangt die Ermittlung 
der Scheitel natiirlich eine weitere lrrationalitiit. Fiihrt man auf der 
Achse (14) die Parameterdarstellung ein 

Au +). {VDRI + VDR,.}: ~8 + a{v DR, - iDR,.}: Aas' 
so wird fiir die Scheitel auf ihr 

).11 = V DR, VDR,. - HD: 8 VDBIVDR,.. 
Diesel' Ausdruck indert sich nicht, wenn V DBI und VDB,. gleich
zeitig entgegengesetzt genommen werden. Daher gibt es nicht acht, 
sondern vier Scheitel. 
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Der Mittelpunkt der Kurve ist die Mitte nicht nur zwischen 
den beiden Brennpunkten auf einer Axe, sondern auch zwischen den 
beiden Scheiteln auf ihr. 

Die Polaren der Brennpunkte heiJJet& Leitgerade. Deren kann es 
<laher bis zu vier geben. 

Damit haben wir das aufgezii.hlt, was in der Aknlickkeitslekre 
neu in die Theorie der Kurven zweiter Ordnung hineinkommt. 

Die vorgefuhrten Formeln werden fur die zentrischen Kurven 
durchsichtiger, wenn wir darauf verzichten, die Koordinaten in jedem 
Falle einzeln sichtbar ·zu machen. Es sei wieder (, wie in 43 die 
uneigentliche Gerade, (1 = ~ = 0, (s = 1. Die absoluten Punkte, die 
in 44 mit lei und ler bezeichnet waren, sollen jetzt einfach lund r 
heiBen: 

11 =1, 19 =-i, 13=0; r1 =1, r2 =+i, rs=O. 

Dann ist zu beachten, daB (lrx) = 2i((x) und nicht (lx). 
Zur projektiven Invariante D und affinen Invariante A33 sind 

in diesem Abschnitt drei Dehnungsinvarianten hinzugekommen; sie 
lassen sich jetzt kurz so erklaren: 

BI = (111), H = (llr), By = (rlr). 
Aus ihnen lassen sich au, a12 , ai9 eindeutig berechnen, 80 daB auch 
diese drei Koeffizienten invarianten Charakter tragen. 

Die P,?laren der absoluten Punkte, (llx) = 0 und (rlx) = 0 
laufen durch den Mittelpunkt, so daB sich aIle Durchmesser in der 
Form ll* + p-r· darstellen. Darunter sind zunachst die beiden 
Isotropen 

BI(r/x) - H(l/z) = 0, Br(l/x) - H(r/x) --:- 0; 

sodann das Paar der Asymptoten 

B1(r/x)'l - 2 H(r/x)(l/x) + Br(l/z)'J = 0, 
und endlich das Paar der Achsen 

B,(r/x)'J - B .. (ljx)2 = O. 

Diese Formeln geben fur alle K. 2. O. einen Sinn, 80weit as die vor
kommenden BegrifIe noch tun. Die folgenden Formeln geiten jedoch 
nicht mehr fur die Parabeln. 

Die beiden isotropen Tangenten 

2 V DBI {I x) + BI(r/x) - H(llx) = 0, 

2 V DBr{ix) + Br(l/x) - H(r/x) = 0 

schneiden sich im Brennpunkt 

2 (l/~) + V DB,(r~) + V DIi~(l~) = 0, 
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der auf der Achse 

V DB,(rj:x:) - V DB,. (lj:x:) = 0 

liegt und die Leitgerade hat 

2 D(l:x:) + V DB,(rj:x:) + V DB,. (ljx) = o. 
Fiir die Parabehl gelten nicht so einfa.che Formeln. Hier braucht 

man einen wil!kiirlichen eigentlicken Hilfspunkt, dar bei den aniso
'ropen Parabeln dann zweckmaBig auf a18 : ails : - H spezialisiert 
werden kann (die Spitze der Evolute; sie hangt von den KoefH
zienten der Kurve vom ersten Grade ab und ist in den Formeln (13) 
enthalten. -

Jetzt ist zu zeigen, daB unsere Klassifikation vollstlindig ist. 

1. 1m eraten Falle (nHaupttypus") Ass =1= 0, BIB,. =1= 0 sieht man 
sofort, daB aIle diese Kurven von gleichem Asymptotenwinkel gleich
sinnig und auch ungleicluiinnig ahnlich sind. Denn zwei Brennpunkte 

.auf derselben Achse sind nicht parallel (9), bilden also mit den 
beiden absoluten Punkten zusammen ein Viereck. Diese beiden ab-
80luten Punkte miissen jetzt festgehalten werden; dann kann man 
na.ch 37, (46) fiir die beiden genannten BrennpunkOO ganz beliebige 
getrennte nicht parallele Lagen vorachreiben; es gibt dann, wenn 
man die Reihenfolge der neuen Brennpunkte festsetzt, stets eine 
einzige gleichsinnige und soots eine einzige gegensinnige Dehnung, 
die das Verlangte leistet. Wir versuchen die Gleichung der Kurve 
von den Gliedem zu befreien, die .die Unbekannten im Produkt ent
halten, setzen also die transformierte Kurve so an: 

b11 x~1l + bllIX~1l + b33X~9 = O. (b11 b llll b33 =1= 0) 

Wegen der Invarianz des Asymptotenwinkels ist na.ch (10) nur 
zu fordem 

(b11 + b22): 2V - b11 bll~ = H: 2)/ - A3S • 

Setzt man noch fest, daB VBIB,. an der Homogenitii.t der aile 
teilnimmt, SO lii.l3t mch die letzte Forderung ouch so schreiben: 

b11 : bill! = H + V BIB,.: H - V BIR .. = - cotllf{!: 1 1). 

FUr bllll : b88 lii.l3t sich dann, da eine weitere Dehnungsinvarianoo nicht 
existiert, noch jeder beliebige Wert vorschlagen, der von Null ver
schieden ist. N ehmen wir bll\l = b88 , so ergibt sich als kanonische 
Gleichung dieses Haupttypus von Kurven zweiter Ordnung: 

1) Wir hatten ebensogut 8chreiben konnen 1: - cotl<p. Grund! 
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{
(H + v' B,Br) x: + (H -- v'B,Br)(x:+x:)=O. 

(17) -cot'tp.x:+x;+x:=O (tp+O, +~). 

GegenUbe,. Ahnlichkriten gibt es 00 1 Klassen von nicht singularen Kurven 
zweiter Ordnung mit vier gewennten Brennpunkten. 

Die Brennpunkte der kanonischen Kurve sind 1 : 0: ± COB tp und 
o : 1 : ± i cos tp. J e nachdem man diese den Brennpunkten der ur
spriingIichen Kurve zuordnet, erhalt man zwei gleichsinnige und zwei 
ungleichsinni/{e Dehnungen, die die Transformation auf die kanonische 
Gleichung nach 37, (45) leisten. 

2. Semizirkulare Kurven. Wir hetrachten zunachst den Fall B, =1= 0, 
Br = O. Hier ist dann 

2 (all - a21l) = Bz =1= 0, H2 = 4 Ass =1= 0, 2 a11l = i(all - a22 ) =1= O. 

Die Kurve hangt nur noch von vier wesentIichen Konstanten ab, 
so daB man versuchen kann, sie alle zu heseitigen. Ais Viereck 
welches wir der Transformation zugrunde legen, wahlen wir die 
heiden ahsoluten Punkte und die eigentIichen Beriihrnngspunkte der 
heiden isotropen Tangenten (S. 341), die man dem System entnimmt 
(vgl. 49, (13h»: 

-D(allll +ia19)+A,,3 v'DR,:D(a11l +ial1)+~s v' DRz: *+Ass v'DR,. 
Diese BOllen auf die Punkte1: 3 i : vi durch eine gleichsinnige Ahn
Iichkeit gebracht werden. Das laSt sich auf zwei Arten bewerkstelligen. 
So fiihren die beiden gleichsinnigen Dehnungen 

{ 

AsSX1 - A18 XS = all x: + ia2Ilx~, 
AsSXIl - ~8XS = - iallllx: + ~l1X~, 

_ Ass Xs = -Ass vi v'DR; x~ 
D 

die Kurve iiher in 

I (18a) x' (x' + ix') + x'll - 0 1 1 Il 8 - • 

Entsprechend hatten wir die semizirkulire Kurve fUr R, = 0, 
Rr =1= 0 iiherfiihren konnen in 

Die heiden Kurven (18a) und (18h) lassen sich durch glrich
siflnige Dehnungen nicht ineinander verwandeln, wohl aher durch eine 
gegensinnige Dehnung, die Spiegelung an der Geraden Xll = o. 
Somit haben wir: 
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Die 00' semizirkuliiren Kurven zweiter Ordnung zerrallen gegenuber 
gleichsinnigen Deknungen in zwei Klassen; gegenuber allen Dehnungen 
bilden sie eine einzige Klasse. 

3. Die Kreise. Hier ist wegen R z = 0, R,. = 0 zunachst a12 = 0, 
sodann all = a29 , und wegen Ass =+- 0 auch all =l= O. AlsGrundviereck 
der Transformation fassen wir ein solches auf, welches aus den 
beiden absoluten Punkten, dem Mittelpunkt und irgendeinem eigent
lichen Kurvenpunkt gebildet wird. Die beiden letzten Punkte soIl en 
der Reihe nach iibergehen in 0: 0 : 1 und i: 0 : 1. 

Es gibt eine gleichsinnige und eine gegensinnige Dehnung, 
die das leisten. Die Kurvengleichung wird dabei von allen Koeffi
zienten befreit: 

I (19) 

In der Ableitung dieser kanonischen Gleichung stak aber ein 
willkiirliches Element. Der Kurvenpunkt, der auf i : 0 : 1 transformiert 
werden sollte, kaun auf 00 1 Arlen gewahlt werden. Mithin ist die 
Reduktion der Kreise auf die kanonische Gleichung (19) auf 2. 00 1 

Arten moglich. Es hiingt das damit zusammen, daB der Kreis eine 
eingliedrige gemischte G.ruppc von automorphen Dehnungen zulaBt 
(vgl. S. 348. 349.). 

GegenUber Dehnungen gibt es nur eine Kiasse von Kreisen. Anders 
ausgesprochen: AlIe Kreise (soweit sie nicht singular sind!) sind zu
einander ahnlich. 

4. Die anisotropen Parabeln. Hier wird 

auD = - A;s' 
AnI + iAS2 =l= 0, 

a1'J D = A13~3' a2'J D = - A~l' 
ASI - iA32 =l= 0, H =l= O. 

Zum Transformationsviereck wahlen wir auBer den heiden absoluten 
Punkten den Scheitel und den Breunpunkt. Letztere heiden Punkte 
sollen der Reihe nach auf 0 : 0 : 1 und - 1 : 0: 2 transformiert werden. 
Das gibt vermoge einer gleichsinnigen und einer ungleichsinnigen 
Dehnung die kanonische Gleichung 

I (20) 

GegenUber Dehnungen gibt es nur eine Klasse anisotroper Parabeln, oder 
aHe solchen Parabeln sind zueinander ahnlich. 

5. Die isotropen Parabeln. Sei R,. = O. Die Bedingung AS3 = 0 
befriedigen wir auf die allgemeinste Weise durch 
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Aus 
Rr = (1'1 + i 12) '! = 0 

folgt T\! = i Tl • So erhalt man 

alII = ial1 , all\) = - all =1= 0, D = au (au + ia23 )2 =1= 0, 
so daB die Kurvengleichung die Gestalt annimmt 

au (Xl + iX2):l + 2a18 xl X3 + 2a2S x\lxS + assx; -=- o. 
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Der einzige eigentliche Punkt der Kurve, der eine Sonderstellung 
einnimmt, ist der Beriihrungspunkt y der isotropen Tangente 

Yl : 1111 : lis = (- 3a2S i - a1S)(a13 - ia2S) - 4aSS all : 

(- au + 3alSi)(a13 - ia\ls) - 4aS3 all i: 8 all (a13 + ia2S )· 

Dieser soll auf den Nullpunkt transformiert werden. Das leisten 
aIle 00 11 gleichsinnigen Dehnungen· (13, (29b)) 

Xl = PYsX; - qysx~ + Vl X~, XII = qysx; + PY3X~ + Y2X~, ;Va = Y3X~. 
(p2+q'l+0). 

Hierin setzen wir: 

I (2la) 

Unter diesen 001 gleichsinnigen Dehnungen befinden sich iiberdies 
drei Bewegungen: 

Af: 1: = 4a;1: (alS + ia2S) 2 , 
80 daB aIle isotropen Parabeln vom selben absoluten Punkt kon
gruent sind. 

Waren wir von der Annahme Rz = 0 ausgegangen, so hatten 
wir durch gleichsinnige Dehnungen (oder Bewegungen) die kanonische 
Gleichung herstellen konnen: 

I (21 b) 

Die beiden Kurven (2la) und (21b) lassen sich nur durch eine 
gegensinnige Dehnung ineinander iiberfiihren; man vergleiche das 
auf S. 345 iiber die" semizirkularen Kurven Gesagte: 

Die OOs isotropen Parabeln bilden eine Klasse gegenUber der Gruppe 
aller Dehllungenj sie verteilen sich aUf zwei Klassen gegenuber der 
Gruppe der gleichsinnigen Dehnungen. 

Der Gegensa.tz zwischen diesen beiden Klassen laBt sich, ebenso 
wie bei den semizirkulli.ren Kurven durch die Worte links - roohts 
beschreiben. 
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Wir betrachten noch die automorpken Deknungen der einzelnen 
Kurvenarten. DaB es 80lche geben muB, folgt aus der Tatsache, daB 
die Transformationen auf die Normalform nicht eindeutig ausfiihrbar 
waren. 

1. Die K. 2. O. mit vier getrennten Brennpunkten gestattet eine 
Gruppe von vier Dehnungen; diese Gruppe wird durch die Spiegelungen 
an den· beiden Achsen "erzeugt". Fiihrt man nach der einen die 
andere aus, so erhalt man die Umwendung um den Mittelpunkt, 
und diese ergibt, zweimal nacheinander ausgefiihrt, die Identitat. 
Fiir die kanonische Kurve (17) dieses Haupttypus lauten diese vier 
Transiormationen: 

81 x~ = -Xl) 

81 x{ = Xl' 

8a x: =...:.. Xl' 

80 x; = Xl' 

X=xl , 

xi=- x2 • 

X~ = - x2 • 

X~ = x2 ., 

x~ =Xs ' 
x~ = Xa. 

x~=x:p 
X~ = XS' 

Die Aufeinanderfolge von 81 und 82 gibt die Transformation 8a• 
Symbolisch: 

81 82 = 83 , 

AIle Beziehungen dieser Art entnimmt man der foIgenden Tafel, wo 
8.8,. in der i ten Reihe und kten Kolonne steht: 

82 83 

8s 8a 

80 81 

81 80 , 

Damit ist die Gruppeneigenschaft dieser Schar von zwei Bewegungen 
und zwei Umlegungen nachgewiesen. Ferner sieht man, daB die 
Paare 80 ,81 ; 80 ,82 ; 80 .8a je eine Untergruppe bilden, nicht aber 
die iibrigen Pa.are. 

2. Die semizirkularen Kurven gestatten die Gruppe von zwei 
gleichsirmigen Dehnungen, die durch die Umwendung am Mittelpunkt 
erzeugt wird. Die heiden Dehnungen heiBen, wenn die Kurve in 
der kanonischen Gleichung (1880) oder (18b) vorliegt: 

x; = - q:1' 

x: = Xl' 

, 
XI = - x2 ' , 
xlI =x2 • 

Zusammensetzungsschema: 

So 81 

81 80 , 

X; = xa, 

x~ = xa' 

3. Die Kreise gestatten die eingIiedrige gemischte Gruppe, die 
von den Spiegelungen an den 00 1 Durchmessern erzeugt wird, ond 
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die auBer dieeen nooh die kontinuierliohe Gruppe dar Drehungen 
um den MittelpuDkt enthilt. 

FUr die baoniBohe Gleiohung (19) sind diese Transformationen: 
:1:; =:1:1 costp -:I:, aintp, :I:~ = :l:1 sincp +:1:, OOS tp, :I:~= :1:., , +. I' , :l:1 =:l:1 OOstp :I:,Slntp, :I:,=:l:I -8lIltp-:l:,oostp, :1:3=:1:3'-

In der ersten Sohar befinden sioh an ifltJolutoriscken Transfor
mationen die Identitit und die Umwendung um den Mittelpunkt, 
die Transformationen der andem Schar sind simtlioh involutorisoh, 
nimlioh Spiegelungen, also Umlegungen. 

4. Die aniBotropen ParabeZn. Die Spiegelung- an der Aohse und' 
die Identitit. 

FUr die kanonisohe Gleiohung (20): 

:1:; =x1, 

x~ =x1' 

:I:~=-:l:" 
z~ =:1:" 

So Sl 

Sl So' 

X;=X.' 
x; = xs-' 

5. Die isotropen Parabeln. Die bisher gefundenen automorphen 
Dehnungen gehOrten simtlioh der Untergruppe der Bewegungen und 
Umlegungen an. Jetzt verhilt es sich damit anders. Die Gruppe 
der automorphon Dehnungen fiir die Kurve (2180) heiSt 

oder 

(22) 

wo ~~ + 0 zu nehmen ist. In diesen 001 gleiohsinnigen Dehnungen 

sind Ilur drei Bewegungen enthalten (11: ~ = Vi) , von denen die 
eine die Ideutitit ist; die beiden a.ndern sind Drehungen duroh den 

Winkel ± 2 an um den Beriihrungspunkt der isotropen Tangente. Ein 

bemerkenswertes -'Ergebnis! 

Die intJolutorisckim automorphen Bewegungen nnd Umlegungen 
begriinden Symmetriebegriffe. Der eigentliohe Ruhepunkt einer auto
morphen Umwendung hei.Bt Symmetriezentrum, die Achee einer a.uto
morphen Spi~elung Symmetrieachse der Figur. Bei allen zentrischen 
Kurven ist der Mittelpunkt Symmetriezentrum. Symmetrieaohsen 
sind beim Haupttypus die Achsen, beirn Kreise jeder Durohmesser, 
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bei der anisotropen Parabel die Achse. Dagegen kann as bei den 
semizirkularcn Kurven und den isotropen Parabeln keine Symmetrie
achsen geben. Der 1,lDeigentliche Mittelpunkt bei den Parabeln ist 
kein Symmetriezentrum (Grund!), die Achse der semizirkulii.ren Kurven 
nicht Symmetrieachse. Ein Pseudozentrum ist der Beriihrungspunkt 
der isotropen Tangente bei der isotropen Parabel als Mittelpunkt 
der automorphen Drehungen von der Periode drei. 

1. Zeige die Invarianz der Ausdriicke H, RI'R" Ass gegeniiber der 
gleichsinnigen Dehnung 13, (29a) durch den Beweis der Formeln 

an + asll = (Pi + ql)(ail + a:2)' A8s = (pI + ql)1 A:a 
R/=(p+iq)9R,', R r =(p-qi)2Rr'. 

2. Wie andern sich diese Formeln bei gegensinnigen Dehnungen? 
3. Die Gruppe der automorphen Affinitaten ist eingliedrig und gemischt 

fur zentrische Kurven, zweigliedrig und kontinuierlich bei den Parabeln. 
4. Die sachgemiU3e Darstellung fur aIle Fragen der Elementargeometrie 

einer zentrischen Kurve zweiter Ordnung ergibt sich aus 50, (31) fur a=x, 
b = Z, c = r (S. 343) bei Beachtung von 409, (21): 

4 (f/I) (x/x) = 4- D (f x) '- (lff) (r/x) 2 + 2 (l/r) (r/x) (l/x) - (r/r) (l/x) I. 

5. Algebra untl Geometrie. Der Algebraiker zieht eine Darstellung durch 
drei Quadrate linearer Formen dar. Fur ihn sind aber auch andere Gesichts
punkte ma13gebend_ Er betrachtet die quadratischen Formen selbst, den Geo
meter interessieren in erater Linie ihre Nullstellen. Der Algebraiker betrachtet, 
in unserer Sprache, die Gruppe aZZer Kollineationenj der Geometer hat sich 
mit Untergruppen abzugeben und findet. erst da sein eigentlichstes Arbeitsfeld. 
Schlie13lich interessieren den Algebraiker vor allem solche Eigenschaften, die 
unabhangig von der Dimensionenzahl sind, also fur aIle Riiume gelten; fur 
ihn sind die Lehre von den temaren und die von den quaternaren quadra
tischen Formen nicht so sehr verachieden, wie fiir den Geometer die Lehre 
von den Kegelschnitten und die von den Flachen zweiter Ordnung. Der Geo
meter mull aber auch die Unterschiede herausarbeiten. Er wird also unter 
Umstanden verschiedene Meth9den anwenden, wo de! Algebraiker mit einer 
einzigen auskommt. Gerade die Eigenart eines Ral1mes kann besondere Mittel 
verlangen. So existiert die Daratellung -der automorphen Kollineationen durch 
ein System" homogener Parameter in dieser Weise nur im R2 • Die Geometrie 
der Ebene wird eben nicht erschopft, wenn man im Ra eine Koordinate 
unterdriickt. 

6. Terniire Symbolik. Die drei' Dehnungsinvarianten R/, Rn H lassen 
f:1ich fiir die Kurve (ax)2 = 0 so schreiben: 

R/=(a1)2, H=(a1)(ar), Rr =(ar)2. 
Die Polaren der absoluten Punkte sind (al)(ax) =0 und (ar)(ax)=O. Deren 
uneigentliche Punkte sind (al)(aI~=O, (ar)(aI~)=O; die der Achsen sind 

t) (al)2. (ar)(Q{l) - V (a r)l. (al) (aI~) = 0, V (a1)9. (ar)(a l~)+ V (a r)9. (al) (al~) = O. 
7. In der affinen Geometrie war bereits eine Kovariante aufgetreten, die 

charakteristische Form S. 331: 
A=:. aul: - 2 a12~9!"1 + IZsItl: =:. (al~)9. 

Dazu tiitt jetzt eine zweite solche Form 
K=!"l + ~~ == (11;) (rl), 
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deren Nullstellen die beiden Kreispunkte (S. 147) sind. Solohe Kovarianten 
in Geradenkoordinaten werden zuweilen, weil ihre Veriinderliohen kontra
gredient zu den x transformiert werden mussen, als Kontrat1lJnanten bezeiohnet. 

Diese beiden Kontravarianten konnen hier als binlire quadratische Formen 
aufgefaBt werden. Die GroBe R ist dann ihre harmonische Invariante (50, Zus. 5); 
ihre ReBtdtante (51, Zus.5) hat den Wert R/' RI" Aus diesem Grunde waren 
die Buchstaben H und R gewiihlt. 

Die J aoobisohe Kovariante von K und A (51, Zus.4) 
a12~1 + (au - ~2) ~2~1 - a12~i 

gibt, mit 4 i muitipliziert 
B/ (r'&) 2 - R, (l'!;) 2 . 

Gleich Null gesetzt, stellt diese Form wieder die uneigentlichen Punkte der 
Achsen dar. Diese Darstellung hat vor der in Zusatz 6, wo noch der Faktor A33 

auf tritt, den Vorteil, daB sie auch fUr die Parabeln noch gilt. Man erhiilt sie 
aus Zusatz 6, wenn man setzt 
111 

(ar) (al~) = 2 i (ar) ('!;a Zr) = 2 i (ar) {Car) (~Z) - (al) (,!;r)} = 2 i {Rr(~l) -H(~r)} 

und entsprechend fur (al) (al~). Fur die Kreise verschwindet diese Jacobi
sche Kovariante identisoh. Fur welche Kurven hat sie den Rang eins? 

73. Reelle Dehnnngen. Nunmehr werden wieder nur reelle nicht
singulare Kurven betrachtet. Damit fallen die semizirkularen Kurven 
sowie die isotropen Parabeln fort. Der Zusatz anisotrop bei der 
Parabel wird daher iiberfliissig. Hier muG sich die Einteilung von 
71 in definite Kurven" Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln w~eder 
finden, und nen tritt der Unterschied zwischen Ellipsen und Kreisen 
auf; ahnlich gabeln sich die definiten Kurven in zwei Typen. Die 
damaligen Kriterien lassen erkennen, daB der Asymptotenwinkel fUr 
die Hyperbelp reeH ausfallt', und nur fiir diese; fUr die Kreise wird 
er unbestimmt, und fiir die Parabeln liefert 72, (10) stete den Wert 
Null (mod n). 

Die Ausdriicke Rl und Rr werden konjugiert imaginar. Man 
erhalt daher von vier getrennten Brennpunkten zwei reelle, so daB 
ihre reelle Verbindungsgerade als Hauptachse von der andern Achse 
(Nebenackse) unterschieden werden kann. Aber auch diese erweist 
sich als reell, do. die beiden anderen Brennpunkte konjugiert imaginar 
sind. Reell ist auch die Achee der Parabel und ihr Brennpunkt. So 
wird es als moglich, von den definiten Kreisen die iibrigen definiten 
K. 2. O. als bifokal zu unterscheiden. 

Die Scheitel sind samtlich imaginar bei den definiten Kurven. 
Vier Scheitel hat die bifokale Ellipse; man kann sie als Haupt
scheitel und Nebenscheitel unterscheiden. Bei der Hyperbel gibt es 
noch zwei Scheitel, die auf der Hauptachse liegen. Endlich ist der 
( eigentliche) Scheitel der Parabel reell. 

Von diesen Aussagen darf die reine Methode (vgl. 71) verschiedene 
gar nicht kennen. Sie kennt auch nicht die elegante Erklarung der 
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BrennpunJde und mnB diese mit den Hilfsmitteln des reellen Gebietes 
- auf nicht gam einflloChe Weise - erarbeiten. Sie darf nioht zu
geben, daB die Hyperbel vier Brennpunkte hat usw. 

Berechtigt ist aher rkr Gntndsatz, Beelles auch reell darzustellen. 
Das ist der tiefere Grund, weswegen man z. B. die Funktionen in 
die Analysis des Beellen einfuhrt, die als Sinus hyperbolicus und 
Cosinus hyperbolicus, sowie Tangens hyperbolicus durch die Formeln 
erkliirt werden (vgl Zus. 2): 

sinhqJ = - isiniqJ, coshqJ = c08itp, tghqJ = - itgiqJ. 
Setzt man nun in 72, (10) 

V Ass = - iVA3a , iqJ=tp, 
so gewinnt man 
(23) tg h 2 tp = - 2 V Ass : H, 
und fur die definiten Kurven und EIlipsen iet die so gewonnene 
GroBe tp der reelle, ahsolut intJanante Vett;reter des Asymptotenwinkels. 

1m Falle der bifokalen definiten Kurven transformieren wir jetzt 
die reellen Brennpunkte auf 0: 1 : sin h tp und 0: 1 : - sin k tp; ffir 
die bifokalen EIlipsen aber auf 1: 0 : sin h tp und 1: 0 : +- sin k tp . 
Das liillt sich jedesmal durch zwei reelle gleichsinnige und zwei 
reelle. gegensinnige Dehnungen erreichen (72). So erhalten wir die 
kanonische Gleichung 

I (24) x: tg h' tp + x: + x: = 0 (tp + 0) I 
fur die bifokalen definiten Kurven; fUr die bifokalen EIli psen er
gibt sich 

1(25) x:tgh'tp+x:-x;=O. (tp+O).1 

Hauptachse der definiten Kurve (24) ist die Gerade Xl = 0, Haupt
achse der Ellipse (25) die Gerade xit = 0; man beachte dazu, daB 
tg k tp stets ein echter Bruch ist. 

FUr die Hyperbeln kann man die Gleichung 72, (17) herstellen; 
nur iet dann' tp reell zu nehmen. Ebenso ist jetzt die Reduktion 
der Parabeln' auf 72, (20) unverandert durchzufiihren. 

In den Formeln (24) und (25) feblen die Kreise, weil die Funk
tion tg k tp die Werte + 1 und - 1 ausIaBt. Hier gewinnt man die 
kanonische Gleichung 

I (26) x: + x; + xi = 0 

fUr die definiten Kreise; fUr die indefiniten Kreise, d. i. die im ge
wohnlichen Sinne des Wortes, ergibt mch: 

, (27) I 
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Wir fassen znsammen: 
Von den nicht singularen reelleti Kurven zweiter Ordnung mit zwei 

getrennten Brennpunkten gibt es gegenuber reel/en Dehnungen drer Typen 
von je 001 Klassen, die de/illiten bifokalell Kurven, Ellipsen und Hyperbeln. 
Von den Kurven mit einem Brennpunkt gibt es drei Typen vot! je einer 
Klasse, die Parabeln, de/illiten und inde/itliten Kreise. 

Eine geometrische Deutung der reellen absoluten Dehnungll
invariante tg h tp bei der Ellipse lii6~ sich leicht geben; es ist (abge
sehen von Vorzeichen) 

tghtp = sinO., 
wo # einen Winkel bedeutet, den ein Brennstrahl nach einem N eben
scheitel mit der Hauptachse bildet, oder gleich dem Verhaltnis des 
AbBtandes der Nebenscheit31 zum Abstand der Hauptscheitel. Man 
kann daher (25) auch ersetzen durch 

x: sin 2 # + x: - x: = o. 
1. Warum ist gpgeniiber reellen Dehnungen das Vorzeichen von A33 und 

das von Dau wesentIich, das von H nicht? V gl. 72, Zuss. 1. 2. 

2. "Die Hauptformeln fUr d:e hyperbolischen Funktionen sind-die folgenden: 

b) cosh'tp-einh'tp=l, coshtp=coshl~+sinhg~, sinhtp=2sinh~oos1tf. 

c) sinhtp=2tgh~:1-tghg~; coshtp= l+tght~:l-tgh\l~. 

d) sinh(ot±P) =sinhot coshp±sinhP cosh ot, 
cosh (ot±P) = coshot coshP±sinh ot sinhp. 

e) Das Gegenstiick zum Moivreschen Satz lautet: 
(oos h ot +j sin h ot)(cos hP +j sin h P) = cos h (ot +{1) +j sin h (ot + P), 

wo aber jetzt ji =+ 1 zu setzen ist. 

f) sinhtp-=tgl,tp:V1-tgh2tp, coshtp=1:V1-tg/,stp. 
g) Zu bea('hten ist, daB cos h tp stets ein unechter, tg h tp stete ein echter 
Bruch ist. Fetner iet cos h tp positiv. So laBt sich tg h tp aus tg h 2 tp eindeutig 
ermil1eln usw. 

h) 1+coshot=2cosh'i, l-coshot=-2Sin"'~' 

1·) • L + ., 2' r X + Y h x ~ Y 
SlU",X_Slll"y= SlU,. 2" cos -2-' 

x+y x-y 
ooshx+coshy= 2cosh ~ c08h-2-, 

coshx-ooehy=+ 2 sinh x~y sinh x-yo 
::. ~ 

3. Um eine D/Iorstellung der Parabeln zu gewinnen, die der Darstel1ung 
in 72, Zus.4 fur die zentri'chen Kurven gleichwertig ist, 8etze man in flO, (30) 
a = x, ~ = e = p, d = y, c = f = q. Da es sich um eine Parabel handelt, so ist 

Bee k, Koordlnat~ngeumetrle der Ebene. 23 
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(Ill) = O. Sei q der uneigentliche Mittelpunkt: (ql) = 0, (qlq) = 0, und p eigent
lich: (PIg) = (pll·) = (PI) =+= O. Dann Jolgt aU8 50, (30): 

1 
(pl)1 (zIY) - (pI) (zl) (YIp) - (pI) (1/1) (zIp) + (pIp) (zl) (1/1) + D (zpll)(ypfl) = 0, 

und das gibt die eachgemii.Be Gestalt der Parabeln fiir alle Fragen der affinen 
Geometrie, wenn man noch 1/ = z setzt 

1 
(pl)1I (z/z) - 2 (Pl)(zl)(zlp) + (plf)(zl)' + D (zpll)' = O. 

Auch diese Darstellung beniitzt nicht drei Quadrate. 

74. Bewegungen nod Umlegungen. Gegen die Geometrie der 
Dehnungen tritt jetzt neu auf der Begriff der Entfernung zweier 
Punkte. Fiir die Reduktion der 006 nicht singulli.ren K: 2. O. stehen 
jetzt nur 2·oos Transformationen zur Verfiigung, so daB eine Kurve 
zweiter Ordnung zwei absolute Bewegungsinvarianten haben kann, 
von denen als die eine der Asymptotenwinkel benutzt werden 
dan. Welche GroBe als die zweite, die eigentliche Bewegungsinva
riante benutzt werden solI, hangt vom Typus der KurV'e in 72 ab; 
es bieten sich die verschiedenen Abstli.nde von Scheiteln, Brennpunkten 
und Mittelpunkt dar, oder besser deren Quadrate. 

1. Wir beginnen mit dem Hauptfypus. Es sei ell das Quadrat des 
Abstandes eines 'Brennpunktes (72, (12» vom Mittelpunkt. Dann ist: 

(28) \I -V~'V~ DV~ 
e = All = All 

S8 ~s 

Zwei Brennpunkte auf einer Achse konnen jetzt nicht mehr beliebig 
transformiert werden, sondem nur auf solche Lagen vom Abst8.nds
quadrat 4 e 2 • Wir verlegen die Brennpunkte auf: 

± e: 0: 1 und 0: ± ei: 1. 

Das gibt vermoge zweier Bewegungen und zweier Umlegungen 
(vgl. S. 348) die kanonifilche Gleichung fiir den Haupttypus (cos 2 ffJ 
= H:v' B,Br ): 

(29) 
Ass(H + VBzRr)z: + Ass (H - VBzRr)z: + 2Dz: =0, 

- cot 2 ffJz: +z: + ellcos2 ffJ z: = 0 (ffJ =+= 0, =+= i). 
2. Sem.izirlculare Kuroen. Die beiden Brennpunkte sind jetzt 

parallel, so daB die vorhin beschriebene GroBe ell versagt. Die 
eigentlichen Beriihrungspunkte der isotropen Tangenten (S. 346) sind 
aber nicht parallel. Ihr Abstand vom Mittelpunkt iet gleich f, wo 

f'J= -4D:AssH. 
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Bringt man den Mittelpunkt auf den Nullpunkt, den nicht ab80luten 
uneigentlichen Kurvenpunkt nach 0: 1 : 0, so ergeben sich die kano
nischen Gleichungen (Rr = 0): 

(30) Ass H Xl (Xl + ix2) + Dx; = 0, 
4Xl (Xl + ix2 ) - f2x; = o. 

Durch eine Umlegung konnen auch die semizirkularen Kurven Rl = 0 
auf diese Gestalt gebracht werden. 

3. Die Kreise. Alle (1) Punkte haben jetzt vom Mittelpunkt 
denselben Abstand r, wo 

r2 = -8D:H8 = -D:a:1 • 

Bereits bei einer Schiebung (Grund!), die den Mittelpunkt in den 
Nullpunkt iiberfiihrt, erhalten wir die kanonische Gleichung: 

(31) 
(r =!= 0). 

4. Die anisotropen Parabeln. Der Brennpunkt (72, (13)) hat vom 

Scheitel (72, (16)) die Entfernung ~, wo 

p2= -D:H8. 

Bringt ma.n den Scheitel auf den Nullpunkt, darauf, was noch 
auf zwei Arten moglich ist, den Brennpunkt auf die Gerade 0: 1 : 0, 
so erhiiJ.t man die kanonische Gleichung: 

(32) 
~[2 xi + 2 Y - D H Xs Xl = 0, 

xi ...... 2 p Xs Xl = 0 (p + 0). 

Welches der beiden Vorzeichen 'man der Quadratwurzel beilegt, ist 
gleichgiiltig; es steckt darin erst die Erklarung der bis dahin nur 
durch ihr Quadrat gegebenen GroBe p. 

5. Die isotropen Parabeln. Diese 008 Kurv~n haben wir in 72 
bereits als zueinander kongruent kennen gelernt, so daB keine abso
lute Invariante mehr auftreten kann. Damit konnen die dort auf
gestellten kanonischen Gleichungen 72,(2180) und (21b) auch bier 
nicht mehr vereiufacht werden. 

Die nicht singuliiren KU'Yven zweiter Ordnung vom Haupttypus ver
teilen sich gegenuber Bewegungen und gegenuber Umlegungen auf 00 2 Klassen, 
die Kreise und Parabeln auf je 00 1 Klassen. Die semizirkuliiren Kurven 
bilden gegenuber Bewegungen 2· 00 1 Klassen, gegenuber der gemischten 

23· 
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Gruppe der Bewegungen und Umlegungen 001 Klassen. Von den isotropen 
Parabeln gibt es zwei Klassen gegen'Uber Bewegungen, und eine eiflZige 
gegenaber Umlegungen. 

1. Gibt es K. 2. O. mit einbeschriebenem (nicht ausgeartetem) Elementar
vierseiU Man nenne die absoluten Punkte wieder lund r; eine Ecke des ge
suchten Elementarvierseits auf der K. 2. O. heil3e y. Wegen (JJly) = 0 lassen Bioh 
dann die weiteren Schnittpunkte von ry und ;:y mit der Kurve linear angeben. 
Schliel3lich Bollen zwei Kurvenpunkte mit r auf einer Geraden liegen. Die 
Bedingung ist aufzuBtellen. 

Sind unter den geBuchten K. 2. O. reelle vorha-nden? Gibt es mehr als 
ein einbeschriebenes Elementarvierseit? 

2 Die invariante Darstellung der Parabeln in der Dehnungsgeometrie ist 
sohwerfii.llig, weil die beiden absoluten Punkte lund r auf einer Tangente 
Hegen. Man bildet etwa nach 50, (30) den Ausdruck D (xp l)(xpr), wo p ein 
eigp.ntlioher Punkt ist. Dann wird 

(xIx) (pl/pr) + (pIx) {(lIp) (rlx) + (rIp) (llx)} - (llr) (plx)i - (PIp) (llx) (rlx) 
=.D (lpx) (rpx). 

Diese Darstellung geniigt fiir alIe anilotropen Parabeln. 

Die beiden isotropen Tangenten werden 

2 (pl/I) (Plx) - (p llpl) (Ix) = 0, 

2 (pr/l) (prx) - (pr/pr) (Ix) = o. 
Bier ist aber (vgl. S.341) 

(plll) = i(lp) ~ DR" (prfl) =-i(lp) ~ DR,.. 

Fiir den Brennpunkt ergibt Rich die Gleichung 

4 HD ((p)(P~) + (pllpl) ~ DR,. Er~) + (prlpr) V DR, (l~) = o. 

75. BeeDe Bewegungen nnd UmIegungen •• Jetzt eollen endlich 
die reel/en nicht singuliiren Kurven zweiter Ordnung gegeniiber reellen 
Bewegungen und Umlegungen klassifiziert werden. 

1. Definite bifokale Kurven. Die (reeDen) Brennpunkte werden 
nach 0: ± e: 1 gebracht. So gewinnt man (vgl. 73, Zus. 2) die kano
nische Gleichung: 

(:J6) (1jJ + 0). 

00 2 Klassen. 

2. Ellipsen. Die Brennpunkte (72, (12)) sollen nach ± e: 0: 1 
gebracht werden. 

(37) (1jJ + 0). 

00 2 Klassen. 
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Die iibliche kanonische Gleichung lautet anders. Sie benutzt 
nur Bewegungsinvarianten, wahrend in (37), wo es uns auf den Zu
sammenhang mit umfassenderen Standpunkten ankommt, auGer einer 
Bewegungsinvariante noch die Dehnungsinvariante 'IjJ auftritt. Jenes 
andere Verfahren ist natiirlich yom Standpunkt der reinen Methode 
aus durchaus berechtigt, ja notwendig. 

3. Hyperbeln. Die Gleichung 74, (29) gilt unverandert, nur ist 
zu beachten, daB cp und e j~tzt reell sind. 

In den bisherigen Fallen laGt sich die Reduktion auf die kano
nische Gleichung jedesmal durch zwei reelle Bewegungen und zwei 
reelle Umlegungen vollziehen. 

4. Definite Kreise. Rier ist Dall > 0 (71, S.336) und daher 
e'J = D : a:1 positiv (vgl. damit 74, 3). 00 1 Klassen. 

{a8) 
H8 (x: + x:) + 8Dxi = 0, 

x: + x: + e \I xi = 0 (e =t= 0). 

5. Indefinite Kreise. Jetzt ist wegen Dall < 0 (71) die GroBe 
rll = -D:a:1 positiv (74,3). 001 Klassen. 

(39) 
H 3 (x: + x:) + 8 Dx; = 0, 

x: + x: - r2x: = 0 (r 4= 0). 

6. Parabeln. Rier ist 74, (32) unverandert brauchbar; die GroBe p 
iat aber reell. 00 1 Klassen. 

Die Reduktion der beiden Kreistypen auf die Normalform wird 
von 00 1 reellen Beweg)lngen und 00 1 reellen Umlegungen geleistet 
(Grund!), die der Parabel durch eine einzige Bewegung und eine 
einzige Umlegung. 

Wir werfen noch einen Blick auf die Parameterdarstellungen des 
Punktgebietes einer nicht singularen K. 2. O.Auch diese rarameter
darstellungen fallen verschieden aua, je nach dem Standpunkt, den 
man einnimmt. Nimmt man die GroBe r beim Kreiae (39) positiv, 
so geniigt die Darstellung 

(40) x = reost, 'V = Tsint 

fUr die Bediirfnisse der reellen, elementaren Geometrie und liefert 
dann stets einen reellen eigentlichen Punkt der Kurve, wenn t reell 
genommen wird. Wahlen wir t komplex, so reicht die Darstellung 
noch aus, weun wir im Gebiete der eigentlichen komplexen Punkte 
arbeiten. Man darf dann aber nicht setzen 
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weil sonst die ausnahmslos umkehrbare Zuordnung zwischen Punkten 
des Kreises und Parameterwerten A1 : A2 durchbrochen wird. Dagegen 
ist die Darstellung 

xl=r(A:-l:), x2=r·2AI~' Xa=l:+A: 
brauchbar, wenn man im Gebiet aller komplexen Punkte arbeitet. 
Dann ware es wieder nioht zulassig, wollte man die Formeln (40) 
homogen schreiben: 

Xl = rcost, X2 = raint, Xa = 1. 

1. ParameterdarBtellungen fur die Hyperbel. Formell die Bohonste Dar· 
stellung fiir die Punkte der Hyperbel b2 x 2 - a 2 y2 - a 2 b2 = 0 iBt 

x=aoosht, y=bsinht. 
Darin bedeutet -} abt die Fliiohe des SektorB, der von der Hauptaohse, einem 
Kurvenstiiok und dem DurohmeBBer naoh dem Endpunkt dieBes Kurvenbogens 
begrenzt wird. (EntBprechendes gilt fiir die iibliohe Darstellung x = a oos t, 
y = b sin t bei der Ellipse.) Man erhalt aber nur einen ABt der Hyperbel. 

Nur eine· andere Sohreibweise dieser Formeln ist 
2x=a(et +e- t), 2y=b(et -e- t). 

Mehr Ieisten die, hierauB (0 = et ) herzuleitenden Formeln 

2x=a(0+~), 2y=b(0-~); 
jetzt werden beide Aste geliefert; sie untersoheiden sioh duroh das Vorzeiohen 
des Parameters 0, dem wir jetzt auoh negative Werte beilegen. 

Bei homogener Schreibweise wird hieraus 
x = a (of + 0';) : 2 01 02 , Y = b (of - OsS) : 2 01 Os , 

tlnd bei Einfiihrung gewohnlioher goniometrisoher Funktionen ffir 

0 1 : O2 = tg (i + ~ ) , 
x=a:oosl', y=btgl'. 

Bei Benutzung dieser Parameter sieht man leioht, in weloher Weise die vier 
sioh ins Unendliohe erstreokenden Zweige der Hyperbel miteinander in Zu
sammenhang gebraoht werden konnen; es gehoren immer zwei Enden zu
sammen, die sioh derselben Asymptote niihern. - Die Aufgabe, fiir die Punkte 
der Hyperbel eine Parameterdarstellung zu finden, hat zur Einfiihrung der 
"hyperbolisohen" Funktionen (S. 352) AnlaB gegeben. 

2. Bei der Gleichung b2 x2-a 2 y2_a 2 b2 =O erkliirt man vielfa01l., 2b 
sei die imaginiire Nebenaohse. Das ist sinnIos. Eine saohgemiiJ3e Erkliirung 
darf natiirlioh das reeIle Gebiet nioht verlassen. b2 ist die Potenz eines Brenn
punktes in bezug auf den Hauptkreis x\l.+ yS - a 2 = O. Ganz entspreohend 
fiir die Ellipse. 

3.. Die Tangente der Parabel bildet gleiche Winkel mit der Aohse und 
dem Brennstrahl naoh dem Beriihrungspunkt. Statt dieser anspruohslosen Er
kliirung gibt man die folgende: sie bildet gleiche Winkel mit dem Brennstrahl 
und dem DurchmeBBer duroh den Beriihrungspunkt. Wiewohl das nioht faleoh 
iet, iet es durohaus zu verwerfen. Man ist bei der Ausfiihrung eines riohtigen 
Gedankens auf ein falsohes Geleise gekommen. Man miiBte dann aber sagen: 
Die Tangente bildet gleiohe Winkel mit den beiden Brennstrahlen. In ahn
!ioher Weise bleibt in der Kegelschnittslehre nooh manohes zu saubern iibrig. 
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76. Hyperbolische Geometrie. Die bisherigen Ausfiihrungen dieses 
Kapitels zeigten, wie jedesmal ein anderer Zweig der Geometrie 
entsteht, wenn man eine andere Untergruppe der Kollineationsgruppe 
zugrunde legt. Wir bringen dazu jetzt ein weiteres Beispiel, indem 
wir die Untergruppe betraohten, die aus den automorphen Kolli
neationen einer nioht singularen inde/initen Kurve zweiter Ordnung 
besteht, womit sohon gesagt ist, daB es sioh um einen im reellen 
Gebiet arbeitenden Aussehnitt aus der Niohteuklidisohen Geometrie 
handelt. Diese Disziplin, die man hyperbolische Geometrie ·nennt, hat 
demnaeh vom gruppentheoretisohen Standpunkt niehts vor der reellen 
affinen Geometrie oder der reellen Dehnungsgeometrie voraus. 

Der Leser nehme die Absehnitte 64-67 wieder auf. Dorl sind 
die hier behandelten Probleme samtlioh bereits unter einem hOheren 
GesiehtspuBkt aber ohne Riieksieht auf Realitatsfragen erledigt; 
trotzdem wird der Leser gut tun, die Satze dieses Absehnitts von 
nenem selbstandig zu beweisen. 

Der absolute Kegelsehnitt wird als inde/init, also als ,'eell mit 
reellen Punkten vorausgesetzt. Es sei (" > 0): 

(41) (x/y) = - ,,2 X1Y1 - "~X2Y2 + XgYs 

und demgemaB: 

(42) (~/t)) = _,,2~1t)1 - ,,2~2t)2 + "'~3t)1l' 

(43) 

Der A. K. hat also die Gleiohungen: 

{ (x/x) = _,,2X: - ,,2X: + x: = 0, 
(~h) = - ,,2~: - ,,2~: + "'tl = o. 

Gegen die im komplexen Gebiet arbeitende N. E. G. tritt hier neu 
auf der Gegensatz innen-auBen (69, S. 329). Das "lnnere" des A. K. 
nennt man hier das zugangliche Gebiet. 

Der Pun'kt x heiBt zuganglich oder unzuganglich, je naehdem 
(xIx) positiv oder negativ ist. Das zugangliche Gebiet wird durch 
die absoluten Punkte begrenzt, fiir die (x/x) = 0 ist, und vom "un
zuganglichen" Gebiet getrennt. 

Um die Parameterdarstellung 59, (90) der absoluten Punkte 
sachgemaB zu spezialisieren, hat man dafiir Sorge zu tragen, daB 
mogliehst zu reellen Punkten auch reelle Parameterwerte gehO~n. Das 
leisten folgende Festsetzungen: 

gil = 0, gs = 0, 

0'3=1,03 =0, 
a=-,,'.!. 

Dann geht 59, (90) iiber in: 

v-=-(g/g) = - ,,'.!; 

V -(o/a) = ,,; 

(44) Xl: X\l: Xs = 2 ,,'a1 a2 : ,,' (a: - a:): - ,,5 (a: + a:). 



360 Fiinftes Kapitel. 76. 

Umkehrung 69, (91): 

(4&) °1: Os = XX, - X8~ XXI = XXI: -XX" - x8. 
Die Gesamtheit der (reellefl) absolutetl P",nkte bildet ein (reell) binares 

Gebiet. Man kann jetzt kurz vom absoluten Punkt 01 : 0, reden. 

Die Verbindungsgerade der absoluten Punkte °1 : Os und 11 : 1, 

heiBt nach 69, (94): 

(46) ~1: ~II: ~8 = -X6(01 1,+°,'1:1): - X 6(01 'l:1 -0,T\l): - XII(OlTl +°'111\1)' 
Umgekehit findet man fiir die Endpunkte der Geraden ~ (59, (103): 

(47) {01:0\l=X(~\l+X~8):X~1+V (~/~)=X~l-V (~/~):x(-~\l+X~8)' 
Tl : Til = "(~9+X!S):X~1 - V -(!h) =X~l+ V -(~/~): X( -~,+X~8)' 

wo (59, (102) ~esetzt ist: 

(48) V -(~h) = x' (01 T9 - 0, T1)· 

Hierau& schlieBt man: 

Die Gerade ~ hat nur dann zwei (getrennte) Endpunkte, wenn 
(~/~) < 0, und heiBt dann zuganglick. Fiir (~/~) > 0 besitzt sie keine 
Endpunkte und heiBt unzuganglick. 1st endlich (~,~) = 0, so fallen 
die beiden Endpunkte zusammen; die Gerade ist Tangente des A. K. 
und heiBt absolu~ Isotrope oder Minimalgerade (~m Sinne der hyper
bolischen Geometrie). In der hyperbolischen Geometrie ("h. G.") gibt 
es demnach reelle Isotrope. Somit erhalten wir aus (46) oder nach 
69, (92) die Parameterdarstellung fur die absolt.tefl Geraden: 

(49) ~1: ~\l: ~8 = - x6. 2010': _,,8(0: - 0:): - XII (0: + 0':). 

Umkehrung (69, (93) oder (47): 

(50) 0'1: 0'9 = ~9 + X~8: ~1 = ~1 : - ~II + X~8' • 
Die Gesamtkeit der absoluten Geradefl bildet ein (reell) binares G'ebiet. 

Man kami jetzt kurz von der absoluten Geraden °1 : 0Il reden. 
Sie beriihrt den A. K. im absoluten Punkte °1 : 0'11 • 

Fiir den Schnittpunkt X der absoluten Geraden 0'1 : 0',1 und T1 : Til 

ergibt 69, (95): 

(51) Xl': x2 : X3 = X 4(0'1 Til +0'2 T1): X'(Ol Tl - 0Il T'.I): - XII(Ol Tl + 0'1 T'.I)' 

Hierist (69, (99) (X/X) = -X10(01T,-0,lT1)II, der Punkt X ist also un
zugangliclt. Die verschiedenen Potenzen von X in den Formeln (44), 
(46), (47), (48), (51) sind beibehalten, um die Anwendbarkeit gewisser 
friiherer Formeln, insbesondere von 49, (21) und (22) zu gewahrleisten. 

Nach 69, (100) wird Y -x 4 (x/x) = +X 7 (01 Til - 0,lT1), nach 63, 

Irrationalitat lIb: V x 4 (x/x) = iV x 4 (x/x). 
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Ferner wird nach Irrationalitit IX in 67. (153): 

V"'(~/~)= -,,'V~/~. (Ie' ist durch .,...,,' ersetztl 
vgl. 67, (a) S. 305 und (43) S. 359) 

Setzt man nun noch fest: 

(52) V -(~/~) = i V ~/~ 
(dazu wird man durch die Spezia1isierung D = 1 veranlaBt), so wird: 

(53) V - (~/~) = - ,,6(01 'CII - all 'C1). 

Fur die beiden ab80luten Geraden 01 : all und 'C1 : 'C, durch den 
Punkt ~ findet man·dann aus 59, (101): 

(54) {01: a, = "XII - ~8 :"~1 + V (~/X) = "Xl - V (X/~): - "X. -~8' 
"'"I :"'"11 ="X,- ~8:"~1 - V - (X/X) = "Xl + V -(x/~): -,,~ -Xs· 

Abb.46. 

Hieraus erkennt man wieder: 
Durch einetl zugangZichetl Punkt gibt es keine Endgeraden. 
In Abb. 46 sind 

zugllngZich: die Punkte E und F, die Geraden A.E, GB, GF 
und EF, 

absolut: die Punkte A und J, die Geraden DA und DJ, 
unzugllnglich: die Punkte G, H und D, die Geraden G H 

und GD. 
Die absolute Polare von D verbindet die Punkte J und A, und daB 
sind ihre Endpunktej der EndpUnkt von H D ist A. Die Endgeraden 
von D sind DA und DJ, die lilndgerade von A ist DH. 
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Die absolute Korrelation wird durch die Formeln gegeben 
(vgl. 67, (c), (d), S.305): 

(55) 

Das gibt 

{

Xl * = - X 2 Xl' XI! * = - X \I Xi , Xg * = Xa, 

*_ 1 *_ 1 ... A\ - - x \I tl , til - - X II ~\l' ~3 = ta . 

die Formeln (vgl. 56, (60), (61)): 
1 

(x*/x*) = x 4 (x/x), (~·h*) = ((tit): 
x 

Die absolute Polare eines zuganglichen Punktes ist unzuganglich, der 
absolute Pol einer zuganglichen Geraden ist unzuganglich. 

Geben wir uns zunachst Rechenschaft dariiber, was beim Grenz
iibergang zur E. G. aus dem zuganglichen und unzuganglichen Ge
biet wird. 

Fiir unzugangliche Punkte soIl (x/x) = - "IIX; - XliX: +x: nega
tiv ausfallen. Das ist beim Grenziibergang' zu x = 0 nicht mehr 
moglich, es sei denn fUr xa = O. Das unzugangliche Gebiet verschwindet 
in der Grenze; unzugangliche Punkte werden dann auf die uneigent
liche Gerade geworfen. Der A. K. erhalt in der Grenze die Gleichungen 

x: = 0, ri + ~: = 0; 
die absoluten Geraden sind zu Isotropen geworden, die absoluten 
Punkte zu uneigentlichen Punkten. Dieser Grenziibergang ist auch 
dadurch lehrreich, weil hier die Anschauung vollig versagt. 

Wir gehen zur Betrachtung zweier getrennten geraden Linien t 
und ~ iiber. Fiir ihren Schnittpunkt z = it, findet man nach 49, (22): 

(56) ,,4 (z/z) = (tit) (~/~) _ (t/~)\l. 

Je nach dem Vorzeichen von (z/z) sind hier drei FaIle zu unter
scheiden: 
(tM (~/~) - (t/~)\l > O. Der Schnittpunkt ist zuganglich. "Inzidente" 

Gerade. 
(tit) (tJN) - (t/tJ)2 = O. Schnittpunkt absolut. Parataktische oder 

parallele Gerade. 
(~/t) (tJ/tJ) - (~/tJ) II < O. Der Schnittpunkt ist unz'l1ganglich. " Ultra

parallele" Gerade. 

Nun gibt es in der hyperbolischen Geometrie einen Standpunkt, 
der das unzugangliche Gebiet ignoriert und sich nur mit zugang
lichen Elementen beschaftigt. Fiir diesen Standpunkt haben nur im 
ersten Falle die beiden Geraden einen Schnittpunkt; nur solche 
Geraden mit zuganglichem Schnittpunkt werden als sich schneidend 
bezeichnet; ultraparallele und para.llele Gerade haben dann keinen 
Schnittpunkt. 
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Entaprechend hat man fUr zwei getrennte Punkte :r: und fI von 
der Verbindungsgeraden 3 =;y nach 49, (21): 

57) (3/~) = (:r:/x) (YIY) - (xIY)~· 
(x/x) (y/y) - (xI1l)'l < O. Die Verbindungsgerade ist zuganglioh. n1nzi

dente" Punkte. 
(x/x) (y/y) - (X/y)2 = O. Parataktische oder parallelePunkte. Sieliegen 

auf einer Tangente des A. K. 
(xIx) (y/y) - (xly)2 > O. nUltraparallele" Punkte. Ihre Verbindunga

gerade ist unzuganglich. 
Fur den soeben erwii.hnten engeren Standpunkt gibt es natur

lioh keine paralleleq und ultraparaUelen Punkte. 
In Abb. 46, S.361 sind 

inzident: die Geraden B Fund E a, die Pq.nktepaare E, F 
und E, G, 

parataktisch: das Geradenpaar G E und HD, die Punkte
paare J, D und H, D. 

uliraparallel: aH und aD, AE und Fa, G und D. 
Ganz ebenso wie in 67 zeigt man jetzt, daB beim Grenzuber

gang zur E. G. parataktische Gerade in parallele Geraden ubergehen, 
und parataktische Punkte in parallele Punkte 1). Fur den Schnittpunkt z 
ultraparalleler Geraden ~ und- ~ muB (zlz) < 0 sein. Lassen .wir ,,2 
so abnehmen, daB (zlz) immer negativ bleibt, d. i. daB ~ und ~ 
immer ultraparallel bleiben,' so kann in der Grenze " = 0 ein Wider
spruch nur dann vermieden werden, wenD. (zlz) = 0 wird: UUraparallele 
Gerade gehen in der Grenze in parallele Gerade uber. 

Zur Erklii.rung der Koordinaten der orientierten Elem'ente muBte 
in 65, (130), (133) die GroBe!! willkurlich angenommen werden. Wir 
bestimmen sie so, daB ein Speer 9) auf einer zugii.nglichen Geraden 
reelle Koordinaten erhalt. 

DemgemaB setzen wir: 
a = -ix. 

Weil tiber nach Irrationalitat Ib, S.239 

l' -(~h) = ill' ~/~, 
80 wird nach 65, (130) x~o = v-=(ili), und wlr setzen fest: 

(58) ~o = ~ -V=-(~h) = V l: +~: - x'l!;. 
x 

1) Es wird nach unseren eingehenden Darlegungen unbedenklioh sein. 
lI.uch in der k· G den Ausdruck parallel zu benutzen. 

II) Bisher hatten wir den Ausdruck Pfeil benutzt, und der wiirde aus
reiohen, wenn es nioht in der N. E. G. des R. zwei Arten von orientierten 
Geraden gabe; da ist das Wort Speer dann doch nioht vermeidbll.r. 
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Zfoiscltex den SpeerkoOf'dinaten der k. G. bestekt also die quadratiscke 
Relation: 

(69) l~ - ll- t: + "ill = O. 

Nach 67, (163) ist zu setzen (vgl. S.361): 

v' ,,4 (xIx) = - ,,' v' xIx, 
und daher wird nach 65, (133): 

(60) xo = v' xIx. 
Zwischen den Koordinaten orientierter Punkte der k. G. besteM also 

die quadratische Relation: 

(61) x8 + ,,!lxl + ,,2X; - xl = O. 

Die Angulusformeln aus 65 gehen jetzt iiber in: 

(62) 

Hier bedeutet z den Schnittpunkt von t und t}, und 3 eine nicht 
durch ibn laufende Gerade. 

Die Distanzformeln aus 65 verlangen jetzt noch die Verfiigung 
tiber die GroBe p" wo p,2 das KriimmungsmaB ist. Wir verlangen, 
daB zugangliche Punkte eine "eelle Distanz erhalten. Dazu muB p, \1 

negativ genommen werden; es sei 

p, = -i". 
Ferner fiihren wir, um die reeHe Distanz dann auch reell dar

zustellen, statt der goniometrisohen Funktionen wieder hyperbolische 
Funktionen ein. So gewinnt man wegen 73, S.352 die Formeln: 

(63) 

Diese FormeIn gilt es nun zu irlterpretieren. Das geht ohne weiteres 
bei den heiden Tangentenformeln: 
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Ultra parallels Gerade bilden einsn imaginaren Angw.lu, parallele 
Gerade bilden den AICgulU8 Null, inzidente Gerade bilden ei*" reellsn 
AngIClu8. 

Ultraparallele Punkte haben· imagitlare Di8tanz, paraUele Pttnk~ 

haben die Di.~taltZ NICll. 
Bei inzidenten Punkten hat man zu bedenken, daB tg hlp ein 

echter Bruch sain muB. 1st der eine Punkt zuganglich, der andere 
unzugii.nglich, 80 wird cosk' ,,( z, y) negativ, also die Distanz ima.
gInar. Sind aber beide zuganglich oder beide ICnzttganglich., so 
wird COShll" (z, y) positiv, cbenso sinh'" (z, 11) und jetzt wird 
tgk'.J" (z, 11) = (z/y)' - (z/z){1I/Y) : {X/1I) , ein echter Bruch: 

Auf einer zuganglichen Geraden haben zwei zugatlgliche Pw.,.lc~ eine 
reeUe Di8tanz, und ebenso zwei unzugangliche Pun~. 

Verwickelt werden die Verhiltnisse, wenn man die Sinus- und 
Kosinusformeln betrachtet. Dazu mussen wir ziemlieh weit ausholen 
und einen Blick auf die Besonderheit der orientierten Elemente werfen. 

Die Speerkoordinaten geniigen den Gleichungen (58) und (59). 
FUr Speere auf unzuganglichen Geraden fallt die Speerkoordinate lo 
imaginar aus, ein 80lcher Speer ist demnach imaginar ZIC nennen. 

DllS KOlltinuum der rep-lien Speere in der hyperboli8chen Ge.ometrie 
wird ethalien, indem man zu den (reelle,,) ab.<ioluten Geraden die doppelt 
ilberdeckte Mannigfaltiglceit der (reellen) ~'Ug(jngUo1um, Geradenhiflzw.:. 
nimmt. 

Bier ist wieder eine starke Diekrepanz zwischen AilschauuIig 
und analytischem Gedanken festzustellen. Die Anschauung kann 
sich Speere auf (reellen) unzugangliehen Geraden mit Leichtigkeit 
"reell" vorstellen, ganz eben so wie die auf zuga.ngIichen Geraden. 
Trotzdem sind die einen als reell anzusehen, die anderen nicht. 

Die Formeln (46) bis (48) werden nach Unterdruckung des 
Faktors ,,' bzw. " rechts jetzt vermoge (58) zu: 

(64) ~o : ~1 : ~\l : ~3 = 

+,,'(a1 "'1I-a''''l): -"II(at "'2+a, 'Ct):-"II(al "'I-a, "'II): -,,(a1 "'t+a''''II)' 

(65) { al : all = ~II + "~3: ~1 + ~o = ~l - ~o: - ~I + "~8' 
"'1 : "'II = ~I + "~3 : ~1 - ~o = ~l + ~o: - ~\l + "~8' 

und hieraus geht hervor, daB da8 Konfinuum der (reellen) Speere in 
der hypet boli8chen Geomefrie Trager zweier reell binarer Gebiete iet. 

Anders Hegen die Verhaltnisse bei den orientierten Punkten. 
Aus (51), (53), (54) folgt nach Unterdriickung des Faktors ,,' rechts 
vermoge (52) und (60): 
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(66) XO:Xl :x,: X8 = 

(67) 

+ix (a1 "'2 - a''''l): a1 "',. + alll"Ct : a1 "'I - aliT,. : - x (a1 "'1 + a, 'l,). 

{ 
a1 : 0ll = X Xli - Xu : x Xl + i Xo = X Xl - i xo: - x x\l -- xu' 

'l1 :'ljl = xXlI - Xu :xx1 - ixo = xX1 + ixo: -xx2 - xa· 

Diese Formeln sind brauchb&r, wenn man im komplexen Gebiet 
arbeitet. Sollen sie einen reellen orientierten Punkt darstellen, so 
hat man 'i1 : Til konjugiert komplex zu a1 : a2 zu wii.hlen: 

(68) .xo: Xl :X2 : X8 = 
+ i x (a1 112 - all 111) : at 11, + 0,111 : °1 111 - °2 1111 : - x (°1 111 + (2 111), 

°1 : 0-'.\ = il : ill = XX, - X8 :XX1 +ixo = xX1 -ixo: -XXII-XU (x=x); 

Das Kontinuum der (reellen) orientierten !'unkte in der hyperbolischeu 
Geometrie ist Trager eines komplex binaren Gebietes. 

Auch diese Darstellung wird vielleicht noch nicht als befriedi
gend angesehen werden. Setzt man: 

(69 a) 

80 gewinnt man nach einigen Umformungen mit Hilfe von 78, Zus. 2 
die vollig reelle D&rstellung der reellen orientierten Punkte: 

und hierin sind die absoluten orientierten Punkte fortgefalleri 1). 

Setzt man aber: 

(69b) 

80 gewinnt man statt (70a) jetzt: 

1) Die direkte Rechnung fii.Ilt recht umstii.ndlich aus. Bequemer iet ee, 
die Formeln riickwii.rts zu bestii.tigen. Durch Vergleichung von (70ab) mit 
(68) erhii.lt man eine gemeinsame Formel fiir Zg::I;; diese ~iefert (FuBnote auf 
S. 81) elli'P. FUr Z8: Zo hat man aus (70a) und (70b) getrennte Ausdriicke; 
me liefem (72, Zus. 2 h) tg hit" (!. Durch Kombination beider Ausdriicke mit 
dem fur elli'P gewinnt man sofort zwei Formeln fiir (a1 +ia.: a1-i(2)9. Die 
Vorzeichenbestimmung erfolgt dann durch Vermittlung von Z,: :1: •• 
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Damit sind aIle orientierten Punkte dargestellt, soweit sie nicht 
absolut sind. Sowohl in (708.) wie in (70b) ist (x/x) > 0; unzu
gangliche reelle Punkte sind nicht Trager rceller orientierter Punkte. 

Die nicht absoluten reellen orientierten Punkte der hyperbolischen 
Geometrie verteilen sich auf zwei getrennte Scharen. Tatsachlich iet 
kein orientierter Punkt der Schar (70a) in (70b) enthalten. Man 
sieht das bereits daran, daB cosh"e stete positiv und unecht sein 
muB; daher iet in (7080) xo:xs > 0, in (70b) aber xo:xs"< O. 

Jedem orientierten -Punkte, eoweit er nicht abeolut iet, IaBt sich 
ein Wertepaar '(e, g;) nach (7080) oder (70b) zuordnen, wobei aller
dings die Systeme (e, g;) und (- e, n + g;) als aquivalent zu geIten 
haben. 

Daher konnen die (e, gJ) als Koordinaten des orientierten Punktes 
dienen; beim Grenziibergang zur Euklidischen Geometrie, also fUr 
" = 0, Hefern die Systeme (70a) und (70b): 

XO:Xl:X~:X8= l:ecosg;:esing;:l, 

Xo : Xl : x2 : xa = - 1 : e cos g; : e sin gJ : 1, 

d. i. die Polarkoordinaten (24). Vgl. hierzu auch die Ausfiihrungen 
iiber das komplexe Gebiet in 67, S.313. 314. 

Besonders anschaulich wird das Z!'lrfallen der reellen orientierten 
Punkte in zwei Schichten, wenn man in (61) die Werte Xl: Xo' 
X~: xo' Xs: Xo als Punktkoordinaten im Raume deutet. Dann stellt (61) 
eine Flache zweiter Ordnung dar, namlich ein zweischaliges Hyper
boloid, dessen eine Schale oberhalb der Grundebene Xs = 0 liegt, 
dessen andere dazu symmetrisch unterhalb liegt. Jedem reellen 
orientierten Punkt der h. G. entspricht dann eindeutig ein reeller 
Punkt dieser Flache, den absoluten orientierten Punkten die un
eigentlichen Punkte der Flache. Entgegengesetzt orientierte Punkte (65) 
werden abgebildet auf Punkte der Flache, die auf einem ~urch
messer liegen. ("Abbildung Vlh".) In der Grenze ,,2 = 0 wird die 
Flache zu einem Parallelebenenpaar, so daB auch in der E. G. die 
eigentlichen orientierten Punkte zwei getrennte Scharen bilden, dann 
aber auch im komplexen Gebiet, wahrend das Hyperboloid im komplexen 
Gebiet nicht zerflillt. 

Versuchen wir, ein raumliches Bild auch von der Verteilung der 
reellen Speere zu erhalten. Dazu haben wir in der Gleichung (59) 
die ~l: ~o' ~2O: ~o' ~s: ~o als Punktkoordinaten im Raume zu deuten 
("Abbildung Vh"). Dann stellt die Gleichung (59) ein einschaliges 
Hyperboloid dar .. Jedem reellen Speer der h. G. entspricht eindeutig 
ein reeller Punkt der Flache; den abeoluten Speeren sind die uneigent
lichen FIii.chenpunkte zugeordnet. Entgegengesetzte Speere bilden 
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sich ab als Fliichenpunkte, die auf einem Durchmesser liegen. Aber 
das einschalige Hyperboloid zerfiiIlt Richt in zwei getrennte Stucke. 
Daher bilden die reellen nicht absoluten Speere der h. G. ein einziges 
Kontinuum. In der Grenze x2=0 wird das einschalige Hyperboloid zum 
Zyiinder, auf den sich die Euklidischen Speere abbilden lassen (Ab
bildung V E, vgl. S. 214). Auch der Zylinder zerfiillt nicht, 80 daB 
die Euklidischen Speere nicht auf zwei getrennte Scharen verteilt 
werden konnen. 

N ach diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt die hyperboli'3che 
Metrik erledigen. Wir betrachten nur die eifle Schicltt orientierter Punkte, 
namlich die, fUr welche xo: Xs > 0 ist. Diese Wahl wird durch die 
erste Formel (62) motiviert. Fiir zwei Gerade, die sich im zugang
lichen Gebiet schneiden, darf man die Hilfsgerade dort zu 0: 0 : 1 
wahlen. Dann wird 

tg(r t))= (ttt)\I-t2t)t)'-X2z0 = (tlt)2-t2t)t) .~ 
, (-Xllt,t)1- X2t2t)2+ X"tSt)s)'zs ttt)1+t2t)\l- X2tsl)s t's' 

Hierdurch ist das Vorzeichen von tg (t, I)) eilldeutig bestimmt. Die 
Einschriillkung, nul" in del" einen Schicht orientierter Punkte arbeiten zu 
wollen, ist daher gleichbedeutend mil der Festsetzung eines positiven 
Drehungssilmes in del" hyperbolisc/ten Ebene. 

Ganz anders verhalt sich darin, wie wir sehen werden, die ellip
tische Geometrie (77). An unserer letzten Formel sieht man schIieBIich, 
daB man, wenn dieser positive Drehungssinn in der Grenze X2 = 0 
in den in 22, Zus. 3 erklii.rten iibergehen soIl, in der Grenze zu 
setzen hat (vgl. (60), S. 3(4) 

lim Xo = lim {~V - X2X:-X2X:+X:} = + 1. 
.. =0 X3 .. =0 Xs 

Die zwe:te Formel (63) zeigt, daB der Ausdtuck x (X,lI) imaginii.r 
wird, ,wenn 11 und x entg gengesetzt orientiert sind. Damit haben 
wir: Orientier-Ie Punkte verscliiedeller Sckichten haben imaginiire Distanz. 
Denn im zugiingIit'hen Gebiet kann die Koordinate Xs nicht ver
schwinden; wahlen wir sie stets positiv, so ist in der einen Schar 
auch Xo positiv, in der andern stets negativ; fUr reeUe Argumente 
muB aber die Funktion cos h gJ stets positiv sein. Endlich folgt aus 
der zweiten und dritten GIeichung (63): 

Orientierle PU1Ikte derselben Schickt kaben reelle Distanz, 

W ir fassen zusammen. 

Das Gebiet der reellen Geraden der hyperbolischen Geometrie 
umhBt aIle reellen Geraden, ist also ein (reell) terfllires Gebiet. 
Ebenso bildet ein (reell) ferniires Gebiet die Gesamtheit aller reeIlen 
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~orientierten Punkte: der h. G. Die Gesamtheit der reellen 8peere der 
h. G. besteht aber nur a.us den Speeren, deren Trager nicht unzugang
lioh sind. Ein reeller Speer hat also im Gegensatz zur reellen Geraden 
stets zwei reelleEndpunkte. Die Mannigfaltigkeit der reellen Speere 
der h. G biIdet zwei reell binare Gebiete. Die Gesamtheit der reellen 
orientierten Punkte ist Trager eines komplex binaren Gebietes. Sie 
zerfallt in zwei Schichten, die durch die absoluten orientierten 
Punkte hindurch zus8,mmenhangen. Die unzuganglichen recIlen 
Punkte konnen nicht reell orientiert werden. Betrachtet man also 
orientierte Elemente, so fallt das unzugangliche Gebiet fort. Das 
Kontinuum der reellen orlentierten Punkte besteht somit aus dem 
Inne~n des absoluten Kegelschnitts, welches doppelt iiberdeckt ist. 
Obere Schicht hei.Be diejenige, in der xs: xo positiv ist. Beide 
Schichten wachsen am Rande des a bsoluten Kegelschnitts aneinander. 

Die hyperbolische Metrik befrachtet nur orienfierie Punkte der oberen 
8chicht. Diese haben dann reelle Distanzen. 

Nunmehr konnen wir die Formeln der hyperbolischen Trigono
metrie entwickeln, wobei unter einem Dreieck ein solches zu ver
stehen ist, dessen orientierte Ecken in der oberen Schicht liegen. 

Bedienen wir uns derselben Bezeichnungsweise wie in 66, so 
soll zunachst durch Proportionalitatsfaktoren dafiir gesorgt werden, 
daB die dritten Koordinaten xS' YS' Zs der drei Dreiecksecken positiv 
auafallen. Dann sind die Irrationalitaten xO' Yo, Zo positiiJ zu nehmen, 
und nach (68) zeigt man dann, daB die drei Ausdriicke (y!z), (e/x), (x/y) 
samtlich positiv werdenl ). Die drei Formeln (66, (139), ~ = ft = - i~ 

tg bal = "to: (ylz), tg h"a2 =,,~: (z/x), tg h"as =" 00: (x/y) 
veranlassen uns weiter, auch die drei Irrationalitaten to' t)o' 00 positiv 
zu nehmen.Dadurch fallen die drei Seiten des Dreiecks positiv 
aua, das Dreieck wird in einem Zuge durchlaufen. 

Aus 50, (31) zeigt man jetzt wegen 
(xlx).{tM + (xIY)(t/t» + (xlz)(t/3) ~ ,,4{xYZ)2 > 0, 

daB von den drei Ausdriicken (t)I3), (3It), (tIt» keine zwei gleichzeitig 
negativ ausfallen konnen 2). Hieraus und aus den Formeln 

sinal =(xyz)~, sin all = (xyz)...!Q..., sina3={xyz)~, 
%h h~ ~~ 

cos a = - ~ (t)/b) cos a = _ ~ (3It ) cos a = _ ~ (tit» 
1 ,,1I\:]obo' II jc:9 30to ' 3 ,,2 to 110 

1) (X/V)=HI { (<J1Tg-<Jg T1) (01T,-aIT.) + (<J.Tg-<JZT.) (0. il-ol i.)}, 
wo VO=iH (T.Tg-TIT.) uew. gesetzt iet. 

I) Man entwickelt die Determinante in 50, (31) nach Elementen einer 
Reihe und beachtet 1; = iiZ uew. 

Beck, Koordlnatenaeometrie der Ebene. 24 
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sieht ma.n, daB es zwei Arten von Dreiecken gibt, je nach dem Vor
zeichen des Ausdruoks (x1lz), welches durch Proportionalitatsfaktoren 
nicht mehr abgeandert werden kann. 

Fiir (x1/z) > 0, (t)I3)(3h)(~/IJ) > 0 liegen die drei Winkel «1' a" «8 
•• 11, • 311, a+a+a 311, 

simtlich 1m Intervall 2 biS 11" so daB 4 < ~ ___ s < 2"' 

Fiir (xyz) > 0, (t)/3)(3/~)(~/tJ) < 0 liegen zwei Winkel im soeben 

gena.nnten Intervall, der dritte zwischen 0 und i, so da.B 

11, a1+a,+aa 511, 

2<---2--<4' 

Ebenso erhalt ma.n 

Die Dreiecksformeln ergeben sich wie 'in 66: 

ISinh"a1: sin «I = lOin h"all : sina2 =sin h"as: sin as' "Sinussatz". 
cos h"al = cos h"a, cos h"as + sin h"a, sin h"ascos a l . 

(71) "Erster Kosinussatz". 
cos a l = cos ~ cos «s - sin all sin as cos h" al' 

"Zweiter Kosinussatz". 

Beirn Grenziibergang zur Eukfidischen Geometrie geht der Sinussatz 
der h. G. in den Sinussatz der E. G. iiber, der erste Kosinussatz 
der h. G. in den Kosinussatz der KG., wahrend der zweite Kosinus
satz in der Grenze wieder den Satz liefert, daB in der E. G. die 
Summe der Winkel im Dreieck zwei Reohte betra.gt. Dabei ist 
aber wieder zu beachten, daB die Winkel a l , all' as in die Supple
Mente der Innenwinkel des Dreiecks iibergehen; vgl. 67, 9" S. 316. 

Ersetzt man im eraten Kosinussatz cos «I zuerst durch sin i 
a 

und dann durch cos ;, so erhalt man (73, Zus. 2) zwei Formelreihen, 

die als I abc, II abc bezeichnet werden sollen und deren erate 
Formeln so lauten: 

(Ia) sin h"s sin h,,(s-a1 ) = sin II ~I sin h"allsin ""as, 

(11&) sin b(s- all) sin b(s- as) = COS2~1 sin hxa,. sin baa, 
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wahrend die iibrigen daraus durch zyklische Vertauschung hervor
gehen. Dabei bedeutet, wie auch sonet iiblich, 

2 s = a1 + a2 + as' 
Grenztibergang! Grund der Diskrepanz gegen die in der E. G. iib
liche Bezeichnungsweise! 

Multipliziert man Ia tnit lIa, so sieht man, daB der Ausdruck 
(72) Q? = sin h"s·sin b(s-a1): sin h,,(s-a2 )· sin b(s-as) 
positiv ist. 

Dividiert man lIb durch IIc, so gewinnt man unter Benutzung 
des Sinussatzes 

sinh(s-a1): tg ~1 = sin b(8-a\l): tg i = sin h(s-as) : tg ~s. 

Grenziibergang! 

Bei Division von I a durch II a findet man 

sin? h,,(s-a1 ): tg2a1 = Q": sin?h"s 
2 

und ka.nn daher setzen 

(UIa) tg ~1 = sinbs· sin ",,(s-a1): Q=Q: sinh(s-a2)sinh ,,(s-as); 

ebeneo ergeben sich zwei weitere FormeIn IUb und IIlc ffir tg ~ 

d as 
un ts"2-' 

Bel Beachtung ,der beiden Identitaten 1) 

sin b(s-a1 ) + sin h(s-a2)+sin b(s-as) - sin h"s = 

= _ 4 sin "" a1 sin h" a2 sin h" as 
2 2 2' 

1 1 1 1 
---- -:--:---;---.-
sinbs sinh(s-a1) sinb(s-a'l.) sinh,,(s-as) 

= - ~9sin h" i sin "" i sinh" i {l+cos h"a1 +cos h"a,+cos h"as } 

1) Man faBt die Glieder zu zweien zusammen. Die erste Identitiit folgt 
dann durch im ganzen dreimalige Anwendung von '13, Zus. 2 i. Bei der zweiten 
fiihrt man in die beiden Nenner die Ausdriicke aus (180), (lIa) ein und ersetzt 
die im Quadrat vorkommenden Sinus und Kosinus des halhen Winkels durch 
COB «1' 1m Zahler wird darauf der erste Kosinussatz eingefiihrt, und zweimal 
die erste Formel von '13, ZU8. 2 h benutzt. SchlieBlich entnimmt man sin '«I 
durch Multiplikation von (Ia.) und (II a). 

24* 
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wird jetzt aUB III: 

(73) tg a1+~+«8 = 2 0: {1+coshal+co8hx~+coshal}' 
Da aber1) 

sin ~"al . h . h . 1. n -. --=Sln "a1sm "~.sln,.,,aa:2~4, 
sma1 

so erkennt man, daB fiir (xyz) > 0 auch.Q > 0, fiir (xyz) < 0 auch 
!J < 0 sein muS. Denn im ersten Falle ist sin al > 0; wiihrend 
sin hal stets positiv ist (vgl. (63), S. 364). Das Dreieck wird daher 
positiv umlaufen, fiir (xyz) < 0 in negativem Sinne . 

. Aus (73) folgt nun, daB fiir (xyz) > 0 der Betrag Hal +a,+aa) 
im ersten, dritten, fiinften, ... Quadranten liegt. Andererseits haben 
wir diesen Betrag bereits zwischen die Grenzen 

3:n; b' 3:n; b :n; b' 5 :n; ""4 IS""2 zw. 2 1S-4 
eingeengt. Somit folgt 

1 ( ) 3:n; 1( ) 5,,; :n;<'2 a1+«t+«s <-2-' :n;<s a1+a2+a3 <T' 
Die Innenwinkel fJl' fJ2' fJs deB DreieckB geniigen, da der Umlauf
sinn positiv ist, den Formeln 

fJl =:n;-«t, fJ2= :n;-a'J' fJs=:n;-a3· 
Daher wird 

(74a) 

Jetzt betrachten wir die Falle (xy z-) < O. Der Betrag i(a1 +«t +aa) 
liegt nach (73) im zweiten, viert-en, ... Quadranten und kann da
her nach dem Voraufgegangenen noch zwischen den Grenzen 

3n 7n 
-- und 2 n -- und 2 n 
2 ' 4 

enthalten sein. Die Innenwinkel fJ1' fJ'J' fJa des Dreiecks sind jetzt, 
weil das Dreieck negatifJ umlaufen wird, aber 

fJl=al-n, fJ2=«t- n ,' fJs=as-n. 
Daher wird 

(74b) o < fJi + fJi + fJs < n, 

In jedem Falle haben wir also: 
Die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks betrligt in der h7lper

bolischen Geometrie weniger als zwei Bechte. 

1) AUI IlIa bereohnet man zunichst sin a1 und beaohtet die Identitit 
sinba..sinba. = sinbB sinb (B-a,) + sinb (B-a.) sinh (B-a.). 
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DieBf)r Satz hat in Wirklichkeit gar nicht die Bedeutung, die 
der LeSer ihm angesichts des umstii.ndlichen Beweises vielleicht bei
messen wird. Er hat aber historisch eine zu groBe Rolle gespie1t, 
als daB er unerwa.hnt bleiben konnte. V gl. dariiber die auf S. 322 
aufgefiihrten Schriften von S~a.ckel und Engel. 

Die GroBe Q:,," geht in der Grenze in den Inhalt des Drei
ecks iiber, und vertritt diesen auch, wie die Formeln (72) und (IlIa) 
zeigen, in der h. G. in. ziemlichem Umfang. Wir nennen sie die 
Fasswng des Dreiecks; es ist 

2 D = sin h,,~ sin h"as sin (Xl = ... = sin h"a1 sin h"a, sin tXa 
= "'(xyz): xoYozo' 

Vom I'llhalt spricht man in der h. G. hier nicht; dieser ist durch ein 
Doppelintegra.l erklii.rt. V gl. S. 407. 

Wir wenden una zu den hyperbolischen Bewegungen, d. i. also 
den reellen automorphen Kollineationen von (x/x) = O. 

Die Koeffizienten 61, (109) werden, wenn man rechts iiberall 
den Faktor ". fortlaBt, (a = _" 9) 

(76) Coo = ag- ,,2al- ,,'1a:+ a:, 
cll=ag-,,'al+,,'CX:-a:, C'3= 2 (a,a3+aOa1), cS2=2,,9(-~a3+aa~), 
c.-,= al+ ,,'al":"-- "'a:- aI, CS1 = - 2 ,,2(aSa1 +ao~)' c1S= 2 (aSal-ao~), 
Caa= a8+ ,,'1al+ ,,'a:+al, C19=2( -"'al~+aOaS)' c21 = - 2("'al~+aoaa)' 

Aus 60, (105) wird na.ch Absonderung des Faktors _"a. rechts: 

(76) { 0; = (ao- ,,(1) 01 +(,,~- as) 0" 
o~= ("a2+ as) 01 + (ao+ ,,(1) 0,. 

Die Multiplikationstafel 68, (79) des Systems komplexer Zahlen 
wird zu 

,,'eo ,,4e1 ,,4e, ,,'e8 

,,4e1 ,,'eo -"Ilea -,,'e, 
",~ ,,6ea "lIeo ,,'e1 

• , 4 4 
" es " 8, -" e1 -" eo' 

LiBt man iiberall den Faktor ,,4 fort, schreibt also 1) 

eo e1 e, e • 3 

(77) 
e1 ,,'leo -"lies -e, 
eg ,,'1e3 ,,'eo e1 

68 e, • -e1 -eo 

1) Die dieser Multiplikationsregel (77) unterworfenen hCiheren komplexen 
Za.hlen heiDen zweckmiBig· hyperboliaohe QuatemioneD. V gl. 87, S. 309. 
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so Iaat sich die Gieichung 68, (S6) etwas einfacher schreiben: 

I (7S) N{a)i;'=fi.i;.a. N{a) + O. 

Hierin hat N(a} jetzt die Bedeutung 

N(a) = a~ - ~9al- ~2a;+ al+ 0, 

und 58, (S4) vereinfacht sich zu 

(79) N{a·a')=N(a)N{a'). 

Fiir die Zusammensetzung der hyperbolischen Bewegungen geiten 
(reahts ist der Faktor ~( fortgelassen) nach 58, (SO) die Formeln: 

{ 
a;:=aoa~+~2ala; +~2~a~ -asa~ 

(80) af=aoa; +al~ +a\la~ -as~ 
a; =aoa~ + ~a~ + asa; - a l a~ 
" , +' 2(' ') as =a.as asao - ~ al a2 - ~al . 

Beim Grenziibergang liefert (78) die reellen Euklidischen Bewegungen. 
VgI. 14, Zus. 23, 24. Die Formeln (SO) gehen iiber in (35a), S.4S. 

Jetzt soIl en die hyperbolischen Bewegungen eingeteilt werden. 
V gl. dazu 63 und 66. 

t. ao+ 0, (a/a) > O. Das Zentrum ist zuganglich. Die Be
wegung heiBt hyperbolische Drehung um den Punkt a l : ~: as' Die 
Achse der Bewegung ist unzuganglich. Kein weiterer zuganglicher 
Punkt bleibt in Ruhe. 

Um den Drehungswinkel zu ermitteln, hat man zu beachten, 
daB die Invarianz der Angulus- und Distanzformeln erfordert, die 
Formeln (7S), die man auch nach 67, (77) und 60, (106) 80 8chrei
ben kann: 

. 2ao 
(81 a){ a3+ (a/a) }(x't)={ a3- (a/a) }(Xt) + 2 {a t) (a/x) + ;t{ax/l), 

(S2) {a3+ (a/a)}{t'x)={ a~- (a/a)} (lx) + 2 (a t)(a/x):+ 2x~O(xa/l)' 
durch die beiden folgenden zu erganzen (X8 > 0): 

(83) l~=to' x~=xo' 
Dann wird fiir zwei Gerade t und t' durch das Drehungszentrum 
(60, Zus. 1 und 3) 

, -2aov'~ 
COS(l,t')=a3-{a/a):a3+(a/a}, tg{l,t)= a3-{a/a) , 

wo va/Ct das Vorzeichen von as hat. Daraus folgt fiir den halben 
Drehungswinkel {J 

(84) cot{J= -ao:~. 
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Die Parameter der hyperbolischen Drehung um den Punkt x durch 
den Winkel 2 {} sind demnach (63, (119) 
(85) -xocot{}:xt :x9 :xa. 

LaBt man hierin den Drehungsmittelpunkt x fest und iinderf; 
D,80 erhalt man, wie (80) bestatigt, eine eingliedrige Gruppe von 
Drehungen. 

Ein Punkt y, der vom Drehungsmittelpunkt die Distanz e hat, 
muB diese bei allen Drehungen der eingliedrigen Gruppe behalten; 
er ist also an die Kurve 

(86) cosh" "e = (y/a)'J: (y/y) (a/a) 
gebunden, die man daher einen Kreis im Sinne der h. G. nennt (66). 
Seine Gleichung laBt sich nach 73, Zus.2b auch so schreiben: 

(87) (y/a)'I- (y/y)(a/a) = (y/y) (a/a) sinh2 "{!, 
und von hier aus laBt sich der Grenziibergang zur E. G. vollziehen, der 
wirklich einen Kreis im iiblichen Sinne des Wortes liefert (67, S. 320). 

Die Kreise der hyperbolischen Geometrie haben, wie man aus 
(87) sieht, mit dem absoluten Kegelschnitt eine imaginare Doppel
beriihrung (vgl. 63). Die Beriihrungspunkte sind die (imaginaren) End
punkte der Achse, d. i. der absoluten Polaren des Mittelpunktes. Es 
haben also nicht mehr wie in der E. G. aHe Kreise dieselben absoluten 
Punkte gemeinsam; das gilt vielmehr nur flir konzentrische Kreise. 

2. ao= 0, (a/a) >. O. Diese in1Jolutorischen Drehungen traten be
reits in der soeben bebrachteten .eingliedrigen Drehungsgruppe mit 
auf. AuBer dem Zentrum at: ~ : as bleibt kein zuganglicher Punkt 
in Ruhe. "Umwendullg" um den Punkt a (S. 310, S. 312). Eine Um
wendung gehOrt zum Kollineationsf;yp IV (62,40). Es bleibt also 
noah jede (zugangliche) Gerade durch das Zentrum in Ruhe, und 
auBerdem 001 unzugangliche Punkte mit ihrem Trager, der Achse der 
Bewegung, d. i. der Polare des Zentrums. Als Drehung durch den 
Betrag 2 {) = n; hat die Umwendung um den Punkt x die Parameter 

(88) 0: Xl: XI} : xa' 

3. ao=t=<) , (a/a) = O. Rier Hegt flir al = a.= as= 0 die identische 
Bewegung vor, die ebenfalls bereits in der Drehungsgruppe auftrat. 
In allen iibrigen Fallen ist das Zentrum absolut. Die Bewegung 
gehOrt zum Kollineationstyp III (62, 39); das Zentrum ist der einzige 
Ruhepunkt, die Achse die einzige Ruhegerade. Grenzdrehung um den 
absoluten Punkt a. Zu einem absoluten Punkt gehoren 00 1 Grenz
drehungen, die eme eingliedrige Gruppe bilden (63, (121). Die 
Bahnkurven dieser eingliedrigen Gruppen werden Grenzkurven oder 
Horozyklen genannt (63,66). Die Parameter einer vorgeschriebenen 
Grenzdrehung entnimmt man aus 63, (121). 
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Die Grenzdrehungen werden zuweilen als hyperbolische 8cliebungen 
bezeichnet. Diese Benennung bleibt besser vermieden, da sie Aftalogitlt 
suggeriert, die 'fIicht emstieren. Weder sind die Bahnkurven gera.dlinig, 
noch bilden diese 00' "Schiebungen" eine Gruppe. Schlie.Blich gibt 
es keine absolute Inva.riante, die der SchiebungsgroBe (Schrittwe~te) 
der E. G. (S. 113) vergleichbar ware. 

4. ao+O, (a/a) <0. Bier ist das Zentrum unzugiinglich, die 
Achee zuganglich. Man redet hier daher nicht mehr von Drehungen, 
sondern nur von Gleitungen, ebenso wie man bei unzuganglioher 
Achse nioht von Gleitungen, sondern nur von Drehungen spricht. 

Die Gleitungen zerfallen wegen N(a) + 0 in zwei getrennte 
Soharen: 

N(a) =a3+(a/a) > O. ~gentliche Gleitungen. 
N (a) = a3+ (a/a) < O. U'fIeigentliche GleitungilD. 

N ennt man allgemein eine hyperbolisohe Bewegung eigentlich, sobald 
N(a) > 0, uneigentlich, sobald N(a) < 0, so foIgt aus (79): 

Zwei eigentliche Bewegungen ergeben zusammengesetzt eine 
eigentliche Bewegung. Ebenso ergeben zwei uneigentliche Bewegungen 
zusammengesetzt eine eigentliche Bewegung. Schlie.Blich ergibt eine 
eigentliche und eine uneigentliche Bewegung in beliebiger Reihen
folge zusammengesetzt eine unE'igentliohe Bewegung. Die eigenUichen 
Bewegungen bilden also eine Gruppe, die uneigentIichen nioht. Eine 
uneigentIiohe Bewegung ist immer eine (uneigentIiohe) Gleitung. 

Wir schreiben die Parameter der Gleitung unter Einfiihrung 
des Faktors x 2 und der Koordinaten der Aohse 9 ==oa* jetzt so: 

(89) 

Jetzt ·ist nach 59, (104) v919=Vx'(aja)=-x!JVa[a. 

Daher go= - ixYaja. «(58), S. 363, (52), S.361.) 

Die Formel (81a) ist jetzt duroh folgende zu ersetzen: 

(81 b) {a3x"+(g/g) }(x'~)={ a3x'-(g/g)}(x~)+2 (g/~)(gx)- 2aox'(:x:/U)· 
Jeder Punkt der Gleitaohee wird auf dieser urn einen Betrag 21J 
("Gleitweite") weitergefiihrt, fUr den nach (63), (81 b) und (58) 

tg h2xfJ= 2xaogo: a3x'+ g3. 

Um hieraus tg hfJ auszureohnen, 'hat man zu untersoheiden, ob die 
Gleitung eigentlioh oder uneigentlioh ist, denn tg 11, '1 muB ein eohter 
Bruoh werden. 

Man findet: 

N(a) > 0: tg ""11 = 90: xao, 
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Demnach sind die Parameter der Gleitung lings der orientierlen 
Achee 9 von der Gleitweite 2 YJ: 

fiir eigentlicke Gleitungen 

(90) "90cot h"YJ : - g1: - 9~: "igB • 
fiir uneigentliche Gleitungen 

(91) "gotgbfJ:-91:-g2:,,1I9s . 
Wahlen wir bei den eigentlichen Gleitungen unter Beibehaltung der 
Achse die Gleitweite veranderlich, so erhalten wir eine eingliedrige 
Gruppe von Gleitungen, deren Bahnkurven nach 66, S. 304 lauten: 

(92) ,,4(X9)2+ (xIx) (gIg) sinh 2"d = o. 
Eine solche Gleitkurve ist dadurch gekennzeichnet. daB alIe ihre 
Punkte gleiche Distanz von der Achse haben; vgl. 67, S. 320. 

Aus sin bd = ±" (xg): xogo «(58), S.363, (60). S. 364) findet man, 
daB sie aus zwei getrennten Asten besteht, die zu beiden Seiten der 
Achse verlaufen und diese in ihren Endpunkten treiIen, wo sie den 
A. K. beriihren. Beim Grenziibergang zur E. G. gehen diese beiden 
Aste in die beiden Euklidischen Parallelen zur Achse iiber, vgl. S. 320. 
Der Ort aller Punkte, die von einer Geraden gleiche Distanz haben, ist 
also in der h. G. nicht gerade. Die Gleitkurve ist deshalb auch wohl 
als Abstandskurve 'bezeichnet worden. Nennt man die Verbindungs
gerade zweier nicht absoluter Punkte der Gleitkurve eine Sehne, so 
sind zwei Arlen von Sehnen zu unterscheiden. Langssehnen und 
Quersehnen. La.ngssehnen Bollen diejenigen heiflen, die zur Kurven
achse ultraparallel sind, Quersehnen die iibrigen. Die Quersehnen 
werden dann von der Achse halbiert. 

Bei einer eigentlichen Gleitung ist die Verbindungsgerade xx' 
eines Punktes mit dem transformierten Punkte Langssehne, bei einer 
uneigentlichen Gleitung Quersehne. Fiir den Schnittpunkt p von 
xx' mit a* folgt namiich nach 57, Zus. 8: 

(pIp) 0= 4 (x/a)2{(ala) (xIx) - (alx)2}: N(a); 
do. die geschweifte Klammer (ax/ax) stets negativ ist - solange x 
zuga.nglich angenommen wird -, So hat (pIp) das entgegengesetzte 
Vorzeichen von N(a). 

Die Gleitachse teilt das zugangliche Gebiet in zwei Teile. Jeder 
Punkt bleibt in seinem Teilgebiet bei einer eigentlichen Gleitung; 
er wechselt das Gebiet bei einer uneigentlichen Gleitung. 

Unter den uneigentlichen Gleitungen gibt es illvolutorische, nam
lich .ane die,. fur welohe die Gleitweite 2'YJ den Wert Null besitzt. Die 
Verbindungsgerade eines Punktes x mit dem transformierten trifIt 
dann die Gleitachse orthogonal. Eine solche Gleitung nennt man 
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daher Umwendung um die Achse. Die Umwendung um die Arose 9 
hat also die Parameter 

(93) 0: - g1: - g~: ,,'g3' 

Nun kann jede uneigentliche Gleitung erhalten werden, indem 
man eine eigentliche Gleitung langs ihrer Achse mit der Umwendung 
a.n dieser zusammensetzt. In der Tat ergeben die Formeln (80) fur 

"0: a1 : ~: as =" 90 cothwt]: - 91: - 9~: "lIg., 
a~:a~:a;:a~= 0 :-91:-9\1:,,'03 

die resultierende Bewegung von den Parametern 

a; : a~': a~': a; = "\!9~: -"9091 coth" t]: -" 90 9i coth"fJ: ,,8 909s coth"7], 
= "go tg h"l1: - 91: - 9,: ,,11 93 , 

Damit wird der Zusammenhang zwischen eigentlichen und uneigent
lichen Gleitungen besonders anschaulich. 

Die uneigentlichen Gleitungen sind in Parallele zu den Um
leg'Ungen der Euklidischen Geometrie gesetzt worden. Das ist un
richtig. Umlegungen der hyperbolischen Geometrie gibt es im Be
reich der unorientierten Punkte und Geraden nicht. Zwischen eigent
lichen und uneigentlichen Gleitungen besteht ein Zusammenhang 
durch das komplexe Gebiet hindurch; sie bilden dort ein einziges 
Kontinuum, da sie durch ein und den~elben analytischen Apparat 
dargestellt werden. Bei den Bewegungen und Umlegungen der E. G. 
besteht ein solcher Zusammenhang auch im komplexen Gebiet nicht. 
Hierzu vgl. 79. 

1. Die Normale vom Punkte :z: auf die Gerade g, die nioht seine abso
lute Polare ist, heillt n =;jj*. Fiir ihren Fullpunkt ( gilt naoh 64:, (125) 

,,·f = (g/g):z: - ,,4 (g:z:) 9 *. 
Dann wird (f/z) =_"inl, (fz:) = (gz) (nz), (09 = g~a~. Besohlie13t man, daB 
fo = go no seiD soIl, so wird 

sin h (f, z) = sin h"p =" (gz): go:Z:o' 
Diese Gralle p geht in der Grenze genau in die S.121 so genannte iiber. Sie 
heille dalter auoh in der h. G., wo sie. von zwti Irrationalitaten a.bhangt, Ab
.tand des (orientierten) Punktes z vom Speer g. 

2. Naoh 6", (122) bilden wir die Parallele V zu 9 duroh z, wo jetzt 
(gz) + 0 sein mage: 

V = ,,' (gz) n + "go {(gz) :z:* - (z/z) g}. 
Jetzt wird (vn~)=-xgo(az)(n/n), (vln)=,,4(gz)(n/n); darau9 

tg (V, n) '"" 1: sin hxp. 
Dieeen Winkel nennt man den ParallelMwinkel an z in bezug a.uf 8; es ist 
iiblioh, ihn duroh den Buohltaben II zu bezeichnen 

cot II = sin hxp. 
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An dieser Stelle hat historisoh die Entwioklung der hyperbolillOhen Kotrik 
eingesetzt. Grenziibergang! Fall, da8 (9z) = 0 ist! Bemerkenawert sind nooh 
die Formeln 

cot t II = liMP, sin H = 1: cos ""p. 
3. Will man nur hyperbolische Geometrie treiben, ohne die Zusammen

hinge im komplexen Gabiet und die mit der elliptischen Geometrie (77) zu 
beriiokeiohtigen, so kann man viele Formeln des Textes vereinfachen. Da fiir 
einen Punkt z die Koordinate z, nicht verschwinden kann, so ersetzt man 
die Darstellung (44) der absoluten Punkte durch 

Z1: ZiI::I:, = cos 'P: sin 'P: ". 
Der absolute Punkt iet dann einer WinkelgroBe 'P aquivalent, und zwar stimmt 
diese WinkelgroBe in der Grenze x = 0 genau mit der iiberein, die wii in 24 
benutzt hatten, wo wir die uneigentlichen Punkte als Ric4tungen erklarten. 
Man zeige, daB die 'Obereinstimmung auch dann ooch beeteht, wenn man einen 
a.bsoluten Punkt mit einem zuganglichen Punkte verbindet uew. 

Die Bedeutung von 'P liiBt sioh auch mit Hilfe nicht absoluter Elemente 
erkennen. 'P ist der Angulus, duroh den ma.n die X -Aohse in positivem Sinne 
um den Nullpunkt drehen muB, bis sie duroh den fragJichen absoluten Punkt 
lauft, d. i. der Winkel, durch den der positive X -Speer 1: 0: 1 : 0 im pOBi
tiven Sinne um den Nullpunkt (zo: z, = 1: 1) gedreht werden muB, bis er in 
den Speer 1: - sin 'P : oos 'P : 0 iibergeht. 

Der absolute Punkt :l:1 ::liI ::I:, = cos 'P : sin 'P : x heiBe Endpunkt des eben
genannten Speeres, wiihrend sein anderer absoluter Punkt, :l:1 ::I:.::IiJ = - cos cP 
: - sin 'P: x, nunmehr als Anfangspunkt bezeiohnet werde. B~im positiven 
X -Speer hei8t der Anfangspunkt dann - 1 : 0 : x, der Endpunkt + 1 : 0 : x 
(Spezialisierung von (65), S. 365). In (64) ist a1 : all der Anfangspunkt, T1 : T. 
der Endpunkt des Speeres. 

4. In(64)Werdea1 :a.=tg(¥-i), Tl:Tt=tg(~-i) gesetzt. Dannwird 

In der GrOBe! (cp-V') erkennen wir den Parallelenwinkel a.m Nullpunkt wieder 
(Zue. 1 und 2; :1:1 = 0, :Iii = 0, :r. "" 1). Bezeiohnet man ihn mit II und setzt 
nooh 'P + 'Y' = 2 {}, so wird 

oder 

oos (n+-{}) 
~l:~O= sinH' 

. _ sin (n + {}) 
l.·lo- sinll ' 

1 
l.:lo=-cotll 

H 

!t :~. = C08 hxp oos (n + {}), 
~. : lo = 008 h" pain (n + {}), 

1 . " !'.:lO=-;SID "p, 
wo p den -!Nul1ab&tand dN 
Speeres bedeutet. Grenziiber
ga.ng! VgI. AbbA7. Der dort 
!{ezeiohnete gemeinsame An-

Abb. -n. 
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fangB8cheukel von tp und 'Y' schneidet den lDIatJplmkt des p08itiven .x -Speeres 
aua clem A. K. heraus. 

5. Der Zentralpunkt des Speeres wird wie in 23 erklart. Er heiSt 
(M, (125» dann lal1:lalg:-lr-ll. Dadurch gewinnt man eine Parameter
darsteUung der z,,!/4nglichm Punkte des Speeres, die beim Grenziibergang in 
28, (19) iibergeht: 

1 1 
:l:1::rg::l:8 = -lal1 + -l.lo tg hxt: -lalu - -lllo tg hxt: lr + l:· x x 

6. GehOren in der ParameterdarstelIung von Zus. 5 die Punkte :1#, y bzw. 
zu den Parametern t,., tg , so ist diet (:1:, y) = - dist (y, :1:) = tg - t1• Vgl. 23, 
S. 108. (Vgl. auch 55, Zuss. 9":"11.) 

7. Daher hat man ein Analogon zu den Kartesisohen Koordinaten, wenn 
man den positiven .x -Speer 1: 0 : 1 : 0 Qnd den positiven Y -Speer (-1 : 1 : 0 : 0) 
zugrunde legt, von dem darzustellenden Punkte P aus die Lote auf diese 
Speere fallt und die Parameter der Fullpunkte in der Darstellung von Zus. 5 
als Koordinaten des Punktes P erklart: 

1 
:1:1 ::l:9::l:3 = 0: -tghx'l: 1. 

x 
~ und 'I sind dann die Abstande der Fullpunkte vom Nullpunkt. So erhii.lt 
also der Punkt mit der "Abszisse" ~ und der "Ordinate" 'I die homogenen 
Koordinaten 

:1:1 ::1:11 ::1:8 = tg hx~: tg hx'l: x. 
Grenziibergang! Mit diesen Koordinaten arbeitet die hyperbolisohe Geometrie 
von Cyrillo Voros" Budapest 1910. "Analitioa geometrio absoluta, unua 
volumo: 180 ebeno Bolyaia" (Esperanto). Es ist aber dElr 'Obelstand zu be
aohten, daB die ~ und 'I fiir unzugangliohe Punkte teils reelI, teils imaginar 
ausfallen. 

8. Ein anderel'l Analogon zu den Kartesisohen Koordinaten wiirde man 
erhalten, wenn man von dem Punkte P aus nioht die Lote falIt, sondem die 
Parallelen zieht. Dann wiirde es aber bereits zugiingliohe Punkte geben, die 
teilweise imaginare Koordinaten haben. 

9. Als wirklich brauchbare PuDktkoordinaten bleiben die hyperbolischen 
Polarkoordinaten (vgl. (7080, b»). Man betrachtet nur die obere Schicht orien
tierter Fonkte und setzt bequemer nicht :1:0' Hondem :1:8 = 1 : 

:l:1::rg::l:8 = .!.tghxe costp: .!..tghxe sin f: 1. 
x x 

Dann entspricht jedem System reeller Werte (e, tp) ein zuganglicher Punkt; 
umgekehrt lassen Blob zu jedem (reellen) zugingliohen Punkt zwei reelle 
Systeme (e, tp) und (-e, n+tp) angeben. Man darf dann e auf positive Werte 
bes.ohrinken, wodurch die Darstellung eindeutig wird. AU/l unzuganglichen 
Punkte erhalten imaginii.re Koordinaten und umgekehrt. Geometrische Be
deutung von e und tp. Grenziibergang! 

10. Der Normalabstand " ultraparalIeler Geraden 9 und ~ (die DistaDr; 
ihrer absoluten Pole) ermittelt sich aua 

cos htxn = (9/~)': (9/9)-(~/~). 

'i'i. Elliptisehe Geometrie. Bisher haben wir den reellen Au!!
IIChnitt der Nichteuklidischen Geometrie behandelt, der sich auf einen 
itUle(imten absoluten Kegelschnitt griindete, niimlich die hyperbolische 
(I.obatschefskysohe oder Bolyaisohe) Geometrie. Jetzt ma.chen 
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wir die andere noch mo~Iiche Annahme lind setzen den A. K alB 
delinit voraus, also reell, aber ohne reelle Punkta. Dann erhalten wir 
c;lie sogenannte elliptische (oder Riemannsche) Geoftletrie ("e. G."). 
Der A. K. wird wie in 67 vorausgesetzt, wo Ie positiv sein soil. 
Seine Gleichungen seien also: 

(x/x) = k'x:' + k'Ax: + xl = 0, (~h) = k'A~1 + k'~: + k<l~l = O. 

Zunii.chst foIgt der wesentIiche Unterschied gegen die h. G.: 
In der elliptischen Geometrie gibt es keine (reellen) absolutex Pwnkte. 
Da.mit falIt der Unterschied zwischen zugangIichem und ,unzu

ginglichem Gebiet fort. Weil D (x/x) = k<l (x/x) stets positi<v iat, 
wollen wir sagen: 

In der elliptischim Geometrie gibt es kein unzugangliches Gebiet. 
SchlieBIich fo]gt ohne weiteres: 

In der elliptischen Geometrie kann man zu einer Gerackn keitte 
Parallelen (parataktische gerade Linien) ziehen. 

Damit zeigt die e. G. ein ganz anderes Gesicht.als die h.G. 
Von den Formeln in 67 mUssen manche fiir die Bediirfniss6 des 

reellen Gebietes zurechtgemacht werden. Wir erinnern an die Feet
setzungen 

a = f' = k, Xo = v' x/x (65, (133)), k~o = v' ~h (65,(130). 
Aus 59, (95), (100) gewinnt man bei Beseitigung von k<l das 

System: 
\ 

(94) XO:Xl:X2::l:3= --.: k(111"'\I -11,"'1):111"'1 -11'.1"'\I:i{111"'1 +11\1"'\1): - k(l1t 't''A +0,"'1) 

und daraus kann man eine Parameterdarstellung der reelleK orien
tierten Punkte erhalten, wenn man die Parameter 111 : 119 und 't'1 : '1:\1 zu
einander 

konjugiert komplex, entgegengesetzt und reziprok 
annimmt. So gewinnt man ("'1 = a2 , "'\I = - ( 1 ): 

(95) XO::tl : x2 : X3 = + k (111111 + 11\l1111): 111112 + 1111 111 : i (111119- 119111): k (111 a1 - 0,0,). 

Die Auflosung der vorigen Formeln 

(96) {111~11\1 _ x3+xo~k(Xl +~X\l) _ k(- Xl +~X\!)~X3-XO' 
"'1 . "'2 - X3 - Xo' k (Xl + 1,X\I) - k ( - Xl + 1,x\I) . X3 + Xo 

geht iiber in 

(96) 111: 11\1 = X3 + Xo: k(Xl + iX\l) = k( - Xl + ix~J: X3 -xo· 
Daraus gewinnt man die wichtigen Sii.tze: 

Die Gesamtheit der komplexen orientierten Punkte der Nichte.d:lidi
scllen Geometrie ist Trager zweier komplex biniJrer Gebiete. 
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Die Gelamtkeit der (reellen) orientierten .Punlete der elliptiscketl Geo
Metri, ist Trager eilteS einzigen komplex binaretl Gebietes. 

Will man jetzt die reellen orientierten Punkte auch mit Rilfe 
rHller Parameter darstellen, 80 setzt man 

(97) , lee· 
(11,:(1,1 = cot-·e-·'" 

2 

und erhiUt naeh kurzer Umformung: 

(98) xo: Xl: XII: X. = 1: ~ sin ke cos 9': ~ sin 1cesin 9': cos ke· 

Beim Grenziibergang zur E. G. gewinnt man hieraus die in !4: be
ira.chteten Polarkoordinaten. Daher konnen die (e. 9') als elliptische 
Polarkoordinaten angesehen werden. Die Systeme 

(2~n+e, 2mn+9') und (2;n_e, (2m+1)n+fP) 
ergeben denselben orientierten Punkt, wenn m und n gauze Zahlen sind. 
Ein orientierter Punkt der elliptischen Geometrie kann al80 durch 
unzihllg viele Systeme von Polarkoordinaten dargestellt werden. Zum 
orientierten Punkt (e,9') entgegengesetzt ist der orientieIte Punkt, 

der u. a. durch (~ - e, n + 9') dargestellt wird. 

Die orientierten Punkte der elliptiscken Geometrie bilden ein einziges 
Kotltinuum. Deutet man namlich in der Relation 

(99) x8 - Px: - Px: - x: = 0 

die Xl: XO' X,I: XO' Xs: Xo als Koordinaten eines Punktes im Raume, 
vgl. S. 367, so entspricht jedem orientierten Punkte der e. G. umkehrbar 
eindeutig ein reeller Punkt eines Rotationsellipsoides (nAbbildung VI e"). 
Es Hegen hier somit gauz andere Verhii.ltnisse vor als in der h. G. 
Rier kann man von einem orientierten Punkte stetig zum entgegen
gesetzt orientierten iibergehen; solchen Punkten der e. G. entsprechen 
im Raume die Schnittpunkte des Ellipsoides mit einem Durchmesser. 

Jeder unorientierte Punkt tragt in der e. G. zwei reelle entgegen
gesetzte orientierle Punkte, im Gegensatz zur h. G., wo nur zugii.ng
Hehe Punkte zu reellen orientierten Punkten AnlaB gaben. 

Wir geben zur Betrachtung der Speere iiber. Die Formeln 
69, (94~ 102) 
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mUssen ebenso behandelt werden, wie vorhin die entspreohenden, 
d. i. die Parameter °1 : 0, und 'l'1: 't, mussen wieder ffir einen reelIen 
Speer zueinander 

1eonjugiert komplez, entgegengesetzt und rmprok 
angenommen werden. So gewinnen wir aIle reellen Speere der e. G.: 

(101) ~O:~1:~' :~8=+k(01 01+01l 0.):k (01 01l+O\l01):ki(01 °11 -0,°1):°1 °1-°\1°,. 
Aus der Umkehrung der vorigen Formel: 

(100) {01:0,_ -~1+~~,:-~o+k~8 _ +~o+k~8:~1+~~' 
'1"1 • '1", - - ~l + '~II • + ~o + k~8 - - ~o + k~8 . ~l + "~t 

wird jetzt 

(101) °1:°, = -ll + i~lI: -~o + 1e~8 = ~o + kl8:l1 + ill' 
so da.B man wieder ausspreohen kann: 

Die Gesamtkeit der komplezen Speere der Nichte.klidiscken Geometrie 
ist Trager Neier komplex binaren Gebiete. 

Die GesamtAeit der reellen Speere der elliptiscken GeOtMtrie ist Tr(Jger 
eines eif/zigen komplex biniiren Gebietes. 

Ganz anders verhielt as sioh mit den Speeren der hyperbolisohen 
Geometrie. 

Aus der Relation 
(102) k'~~ - kill: - kll~: - k'll = 0 
sohlieBt man, indem man die ll: ~o' lll: lo' la: lo als Koordinaten 
eines Punktes im Raume deutet vgl. S. 367, daB die Speere der e. G. ein 
einziges Kontinuum bilden; denn jedem Speere l8.Bt sioh dann utnkehr
bar eindeutig ein reeller Punkt eines Rotationsellipsoides zuordnen 
(welohes von dem in (99) im allgemeinen versohieden ist) (nAb
bildung Ve"). Bier gibt es also wieder stetige Vberga.nge von einem 
Speere zum entgegengesetzten, wie in der h. G.; denn entgegen
gesetzten Speeren entsprechen die Schnittpunktd' des Ellipsoides mit 
einem Durchmesser. 

Da (lll) stets positiv ist, so liegen, im Gegensatz zur h. G., auf 
jeder reellen Geraden zwei reelle entgegengesetzt orientierte Speere. 

Die DarsteHung (100) der reellen Speere ersetzen wir wieder durch 
eine andere vermoge reeller Parameter. Die Substitution (97) gibt 

lo: ~1 : ~\I : ~8 = 1: sin ke cos tp: sin ke sin tp: ~ cos ~e· 

Mit diesan Formeln lii.Bt mch aber der Grenzubergang zur E. G. 
noch nicht vollziehen. Daher setzen wir 

(103) 
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und gewinnen eo 

(104) ~o: ~1 : ~9 : ~8 = 1: - coelcp oos -f): - ooslcp sin #: ~ sin Icp; 

hieraus ergibt sich beim Grenziibergang 

~o :~1: ~z: ~8 = 1: cos (n + #): sin(n + -f)):p, 

d. i. die Daratellung der reellen eigentlichen Speere der E. G. aus 20, 
so daB wir die GroBe p und -f) als Speerzeiger in der elliptischen 
Ge~metrie bezeichnen konnen. 

'Wichtiger als dieser Zusammenhang zwischen Euklidischen und 
elliptischen Speerzeigern ist der hier zutage getretene Zusammenhang 
zwischen eUiptischen Speerzeigern und elliptischen Polarkoordinaten, dessen 
Spuren in der E. G. nur noch recht undeutIich erkennbar sind. Da
durch, daB wir beide Male die Substitution (97) vornahmen, ist del' 
Speer (104) zum orientierten Punkte (98) wegen 67 (d) und 59, (104) 
absolut polar. In der E. G. ~rtet die absolute Korrelation aber aus, 
daher gibt es dort keinen ungezwungenen Zusammenhang zwischen 
Polarkoordinaten und Speerzeigern mehr. Geht man vielmehr mit dem 
orientierten Punkte (98) und dem dazu absolut polaren Speere (104) 
gleichzeitig zur Grenze iiber, so wird der orientierte Punkt zum 
Zentralpunkt des Speeres (25, (26) ff.; 23, (19)). 

1m komplexen Gebiet waren diese Vberlegungen nicht ausfiihr
bar, weil dort infolge Auftretens absoluter Elemente die erste Speer
koordinate ~o nicht immer gleich eins gemacht werden kann. 

In del' hyperbolischen Geometrie ist die absolute Korrelation, 
soweit aie orientierte Elemente betrifft, nicht mehr reell. Daher 
konnten dort keine Speerzeiger im obigen Sinne ejl'klart werden. 

Die Metrik der elliptischen Geometrie gestaltet sich viel ein
faeher als die der h. G., da hier keine ultraparallelen oder parallelen 
Elemente vorkommen. Zwei (reelle) Punkte haben stets reelle Distanz, 
zwei (reelle) Gerade state reellen Angulus. 

Nach 65 hat man bier (z =~, (az) =1= 0): 

(rtp) kZzo 1 (rt!) 
(105) tg(r 11) e (l oos(r 11)= __ e_ 

e' OJ = (~/'Q) . (Zb) , e' Of p ~o t)o ' 

und (b =;Y, (bz) + 0): 

sin(~, t»= (lI1b).~ 
(a z) ~o 'Jo 

(106) { 
(XlIz) kbo (X/fI) 

tg k(x,11) = -( I ) ._( )' cos Ic (x,y) =-, 
xlI za xollo 

sin k(x, 11) = k(xyz) .~_. 
(~z) Xo Yo 
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Die Formeln der Trigonometrie (66) werden 

(107) sin kat : sinal = sinkall : sin~ = sinkas : sin as' 
"Sinussatz" . 

(108) cos kal = cos k~ cos kas - sin ka'l. sin kas cos at' 
"Erster Kosinussatz". 

(109) cos at = cos a2 cos as - sin all sin as cos kat' 
"Zweiter Kosinussatz". 

DeJ." zweite Kosinussatz liefert in der Gi~enze wieder den Satz 
von der Summe der Innenwinkel im Dreieck der E. G. In der ellipti
scken Geometrie ist aber die Summe der Innenwillkel im Dreieck graDer 
als zwei Beckfe. Den Beweis dafiir diirfen wir nach den eingehenden 
Entwicklungen in 76 dem Leser iiberlassen. Es werde hier nur auf 
besondere Dreiecke aufmerksam gemacht, bei denen die Summe der 
Innenwinkel drei Rechte betragt, nii.mlich die Polardreiecke, etwa 
auf das Dreieck 1: 0: 0; 0: 1 : 0; 0: 0: 1. In der h. G. muBte von 
einem Polardreieck mindestens eine Ecke unzugii.nglich sein, und 
solche Figuren gehoren nicht unter den dort erorterten Dreiecksbegriff. 

Die Formeln fiir die ellipfischen Beweg!£Tlgen bleiben wie in 67, S. 309 
mit der MaBgabe, daB k reell zu nehmen ist. Dann sollen die zu
gehorigen konischen Quaternionen als elliplisch bezeichnet werden. 
Flir k = 1 gehen sie in die Hamiltonschen Quaternionen liber (S. 208). 
Die Einteilung der Bewegungen ist jetzt aber lange nicht so kompli
ziert, wie in der h. G., denn zunachst faUt wegen N(a) > 0 del: Unter
Bchied zwischen eigentlichen und uneigentlichen Bewegungen fort. Die 
elliptischen Bewegungen bilden ein einziges KOlltilluum. Ferner kann es, 
da (a/a) > 0, sob aid nicht at = all = as = ° ist, in der e. G. keine 
Grenzdrehungen geben. Jede elliptische Bewegung ist vielmehr eine 
Drehung und zugjeich Gleitung, oder insbesondere (ao = 0) Umwendung 
um eillen PUflkt, und damit zugleich Umu'endung um eiue Gerade, die 
Polare des soeben betrachteten Punktes. Die Bahnkurven eingliedriger 
Gruppen konnen jetzt als Kreise, aber ebensogut als Abstandskurt'en 
bezeichnet werden. DemgemaB schreibt man die Gleichung einer 
solchen Kurve in einer der beiden Formen 

(110) { (x/a)\! ...:... (x/x) (a/a) cos ll kQ = 0, 
k4 (xg)1I - (x/x) (g/g) sinll kd = 0, 

vgl. 66, wo kd und kQ sich zu ; ergii.nzen. Denn die Abstande eines 

Punktes p von einem Punkte q und seiner Polaren q* erganzen sich 
T/, 

zu 2 k' Das war bereits der Grund fur die Substitution (t 03), die von 

den Polarkoordinaten zu den Speerkoordinaten £Uhrte. 
Beck. Koordlnatengeometrie der Ebene. 25 
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Die Abstandskurve der e. G. trifft ihre Achse nicht. 
Zu einer Figur der e. G. 11i.Ot sich vermoge der absoluten Kor

relation stets eine andere, die " Polarfigur " , angeben; zur Figur 
( ) d· F· (* * * * * * ) X,Y,z, ... ; ~,t,),3,.·· Ie Igur x,Y,Z, ... ; ~,l;l,3, .... 
In der h. G. ist die Polarfigur einer zug1i.nglichen Figur unzugang
lich und umgekehrt. Beziiglich der Vbertragung der mttrischen 
Verhii.ltriisse gilt nach 65, S. 296 (p, = k): 

(111) (~, l;l) = (x*, y*) = k (x, y), 
1 

(x, y) = (~*, l;l*) = k (~, l;l)., 

Dabei wird die absolute Korrelation als Transformation orientierter 
Elemente durch die Formeln geliefert 

(112 e) 

So geht aus dem einen Kosinussatz der andere hervor. Der zweite 
Kosinussatz ist der erste Kosinussatz fiir das absolut korrel~tive 
Dreieck. 

Die absolute Korrelation existlert auch in der h. G. Dort sind 
die Formeln (111) und (112 e) aber durch die foIgenden zu ersetzen 
(p, = - ix): 

i 
(113) (~, l;l) = (x*, y*) = - ix (x,y); (x, y) = (~*, lJ*) =- (~, l;l). 

x 

(112h)~ 

Der metrische Zusammenhang ist also komplizierter. Trotzdem er 
imagin1i.r ist, gewinnt man auch dort jeden Kosinussatz durch die 
absolute Korrelation aus dem andern. Vgl. die Formeln 76, (71). 

Die absolute' Korrelation wird denkbarst elegant, wenn man Ie = 1 
setzt, d. i. fiir die elliptische Geometrie vom Krummungsma.D eins. 
Dann geht (111) iiber in 

(x*, y*) = (x, y), 
In der elliptischen Geometrie vom Krummullgsma.D eins herrscht viJllige 
Dualitiit, Das liegt bereits an den dort geltenden Formeln: 

x*=x, 
~* =~, 

y*=y, 
l;l*=l;l, 

z* = z, ... 
a* = 3,··· 

Ein und dasselbe System von drei homogenen Koordinaten stellt 
Punkt und absolute Polare dar im Sinne der e. G. vom Kriimmungs
maO eins. 

Sonst kann man nur die Korrelationsinvarianten dual iibertragen, 
vgl. die Bemerkungen in 31 S. 154 iiber die On-Terminologie. Bei metri-
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schen Beziehungen ist der duale Zusammenhang nur in aer e. G. VOR1 

Kriimmungsma.6 1 voUkommen. Andert man das KriimmungsmaB ab, 
so machen sich, wenn auch flir positives KriimmungsmaB noch nicht 
sehr storend, bereits jene Einfliisse geltend, die als Spuren der 
Dekadenz angesehen werden konnen und schlieBlich beim Grenz
iibergang zur Euklidischen Geometrie die Katastrophe herbeifiihren, 
die das Bewu.6tsein des gemeinsamen Ursprungs zweier Satze in der 
N. E. G. und ihres eiustigen Zusl}mmenhanges unter Umstanden vollig 
zu zerstoren im stande sind. Beispiele daflir haben wir kennen ge
lernt; genauer werden wir in 80 darauf eingehen. 

1. Um in der e. G. die absolute Pol are eines Punktes p zu zeichnen, wendet 
man diesen Punkt zunachst um den Nullpunkt 0: 0; 1 um. Von dem so ge
wonnenen Punkte zeichnet man die Polare in bezug auf deneinteiligen Kegel· 
schnitt - k9 x: - k2X: + x: = 0 (n Urkreis"). Eine invariante Konstruktion hatte 
"ich auf d~n Satz von v. Staudt zu stutzen (S. 229). 

2. Zeichne ein Dreieck mit drei rechten Winkeln. Wann gibt es durch 
einen Punkt mehrere Lote zu einer Geraden? Zeichne die gemeinsame Normale 
zweier geraden Linien. 

3. Konstruktion einer Umwendung. Die Umwendungsachse 9 sei gegeben. 
Damit ist ihr absoluter Pol g* bestimmt. Ein Punkt x solI nicht mit g* zu
sammenfallen und auch nicht ani 9 liegen. Dann liegt der ihm in der Um
wendung um 9 (g*) zugeordnete Punkt x' auf dem Lote durch x auf g. Der 
FuBpunkt f dieses Lotes bleibt in Ruhe, ebellso g*. Da die Umwendung in
volutorisch ist, mussen die beiden Doppelverhiiltnisse gleich groB sein 
(xx'fg*) = (x' xf g*). Das zweite Doppelverhaltnis ist aber auch der reziproke 
Wert des ersten (S. 155, Zus. 7). Daher ist (xX'fg*)9= 1, und da die vier 
Punkte getrennt sind (8.169, Zus.l0), so kann nur sem (xx'fg*) = -1. Irgend 
zwei zugeordnete Punkte werden also durch 9 und g* harmonisch getrennt. 
Damit kann man zu jedem Punkte x den ihm in einer Umwendung zugeord
neten Punkt x' zeichnen. Durch Zusammensetzung zweier Umwendungen laBt 
sich aber jede elliptischeBewegung konstruieren. 

4. Die Strecke x x' in Zus. 3 wird durch fund g* halbiert. Eine Strecke 
hat in der e. G. zwei vollig gleichberechtigte Mitten, deren jede auf der abso
luten Polare der andern liegt. Allgemeine Formeln! Grenziibergang! 

78. Erweiterung der Niehteuklidischen Gruppen. Von nun ab 
betrachten wir als Raumelemente durchweg orientierte Punkte und 
orientierte gerade Linien, und zwar nebeneinander flir die h. G. und 
e. O. Obwohl unsere tTberlegttngen zunachst vom komple~en Gebiet 
ausgehen, bringen wir nicht, wie in 67, gemeinsame Formeln, sondern 
getrennte, die den besonderen Bediirfnissen des gerade zu betrach
tenden reellen Ausschnittes der N.E.G. angepaBt sind. 

1. Orientierte Punkte. Ein orientierter Punkt war bisher durch 
ein System von vier homogenen Koordinaten dargestellt, zwischen 
denen eine quadratische Relation bestand: 

25* 
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Xo: Xl: XIl : Xs = ix (a1 'l2 - a2 'l1): a1 'l2 + a2 7:1 : a1 'll - a2 'l\l: -x(al 7:1 + a\l7:~), 
(114h) XO'.l+X'.lX12+ X'.lX\l2_ XS2= ° (76,(66),(61)). 

Xo: Xl :x\l: xa = - k(a1'l2- all 'l1):a1'l1 - a2t 2:i(a1'l1 + all 'Z'1l}: -k(a1'Z'2+ all'Z'1)' 
(114 e) XOIl_PX11l-k2XIlIl_XS2=0 (77,(94),(99)). 

Statt dessen fiihren wir neue Koordinaten ein, und zwar zwei 
Systeme von je drei homogenen GroBen, zwischen denen zwei qua
dratische Relationen bestehen: 

(115h) {Xl.: X": Xl3 = 2 a1 all: a11l - a2 2 : - x (a12 + (22), 
Xr,:Xr.:Xr• = 2'l1'l'J :7:12 - 7:2 2 : - X (7:12 + 7:22). 

(115 e) 

(76; (44)) 

Diese GroBen sind ihrem Wesen nach gewohnliche ternare Punkt
koordinaten; sie stellen die absoluten Punkte dar, deren absolute 
Tangenten durch den orientierten Punkt laufen. Zwischen ihnen 
gel ten also die Formeln 

(116 h) -X'Xl.Il_X2Xt.Il+Xl.Il=0, 

(116 e) kIlX1.2+ kIlX1.'J+X1.2= 0, 

- "llx,.I1_ ,,2 X,.I1+ X,.11 = 0. 

kll X r,ll+ k2X,.'+X,.Il= 0. 

Somit haben wir drei Arten, einen orientierten Punkt darzustellen, 
die sich in vollem Umfange vertreten konnen; sie sind aber nicht 
fiir aIle Zwecke gleich brauchbar. 

Der zum orientierten Punkt (a1 : a2 , 7:1 : 1'2) konjugiert komplexe 
a/: a2', 'l/: 7:,/ heiI3t (vgl. 76, (67); 77, (96)) 

(117h) a/:all'~=~1:T2' 'l/:'Z'\l'=a1 :a2. 
(117e) a1': a2' = ~'J: - i 1, 7:1 ': 'l,/ = O2: - a1. 
Diese Formeln, oder aber 

(117) x' = x; Xz' = Xr , X: = XI 
stellen also das Konjugium (S. 44) dar als Transformation orientierter 
Punkte. 

Ein orientierter Punkt ist reell (117) fiir x = x, XI = :i" also fUr 

(118h) a1:a,=7:1:'Z'2' (118e) a1:a\1=1\1:-11. 

Der Obergang zum entgegengesetzt orientierten Punkt wird vermittelt 
durch 

(119he) xo':x/:x2':XS' = - XO:Xl :x2 :xs; 

Xz' = X r , X,' = XI; a/: a,/ = 'Z'1: 'Z'2' 7:1': 7:2' = a1: all' 

Diese involutorische Transformation U orientierter Punkte heiSe Um
lcekrung. 
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Aus den Quaternionengleichungen einer Bewegung 

(120he) Xz' = a 'Xl ' a, X: = a ,Xr ' a, (N(aH-O) 

wo fur (120h) hyperbolische, fur (120e) elliptische Quaternionen zu 
nehmen sind (S. 373, S.385) und die Bedeutung der Zeichen die
selbe ist wie auf S. 208:1f, kommen wir zu einer Erweiterung der 
Gruppe: 
..4. X;=a,Xz·a, X:=p.Xr·fJ. 

Das heiBt, es sind jetzt die beiden Punkte X z und X .. unabkdngig 
voneinander. transformiert. Diese Formeln ergeben fur komplexe 
a, fJ eine bei Zahlung reeller Parameter. ZwOllgliedrige Gruppe. 

Wir erweitem sie noch und setzen B = U..4. Das heiBt (vgl. S. 198), 
wir uben zuerst die Umkehrung aus, und dann eine Transformation 
der Gruppe..4. Die Gesamtheit der so erhaltenen Transforma~ionen 
orientierter Punkte heiBe die Schar B (Nicht-Gruppe!): 

B. X;=a.Xr·a, Xr'=p.Xz·fJ. 

Nennen wir das Konjugium kurz K, so werden zwei weitere Trans
formationsscharen durch die symbolischen Gleichungen definiert 

O=KB, 
So erhilt man die Formeln 

O. 

D. 

X;=a.Xz·a, 

Xz'=a.Xr·a, 

D=K..4. 

X: = p. X .. . fJ. 

Xr' = P . X z . fJ· 

Die Transformationen dieser vier Scharen ..4, B, 0, D bilden, zu
sammen genommen, eine zwolfgliedrige Gruppe 019 VOll Trans
formationen orientierter Punkte. Jedesmal ist N(a)N(fJ) + 0 zu 
nehmen. Fiir die Zusammensetzung gelten ganz dieselben Formeln 
wie auf S. 208. 

Sollen diese Transformationen Punkttransformationen sein, so 
miissen sie entgegengesetzt orientierte Punkte wieder in ebensolche 
verwandeln. Dazu miissen die fJ gleich den a gewihlt werden. Das 
gibt eine sechsgliedrige Untergruppe 0t von 019' die aus vier 
Scharen ..4*, B*, 0*, D* besteht, von denen wir nur die erste hin
schreiben: 

..4*. X; = a·XI·a, Xr'=a.Xr·a . 

Die Transformationen von 0t lassen den ais Ort orientierter (und 
auch al,!, Ort unorientierter) Punkte aufgefaBten absoluten Kegel-
80hnitt in Ruhe. (Ein orientierter Punkt ist absolut fiir XI = X r') 
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Eine andere sechsgliedrige Untergruppe @6 besteht aua allen reellen 
Transformationen von G19 • Dazu ist zu setzen P = iX. Diese Unter
gruppe @6 besteht aus vier Scharen ~, ~, ~, ~: 

~. X ' = a . X . a X' = ii . X . iX 
I I'" ,.' 

Der Leser schreibe die iibrigen drei Spharen selbst bin, um die 
folgende Behauptung bestatigen zu konnen. 

Betrachten wir als Objekte der Transformationen von @6 lediglich 
reelle orientierte Punkte, so ist bei allen vier Scharen die rechts
stehende Formel eine bloBe Folge der linksstehenden (118he). Aber 
mehr: es fallen auch noch die Formeln ~ dann mit ~, ~ mit ~ 
zusammen: 

~~ (121) Xl' = a· Xl' a. 

~~ (122) Xz' = a· Xl' a. 
Ein reeUer orientierter Punkt lliBt sich namlich schon durch ein 

einziges System von Koordinaten X darstellen. 
Endlich konnen wir in den letzten beiden Formeln die Parameter 

a reell nehmen. Daa ergibt, dann eine dreigliedrige Gruppe @s' daren 
kontinuierliche U ntergruppe ~ ~ die (hyperbolischen und elliptiachen) 
Bewegungen ala Transformationep reeller orientierter Punkte liefert. 

Hier haben wir also die Moglichkeit" die "elementare" Nicht
euklidische Geometrie in ahnlicher Weise zu erweitern, wie seiner
zeit die elementare Euklidische Geometrie zur projektiven Geometrie. 

Wir wollen aber die Gruppe G12 noch in den anderen Arten 
von Koordinaten orientierter Punkte darstellen. Da haben wir wieder 
zwischen h. G. und e. G. zu unterscheiden (was durch die Benutzung 
der Xl' X,. unnotig wurde). 

Ah (123h). Vgl. 76, (76). 

{ai' = (aO-"a1)a1 +( - as+ ,,~)a2' {-r:/=(PO-"Pl)-r:1 +( - Ps+ "P,)-r:s' 
a2' = (as + "a2 )a1 + (ao+ ,,(1 ) a2 , T2 ' = (P3+ "P2)-r:1 + (PO + "Pl)-r:,· 

Bh. Es ist in beiden Formeln von Ah rechts, nickt aber links 
vom Gleichheitszeichen iiberall a mit -r: zu vertauschen. 

Oh. Es ist rechts in Ah (nickt aber links) a durch a, T durch 
T zu ersetzen. Die dadurch entstehenden Formeln wollen wir (124 h) 
nennen. 

D h. In 0 h ist rechts, nickt aber linles (J mit T zu vertauschen. 

Ae (123 e). Vgl. 67, (148). 

{a<_ (ao+ as i) al :- le(a2+ a1 i) ~2 {-r:< _ (fJo+ Psi)-r:1 ~ le(P2+ PI i) T: 

(J1l-k(-~+al,)al+(aO-aa.)a2' -r:2 -le( P2+Pl,)-r:1 +(Po PS')T2 • 

Be. Rechts, nickt aber linTc8 ist iiberall a mit T zu vertauschen. 
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Oe (124e). 

{ O<_k(C!..J+a~i~(jl +( - cco- ~~) (12 {T<= k (/32 + ~li~Tl + (- /30- !~i)1:s. 
02 - (ao- as~) 01 +k(~-al.) 02' T2 = (/3o-/3s') Tl + k(/32- /31") Tg • 

De. Rechts, nicht aber link8 ist omit T zu vertauschen. 

Die Formeln sind so geschrieben, daB achtmal links 0 1': a'J" 
ebenso achtmal links T/: T,/ vorkommt. 

In den Koordinaten x endlich schreiben wir, 

Aeh (125) x/=C:OXO+CjlXI +Cj2X2+CjaXs. (j=0,1,2,3) 

Dann andern sechs Koeffizienten bei Vertauschung von a mit /3 ihr 
Vorzeichen, namlich co. und CjO (i = 1, 2, 3). Es ist 

(125h). 

COl = - ';(,'li (a1/30- ao/31 + as /32 - a2/3s)' ClO = i (a1/30- ao/31 + a2/3s -. as /32)' 
CO'! = - ';(,2i(a2/30- ao/32+ al/38- as /31), C20 = i (~fJo- ao/32+ as/31- a1/3s), 
COB = + i (a3/30- ao/33 - ';(,2a2/31 + ';(,2a1/32)' Cso = i (as/3o - ((o/3s - ",,'l.aI fJ2 + ",,1llX..J f'll)' 

Die iibrigen zehn Koeffizienten bleiben bei Vertauschung von a mit 
/3 ung~andert. Beachte ihre Beziehung zu den ebenso lautenden in 

76, (75). 
coo=ao/30-",,2al/31 -",,'Jay,/32+aSfJs' cll =aotJo _';(,2a1 /31 +",,2a2 /32 -a3 /3a, 
cIl2=ao/30+""?al/31-,,,,2~/3? -a3 /3a, cas=ao/30+",,?a1/3I +""lla'l./3?+as/3s; 
c23=~/33+a8/3? +ao/31 +a1/30' CS'l. =-",,2(a2/33+as/32 -a0/31 - cc1/30) , 
CSl =-';(,2(as/31 +a1/3a+CCo/32+a2/30)' c1S =CCS /31 +cc1/3a-ao/32 -a2/3~, 
cl'J=-';(,llal/3Il-",,2a2/31+cco/3S+aa/3o' C21 =-""?'cc1/3'l.-,,,,?'a?/31- aOtJS--astJo· 

(125e). 
Die alternierenden Koeffizienten sind hier 

COl =Pi(a1fJo-ao/31 +aa/32 -a?/3s), clO=i(a1/3o-ao/31 +a2 /3s -as/3?), 
co2=k2i(a?/3o-aotJ'J +a1/3a -as/31)' c2o=i (a2/3o-aoP2 +as/31 -a1/33)' 
Coa =i(aa/30-ao/3a+k2a2/31-k2cc1/3,J, cso=i (ccs/3o-aotJs+ k2CC1tJ'J-- k2~fJl)· 

Die symmetrischen werden 

coo=ao/3o+k?cc1/31 +k2~p2+as/3s' 
c22 =ao/30-k?al /3l +k?'CCS/32 -a8/38' 
c2S=a2/3S+as/32+ao/3l +a1/30, 
CSI =k2(aSpt +a1/3s+ao/3?+a?/30)' 
c1'A=k2a1/32+k2~/31 +ao/3s+ccsPo, 

Cll =ao/30+ k'l.a1/31 -k2 (l.2/32-as/3a, 
css=ao/30-k2a1/3l-k2((2P2+as/3s; 
cS2=k2(~/3s+cca/32-ao/31-al/30)' 
CIS =aa tJ1 +al PS-aOtJ2 -a2/30, 
C21 =k2a1/3?+k2cc2/3t-aOps-aspo· 

Beziehung zu den gleichlautenden Koeffizienten in 67, (151)! 
Damit ist die Gruppe Ah (Ae) dargestellt. 

Bhe. Man hat in (125) die Koeffizienten der ersten Spalte durch 
ihre entgegengesetzten Werte zu ersetzen. 
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Ohe. Dhe. Diese Transformationen stellen sich in den x qva&i
linear dar (vgl. S. 198). Dhe entsteht aus Ahe, wenn man rechts, 
nicht aber links, x durch x ersetzt; und auf dieselbe Weise entsteht 
aus Bhe die Schar Ohe. 

Damit haben wir die Gruppe G12 auf aIle moglichen Arten dar
gestelH und auf diese Weise das Fundament einer die NichteuklidiBche 
Geometrie umfassenden aUgemeinen Disziplin gelegt. Zu beach ten ist 
aber, da{3 diese neue Geometrie nickt im ternaren Punktkontinuum 
arb e.itet , sondern in einem doppelt binaren. Daher muG sie enge Be
ziehungen ·zur Moebiusschen Geometrie haben (S.204-210), wie 
wir im nachsten Abschnitt erkennilll werden. 

Diese drei Arten von Koordinaten orientierter Punkte verhalten 
sich beim Grenziibergang zur Euklidischen Geometrie verschieden. 
Dann werden die (J und 'I: nutzlos, ebenso die XI' X r ; aus der 
Formel (125) aber gewinnt man eine merkwiirdige Gruppe, deren 
Bildungsgesetz zutage tritt, wenn man sie nach Xo + xa' Xo - xS ' 

Xl + iX2' Xl - iX2 ordnet. 

(126) A. 

xo' +xa' = (aO+ia8 ) (/30 - i /33) (XO+x8 ), 

Xo' -Xa' = (ao- iaa) (/3o+ i /3a) (xo- xa), 

x/ + ix2'= (/30- i/38) (-a2+ial) (xo+xa)+(ao- iaa)(/3'J - i/3l) (xo-xs) 
+ (ao-ias)(/3o- i /3s) (Xl +ix'1)' 

Xl' - ix2' = - (ao+iaa) (/32+ i/31) (Xo+X3)+(~+ial) (/30+ i/3s) (xo-xs) 
+ (ao+iaa)(/3o+ i/3s)(xl -ix2 )· 

Diese Gruppe steht, im Ra gedeutet, in naher Beziehung zu 
Blaschkes nquasielliptischer" Geometrie l ). In der Ebene konnen 
ihre Transformationen als solche orientierter Punkte gedeutet werden 
(vgl. S. 313ff); eiIle der beiden ersten Reihen in (126)fallt dann fort, 
etwa die zweite; die Gruppe wird, bei Zahlung komplexer Konstanten, 
f)iergliedrig und erweist sich als identisch mit der der gleichsinnigen 
Dehnungen, freilich werden hier die reellen Dehnungen (/3 = a) nicht 
durch reelle Parameter geliefert. Fiir /3 = a erhiilt man die Euklidischen 
Bewegungen. Modifiziert man die Parameter a, /3 in derselben 
Weise wie in S. 312, so kann man aus (125A) auch die gegensinnigen 
Dehnungen gewinnen. Die Scharen B liefern nichts Ne.ues. Aus 0 
(und D) erhalt man beim Grenziibergang die Quasidehnungen (S.44), 
und zwar beide Arten, wenn man den Grenziibergang wieder jedes
mal in doppelter Weise vollzieht. 

1) Euklidische Kinematik und Nichteuklidische Geometrie. Zeitsohr. fUr 
Math. u. Phys. 60 (1911), S.61-91. 
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Es hat sich also die unseres Wissens noch nicht bemerkte Tat
sa.che ergeben, dafJ auch die Ahnlichkeitstransformationen sich als Grenz
fall einer Nichteuklidischen Gruppe erweisen. 

2. Orientierte Gerade. Ein Speer war durch ein System von vier 
homogenen Koordinaten dargestellt, zwischen denen eine quadratische 
Relation bestand. 

(127 h) ro: ~1 : ~\1: ~3 = X (a1 'l\1 - a\1 'l1): - x (a1 'l\1 + a211): 

: - x (a1 'l1 - all'lll) : - (a1 'l1 + a2 'lll)' 
~02 - r12 - ~Il 11 + x 2 ~3 2 = O. (76, (64), (59).) 

(127 e) ~o : ~1 : r2 : ~8 = - Ie (a1 'l2 - a2 'l1) : k (a1 'l1 - all 'l2) : 

: i k (a1 'l1 + all 'l2): - (a1 'l2 + a2 'l1)' 
~o 2 - ~1 2 - ~2 2 - P ~s 2 = O. (77, (100), (102).) 

Nach 77, S. 386 ist der Speer (127) der Polarspeer des orien
tierten Punktes (114). Daher konnen wir ihm ehenfalls die durch 
(115) erklarten Koordinaten X!, Xr beilE;gen, die seinen Anfangspunkt 
und Endpunkt darstellen. So erhalt man wieder eine zwolfgliedrige, 
aus vier Scharen bestehende Gruppe von· Speertransformationen. In 
den ~ gewinnt man sie, indem man in (125) x durch ~* ersetzt 
(S. 278). 

Die interessantere der beiden zwolfgliedrigen Gruppen ist die 
zur hyperbolischen Geometrie gehOrige. Sie laSt sich bei Benutzung 
der r Behr elegant darstellen: 

A. ~' = a . ~ . fJ , C. ~' = a . i. . fJ , 
B. ~' = a . 'i . fJ , D. ~' = a . ~ . fJ • 

Bier ist N (a) N (fJ) =+= 0 zu nehmen und 

~ = x ~oeo - ~1 e1 - ~2e2 + x'.! ~Se8' 
Diese Gruppe ist eingehend vom Verfasser behandelt 1). 
Wir wollen noch den Grenziibergang zu den Speeren der Euklidi

schen Ebene kurz streifen. Dazu setzen wir in (127) 

(128h) a1 = ft + xm, 'l1 =,1, - xl, 
a2=-(,1,+xl); 'l2=ft- xm . 

(128e) a1 = l + ikl + i (ft + ilcm), 'l1 = (l- ikl) + i(ft- ikm), 
a~ = l + ikl- i (ft + ikm), 'l'J = - (l- ikl) + i(ft- ikm). 

Dadurch geht (127) iiber in 

(12 9 h) ro : ~1 : r2 : ~3 = ,1, 2 + ft2 - ,,2 (l2 + m 2) : l2 - ,,2 - X 2 (I OJ - m ') : 
: - 2,1,1' - ,,2( - 21m): 2(lft - ,1,m). 

(12ge) ~o: ~1: ~2: ~3 = l2+ ft2+ k 2 (l2 + mll):,1,2 - ft2+ PW' - mil): 
: - 2lft + P( - 2lm): 2(lft- ,1,m.). 

1) Ein Seitenst\ick zur Moebiu88ohen Geometrie der Kreisverwandt-
8cha.ften. Transaotion8 of the Amer. Ma.th. Soc. 11 (1910), S.414-448. 
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Mit diesen heiden Formeln litBt sioh nun der Grenziibergang 
vollziehen und liefert die erste Formel in 40, Zus.5, S.21O, wenn 
man dort setzt 

Die Speerkoordinaten A,· p, I, m vermitteln eine Abbildung der Speere 
der N. E. G. auf die Punkte des Raumes, auf die wir hier nioht nither 
eingehen konnen; die Transformationsformeln (123) haben im Falle A 
fUr P = a eine bemerkenswerte Struktur. 

(130h) p' = aBA + tXo p - ,,9 agl - "II a. m, { 
t = aoA - asp + ,,9 at ,- "lIag m, 

r= atA-~p+ tXol- agm, 
m'= - agA - alP + al' + aom, 

(130e) { 
A'= tXoA-aBP-kllat'+klatm, 
p~= aBA+aop+kll«t'+kI'a.m, 
r = a.A - a.p + tXol- asm, 

m'=-a,A-atp+ asl+ aom, 

Diese Formeln lassen sioh in eine zusammenfassen mit denen, 
die aus ihnen duroh Grenziibergang zur E. G. entstehen. 

A' + j I' = (1Xo + j at)(A + j t) + (- aB - a1j)(p + j m), 

p.' + j m' = (as - i ag) (A + j t) + (ao - j at) (p. + j m), 

wO j eine komplexe Einheit bedeutet, die den Reohenregeln geniigt 

j2 = "II j2=0 j2=_k ll• 

h. G.~ E. G. e. G. 

Dann wird ein Speer duroh die eine binii.re hyperkomplexe Koordinate 
gegeben 

1 +jZ:p + jm = - ~2 + j~s:~o - ~l = tg{~+ arotg(tgl/:)}, 

die die besondere D&rstellung auf S.211 umfaBt t ). Niohteuklidisoh 
ist diese GroBe 

h. G. sin 'I? oos A"p + i sin A"p: 1 + oos 'I? oosA"p, 

" 
e. G. sin 'I? oos kp + i sin kp: 1 + cos" oos kp, 

1) Ell ist niLmlioh 009 h.jp der Reihe nach zu ersetzen duroh 008 "HP, 

1, 008 kp, ebenso .:! sin "ip duroh .! sin "xl', 1', .!k sin kp. 
J x 
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wenn {Jo und p Stellung und Nullabstand des Speeres bedeuten 
(S.379, S. 384). Die Formeln 

).'+1£ =r(_~+il) 
f-t' +im' f-t + i m ' 

liefern auch in der N. E. G. 
(S. 214). 

)" - il' = r(l +~) 
f-t' -im' p. + i m 

aquidistante Speertransformationen 

Zur rechten Ausnutzung der hier gestreiften geometrischen Diszi
plinen sind aber Kenntnisse aus der Geometrie des Raumes notig; 
die Formeln (130) fiihren bereits in die Nahe' der Lieschen Kugel
geometrie. Dariiber und iiber die Formeln (128) vergleiche man 
zwei Arbeiten des Verfassers 1), ebenao den au~ S. 214 zitierten 
Studyschen Aufsatz, der noch weiter reichende Probleme enthalt. 

1. Zwei orientierte Punkte X und Y sollen ct.-parataktisch heiBen, wenn 
XI = YI (115), w.parataktisch fiir X, = Yr' Gegenuber den Transformationen 
der Scharen .A und 0 bleiben beide Arten von Parataxie invariant; bei Trans
formationen der Scharen B und D gehen o:-parataktisch orientierte Punkte 
in co-parataktische uber, und umgekehrt. Geht man von zwei o:-parataktischen 
orientierten Punkten zu den entgegengesetzt orientierten Punkten uber, so er
weisen sich diese als w·parataktisch. Es gibt stets einen einzigen orientierten 
Punkt, der zu einem ersten o:-parataktisch und zu einem zweiten gleichzeitig 
w-parataktisch ist. 

2. Vier orientierte Punkte bestimmen zwei voneinander unabhangige 
DoppelverhaItnisse, das "o:-Doppelverhaltnis" und das "w·Doppelverhii.ltnis", die 
beid~ ab801ut invariant gegenuber Transformationen .A sind und bei Trans
formationen B miteinander vertauscht werden. Verhalten gegenuber Trans
formationen der Scharen 0 und D! Sind beide Doppelverhaltnisse gleich groB, 
so gehoren die vier orientierten Punkte einem Zykrl an, d. i. einem durch eine 
!ineare Gleichung in den Xo : Xl: Xi: Xa gelieferten Gehilde, welches ala orientierter 
Kreis a.nzusprechen ist (vgl. S. 209). Diese Figuren werden demnach durch die 
Transformationen der zwoIfgIiedrigen Gruppe untereinander vertauscht. FaIle, daB 
die beiden Doppelverhii)tnisse zueinander konjugiert komplex oder beide reell sind! 

3. Zwei Speere sollen ct.-parataktisch heiBen, wenn sie denselben Anfangs
punkt (S. 379) haben, und w-parataktisch, wenn sie denselben Endpunkt be
sitzen. Zusalllplenhang dieser Begriffe mit den ebenso genannten in Zus. I! 
Es gibt stete einen einzigen Speer, der zu einem ersten o:-parataktiseh und 
zugleich zu einem zweiten co·parataktisch ist. Auch vier Speere besitzen zwei 
unabhangige DoppelverhiHtnisse. Sind beide gIeich groB, so umhullen die Speere 
wieder einen Zykel. 

4. Unter Spiegelung am Zykel solI folgende involutoriSllhe Speertransfor
mation verst&nden werden. Man zieht die beiden Speere des Zykels, die zu dem 
Speere S parataktisch sind. Es gibt stets einen einzigen so~chen Zykelspeer Sa 
der zu S a-parataktiech ist, und stets einen einzigen Zykelspeer SO), der zu 
8 w-parataktisch ist. Nach Zus. 3 gibt es ferner einen einzigen Speer S' der 
zugleich zu Se.> a.parataktisch und zu Sa w-parataktisch ist. S' ist das Spiegel-

1) Sitzber. d. Sachs. Gee. d. Wi~s. 6i (1912), S. 53-56. Sitzber. d. Bayr. 
Ak. d. Wiss. 1917, S.51-74. 
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bild von S in bezug auf den Zykel, der a18 irreduzibel vorausgeEetzt wird, d. i. 
nioht in zwei Biischel parataktischer Speere ausarten darf. Durch Grenziiber
gang entsteht hieraus die auf S. 214 behandelte Spiegelung am orientierten 
Kreise. 

5. Die beiden Mitten einer Strecke in der h. G. bilden das gemeinsame 
harmonische Paar zu den Endpunkten der Strecke und den Endpunkten ihrer 
Tragergeraden. 

79. Die vier spbirisehen Geometrien. Wir betrachten als Raum
elemente jetzt reelle orientierte Punkte. Damit der orientierte 
Punkt 78, (114) reeH ist, miissen die ° und or 

h. G. konjugiert komplex e. G. entgegengesetzt, reziprok 
und konjugiert komplex 

sein. So folgt die Darstellung der reellen orientierten Punkte (76, (68), 
77, (95)) 

(131 h) XO:X1 :x2 :xa =ix (Oldll - 0ll(1): 0ld~ + 0lld1 :°1 d1 - 0\ld2 :-x (Oldl + 0lld,). 

(131 e) XO:Xl :xll :xa = k (Oldl + o\ld\l):oA, + 0lld1 :i( °1 d, - Otdl): k(Oldl - 0lld.). 

Die Gesam~heit der ree1len orientierten Punkte aeT N. E. G. bildet 
ein komplex biniires Gebiet. 

Auch die Gesamtheit der reeDen eigentlichen Punkte der Ebene 
nach Hinzurechnung des singularen akzessorischen Punktes (S. 205), 
kurz die GaufJi8che Ebene war ein solches komplex binares Gebiet. 
Daraus folgt: 

Die Gesamtlteit der reellen orientierten Punkte der Nichteuklidischen 
lCbene lafJt sick luckenlos umkehrbar eindeutig abbildeft. aul die Gesamt
der (reellen.. unorientierten) Punkte aer GaufJiscken Ebene. 

Die dadurch aus der 
hyperbolischen elliptischen 

Geometrie entstebende neue Disziplin heiBt 
pseudoBphiirische Geometrie. Bphii.rische Geometrie. 

Die reellen orientierten Punkte Die reeDen orientierten Punkte 
der h. G. erhielt man, wenn man 
die Punkte im Innem des A. K. 
doppelt iiberdeckte (S. 367) und 
dazu als Verzweigungsmannigfal
tigkeit die Punkte des A.K. nahm. 

der e. G. erhielt ma.n, wenn man 
da.s reell ternare Gebiet aller eigent
lichen und uneigentlichen Punkte 
doppelt iiberdeckte. 

Beide Mannigfaltigkeiten haben also trotz dieser scheinbar recht 
verBcbiedenen Struktur denselben 7.usammenhang, eben den der 
Ga.uBiBchen Ebene. 

ReeHer orientierter Punkt der h. G (e. G) .. --+. 

reeJIer Punkt der pseudospharischen (sphii.rischen) Geometrie. 
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1. Setzen wir (&. 85, S. 205) in der GauBebene 

z + i Y = a1 : alP 
eo konnen wir dem orientierten Punkt a1 : a9 als Bildpunkt in .der 
GauBebene zuweisen den Punkt (z, y). So finden wir sogleich, daB 
entgegengesetzt .orientierte Punkte auseinander gebracht werden. 
Fiir entgegengesetzt orientierte Punkte a und 'l hat man (vgl. (118), 
(119)) 

h. G. 'r1 : 'r9 =. iiI : ii9; 
Die Bildpunkte entgegengesetzt 
dann 

e. G. 'l1 : 'l2 = - ii2 : ii1; 
orientierter Punkte entsprechen sich 

in der 8piege1ung an der Achse der 
reellen Zahlen y = O. 

in der SpiegeJung (Inversion) am 
nullteiligen Kreise (S. 32, 86) 

Z2 +y2 + 1 = O. 

Absolute Punkte sind zu sich selbst entgegengesetzt orientiert: 
DieabsolutenorientiertenPunkte Absolute orientierte Punkte gibt 

werden auf die Achse der reellen es nicht (der nullteiliga Kreis hat 
Zahlen abgebildet. keine Punkte). 

Als absolutes Gebilde erscheint also in der pseudospharischen 
Geometrie eine gerade Linie, in der spharischen Geometrie fin null
teiliger Krei8. Das wird verstandlich, wenn wir uns daran erinnern, 
daB wir jetzt in der GauBebene arbeiten, wo (S. 209) die geraden 
Linien als besondere einteilige Kreise im Sinne von Moebius auf
zufassen sind. Diese Tatsache kommt analytisch dadurch zum Aus
druck, daB es sich um die Nullstellen einer biniiren Hermiteschen 
Form (S. 85) handelt. Wir stalleD die absoluten Gebilde der einzelnen 
Disziplinen gegeniiber. 

H yperbo7ische Geometrie,' 
Ein einteiliger irreduzibler Kegel-

8chnitt (der eine Ellipse sein kann, 
aber niemals eine gerade Linie). 

Pseudosphiirische Geometrie: 
Ein einteiliger Zykel (S. 206) (der 

eine gerade Linie sein kann aber 
niemals eine Ellipse), die Gesamt
heit der Nullstellen einer in
de/initen. binaren Hermiteschen 
Form (S. 261).1) 

Ellipti8che Geometrie,' 
Ein nulltei1i.7tT irreduzibler Kegel-

8chnitt (der getrennte Brennpunkte 
haben kann). 

8phiiri.sche Geometrie: 
Ein nullteiliger Zykel (der nie

mals getrennte Bi'ennpunkte hat); 
Nullstellen einer deHniten binaren 
Hermiteschen Form (S.262). 

J) Das Wort Zykel bedeutet also a) einen Mo·biusBchen Kreis, b) einen 
NichteuklidiBchen Kreis als Ort orimtin·ter Punkte oder Geraden. Wir empfinden 
Bchon diesen Obelstand storend; manche Autorpn nennl'n aber auch c) die Kreise 
der N. E. G. Zykeln, wenn sie Orter nicht orientierte,· Punkte od, r Geraden sind. 
Das wenigstens sollte man vermeiden. 
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Das zugangliche Gebiet der h; G., genaner die Gesa.mtheit der 
orientierten Punkte der oberen Schicht (S. 369), wird jetzt auf die 
obere Halbebene abgebildet, d. i. die Gesamtheit der Punkte, fur die 
y>O. 

Jetzt betrachten wir die zugehorigen Gruppen-: 
Die automorphen Kollineationen des absoluten Kegel8chnitt8 bilden 

die dreigliedrige Gruppe der kyperboliscken und eUiptischen Bewegungen. 
Sie ist kontinuierlick (S. 66), wiewohl sie in der h. G. aus zwei ge
trennten Transformationsscharen besteht. (S.376.) 

Die automorphen zykli8cken Transformationen (S. 205-209) des 
absoluten Zykels bilden eine dreigliedrige kontinuierliche Gruppe; 
sie heiBe die Gruppe der psetU1osphiiri8chen und 8phiiriscken Be
wegungen. 

Die automorphen quasizykliscken Transformationen des absoluten 
Zykels bilden eine dreigliedrige Schar. Diese nennen wir pseudo
sphiiri8che und 8phiiri8che U mlegungen. 

Von der zwoligliedrigen Gruppe der Transformationen orientierter 
Punkte (S 389) kommen jetzt nur noch die beiden Scharen (121), (122) 
in Frage: von den Koordinaten XI und Xr bleibt nur eine notig. 

Xl = ii.XI·a, Xl = a.Xz·a, (a = a, N(a) =f= 0) 
oder 

Bewegungen (123he): 

(132) {6,.=(aO-"a1)01 +( -as+"a,)o!j' 
<is = (as +" a!j) 01 +( txo +" (1) 0!j • 

ot=(ao+aSi)01+k(a,+a1i)02' 
<is=k( -a,+~i)Ol +(txo-aai)o,. 

Umlegungen (124he): 

(133) {~=(aO-"~)~l+( -as+"~)ii2' ~=k(tx!j+i~11iil+( -ao-~~i)ii" 
<is=(txs+"a\1)111 +(aO+"tx1)11!j· <is=(ao-aS')111 +k(c; -al ,)1111 • 

a==a, N(a)=f=O. 

Diese Formeln stellen zunachst nur Transformationen orientierter 
Punkte dar; aber wir haben die Koordinatenwahl inder GauBebene 
ja noch vollig in der Hand. Ein Punkt der GauBebene kann dar
gestellt werden: 

1. durch zwei homogene Koordinaten °1: 0\1. Dadurch werden 
die Formeln (132) wirklich zu Bewegungen, die Formeln (133) wirklich 
zu Umlegungen im vorhin erkl1i.rten Sinne; 

2. durch t1ier homogene Koordinaten x (131he). Um dann die 
Bewegungen zu erha.lten, hat man in (12b) a = a = {J = P zu setzen; 
for die Umlegungen (vgl. S.388) ist d&nn rechts, nicht aber links x 
durch ~ zu ersetzen; 
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3. durch drei homogene Koordinaten, zwischen denen, wie auch 
im vorigen Falle, eine quadratische Relation besteht (115, 116): 

(134) Xl :X'J :Xs = 
2 al a'j : a~ - a~ : - ,,( a~ + a~); 
- ,,'JX~ - ,,'JX; +X~ = 0, 

Dann werden die Formeln am elegantesten: 

Bewegungen X' = a·X ,a, 
Umlegungen X' = a ,X, a, 

4. Die inkomogenen Koordinaten (x,y) sind nicht sachgemiiB, da 
sie den akzessorischen Punkt nicht liefern, und auch die Moebiusschen 
Kreise bald durch lineare, bald durch quadratische Gleichungen 
darstellen. 

Der U metand, daB die pseudoephiirischen und'Sphiiriechen Gruppen 
gemischt sind, kommt daher, daBder Umkekrung (S. 388), die jeden 
orientierten Punkt in: den entgegengesetzt orientierten verwandeJt, 
in der GauBebene ents:pricht die Inversion am absoluten Zykel (119): 

(135) 
0: : o~ = 61 : 0'2 ; . Ot : (J~ = - t12 : at ; 

x~ : x~ : x~ : x; = - Xo : Xl : x'J : xs; 
X "X"X'-X- ·X- ·X

I' 2' 8- I' 2' S' 

Diese Transformation kam in der hyperbolischen und elliptischen 
Geometrie der unorientierten Elemente nicht vor. In dem Sinne 
gibt as keine hyperbolischen und elliptischen Umlegungen (vgl. 
S.378). 

Die U mkehrung bedeutete in der pseudospharischen Geometrie 
die Spiegelung an der Achse der reeHen Zahlen, also eine spezielle 
U mlegung auch im Sinne der Euklidischen Geometrie. Diese wird 
in der hyperbolischen Geometrie zur Identitiit; dadurch erkliirt es 
sich, daB wir in 67, S. 312 die Euklidischen Umlegungen auch als 
Grenzfall der Nichteuklidiscken Bewegungen erhalten konnten. 

Weiterhin bedienen wir uns der biniiren Koordinaten. Dann 
kanrt jede biniire reelle lineare Transformation (S. 161) als Bewegung, 
jede quasilineare als Umlegung gedeutet werden. Die einfacksten 
Punktmanniglaltigkeiten werden dann durch die :Nullstellen (nicht semi
definiter) Hermitescher Formen geliefert, sind also Moebiusscke Kreise 
oder Zykeln, und niche mekr gerade Linien wie in der hyperbolischen 
und elliptischen Geometrie. In der Tat Bahan wir in 56, Zus. 3, 4, 
daB Hermitesche Formen bei linearer und quasilinearer Transforma
tion in ebensolche verwandelt werden. Nach 56, Zus. 6 bleibt der Cha
rakter einer Hermiteschen Form, definit, indefinit oder semidefinit zu 
sein, erhalten. Scheiden wir die letzteren aus, so verteilen sich die 
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008 Zykeln auf zwei Klassen, von denen uns in erster Linie die in
definiten interessieren, da sie allein (reelle) Nullstellen haben. Aber 
diese 008 Zykeln besitzen, auch im anderen Falle, eine zweifach aus
gedehnte invariante Teilmannigfaltigkeit. Nach 56, Zus. 5, 11 haben 
zwei Zykeln eine simultane Invariante, deren Verschwinden ortko
gcmale Lage der beiden Zykeln aussagt. Die erwahnte Teilmannig
faltigkeit besteht nun aus allen oo'a Zykeln, die zum absoluten Z'Okel 
orthogonal Bind. Diese werden durch Bewegungen und Umlegungen 
nur untereinander vertauscht und spielen daher in der pseudo
spharischen und spharischen Geometrie eine ahnliche Rolle, wie die 
geraden Linien in der hyperboIischen und elliptischen Geometrie. 
Denn zwei getrennte Punkte kOnnen dUTck einen einzigen Z'Okel dieser 
besonderen Art f)erbunden werden. Man sieht das am besten in der 
pseudospharischen Geometrie, wo die erwahnten besonderen Zykeln 
durch die· Achse der reellen Zahlen halbiert werden. Man hat diese 
Zykeln daher auch wohl als Gerade bezeichnet, ein Verfahren, das 
wir nicht billigen konnen. Denn es gilt der Satz: Zwei "Gerade" 
kOnnen sick in zwei getrennten Punkten scTmeiden. Das start nicht 
so sehr in der pseudosphiirischen Geometrie, wo man schlieBlich von 
der unteren· Halbebene absehen kann (wodurch man hyperbolische 
Geometrie treibt), ala in der apharischen Geometrie, wo die beiden 
Schnittpunkte vollig gleichberechtigt sind. Wir schlagen' den Aus
druck Hauptz'Okel vor. 

Der absolute Zykel heiSt 

(h) i(0"10'9-0"'iI0'1)=0. (e) 0"10'1+0"20''11=0. 

Der Zykel all 0"1 0'1 + a 19 0"10'9 + an 0"90'1 + a'll9 0"9 0'9 = 0 ist Haupt
zykel fur 

(h) a 19 - au = o. (e) all + a S9 = o. 
Vgl. 66, Zus.5, 11 1). Hauptzykeln werden bei Gebrauch der Koordi
ooten (x, '0) (x + i'O = 0"1 : 0"'11) so dargestellt (a, .. = ax,): 

all (XII + 'Oil) + 2 alII x + all9 = o. 
all (x'il + '02 - 1) + alII (x +i'O) +a21 (x - i'O) = o. 

Bequemer ist die Darstellung durch die quatemaren Koordinaten. 
Denn iede lineare G'leickung 

noxo + nl x1 + ~X9 + naxs = 0, 
wo auf die quadratische Relation zwischen den x zu achten ist (vgl. 
S. 388), stellt einen Z'Okel dar; die n hangen linear von den aiN ab; 
fur beide Geometrien vermoge (131) in verschiedener Weise, vgl. 

1) Man beacbte, daJ3 diese Formeln auoh bei der damaligen anderen Be
zeiohnung der Koeffizienten gelten! 
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unten (136); beide Male gilt aber der Satz: Fiir die Hauptzykeln 
ist 00· = o. Wii.hr.,nd die iibrigen Zykeln quadratiBch von den drd 
Koordinaten Xl' X9 , Xs abhiingen, kommen diese bei den Hauptzykeln 
nur linear vor. Die iibrigen Zykeln sind Bilder von hyperbolischen 
und elliptischen KreiBen (S. 375, S. 385), diese als Orter orientierter 
Punkte aufgefaBt, die Hauptzykeln Bind B i 1 a e r von geraden Linien. 
Eben darum durfen fie nicht aIs Gerade bezeichnet werden, obw9hl 
auoh 001 wirkliohe Gerade unter ihnen vorkommen; es sind die 
iibrigen 002 eben nicht gerade Linien. 

Nnn erhebt sioh die Frage, was aus dem Winkel (Angulus) 
zweier Geraden im Sinne der hyperbolisohen und elliptisohen Geo
metrie wird. Die sogleich zu errechnende absolute hivariante fiir 
zwei Hauptzykeln wollen wir dann auoh ihren Winkel nennen. Der 
Zykel 00 Xo + 01 Xl + ~ X9 + Os Xs = 0 hat· in biMren Koordinaten 
die Gleichung (vgl. (131) 

(136h) (~-"oS)alal +(i" 00+ (1) a1a9 +(-i" 00+ (1) a2a1 +(-~ -"as)a2 i12 =O. 
(136e) k(Oo+ as) a1i11 +(01 +i(2)a1 i12 +(ol -i~)a,A +k(ao-os)a9B9=0. 

Sohreiben wir dafiir wieder 

au a1 a1 + aH a1 a2 + au o~ a1 + a22 a2 a2 = 0, 
so wird fiir zwei H.Juptzykeln a und b (a und b) wegen 00 = 0 bo = 0 
(137h) 4 (al b) = 2,,2 { au b92 + a22 bu - aubu - au b19}. 

(137e) 4(alb) = - 2 kll {all b92 + a22 bu - a12 b21 - aubn }. 
Wegen der Symbole (a/b) links vgl. 76, (42), 67 (b), S. 305. 

Daraus fo gt, wenn wir fiir den Ausdruok in der gesohweiften 
Klammer einen Augenblick das Zeiohen {a, b} einfiihren, beide Male 
(vgl. (62), (105) 

cos 2 (0, b) = {a, b}lI: {a, a} {b, b} = OOS2tp. 

Die GroBe tp reohts stellt aber (vgl. S. 262) den Winkel der 
beiden Zykeln (Moebiusschen Kreise) a und b dar, im Sintie der 
Eu1rlidiBcMn Geometrie: 

Bei der Abbildung der orientierten Punkte der NichteukliaiBchen 
Ebene auf die Punkte aer GaufJiBchen Ebene geht der NichleuklidiscM 
Winkel zweier Geraden uber in den Eukl,aischen Winkel aer zugeMrigen 
Hauptzykeln. 

Die korrekte Begriindung dieses Ergebnisses ha.t nooh die 
Tangen'lformeln zu benutzen. 

Bier hat man eine Einfiigung der Nichteuklidisohen Metrik in 
die Euklidifche vor sioh, die besonders ansoha.ulioh im FaIle der 
pseudosphiirisoheil Geometrie ist. An die Stelle der geraden Linien 

Beck, Koordlnatengeometrle der Ebene. 26 
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der hyperbolischen Geometrie hat man die Kreise (geraden Linien) 
treten zu lassen, die die Achse der reelIen Zahlen senkrecht durch
setzen. So kann man Dreiecke veransehaulichen, in denen ein (oder 
sogar aIle) Winkel Null sind. Um sieher zu sein, wirklich hyper
bolische Geometrie zu treiben, hat man sich auf die obere Halb
ebene zu beschriinken. 

Auch die Hauptzykeln der sphiirisehen Geometrie sind noch 
einigermaBen zu ubersehen; sie mussen nach reiner Methode (S. 338) 
mit den Mitteln des reelIen Gebietes erkliirt werden. Es sind das 
die Zykeln, die einen ganz bestimmten einteiligen Zykel (hier 
Xll + yll - 1 = 0) in den Endpunkten eines seiner Durchmesser 
schneiden. Um die Gesamtheit alIer Hauptzykeln in der spha
rischen Geometrie zu erhalten, nimmt man also ein Kreisbuschel 
(S. 118), dessen siimtliche Kreise durch die Endpunkte eines belie
bigen Durehmessers des, sagen wir Urkreises, gehen und unterwirft 
dieses Biischel allen Drehungen um den Mittelpunkt des Urkreises. 
Dazu kommen noch die Durchmesser des Urkreises. Die konstruk
tive Behandlung der sphiirischen Geometrie hat weniger Beachtung 
gefunden, als die der pseudosphiirischen. 

Die Distanzmessung in der pseudosphiirischen und sphiirischen 
Geometrie hat nicht so einfaclie Beziehungen zur Euklidischen. Nach 
(63) hat man (vgl. die FuBnote auf S. 369 und (131h) 

cos h" (x, y) = cos h" (a, T) = - {( aT)(aT) + (OT) (aT)}: (a a)(tT) , 
oder nach 73, Zus. 2 h 

(h) t.lll () (a T)(at) . l.Ill () (at) (01") 
138 COSn 2" x, Y = - (aa) (Tl)' sm" 2" x, Y = - (aa) (tT)' 

wo (vgl. (39), S. 158) das Zeichen (a'e) = 01 t~ - all tl geseth ist 1). 

Entsprechend wird in der spharischen GeometI1e durch (106), 
(131 e): 

(138e) { 

Illk( ) (a1T1 + all Til) (i11tl + all 'ell) 
cos 2 x, Y = ( ( \.' 

0 1 t11 + all t11l ) 'e1 T1 + 'ell TIl/ 

• Il 1 k ( ) (01 'ell - all 'eJ ) (a1 -Il - all T1) 
sIn "2 x, y = ( ) . 

0 1 t11 + all t11l (Tl T1 + 'ell Til) 

2. Man mag es als storend empfinden, daB das absolute Gebilde 
der pseudosphiiriachen Geometrie hier nicht als ,under einteiliger 
Kreis erscheint, und daher das zugiingliche Gebiet scheinbar offen 
ist. Das liegt aber nur an unserer fur den Augenblick alIerdings 

1) Beachte die Identitat zwischen vier Elementen eines biniren Gebietes 
S. 163, Zus. 4. 
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recht anschaulichen, aber nicht fiir aIle Zwecke sachgemaBen Koor
dinatenwahl x + iy = <11 : <111, 

Statt dessen machen wir jetzt einen anderen Ansatz: 

(139h) <11 : <111 = i(xiWI + WIl): (- xiw1 + WIl)' 

(13ge) <11 :<12 = w2:kw1. 

Dann gehen die Darstellungen (131) iiber in 
(140 h) 

XO:Xl :x2 :xa = Wi.oIl- XIlWIWI :WIWIl+W\lWl:i(w\lWI-WIWII):W\lW\l+XIlWIWI' 
(140e) 

XO:Xl :x\l:xa = w\lwi +kll w1W1 : W1W2+ Wi.ol :i(WIlWI-WIW2):W\lWIl- k2wl Wl • 

Setzt man jetzt WI: wll = x + iy, so wird der absolute Zykel zu 
- XIlXIl - x2y2 + 1 = O. kllXIl + kllyll + 1 = O. 

Diese Form wird aber erhalten, wenn man in die Gleichung 
des absoluten· Kegelschnitts der hyperbolischen und elliptischen 
Geometrie die inhomogenen Koordinaten einfiihrt 

x = Xl :" xs' y = xll : xs. 

Daher wollen wir beide Ebenen, die ternii,re und die Gau{Jische, 
aufeinanderlegen und konnen das jetzt so machen, dap die absoluten 
Gebilde der hyperbolischen 'Una pseudosphiirischen Ebene zusammenfallen, 
und ebeilso aie der elliptischen una sphiirillchen. Fallen die beiden 
Ebenen dann jedesmal punktweise zusammen 1 OfIenbar nicht, denn 
erst wenn man die Punkte der elliptischen Ebene doppelt iiberdeckt, 
er,hii.lt man eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zu den Punkten 
der sphii.rischen Ebene; bei der hyperbolischen Ebene bleiben aber 
die unzugii.nglichen Punkf;e, weil nicht Trager reeHer orientierter 
Punkte, von vornherein auBer Betracht. Aus (140) folgt vielmehr 

(141 h) Xl :XIl :Xa = 2x: 2y: 1 + XIlXIl + X lly 2, 

(141 e) Xl :X2 :XS = 2x: 2y: 1 - Pxz - kllyll, 

und diese Formeln stellen auf einfachste Weise den Zusammenhang 
zwischen der ternii.ren und der GauBischen Ebene dar. Dem Punkte 
Xl :X\I :xa =x:y: 1 der ternii.ren Ebene ist zugeordnet das Punktepaar 

Xl :XIl:Xa + Xo und X I :X2 :XS - Xo 
der GauBischen Ebene; die beiden Punkte dieses Paares sind invers 
in bezug auf den absoluten Zykel. Die Eindeutigkeit der Abbildung 
wird erreicht, wenn man dem orientierten Punkt xo: Xl : xll : xa zuordnet 
den Punkt xI:x\l:xa + Xo der GauBischen Ebene. 

Der Inhalt der Formeln (141), also der Vbergang von der 
hyperbolischen (elliptischen) Geometrie zur pseudosphii.rischen (sphii.-

26* 
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rischen) liillt sich in der Sprache der Euklidischen Geometrie leicht 
durch eine raumliche Konstruktion interpretieren: 

Man projiziert den Punkt (x, y) der 

pseudospharischen 
Ebene "stereographisch" vom 

,,2X2 + ,,2y2 + Z2.= 1 

auf dieses Rotationsellipsoid 

spharischen 
"Siidpol" (0, 0, - 1) der Flache 

- Px'J - k'l.y2 + Z2 = 1 

auf dieses zweischalige Rotations
hyperboloid 

und lotet den so gewonnenen Punkt auf die "Aquatorebene" z = 0 
herab. Der Fullpunkt ist der zugeordnete Punkt der 

hyperbolischen Ebene. elliptischen Ebene. 

Jetzt kann man die Satzc der hyperbolischen und elliptischen 
Geometrie ohne weiteres konstruktiv iibertragen. In der Sprache 
der Nichteuklidischen Geop!etrie lallt sich dieses Dbertragungsprinzip 
sogar noch einfacher fassen; man braucht dann die Ebene gar nicht 
zu verlassen: Man verlangere die Strecke yom Punkte (0,0) nach 
dem Punkte (x, y) iiber diesen hinaul,l um sich selbst, daIin erhalt 
man den zugehorigen Punkt Xl :X2:Xs (Zus.5). Bei der Umkehrung 
beachte man, dall eine Strecke zwei Mitten hat. 

Nun konnen wir wieder den Grenziibergang zur Euklidischen 
Geometrie ausfiihren. Aus (140he) folgt 

(140 E) xo: Xl : x2 : Xs = W 2 £02 : WI (92 + W 2 WI : i (W2 WI - WI W>!) : W 2 CO2 , 

wodurch nur die eine "obere" Schicht orientierter Punkte der Eu
klidischen Geometrie gcliefert wix:d. Die Abbildung der Euklidischen 
Ebene auf die GaufJebene folgt aus (141) 
(141 E) Xl:X2:xs=2x:2y:1. 

Ein sehr bemerkenswertes Ergebnis, welches unsers Wissens 
noch nicht beachtet ist; man' hat also in der Geometrie der Gaull
ebene nicht zu setzen, wie iiblich 

d Xl ix'J 
son ern - + -- = 2 w.l Das liillt sich ohne Vermittlung der Nicht-

Xs Xs 

euklidischen Geometrie nicht erkennen. Wir zeigen die Zweckmallig
kcit dieses Vorschlags an einem Beispiel. Die Bewegungsgruppen 
(132) lauten in den WI: W 2 jetzt: 

(142h) {W~ = (ao - ias) w t + (- a2 + iat ) W2, 
w~ = ,,2( - a2 - iat ) WI + (ao+ ias) w2 • 

(142e) { w; = (ao - ias) wt + (- aJ + ia1 ) WI!' 

w~ = k2(~+ial)wl+ (ao+iaS)w2. 
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In der Grenze werden daraus die Euklidischen Bewegungen. 
Vergleicht man die dann gewonnenen Formeln 

(142E) {w~ =(ao-ias)wt+(-a\l-;l-iat)w2' 
w~ = (ao + ias) w 2 

mit der ersten Formel in Zus. 6, S.45 (m = 1), so erkennt man 
warum dort der Faktor zwei im letzten Gliede auftreten muB. 

Man b~achte, daB das raumliche trbertragungsprinzip zwischen 
ternarer und GauBischer Ebene auch' fiir die Euklidische Geometrie 
seinen Sinn behalt, desgleichen das ebene; nur wird ietzt die Um
kehrung eindeutig undo gerade Linien des ternaren Gebietes gehen 
nicht in Hauptzykeln, sondem stets in gerade Linien liber; anders 
ausgesprochen: aUe Hauptzykeln werden dann gerade. 

Ais absolutes Gebilde der Euklidischen Geometrie der GauB
ebene fungiert der akzessorische Punkt, Nullstelle wieder einer binaren 
Hermiteschen und zwar semidefiniten Form faa w2 = O. Er bleibt 
aber nicht nur bei den zyklischen Transformationen (142E) in 
Rube, sondern bei einer viergliedrigen Gruppe, den Ahnlichkeiten. 
Damit sind wir wieder auf die zweite Art der Dehnungsgeometrie 
gekommen (S. 206). 

Konnen wir nun aus den Formeln (133) durch unsern Grenz
iibergang zu den U mlegungen der Euklidischen Geor.netrie gelangen? 
Ganz glatt kann sich dieser Gtenziibergang nicht vollziehen, <Jenn 
die pseudosphii.rischen und spharischen U mlegungen. gehen aus den 
Bewegungen hervor vermoge der U mkehrung (S. 388), die jeden 
orientierten Punkt in den entgegengesetzt orientierten verwandelt; 
in der Grenze ist aber nach (HOE) die eine Schicht orientierter 
Punkte (X3:XO < 0, vgl. S. 368) fortgefallen. Wir mussen daher ent
sprechend vorgehen wie in 67, S.312 und setzen wieder 

ao = - ,,2 ro ' at = rt, all = r ll , as = - ,,"rs, 
ao = Pro, at = rt' all = 1'2' as = k2ys' 

Dann erhalten wir in den w-Parametern fUr die Umlegungen die 
Formeln 

(143h) 
w~ = (rll-iYt)wt + (ro- iys) WIl' 
w~ = "II (Yo+iys)w1 + (Y2+ i Yt)w2 , 

(143e) 
w~= (r2-iYl)wt+(Yo-iys)wll, 
w~ = - k 2 (Yo + iYs)wt + (Y2 + iYt) WIl , 

und daraus wird in der Grenze wirklich die dritte Formel in Zus. 6, 
S. 45}(m = 1), d. i. es entstehen die reellen Euklidischen Umlegungen. 
Wegendes auf S. 45 auftr~tenden Faktors 2 vgl. man S.404. 

DaB die Umlegungen wirklich die Winkel umlegen, sieht man 
am bequemsten aus der ersten Formel 76, (62) und 77, (105) auf-Grund 



406 Fiinftes Kapitel. 79. 

der Tatsache, daB die U mkehrung als Transformation o,;entierter 
Elemente durch die Formeln geliefert wird 

~:~:~:~=-~:~:~:~. 

~:~:~:~=-~:L:L:&· 

3. Endlich fubren wir fUr die orientierten Punkte der ellipU8cMn 
Geometrie noch andere Koordinaten ein, und setzen 

XO:Xl :X2:; = Xo :xl :X2: kxs' 

Die neuen Koordinaten x geniigen dann der Relation (vgl. (114 e)) 

Xli _ k~x\! - ex\! - kll;1I - 0 o 1 \I S - • 

Deutet man wieder Xl: XO' X2 : XO' Xa : Xo als Punktkoordinaten 
im Rs' so sind damit die orientierten Punkte der elliptischen Geo
metrie liickenlos umkehrbar eindeutig abgebildet auf die Punkte 
einer Kugel vom Rawusquadrat 1: kll, also vom KrummungsmafJ P 
(Abbildung VII). Auf die Punlcte die8er Kugel aind damit auc'" die 
P'IIllllcte der sphiiriachen Ebene luclcenlos umke"'rbar eindeutig abgebildet. 

Diese Abbildung ist nun von besonderer Wichtigkeit. Fur zwei 
orientierte Punkte x und y wird (vgl. 67, (a) S.305) 

(xJy) = P (X1 Yl + XlI Y2 + xsYs)' 
Setzt man noch (vgl. S. 313) 

so wird (7'1, (106) 

Ie() XlY1 + X2Y2 + xs'Ys 
cos x, y = ,/ . 

y A\!+ A\!+ A2 V.I'I\!+ '\!'+ All 
Xl XII Xg [11 Y2 Y3 

Damit geht die Entfernung zweier orientierten Punkte dar eUiptischen 
Ebene tiber in den aphiiri8chen Abatand der zugeordneten KugeI
punkte, dieser genommen im Sinne der Euklidi8chen Geometrie. 

Die Gleichung einer geraden Linie der e. G. 

Q1 Xl + Q\lX2 + QaXa = nl x1 + I1\1X2 + aaxs = 0, 

Ql = aI' ~ = all' kQs = aa' 
geht tiber in die Gleichung eines Hauptkreisea der Kugel. Auf 
Grund von (vgl. 67, (b) S.305) 

(E/t» = Ie\! (il gl + ~2 ~2 + ~3 ~3) 
und der Festsetzung (vgI. 67, (157) 

Vie 2 ( i: + i: + i;) = Ie Vi: + ii + i: = kEo 
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wird nach 77, (105) 

cos ( ) - it ~1 + ~2 Gil + ~3 gs 
~,t) - V~2+~I1+ ~2 V~2 +~Il+~Il' 

~1 ~Il ~8 1:)1 t)1l 1:)8 

Der Winkel zw~ier geraden Linien der elliptischen Ebene ist damit 
ubergegangen in den EuTelidssck gemessenen Winkel der zugeord
neten Hauptkreise auf der Kugel. 

Fuhren wir wieder die GauBische Ebene ein, so haben wir so
gleich: 

Die Memlc der .pkii,ri8chen Geometrie vOn!. Krummu1UJ8map Tell 
der Ebtne is' idtntisck mit der EuTelidiscken M etriTe auf einer Kugel 
vam Krii.mmu1UJsmap Tell. Die Trigonometrie der genannten Ebene 
ist identisch mit der gewohnlich so genannten spooriscken Trigona
metrie auf einer Kugel yom Radiusquadrat 1: kIl. 

Deswegen hat F. Klein, von dem die in diesem Abschnitt 79 
bisher vorgetragenen Gedanken fn der Hauptsache herriihren, ffir 
die elliptlsche Geometrie in der GauBischen Ebene den Namen 
sphariscke Geometrie eingefiihrt. J etzt ist ferner aufgeklart die tJber
einstimmung der Formeln 77, (107)-(109) mit solchen der sphii.ri
Behan Trigonometrie. 

Weiter liegt darin die Moglichkeit einer bequemeren Behand
lungsweise der elliptischen Geome~rie; so folgt sogleich, daB die 
Summe der Innenwinkel im Dreieck in der e. G. groBer iet als zwei 
Rechte (S. 385). Von dieser Winkelsumme hii.ngt aber. der Dreiecks
inhalt auf der Kugel ab; wir konnen damit ale Flii.cheninhalt eines 
Dreiecks in der e. G. von den Innenwinkeln at> all' as erkli1ren den 
Ausdruck 

fur die hyperbolische Geometrie ersetzt man in dieser Formel Ic \l 
durch _,,9. 

Man kann ferner die Zuordnung zwischen Ebene und Kugel 
anschaulich zum Ausdruck bringen, wenn man einen Punkt der 
ellipttschen Ebene projiziert yom MitlelpunTet der passend gelegten 
Kugel aus. Ordnet man dem Punkte der Ebene zu den durch ihn 
laufenden Durchmesser der Kugel (Geometrie im Geradenbunde~, so 
treibt man elliptische Geometrie. Geht man yom Durchmesser zu 
seinen beiden Endpunkten uber (Geometrie auf der Kugel), so treibt 
man sphii.rische Geometrie. 
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So entsprechen sich: 

elJiptiscke Geometrie: 
Punkt. 
Gerade. 

Zwei getrennte Gerade schneiden 
sich in einem einzigen Punkte. 

spkiiriscke Geometrie: 
Punkt. 

Hauptzykel. 
Zwei getrennte Hauptzykeln 

schneiden sich in zwei getrennten 
Punkten. 

Geradenbiindel: 
Gerade. 

Ebene im Biindel. 
Zwei getrennte Ebenen schneiden 
sich in einer einzigen Geraden. 

Kugel: 
Punkt. 

Hauptkreis. 
Zwei getrennte Hauptkreise 

schueiden sich in zwei getrennten 
Punkten. 

Ein entsprechender Zusammenhang zwischen hyperbolischer und 
Euklidischer Metrik liiIlt sich leicht aufstellen; die Kugel wiirde dann 
aber das Radiusquadrat - ,,2 erhalten, mithin rein imaginaren Radius 
haben, eine "Pseudosphiire" sein. Daher ist, zuerst wohl von Study, 
der Ausdruck pseudospharische Geometrie gepragt worden. Wir 
halten ihn fiir ebenso wenig gliicklich, wie den Ausdruck sphii.rische 
Geometrie von Klein, da er eine Eigenschaft zum Ausdruck bringt, 
die zwar 'historisch eine groBe Rolle gespielt hat, sonst aber nicht 
so charakteristische Bedeutung hat. Viel wichtiger ware es, wenn 
man in der Bezeichnung andeuten wiirde,· daB diese Disziplinen nicht 
in der ternaren (projektiven) Ebene arbeiten, sondern im binaren 
(zyklischen, S. 206) Gebiet der G~uBebene. Es wiirde also sachgemall 
sein, von ternar-elliptischer und zyklisch-elliptischer, von ternar-hyper
bolischer und zyklisch-hyperbolischer Geometrie, von ternar-Euklidi.scker 
und zyklisch-Euklidischer G:ecnnetrie (S. 206) zu reden. 

Wir fiillen noch eine Liicke aus. Wir haben in der hyper
bolischen Ebene nur· die Gesamtheit der reellen zuganglicken Punkte 
doppelt iiberdeckt, und sind dadurch zur pseudospharischen Geometrie 
gelangt. Jetzt soll noch die Gesamtheit der reeHen unzuganglicken 
Punkte doppelt iiberdeckt werden. Nimmt man als Verzweigungs
mannigfaltigkeit hinzu die Punkte des A. K., so laBt sich die Ge
samtheit dieser (groBtenteils imaginaren [vgl. S. 367]) qrientierten 
Punkte liickenlos umkehrbar eindeutig abbilden auf die Gesamtheit 
der reellen Punkte cines einschaligen Hyperboloids. Denn jedem 
der betrachteten orientierten Punkte ist eindeutig ein reeller 'Speer 
zugeordnet, sein Polarspeer (S. 362); die Gesamtheit der reellen Speere 
der h. G .. ist aber Trager zweier reell biniirer Gebiete. (S. 365.) 

Die Bewegungen sind diejenigen automorphen Transformationen 
dieser Mannigfaltigkeit, die entgegengesetzt orientierte Punkte in 
ebensolche iiberfiihren. Sie unterscheiden sich von den bisherigen 
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hyperbolischen Bewegungen nur durch die Objekte, die transformiert 
werden sollen. Diese Ubereinstimmung hort aber auf, wenn wir die 
Gruppen erweitern. Dann liefert das neue Kontinuum orientierter 
Punkte eine ganz andere zwolfgliediige Gruppe als daB bisher be
trachtete. Damit ist ein neuer Zweig der Geometrie gewonnen, der 
die gewohnliche hyperbolische Geometrie umfaBt, und vom Verfasser 
eingehend behandelt und mit dem N amen paraspharische Geometrie 
bezeichnet ist l ).. Der Name ist auch nicht sehr pass end, weil er 
nicht zum Ausdruck bringt, daB diese Disziplin in zwei reell-binaren 
Gebieten arbeitet; er ist aber berechtigt, wenn man die Benennungen 
Bpharisch und pseudoBphariBch beibehiilt. Die zwolfgliedrige Gruppe 
laBt Bich bei geeigneter Koordinatenwahl durch die vier Quaternionen
gleichungen auf S. 393 darstellen. 

1. In der pseudosphiirisehen Geometrie sei das absolute Gebilde eine Ge
rade. Zeichne zwei parallele Hauptzykeln. Dureh einen Punkt sollen zu einem 
Hauptzykel die beiden parallelen Hauptzykeln gelegt werden. In einem Punkte 
eines Hauptzykels soIl auf diesem der senkrechte Hauptzykel errichtet werden. 
Von einem Punkte aus solI auf einen Hauptzykel der Normalhauptzykel gefiUlt 
werden. Der gemeinsame Normalhauptzykel zu zwei °getrennten Hauptzykeln 
Boll gezeichnet werden. 

2. Die letzten drei Aufgaben fiir die spharische Geometrie. Wir erinnern 
daran, daB in der Literatur die Hauptzykeln zuweilen als Gerade bezeichnet 
werden, deren Rolle sie in der Tat spiel en, und deren BHder sie sind. 

3. Die Aufgaben von Zus. 1, wenn d~r absolute Zykel rund ist. In allen 
Fallen hat man in elementarer Ausdrucksweise den Orthogonalkreis zu drei 
Moebiusschen Kreisen (S. 270) zu bilden. Daraus ergeben sich die analytischen 
Ausdriicke (S. 270, Zus. 4·, 5). I 

4. Um eine Strecke ab .iiber b hinaus um sieh selbst zu verlangem 
(S. 404), bringt man die Gerade ab zum Schnitt mit der absoluten Polare 
·von b. Sei c der Schnittpunkt. Dann wird das Paar bc harmonisch getrennt 
durch das Paar ax, wo x der gesuehte Endpunkt ist; die Strecke bx ist eben
solang ala abo 

5. Die Gruppe der automorphen Kollineationen eines irreduziblen K. 2. O. 
laBt sich noch durch Quasikollineationen erweitem, so daB dann ehenfans eine 
gemischte Gruppe entsteht. 

6. Nichteuklidisch Hermitesche Geometrien. Ais absolutes Gebilde wird 
zugrunde gelegt 

eine definite ternare Hermitesche F.orm, 
eine indefinite temare Hermitesche Form. Vgl. S. 330, ZU8. 4. 

Die automorphen Kollineationen, Quasikollineationen, Korrelationen und Quasi
korrelationen dieses absoluten Punktkomplexes bilden eine (bei Ziihlung rebller 
Parameter) achtgliedrige Gruppe, die aus vier getrennten Transformationsscharen 
besteht. Die Kollineationen kann man dailll: Bewegungen nennen. Beide 
Zweige der Geometrie stehen in derselben Beziehung zueinander, wie die ellip
tisohe Geometrie zur hyperbolischen; vgl. dazu S. 220-222. Study, Kiirzeste 
Wege im komplexen Gebiet. Math. Ann. 60 (1904), S. 321-377. 

1) Vgl. die auf S. 393 angAfiihrte Arbeit. 
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7. Bewegungs- und Dehnungsinvarianten. Eine &ellie von Arbeiten neueren 
Datums aus der Feder von R: Weitzenbook 1) veranlallt uns zu einem N&Oh
trag fiber absolute Euklidische Invarianten. 

Der Winkel zweier geraden Linien 
tg (~, t) = 2 (~t) 1) : (l~) (rt) + (ZIl) (r~) 

= i (~t)lr): (l,£) (rt) + (It)) (r,£) 
(iiber die Bedeutung von l, r, { vgl. S. 343) ist abEOlutEl Invariante gegeniiber 
gleiohsinnigen Dehnungen. Denn bei einer sol'chen (S.44, S. 97) wird 

m'(,£'t)'ll')= (rt)3), m 9 (x'y'Z') = (xyz), m9(x't)=(x~), 
insbesondere 

m(lt) = (Z '£) , m(rt)=(r,£), ml(tt)'I)=(~t)'(). 

Zahler und Nenner der Tangensformel multiplizieren sich bei einar gleich· 
sinnigen Dehnung daher mit derselben Potenz von m. Das gilt auch noch fiir 
gegensinnige Dehnungen (S. 45, S. 98); 

m' (tt)'.i') = (~t) 3), - m I (x' y' z~ = (zyz), - m t (x't) = (x,£) 
m (1,£,) = (r,£), m (r,£') = (lr) , - m ~ (t t)' 1) = ('£\) \); 

hier tritt aber noch ein Minuszeichen auf, wie es sein mull (S. 197). 
Anders verhiilt es sich bei der Formel fur den Abstand zweier 'Punkte 

~ und y. Hier gewinnt man leicht aus (63), S. 364 die It'ormeln 

(x ) = ~yz) • .; (Z \) (r A) = {Qi'ilf'(.--:-;Y) 
,y (liZ) (tx)(ly) (I x)(1 y) , 

wo 3 = iY und z einen nioht auf II liegenden Punkt bedeutet. Hier nehmen 
Za.hler und Nenner verschiedene Potenzen von man; der Ausdruck ist also 
absolut invariant nur fUr m = 1, also im allgemeinen keine absolute Dehnungs
invariante. V gl. auch Stu d y, Uber Bewegungsinvarianten und elementare 
Geometrie. Leipz. Ber. 4:8 (1896), S. 649-664. 

80. Znr Elementargeometrie. Die Wichtigkeit der N. E. G. fiir 
eine vertiefte Kenntnis der elementaren Euklidischen Geometrie ist 
uns bereits in einer ganzen Anzahl von Fallen entgegengetreten. 
Die Grenziibergange von der N. E. G. zur E. G. sind an siGh lehr
reich, aber sie besitzen auch praktische Bedeutung. Sie konnen 
manchmal Dinge aufklaren, die aus der E. G. heraus nicht oder nur 
schwierig entschieden werden konnen. So etwa die Tatsache, daB 
der Stab der E. G. eine Umlegung reprasentiert und nicht, wie es 
zuerst den Anschein hat, eine Schiebung, so ferner die Tatsache, 
daB die Formel fUr den Tangens eines Winkels in der E. G. rational 
ausfallt usw. DaB der Grenziibergang zuweilen auf mehrere ArtE'n 
ausfUhrbar ist, haben wir am Beispiel der Bewegungen der N. E. G. 
gesehen, die in.He Euklidischen Bewegungen, aber auch in die Eukli
dischen Umlegungen iibergefiihrt werden konnen (S. 310-312). 

Hierzu ist aber immer erforderlich, daB man einen Satz der 
N. E. G. bereits kannt. Gewohnlich muB man aber umgekehrt von 

1) Sitzber. der Kais. Ak. d. Wiss. in Wien. trber Bewegungsinvarianten. 
I-IV, 122 (1913); V-VII, 123 (1914); VIII, 12,1 (1915); IX, 125 (1916). 



Zur Elementa.rgeometrie. 411 

einem Satz der E. G. aus erst sein Urbild in der N. E. G. herstellen, 
ihn in die N. E. G. iihertragen. Das laBt sich zuweilen gar nicht 
ausfiihren. Der Satz von der Gleichheit der Peripheriewinkel iiber 
demselben Kreisbogen gilt in der N. E. G. nicht. Hier erkennt man, 
daB dieser Satz der Euklidischen Geometrie eigentiimlich ist; man 
kann also, wenn man will, zwischen niedereuklidi8chen und kocheukli
di8chen Eigenschaften unterscheiden, und gerade das .Studium der 
letzteren, die. kein Gegenstiick in der N. E. G. haben, ist besonders 
zu pHegen. Diese Scheidung bedeutet einen Wesensunterschied, auf 
den man achten solite, selbst wenn sich in Zukunft herausstellen 
sollte, . daB hier eine vollstii.ndige Disjunktion nicht vorliegt. 

Zuweilen laBt sich die Ubertragung eines Satzes der E. G. auf 
die N. E. ~. anf mehrere Arten SQ ausfiihren, daB die gewonnenen 
Satze beim Grenziibergang in den urspriinglichen Satz zuriickkehren. 
Beispielsweise kommt man von den Euklidischen Schiebungen aus 
zu den Grenzdrehungen, aber auch zu den Gleitungen (S.311). Die 
Geradlinigkeit der Bahnkurven erweist sich dabei als eine hoch
euklidische Eigenschaft. 

Zur Arbeit in der N. E. G. wird man sich mit Vorteil hiiufig 
statt der Koordinatenmethode der Trigonometrie bedienen konnen, 
deren Formeln man sich fiir die Innenwinkel zurecht macht, oder 
der Kongruenzsii.tze. Uberhaupt harrt die synthetische Seite del' 
N. E. G. noch ihrer Ausbildung (vgl. S. 229). Zur Bearbeitung dieser 
sehr lohnenden Aufgabe soIl hiermit anfgefordert werden. 

Die Kongruenzsatze der N. E. G., sechs an der Zahl, sind zu' 
zweien dual (S. 386), denn es gilt der Satz: Zwei Dreiecke, die in 
den drei Winkeln iibereinstimmen, sind kongruent. Hier haben wir 
ein Beispiel dafiir, daB von zwei zueinander dualen Satzen der 
N. E. G. beirn Grenziibergang der eine erhalten bleibt, der andere 
aber verungliickt, insofern an die Stelle der Kongruenz die Ahnlich
keit tritt. 

Es kann auch der Fall vorkommen, daB von zwei dualen Sii.tzen 
beide den Grenziibergang unQeschiidigt iiber,2tehen. So der Satz von 
den Seiten im Tangentenviereck, von den Winkeln im Sehnenviereck, 
wobei in letzterem der hocheuklidische vom niedereuklidischen Be
standteil getrennt wird: Die Summe des einen Paares gegeniiber
liegender Winkel im Sehnenviereck ist ebenso groB wie die Summe 
der Winkel des anderen Paares. 

Ferner konnen beim Grenziibergang von zwei dualen Sii.tzen 
beide wohlbehalten davonkommen, aber verschiedene Realitats
eigenschaften zeigen: Parallele Gerade gibt es im reellen Gebiet, 
parallele Punkte nur im imaginaren. 

Am bemerkenswertesten sind die FaIle, wo von zwei zueinander 
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dualen Satzen der N. E. G. beide beim Grenziibergang einen Sinn 
geben, aber die urspriinglichen Satze so Nerstiimmelt sind, daB man 
ihren Zusammenhang in der E. G. nicht mehr sieht. Dahin gehOren 
der Pythagoraeische Lehrsatz und der Satz von der Winkelsumme 
im Dreieek (S. 316). 

Diese beiden Satze sind nicht zueinander dual, d. i. es kann 
nicht der eine aus dem andern dureh die absolute Korrelation er
halten werden. Denn diese verfliiehtigt sieh, da in der E. G. der 
A. K. singular ist, als Klassenkurve den Rang zwei, als Punktort 
den Rang eins besitzt (S. 305). 

Trotzdem nennen wir z'wei solche Satze der E. G. zueinander 
dual, weil sie eben Grenzfalle dualer Satze der N. E. G. sind. 

Ais weiteres Beispiel fiir solehe dualen Satze der E. G. fiihren 
wir an: 

Die Summe der Quadrate Der Winkel zwischen einer Hohe 
zweier Dreieckseiten ist doppelt und der von derselben Ecke eines 
so groB als die Summe der Dreiseits ausgehenden Winkel
Quadrate der halben dritten Seite halbierenden ist gleieh der halben 
und der sie halbierenden Trans- Differenz der beiden anderen 
versale. Winkel. 

Herleitung durch die beiden Kosinussatze; dann Grenziibergang. 

Hiermit haben wir ein dankbares Forschungsgebiet aufgezeigt. 
Einen schonen Beitrag dazu verdankt man P. Epstein 1), der aus der 
Erwagung heraus, daB der Kreis der N. E. G. zu sich selbst dual ist, 
die Lehre von der Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis 
verwandelt hat in eine Theorie der Potenz einer Geraden in bezug 
auf einen Kreis, ein ganz elementares Kapitel der Euklidischen Geometrie, 
welches man tatsarhlich niche gefunden hat, bevOT der U mweg Uber die 
N. E. G. angetreten wurde. Einen weiteren Beitrag dieser Art wird 
demnach&t ·L. Berwald verofientlichen, der die sogenannten Brocard
schen Gebilde durch ihre dualen Gegenstiicke ersetzt. 

Wir zeigen noeh an einem Beispiel, wie man aufdecken kann, 
daB die Elementarmathematik unsachgemaB verfahren ist. Man 
definiert das Parallelogramm als Viereck, in dem jede Seite zur 
Gegenseite parallel ist. Hier ist man von einer ganz nebensachlichen 
Eigensehaft ausgegangen und hat daraus den Namen gewahlt. Die 
sachgemaBe Erklarung lautet (S. 57): Das Parallelogramm ist ein 
Viereck, welches ein Symmetriezentrum besitzt. Daraus folgen die wesent-

~) Die dualistische Erga.nzung des Potenzbegriffs in der Geometrie des 
Kreises. Zeitschr. f. ma.th. u. nat. Unterr. 37 (1906), S. 499-520. 
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lichen satze, die auch in der N. E. G. noch geIten. Dort sind die 
Gegenseiten der Figur nicht parallel; in der h. G. sind sie ultra
parallel, in der e. G. schneiden sie sich. 1m Parallelismus der degen
BaiteD haben wir wieder eine hocheuklidische Eigenschaft vor uns, 
und wenn man Reinheit -der Methode fordert, so darf man nicht 
diese an den Anfang stellen, um daraus niedereuklidische EigenJ 
schaft.en herzuleiten. 

Was lehrt nun die N. E. G. weiter! Fassen wir das Parallelo
gramm einmal als Viereck auf, so wird es erhalten, wenn man die 
Figur zweier Punkte.an einem weiteren Punkte umwendet. In der 
e. G. ist nun die Umwendung um einen Punkt gleichzeitig Umwen
dung um eine Gerade, d. i. das Viereck besitzt auch eine Symmetrie
achse. Von dem GesichtBpunkt aus hatte man es als gleichschenkliges 
Trapez zu bezeichnen. In der h. G. wird man die Figur als Paralle!o
gt'amID bezeichnen, wenn das Symftletriezentrum zuganglich ist, im 
and ern Falle als gleichschenkliges Trapez, und diese Spaltung der 
in der e. G. noch einheitlichen Figur findet man auch in der E. G. 
Jedem Satze iiber Paralle10gramme kann daher ein solcher iiber 
Trapeze zugeordnet werden. Sprachlich kommt dieser Zusammen
hang nicht zum Ausdruck, weil man zwei Ecken der Figur in der 
e. G., die man bei der einen Auffassung als beftachbart anspricht, 
bei der andern als gegeniiberliegend zu betrachten hat: 

Parallelogramm: Gleir:kschenkliges Trapez: 

J ede Seite ist so lang wie die 
Gegenseite. 

Die Diagonalen halbieren sich 
gegenseitig. 

Jeder Winkel ist so groB wie 
der gegeniiberliegende. 

Die "Nebenseiten" sind gleich 
lang, ebenso die Diagonalen. 

Die Verbindungsgerade der 
Mitten der beiden ~Haupt8eiten" 
steht auf diesen senkrecht. 

Jede Hauptseite ersch~int von 
den beiden Ecken der andern 
Haup,tseite unter gleichen Winkeln. 

Aber mehr! Fassen wir das Parallelogramm jetzt als Vier8eit 
auf, so entsteht es, wenn man die Figur zweier sich schneidenden 
Gerade:n um einen Punkt- umwendet. In der e. G. kann diese Figur, 
da sie dann gleichzeitig eine Symmetrieachse bpsitzt, auch als Drache 
ange!'prochen werden 1). Es folgt wieder, daB die Eigenschaften des 

1) Es ist bezeiohnend, daB die Elementargeometrie -fiir die~es wichtigste 
aller Viereoke, welches bei den Konstruktiorien des Hallierens von Strecken 
und Winkeln und beim Fimen und Errichten von Loten gebraucht wird, in 
Deut~oh)and wenigstens, keinen Namen gepriigt hat. Man hilft sich mit schwer
fiilJigen Umschrmbungen und redet von zwei gleichschenkligen Dreiecken iiber 
derselben Basis. 
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Pa.rallelogramms dual auch beim Drachen auftreten mussen; die 
Scheidung zwischen beiden Figuren erfolgt wieder bereits in der h. G. 

Parallelogramm: Drache: 
Jeder Winkel ist ebenso groB Die Winkel an den nHaupt-

wie der gegenuberliegende. ecken" sind gleich groB. 
Die Diagonalen sind gleich Die Verbindungsgerade der 

lang. Hauptecken ,wird von der der 
beiden Nebenecken halbiert. 

J ede Seite ist so lang wie die 
gegenii berliegende. 

Zu jeder Seite gibt es eine 
gleichlange an der andern Haupt
ecke. 

Der Untersc~ied in der sprachlichen Fassung beruht wieder 
darauf, daB zwei Seiten bei der eiuen Auffassung der Figur in der 
e. G. als benachbart, bei der andern Auffassung als gegenuberliegend 
zu bezeichnen sind. J etzt ist auch die Brucke geschlagen zwischen 
dem Drachen und dem gleichschenkligen Trapez. Die Ausdehnung 
auf die Vierecke mit drei zueinander senkrechten. Symmetrieachsen 
und drei zueinander orthogonalen Symmetriezentren ("Rechtecke") 
und die Vierseite dieser Eigenschaft (nRhomben") bedarf keiner 
weiteren Erlauterung. Hier sieht auch die elementare Euklidische 
Behandlung die Dualitat klar vor Augen. 

Ais letztes Beispiel bringen wir eine bisher noch nicht bemerkte 
Beziehung zwischen den .Asymptoten und Brennpunkten der Kegelschnitte 
in der Euklidischen Geometrie. 

In der N. E. G. definiert man zweckmaBig als Brennpunkte einer 
K. 2. O. die Schnittpunkte der absoluten Tangenten (S. 290), d. i. der 
gemeinsamen Tangenten des A~K. und der von ihm als verschiede~ 
vorausgesetzten K. 2. O. Dann giht es (immer?) sechs Brennpunkte, 
und diese gliedern sich in drei Paare. Jedes Paar bestimmt eine 
Symmetrieachse der K. 2. 0., und diese treffen sich in den drei 
Symmetriezentren der Kurve. 

Ein Paar getrennter, nicht absoluter Punkte sei (p~) (q~) = o. 
:Oaa ist eine K. 2. K. und bestimmt mit dem als K. 2. K. aufgefaBten 
A. K. (~/'l) = 0 zusammen ein Buschel von KurfJen zweiter 'Klass€. 
Unter Benutzung eines numerischen Parameters ,(: f' schreiben wir 
dies Buschel so: 
(144) ,(Poqo (~M - k2 #(p~)(q~) = O. 
Wii.hlt man ,(: f' konstant, so erhalt man eine K. 2. K. des Buschels. 
Daraus folgt, daB fur jede dieser Kurven zweiter Klasse konstant 
iet der Ausdruck 

(145) 
,( k' (P'l) (q~) 

('&/'&) Po qo 
sin k ('l,p) sin k (~,q) 

lev (S.386). 
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Suchen wir jetzt die Brennpunkte fiir die irreduzible Kurve (144), 
so haben wir dort (~J-~) = 0 zu setzen; die absoluten Tangenten von 
(144) laufen durch die Punkte p und g, und diese sind daher Brenn
punkte fiir iede K. 2. K. des Buschels. (Buschel konfokaler Kurven 
zweiter KIMse.) In der Formel (145) steckt ein Satz, der beim 
Grenziibergang zur E. G. so ausgesprochen zu werden pfIegt: Dal 
Produkt der Abstiinde einer Tangente eine,. K. 2. O. von den beiden 
Brennpunkten ist konsMnt. 

Damit (144) eine nicht singulare K. 2. K., also auch eine K. 2. O. 
darstellt, muB scin (1: # =F 0) 1: # =F (pIg) ± Pogo: 2 PPoqo. Fiir jeden 
dieser beiden hiermit ausgeschlossenen Werte stellt (144) wieder ein 
Punktepaar dar, und diese beiden Paare liefern die andern vier 
Brennpunkte alIer Kurven des konfokalen Buschels (144), die ge
trennt Bind, wenn wir noc!t voraussetzen, daB die anfangs gewiihlten 
Brennpunkte p und g nicht zueinander parallel sind. Der Satz, den 
wir aus (145) hergeleitet haben, gilt also in der N. E. G. dreimal, 
namlich fiir jedes Brennpunktepaar. Beim Grenzubergang zur E. G. 
bleiben nur zwei Paare iiber; dort gilt der Satz also nur zweimal; 
das dritte Paar von Brennpunkten ist in die beiden absoluten Punkte 
der E. G. geriickt. 

Jetzt fiihren wir die duale Betrachtung durch. Es seien ~ und 
q zwei getrennte nicht parallele und nicht absolute Gerade. Das Ge
radenpaar (.\)x) (qx) = 0 biIdet mit dem als Ordnungskurve aufgefa6ten 
A. K. das Biischel 11011. K u",en zweite,. Ordnung 

(146) l~oqo(xlx) - # (l1 x)(qx) = o. 
Die Faktoren l10 und qo sind wie bei (144) eingefiihrt, um all

seitige Homogenitat zu erzielen, und bewirken, daB ;.: # numerSsci 
wird. 

An die Stelle der Schnittpunkte der absoluten Tangenten von 
vorhin treten jetzt die Verbindungslinien der absoluten Punkte der 
Kurven (146); sie sind dieselben fur aIle Kurven dieses Buschels 
und sollen die gemeinsamen Asymptoten aller K. 2. O. des Biischels 
hei6en. Ubertragen wir auch einen Ausdruck von S. 338 auf die 
N. E. G., so konnen wir sagen, durch (146) werde ein Buschel homo
theti8cner Kurven zweiter Ordnung dargesteUt; ein Paar der im ganzen 
sechs gemeinsamen Asymptoten wird dann durC'h ~ und q geliefert. 

Fur eine K. 2. O. im Buschel (146) ist 1: # konstant, also 

(147) 
;. (l1x)(qx) sin k(x,l1)· sin k(x, q) 
p.= ~oqo(xlx) = Ie'!. 

Der darin steckende Satz gilt wieder dreimal, namlich fur jedes 
der drei Asymptotenpa.a.re. 
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Beim Grem;iibergang zur E. G. gehen nun zwei Paare verloren; 
sie werden auf die uneigentlichen Gerade geworfen. Das dritte Paar 
geht aber in das in der Euklidischen Geometrie als .Asymptoten be
zeichnete Geradenpaar wer. Stellen wir den Beweis dafiir einen 
Augenblick zuriick, so' folgt zunachst, daB der in (147) steckende 
Satz in der N. E. G. wieder dreimal gilt; in der E. G. wird damus 
(einmal): 

Das Produkt der Abstiinde eines Punktes einer zentrischen K. :2 O. 
von den beiden .Asymptoten ist konstant. 

Somit sind als zueinander dual die Satze der E. G. erkannt. 

Das Produkt der Abstande einer Das Produkt der Abstande eines 
Tangente eines zentrischen Kegel
schnitts von zwei auf einer Achse 
liegenden Brennpunkten ist kon
stant. 

Punktes eines zentrischen Kegel
schnitts von seinen Asymptoten ist 
konst£tnt. 

Nichteuklidisch hat die in den Satzen (145), (147) auftretende 
Konstante unter den gemachten Annahmen jedesmal drei verschiedene 
Werte; Euklidisch sind in dem Satze links noch zwei verschiedene 
Werte geblieben, rechts nur einer. 

Somit ist erkannt, dafJ die Satze uber Brennpunlcte in der N. E. G. 
Bich zu Tripeln anordnen lassen, ebenso die wer Asymptoten. 

So geiten dreimal die Satze: 
Der Ort der Punkte, die man durch Umwendung eines Brenn

punktes um aHe Tangenten eines Kegelschnitts erhalt, ist ein Kreis 
um den andern Brennpunkt. 

Es gibt also im allgemeinen FaIle sechs solcher "Leitknise"! 

Weiter kann man aua jedem Satz uber Brennpunkte einen 80kken 
uber Asymptoten herleiten, einjach dUTCh Anwendung des Dualitats
prinzips. 

So gewinnt man z. B. folgende duale Satze der E. G. 

Die Tangente bildet mit den Die Strecke auf einer Tangente 
Brennstrahlen nach ibrem Be- zwischen den beiden Asymptoten 
riihrungspunkte gleiche Winkel. wird durch den Beriihrungspunkt 

halbiert. 

Allgemeiner sind solche Briidersatze: 

Die beiden Tangenten von einem 
Punkte an einen Kegelschnitt 
bUden gleiche Winkel mit den· 
beiden Brennstrahlen durch ihn. 

Eine Sekante schneidet zwischen 
der Kurve und ihren Asymptoten 
glej.che Stiicke aus. 
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Endlich fiihren wir noch an: 

Ein Punkt einer Ellipse bildet 
mit den beiden Brennpunkten zu
sammen ein Dreieck von kon
stantem U mtang. 

Eine Tangente der Hyperbel 
bildet mit den beiden Asymptoten 
der Hyperbel ein Dreiseit kon
stanten Inhalte8 (vgl. S.407). 

Diese Liste wird der Leser ohne Schwierigkeit weiterfiihren 
konnen. Wir haben nur noch den Beweis nachzuholen, daB die von 
uns erkUirten Asymptoten der N. E. G. wirklich in der Grenze die 
beiden Asymptotep. der Euklidischen Geometrie liefem. Wir tun das 
an einem Beispiel, an demo sich unsere etwas summarisch vor
getragenen Behauptungen Schritt fiir Schritt nachpriifen lassen. 

Die Kurve zweiter Ordnung heiBe 

k 2 cot ll ka .x:+ P cotllkb· x: - x; = O. 

Setzt man 
sinl! ka - sinl! kb = sinl! 'ice cosl! kb, 

so werden die absoluten Punkte geliefert durch 

+i sin ka: + sin kb: ksin ke cos kb. 

Ihre Asymptoten sind daher 

o : + ksin ke cos kb 
+ ik sin ke cos kb : 0 

+i sin kb: sin ka 

: sin kb, 
: sin ka, 

O. 

Mit allen diesen Formeln liiBt sich der Grenziibergang zur Eu
klidischen Geometrie sofort vollziehen, und zeigt, daB die ersten 
beiden Asymptotenpaare auf die uneigentliche Gerade geworfen 
werden, das dritte Paar in die Asymptoten im Sinne der Euklidischen 
Geometrie iibergeht. 

Wir wollen noch einem MiBverstiindnis vorl;>eugen. Unsere 
K. 2. O. hat die Geradengleichung 

tgl! ka.~: + tgll kb.~: - k\l.~: = 0; 
die Polarfigur. unserer Kurve zweiter Ordnung ist aber die Kurve 
zweiter Klasse 

cotl! ka.~: + cotl! kb·i: - kl!.~: = 0, 
und deren Brennpunkte sind es, die zu den Asymptoten der ur
spriinglichen Kurve dual sind. 

Beck, Koordinatengeometrie der Eben~. 27 
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Biufig vorkommende Formeln. 
31, (27): (ab ab) = (aa)(bb) - (a b) (ba). 
31, (30a): (123)(Ox) = (023) (lx) + (031) (2x) + (012)(3x). 
31, (32): (401)(423) + (402)(431) + (403)(412) = O. 

49, (21): (ab/cd) = (a/c)(b/d) - (a/d) (b/c). 
49, (22): D(ab/cb) = (a/c)(o/b) - (a/b) (o/e). 
50, (28): I (a/b) (o/e) (elf) I = D'J (aoc) (bef). 
50, (30): I (a/d) (b/e)(c/f) 1= D (abc) (den. 

Irr.lb: V-(O/O)=iYiJfg. Irr.IIb: V-D(p/p)=iVD(p/p). 

~bp)Vo/o . (aoO) VD(p/p) 
01,(36): tgp(a, b) = \Op) (alb)" 63,(46). tg(a,o)= (PO),Wb) 

66, (57): (x/y) = (x*y). (~/t) = D(~*t). 
06, (60), (61): (x*/y*) = D(x/y). D(~/t)*) = (~/t). 

66, (58), (59): (x*y*z*) = D(xyz). D(~*t)*3*) = (~t)3). 

Irr. V: Vp*jp* = VD(pjp). Irr. VI: VD(O*/O*) = VO/O. 

Para.meterdarstellung der Punkte von (x/x) = 0: 

69, (90): (x~)- D(OI1~)(a;+a:)+(ah) V -(O/o)(~:-a:)+(oh) V -(a/Qy201o2 • 

Para.meterdarstellung der Tangenten von (xIx) = 0: 

69, (92):(~x )=D{(oajx)( a: +o!)+(ax) V -(%)(a: - a:) + (Ox) V -( l1/a)201o2}. 

1 - 1 --
65, (130), (133): go = - Vg/g, Po = 2 VD(pjp). a . a - -

. _ D (x/y) _ 1 (~/t) 
65, (135), (136). cos p (x, y) - .--, cos(~, t) - 2-' 

~ . xoYo ~ ~ot)o 

Spezialisierung fur elliptische' Geometrie.67. 77. 

(x/x) = Pif: + Px: + x;. (6/~) = P~: + P~: + k4~;. 
(0 11 6) = i 62· (1116) = k2i61" (g/6) = k'63' 

(ga/x)=k2ix2 • (ax) =ix1 • (gx) =xs ' 



Zur Elementargeometrie, 

V -=-(0/Q) = - Ie'., V-=-(Cl/a) = - Ie, a = Ie", - ~ = ft = Ie. 
XO*:Xl* :X,* :XS* = kxo: ktXl: k'~\l:X8' 

>~o * : ~1 * : ~, * : ~S * = Ie~O: ~l : !'Il: k2!,S' 

t ( ) = (na) kIlZO. t k(x, ) = (xyz~ kao. 
g !" I:) (~/I:)) (za) g y (x/y) (3z) 

~o = V~: +!': + k'!':. Xo = Vk'x: + ktx: +x:. 

Spezialisienmg fur hyperholische Geometrie. 76. 

(x/x) = - xtx: _ XIlX: + x:. (~/!') = _ X2!,: _ Xll!,: + X4!,:. 

(oa~) = - x~s· (a/!,) = - x2!'t· (OJ!') = + XS!'l' 

(0 a/x) = - xXs' (ax) = xt . (Ox) = - XXI' 

V=C%)= _,,'. V-(a/a)=". a= -:x2• ,!!=ft= -i:x. 

xo* :x1*:x.*:xs* = - i:xxo: - :xIlXI: - :x·x2 :XS • 

!'O*:!'l*:!'I1*:!'s*= i:X!'O:-!'I:-!'2 ::xll!,s' 

( _ (~l:)a)"llzo _ (xyz):xao 
tg !" 1:)) - - (~/t)) (zaf tgh:x (x, y) - (x/y)(a z)' 

27* 

419 



Namen- nnd Sachverzeichnis. 
(Seitenzahlen. ) 

(DIe Bedeutung der Abkllrzungen f1ndet man bel Ihren Anfangsbuchstaben z. B. NEG unter N.) 

A b bildung 43. 
- imaginarer Punkte auf Pa.a.re re

eller Punkte (I) 72-80. (II) 86. 88. 
- imaginarer Raumpunkte auf reeIle 

orientierte Kreise 126. 
- gerader Linien auf Punkte (III) 

223. 
- derSpeere aufPunkte einerFlache 

zweiter Ordnung (VE) 214. 368. 
(Vh) 367. (Ve) 383. 

- orientierter Punkte auf Punkte 
einer Flache zweiter Ordnung 
(VI E) 313. (VI h) 367. (VI e) i:l82. 

- komplexer Zahlen auf die GauB
ische Ebene 85. 208. 

- Moebiusscher Kreise auf Eberien 
(IV) 209. 

- der ternaren Ebene auf die GauB
ische 397. 403-404. 

- der GauBischen Ebene auf eine 
Kugel (VII) 406-407. 

- ftachentreue 194. 
Absolute Flache 294. 

- Gebilrle EG 306. fur sphiirische 
und pseudospharische Geometrie 
397. 400. 

- Gerade 290. 
- Invariante 29. 60. 94,. 410. 
- Korrelation 290. 2'94. 386. 
- Kovariante 250. 
- Pole und Polaren 290. 
- Punkte 146. 147. 196. 306. 339. 

343. 356. NEG 290. 
Absoluter Kegelschnitt 290. 

- Zykel 397. 400. 
A bstand zweier Punkte 18. 108-110. 

- Punkt-Speer 120. 
- orientierter Punkt-Speer 377.378. 
- syntaktischer Speere 120. 
- uitraparalleler Geraden 380. 

Abstandskurve hG 377. eG 385. 
Abstrakte Koordinatengeometrie 80 

bis 84. 
Abszisse 2. 122. hG 380. 
Achse einer NE Bewegung 284. 302. 

376. 
- eines Kreises NEG 303. 385. 
- einer Kurve zweiter Ordnung 32. 

342. 351. 
- einer Spiegelung 28. 
- einer Umwendung NEG 385. 
- einer Umlegung 48. 312. 

Koordinaten" 5. 110 . 
.Ahnlich 58. 
.Ahnlichkeit = Dehnung. 
.Ahnlichkeitspunkt 124. 213. 
.Aquianharmonisch 170. 
.Aq u idistan t 214. 395. 
.Aquilong = aquidistant. 
.Aq uivalenz 61. 
Affine Geometrie 84. 190-194. 

- im zweiten Geradenkontinuum 
216. 

- der Kurven zweiter Ordnung 330 
bis 338. 

Affinitat 41. 69. 70. 84. 85. 119. 
- in Geradenkoordinaten 99. 

A. K = absoluter Kegelschnitt. 
Akzentuierung 253. 
Akzessorisch 205. 
Algebra und Geometrie 350. 
Algebraische Kurve 17. 
Alphaparataxie 395. 
Anfangspunkt eines Speeres hG 379. 

- eines Stabes 127. 
- einer Strecke 109. 

Angul us zweier Geraden 244-246. 
315. 364. 384. 

- zweier Speere 298. 315. 364. 384. 
- einer Kollineation 286. 302. 
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Anisometrisch 77. 
Anisotrope Gerade 12. 

- Parabel 340. 346. 349. 355. 
- Schiebung 37. 49. 
- Spf'ere 103. 
- Stabe 128. 

An tikollineation = Quasikollinea.
tion. 

Antikorrelation = Quasikorrela-
tion. 

Antitaktisch 104. 
Arithmetisierung J. 
Aronholdsche Symbolik, biniire 

246. 247.253. 260-262. 270. 276. 
- temiire. 283. 285. 286. 289. 290. 

294. 299. 300. 304. 326. 338. 
339. 350. 351. 

Asymptoten am Kreise 23. 
- einer K. 2. O. 24. 331. 338. 

Asymptotenwinkel 340. 
Astroide 87. 
AuBen beim Kreise 19. 20. 

- bei Kegelschnitten 329. 359. 
AuBenwinkel 101. 106. 316. 
AuBeres Produkt 132. 
Automorphe Transformationen 

des Punktes d9. 
- der Geraden 69. 70. 
- eines Kegelschnitts262-264. 268 

bis 289. 409. 
Axiomatik 1. 

Bahnkurven 70. 287-289. 319-321. 
375. 385. 

Basis 133. 
Be'grifflich 65. 69. 
Beriihrungspunkt 23. 
Beriihrungstransformation 137. 
Berwald 412.· 
Bewegung 46-52. 61. 

- in Punktkoordinaten 46. 
- in Speerkoordinaten 103. 
- in Stabkoordinaten 131. 
- in Vektorkoordinaten 132. 
- NEG 302. 309-312. 
- hG 373. 374. 398. 
- eG 385. 398. 
- pseudosphiirische 398. 
- sphiirische 398. 
- Hermitesche 220. 
- Nichteuklidisch Hermitesohe 409. 

Bifokal 351. 

B il d und Gegenstand 43. 
- reelles eines imaginii.ren Punktes 

72-80. 86. 88. 
Bilineare biniire Form 240. 276. 

- Gleichung 85. 
- ternii.re Form 248-252. 

Biniire Gebiete 158. 160-161. 163. 
166. 170. 173. 177. 179. 182. 184, 
siehe auch biniire quadratische 
Formen. 

- Hermitesohe Formen 260-262. 
270. 397. 

- lineare Transformation 161, siehe 
auch biniires 'Gebiet. 

- quasilineare Transformation 161, 
siehe auch binares Gebiet. 

- quadratische Form 232.234.237. 
240. 246. 247. 295. 

Birationale Transformation 118. 
200. 210. 

Blasohke 211. 214. 219. 392. 
Bocher 5. 
Bolyai 321. 380. 
Bonola 322. 
Brennpunkte 26. 32. 341. 414-416. 
Brianchon 179. 
Biisohel von Geraden 11. 

- Kreisen 118. 
- K20. 338. 415. 
- K2K. 414. 
- orientierten Kreisen 213. 
- Parallelen 15. 
- Punkten 13. 

Caratheodory 133. 322. 
Cardioide 87. 
Cassinische Kurve 87. 
Cayley 321. 
Ceva 193. 202. 
Charakteristische binare Form 

einer K20. 331. 334. 350. 351. 
- Gleichung einer Kollineation 186 

bis 188. 324. 
Chordale 22. 
Cissoide 88. 
Clebsoh 270. 
Cremonatransformation 118. 

Definite bifokale K20. 351. 
- biniire Hermitesehe Form 85. 86. 

261. 262. 397. 
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Definite Kegelachnitte 829.836. 837. 
881. 397. 

- Kreise 851. 352. 857. 
- quadratische Formen 328. 
- temare Hermiteache Form 330. 

409. 
Dehnung 40-46.196-198.389-353. 

392. 393. 405. 
- ala zyklische Transformation 206. 
- automorphe der Geraden 69. 70. 
- automorphe des Punktes 69. 
- gegensinnige 42. 45. 54. 55. 
- gleichsinnige 42. 44. 54. 55. 
- Hermitesche 220. 
- in Geradenkoordinaten 95.97.98 .. 
- in Punktkoordinaten 42. 44. 4:5. 
- in Speerkoordinaten 212. 
- involutorische 55. 
- Parameter 44. 45. 
- reeJle 351-353. 
- und NEG 892. 393. 
- ungleichsinnige = gegensinnige. 

Desarguea 161. 162. 
Determinante eines Gleichungs

systems 7. 
- einer Transformation 41. 189. 140. 

De u tun g , reelle imaginii.rer Punkte 
72-80. 86. 88. 126. 

Diagonalen im Vierseit 1M. 
- im Drachen, Trapez, Parallelo

gramm 413, 414. 
Diagonalpunkte 164. 
Dilatation 125. 

- in weiterem Sinne 213. 
Diakontinuierliche Gruppen 69. 

348. 349. 
Diskriminante einer biniren bili

nearen Form 276. 
- einer biniren Hermiteschen Form 

261. 
- einer biniren quadratischen Form 

234. 
- einer Kurve zweiter Ordnung 227. 
-- einer temiren Hermiteschen 

Form 326. 
- einer temii.ren quadratiaohen 

Form 283. 
Distanz 237-240. 

- einer NE-Bewegung 302. 
- im biniren Gebiet 244. 
- orientierter Punkte 298-299. 

368-369. 402. 

Divergente Pfeile 76. 
Doppelpunkt 26. 
Doppeltbinire Gebiete 204-210. 

365. 369. 383. 387-393. 
Doppelverhii.ltnis 154-156. 159. 

160. 163. 169. 193. 197. 198. 
- CIt und 00 395. 
- zweier biniren quadratischen 

Formen 237. 
Drache 413. 414. 
Drehung des Koordinatensystems 63. 

- elliptische 385. 
- Euklidiache 47. 
- hyperbolische 374. 
- im Raume 71. 
- in Geradenkoordinaten 97. 99. 
- in Punktkoordinaten 46. 
- in Speerkoordinaten 103. 
- involutorische = Umwendungen. 
- Nichteuklidische 302. 

Drehungswinkel 4~. 100. 103. NEG 
302. 310. hG 37'. 

- einer Dehnung 53. 
- vertauschbare 57. 

Drehungssinn, positiver 100. 104. 
314. hG 368. 

Dreieck 171. 
Dreieokakoordinaten 170-173. 

177. 
Dreiersymbol 149. 
Dreiseitkoord inaten 172. 
Duale Sii.tze der Euklidisohen Geo

metrie 411. 412. 
- Zahlen 211. 214. 394. 

Dualitii.t = Korrelation 223-226. 
Dualitat spri nzip 153. 226. 386 .. 887. 

41l-U7. 
Du rchmesser S31. 

- konjugierte SSI. 8S4. 335. 
D u r c h soh nit t zweier Kollineationen 

188-190. 

EAK. = Ebene analytische Kurven 
uBw.25. 

e. G. = elliptische Geometrie. 
E. G. = Euklidiache Geometrie. 
Ebene 5. 
Eoke im Vierseit 164. 

- und Polarecke 107. 
Eigenschaft 62. 
Eigentliohe Bewegung hG 376. 

- Gera-de 92. 
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Eigentliohe Gleitung 376, 
- Punkte 114-116. 143-145. 
- Speere 102. 
- Stibe 128. 

Einsohaliges Hyperboloid 57. 367. 
408. 

Einteiliger Kegelsohnitt 328. 
- Kreis 86. 

ElementargeoUletrie 57-61. 66. 
67. 304-322.339-358.410-417. 

Elementarvierseit 31-33. 71. 356. 
Elementverein 136. -
Ellipse 23. 334-337. 351-353. 356. 
Ellipsoid 57. 882. 383. 404. 
Elliptisohe Bewegung 385. 

- Drehung 385. 
- Geometrie 329. 380-387. 397. 

408. 
- Quaternion 385. 
- Umwendung 385. 
- und spharische Geometrie 397. 

408. 
Endpunkte einer (rt,raden NEG 291. 

- eines Speers hG 379. 
- eines Stabes 127. 

E ndgerade eines Punktes NEG 291. 
Engel 822. 373. 
Entfernung, Euklidisohe 18. 63. 108 

bis 110. 315. 
- Nichteuklidische = Distanz. 
- Hermitesche 22. 220. 

Entgegengesetzte orientierte 
Punkte NEG 298. EG 313. hG 
367. eG 382. 

- Speere 102. 
- Stibe 128. 

Enveloppe 91. 
Epizykloide 88. 
apstein 412. 
Erlang'er Programm 199-202. 
Erweiterte Matrix 9. . 
Erweiterung der Nichteuklidischen 

Gruppen _ 387 -395. 
Erzeu gende 241. 
Euklidisohe Bewegung 46. 

- Drehung 47. 49. 
- Geometrie 806-822. 
- (rt,rade 12. 
- Quaternion 56. 63. 811. 
- Schiebung 37. 47. 49. 113. 311. 
- Umlegung 47. 50. 312. 405. 

Euklidischer Speer 108. 
- Stab 128. 

Evolu te 88. 

Faden 199. 
Fas8ung 373. 
Figur 14. 
Fixpunkt = Ruhepunkt. 
F I i c he, absolute 294. 

- zweiter Ordnung 237. 
Flichenelement 138. 
Fliichentreu 194. 
Form, binire, bilineare 240. 276. 

- binii.re Hermitesche 260-262. 
270. 397. 

- binii.re quadratische 232. 234. 237. 
240. 246. 247. 295. 

- ternire bilineare 248-252. 
- ternire HermiteBche 326. 330. 
- ternii.re quadratische 249. 

Fundamentalsatz der Euklidischen 
Metrik 197. 

- der synthetischen (rt,ometrie 156. 
FuJ3punkt 34. NEG 293. 

GauJ3 321. 
GauJ3ische Abbildung 85. 208. 262. 

- Ebene 397-405. 
Gebiete, binirti 160. 

- ternare 146. 
- unzugangliClhes, zugingliohes 359. 

381. 
Gebilde, absolute 397. 400. 
Gegensinnig ahnlich 58. 

- !lachentreu 194. 
- konform 210. 
- kongruent 58. 

Gegensinnige . Dehnung 42. 45. 54. 
55.98. 

- Kreisverwandtschaft = 
- zyklische Transformation 204.205. 

Gegensta.nd und BiId 43. 
Ge m eins am es harmonisches Paar 

184. 240. 396. 
Gemischte Gruppe 66. 
Geometrie, affine 84. 190-194. 330 

bis 338. 
- affine im zweiten Geradenkonti-

nuum 216. 
- der Dilatationen 125. 213. 
- der Inve1'8ionen = zyklische. 
- der Kollineationen 141. 139-190. 
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Geometrie, der Kreisverwandt-
schaften = zyklische. 

- der reziproken Radien = zykli
sche. 

- elementare 57-61. 66. 67. 304 
bis 322. 339-358. 410-417. 

- elliptische 329. 380-387. 397. 
408. 

- EuklidiBche 306-322. 
- Euklidisch-zyklische 408. 
- Hermitesche Euklidische 220. 
- - Nichteuklidische 409. 
- hyperbolische 329. 359-380.397. 

408. 
- konforme = zyklische. 
-- Laguerresche 210-214. 
- M6biusBche = zyklische. 
- neuere 202. 203. 
- Nichteuklidische 290-322. 359 

bis 410. 414-417. 
- parasphiirische 409. 
- projektive 226. 139-190. 223 

bis 290. 323-330. 
- pseudosphiirische R96-408. 
- quasielliptische 392. 
- sphiirische 3913-408. 
- Zweig der 60. 
- zyklische 204-210. 387-408. 

Gera.de, absolute 290. 
- anisotrope 12. 
- eigentliche 92. 
- Euklidische 12. 
- Grenz- 215. 
- imaginare von reeller Richtung 

16. 76. 78. 119. 
- inzidente 362. 
- isotrope 12. 24-26. 77. 78. 
- Koordinaten der 89-91. 
- orthogona.le 32-35. NEG 292. 

293. 306. 
- parallele 14. 15. 307. 
- parataktische 291. 362. 381. 
- reelle 5. 
- ultraparallele R62. 
- uneigentliche 91-93. 
- unzugangliche, zugangIiche 360. 

Gesc hlech t 210. 
Getrenn te Gerade 4. 

- Punkte 2. 
Gewicht 108. 216. 
Gewinde 227. 
Gleicbsinnig ahnIich 58. 

Gleichsinnig flachentreu 194. 
- konform 210. 
- kongruent 58. 

Gleichsinnige Dehnung 42. 44. 54. 
55. 95. 97. 

- Kreisverwandtschaft = 
- zyklische Transformation 204. 

205. 
Gleichung, bilineare 85. 

- charakteristische 186-188. 324. 
- der Geraden 4. 148. 
- der Kurven zweiter Klasse 232. 

241. 
- der Kurven zweiter Ordnung 229. 
- des Kreises 19. 
- des Punktes 91. 148. 
- des Speeres 120-122. 
- lineare 5-10. 
- quadratische 16-18. 

Gleitdistanz 310. 376. 
Gleitkurve 303. 319. 320. 376. 
Gleitung 302. 311. 376-378. 385. 
Gleitweite = Gleitdistanz. 
Gordan 270. 
Grassmann 133. 
Grenzdrehung 303. 311. 375. 
Grenzgerade 215. 
Grenzkurve 304. 820. 375. 
Grenzspeer 218. 
Griinwald, J. 211. 
Gruppe 64-68. 

- Haupt- 201. 

Halbgerade 104. 137. 
Hamiltonsche Quatemion 208. 385. 
Harmonische Invariante 237. 351. 

- Lage 112.162.163.166-170.184. 
Hauptachse 351. 
Hauptgruppe 201. 
Hauptzykel 400. 401. 
Hermitesche Ausdriicke 15. 

- Bewegungen 220. 409. 
- Entfemung 22. 220. 
- Formen 260-262. 270. 326. 330. 

397. 409. 
- Geometrie 220. 221. 409. 
- Kollineation 220. 
- Kreise 221. 
- Quasikollineation 221. 
- Umlegung 221. 
- Winkel 222. 
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Heron 84. 
Henesche Normalform 122. 
H G. = hyperbolische Geometrie. 
Hilbert 2. 
Hocheuklidisch 411. 
Homogene GroGen 90. 

- Koordinaten 89. 102. 148-146. 
209. 818. 867. 888. 898. 899. 

- lineare Gleichungen 6-10. 
Homothetisch 838. 415. 
Horozykel = Grenzkurve. 
Hyperbel 17. 28. 195.884:-888.852. 

857. 858. 
Hyperbolische Bewegung 878-878. 

- Drehung 874. 
- Funktionen 852. 858. 
- Geometrie 829. 359-380. 897.408. 
- Gleitung 876. 
- Metrik 864. 
- Quaternion 378. 
- Trigonometrie 869-878. 
- Umwendun/l 375. 
- und pseudosphirische Geometrie 

897. 408. 
Hyperboloid, einschaliges 57. 867. 

408. 
- zweischa.liges 57. 867. 404. 

Hyperkomplexe Speerkoordinaten 
. 894. 

Hypozykloide 87. 

Jacobische Form 240. 247. 258. 
295. 351. 

Identisch verschwindende Kovari
anten 252. 

Identische Transformation 38. 47. 
49. 50. 52. 142. 288. 875. 899. 

Identis cher Stab 128. 
Identitit zwischen vier Elementen 

eines biniren Gebietes 168. 274. 
- vier Geraden und einem Punkt 

158. 
- vier Punkten und einer Geraden 

153. 
- fiinf(secbs)Punkten oderGeraden 

1M. 
- seebs Geraden und einer K.·2. o. 

235. 
- seebs Punkten und einer K. 2. o. 

236. 
- vier Punkten und einer K. 2. o. 

258. 

Identitit zwischen zwei Geraden, 
einem Punkte und einer K. 2. o. 
258. 

- zwei Punkten, einer Geraden und 
einer K. 2. O. 828. 

Identititen der AronholdschenSym
bolik im temiren Gebiet 289. 290. 

- der Stemsymbolik 254-258. 
Imaginar 8. 
Indefinite binare Hermitesche For-

men 85. 261. 262. 
- Kegelschnitte 829. 
- Kreise 357. 
- quadratische Formen 328. 
- temire Hermitesche Formen 830. 

!nhal t 29. 84-85. 194. 878. NEG 
407. 

Inhomogene lineare Gleichungen 6. 
7. 134. 

Innen bei Kegelschnitten 829. 859. 
- beim Kreise 19. 

Innen winkel 101. 106. 316. 
Inneres Produkt 182. 
Invariante, absolute 29. 

- bilineare 237. 251. 262. 295. 
- harmonische = bilineare. 
- relative 29. 
- simultane 97 .. 

Inverse Dehnungen M. 55 . 
- Kollineationen 142. 
- Korrelationen 225. 226. 

Inversion am absoluten Zykel 399. 
- am Kreise 32. 
- an Ellipse, Hyperbel, Parabel 

119. 
- im biniiren Gebiet 262. 270. 

, Inversionsgeometrie = zyklische. 
Involution 170. 173. 177. 240. 276. 
lnvolutoriBche DehnuI).gen 55. 

- Drehung = Umwendung. 
- Korrelation = Polaritit. 
- Umlegung = Spiegelung. 

Inzidente Gerade 362. 
- Punkte 863. 

Irreduzibler Kreis 21. 
Isometrische Pfeile 76. 
Isotrope akzessorische 205. 

- Gerade 24-26. 806. NEG 290. 
860. 

- Koordinaten 85. 86. 
- Links- 25. 
- Parabel 340. 846. 847. 349. 355. 
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Isotrope Reohts-.25. 
- Sohiebong 88. 40. 50. 
- Speere 102. 
- Stibe 1~8. 

K. 2. K. - Kurve zweiter Kllo88e 241 
bis 243. 

K. 2. O. = KUrTe zweiter OrdnUDg 227 
bis 290. 326-858. 

Kanonische Vertreter 58. 
Kartesische Koordinaten 85. 
Kasner 135. 
Kegel 64. 231. 
Kegelsohnitt 242. 

- abaoluter 290. 305. 359. 381. 397. 
Keil 317. 318. 
Keraohensteiner 270. 
Kette 198. 262. 
Klasse gegeniiber Tl'&D8formationen 

58. 
- Kurven zweiter 241-243. 

Klassifikation 60. 61. 
Klein 88. 199. 200. 201. 321. 322. 

335. 407. 408. 
Kogredienz 140. 147. 
Kollinear 141. 
Kollineationen 139-204. 

- automorphe einer K. 2. O. 262 
bis 270. 276-290. 

- DurohsohDitt zweier 188-190. 
- Hermitesohe 220. 
- Geometrie der 141. 
- reelle 323-326. 
- Typen von 173-188. 

Komplex 3. 
- Hermitesoher 326. 330. 
'- von Punkten 199. 

Konform 210. 199. 
Kongruent 58. 
Koniaohe Quaternionen265-270. 
Konjugiert, imaginir 3. 
Konjugierte Durohmeaser 331. 334. 

335. 
Konjugium 44. 198. 388. 
Konkrete Koordinatengeometrie 81. 
Konatanten, Zihlung der 2. 4. 

- Zihlung reeller 58. 72. 
Konatruktion, lineare 35. 130. 199. 

- imaginirer Bewegungen ond Um· 
legungen 80. 

Kontinuierliohe Gruppen 66. 
Kontragredienz 94. 147. 

Kontravariante 851. 
Konvergente Pfeile 76. 
Konzentrisoh 22. 
Ko"Ordinaten-Aohsen 5. 

- -Anfangapunkt 2. 
- Dreieoks- 170-173. 177. 
- Dreiseit- 172. 
- -Geometrie 80-84. 
- Geraden- 89. 214. 217. 
- homogene and inhomogene 128. 

318. 
- isotrope 85. 86. 
- Karteaisohe 85. 
- Linien- 90. 
- Polar- 114-117. hG 366. 880. 

eG 382-384. 
- paeudohomogene 210. 214. 217. 

218. 
- Speer- 102. 218. 219. NEG 297. 

hG 365. 379. eG 382-384 393 
bis 395. 

- Stab- 127. 318. 319. 
- -Systeme 118. 
- -TranaformatioJ,.l 61. 63. 
- Vektor- 131. 
- Zylinder- 120. 

Korrelation 223-229. 
- absolute 290. 294. 386. 
- involutorische = Polaritit. 

Kosinussitze 301. 318. 370. 885. 
Kovariante 250-252. 

- absolute 250, 
- Jaoobisohe 240.247.253.295.851. 
- identisoh versohwindende 2;>2. 

Kraft 128. 
Kriftepaar 129. 
Kreis 18-24. NEG 303. 304. hG 

375. eG 385. 
- -bii.sohel 118. 
- definiter 351. 352. 357. 
- einteiliger 86. 
- Hermitesoher 221. 
- indefiniter 357. 
- irreduzibler 21. 
- Kriimmongs- 88. 
- Moebiussoher 206. 207. 209. 262. 

397. 399-405. 
- nullteiliger 86. 
- orientierter 124. 395. 397. 
- -punkte = absolute Punkte. 
- reeller 19. 
- Spiegelung am 32. 



Namen· nnd Sachverzeichnis. .427 

Kreisverwandtschaft = zyklisohe 
Transformation. 

Krummnngskreis 88. 
- -maaD 295. 315. 364. 386. 406 

bis 408. 
K ngel 57. 406. 407. 

- und Geradenbundel 408. 
Kurve, Abstands- 377. 385. 

- algebraische 17.· 
- Gleit- 303. 819. 320. 376. 
- Grenz· 804. 820. 875. 

Kurvennormale 126. 
- orientlerte 124. 125. 
- zweiter Klasse 241-243. 
- zweiter Ordnung 227-290. 826 

bis 358. 

Lageeigenschaften 321. 
Lagnerresche Geometrie, Gruppe 

125. 202. 210-214. 218. 219. 
Langssehnen 877. 
Leitgerade einer K. 2. O. 843. 844. 
Leitkreise einer K. 2. O. 416. 
Lemniskate 87. 
Lie 137. 395. 
Liebmann 322. 
Lilientha I, v. 122. 
Lindem ann 270. 
Line are binii.re Transformationen 161, 

siehe binire Gebiete. 
- Gleichungen 5-10. 
- Konstruktionen 35. 130. 199. 
- Mannigfaltigkeiten 24. 27. 
- unabhingig 9. 133. 
- VektorgebHde 134. 

Linien 3. 
- element 135-137. 
- koordinaten 90. 

Links absoluter Punkt 196. 
- a.kzesaorisoh 205. 
- isotrop 25. 
- parallel 26. 

Lobatsohewsky 321. 
LoehrI211. 
Lot 85. NEG 293. hG 878. 

M:' im R.= 
M.annigfaltigkeit 24. 27. 
M aBe~gensoh aft en 822. 
MaBstab 48. 
Matrix eines Systems 9. 

Matrix erweiterte 9. 
Membran 199. 330. 
Menelaos 198. 202. 
Metrik 295-299. 314. 315. 364. 384. 

401. 402. 
Minimalgerade = Isotrope. 

- kegel 64. 
- projektion 214. 
- sohiebung = isotrope Schiebung. 

MUte 31. 32. 130. 192. 387. 396: 
Mittelgerade 112. 113. 

- lot 35. 
- punkt einer Drehung 47. 
- punkt einer K. 2. O. 18. 330. 

Moebiussoher Kreis 206. 207. 209. 
262. 897. 399-405. 

Mohrmann 217. 
Moment eines Kriftepaares 129. 

Nebenaohse 351. 
Negative Koordinatenspeere 104. 379. 
NEG = Niohteuklidisohe Geometrie. 
Niederenklidisoh 411. 
N ioh tanalytisoheTransformationen 

44. 
Niohteuklidisohe Bewegungen 802. 

309-812. 878. 874. 385. 398. 399. 
- Geometrie 290-B22. 359-417. 
- Umlegungen 312. 398. 399. 

Nor m einer Euklidisohen Quaternion 
68. 
- einer konischen Quaternion 267. 

Normalabstand hG 880. 
Normalform, Hessesche 122. 
N ormalapeer 121. 
Normale=Senkreohte 85. 

- gemeinsame 308, 
- ciner Kurve 126. 
- einer Transformation 113. 

Nullabstand 122. 379. 
Nullpfeil 72. 
Nullpnnkt 2. 
Nullsystem 226. 227. 
Nullteilig 86. 328. 

Oeffnung eines KeDeI 317. 
- parataktisoher Geraden 288. 

Om ega Doppelverhiltnis 395. 
- parataxie 395. 

On-Terminologie 154. 
Ordinate 2. 122. hG 1l80. 
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Orientierte Elemente der NEG 297. 
298.3n. 
- Kreise 124. 125. NEG 395. 397. 
- Kurven 124. 126. 
- Linienelemente 137. 
- Punkte 298. 313. 314. 366-368. 

381. 382. 387-392. 
Orien tieru ng 104. 109. 275. 276. 
Orthogonale Gerade 292. 293. 306. 

- Kreise 262. 270. 
-- Punkte 292. 293. 306. 
- Vektoren 134. 
- Zykeln 400. 

Paar von Kriiften 129. 
- von Punkten 67. 68. als Pfeil 

72-80. 86. 
Parabel 17. 21. 22. 217. 330. 332. 

333. 337. 341. 343. 346. 347. 349. 
853-357. 

Parallele Gerade 14. 15. 215. 307. 
- Punkte 26. 294. 307. 

Parallelenbiischel 15. 116. 215. 
Parallelenwinkel 378. 379. 
Parallel-isometrisch 76. 
Parallelogramm 57. 193.412-414. 

- der Krafte 129. 
P arallelver sc hie b ung=Schiebung. 
Parameter einer automorphen Kol

lineation 264. 280-282. 286-288. 
- Dehndng 44. 45. 
- Bewegung 46. 
- Umlegung 47. 
- Parabel 21. 

Pa ram eterd ars tell ungder Geraden 
des AK 308. 360. 
- der Geraden eines Biischels 151. 

257. 
- der Geraden eines Parallelenbii

schels 14. 
- der Punkte einer Geraden 12. 13. 

25. 108. 150. 256. 
- der Punkte der Hyperbel 358. 
- der Punkte des Kreises 20. 21. 

27; 357. 
- der Punkte einer K. 2. O. 272. 
- der Punkte der Parabel 22. 333. 
- der Tangenten einer K 2. O. 273. 
- schlechte 108. 

Parasitar 18. 
P.araspharisch 408. 409. 

Parataktische Geraden 291. 292. 
295. 307. 362. 381. 
- Punkte 291. 292. 294. 295. 307. 

363. 
Partieller Durchschnitt 216.217.330. 
Pascal 179. 
Pasch 2. 
Perspektive Dehnung= Streckung. 
Pol absoluter 290. 

- der Polarkoordinaten 115. 
- am Vierseit 164. 
- und Polare 93. 146. 227. 253-258. 

Po lare absolute 290. 
- am Hermiteschen Komplex 326. 
- an K. 2. O. 93. 146. 227. 
- am Viereck 164. 

Polardreieck und ·dreiseit 255. 257. 
258. 

Polarfigur 386. 
Polarform 240. 247. 
Polaritat 226-229. 
Positive Koordinatenspeere 104.379. 
Potenz Gerade-Kreis 412. 
Potenzlinie = Chordale. 
Potenz orientierter Kreise 125. 213. 
Potenzpunkt dreier Kreise 22. 
Potenz Punkt-Kreis 19. 
Pfeil als reelles Bild eines komplexen 

Punktes 72-80. 86. 
- als Nichteuklidischer Speer 297. 

298. 313. 
Prod ukt auBeres, inneres 132. 
Projektiv 226. 
Proportionalitatsfaktor 4. 
Pseudohomogen 210.214.217-219. 
Pseudospharisch 396-405. 
Pseudozentrum 350. 
Punkt biisc hel = Punktreihe. 
Punktkomplex 199. 326. 
Punktreihe 13. 157. 
Punkte 1-3. 

- absolute = Kreispunkte. 
- absolute der NEG 290. 
- akzessorische 205. 
- Beriihrungs- 23. 
- Gleichung des 91. 116. 143. 149. 
-- konjugiert komplexe 2. 
- orientierte 298.313.314.366-368. 

381. 382. 387-392. 
- parallele 26. 294. 307. 
-- parataktische 291. 292. 294. 295. 

307. 363. 395. 
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Punkte reelle 3. auf imaginiiren Ge
raden 16. 

- uneigentliche 112. 115. 116. 119. 
144. 145. 192. 

- im zyklischen Kontinuum 205. 

Quadratische Formen 232.234.237. 
240. ~46. 247. 249. 295. 
- Gleichungen 16. 17. 

Quasidehnung 44. 392. 
Quasielliptiscb 392. 
QuasikolIineation 198. 221. 
Quasikorrelation 226. 326. 
Quasilinear 161. 163. 185. 262. 
Q uasizyklisch 207-209. 
Quaternion elIiptische 385. 

- Euklidiscbe 56. 63. 311. 
- Hamiltonsche 208. 385. 
- hyperbolische 373. 
- konische 265-270. 

Querbezeichnung 3. 
Quersehnen 377. 

No 3. 
Radius 18. 

- eines orientierten Kreises 124. 
Rang einer Determin'ante (Matrix:) 7.9. 

- dreier Geraden 14. 141. 
- dreier Punkte 15. 147. 
- einer Kollineation 142. 
- einer Kurve zweiter Ordnung 227. 
- einer Kurve zweiter Klasse 241. 

242. 
- eines linearen Vektorgebildes 134. 
- eines Systems linearer Gleichun-

gen 7. 
Raumelement 90. 
Rechteck 414. 
Rechts absoluter Punkt 19f>' 

- akzessorisch 205. 
- isotrop 25. 
- parallel 26. 

Reduzibel 21. 206. 216. 
Reell=nicht imaginar 3.' 

- iihnlich 59. 
- kongruent 60. 

Reelle affine Geometrie 334-338. 
- Bilder imaginiirer Punkte 72-80. 

86. 88. 126. 
- Dehnung 44. 45. 351-353. 
- Gera.dtl 5. durch einen imaginii.-

ren Punkt 15. 

R e ell e Kollineationen 323-326. 
- Kreise 19. 
- Kurven zweiter Ordnung326 -329. 
- orientierte Punkte il67. 
- Punkte 3. 
- Richtung 16. 119. 
- Speere der hG 365. 
- Transformation 39. 
- zyklische Geometrie 207. 

Reine Darstellung 216. 330. 
Reinheit der Methude 338. 
Relative Invariante 29. 
Resultante 240. 2~5. 351. 
Resultierende Transformation 36. 
Reziproke Kreisbiischel 118. 
Richtung=unendlich ferner Punkt 

115. 116. 379. 
- und Stellung eines Speeres 121. 

Riemann 381. 
Rotor 319. 
Rhombus 414. 
Ruhegerade bei Affinitiiten 99. 

- Bewegungen 99. 
- Dehnungen 99. 
- Kollineationen 185. 283-285. 
- Spiegelun~en 35. 98. 
- Umlegungen 98. 

Ruhepunkte bei Affinitiiten 99. 119. 
194. 
- Bewegungen 47. 
- Dehnungen 52-54. 119. 
- Kollineationen 185. 187. 188. 

283-285. 
- Umlegungen 48. 

Schar 65. 
Scheffers 137. 214. 
Scheitel einer Kurve zweiter Ord

nung 342. 
- eines Geradenbiischels 11. 

Schiebung 36-40. 47. 49. 50. 62. 
113. 311. 376. 

Schiefisometrisch 76. 
Schur, F.2. 
Schlechte Darstefiung 108. 
Schnittpunkte 12. 17. 
SchoenfJies 322. 
Schrittweite einer Schiebung 113. 

311. 
- einer Umlegung 312. 

Schwenkung 86. 
Segre 198. 199. 
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Sehnen bei Transformatiollen 55. 
- Lings- 377. 
- Quer· 377. 

Seiten im Viereck 164:. 
Sekante 241. 256. 
Semidefinit 261. 
Semizirkular 340. 345. 348. 354. 
Senkrecht 32-35. 292. 293. 306. 
Simultane Invariante 97. 
Singulire Affinitii.ten 195. 

- binire quadratische Formen 234. 
- Kollineationen 140. 148. 
- Korrelationen 226. 
- KurvenzweiterOrdnung229-231. 
- Kurven zweiter Klasse 241. 242. 
- Punkte und Geraden eiDer K. 2. O. 

2t9-231. 
Sinussatz 301. 370. 385. 
Speer 102-108. 120-123. 128. 

- im zweiten Kontinuum 218. 219. 
- Nichteuklidisch 297. 298. 313. 

363-365. 379. 380. 383-385. 
393-395. 

Sperrung 21. 
Sphirische Geometrie 396-408. 
Spiegelbild 28. 30. 
Spiegelung an der Geraden 27-31. 

48-51. 93. 103. 
- am Kreise 32. 
- am orientierten Kreis 214. 
- am Zykel 395. 

Stab 126-130. NEG 318. 319. 
Stick e1 322. 373. 
Staudt, v. 82. 198. 229. 262. 387. 
Steiner 87. 156. 
Stellung des Speeres 121. 
Sternsymbolik 254-258. 
Strahl = Halbgerade 104. 137. 

- = Gerade im zweiten Kontinuum 
217. 

Streckung 53. 57. 69. 
Streifen 138. 
Strophoide 88. 
S tudy25. 52. 77. 83. 86. 107. 113. 

122. 125. 199. 203. 211. 214. 217. 
220. 286. 319. 321. 395. 408. 410. 

Symbol Dreier- 149. 
- Vierer- 151. 
- Zweier- 148. 

Symbolik. Aronhold.sche im bina 
ren Gebiet 246. 247. 253. 260-262. 
270. 276. 

Symbolik, Aronboldaohe im. ter· 
naren Gebiet 283 .. 285. 286. 289. 
290. 294. 299. 300. 304. 326. 338. 
339. 350. 351. 

Symmetrieachse, ·zentrum 349.350. 
Syntaktisch 104:. 
Systeme von Koordina.ten 118. 

- linearer Gleichungen 5-10. 

Tangente 23. 87. 241. 
TeiIverhiltnis 111. 159. 192. 
Ternar elliptische Geometrie 408. 

- Euklidische Geometrie 408. 
- hyperboJische Geometrie 408. 

Ternire bilinea.re Formen 248-252. 
- Gebiete 146. 
-- Hermitesche Formen 326. 330. 409. 
- qua.dratische Formen 24:9. 
- SymboliksieheAronholdscheSym-

bolik. 
Trager 13. 102. 127. 
Trigheitsgesetz 330. 
Tra.nsforma.tion 28. 

- a.ffine 41. 69. 70. 84. 85. 119. 
- aquidistante = 
- aquilonge 214. 395. 
- Beriihrungs- 137. 
- binare, siehe binares Gebiet. 
- birationa.le = 
- Cremona- 118. 200. 210. 
- Determinante 41. 
- entgegengesetzte = il).verse. 
- flachentreue 194. 
- identische 38. 47. 49. 50. 52. 142. 

283. 375. 399. 
- inverse 54. 55. 142. 225. 226. 
- involutorische 28. 48. 55. 225. 
- kogrediente 140. 147. 
- konforme 199. 210. 
- kontragrediente 94. 147. 
- lineare, siehe binares Gebiet. 
- nicht a.nalytische· 44. 161. 198. 

207. 220. 221. 226. 326. 409. 
- quasilineare, siehe binares Gebiet. 
- quasizyklische 207. 
- reelle 39. 
- resultierende 36. 
- vertauschbare 57. 
- zyklische 205. 

Transformationsformeln 37. 
Transformationsgruppe 64-67. 
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Transformationlzusammenset· 
zung 36. 37. 44-46. 48-51. 56. 
M. 65. 139. 224. 265-269. 374. 

Translator 819. 
Trapez 198. 413. 
Trigonometrie 800. 301. 316. 370 

bis 372. 385. 
Turbine 135. 
Typen von Afftbititen 194. 

- Dehnungen 53. 54. 197. 
- Beweguilgen und Umlegungen 47. 

48. 55. 
- elliptischen Bewegungen 885. 
- hyperbolischen Bewegungen 374 

bis 376. 
- Kollineationen 178-185. 

Ultraparallel 862. 363. 
Umhiillungsgebilde 91. 
Umkehrbarkeit 28. 41. 142. 
Umkehrung 388. 89!}. 405. 
Umlaufsinn 106. 
Umlegung 46-48. 50. 51. 62.63.71. 

78. 98. 103. 312. 378. 405. 
Umwendung 55. 62. 80. 99. 107. 

310. 312. 349. 375. 885. 387. 
Unabhangig, linear 9. 
Uneigentliche Bewegungen hG 376. 

- Gerade 91-98, und Grenzgerade 
215. 

- Gleitungen 876. 
- Punkte 112. 115. 116. 119. 144. 

145. 192, im zyklisohen Konti
nuum 205. 

- Speere 102, und Grenzspeere 218. 
- Stabe 128. 

Unendlich fern, siehe uneigentlich. 
Ungleichsinnig = gegensinnig. 
Untergruppen 65. 

- invariante 133. 
- der automorphen Kollineationen 

286-289. 
Unzugiinglich 359. 
Urkreis 387. 402. 

Veblen 154. 
Vektor 131-135. 318. 319. 
Verbindungslinie 10. 11. 
Verein 136. 
Vertauschbar 57. 
Viereck 164. 

Vierersymbol 151. 
Vierseit 164. 
Voros 380. 
Vollstindiger Durchschnitt 330. 

Weitzenbock 410. 
Wesentliche Koeffizienten 4. 
Wendepunkt 88 .. 
Wiener, H. 45. 52. 
Winkel Asymptoten- 340. 

- AuBen- 101. 106. 3l1t 
- Drehungs· 47.53. 100. 103. NEG 

302. 310. hG 374. 
- gerader Linien 31. 9.6. 97. 100. 

101. 197. 
- Hermitescher 222. 
- Nichteuklidischer = Angulus. 
- von Speeren 104-107. NEG 299_ 

X·Achse 5. 
X-Speere 104. 379. 

Y-Achse 5. 
Y-Speere 104. 379. 
Young, J. W. 154. 

Zahlenebene 85. 
Zeiger Speer- 122. 

- Stab- 128. 
Zentralpunkt einerGeraden 35.108, 

- "Cines Speeres 121. 384. hG 380. 
Zentrische Kurven zweiter Ordnung 

330. 
Zen trum eines Keiles 317. 

- einer automorphen Kollineation 
284. 

- Pseudo- 350. 
- Symmetrie- 349. 

Zerlegung der Bewegungen und Um
legungen in Spiegelungen 49-51. 63. 
- von Kriiften und Kriiftepaaren 

130. 
- der Schiebungen in Umwendun

gen 62. 
Zugiinglich 359. 
Zusammensetzung biniirer linearer 

Transformationen 276. 
- der Dehnungen 45. 46. 
- Euklidischer Bewegungen 48. 

56. 63. 
- hyperbolischer Bewegungen 374. 
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Zusammensetz ung von Kollinea
tionen 224. 300. 

- automorpher Kollineationen einer 
K. 2. 0.268. 

- von Korrelationen 224. 300. 
- von Spiegelungen 36. 48. 49. 
- von Stiiben 129. 
- von Transformationen 36. 64. 65. 
- von Umlegungen 48. 

Zweidimensional 2. 
Zweiersymbol148. 
Zweig der Geometrie 60. 
Zweischaliges Hyperboloid 57. 367. 

404. 
Zweites Geradenkontinuum 214-217. 

Zweites Speerkontinuum 218. 219. 
Zweiteilig 335. 
Zykel absoluter 397. 400. 

- = Mobiusscher Kreis 206. 
- = orientierter NichteukIidischer 

Kreis 395. 397. 
- Spiegelung am 395. 

Zyklisch-Euklidische Geometrie 
408. 

Zyklische Geometrie 205-211. 
- Transformationen 205-210. 

Zykloide 87. 
Zylinder 214. 231. 368. 

- koordinaten 120. 




