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Vorwort.

doch vergiB es nicht: die Triume,

sie erschaffen nicht die Wiinsche,

die vorhandnen wecken sie;

und was jetzt verscheucht der Morgen,
lag als Keim in dir verborgen.

(FR. GRILLPARZER,
Der Traum, ein Leben. IV. Aufz.)

Wie sich dem seherischen Auge des Dichters die Entwicklung eines
Charakters iiber eine Zwischenzeit hinweg offenbart, so macht die
Interpolation es dem Rechner moglich, eine Abhidngigkeit auch dort
zu verfolgen, wo die unmittelbaren Angaben fehlen. Wer die Uber-
zeugung von der inneren Wesensverwandtheit von Kunst und Wissen-
schaft hat, der wird eines solchen Gleichlaufs nicht ohne Bewegung
inne werden.

Ich habe mir in diesem kleinen Buch die Aufgabe gestellt, die ein-
fachsten Rechenweisen der Interpolation so darzustellen, daB der
Mathematiker, aber auch der Techniker und der Naturwissenschaftler,
kurz alle, die mit Funktionen oder Abhéngigkeiten und insbesondere
mit deren Darstellung in Tafeln zu tun haben, das HandwerksmaBige
daran in bequemer Weise lernen koénnen. Sehr erleichtert wird dies
durch die beherrschende Stellung, die der Steigungsspiegel einnimmt
(auf die schon T. N. THIELE hingewiesen hat). Es diirfte nicht oft in
der Mathematik vorkommen, daf8 man Rechnungen, die iiber das ganz
elementare hinausreichen, mit bloBen Ziffern zu bewaltigen vermag.

An Kenntnissen habe ich nur ganz wenig vorausgesetzt; einzelne
Abschnitte, die hierin etwas héher gehen, und andre weiter reichende
Ausfithrungen sind durch kleineren Druck kenntlich gemacht. Fiir die
erste Bekanntschaft mit dem Stoff mag man sich daher auf das gro8
gedruckte beschrianken. Wer iiber das hier vorgebrachte hinaus Be-
lehrung wiinscht, findet in dem Abschnitt Schrifttum eine gréBere Reihe
von Werken angefiihrt.

Die Art meiner friiheren Lehrbiicher, kleine scharf umrissene Num-
mern, die zu weniger scharf abgegrenzten Paragraphen zusammen.
gefaBBt sind, habe ich auch diesmal beibebalten. Was an Systematik
fehlt, soll durch den ausfiihrlichen Sach- und Namenweiser und durch
zahlreiche Verweisungen ersetzt werden. Alle Verweisungen geschehen
nach den Nummern: diese sind daher auch an der Stelle, die sonst den
Seitenzahlen vorbehalten sind, eingesetzt.
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Vorwort.

Herr Dr. Lupwie HorzeR, dessen Assistentenzeit an meiner Lehr-
kanzel an der deutschen technischen Hochschule in Briinn 1921—1924
ich in erfreulichster Erinnerung habe, und der eben jetzt im Begriff ist,
selbst eine Lehrkanzel zu iibernehmen, hat die Freundlichkeit gehabt,
die ganze Handschrift des Buches durchzusehen und durchzurechnen,
woflir ich ihm herzlich danke. Meiner jetzigen Assistentin, Frl. ANNaA
Kvrinaest, habe ich fiir ihre Unterstiitzung bei der Durchsicht der Ver-
besserungen zu danken. SchlieBlich bin ich dem Springer-Verlag in
Wien fiir seine Bemiihungen um die Herausgabe des Buches und sein
bereitwilliges Eingehen auf allerlei Sonderwiinsche zu bestem Dank
verpflichtet.

Wien, 5. November 1941.
Dr. LoTHAR SCHRUTKA.
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1. Einleitung. Die Aufgabe der Interpolation oder Interpolations-
rechnung ist es, fiir Funktionen, deren Ausdruck nicht bekannt oder zu
verwickelt ist, Ndherungswerte durch einfache Rechenverfahren zu ge-
winnen, sei es, daBl man einen allgemeinen Néherungsausdruck oder nur
einzelne Werte bestimmt. Das Wort Interpolation findet sich zuerst 1655
bei J. WarLis. Unter Interpolation im engern Sinne versteht man die
Herstellung eines Ausdrucks bestimmter Gestalt aus den notwendigen
Angaben, unter Interpolation im weitern Sinne die Aufsuchung der
Naherungswerte.

Grundséatzlich sind Ausdriicke jeder Gestalt fiir diesen Zweck brauch-
bar; tatsichlich sind aber nur wenige Gestalten angewendet worden,
in erster Linie Polynome (ganze rationale Funktionen), gebrochene
Funktionen, Winkelfunktionen bei den FourrERschen Entwicklungen
und Exponentialfunktionen. Von diesen Moglichkeiten ist die erste nicht
nur die dlteste (J. NEwTon 1687, J. L. LAGRANGE 1795), sondern auch
die vorteilhafteste und meist angewendete; sie soll in diesem Leitfaden
allein behandelt werden. Sie fiihrt den Namen parabolische Inter-
polation.

Der Plan des Buches ist der folgende: In § 1 werden gewisse, beim
Aufbau der Interpolation verwendete Ausdriicke, die Steigungen, er-
klart; in § 2 folgt eine Erweiterung dieses Begriffs. § 3 enthélt die para-
bolische Interpolation im engern Sinne (Herstellung des Polynoms aus
gewissen Angaben), §4 die parabolische Interpolation im weitern
Sinne (Anwendung auf die Anndherung). In § 5 folgt die fiir das prak-
tische Rechnen wichtige Anwendung der parabolischen Interpolation
auf die Berechnung bestimmter Integrale (parabolische Quadratur).
In §6 wird dann der besondere Fall der gleichabsténdigen Argumente,
der beim Rechnen besonders hiufig auftritt und wesentliche Verein-
fachungen ermdoglicht, ausfiihrlicher behandelt; er fiihrt auf die sog.
Differenzenrechnung, die auf Br. TAvyLor (1715) zuriickgeht, in &dlterer
Zeit neben der Differentialrechnung entwickelt wurde, dann stark zu-
riicktrat, aber in den letzten Jahrzehnten wieder die Aufmerksamkeit
der Mathematiker auf sich gelenkt hat. SchlieBlich bringt § 7 eine Auf-
gabe der Differenzenrechnung, die fiir die Herstellung von Zahlentafeln
besondere Bedeutung hat.

1 Schrutka, Interpolation. — 1 —



§ 1. Steigungen.

2. Begritf der Steigungen. Es seien f(x) irgend eine Funktion
von z und x;, %,, ..., %, beliebige verschiedene Werte. Die Funktion
der beiden Argumente z,, z,

f(&1) — f(z,)

Ty — &y

heiBt die Steigung, genauer erste Steigung oder Steigung erster
Ordnung und wird mit
(@1, @)

bezeichnet. In dhnlicher Weise heif3t
/(x]d xz) _ f(xz’ xs) — f(

T — T

Ty, Ty, 3)

zweite Steigung oder Steigung zweiter Ordnung,

f(xh Zg, xs) - f(xzy 3, x&) — f(

X1, Xo, X3, T
2 — T4 12 42y £3 4)

dritte Steigung oder Steigung dritter Ordnung usw., allgemein

f(xl’ Lgy Xgy <« -y .’L‘,,) —f(xz’ T3y o vy xmxn+1) —_ f(

Ty — Tppy 1 42 s Yn n+1)

n-te Steigung oder Steigung n-ter Ordnung.

Jede Steigung hoherer Ordnung wird also gebildet, indem die Diffe-
renz der Steigungen der vorhergehenden Ordnung, bei denen einmal
das erste, einmal das letzte Argument fehlt, gebildet und durch die Dif-
ferenz der nicht gemeinsamen Argumente dividiert wird.

Andere Namen fiir Steigung sind (AMPRREsche) interpolierende Funktionen,
dividierte Differenzen, (NEwTONsche) Differenzenquotienten, EvLErische Aus-
driicke, der erste Name hebt besonders die Abhéngigkeit von den Argumentwerten,
die beiden folgenden besonders die Bildungsweise hervor. Der von N. E. NGRLUND
eingefiihrte Name Steigungen, der sich durch seine Kiirze empfiehlt, hat sich in
der letzten Zeit so ziemlich durchgesetzt. Er kniipft an die geometrische Bedeutung
fay) — 1)

Ty — Ty
konstante der Geraden durch die beiden Punkte (x;, f(2,)) und (2,, f(x,)) an.

Die wiederholte Verwendung des Funktionsbuchstabens f 148t keine Verwechs-
lung zu, da die Anzahl der Argumente die Ordnung der Steigung bestimmt. Man
beachte, daB die Anzahl der Argumente stets um 1 gréfer ist als die Ordnung.

Eine haufig vorkommende Bezeichnung fiir die Steigungen ist [2; 2,], [, €, %3],
voos [@3 %, ... Xy %y 44], - - .5 sie hat allerdings den Mangel, daB sie keinen Hinweis
auf die Funktion f enthalt.

der ersten Steigung f(z,, z,) = als Richtungskoeffizient, Richtungs-



§ 1. Steigungen. 8,4

3. Beispiele zu den Steigungen. Einige besondere Fille mogen mit

dem Begriff der Steigungen vertraut machen: I. Ist f(x) = x? so ist
2_y2 Zty—y+e 1-1

Ha)=2"L = aty, fle,y,9)="2"1 =1, (o, y,2,0)= .=, =0,

z—y x—z z—u

ebenso sind alle héheren Steigungen Null.
II. Ist f(x) = 2?, so ist

S — g8 2 2_ 8 P
f(=, ?/)=xx_z =+ ay -+ f(2,9,2) =~ +”y+yx_z-’/ tys -t
2?— 2t xy —ye
= =z+ytz,
z—2z
f(x’y,z,u)z:x+y+2——?/+2+u=1’ l(x,y,z,u,v)=0,...

xr—u

III. TIst f(x) =%, g0 ist

1_1 y-—o _1 1 e
x y zy 1 . =my yz __ zyz 1
iz, y)=—x—_7=;j§=—;§, f(w,y,Z)—— -7 = z—2 _a:_yz’
11 u-z
f(x3 Y, 2, u) = xy; _ ,tytzu = zzf_zz = zytu LA
IV. Ist f(2) = Va, so ist 1
=Y _ 1 _Yt+Vy Vy+¥e _
H%y%—z_y-—ﬁ+w,ﬂ%%@—~ oy
Vo tbe - fo—ly .
_Uet )y +¥e) 1 Ye—Ye _
v~z (Vo + Vo) (fy +V2) =2

1
T (et V)Gt 1e) Gy +¥2)

4. Der Steigungsspiegel. Eine iibersichtliche und namentlich fiir
Zahlenrechnungen bequeme Anordnung der Steigungen (in bestimmter
Auswahl) liefert der Steigungsspiegel (das Steigungsschema, die
Steigungstafel):

z; | f(=,)
f(xly xz)
zy | f(x) fmy, 25, 25)
f (@, @3) {215 29, 3, 24)
@3 | f(s) f(xs, 24, ) .
(s, xy) .
zy | f(zy) .

In zwei Spalten stehen Argumentwerte und Funktionswerte wie bei
einer tabellarischen Darstellung nebeneinander. In einer niichsten Spalte
folgen in Zwischenzeilen die Steigungen mit je zwei benachbarten aus

1* — 3 —



4 § 1. Steigungen.

den Argumenten; éhnlich in der néchsten Spalte, wieder in Zwischen-
zeilen, also in Zeilen, die bei den Funktionswerten vorkommen, die zwei-
ten Steigungen mit je drei benachbarten aus den Argumenten, usw.

Es enthilt also jede Spalte Steigungen derselben Ordnung, die Zeilen-
hohe ist die mittlere Zeilenhéhe der vorkommenden Argumente. Der
Steigungsspiegel enthélt nicht alle Steigungen, die sich mit den Argu-
menten x;, ¥, %, ... bilden lassen.

Der Ubergang von einer Spalte zur nichsten rechts geschieht stets,
indem eine Steigung der linken Spalte von der dariiberstehenden abge-
zogen und diese Differenz durch die Differenz der nicht gemeinsamen
Argumente dividiert wird. Diese Argumente findet man leicht, indem
man von dem zu besetzenden Platz aus nach links schief aufsteigend
und schief absteigend bis zur Spalte der Funktionswerte und dann noch
iiber den senkrechten Strich hiniiber geht.

So z. B. ist der Zahler von f(x,, %5, %,) die Differenz der links davon eine halbe
Zeile hoher und eine halbe Zeile tiefer stehenden Steigungen f(x,, z3) und f(=,, 2,),
der Nenner die Differenz der beiden Argumente x, und z,, die man auf den schiefen
Linien iiber f(x,, 2,) nach f(x,) und iiber f(,, #,) nach f(,), und dann beidemal
iiber den Strich hiniiber, erhilt.

Als Beispiel folge der Steigungsspiegel der Funktion 3 fiir die Ar-
gumente 0, 1, 3, 6, 10, 15 (die Dreieckszahlen, d.h. die Teilsummen der

Reihe 0 +1+ 243+ 4 + 5):

0 0
1
1 1 4
13 1
3 27 10 0
63 1
6 216 19 0
196 1
10 | 1000 31
475
15 | 3375

Diese Werte konnen an den Formeln des Beispiels II in 2 iiberpriift werden.

Beim Anlegen eines Steigungsspiegels empfiehlt sich die Verwendung von eng
liniiertem Papier (z. B. das tibliche karrierte, gekistelte, Papier), bei dem man die
Argumente nur auf jede zweite Zeile setzt, so daB alle Funktionswerte und alle
Steigungen auf den Zeilen Platz finden.

Sind die Argumente und die Funktionswerte nicht einfache Zahlen, so kann
man zur Erleichterung der Rechnungen den Steigungsspiegel erweitern, indem man
links die Argumentdifferenzen und vor jeder Steigung die Differenz, die ihren
Zghler bildet, einfiigt.

Ein solcher Steigungsspiegel hat also folgendes Aussehen:

xy | flzy)
22 — 71 Flae) — f(21) f(wy, 25)
28 — T1 Zg f(xe 1 (xa, 23) = f (21, @2) f(xl’ Zoy 7")
: 23 — T2 f(@s) =1 (@2) f(xq, X3) : :



¢ 1. Steigungen. 45

das frithere Beispiel wird

0 0
1 1 1
3 1 1 12 4
6 2 26 13 6 1
10 5 3 27 50 10 0o 0
9 3 189 63 9 1
14 7 6 216 133 19 0o 0
12 4 784 196 12 1
9 10 | 1000 279 31
5 2375 475
15 | 3375

b. Eigenschaften der Steigungen. Fiir eine Funktion f (x)=g (x) + A ()
ist

F(ay, 5) = f(x;)l — ];(2952) _ 9(=) x;)l _i(zxz) () _ g x;i = i:%) "
4 BE) =R g (@, @) + h(zy, 2;), ebenso f(x;, #,, x5) =

Xy — Ty
= g(2q, Xy, T3) + b(2y, Ty, x3), ...

in Worten: die Steigungen konnen bei einer Summe von Funktionen
gliedweise gebildet werden. Die Eigenschaft gilt auch fiir mehr als zwei
Summanden.

Ganz ahnlich ist fiir f(z) = g{x) — h(z)
(201, 29) =g (%, Ba) — (1, Tp), [ (5, Tp, Tg) = (4, @, Tg) —h (w1, Tg, T5), ...

Fiir eine Funktion f(x) = cg(x) ist

f (g, ) = f(x;)l:];(z%) = cg(x;)l _—_. i«f(%) = cg(x;z : gi%) = cg(zy, )

ebenso f(xl, Lo» x3) = Cg (xl: Lo, II}3) EER ]

in Worten: ein fester Faktor bleibt bei der Bildung der Steigungen
stehen.

Diese Eigenschaften sind wegen der Ahnlichkeit mit bekannten Differentiations-
regeln leicht zu merken. Diese Ahnlichkeit hat ihren tieferen Grund (18).

Setzt man z=4t+p, v, =2t +u, z,=Ab+p, ... und
fl@) = fAt+ p) = g(t), so ist

_f@) —f(m) _ [ +p)— A+ p)  glh) —g(t) 1
f(xlaxz)— zl.l_xz T = lltl+u_2t22_” - l(ltl—tz)z —‘[9('51,'52),

g(ty, ta) = Af(2y, xp)

ebenso
1
f(@y, @, @5) = ﬁg(tv ty, ta), g (b, by bg) = A2 f(2y, @a, %), . ..
in Worten: werden die Argumente einer Funktion der linearen Umfor-

mung « = A¢ 4+ u unterzogen, so nimmt jede erste Steigung den Fak-
tor A, jede zweite Steigung den Faktor A2 ... an.

_ 5 —



B, 6 § 1. Steigungen.

Als Beispiel vergleiche man den Steigungsspiegel

1 0
10
11 1 400
130 1000
131 27 1000
630
16 | 216
mit dem in 4; hier ist 4 = 10, 4 = — 10.
Die Regel 148t sich mit der Kettenregel der Differentialrechnung in Vergleioh

stellen.

6. Unabhiingige Darstellung der Steigungen. In 4 sind die Steigungen
riicklaufend (rekurrent) aufgestellt worden, d. h. die Bildung der
hoheren ist auf dem Weg iiber die niedrigeren vorgenommen worden.
Es ist wiinschenswert, auch einen unabhéngigen (independenten)
Ausdruck fiirr die htheren Steigungen zu haben, d. h. einen, der nicht
die vorherige Bildung der niedrigeren Steigungen voraussetzt. Man ge-
langt dazu auf folgende Weise.

Zunichst ist nach der Erklirung in 2

.f(ml’ wZ) - Ty — Xy Ty — Xy Xy — Xy xz_xl,

daher ist auch (wenn man alle Zeiger um 1 erhéht)

f(2g ®3) = ““‘—“xz(_gfzia + x—“"z(fszcg-
Hieraus ergibt sich

1) + flae)  flws)  f(%)

Ty — Ty Ty— Ty Xy—Tg Tyg— Ty

f(xb T2, .’L'3) =

Ty — T3
— f(zy) flxg) Ty —Ty—Ty—10; _ f(s)
(%1 — %) (2 — 23) xy— Xy (Ta— 2y )(Tg—73) (X3 — L) (T — Tp)
() f(z,) f(25)

(@ — %) (B — @) (Te— ;) (W —25) (T3 — 1) (T3 —T,)
Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden:

j(xla Xy, Ty, Ty) =

f(zy) . 1(=,) + f(zs) (=) (zs) _ (€N
=(x1~—x2)(x1——w3)7 (@2 (o) (5= @g—g) (Ty—T3)(Xa—y) (X3~ N2T5—74) (4—,)(24—s)
x, —
— f(=y) f(xa) . Ty — Ty — %y — X f(xs)
(2 — 2,) (2, — 23) (2, — 74) %y — 2y (T — %) (%9 — T3) (Tp — %4) Ty — X4
R Ty — @y — @y — @, _ JEN)] — {EN) +
(x5 — 2) (23 — 2,) (23 — 24) (y — @) (T4 — Tp) (T4 — %3) (7 — @) (g — 5) (21— )
+ JEN) f(3) f(zy)

(@ — zy) (g — @g) (B — @) | (B3 — ;) (B3 — ) (B3 — %)~ (Tg — @) (B — %) (T4 — ;)

— 6 —



§ 1. Steigungen. 6,78

In derselben Art geht es weiter; der allgemeine Ausdruck lautet:

_ f (1)
() Haw 20, .. 2a) = (T — ) (B, — T5) . . . (0 — %) +
e - f(@a)
+ (T — ;) (Tp —23) . . . (2~ %y,) + + (Tn — 1) (B0 —Fg) o o (Tn— Tpy)

Die Steigung der Funktion f mit den » Argumenten z,, x,, . . ., x,
ist eine Summe von n Briichen, von denen jeder im Zihler den Wert
enthilt, den die Funktion f fiir eines der Argumente annimmt, wihrend
im Nenner das Produkt aller Differenzen steht, bei denen von dem im
Zshler auftretenden Argument alle iibrigen Argumente abgezogen
werden.

7. Symmetrie der Steigungen. Die unabhingige Darstellung der
Steigungen in 6 1Bt eine weitere Eigenschaft der Steigungen erkennen,
sie sind symmetrische Funktionen ihrer Argumente, d. h. sie &ndern
ihren Wert nicht, wenn die Argumente irgendwie untereinander ver-
tauscht werden. In der Tat werden dadurch nur die Briiche der Formel (*)
in 6 und die Faktoren in deren Nennern untereinander vertauscht.

An den Beispielen in 8 1aBt sich diese Eigenschaft unmittelbar beobachten.
Aus der Symmetrie folgt noch
f(xli e ) xn) - f(zn+1a Loy« + o3 zn)

floy, Tgy ooy Ty Tpyy) = Ty — Tpyq ’

es ist daher die n-te Steigung nichts andres als die Steigung der n — 1-ten Steigung,
genommen in bezug aufihr erstes Argument, oder, wegen der Symmetrie, genommen
in bezug auf irgend eines ihrer Argumente (wihrend alle andern Argumente er-
halten bleiben).

8. Darstellung der Steigungen mit Determinanten. Da

JEN)
(2 — %) (2, — @) . . . (21 — 2a)
=f(x) (xz“xa)~--(xz—‘xn)---(xn—l_’xn)
! (2 — @) (B — 23} . . . (B — %) (B —3) . . - (Bg—Tn) -+ - Ty — T)

ist und man Zihler und Nenner des letzten Bruches als VANDERMONDEsche Deter-
minanten darstellen kann:

a3~ ... an?
Ty ... Ty
f(zy) — f(zy) 1 ... 1
() — @5} (g — 25) .. () — 24) A S
22 gn? . an?
% % Xy
1 1 ... 1



8,9 § 1. Steigungen.

so folgt, wenn man alle Glieder von f(w,, %, ..., ,) in entsprechender Weise
behandelt,

n—e n—2 n—2 n—2
bR o S I S 74
. Ty Xy Xy ... X,
—y 1 ...1 1 ...1
f(@g, gy oo, 20) = éyf(:c)(—l)" - =
1 =2 P um 4 n—1 n—1 —1
" % g el
—2 —2 n—2
7 xy ez
Zy Ty .. Ty
1 1 e 1
= xgt? L. an?
r Zy e T,
1 1 |
- n—1 gn-1 n—1
% x3 R 4
—2 n—2 n—2
% 3 I i1
y Z, el Ty
1 1 e 1

Jede Steigung 148t sich daher als Quotient von Determinanten darstellen.
Hieraus folgt von neuem die Symmetrie (7).

9. Die NEwronsche Interpolationsformel. Es mége noch einmal die
riicklaufende Aufstellung der Steigungen nach 2 vorgenommen werden,
dabei aber eines der Argumente besonders hervorgehoben werden. Zur
Kennzeichnung moge dieses mit  ohne Zeiger bezeichnet werden, wih-

rend die weiteren x;, @, . . . heillen sollen. Die Erkldrungsformeln lauten
also:
_ f=@) —[(xy)
f(z, z) = a—a

— f(x7 xl) - f(xn xZ)

f(x, Z1s xz)

x — X,
Xy Xqy o) — Xy, Xoy X
}((x, x]; xz’ x:}) :_f( y W1y 2;_£( 15 Y2y 3)
3
:f(xaxlaxm"-’x”—])—f(xbxz;--'yxn)

f(z, zp, 2o, ..., @) v — 7

In allen diesen Formeln moge der Nenner weggeschafft und der
Minuend des Zéhlers berechnet werden:

(=) = f(z;) + (z — ) f(=z, =)

=, ) =[xy, &) + (& — %) f(@, 75, @)

f(x7 Ly, xz) = f(xl’ Lgs xs) + (x - .’L‘3) f(x’ Zy, Xy, x3)

Hax, @y, @y .. oy Xpy) = f(24, Xo, - ., ) + (& — 2,) f2, 20, 2, - . ., ).

— 8 —



§ 1. Steigungen. 9

Man kann nun f(z, z;) aus der zweiten Formel entnehmen und in
die erste Formel einsetzen, in die so entstehende Formel kann man wieder
den Wert fiir f(z, x;, %,) aus der dritten Formel einfithren, usw. Auf
diese Art erhilt man eine Kette von Formeln:

f(x) = f(2,) + (x — ) f(x, 21)
f(x) = f(xy) + (x — x,) f(2y, 25) + (x — ) (@ — @) f(, 21, %,)
f(x) = f(2,) 4+ (2 — 21) f (2, 22) + (x — 21) (¥ — @) [ (%1, 7, xg) +

+ (z — ay) (7 — @) (& — @) f(2, @1, Ty, %)

(*) f(x) = f(m;) + (& — 21) f (21, %) + (2 —21) (& — @) (1, %5, 5) +
+ (& — 2) (& — 2,) (¥ — 23) f(2y, 7o, @3, ) + - +
Fx—x) (@ —x) ... (2 — 2y ) (1, Tp, ..o, @) +
F(x—a) (& — ) ... (x — 2,) fl, 20, Ty, - .., Xp).

Die letzte Formel begreift als aligemeine die vorhergehenden in sich
wenn man fiir » die Werte 1, 2, 3, ... wihlt. Es geniigt daher, den
Bau dieser letzten Formel zu untersuchen.

Das Argument z kommt in allen Gliedern der Formel bis zum vor-
letzten nur in den Differenzen in runden Klammern vor, diese Glieder
sind demnach Polynome (ganze rationale Funktionen), deren Grade je
um eine Einheit von 0 bis n — 1 aufsteigen. Thre Summe bildet daher
selbst ein Polynom von n» — 1-tem (oder geringerem) Grade, das mit
P,_,(%) bezeichnet und aus Griinden, die spiter (31) einleuchten
werden, das Ersatzpolynom genannt werden moge:

(**) Pp_y(%) = f(z,) + (2 — 1) f (21, 2) + (2—2) (x—2) (%1, @5, T5) +
+ (@ — ;) (& — 25) (% — @) [(21, Tp, T3, @) + -+ +
+ (@ —2) (@ —x) ... (B—2pq) [y, Tp, ..o, Tp) -
Um den Bau dieses Polynoms leichter zu iiberblicken, beachte man, da beim
Fortschreiten von links nach rechts die GroBen z;, z,, ..., ¥, stets zuerst als
Argument in einer Steigung und vom niichsten Glied an auch als Subtrahenden in

den runden Klammern auftreten. Die als Koeffizienten vorkommenden Steigungen
finden sich im Steigungsspiegel (4) auf einer nach rechts absteigenden Linie.

Mit dieser Abkiirzung lautet nunmehr die vorhin gewonnene Formel
(%) (@) =Ppy(2) + (e — @) (& — 25) ... (€ — ) [(@, 2, %5, . . .. %),

Das letzte Glied weist einen andern Bau auf als die vorhergehenden,
insofern 2 nicht nur in den runden Klammern, sondern auch als Argu-
ment in der Steigung auftritt; sein Bau richtet sich demnach nach dem
der Funktion f(z).

Die so erhaltene Formel (*) oder (***) wird nach ihrem Entdecker
I. Newron (1723) die NEwronsche Interpolationsformel (Ein-
schaltungsformel) genannt, ein Name, iiber dessen genaueren Sinn
noch zu sprechen sein wird (17, 31).

— 9 —




10 § 1. Steigungen.

10. Abschitzung der Steigungen. Aus dem Umstand, daBl das letzte
Glied der NEwTONschen Interpolationsformel im Gegensatz zu den vor-
hergehenden, die sich zum Polynom P,_,(x) zusammenfassen lassen,
in seinem Bau von dem von f(x) abhéngig ist, entspringt das Bestre-
ben, es, wenn schon nicht genau, so doch wenigstens néherungsweise,
bequem bestimmen zu kénnen. Hierbei kommt es offenbar auf den letz-
ten Faktor f(z, x;, %, ..., %,) an, da die andern Faktoren zusammen
ein Polynom n-ten Grades ergeben. Es wird also eine Abschitzung
einer solchen Steigung zu suchen sein.

Bemerkenswerterweise kann man dabei von der Interpolationsformel
selbst Gebrauch machen. Bringt man P, _,(x) nach links:

f(x) —Pn——l(x) = (x - xl) (x - xz) (x - xn) f(w’ L1y Loy -+ o xn)’

80 erkennt man, dal die Funktion f(x) — P,_,(x) fir die Werte =z,
Zy, . . ., &, den Wert Null annimmt, weil jedesmal eine der Differenzen
auf der rechten Seite Null wird.

Nach dem in der Differentialrechnung vorkommenden Satz von
RorLLE*) liegt zwischen zwei Stellen, an denen eine (stetige und diffe-
renzierbare) Funktion Null wird, mindestens eine Stelle, an der ihre
Ableitung den Wert Null annimmt. Man nehme an, dal die Ableitungen
(@), f' (), ..., f* 1 (x) stetig seien. Die n Stellen z,, x,, ..., z, (die
man sich hiezu der Grofle nach umgeordnet denken moge) bilden n —1
Spielrdume, deren jeder nach dem Satz von RorLLE (mindestens) eine
Stelle enthalten muB, an der die Ableitung f'(xz) — P,_,(z) gleich
Null ist. Diese Stellen bilden nun wieder (mindestens) » — 2 Spielrdume,
auf die der Satz von RoLLE, und zwar diesmal auf die Funktion
f'(z) — P,_,(x) angewendet werden kann. Man erhilt so (mindestens)
n — 2 Stellen, an denen f’(z) — P, _,(x) gleich Null wird. Fahrt man
go fort, so kommt man schlieflich auf (mindestens) eine Stelle, an der
f =2 (2) — PV (x) den Wert Null annimmt. Nennt man diese Stelle
(oder eine von ihnen) &, so gilt also

b (&) — PO () = 0.
Dabei ist £ in dem Spielraum, der durch den kleinsten und den
groBten der Werte x;, @,, . .., %, bestimmt ist, enthalten.

Nun ist noch nach (¥*)in 9 P,_,(z) ein Polynom n — 1-ten Grades,
also ist P~ (x) ein fester Wert. Uberdies ist das Anfangsglied von

P,_,(z) glelch f(xy, %9 . .., 2,) - 2"~1; also hat man
Pr- () = PPoD(2) = f(zy, @, ..., @) 0 — 1!
Somit ergibt sich
fD(E) — flay, @ ..., 7)) m— 11 =0,
H@n 2o, oy ) = ==y [0 ).

*) Siehe etwa des Verfassers Elemente der hsheren Mathematik, Leipzig und
Wien, 2., 3. oder 4. Auflage, 312.
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§ 2. Steigungen mit gleichen Argumenten. 10, 11, 12

Diese Formel enthélt die gesuchte Abschitzung. Sie sagt aus:

Eine Steigung einer Funktion f ist gleich dem Werte der Ableitung
derselben Ordnung wie die Steigung selbst an einer (nicht niher be-
kannten) Stelle in dem Spielraum, der durch das kleinste und das groBte
aller Argumente der Steigung bestimmt ist, noch dividiert durch die
Faktorielle der Ordnungszahl.

Fir die erste Steigung erhélt man

H) = f(=e) _
—%—f(é),

HERENES g

Hay) — Ha) = (2, — @) 1/ (£)

den ersten Mittelwertsatz.

11. Die Newronsche Interpolationsformel mit Restglied. Die Ab-
schitzung in 10 soll nun auf die Interpolationsformel (*) in 9 angewendet
werden. Es ist

f(@, 2y, o, . 2a) = o (6,

wo & ein Wert aus dem durch z, x;, %,, ..., %, bestimmten Spielraum

ist. Die Formel verwandelt sich demnach in

(*) (@) = f(z1) + (2 — 21) f(21, Zo) + (2 — 2) (2 — 25) f(21, 20, %3) +
+ (2 — ) (2 — @) (% — @3) f(21, gy T3, %) + -+ +
+(@—2) (@ — @) .. (7 — 2y ) [(y, B, ..o, @) +

+ (@ —2)(x—ay) ... (2 — xn)ﬂm(é)

n!

oder kurz Ha) = Ppy(@) + R,

wo zur Abkiirzung

() (&
(x — ) (x — ) ... (xHxn)f n,(‘) =R,
gesetzt ist. R, wird das Restglied genannt und man spricht daher von
der NEwroNschen Interpolationsformel mit Restglied.

§ 2. Steigungen mit gleichen Argumenten.

12. Erklirung von Steigungen mit gleichen Argumenten als Grenz-
werte, Die in 2 als Erklarung der Steigungen aufgestellten Formeln ver-
lieren ihren Sinn, wenn irgend zwei der Argumente einander gleich sind,
weil alle Differenzen zwischen den Argumenten als Divisoren auftreten.
Man erklirt jedoch eine Steigung mit gleichen Argumenten als den
Grenzwert, dem die Steigung mit ungleichen Argumenten zustrebt,
wenn die Argumente zusammenriicken, also z. B.

flag o) = lim {(w, )
21=23

2y, 21, 75) =_1im f@y, 5, @)
1=21

f(2y, 2, 2) :_lim f(y, @y, §1)
T1=T1
§1=x1



12, 18, 14 § 2. Steigungen mit gleichen Argumenten.

oder etwa

(21, o, 21, X3, Tp, 1) = [ (21, 21, Xy, By, o, T5) = Jim f(@y, 2y, 7y, g, Ty, T3)
T1=2T1
§1=¢1
Ta=22

(die Anordnung der Argumente ist ja nach 7 ohne Bedeutung).

Diese Erklirung hat den Vorteil, daff Formeln mit Steigungen, bei
denen die Argumentdifferenzen durch Multiplikation aus den Nennern
weggebracht worden sind, fiir Steigungen mit gleichen Argumenten ohne
weiteres giiltig bleiben.

Fiir algebraische Funktionen ist es moglich, die Steigungen so umzuformen,
da8 die Ausdriicke fiir gleiche Argumente brauchbar bleiben; es geniige hier, auf
die Beispiele in 8 hinzuweisen.

13. Berechnung von Steigungen mit lauter gleichen Argumenten.
Besonders einfache Formeln erhdlt man fiir Steigungen, deren Argu-
mente sdmtlich untereinander gleich sind.

Nach der Abschéitzung in 10 ist

1

@1, @ ooy @) = == (),

wo £ ein Wert aus dem durch z;, x,, ..., z, bestimmten Spielraum
ist. LaBt man alle Argumente dem Grenzwert z; zustreben, so wird
offenbar lim & = z,, daher ergibt sich die Formel

(n=1)
f(xb Lys onns xl) = Li:)
Oe @ e
Die Abzéhlung der Argumente auf der linken Seite ist notwendig,

weil ihre Anzahl aus der Bezeichnung nicht zu ersehen ist.
Die ersten Fille lauten

fly, ) = .f,(xl)
. 1 (x)

{1, 4, #) = b}

Einfache Beispiele ergeben sich aus den Formeln in 8.

Namentlich die erste Formel ist bemerkenswert; sie stimmt mit der
Grundformel der Differentialrechnung f'(z;) = lim f_(z;)——i(xl)

Z2=121 2T "
Hierin liegt auch der tiefere Grund fiir die Zusammenhinge, auf die
in b hingewiesen worden ist.

14. Allgemeiner Fall. Eine Steigung, bei der zwei oder mehrere
gleiche unter den Argumenten vorkommen, 148t sich nach dem Steigungs-
spiegel berechnen, wie an dem schon in 12 herangezogenen Beispiel
f(xy, @y, %1, 25, ,, x,) erliutert werden moge. Man ordne die Argumente
80, daB die gleichen nebeneinander stehen:

iiberein.

f(2y, o, 21, g, @y, ;) = f(2, @y, Ty, Las Ty, X3) .



§ 3. Interpolation von Polynomen. 14, 15, 16

Nun lege man den Steigungsspiegel an:

wy | flag) ,
f(xl) 1y
Xy - f(wl) f’( ) §f (xl)
x o) — .
z | f(@) i ' ) [—(_L);.:ﬁxj_l)
1 x zl —2’ Z,
2 | flas) flew )~ e
F@) vyt
AR
f (2, @) 27
2y | f(s)

Wie sogleich zu sehen, sind alle Steigungen im Spiegel entweder
nach den Formeln in 13 zu berechnen oder es treten als Nenner von Null
verschiedene Differenzen auf, so daBl die Rechnung keinem Hindernis
begegnet. Die dritten und hoheren Steigungen sind nicht mehr einge-
tragen, weil sie verwickelt sind und nichts Bemerkenswertes darbieten.

15. Zusammenhang der NEWTONschen Interpolationsformel mit der
TAvYLORschen Entwicklung. Wahlt man in der NEwToNschen Interpolations-
forme!l mit Restglied

F&) = f(2y) + (2 — 21) f(@1, %) + (& — 21) (& — ) f(y, Tp, %3) +
F & — 1) (& — %) (& — @) [y, @y @, %) + -+ - +

F(x—x) (@ — ). oo (X — Ty f(Tgy oy . o oy X)) +
™6
+ (@ —2)(z—xy). .. (x — 2,) l
alle Argumente gleich x;, so erhilt man

f(x) = f(x) + (# — ) f (2;) + (x — ;)

2f (zl

- a4 4

+ (o — gy [T ) ’i;—fg’

wo & zwischen «; und x liegt. Es ist dies genau die TavyrLorsche Entwicklung mit
dem Restglied in der Gestalt von LAGRANGE.

§ 3. Interpolation von Polynomen.

16. Die Steigungen eines Polynoms. Es sollen nun die bisherigen
Uberlegungen auf Polynome angewendet werden. Zur Erleichterung der
Ubersicht werden Polynome durch groBe Funktionsbuchstaben kenntlich
gemacht, wihrend kleine Funktionsbuchstaben Funktionen bedeuten,
ither die nichts besondres vorausgesetzt wird.

Es sel

F(x) =apa" +ay2™ 1+ - fa, 2+ a,

ein Polynom n-ten Grades. Als Steigung ergibt sich

ap(x} — 23+ a (2P — 2D+ g (2, —
F(wl’ wz) 0\l ﬂ) 1 xlix: l( 1 2)=

=ap (@t a2y + o ) g (@ oY) e
— 13 —




16, 17 § 3. Interpolation von Polynomen.

F(x,, x,) ist also ein Polynom n — l-ten Grades von z;; das Glied mit
der hochsten Potenz von x; ist a,a}—1. Alle Aussagen iiber z; gelten
wegen der Symmetrie (7) ebenso fiir a,.

Setzt man die Bildung der Steigungen fort, so ergibt sich daher fiir
F(%;, x5, x3) ein Polynom n — 2-ten Grades von x; (ebenso auch von
2y und x3); das Glied mit der hochsten Potenz von =z, ist ay2?~2 In

dieser Weise geht es weiter. F(x, @y, . . ., %) ist ein Polynom ersten
Grades von z; (und ebenso von z,, ..., z,); das Glied mit der ersten
Potenz von x, ist a,x,. Endlich ist F(x, «,, ..., %,,,) ein Polynom

nullten Grades aller Argumente, d. h. ein fester Wert, und zwar a,,

Die Steigung eines Polynoms, deren Ordnung gleich der Gradzahl
ist, ist also fest und gleich dem Koeffizienten der hichsten Potenz. Das-
selbe folgt auch aus der Abschitzung in 10.

Die hoheren Steigungen sind daher gleich 0.
Diese Aussagen lassen sich an den Beispielen I und II in 8 leicht bestatigen.

19. Die NEwronsche Interpolationsformel fiir Polynome. Es sei nun
F (x) ein Polynom, dessen Grad hochstens n — 1 betriigt. Die NEwToN-
sche Interpolationsformel (*) in 9 ergibt

(*) F(x) = F(xy) + (v — 2y) F(y, 2) + (2 — 1) (x — x,) F (2, 25, T4) +
+ .- +(x_—w1) (x"—'xz)"-(x—wn—l) F(xla x2>"'1xn)'

Das letzte Glied fillt weg, weil es eine Steigung n-ter Ordnung als
Faktor enthdlt (dasselbe liefert die Formel (*) in 11). Die rechte Seite

ist also ein Polynom n — 1-ten Grades, es bleibt nur das Ersatzpolynom
iibrig. Die Interpolationsformel liefert also das Polynom F(z) wieder,
aber in andrer Gestalt; es ist hier durch F(z;) und die Steigungen

F(xy, x,), F(xy, 5, %), ..., F(x,, 25, ..., x,) bestimmt.
Insbesondre 148t sich auf diese Art das Polynom F (x) auch aus den
Werten F (x,), F (), ..., F(x,) bestimmen, weil sich aus diesen die

Steigungen bilden lassen. Man nennt die Aufgabe, ein Polynom aus
seinen Werten an gewissen Stellen (deren Anzahl um 1 gréBer sein mu8,
als die Gradzahl, die das Polynom hochstens bekommen soll) zu be-
stimmen, die Interpolationsaufgabe.

Die Newronsche Interpolationsformel fiir Polynome liefert also
ein Verfahren zur Losung der Interpolationsaufgabe, woraus sich nun-
mehr der Grund dieser Benennung ergibt.

Die Losung der Interpolationsaufgabe ist eindeutig bestimmt, denn sind F(z)
und G(2) zwei Polynome hochstens vom n — 1-ten Grade und F(x,) = G(x,),
F(z,) = G(w,), . . ., F(=x,) = G(x,), so ist F(z) — @(x) = 0 eine Gleichung, deren
Grad hochstens n — 1 betriigt, die aber die n Wurzeln x;, ,, ..., %, hat; es mufl
also F(x) — G(x) identisch gleich Null und F(x) identisch gleich Q(z) sein.

Die Berechnung der in der Interpolationsformel auftretenden Stei-
gungen wird man am bequemsten nach dem Steigungsspiegel vorneh-
men.

Als Beispiel mige das Polynom héchstens vom dritten Grade be-
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§ 3. Interpolation von Polynomen. 17, 18

stimmt werden, das fiir die Argumente 0, 1, 3, 5 die Werte 2, 4; 32, 132
annimmt. Der Steigungsspiegel lautet

0 2
2
1 4 4
14 1
3| 32 9
50
51132

Die in der Interpolationsformel vorkommenden Steigungen stehen
in der obersten nach rechts absteigenden Linie: 2, 2, 4, 1. Man findet

Flz) =24+ (x—0)-24+(x—0)(z—1)-4+(z—0)(z—1)(z—3)- 1=
=24+ 2x+ 422 -4+ —422+3x =28+ 2+ 2.

Die Argumente brauchen nicht der GréBe nach geordnet zu werden, doch sind
die Zahlenrechnungen dann meist unbequemer, z. B.:

0 2
10
3| 32 8
50 1
51132 9
32
1 4

Floy=24+(x—0)-104+(x—0)(x —3)-8+(x—0)(x —3)(x—5)-1 =
=2+10x+8a2 —24a 4+ 23 —822 - 16x=2a%+2+4 2.

Sehr hdufig wird nicht der allgemeine Ausdruck des Polynoms,
sondern sein Wert fiir ein andres Argument gebraucht; es soll, wie man
sagt, zu einem bestimmten neuen Argument interpoliert werden. Die
Rechnung verlauft so, wie vorhin, nur ist statt « das vorgeschriebene
Argument zu nehmen. Wird z. B. der Wert des vorhin behandelten
Polynoms fiir das Argument 6 gebraucht, so ist zu rechnen:

F6) =2+ (6—0)-24+(6—0)(6—1)-4+ (6—0)(6—1)6—3)-1=
=2+4+6:2+46-5-446-5:-3-1=2 4 12 + 120 + 90 — 224.

18. Interpolation eines Polynoms nach dem Steigungsspiegel. Die
Rechnungen in 17 konnen auch auf eine andre Art gefiihrt werden, bei
der der Steigungsspiegel noch ausgiebiger verwertet wird. Es wird dabei
von der Tatsache Gebrauch gemacht, daB fiir ein Polynom die Steigung,
deren Ordnung mit der Gradzahl iibereinstimmt, fest ist. Hat man daher
fiir irgendwelche Argumente den Wert dieser Steigung berechnet, so
kann man diesen Wert in der Spalte dieser Steigungen beliebig oft
wiederholen. Von dieser Spalte aus kann man die links davon gelegenen
ausfiillen (Rtickrechnung von rechts nach links), bis man zur
Spalte der Argumente gelangt.

Das Verfahren moge an dem Beispiel aus 17 gezeigt werden: den Wert
des Polynoms hochstens vom Grade 3, das fiir 0, 1, 3, 5 die Werte 2, 4,
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18 § 3. Interpolation von Polynomen.

32, 132 annimmt, fiir das Argument 6 zu bestimmen. Man beginne mit
dem Steigungsspiegel wie in 17. Die dritte Steigung hat sich gleich 1 er-

0 2
2
1 4 4
14 1
3| 32 9 o
5O oo 1
5| 132 i 14
................... £ 99
6 | 224

geben, dieser Wert kann also in der Spalte der dritten Steigungen nach
Bedarf wiederholt werden. Da ein Argument dazukommt. so wird auch
die dritte Steigung einmal wiederholt und nun nach links zuriickge-
rechnet; die Riickrechnung ergibt die Zahlen unter der punktierten
Trennungslinie. Um den Platz unter 9 zu besetzen, beachte man, daf3
die gesuchte Zahl, um 9 vermindert und durch die Argumentdifferenz
6 — 1 = 5 dividiert, die schon angeschriebene Steigung 1 liefern muB;
man hat also zu 9 das Produkt aus der Steigung 1 mit der Argument-
differenz 6 — 1 zu addieren:

94+ (6—1)-1=9+4+5-1=14.
Ganz ebenso ist der Platz unter 50 zu besetzen, und zwar mit
504+ (6 —3)-14 =50 4+ 3-14 = 92.

Endlich liefert dasselbé Verfahren die Zahl, die unter 132 kommt,
d. i. den gesuchten Wert des Polynoms:

132 4 (6 — 5)-92 = 132 4 92 = 224.
Der Rechnungsgang wird also durch folgende Formel beschrieben:
132 4 (6 —5)-[50 + (6 —3)-[9 + (6 —1)-1]] = 224.

Braucht man den Wert des Polynoms fiir mehrere neue Argumente, so kénnte
man diese Rechnung mehrmals machen; es ist aber einfacher, die weiteren Argu-
mente gleich in demselben Steigungsspiegel anzuschlieen, wie folgendes Beispiel

zeigt:
0 2
2
1 4 4
14 1
3| 32 9 ..
50 ot 1
5| 132 e P 14
................... i 99 1
6 | 224 15
77 1
4 70 12
29
21 12



§ 3. Interpolation von Polynomen. 18, 19

In solchen Fillen ist die Rechnung in der Regel bequemer, wenn man immer
eine Spalte fertig rechnet, und dann zu der nichsten Spalte nach links weiter-
schreitet.

Dieser Rechnungsgang ist auch anwendbar, wenn das Polynom selbst
gesucht wird; man braucht nur statt zu einem bestimmten zum allge-
meinen Argument z zu interpolieren. Das einzige unbequeme ist, dafl
die Steigungen Polynome werden und daher viel Platz beanspruchen,
den man vorbereiten mufi. Z. B.

0 2
2
1 4 4
14 1
3 32 9 o
B0 oot 1
5 3, SO ——— x4+ 8
| g L B+ 26
x| 2B +x+2

Die Einzelheiten der Rechnung sind: Unter 9 kommt
94+(x—1)1=94+2x—1=2+48;
unter 50 kommt
50+ (x—3)(x+8) =580+a22+5x—24 =224 5z + 26;
unter 132 kommt schlieBlich
1324+ (x—5)(x®+52x+26) =132+ 2+ 2 —130=2*+ 2+ 2.

Kann oder will man diesen Platz nicht aufwenden, so kann man sich
dadurch helfen, dal man die zu berechnenden Werte mit Buchstaben
bezeichnet und die Rechnung auBlerhalb des Steigungsspiegels anbringt:

0 2 u=94(x—1):1=2x+8
2

1 4 4 v=50+(x—3)-u=2a22+5x+ 26
14 1

3 32 9 Fx) =132+ (x—58)v=a>+ 2+ 2
50 i 1

5| 132 i w

....................... E'U

z | F(x)

Noch ein anderes Hilfsmittel enthidlt 25.

19. ZahlenmiBige Rechnung beim Interpolieren. Vergleicht man die
beiden Rechenweisen, etwa an dem Beispiel in 17 und 18 die beiden
Ausdriicke

24+(6—0)-24+(6—0)(6—1)-44(6—0)(6—1)(6—3)-1

und
132 4 (6 —5)-[50 4+ (6 —3)-[9 + (6 —1)-1]],

2 Schrutka, Interpolation. — 17 —



19, 20 § 3. Interpolation von Polynomen.

so erkennt man, daf3 die erste Rechenweise, die nach der NEwTONschen
Interpolationsformel, algebraisch einfacher ist, wihrend der Ausdruck
nach der zweiten, die dem Steigungsspiegel folgt, durch die vielen in-
einander geschachtelten Klammern uniibersichtlich ist. Trotzdem ist
die zweite Rechenweise fiir das zahlenméBige Rechnen bei weitem
vorzuziehen, weil durch das Herausheben an Multiplikationen ge-
spart wird. Die Ausrechnung wird von innen heraus gefiihrt, wie im
folgenden angedeutet ist:

132 + (6 — 5)+[50 + (6 —3)-[9 + (6 — 1)-1]]

N

14

92

224

Beim Rechnen nach dem Steigungsspiegel treten die Klammern
aber iberhaupt nicht auf, weil die Zwischenergebnisse stets sogleich
ausgerechnet und an den gehorigen Platz gesetzt werden (18).

Es handelt sich hier um einen der gar nicht so seltenen Fille, daB die algebraisch
einfachste und die rechnerisch giinstigste Gestalt eines Ausdrucks voneinander ver-
schieden sind.

20. Zusammenhang zwischen den beiden Rechenverfahren. Die beiden
in 17 und 18 gezeigten Verfahren fithren nicht nur, wie es sein muB, zum
selben Ergebnis, sondern stehen im engsten Zusammenhang. Um dies
zu erldutern, mogen die Argumente beim Verfahren mit dem Steigungs-
spiegel in umgekehrter Anordnung genommen werden; zunéchst bei
der Interpolation zum Argument 6:

5| 132 die Zwischenrechnungen lauten:
50

3| 32 9 4+(6—-3) 1= 7
14 1.

1 4 4 24+ 6—-1): 7= 37
2 i 1

0 2 g T 24+ (6—0)-37=224

6 | 224

Setzt man in diesen Zwischenrechnungen fiir 7 und 37 die Ausdriicke
ein, ohne irgend etwas auszurechnen, so ergibt sich als Funktionswert

24+6—0[24+(6—1)[4+(6—3)-1]]=
=24+ (6—0):24(6—0)(6—1)-4+ (6 —0)(6—1)(6—3)-1.

Man erkennt hierin genau den Ausdruck, der sich aus der NEwTON-
schen Interpolationsformel ergibt (17).

Derselbe Zusammenhang ist bei der Interpolation zum allgemeinen
Argument  zu beobachten:

— 18 —



§ 3. Interpolation von Polynomen. 20, 21

5| 132 u=4-(x—3)1
50

3 32 v=24+(x—1)-u
14

1 4 Flxy =24 (x —0)-»
9 .

0 2 ety

.................. : ?)

x| F(x)

Fa)=2+@—0)[2+@@—1[4+ (—3)-1]] =
=24+@—0-24+@—-0(—1)-44+@@—-0(x—1)(x—3)-1,

genau wie es die NEwToNsche Interpolationsformel liefert (17).

Man bemerkt, dal die Kenntnis des Aufbaus des Steigungsspiegels
die NEwroNsche Interpolationsformel vollstindig zu ersetzen vermag.

21. Umordnung der Argumente. Die Umkehrung des Steigungsspiegels wie
sie eben in 20 angewendet wurde, wire nicht erforderlich; vielmehr sind alle er-
forderlichen Steigungen auch in der urspriinglichen Anordnung vorhanden.

Wie leicht zu sehen, kann aus dem Steigungsspiegel die Interpolation fiir jede
Reihenfolge der Argumente durchgefiihrt werden, bei der in keiner der vorkom-
menden Steigungen die Argumentreihe eine Liicke aufweist. Mit andern Worten:
die Argumente sind so anzuordnen, da8 sich jedes neue an die schon vorhandenen
oben oder unten anschlieBt; im ersten Fall hat man im Steigungsspiegel eine halbe
Zeile auf-, im zweiten eine halbe Zeile abzusteigen. Allerdings ist dabei dann nach
der Interpolationsformel zu rechnen. Wahlt man z. B. bei der Aufgabe aus 17 die
Reihenfolge 3, 1, 0, 5 fiir die Argumente, so hat man

0| 2 5 F(6)=82+4(6—3)-14+ (6 —3)(6 —1)-4 4
1) 4 4 — _ —0).-1=
14 1 +(6—3)(6~—1)(6—-0)-1
31 38 5 9 =32 +4(6— 3)[14+ (6 — 1) [4 + (6 —0) - 1]) = 224.
5| 132

Man kann diese Freiheit ausniitzen, um zu erreichen, da8 die Differenzen « — =z,
® — ,, . . . anfangs recht klein sind, weil das fiir die Rechnung giinstig ist. Man
bringt die Argumente in eine Reihenfolge, bei der zuerst die in der Nahe von a
liegenden drankommen. Z. B. sei bei der fritheren Aufgabe F(2) zu berechnen:

0| 2 P2) =4+ (2—1)[14+(2—3)[4+(2—0)- 1] =12.
2

1| ¢ 4
4 1

3| 32 9
50

5| 132

22. Berechnung von Steigungen mit gleichen Argumenten bei Poly-
nomen. Die Riickrechnung von rechts nach links im Steigungsspiegel erméglicht
es, bei Polynomen Steigungen mit gleichen Argumenten zu berechnen, ohne einen
Grenzitbergang zu machen.

2% — 19 —



22, 28 § 3. Interpolation von Polynomen.

Es geniigt, ein Beispiel zu geben: Ein Polynom F(x) hochstens vom Grad 3
sei durch die Werte F(0) = 1, F(1) = 2, F(3) = 28, F(6) = 217 bestimmt; welchen
Wert hat #7(2)? Die Rechnung ist die folgende:

0] 1
1
1| 2 4
13 1
3| 28 10 ;e
63 e 1
6| 217 i 11
.................. . 52 1
21 (9) 10
12
2| (9) F(2) =12.

Der eingeklammerte Wert F(2) = 9 ist zur besseren Ubersicht beigefiigt; er
wird aber zur Bestimmung von F”(2) nicht gebraucht. Das Polynom F(x) ist 23 + 1,
wie leicht zu erhalten; es ist daher F'(x) = 32, F'(2) = 12, wie vorhin.

23. Darstellung der Koeffizienten eines Polynoms als Steigungen.
Es sei das Polynom

F(z) =a¢2" +ay2" 4+ -+ +a, 522+ a,_; ¢ + a,;
dann lauten seine Ableitungen
F'(x) =nax"+n—laya*?+ - +2a, 3%+ 0y

F'(x) =an—1lga"?+n—1n—2a,2"%+ .-+ 2a,.,

FoV(g)=nn—1...2a0z+n—1la
F® (z) = nla,.
Setzt man x = 0, so erhilt man
F(0)=a,, F/O)=a,,, F'(0)=2!a,,,..., F"D(0) =n—1!-a,,
F™(0) = n!-ay,

daher nach den Zusammenhéingen in 13

*) a,=F(0), a,,=F(0,0), a, ,=F(0,0,0), ...,a,=F(0,0,...,0),
0@ ®
ao=F(0,0,...,L).
O® ()
Dasselbe folgt aus der NewTonschen Interpolationsformel, wenn alle Argu-
mente gleich Null gewahlt werden:
F@)=aga +apart4 o +a, 222+ @,y %+ an = F(0) 2 - F(0, 0) +
+$2'F(O,O, 0)+"'+x"_l'F(09 0,.--,0)+$"'F(0, 01--- 0 );
o0 ® 0o @

— 20 —



§ 3. Interpolation von Polynomen. 23, 24

indem man die Koeffizienten beiderseits vergleicht, ergeben sich wieder die For-
meln (*).

24. Das Hornerische Divisionsverfahren. Nun kann man umgekehrt
aus den Koeffizienten a,, a,, ..., @, einen Steigungsspiegel aufbauen,
und daraus das Polynom allgemein oder fiir ein besondres Argument p
berechnen.

Indem das besondere Argument mit p bezeichnet wird, entsteht ein Rechnungs-
gang, der sich von der allgemeinen Berechnung nicht unterscheidet, doch entspricht
die Bezeichnung p der praktischen Anwendung besser, und erméglicht ferner die
sogleich (25) folgende Weiterfithrung.

Die Berechnung von F (p) ergibt folgendes Bild

0 a,
Apq

0 Qn An—g .
Ap-1 T Oy

: Ay 1

. . a, Qg

*) A ay

Gy L e by

0 a, Cpg b,
Gpa o b,

0 Ay by
bn-—l

p| Fp

Die Zwischenwerte sind mit by, by, b,, . . ., b,_,, b,_, bezeichnet; die

Rechnung ergibt fiir sie, da alle in Betracht kommenden Argument-
differenzen p — 0 = p sind,
by =10y, by =10a; + Dby, by =0, + pby, ..., by =ap 3+ Pbys,
endlich ist
F(p)=a, +pb, ;.
Setzt man die Werte ein, so erhilt man folgende Kette:

by =a,

by =a,+pa

by =ay+ pla,+ pa)

F(p) = + P(@yey + D(@ye+ - + ey +Pag). . ).

Multipliziert man alle Klammern aus, so iiberzeugt man sich von der Richtig-
keit des Ergebnisses.

Fiir die Zwischenwerte b,, b,, . . ., b,_; kann man noch eine andre
Bedeutung feststellen. Man setze den Steigungsspiegel fort, indem man
jetzt das allgemeine Argument x anfiigt:

— 91 —



24 § 3. Interpolation von Polynomen.

0 a,
Op—1
0 a, Cps -
Ap T oa
Fp—g @
a, a,
Apy + 51
Opy LG bo
0| a, p_y - b,
Gp—y L by by
0 Ap, bn—z : F 1
bn—l - F 2
p | F(p) Fps -
F n—1
z | F(x)
Die Zwischenwerte der neuen Rechnung mégenF, Fy, . . ., F,_, F,
genannt werden, sie sind Polynome der Grade 1,2, ..., n — 2, n — 1.

Die Ausrechnung ergibt, da alle Argumentdifferenzen # — 0 = z sind,
ausgenommen die letzte, die x — p betrigt,

F, =b+axby =b,+byx
F, =b,+axF,=0b,+ b x+ bya?
Foy=byi+aF, ,=b+b 2+ +bam?+ by "1,
endlich
Fl)=F@p) + (@ —p)F,, =
=F(p) + (& — p) (byy +bppx + -+ + by 2" 2 + by 2™?),
anders geschrieben
F(z) = (x — p) (bo™ ™ + by2"2 + -+ + by p2 + b, y) + F(p).
Man erkennt, daB bya"-!4 bja®~2+4 ...+ b,_,x+ b,_, der
Quotient und F(p) der Rest bei der Division des Polynoms F(x) =
=ay2®+a, 2" 1+ --- 4+ a,_,x+ a, durch das lineare Polynom z — p
sind. Die Zwischenwerte by, by, .. ., b,_,, b,_; liefern also, von rechts
nach links gelesen, die Koeffizienten des Quotienten. Nebenbei erhélt
man das (leicht auch unmittelbar zu bestéitigende) Ergebnis, daf der
Divisionsrest mit dem Wert F(p) des Polynoms iibereinstimmt.
Wenn es sich nur um die Berechnung von by, by, . . ., b,_, und F(p)
aus ag, @, . . ., @, und p handelt, so genligen offenbar die letzten beiden
nach rechts aufsteigenden Linien des Steigungsspiegels (*). Man pflegt
gsie in folgender Anordnung anzuschreiben:
@Gy @ @y ... Quy Q,

Pl by by by ... b,y F(p)

Man iibersehe dabei nicht, daB, wenn Glieder des Polynoms fehlen, die
Koeffizienten 0 anzuschreiben sind.

— 99 _



§ 3. Interpolation von Polynomen. 24, 25

Die Rechenvorschrift dazu lautet: der erste Koeffizient a, ist un-
verandert herunterzusetzen; um die weiteren Werte zu erhalten, ist
jeweils die links benachbarte Zahl mit dem links vom Strich stehenden
Faktor p zu multiplizieren und die iiber dem zu besetzenden Platz ste-
hende Zahl zu diesem Produkt zu addieren. Hierbei entstehen zuerst
die Koeffizienten des Quotienten und zuletzt der Divisionsrest, zugleich
der Wert des Polynoms fiir p. Diese letzte Zahl wird durch Unterstrei-
chen besonders kenntlich gemacht. Dieser Rechenvorgang heifit nach
W. G. Horxzr (1819) das HorNERische Divisionsverfahren.

Durch Vergleich mit der ausfiihrlichen algebraischen Division

(02" + 4,210,273 -+ 0 7H00): (€ D) =002+ (ar-HPao) 2" o -

aoz" - paox”_l +(an—l+pan—2+ A +lp"‘1 ao)
- +
(@ + pag) x=1
(a; -+ pag)z—t 4-_ (payt+piag)an—?

(ay 4 pay + pPag)z"2

(Bpa1+ Dz + -+ - + P Lag) 2
(py+ D82+ + p"“ao)x;(pan_l +pPa, o+ - +pray)

ay + pan—1+paan—2 + A + P"ao Rest

erkennt man, daB das HorNErische Verfahren alle Zahlenrechnungen des ausfiihr-
lichen Verfahrens wiedergibt und nur durch die sinnreiche Anordnung die Wieder-
holungen und das Anschreiben der Potenzen der Veranderlichen entbehrlich ge-
macht sind.

26. Neues Rechenverfahren fiir die Interpolationsaufgabe. Nach den
Zusammenhédngen in 24 kann man die Interpolationsaufgabe auch
16sen, indem man alle Koeffizienten als Steigungen mit dem wieder-
holten Argument 0 erzeugt. Es moge dies an dem Beispiel aus 17 ge-
zeigt werden:

0 2
2
1 4 4
14 1
3 32 9
50 1
5| 132 8
26 1
0 2 5
1 1
0 2 0
1 1
0 2 0
1
0 2 hieraus F(x) = 2% + x 4 2

— 23 —



25, 26 § 3. Interpolation von Polynomen.

oder, etwas giinstiger, weil 0 ohnedies vorkommt und weil die Zahlen
kleiner werden:

5| 132
50
3| 32 9
14 1
1 4 4
2 1
0 2 1
1 1
0 2 0
1 1
0 2 0
1
0 2 Fz) =2+ x4 2.

Ubrigens geniigt es, wenn der Steigungsspiegel nicht weiter fortge-
setzt werden soll, jeden Koeffizienten nur bei seinem ersten Auftreten
anzuschreiben :

5] 132
50
3 32 9.
14 1
1 4 4
2 1
0 2 1
1 1
0 0
1
0
0 Fz)=a+ 2z 4+ 2.
26. Der Satz von Vieta. Soll ein Polynom #n-ten Grades mit dem Koeffizien-
ten 1 bei der hichsten Potenz an den Stellen 7,7y, ..., 7, gleich Null werden,
oder soll die Gleichung mit den Wurzeln 7y, 7y, . . ., 7, gebildet werden, so liefert

der Steigungsspiegel (es moge der leichteren Ubersicht wegen n = 3 gewshlt
werden):

7 0
! 0
Ty 0 0
0 1
73 0 — 1y
A 1
O [—1r727s —Tr— T
7yt Tt rary 1173 1
0 —fr — Ty — 13
0




§ 3. Interpolation von Polynomen. 26, 27

Man erkennt die bekannte Aussage des Satzes von VIeTA: Die Koeffizienten des
gesuchten Polynoms sind die mit abwechselnden Vorzeichen genommenen sym-

metrischen Grundfunktionen der GroBen ry, 75, ..., Ty
27. Die LAGRANGEsche Interpolationsformel. Aus der NEwToNschen Inter-
polationsformel (*) in 17 entnimmt man, indem man fiir die Steigung F(z,, Z,, ..., %)
ihren Wert
F(2y) F () ek
(B — %) (2 — x3) . Ay — Tn) (B — Ty ) (@ — T3) . - . (By — Tn)
F(x,)

(®n — @) (T — %q) .. . (X — Z,y)

aus 6 einsetzt, daB, wenn man F(z) nach F(z,), F(z,), . . ., F(x,) ordnet, das Glied
mit F(z,) den Wert

(2 — 2) (& — 7). (& — o)
(o = 0) (@ — ) - - (@) © )

hat, denn F(z,) kommt nur im letzten Bestandteil der Interpolationsformel vor.
Da nun aber alle Argumente z,, ,, . . ., %, gleichberechtigt sind, so muf

_ (z—my)(r—a,) . .. (x—2,) (x—x,) (—13). .. (x—2p)
R R [ PO e Rl Ll e O e
(x—2z)) (x — 23) . . (2 — 2py)
(2, — zi) (%a — :52) coo (@0 — l»-1) F(@)

+

sein. Es ist dies eine neue Gestalt des Polynoms héchstens vom Grade n — 1, das
an den Stellen z,, z,, . .., x, vorgeschrichene Werte annimmt, also eine neue Lé-
sung der Interpolationsaufgabe. Die Formel heiflt nach J. L. LAcraNGE (1812) die
LacranGgEsche Interpolationsformel, sie ist aber schon frither von E. Wa-
RING aufgestellt worden (1779).

Noch auf andre Art ergibt sich die LagraNaesche Interpolationsformel. Da
F(z) héchstens den Grad » — 1 haben soll, so muBl F(z, %, z,, ..., x,) als Stei-
gung n-ter Ordnung Null sein. Fithrt man die unabhéingige Darstellung (6) ein, so
erhilt man

_ P(2) F(sy)
e e [CEA B oyl g Py Doy P
F(xz) 4 e 4 F(x,) —0.

(2g — @) (@ — &) . . . (w0 — ) (Ta—2) (Tn —21) « .+ - (Tn—Tp—y)

Aus dieser Gleichung l1aBt sich nun F(x) ausrechnen; man bringt auf die an-
dere Seite und multipliziert mit dem Nenner (¥ — z,) (x — %) . . . (x — z,) weg.
Einer seiner Faktoren 148t sich jedesmal wegkiirzen, wobei gleich das Minuszeichen
untergebracht werden kann. So kommt man von neuem auf (*).

Um die LAcraNgEsche Formel in kurzer Gestalt anzuschreiben, setze man
noch

D)= —m)@—2) ... @—z)=(2—2,)P(e) v=12...,n
dann ist

_ &) Dy(2) Pu (”
F(z)= q,:(xl) F(%H-m (@) o+ 7y Zd’y(%)



27, 28 § 3. Interpolation von Polynomen.

Aus
folgt noch durch Differentiation
D' (z) = D, (2) + (z — z,) Dy (),

daher fiir z = «,
d)’(xy) = ¢v(xv)'

Somit erhilt man eine zweite Gestalt der LacrangEschen Interpolationsformel:

Fo) = N5 i,
1

Die Lacrancesche Interpolationsformel hat den theoretischen Vorzug, daB
sie den symmetrischen Aufbau zeigt, ja daB sie geradezu unmittelbar die geforderten
Eigenschaften des Polynoms erkennen laBt. In der Tat ist jeder Summand ein

Polynom n — 1-ten Grades, die Summe daher ebenfalls, oder von geringerm Grade,
wenn sich etwa Glieder wegheben. Setzt man ferner = x;, so wird der Bruch,
der bei F(x,) als Faktor steht, gleich 1, alle anderen Null, der Wert des Polynoms
also gleich F(x;); hnlich fiir die Argumente x,, ..., %,.

Dagegen eignet sich die LacraxeEsche Interpolationsformel fiir das prak-
tische Rechnen wenig. Als Beleg mdge das Beispiel aus 17 nach der LagraNGEschen
Formel berechnet werden:

(x—1)(x—3) (z—~5) (z—0)(x—3)(x—5) (x—0)(x—1)(x—5)

P =0-1)0-3)0-8) > T1—00=3)1=8 *t G=o)3-1(3-5 2T
=
:xs — 9z’;{—1253x — 15 .‘2+x3 — 89: + 15x.4+x3 —Ex:;— 5z .32 1
I Ll _4:;723-132:

= (2% — 9%+ 23% — 15) -_% +(a%—8a2+152) -%+ (23 — 62245 2) --%Jr

+(z3—4x2—{—3x)-%:

— 4234 3622 — 92z 4 60
1 + 1523 — 12022 + 225«
T30 | —80a3 4 48022 — 4002
49923 — 39622 + 297 x

=3»16(30x3+30x+60)=x3+x+2.

Die Nenner — 15, 8, — 12, 40 ergeben sich auch, wenn man
P@E) =[x —0)(x—1)(x —3)(x—5)] = (st —9a>+ 2322 — 152y =
=423 — 2722+ 46z — 15
bildet und fiir « die Werte 0, 1, 3, 5 einsetzt.

28. Interpolation von Polynomen durch Ansatz. Das nichstliegende, frei-
lich recht unvorteilhafte Verfahren zur Losung der Interpolationsaufgabe besteht
darin, das gesuchte Polynom anzusetzen:

{* F(z) = agpz" 14 a a2+ -+ 4 a, 52+ a,_,
— 96 —



§ 3. Interpolation von Polynomen. 28, 29

und nun die Koeffizienten ay, ay, . . ., a,_, aus den linearen Gleichungen zu be-
stimmen, die sich beim Einsetzen von x,, z,, ..., , ergeben:

Go2T T 4 af T+ o Gy 2 + Gy = Fmy)
(**) xF M 4 a2 4 - A, 2 T - Gy = F(,)

QxR+ a2 v Gy Tyt A,y = F(xs).

So wire z. B. fir die Aufgabe in 17 das System
as = 2
a+ a4+ aytaz= 4
27ay+ 9a;+3a,+a;= 32
125ay + 25 a, + 5 ay + a3 = 132
zu losen. Man erhélt ¢y =1, a; =0, @, = 1, a; = 2, somit F(x) = a® + « 4 2,
wie vorhin.

Schreibt man die Lésungen in Determinantengestalt, so ergibt sich insbeson-
dere

Fla)) 2t -2y 1
F(z,) a2 ... 2y 1
F(z,) 3~ z, 1
ay =
-l xf? z 1
xg~t oy x,
apt ot ..oz, 1
Nun ist nach 16 ¢y = F(x,, %,, ..., ,); man findet also (bis auf die etwas

veranderte Schreibweise) die Formel aus 8 wieder.

29, Losung der Interpolationsaufgabe mit Determinanten. Bringt man
die Formeln (*) und (**) in 28 auf die Gestalt
—F(z) +ap2"t4ay2" 2+ --- +a, 52 +a,,=0
—F(z) + @i + a2+ -+ + e+ 0, =0
—F (@) +ap2d ™ + 1282+ -0 @y T+ a2y =0

~F(@a)+ aoay ™ + a2 P oo s+ Gy Tut Gy =0,

go liegt ein System linearhomogener Gleichungen fiir die » + 1 GroBen — 1,
@y Ay, « + +5 O3y @,y (die sicher nicht alle Null sind) vor. Damit es solche Grofien
geben kénne, mull bekanntlich die Koeffizientendeterminante Null sein:

F(z) a' a"2...2 1

Fz,) af=t ai=? ...
Fax,) a3t a2 ...2, 1| =0.
F(x,) zn-t an-? F |

Entwickelt man nach der ersten Spalte und rechnet () aus, so erhilt man eine
neue Gestalt der Losung der Interpolationsaufgabe, aus der man durch Auswertung

—_ 97 —
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40

29, 30 § 3. Interpolation von Polynomen.

der VANDERMONDESchen Determinanten leicht wieder zur LAoGraNGEschen Inter-
polationsformel (27) gelangen kann. Man kann sie auch so darstellen:

7—~1 n—2
z% 2y e

n—1 n-2 ., .,
F(z)- Ze Zg

F(z) = —

0 ol ogn-2 ... 1
X 7 _
x1 F(2,) a3~ a3-2..-2, 1
2 + | Fzg) 2§~ af2 -2, 1| =0
o 1 i
i F(xy) a2t an-2... g, 1
0 e N A |
F(xy) 23t a2 ... 2 1
F(xg) a3~ a32... 2z, 1
F(x,) a7t an2... 2, 1 l
23t at? ..oy 1
™t 2?1
an-t xn-t? z, 1

30. Graphische Durchfiihrung nach BEEMANN, Die Rechnung nach 17
1aBt sich, wie H. BEEMANN [Z. angew. Math. Mech. Bd. 11, S. 463—464
(1931)] angegeben hat, in einfacher Weise graphisch durchfiihren.

Man trage zu den Abszissen x,, %,, ..., ¥,_,,  die Werte F(x,),

F(x,, x5), ..., F(2y, 25, ..

*

%y_1), F(xy, %o ..., %,) als Ordinaten

auf (die Abszisse z, wird nicht verwendet). Nun verbinde man den
Punkt (z—1, 0) mit (x, F(2,, @, - .., %)), ziche durch den Punkt
(%n_y, F (24, 29, ..., ¥,_,)) die Parallele zu dieser Verbindungslinie und
schneide sie mit der Parallelen zur Ordinatenaxe durch (z, 0). Der Schnitt-
punkt hat die Ordinate F (%, «,, . . ., %y 1) -+ (X — 2, 1) F (2}, X, . . ., Zy)-
Nun verbinde man diesen Schnittpunkt wieder mit (x — 1, 0), ziehe
., Ty_,)) die Parallele zu dieser Verbindungs-
linie und schneide sie mit der Parallelen zur Ordinatenaxe durch (z, 0).
Der Schnittpunkt hat die Ordinate

durch (%, _,, F (2, 2y, . .

vs Eyeg) T (X — 2y p) [F (21, g, -+ oy Tpg) + (T —2py) F (25, Tp, . . ., Ty)]-

In derselben Weise fihrt man fort; schlielich erhalt man als letzte Or-
dinate F (z); der letzte Schnittpunkt (z, F (z)) ist zugleich ein Punkt der

Bildkurve von F(z).

Die Durchfiihrung moge folgendes einfache Beispiel zeigen

30
20 e
70 e
,’/ === 7
0 | . u.ﬁ—l
0 5

4

17
7

10 1. 37=2+(6—1)[44+(6—3)-1]
4 ot

P |

........... i

37

Die gestrichelten Linien werden beim praktischen Arbeiten nicht

wirklich gezeichnet.
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§ 4. Die parabolische Interpolation als Naherungsverfahren. 80, 81

Das Verfahren von BerMANN 148t sich noch so erweitern, dafl man von den
vorgeschriebenen Werten des Polynoms ausgeht, man mufl dabei jedoch andre
Steigungen als im Steigungsspiegel vorhin verwenden.

§ 4. Die parabolische Interpolation als Niherungsverfahren.

31. Die parabolische Interpolation beliebiger Funktionen. Ist f(x)

kein Polynom n — 1-ten oder niedrigeren Grades, so ist die Anwendung
der NEwTOoNschen Interpolationsformel nur méoglich, wenn der Ausdruck
f(x, z, %, . . ., 2,) beherrscht werden kann. Hierzu dient dieAbschétzung
in 10. Man hat also von der NEwtoNschen Interpolationsformel mit
Restglied (11) auszugehen. Indem man den Verlauf der Ableitung
f™(x) in dem Spielraum, der durch die Argumente x, %;, %5, ..., &,
bestimmt ist, untersucht, kann man den Faktor f®(£) und damit den
ganzen Ausdruck P,_,(x) + R, zwischen zwei Schranken einschlieBen,
so daB man den Wert von f(z) mit einer gewissen Unsicherheit erhélt.

Es ist hier sogleich zu ersehen, daf die Abschitzung giinstiger aus-
fallt, wenn z zwischen die Argumente z;, %, . . ., &, fillt, als wenn es
aullerhalb des Spielraums liegt, der durch xz;, z,, .. ., z, bestimmt ist.
Dieser letzte Fall wird hie und da auch mit der besondern Benennung
Extrapolation belegt. Man kann also sagen, daBl Extrapolationen
im allgemeinen ungiinstiger sind als Interpolationen im engeren Sinne.

Das gewohnliche Verfahren besteht aber darin, das Restglied R,
ganz wegzulassen und P, _,(x) als Niherungswert zu verwenden:

f(z) == Ppy (2) .

Der Fehler dieses Néaherungswertes betrigt — R,, sein grofter Wert
kann durch eine Schéitzung, wie soeben geschildert, beurteilt werden.
Dabei wird es zumeist nur auf den absoluten Wert ankommen.

Hieraus erklart sich nunmehr der fiir P, _,(z) in 9 eingefiithrte Name
Ersatzpolynom. Dieses Polynom ist also nach dem Bau der Inter-
polationsformel dasjenige Polynom héchstens vom n — 1-ten Grade,
das an den Stellen x,, x,, ..., z,, den sogenannten Interpolations-
stellen, dieselben Werte wie die anzundhernde Funktion f(z), also die
Werte f(z;), f(zs), - .-, f(%,), annimmt.

Zur Aufstellung des Ersatzpolynoms ist theoretisch jedes Verfahren, die Nuw-
ToNsche Interpolationsformel (17) oder der Steigungsspiegel (18), die LacraNGEsche
Interpolationsformel (27), das Ansatzverfahren (28) und die Determinantendar-
stellung (29) verwendbar.

Diese Ersetzung einer beliebigen Funktion durch ein Polynom, das
als Naherung dient, wird nun ebenfalls, in weiterm Sinn, Interpola-
tion genannt; die Berechnung des Wertes des Polynoms, die Inter-
polation im Sinne des § 3, ist hierin mit einbegriffen. Diese Bedeutung
des Wortes Interpolation ist die hiufigste und an sie ist, wenn von Inter-
polation schlechthin die Rede ist, in erster Linie zu denken (siehe auch
noch 32).

Indem man dem Wort Parabel eine allgemeinere Bedeutung beilegt,
nennt man Kurven mit einer Gleichung y = P,_,(x) Parabeln. Die
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31, 32 § 4. Die parabolische Interpolation als Néherungsverfahren.

Benennung kniipft an den Fall » = 3, y = P,(x), an. Diese Kurve ist
bekanntlich eine (gewdhnliche oder ApoLLoNische) Parabel, deren Axe
zur Ordinatenaxe parallel liuft. Zur Unterscheidung kann man in den
andern Fillen von allgemeinen oder, im Falle » = 4, von héheren
Parabeln oder Parabeln hoherer Ordnung sprechen. In der Tat
ist » — 1 die Ordnung der Kurve im iiblichen Sinne. Will man die Be-
nennung auf die Fille n = 2 und 1 iibertragen, so mul man als Parabel
erster Ordnung eine zur Abszissenaxe geneigte und als Parabel nullter
Ordnung eine zur Aszissenaxe parallele Gerade gelten lassen; in dem
letzten Fall ist die Ordnung nicht mit der Ordnung im Sinne der Geo-
metrie im Einklang.

Hiernach wird das vorhin beschriebene Verfahren der Ersetzung

einer Funktion durch ein Polynom 7z — l-ten Grades noch genauer

parabolische Interpolation » — 1-ter Ordnung genannt. Fir
die niedrigsten Grade » — 1 = 1, 2, 3, 4 hat man die bequemen Namen
lineare, quadratische, kubische, biquadratische Interpola-
tion.

In noch allgemeinerem Sinne kann man das Wort Interpolation verwenden,
um die Anndherung einer Funktion durch eine andre Funktion von bestimmtem
Bau, die aber kein Polynom ist, zu bezeichnen. Die zur Annsherung verwendete
Funktion kann etwa eine gebrochene Funktion oder eine Summe von Sinus und
Kosinus der Vielfachen des Arguments, wie bei den Fourierschen Entwicklungen,
oder eine Exponentialfunktion oder eine Summe von mehreren Exponentialfunk-
tionen und dgl. sein. Auch die Art, wie die zur Anniherung dienende Funktion
bestimmt wird, kann noch sehr verschieden gewéahlt werden.

32. Lineare Interpolation. Der einfachste und wichtigste Fall der
parabolischen Interpolation ist (wenn man von dem Fall der Interpola-
tion nullten Grades absieht, vgl. 43) die lineare Interpolation. Hier ist
n = 2. Die Interpolationsformel mit Restglied (11) lautet:

P @) = (@) + (& =) f (&, @) + (& — ) (@ — ) (3
Das Ersatzpolynom
Py(2) = (21) + (. — ) | (21, o)

ist jenes lineare Polynom, das an den Stellen z; und x, dieselben Werte
annimmt, wie die Funktion f(x) selbst, also f(z;) und f(ar:2
Man fiithre nun den Wert fiir die Stelgung f(x, x,) ein:

f(xz) f(xl)

fzy, 25) = PR—
Eine kleine Umformung liefert
*) Py(2) = [ @) + 2o 1f () =/ (@)

Der Vorgang kann daher folgendermaflen beschrieben werden:
Man verschafft sich (etwa aus einer Tafel) die Werte der Funktion
f(z) an den Stellen z;, x,, bildet die Differenz f(xz) — f(z;) (,,Tafel-

und fiigt das Pro-

differenz ), multipliziert sie mit dem Verhaltms



§ 4. Die parabolische Interpolation als N#éherungsverfahren. 32, 33, 34

dukt zu dem Funktionswert f(z;) hinzu. Man erkennt hierin genau den
Vorgang, der fir die Entnahme des Logarithmus einer Zahl, oder des
Logarithmus einer Winkelfunktion aus den iiblichen Tafeln vorgeschrie-
ben wird. Der Name Interpolation fiir dieses Verfahren ist ja auch allge-
mein bekannt. Das Verfahren ist daher nicht etwa auf die Logarithmen
beschrinkt, sondern bei jeder Funktion anwendbar, wenn die Genauig-
keit ausreicht.

33. Hilfsmittel zur linearen Interpolation. Zur Erleichterung der
Rechnung nach der Formel der linearen Interpolation (*) in 32 ent-
halten die Tafeln manchmal die Tafeldifferenzen f(x,) — f(x;) entweder
alle oder wenigstens von Zeit zu Zeit, namentlich dann, wenn sie mehr
als eine oder zwei Ziffern haben, so daB sie nicht leicht im Kopf gebildet
werden konnen.

Sehr verbreitet ist die Beifiigung der Produkte der Tafeldifferenzen
mit den Faktoren 0'1, 02, ..., 0'9, um die Multiplikation beim Inter-
polieren zu ersparen oder wenigstens zu erleichtern (bei anderer als der
Zehnteilung sind die Faktoren entsprechend zu wihlen). Man spricht
von Interpolationstafeln, Interpolationstéfelchen, Propor-
tionaltédfelchen, Tafeln der Proportionalteile (auch wohl
P. P. = partes proportionales). Sie sind Ausschnitte aus Produkt-
tafeln, manchmal sind sie auch zu wirklichen Produkttafeln zusammen-
gezogen; iibrigens leistet jede Produkttafel denselben Dienst.

Viel bequemer als die Interpolationstafeln ist die Anwendung des
Rechenschiebers; seine Genauigkeit reicht in den allermeisten Fillen
aus, er ermoglicht es, alle Ziffern von # — z; auf einmal zu beriicksich-
;:_3:1 [f(x5) — f(x;)] sogar dann mit
einer einzigen Einstellung, wenn x, — x, keine dekadische Einheit ist.

Weitere Einzelheiten iiber Interpolationstifelchen enthilt des Verfassers Zah-
lenrechnen, Leipzig und Berlin 1923, 136.

34. Genauigkeit der linearen Interpolation bei fiinfstelligen Loga-
rithmentafeln. Um ein Beispiel fiir die Abschétzung der Fehler bei der
linearen Interpolation zu geben, werde der Fall der fiinfstelligen Loga-
rithmentafel behandelt: Eine solche enthilt in den meisten Fillen die
Mantissen der Logarithmen der Zahlen 1000 bis 10000. Um log z zu er-
halten, bestimme man die ganzen Zahlen x; und z, = z; + 1, zwischen
denen x liegt, entnehme man der Tafel die Werte log #; und log z, und
berechne

tigen und er gibt den Ausdruck

x—z;
Ty — T

log z, + [log #, —log ;1.

Der Fehler wird durch das entgegengesetzt genommene Restglied an-
gegeben: "

— () (o — ) 1
Nun ist )

—@—a)(r—2)=—(r—a)(z—y;— ) =2—, (1 —2—x).

Setzt man fiir den Augenblick & — x; = 2, so erkennt man, daB das
Produkt x — z;(1 — z — a;) = 2(1 — 2) = z — 2% seinen gréBten Wert
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84,35  § 4. Die parabolische Interpolation als Naherungsverfahren.

annimmt, wenn die Ableitung 1 — 2z = 0 ist, also fiir z = }; der groBte
Wert ist also 3(1 — 1) = 1. Ferner ist

fe) =log o = 043420 In v, f(a) = 043429,
f'@) = — 043429,
daher () = — 0-43429%.
groBten Wert, wenn sein Nenner am kleinsten ist; der kleinste Wert
von § ist 2, und der kleinste Wert von =z, ist 1000, also ist
1
—W .

Der Bruch hat, absolut genommen, den

117 (£)] < 043429

FaBt man die Teilergebnisse zusammen, so ergibt sich, daB der Fehler
beim Interpolieren negativ und absolut hdchstens gleich
1

1 .
- 043429 75

3 = 0:00000005428

ist. Er betrigt also im ungiinstigsten Falle, am untern Ende der Tafel
und in der Mitte zwischen zwei Nachbarargumenten etwas mehr als
eine halbe Einheit der siebenten Dezimalstelle, wihrend der Fehler,
der durch Abkiirzung der Logarithmen auf fiinf Dezimalstellen entsteht,
bis zu einer halben Einheit der fiinften Dezimalstelle aufsteigen kann.

35. Hohere Interpolation. Wenn die lineare Interpolation zu ungenau
ist, so mull man auf quadratische, wenn notig auf die kubische usw. Inter-
polation iibergehen. Die Rechnung kann nach dem Steigungsspiegel ge-
fithrt werden (18). Es handelt sich hier in erster Linie um Fille, in denen
einzelne Werte einer Funktion zur Verfiigung stehen, etwa aus Beobach-
tungs- oder Versuchsreihen. Hohere Interpolationen bei Tafeln werden
dagegen in den allermeisten Féllen nach einem einfacheren Verfahren
durchgefiihrt werden kénnen, woriiber spéter in 67 gehandelt werden
wird.

Der Vorgang moge noch an einem Beispiel gezeigt werden. Es sei
festgestellt worden, dafl zu den Argumenten 0'9, 1'4, 1'6 die Funktions-
werte 075, 1'79, 2'04 gehoren; es wird gefragt, welcher Funktionswert
zum Argument 1 2 gehort. Aus drei Wertepaaren 148t sich ein quadra-
tisches Polynom interpolieren; die Rechnung nach dem Steigungsspiegel
ergibt:

oder ausfiihrlicher (4):

09107 09 | 075
2:08 05 1-04 208
14| 179 -1'19; 07 14| 179 —0'83 —-1'19;
125 o 0-2 (1T 13; F—
16| 204 s i—1'19 —0-2 16 | 2°04 o 024 —1°19
____________________ : 1'49 —04 | =060 1°49
12| 144 12 | 144

Zum Argument 1'2 gehort also der Funktionswert 1°44.
— 39 —



§ 4. Die parabolische Interpolation als Naherungsverfahren. 86, 86, 37

Bei Rechnungen dieser Art ist es wichtig, die Divisionen nicht zu ungenau zu
machen, damit beim Multiplizieren bei der Riickrechnung die Fehler nicht zu gro
werden.

36. Fragen der Genauigkeit. In Fillen dieser Art ist eine Aussage
iitber die Genauigkeit der Interpolation nicht zu machen, da kein ana-
lytischer Ausdruck der Abhéngigkeit zur Verfiigung steht. Es kann auch
kein Nachweis dafiir erbracht werden, da die Abhéngigkeit durch ein
Polynom befriedigend dargestellt wird, so etwa in der Aufgabe in 35
durch ein quadratisches Polynom, vielmehr kann man nur behaupten,
daB ein quadratisches Polynom dasjenige ist, das am meisten Vertrauen
verdient, weil es alle bekannten Wertepaare beriicksichtigt. Man muf3
mit der Moglichkeit rechnen, daBl die Kenntnis eines oder mehrerer
neuer Wertepaare das Ergebnis abédndert; das ist aber nicht anders, als
in sonstigen Fillen, wo infolge Hinzukommens neuer Erfahrungstat-
sachen frithere Ergebnisse abgeindert werden miissen.

Sollten die vorhandenen Wertepaare durch ein Polynom geringeren
Grades, als ihrer Anzahl entspricht, darstellbar sein, so gibt sich dies
von selbst kund, indem die hoheren Steigungen Null oder wenigstens
s0 klein werden, daB sie keinen EinfluB haben. Ein solcher Umstand
kann als eine Rechtfertigung des Interpolationsverfahrens angesehen
werden.

87. Bestimmung eines Extrems aus drei Beobachtungen. In den An-
wendungen kommt oft die Aufgabe vor, die Zeit des Eintritts eines Extrems (z. B.
der Kulmination eines Gestirns) festzustellen. Will oder kann man nicht unaus-
gesetzt beobachten, so kann man in der Nahe der vermuteten Zeit drei Messungen
machen. Zu den Zeiten ¢,, ¢,, t; habe die beobachtete Grofle die Werte u,, u,, u,.

Nun kann man # quadratisch interpolieren. Nach der Determinantendarstellung
in 29 erhilt man

B4 1
g4 1
8ot 1

Von diesem Polynom ist nun die Ableitung zu bilden und gleich Null zu setzen
(der Nenner kann dabei auBler Betracht bleiben)

u, t 1 u, t3 1
Uy bty 1 |e2t—]u, 8 11=0.
ug g 1 ug &3 1

Hieraus folgt als angeniherte Zeit fiir den Eintritt des Extrems:

w, 1
uy 13
us 13
u by
Uy Ly
Us 1y

_ (68 — ) u, + (2 — D uy + (1§ — ) u,
’ 2[(t — ty) uy + (G — t) ug + (8 — L) uy] "

Do
i !

8 Schrutka, Interpolation. — 33 —
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§ 5. Die parabolische Quadratur.

38. Anwendung der Interpolation auf die angeniherte Quadratur.
Eine der wichtigsten Anwendungen der Interpolation als Néherungs-

verfahren ist die auf die Berechnung von bestimmten Integralen. Da
b

die geometrische Bedeutung eines bestimmten Integrals f f(z)dz der
a

Inhalt der Fliche des Flichenstiicks zwischen der Abszissenachse, der
Kurve y = f(z) und den Ordinaten bei @ und b (die sich auch auf Punkte
zusammenziehen kénnen) ist und die Ausmessung eines Flichenstiicks
mit dem Wort Quadratur bezeichnet wird, so verwendet man diese Be-
nennung, auch ohne dafl auf die geometrische Deutung Gewicht gelegt
wird, im Sinne der Auswertung eines bestimmten Integrals.

Die praktische Wichtigkeit derartiger Naherungsverfahren folgt
daraus, daB das zunéchst in Betracht kommende Verfahren, den Wert
des bestimmten Integrals auf dem Weg iiber das unbestimmte Integral
nach dem Hauptsatz der Integralrechnung zu bestimmen, in vielen
Fillen dadurch unbrauchbar ist, dal das unbestimmte Integral auf ho-
here Funktionen fiihrt, die der Berechnung nicht recht zugéinglich sind.
Es kommt hier und da auch vor, dafl das unbestimmte Integral zwar
durch die elementaren Funktionen ausdriickbar, der Ausdruck aber
sehr verwickelt ist, so daBl man die Ausrechnung zu vermeiden trachtet.

In derartigen Fillen kann man die Ndherungen, wie sie die Inter-
polationsverfahren liefern, verwerten, wenn erstens die Ungenauigkeit
8o gering ist, daB sie in den Kauf genommen werden kann, zweitens die
Berechnung des Integrals der Néherungsfunktion keine Schwierigkeit
macht.

39. Parabolische Quadratur. Die parabolische Interpolation nach
§4 hat den Vorteil, daBl die dabei auftretenden Néherungsfunktionen
jedenfalls sehr leicht zu integrieren sind, weil es sich um Polynome
handelt. Man nennt dieses Néherungsverfahren die parabolische
Quadratur.

Wenn man die Interpolationsformel mit Restglied aus 11

{(z) = Ppy(2) + R,
von a bis b integriert, so erhdlt man
b b b
[t@)dx= [P, (@)dx+ [R,da.
a a a

Der erste Summand auf der rechten Seite 148t sich ohne Schwierig-
keit ausrechnen und gibt den Naherungswert

b b
(*) af fla) do= f P, .(z)d=.

Fiir einen Integranden f(z), der selbst ein Polynom héchstens vom
n — l-ten Grad ist, muB die Formel den genauen Integralwert liefern.
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§ 5. Die parabolische Quadratur. 39, 40

Setzt man fiir P, _,(x) seinen Wert (**) aus 9 ein, so erhalt man
b b b
JPrs(@)da = j(@) [de + flay, @) [ (0 — e do +
a 12 .
[y, 24, 3) f (2 — 2y) (& — @) do -+
a

b

+ [ (2, X4, 25, Z4) f (x—2) (x—xy) (x—2xg)dx + -+ +
b

+ f2y, 2o, ..., xn)f(x—x])(x~x2) oo (@ —2y_)d .

Der Naherungswert ist also eine Linearform der Steigungen f(z,),
(21, %3), (2, o, X3), . . -, f(, %y, . . ., @,). Sind die Interpolationsstellen
Z;, y, ..., %, alle verschieden, so ist (nach 6) jede Steigung ihrerseits
wieder eine Linearform der Funktionswerte f(z,), (%), . . ., f(%,) (die

b

nicht immer alle vorkommen). Also ist f P, _,(x)dx selbst eine Linear-
a

form dieser Werte, etwa

b
afP,,-l w)dz = Oy f(21) + Cof () + - -+ Cp f(w,)

Stellt man P,_, () durch die LacrANGEsche Interpolationsformel (27) dar:

_ e a—m) ... (a—ay)
Pa-al@) = (21 — @) () — ) . . . (2 — @) fe) +
(2 —2;) (2 —25) ... (x — ) Fag) + -+ -+ (—az)(@—25) ... (x—2,_,) Fan)s

(272 “‘xl)(zg —Z3)... (xz_z'n) (xn— zl)(xn — %) ... (20— Zp—q)

8o ergeben sich fiir die Koeffizienten C die Formeln

b b
c, =f. (x—zp) (x—2y) ... (X —2y) dz, Cy— (x—x))(x—2g) .. . (*—2,) dz,

: (21— 29) (%1 —23) ... . (2, — 1) (To—21) (T —23) .o« (Vg—Tn)

b

"‘f (@ —2y) (@ —25) ... (& — 2 y) i,

") (@n — 21) (X0 — 25) . . . (T — 2,y)

a

Sind die Interpolationsstellen nicht alle verschieden, so treten
nach 13, wenn z. B. %y = x; ist, an die Stelle der beiden Summanden
Cif (2,) + Cyf (2,) zwei Summanden C () + Cof (%), wenn z, = 2,
und x; = #, ist, an die Stelle der drei Summanden C’I]‘(az:1 + Cof (x,) +
+ Csf () drei Summanden C1f(%;) + Cof (%,) + Csf”(2,) und ahnlich.
40. Fehler der parabolischen Quadratur. Die Verbesserung (d. i. der
entgegengesetzte Fehler) der Naherungsformel (*) in 39 wird durch

b
(*) [Ruda=fa—m)w—s... (o= a2 g,

p- n!
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40 § 5. Die parabolische Quadratur.

gegeben. Eine Ausrechnung dieses Ausdrucks ist nicht moglich, da & in
einer nicht zu iibersehenden Weise von x abhéngt. Unter gewissen Vor-
aussetzungen kann aber eine Abschitzung gegeben werden.

Nach 31 ist £ ein Wert in dem von z, z,, @,, . . ., &, bestimmten Spiel-
raum ;  durchléuft das Integrationsgebiet von @ bis b. Die Interpolations-
stellen x,, @,, . . ., 2, werden beim praktischen Rechnen stets im Spiel-
raum @ <> b (einschlieBlich der Grenzen) gewéhlt werden. Dies soll also
kiinftig vorausgesetzt werden. Dann ist also & sicherlich im Spielraum
a <> b enthalten.

Es sei K™ der kleinste, G der grofite Wert von f™ (x) in @ <> b,
so daB die Doppelungleichung

' K™ € fn)(£) € G
gilt.

Ist nun das Produkt (x — z;)(z — 2,) ... (x — 2,) in @ <> b nie-
mals negativ, so kann man die Doppelungleichung damit multiplizieren:

K™ (2 —2)) (€ — ) ... (x —x,) € (x —2y) (T — ) ... (x — 2,,) ™ (§) €
€GNz — 7)) (x — 2) ... (x — x,).

Integriert man nun von a bis b, so folgt

K(”)j(x—x])(x—xz)...(a;—~x,,)dx=éj(x—xl)(x—w2)...(x—-x,,)/(")(r,"‘)dx
%G(“)f(x —x)(x—a) ... (x —x,)dz.

Dividiert man schlieflich durch »! und zieht (*) heran, so ergibt sich

If;:”)f(x“’”l) (@ — @) ... (v — @p)do <

b b
:éfR,,dx%%:—’f(x —a) (@ — ) ... (@ — x,)da.

b
Die Formel sagt aus: Die Verbesserung f R,dz ist gleich dem Ausdruck
b a

%J‘ (x — 2)(x — x5) . .. (# — #x,)do multipliziert mit einem Faktor,

a
der zwischen K™ und G liegt. Ist f) (z) eine stetige Funktion, so ist
dieser Faktor jedenfalls ein Wert /™ () an irgend einer (nicht néher be-
kannten) Stelle £&. Also gilt

(*%) fR dz=1" 5’] (@ — o) (@ — ) ... . (& — 2,) d.

Ist das Produkt (z — z;)(z — #,) ... (x — @,) in @ <> b niemals
positiv, so kehren sich zwar alle Ungleichheitszeichen um, der letzte
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§ 5. Die parabolische Quadratur. 40, 41

SchluB behilt aber seine Giiltigkeit. Die Abschétzung (**) gilt also,
wenn das Produkt (x — ;) (x — ) ...(x — x,) in @ <> b nicht
Werte verschiedenen Vorzeichens annimmt, kurz gesagt, vorzeichen-
besténdig ist.

Setzt man noch

b
;}J(yh 2) (@ —a) ... (% —a,)dz=D,

so erhilt das Verbesserungsglied die kurze Form
D- ™ (§).

Die Einschrinkung, dal das Produkt (x — 2;) (x — ) . . . (® — @)
in @ <> b vorzeichenbestindig sein mufB, ist recht einschneidend. Da
jeder Faktor x — =z, an der Stelle z, sein Vorzeichen wechselt, so tritt
ein Vorzeichenwechsel bei dem Produkt nur dann nicht ein, wenn ent-
weder =, gleich a oder b ist, oder wenn der Faktor x — z, doppelt vor-
kommt, weil sein Quadrat nicht negativ wird. Um also die Abschétzung
nach (**) zu ermdglichen, miissen die Interpolationsstellen z,, z,, ..., %,
entweder an den Rand verlegt oder paarweise gleich genommen werden.
Unter dieser Voraussetzung erhilt man daher Formeln von folgendem
Bau fiir die angendherte Quadratur:

h
(%) [ f@de = Cyfw) + Oaf(w) + -+ + Cof () + D+ (€).

) a
Hiebei ist die Bemerkung am Ende von 39 anzuwenden.

Ubrigens muB erwahnt werden, daB die Verfolgung des Laufes der Funktion
/'™ (), namentlich bei héheren Werten von =, oft eine recht miithsame Arbeit ist,
so daB man sich doch unter Umsténden mit der Berechnung des Niherungswertes
zufrieden geben wird. Ist der Integrand f(x) etwa nur tabellarisch gegeben, so bleibt
von vornherein nichts andres iibrig.

41. Unterteilung des Integrationsspielraums. Um die Genauigkeit
der Formeln der angendherten Quadratur zu erhohen, kann man den
Integrationsspielraum @ <> b in Teile teilen und die Naherungsformeln
auf jeden Teil anwenden. Obwohl man so mehrere Verbesserungsglieder
erhilt, wird doch die Abschitzung vermoge der Verkleinerung des Inte-
grationsspielraums giinstiger. In der geometrischen Veranschaulichung
entgpricht dieser Malregel eine Zerschneidung des auszumessenden
Flachenstiicks in Streifen, die einzeln angendhert werden.

Man verwendet auf diese Art eine gréfere Zahl von Interpolationsstellen; dies
konnte auch zur Erhohung des Grades » — 1 des Ersatzpolynoms ausgeniitzt
werden, doch sind die Formeln wenig handlich, so da8 sich der vorhin beschriebene
Vorgang, obwohl er theoretisch weniger vollkommen ist, mehr empfiehlt; auch die
Fehlerabschitzung ist so leichter moglich.

Es ist nicht notwendig, die Teile des Spielraums @ <> b einander
gleich zu wéhlen, doch wird beim praktischen Rechnen kaum jemals
eine andre Wahl getroffen werden. Es moge daher nur dieser Fall be-
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41, 42, 43 § 5. Die parabolische Quadratur.

trachtet werden. Der Spielraum a < b moge in m Teile von der Lénge %
geteilt werden, dann ist
b—a=mh

und die Argumente fiir die Teilungspunkte lauten
a,a+h a+2h ...,0a+m—1bh=b6—h, a+mh=2>0.

Bei der Zusammenfassung der Verbesserungsglieder ist ein Hilfssatz
wertvoll, der daher hier vorausgenommen werden soll. Ist £, im ersten
Teilstiicka < a - 5, 5—2 im zweiten Teilstick a +h<>a + 25, ...,
endlich &,, im letzten Teilstiick b — % < b enthalten, so gehoren diese

Werte auch (unter Verzicht auf diese genaueren Kenntnisse) dem Spiel-
raum @ <> b an und es ist daher mit den Bezeichnungen aus 40

K" ¢ ftm) (E ) € g™
K(n) =€ f(n) (5 =é G(n)

K(n) ,é f(n) E ) =é G(n)
Addition aller dieser Doppelungleichungen erglbt
mE®™ € f0 (£) + fW (&) + -0 [ (E,) € mQ@™,

Hieraus folgt, dal die Summe in der Mitte gleich ist dem Produkt aus m
mit einer Zahl zwischen K™ und @™, also wie in 40 mit f"® (&), wo &
wieder in @ <> b enthalten ist: .

fim (E; )+ fm™ (52) LY (E_m) = m [ (8)

42. Vorgang bei der Aufstellung der verschiedenen Quadraturfor-
meln. Im folgenden werden nun einige einfachere und haufig ange-
wendete Formeln der parabolischen Quadratur aufgestellt werden.

Hiebei ist zuerst die Zahl » der Interpolationsstellen zu wéhlen,
womit der Grad » — 1 der Interpolation gegeben ist. Sodann ist, unter
Bedacht auf die Einschrinkungen in 40, die Auswahl der Interpolations-
stellen zu treffen. Nunmehr sind, um die Quadraturformel nach (***)
in 40 aufstellen zu koénnen, die Koeffizienten C,, C,, . .., 0, und D zu
bestimmen. SchlieBlich wird nach 41 die Erweiterung der Formeln fiir
die Unterteilung des Spielraums angegeben.

43. Die Rechtecksformeln. Der kleinste Wert der Anzahl n der
Interpolationsstellen ist 1; ihm entspricht die Interpolation nullten
Grades: an Stelle von f(x) wird der feste Wert f(x,) gesetzt. So roh diese
Interpolation ist, so hat sie hier doch ihre Bedeutung. Die Interpolations-
formel lautet

f(z) = Po(z) + By = (@) + (& — ) f (£).

Nach den Elnschrankungen in 40 kann fir x; entweder a oder b
genommen werden. Im ersten Fall ist

f@) =1+ @x—a)f ().
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§ 5. Die parabolische Quadratur. 43

Integration von a bis b ergibt nach 39 und 40
b b b
Ji@dz=1@ [da+1®[(@—a)dz.
a a [

Die beiden Integrale sind leicht zu bilden
b

b
* &fdx=b—a, af(x._a)dx=[(x—?:a)jz___:(b;a)z'

Also lautet die Quadraturformel

i (b—af
(**) Ji@dz=06-a1@+=5=1@).
Im zweiten Fall ist das Ergebnis ganz adhnlich:
/(= )=f(b) + (@ —0b) ]"(E

b

[1@dz =10 fdw+f ) f (@ —b)dw

a

fdx =b—a, f(x —b)dx = [($—2b)2}b _{a—bp (b —a)

a

e 2 T2

(#*%) ff 2)dz=(b—a)f0) — "5 ).

Die Argumente bei f' in (**) und (***) sind verschieden bezeichnet:
£ und &, um hervorzuheben, daB sie nicht etwa iibereinstimmen miissen.
Die beiden Formeln (**) und (*¥**) haben eine einfache geometrische
b

Bedeutung. An Stelle der Begrenzungskurve y == f(z) des durch f f(z)dz
a

dargestellten Flachenstiicks tritt bei der ersten die durch den linken, bei
der zweiten die durch den rechten Randpunkt der Kurve gezogene Paral-
lele zur Abszissenaxe. Als Naherung fir das Flachenstiick dient also
in beiden Fillen ein Rechteck, aus diesem Grund werden die beiden
Formeln Rechtecksformeln genannt.

Auch bei andern Werten von z; wiirde eine Rechtecksformel entstehen, nur fehlt
die Moglichkeit der Abschitzung nach 40.

Die Rechtecksformeln sind wenig genau, dagegen haben sie den
Vorteil, da8 der richtige Wert des Integrals zwischen den beiden Néhe-
rungswerten eingeschlossen wird.

Hierbei ist vorausgesetzt, daB f'(x) in @ <= b sein Vorzeichen nicht wechselt.
Man erkennt leicht, daB bei positivem f’(x) der erste Ndherungswert zu klein, der
zweite zu groB ist. Die geometrische Veranschauhchung bestatigt dies: die Kurve
y = f(=) steigt von links nach rechts an, das Rechteck mit der Parallele durch den
linken Randpunkt ist zu klein, das andere zu grofl. Bei negativem f'(z) ist alles
umgekehrt.

Fiihrt man nun noch die Unterteilung des Integrationsspielraums
nach den Gedanken in 41 durch, so hat man die Formeln auf die Teil-
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43 § 5. Die parabolische Quadratur.

gtiicke a<>a -+ h, a +h<>a -} 2h, ..., b —h <>b anzuwenden.
Zunichst die Formel (**):

a-+h B2 _
Ji@de=ht@+ 51 E)
a+2h

[i@dz=ni@+h+21E)

a+h
b h2 —
Ji@dz=hf®—1+ 51 ¢,
b~k
Addiert man, so ergibt sich
b
Jt@dz=hifl@ +f@+m+ - +FO—h]+

R E P E e+ EN.

Auf das Verbesserungsglied kann nun der Hilfssatz in 41 angewendet

werden, wodurch es in
-
m e f (B)

iibergeht. Hierin kann man noch k= b ;ba einfiihren und einen Faktor m

kiirzen, wodurch das Verbesserungsglied die Gestalt
2y &

annimmt.

Die Rechnung mit der Formel (***) verlduft fast genau so, nur daf
statt der Argumente a, @ + Ak, . . ., b — h diesmal die Argumente a 4- A,
a -+ 2h,..., b —h, b auftreten und die Verbesserungsglieder Minus-

zeichen aufweisen.
Man erhilt demnach folgendes Paar von Rechtecksformeln mit Unter-

teilung des Spielraums:

b 2 _
[1@dz=hlf@+f@+n+ - +/6—h) 1+ 7@
und

b s
[1@ds=hT  j@+m) 4 +iO—B) +fO) - p (&)

oder mit der andern Gestalt des Verbesserungsgliedes

ff Yz =hif @+ @M+ +16—B)  1+5 L&

und
b
[f@dz=nt fla+r + -+ fo—h)+f(®)]- 2m f(u-
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§ 8. Die parabolische Quadratur. 48, 44

Die letzten beiden Formeln lassen erkennen, dal durch eine Verviel-
fachung der Streifenzahl die Unsicherheit auf den ebensovielten Teil
verringert wird; die Mehrarbeit, die dadurch verursacht wird, bringt
eine Vergroferung der Genauigkeit mit sich.

Hiebei ist noch folgendes zu beachten. Ist eine Formel mit einer
geringeren Unsicherheit behaftet als eine andre, so folgt daraus noch
nicht, daB der nach ihr berechnete Néherungswert niher an dem rich-
tigen Wert liegen mull als der andere, wenn dies auch im allgemeinen
eintreten wird. Ein richtiges Urteil ermoglicht immer nur die Betrachtung
der von den Naherungsformeln gelieferten Spielrdume.

44, Die Sehnentrapezformel. Man wihle nun #» = 2, also eine lineare
Interpolation fiir f(z). Nach den Einschriankungen in 40 kann man ent-
weder x; = a und 2, = b oder x; = x, wihlen. Zunichst soll die erste
Wahl behandelt werden, die zweite folgt in 45.

Die Interpolationsformel mit z; = @ und 2z, = b lautet

f@)=Py(@) + By=/(a) + (x—0a)f(a,b) + (& —0) (x —

Integration von a bis b ergibt nach 39 und 40
b

b b _ b
ff(x)dx=f(a)fdx+f(a,b)f(x-—a)dx+’$J‘(x~a)(x—b)dx.

a

BaC)

Die ersten beiden Integrale kommen in 43 (*) vor, das dritte ist
b

f( )x——b)dx—f(x—a)(x—a- b—a)d(x—a)
z=b
= [(x—a)z—b—a(w—~a)]d(x—a)———~[(Ax%ci—b—a(f—z—a)qz
_b—ap g b—ar (o)

2 6

Also lautet die Quadraturformel, wenn sogleich ---——— 1®) —J(@ ) f %) fir f(a, b) ein-
gesetzt wird,

b " (E — )3
Jte)de =@ @ —a)+ GZLOCZE L T, 020

= 6—a)|f@ + 10—+ (a)] ©—ar g
oder schlieBlich

fa)+ 1(b) (b—a)® 4y z
ff ydw = (b —a) F2 I — 21 (E).

Die geometrische Bedeutung des Naherungswertes (b — a)

(@) +/(b)
2

ergibt sich daraus, daf} die Begrenzungskurve y = f(x) hier durch die
Gerade ersetzt ist, die durch den linken und den rechten Randpunkt der
Kurve hindurchgeht, also durch die Sehne der Kurve. Die Ersatzfliche
ist also ein Trapez. Damit stimmt der Bau der Formel iiberein, da b — a
die Hohe und f(a) und f(b) die Parallelseiten des Trapezes sind. Die For-
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44 § 5. Die parabolische Quadratur.

mel (*¥) wird aus diesem Grunde die Sehnentrapezformel, auch
kiirzer Sehnenformel oder Trapezformel genannt.

Je nachdem f/(x) in @ <—b positiv oder negativ ist, ist das Verbesserungsglied
negativ oder positiv, also der Niaherungswert, den die Sehnentrapezformel liefert,
zu grof oder zu klein. Die geometrische Deutung liefert dasselbe: je nach den beiden
Fillen ist y = f(x) nach oben oder nach unten hohl, das Trapez also groBer oder
kleiner als das Flichenstiick. Wechselt f/(x) in a <> b sein Vorzeichen, hat die
Kurve y = f(x) also in diesem Stiick einen Wendepunkt, so ist keine allgemeine
Aussage moglich.

Nun soll noch die Verfeinerung durch Unterteilung des Integrations-
spielraums nach 41 behandelt werden. Die Sehnentrapezformel liefert
firr die einzelnen Teilstiicke:

a+h

a+2h
ff(x) hf(a+h)+f(a+2h 12f”(£2)
a+h
b
b—h)+f(b Wz
L e

Addiert man, so kann man die gleichen Funktionswerte zusammen-
ziehen:

ff dw-h[2 @)+ fla+b) +fla+2h) + -+ f(b—h) + 3{(B)] —
B E G+ + 1 E.
Nach dem Hilfssatz in 40 kann das Verbesserungsglied in
mh® gy =
= /(&)

verwandelt werden. Fiithrt man noch A = b
indem man einen Faktor m kiirzt,

(b—a)P
T 12 me (&)

—a . .
ein, so wird daraus,

Somit erhélt man als Sehnentrapezformel mit Unterteilung

b
Jt@ae=n["EO 4 p@ i) 4@t 2m + o+ 0—R)] -
¢ mh3,H

g /'3

oder

b
Jt@ae =a[l0 D 4 fatm) +f@+2h) + o +16—B)] -

b_ "
- (12.,:2) f (&) .




§ 5. Die parabolische Quadratur. 44, 45

Die Zusammenziehung von f(a) und f(b) dient dem bequemen Rechnen,
da so statt zweier Divisionen durch 2 nur eine notwendig ist.

Die zweite Gestalt des Verbesserungsgliedes zeigt, daB durch eine
Vermehrung der Streifenzahl die Unsicherheit vermindert wird, und zwar
wegen des Faktors m? im Nenner in héherem MafBe als bei den Recht-
ecksformeln; wird z. B. die Anzahl der Streifen verdoppelt, so wird die
im Verbesserungsglied enthaltene Unsicherheit auf ihren vierten Teil
herabgemindert.

45. Die Tangententrapezformel. Nunmehr moge die zweite in 44 ge-
nannte Wahl bei der linearen Interpolation, némlich x, = #,, behandelt
werden. Die Interpolationsformel lautet hier

*) @) =Pi(@) + By=] (&) + (& — ) [ (&) + (2 — (2.

Es ist dies einer der Falle, in denen nach 15 die Interpolationsformel in die
Tavrorsche Entwicklung iibergeht.

Integration von a bis b ergibt nach 39 und 40

b ] b b
[t@aa=r@ az+ 1@ | @—raz + O @ zpae.

a

Die ersten beiden darin auftretenden Integrale haben folgende Werte
b
f der =b—a,
a

j(x——xl)dx= [g—xlx]b = b2;a2—— 2,(b —a) = (b —a) (%é—xl).

a

Hieraus folgt als Naherungswert

o) b—a)+ 1 () b —a) (“F 2 — ).

Diese Formel wird besonders einfach, wenn % GT-M
genommen wird, denn dann fallt das Glied mit f'(2,) ganz heraus. Es
moge daher diese Annahme verfolgt und dabei zur Vereinfachung der
Rechnungen voriibergehend
a+b b—a
2 T % T2

—2,=0, 2, =

gesetzt werden, so dala =¢ — I, b = ¢ + 1 ist.
Die Interpolationsformel lautet nun

@ =1 + @—a)f ) + (@—op

Integration ergibt

b b

b b ~
f/ (2) de — f (c)fdx Ly (c)f(x— o) dx + f"f)f(x —o)da.

a




45 § 5. Die parabolische Quadratur.

Zur Berechnung der Integrale, insbesondre des letzten, eignet sich die
Substitution

den Grenzen a und b fiir  entsprechen die Grenzen — ! und + I fiir ¢.
Man findet in Ubereinstimmung mit dem Vorigen
b +1
x—c)dx = A
Je—ade=[ia 51, =0
ferner

b +1
¢ 2B (b —a)®
—eVlde = (g =% 2 "
{‘fo c)dx = ftdt L]—z 3 TE

Algo lautet die Quadraturformel

(%) ff yaz=0—-a)f (“F)+ O3 @),

Fragt man nach der geometrischen Bedeutung des Naherungswertes,
80 kommt zunédchst bei beliebigem z; die Interpolation (*) auf die Er-
setzung der Kurve y = f(«) durch ihre Tangente im Punkt (=, f(z,))
hinaus. An Stelle des Flachenstiicks tritt daher das Trapez, das durch

die Tangente abgeschnitten wird. Bei der besondern Wahl 2, =c¢ = a _; b

handelt es sich um die Tangente in jenem Punkt der Begrenzungskurve,
der in der Mittellinie des Flichenstiicks liegt. Man nennt daher die
Formel (**) Tangententrapezformel oder kurz Tangentenformel.

Die besondre Wahl z, = ¢ bringt es aber mit sich, dafi die GroSle
f (c), die die Richtung der Tangente bestimmt, herausfallt. Das Ergebnis
andert sich also nicht, wenn die Tangente um ihren Beriihrungspunkt
gedreht wird. Diese Tatsache ist auch an der geometrischen Veranschau-
lichung zu bestétigen, da hierbei die Mittellinie des Trapezes unverin-
dert bleibt.

Insbesondre kann die Begrenzung des Trapezes auch parallel zur
Abszissenaxe gewahlt werden. Das Trapez geht dann in ein Rechteck

iiber ; seine Breite ist b — a, seine Hohe f (‘—L—;—b). Die Formel (**) bestatigt

dies. Die Tangententrapezformel hat also, obwohl sie auf die gute An-
niaherung durch die Tangente begriindet ist, doch den einfachen Bau
einer Rechtecksformel (43), mit andern Worten, es wird die Annédherung
durch eine Interpolation erster Ordnung durch ein Verfahren, dessen
Rechenarbeit nur einer Interpolation nullter Ordnung entspricht, er-
reicht. Hierin liegt ein besondrer Vorzug der Tangententrapezformel.

Je nachdem §/(x) in a <> b positiv oder negativ ist, ist das Verbesserungsglied
positiv oder negativ, also der Naherungswert, den die Tangententrapezformel lie-
fert, zu klein oder zu groB. Die geometrische Deutung liefert dasselbe: je nach den
beiden Fillen ist ¥y = f(x) nach oben oder nach unten hohl, das Tangententrapez
also kleiner oder gréfler als das Flachenstiick. Wechselt //(z) in a<=>b sein Vor-
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§ 5. Die parabolische Quadratur. 45
zeichen, hat die Kurve y = f(z) also in diesem Stiick einen Wendepunkt, so ist
keine allgemeine Aussage moglich.

Ein Vergleich mit der Sehnentrapezformel (*) in 44 zeigt noch, da8
die Abweichung der Tangententrapezformel das entgegengesetzte Vor-
zeichen der Abweichung der Sehnentrapezformel hat und im groBien und

ganzen (weil die Argumente & in den beiden Formeln nicht etwa dieselben
sein miissen) halb so groB ist wie diese.

Dies ist im Einklang damit, da Sehne und Tangente auf verschiedenen Seiten
der Kurve liegen. Fiir ein quadratisches Polynom f(z) =ax? 4 Bz + ¢ ist
f”’(x) = 2a, also fest, und das angegebene GroBenverhaltnis trifft genau zu;
hierin spiegelt sich eine bekannte Eigenschaft der Parabel wider.

SchlieBlich soll noch die Unterteilung des Spielraums (41) behandelt
werden. Die Tangententrapezformel liefert fiir die einzelnen Teilstiicke :

a+h 3 _
J 1@z =nf(a+5)+ 5l E

a+2h

Ji@az=nt(a+37) + 511" E

: h B, =
S @z =i (b =)+ 551" E.
Addition ergibt
b -
&ff(:v)dx=hi_f<a+%) +f(a+3—2}f)+ +f<b _%ﬂ "
+ zﬁ“z[l‘” (51) +/ (gz) 4o (gm)]

Nach dem Hilfssatz in 41 kann das Verbesserungsglied in

mh? ”(
24 f

.. b—a . . .
verwandelt werden. Fithrt man noch » = —, €in, so wird daraus, indem
man einen Faktor m kiirzt,

(b —'a) N
24 mE f(

Somit erhilt man als Tangententrapezformel mit Unterteilung

f"“’d’”:’”[f(“+§>+f(a P+ (b—5)]+ 501 @

oder
fieria=b o+ 4)+1(e+ )+t (o= B + Sl e




45, 46, 47. § 5. Die parabolische Quadratur.

Wie man sieht, verhilt sich die Tangententrapezformel bei Vermehrung
der Anzahl der Streifen ebenso wie die Sehnentrapezformel; es kann
daher auf 44 verwiesen werden.

Man kann noch bemerken, daB die aufzuwendende Rechenarbeit bei
der Sehnentrapezformel und bei der Tangententrapezformel ungefihr
gleich groB ist. Die Tangententrapezformel ist aber, wie schon ausgefiihrt,
genauer.

46. Parabolische Quadratur auf Grund quadratischer Interpolation.
Die néchste Moghchkelt ist die, n = 3 zu wihlen, also den Integranden

f(z) des Integrals ff Ydx durch ein quadratisches Polynom anzu-

nihern. Nach den Emschrankungen in 40 sind die drei Interpolations-
stellen x;, %,, x; entweder an den Rand, nach a oder b, zu verlegen oder
paarweise gleich zu wahlen. Man erkennt, da eine symmetrische Ver-
teilung im Spielraum a <+ b auf keinen Fall moglich ist. Aus diesem
Grunde werden die Formeln, die sich auf die quadratische Interpolation
aufbauen, kaum jemals angewendet, es soll daher von ihnen nicht weiter
die Rede sein.

Man vergleiche im iibrigen noch die Bemerkung am Schlul von 47.

47. Die Simesonsche Formel. Die nichste Gradzahl fiir die Inter-
polation ist 3, sie entspricht der Annahme n = 4. Die vier Interpolations-
stellen x;, %, %;, x, missen wieder nach den Einschrinkungen in 40
entweder an den Rand nach a oder b verlegt oder paarweise gleich ge-
withlt werden. Ohne auf alle Moglichkeiten einzugehen, moge sogleich

a-+b

Ty=a, T=;=-—5—=¢, 24=205
gesetzt werden; hiebei ist auf die Bezeichnung aus 45:
at+bd b—a . . .

5 =6 sz-—l, a=c¢c—1, b=c+1

zuriickgegriffen worden.
Die Interpolationsformel lautet

f(x) = P3(x) + Ry,
hierin ist
Py(z)=f(a)+ (z—a)f(a,c)+ (x—a)(x—c)f(a,c,c) +
_I_ (x—a’) (x—c)2f(a’ c, C, b)

(&)
24

und

Ry=(z—a)(x—c)* (v —0b)

Integration von @ bis b ergibt als Naherungswert

b b b b
J‘Ps(w)dx =f (a)fda: + f(a, c)f(m~—a) dz+fla,c, c)f(x—a)(x—c)dx—{—
a @ a

b
+f(a,c,c,b)fx —a) (x—c) 2(1%

a
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§ 5. Die parabolische Quadratur. 47

und (nach 40) als Verbesserungsglied
b

f—;z@f(x —a) (& —0)*(x —b) da .

a

Nun sind die Steigungen zu berechnen und die bestimmten Integrale
auszuwerten.

Zur Berechnung der Steigungen soll der Steigungsspiegel aufgestellt
werden:

“11@ 4@
l fley—7fa) |, F(c)
(4] f (C) , - 2 + T M f’ (C)
el ym—j@ re @ B
AL s iy &
b| 1) !

(man beachte, daBl ¢ —a =1, b — ¢ =1, b — a = 21 ist). Die Steigun-
gen, die in der Formel vorkommen, finden sich in der obersten nach
rechts absteigenden Linie:

fla,c =I_(E)_‘l‘_l(_“)., fl@,c,ec) Z—M‘f’j‘[@,
b ’
f@,c, e b) =" )213““) flgc).
Von den Integralen finden sich die ersten beiden bereits in 43 (*);

b b (b—ay
—h —g = _ — V=% __ 2.
l;fdx—b a=21, (;f(x a)dx = 3 212
bei den iibrigen ist die schon in 45 verwendete Substitution x — ¢ =1
niitzlich:

13+t 3 B 2173
=[s+3l,=s+sts—5=7

b +1
f (x—a)(x—c)dx = f(t+l tdt = f(t”+lt)dt=

b +1

+1
fu—@m—@mx—fr+mwt fE+1uyae=

=1
I T S A 1
=H+§L=Z+?‘z+§=T
b +1
[ (@—a)( —wﬁ@—wdx—fu+0ﬁt—hdh—f(—Fﬂdhz
a I

B BpH BB B B 4D
[ L=%-35+5-35=- %

B -
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47 § 5. Die parabolische Quadratur.
Setzt man alles ein, 8o ergibt sich als Naherungswert
abes(x)dx = @) 21+ (O @Dopy [ 1OZT)  FEN2E L
+[[O1@ T 2E_ i[9 @) + 21 ()~ 2 @) — 31 (0) +
+ 2@+ O+ i) — 5@ =51 0] =
=L@ + 410 +10)

oder, wenn wieder alles durch @ und b ausgedriickt wird,

1@+ 4 (25 +10)],

4 b
J Py(2) do =

als Verbesserungsglied

f”” (£) 4 f”” (E . (b —a)® ]um (g) ,

To4 ‘_"1?"“_ 2880

somit als Gesamtformel

freaae =452l 41 (452 + 0] 6.

Diese Formel heiBt nach Thomas Smeson (1710—1761) die SmMPsON-
sche Formel. Sie ist nach ihrer Herleitung fiir Polynome bis zum drit-
ten Grad genau.

Hienach lassen sich hie und da hiibsche kurze Rechenverfahren gewinnen. Der
Inhalt einer Pyramide wird gefunden, indem man die Grundfliche g, das vierfache

der Schnittfliche in halber Hohe, die nach den Ahnlichkeitssatzen %betrﬁgt und
die Schnittfliche an der Spitze, die offenbar 0 ist, addiert und mit dem sechsten

Teil der Hohe multipliziert: (g + 4-% + 0) % = g?h Der Inhalt der Kugel ist ahn-

lich gleich der Summe der Schnittkreise mit Ebenen durch die Pole und dem vier-
fachen Schnittkreis durch den Mittelpunkt multipliziert mit dem sechsten Teil des

Durchmessers: (0 + 4r*n - 0) 2(; ii.%

Nach ihrem Bau entspricht die SMpsoNsche Formel aber einer qua-
dratischen Interpolation; der Grund dafiir liegt darin, daB das Glied
mit ' (c) herausfallt. Man iiberzeugt sich ohne Schmerlgkelt daB dies
davon herriihrt, daB fir z, = x; gerade der Wert ¢ = a____—;— gewiahlt
worden ist. Die Simpsonsche Formel hat also den Vorzug, daB sie eine
groBere Genauigkeit, als sie der aufgewendeten Rechenarbeit sonst ent-
spriache, erwarten laBt.

Man bemerke, daB bei der Tangentenformel ganz ahnliche Umstinde vor-
liegen (45).
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§ 5. Die parabolische Quadratur. 47, 48

Der Naherungswert der SmmpsoNschen Formel entsteht auch, wenn man die
Naherungswerte nach der Sehnentrapezformel und nach der Tangententrapezformel
mittelt, und zwar so, da man ihnen die Gewichte 1 und 2 erteilt. In der Tat ist

o f(@)+£(B) ) a+b
1-(b—a) 12 :2(2 )f( )b [f()+4,( +f(b)].

Nach dem, was in 45 iiber die Beziehung der Abwelchungen bei diesen beiden
Formeln gesagt ist, ist eine solche Verkniipfung in der Tat geeignet, die Abweichung
wenigstens angenahert zu beseitigen. Fiir f(z) = ax? + S + p fallt die Abwei-
chung ganz weg, in Ubereinstimmung damit, daB in dlesem Falle die StMpsoNsche
Formel den genauen Wert gibt.

48. Die Smmesonsche Formel mit Unterteilung des Spielraums. Nun
moge wieder die Verfeinerung der SmMpsoNschen Formel durch Unter-
teilung des Spielraums behandelt werden. Die Anwendung auf die ein-
zelnen Teilstiicke ergibt

a+h

[t =10 +at(at5) Tia+m] gl E)
a+2h

[ 1@ dz =5 [1@+m +4f(a+3) +iat2h)] — o1 E

ath

a+b)

b

rras = b0 —mraslp= ) +10]  — G,

b—h

Durch Addition folgt daraus

b

J1@az =1 +a(a+5) +21@+ 0 +41(a+ ) +
+2/(@+28) + o+ 20 b —h) + 41(b — 3) +10) ] —

RS o 7 " (F g
— gego (€0 + 7€) + - - + 1" (€]
An Stelle des Verbesserungsglieds kann nach dem Hilfssatz in 40

llll )

2880f
oder, wenn b = b—;—‘—l eingefiihrt wird,

(b —a)® f””
" 2880 mA

gesetzt werden. Man erhélt daher als Smmpsonsche Formel mit Unter-
teilung

b
[ @ de = % | 1@ + 16) + 207 +1) + fla-t 204 =+ 16 —B]+

+4[H(a+5) +1(a+ 2D+ 1 (o _%)ﬂ_%si%fw(g)

4 B8chrutka, Interpolation. — 49 —



48 § 5. Die parabolische Quadratur.
oder
b
[1@)de =1 @)+ 1)+ 20Ha 1)+ Flat-2) 4 - + f6 — 1]+

+aff(atg)+Hat 3+ 1o g)ﬂ ~ 2 ).

Wie die zweite Gestalt des Verbesserungsglieds zeigt, ist hier wegen
des Nenners m? eine Vermehrung der Teilstiicke besonders wirksam;
wenn man z. B. deren Anzahl verdoppelt, so wird die Unsicherheit der
Bestimmung auf ihren sechzehnten Teil vermindert.

Die Rechenarbeit bei der SmMpsoNschen Formel ist etwa so grofBf
wie bei der Sehnentrapezformel und bei der Tangententrapezformel zu-
sammengenommen.

In der geometrischen Veranschaulichung entspricht der Untertei-
lung des Spielraums eine Zerschneidung des Flédchenstiicks in Streifen.
Da in jedem aber noch die Mittelordinate auftritt, so wird er noch in
zwei Streifen weitergeteilt. Um MiBversténdnisse zu vermeiden, emp-
fiehlt sich daher die Redeweise, es werde das Fliachenstiick in m Doppel-
streifen zerschnitten.

Fir die praktische Rechnung eignet sich (namentlich bei einer
groBeren Anzahl von Streifen) folgende Anordnung. Man lege eine Ta-
belle der Werte des Integranden an, verteile sie aber je nach den zu-
gehorigen Zahlenfaktoren 1, 2 und 4 in drei Spalten, so dafl jede Spalte
leicht fiir sich summiert werden kann. Diese Summen sind dann noch
mit den betreffenden Zahlenfaktoren zu multiplizieren und die Ergeb-
nisse zu addieren. Das Bild ist das folgende:

a f(a) .
aty o+ 3)
a—+h o fla + &)
aty fat7)
a+2h fla + 2h)
b—h f(b —h)
h h
b-% Ho-3)
b 1 (b)
Summe Summe mal 4 Summe mal 2

Wie man sieht, sind die Funktionswerte nach einer Zickzacklinie
einzutragen, die links beginnt, nach rechts fiihrt, dann zwischen rechten
und der mittleren Spalte hin- und hergeht und schlieSlich wieder nach
links zuriicklauft.

— 50 —



§ 6. Interpolation bei gleichabstéindigen Argumenten. 49, 50, 51, 52

49. Das allgemeine Verfahren von COTES. Die Sehnentrapezformel und die
Smmpsonsche Formel kénnen als die ersten einer Reihe von Formeln der parabo-
lischen Quadratur angesehen werden, bei denen die Interpolationsstellen unter
Einbeziehung der beiden Grenzen des Integrals in gleichen Abstéinden gewahlt
sind. Diese Formeln haben also die Gestalt

)

+ Coma f(

; a
() JHe)ds = Cofta) + :f (o E

“)+07f(b)-

Die Abschitzung des Verbesserungsgliedes nach 40 ist nicht méglich, da fiir n 3= 2
die Einschrinkungen fiir die Interpolationsstellen nicht eingehalten sind; da8 sie
fiir die Simpsonsche Formel doch gelingt, ist eine Ausnahme, wie in 47 begriindet
ist. Die Formeln (*) heiien die Formeln von CorEes, nach Roger CorEs (1652—
1716), der die Koeffizienten bis » = 11 berechnet hat. Es seien die Formeln fiir
» = 3 und 4 angefiihrt:

ff(x)dx— fa )+—f(2“+”)+§f(“§2b) +1®)

ff(x)dx*qof( )+ (3a4+b>+b (anrb> T (Hfb) - 575 (®)-

50. Das GAUssische Quadraturverfahren. Eine Verfeinerung der parabolischen
Quadratur hat K. Fr. Gauss angegeben. Er wéhlt in der Néherungsformel

b
aff(x)dxéomxl) + Cof (@) + -+ + Cu f(%a)

die 2n Groflen Cy, C,, . . ., C,, %, x,, . . ., 2, 80, dal die Formel fiir alle Polynome
bis zum Grad 27 — 1 genaue Werte gibt.

Das Verfahren wird beim praktischen Rechnen nicht héufig angewendet, wohl
hauptsichlich darum, weil die Werte der C und der z unbequeme Zahlen sind.
Auch wird eine so hohe Genauigkeit nur selten gebraucht. Es mége daher nur dieser
Hinweis gegeben werden. Néaheres kann man etwa in K. Runee-H. Konia,
Vorlesungen iiber numerisches Rechnen (Die Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften 11), § 80, S.275-—284 nachsehen.

§ 6. Interpolation bei gleichabstindigen Argumenten.

51. Der Fall gleichabstindiger Argumente. Der Fall, daB die Argu-
mente beim Interpolieren gleichabsténdig, dquidistant sind oder
eine arithmetische Reihe bilden, bietet so viel an Besonderheiten und
Vereinfachungen, daB er einer eigenen Behandlung wert ist, um so mehr,
als er, insbesondre bei der Beniitzung von Tafelwerken, sehr hiufig
auftritt.

Nennt man das erste Argument a, das zweite @ + 5, so sind die weiter
folgenden, weil die Differenz A sich immer wiederholen muf}, a + 24,
a + 3k, ... Das n-te Argument ist demnach a -+ n — 15k,

Die Differenz % wird neuerdings gern die Spanne genannt.

52. Differenzen. Es soll nun fiir die Argumente a, a 4k, a + 2k,
und eine Funktion f(x) der Steigungsspiegel aufgestellt werden. Zur Ab-

4* - 51 -




52, 53 § 6. Interpolation bei gleichabstéindigen Argumenten.

kiirzung moge voriibergehend f(a) = 4, f(a + &) = B, f(a + 2h) = C,
f(@ + 8k) = D, . .. gesetzt werden. Dann lautet der Steigungsspiegel
nach der Bildungsweise in 4

a A B4
n O—B—B—
L | B e :
o+ C—B h-2h (D=C—-C=B)—(C—B—B—_4)
n D—C—C—B % -2h - 3h
at+2h) C 5 ¢ h2h .
a+3n| D "

Bei der Rechnung sind absichtlich die algebraischen Summen in den
Zshlern nicht vereinfacht und die Faktoren in den Nennern nicht zu-
sammengezogen worden.

Man bemerkt, daB die Nenner in jeder Spalte unverdnderlich sind:
alle ersten Steigungen haben den Nenner 5, alle zweiten Steigungen den
Nenner % -2h = 252, alle dritten Steigungen den Nenner %-2% -3k = 3! A3,
usw., so daB also allgemein bei allen n-ten Steigungen der Nenner n! A"
vorkommt. Was die Zahler betrifft, so ist jeder aus den links von ihm
eine halbe Zeile hoher und eine halbe Zeile tiefer stehenden durch Sub-
traktion gebildet. Man spricht von Differenzenbildung und nennt
B—A4,C—B, D-—-C,... die Differenzen oder genauer die ersten
Differenzen (in ihrer Gesamtheit die erste Differenzenreihe)
der Aufeinanderfolge (oder Reihe) 4, B, C, D, ... Ebenso sind
C—B—B—A4, D—(C0—C—B,... die Differenzen der Differenzen
B—A,C—B,D—0C,...oderdie zweiten Differenzen oder Diffe-
renzen zweiter Ordnung von 4, B,C, D,...,(D—C—C—B) —
—(C—B—B—A4),... die dritten Differenzen (Differenzen
dritter Ordnung) von 4, B, C, D, ..., usw.

Vereinfacht man die hoheren Differenzen, so ergibt sich fiir die zweiten
C—2B+ A, D—2C + B, ..., fir die dritten D —3C 4+ 3B — 4, ... usw.
Von diesen Ausdriicken wird noch die Rede sein (65).

53. Der Differenzenspiegel. So wie die Steigungen, so kann man
auch die Differenzen in einem Differenzenspiegel anordnen:

a /(@)
fa+k)—f(a)

a+h |fla+h) [f (a+2h) —fla+h)]1—[f(a+h) —f(a)]
fa+2h)—f(a+h) :

a-+2h | f(a+2h) :

Der Differenzenspiegel unterscheidet sich vom Steigungsspiegel da-
durch, daB jede Spalte aus der links benachbarten durch Differenzen-
bildung ohne Division gebildet wird.
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§ 6. Interpolation bei gleichabsténdigen Argumenten. 53, b4

Es hat kein Bedenken, fiir Steigungsspiegel und Differenzenspiegel dieselbe
Anordnung zu wihlen; man wird sie bei etwas Aufmerksamkeit nicht verwechseln,
auch wenn sie nur mit Zahlenwerten besetzt sind. Ubrigens miissen bei einem Dif-
ferenzenspiegel die Argumente gleichabsténdig sein.

54. Das Symbol A. Zur Vereinfachung der Schreibweise ist ein
Symbol bequem, das iibrigens auch sonst oft in der Mathematik in
dhnlichem Sinn verwendet wird. Man setzt

Af(x) =f(x+ ) —[(2).

Das Zeichen A, vor eine Funktion f(x) gesetzt, verlangt also, daf die
Funktion fiir das um % vermehrte Argument gebildet und der urspriing-
liche Funktionswert davon abgezogen werden soll.

A erscheint daher als ein Operator; andrerseits wird es wie ein Faktor ge-
schrieben, man nennt 4 daher einen symbolischen Faktor. Der Nutzen dieser
Schreibweise ist der, daB ein solcher symbolischer Faktor sich, wenn auch nicht
in allen, so doch in vielen Beziehungen wie ein wirklicher Faktor verhalt, so da8
die fir ihn geltenden Rechengesetze durch die Gedankenverbindung mit den
Eigenschaften der Multiplikation leichter im Gedichtnis haften. Andre symbo-
lische Faktoren dieser Art sind das Zeichen des Differentials d, das CAucHYsche
Zeichen der Ableitung (Derivierten) D, u. a.

Nach dieser Erklirung des Symbols A ist nun
B—A=A44,C—-B=4B, D—-C=4C, ...,
ferner ist auch

CZB—B—Ad=AB—A4=A(44);

hierfiir wird nun kurz 424 geschrieben, indem man die beiden symbo-
lischen Faktoren A wie gewohnliche Faktoren zu A2 zusammenfaBt.

Folgerichtigerweise sollte man 424 nun auch ,,Delta-Quadrat-A* lesen; es ist
indessen iiblich, wohl unter dem Einfluf} der Benennung ,,zweite Differenz‘, ,, Delta-
2wei-A* zu lesen, was nach den sonstigen Regeln 4,4 geschrieben werden miiBte.

Es ist also

C—B—B—A=A4, D—C—C—B= A%B, ...,

ferner
DPD—C—C—B)—(C—B—B—A)=A2B— A%24A = A (A2A4)
= A%4, ...

usw.

In manchen Fillen ist & = 1. Ubrigens kann man dies durch Uber-
gang zu einer neuen Verénderlichen in jedem Fall erreichen, man braucht
nur x = hz -+ ¢ (bei beliebigem ¢) und

f@)=f(hz+c) =g
zu setzen. Es ist dann
Ag@) = Af@) =f(a+h)— @) =f(hz+c+b)—f(ha+o) =
=flhze+1+c)—flhz+c)=glz+1)—g().
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54, 55, 56  § 6. Interpolation bei gleichabsténdigen Argumenten.

Die Verdnderliche z nimmt, wenn ¢ passend gewéhlt wird, aufeinander-
folgende ganzzahlige Werte an; sie wird dann manchmal das Nummern-
argument genannt.

b5, Anwendung des Symbols A im Differenzenspiegel. Schreibt
man die Differenzen mit dem Symbol 4, so nimmt der Differenzenspiegel
folgende Gestalt an:

@ f(a)
Affa
a+h | fla+h) 4%f (a)
Afla+h) A% (a)
a-+2h| fla+2h) A%f(a + R)
Af(a +2k) :
a+3k| fl@a+ 35h) :

Man beachte, dal im Differenzenspiegel die Argumente auf den nach
rechts absteigenden Linien gleichbleiben.

Es liegt hierin eine gewisse Unsymmetrie, die von der Erklarung des Symbols 4,
der Formel Af(x) = f(« + k) — f(x), herrithrt. Sie kénnte vermieden werden,
indem die Differenz Af(x — k) = f(x) — f(x — k) auch mit Vf(x) bezeichnet
wird und beide Schreibweisen angewendet werden, oder noch giinstiger, indem
(nach einem Gedanken, der urspriinglich auf J. F. ENckE zuriickgeht) die Differenz

f(z + h) — f(x) dem Argumentwert z -} —;L zugeordnet wird (Zentraldifferen-
zen): 6f<x+ -Z~> = f(x + k) — f(x). Durch diese MaBregeln werden die Formeln

oft gleichméBiger im Bau, andrerseits sind die Zwischenargumente der Zentral-
differenzen eine gewisse Erschwerung. Fiir die knappe Darstellung, die hier ge-
geben wird, soll die angefihrte Unsymmetrie in den Kauf genommen werden.

56. Eigenschaften des Symbols 4. Wendet man den Operator 4 auf
eine Summe f(z) 4+ g(z) an, so erhilt man

Alf(z) + g (@] = [f(z + k) + g(x + B —[f(x) + g (x)] =
=f@+h) —f(x)+g@x4h)—g@)=Af(x)+ g ().
Ganz ahnlich ist
Alf(x) —g(@)] = [f(x + h) —g(z + k)] —[f (x) —g (x)] =
= f(x+h) —f(x) —g (x+h)+g (2) = Af(z) — Ag (2).

Wendet man A auf ein Produkt mit einem festen Faktor ¢ an, so ergibt
sich

Alef@]=cf(x+h) —cf(@) =clf(z+h)—f@)]=cdf(z).

Die Erweiterung auf hohere Differenzen liegt auf der Hand.
Fiir ein Produkt f(z)g(x) erhilt man

A(f(x) g (x)] = f(x + k) g (x + k) —f(z) g(x) =
=f(x+h)g(x+h)—f(x) g(z+h)+f(x)g(z+h)—f(2) g (x)=
=Af(x)-gx+h)+f(x) Ag(x).
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§ 6. Interpolation bei gleichabstdndigen Argumenten. 56, 57

Ebensogut wire auch
A @) g@)]=f(x+h)-dg(x)+ 4f(z)-g ().

Die Ahnlichkeit und die Abweichungen beim Vergleich mit den Formeln aus der
Differentialrechnung erkliren sich leicht aus dem Zusammenhang

7 (z) =1mA1E)
h=0 h
Nach der Erklirung der hoheren Differenzen ist fiir zwei natiirliche
Zahlen m und n
A (Anf (x)) = A™+ (),
man hat also symbolisch
Am An — Amin
wie bei Zahlen.
Nimmt man sich die Freiheit,

Af (@) +af(x) = (4 + a)f(2)

zu setzen, indem man A wie einen Faktor behandelt, so hat man mit
Beachtung der Rechenregeln vorhin

(A+a)(Ad+b)f(x) =(4+a)[Af(zx) +bf(x)] =
=A[4f(x)+bf(@)] +aldf(z) +bf(x)]=
=d44f(x) +bAf(x) +adf(x) +abf(z) =
=A%f (%) + @+ b)Af(x) +abf(x).

Hierf_iir kann man in dhnlicher Weise [A2 + (& + b)4 4+ ab]f(x) setzen,
WO A4+ h =2t @+n)A+ab

wie bei Zahlen.

Hieraus folgt, daBl A sich beim Aufbau von Polynomen und deren
Zerlegung in Faktoren wie eine Zahl verhalt, eine Eigenschaft, durch die
die Schreibweise als symbolischer Faktor (54) gerechtfertigt wird. Na-
mentlich zur Unterstiitzung des Gedéchtnisses ist diese Higenschaft
von groBem Wert.

Man mufB} dabei jedoch vorsichtig sein; so verhélt sich 4 in A[f(x) 4 g(x)]
und in A4 [cf(x)] wie eine Zahl, in 4 [f(x)g(x)] dagegen nicht.

57. Ditferenzenformeln. Von den Formeln, die sich durch Anwendung
des Symbol 4 auf besondre Funktionen ergeben, mogen einige, die be-
merkenswert sind, genannt werden.

Zunichst ist fiir f(z) = « selbst

Ae=z+h—-—x=h.

Ferner hat man (und zwar fiir jedes Logarithmensystem)

h
Alogf (%) = log f (x -+ h) —log f () 1og”’)f(1') )

und, wenn noch f(x -+ h)aus Af(x) = f(x 4 k) — f(x) entnommen wird,

4 4
Alogf(x):logl(—@-?—(Tf(m=log(l+ ff(i:;:))
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57, 58, 59  § 6. Interpolation bei gleichabstindigen Argumenten.
SchlieBlich ist fir f(x) = c®

Ac® = c¥h—. ¢% = ¢c®(P— 1),
daher
Ane® = ¢® (¢ — 1),

58. Hohere Differenzen eines Polynoms. Es sei F (z)=a, 2"+ a, 2" 1+
+++++ a,_,% + a, ein Polynom. Nach den Rechenregeln in 56 ist

AP (@) = a4 (&) + a4 @) + -+ +a, .

Nun ist weiter
4 (ar) = (?)x”'lh + (;)x"‘%z—l— s (:)h": nhavt 4 ...,

ebenso
Ay =n—1ha™2 4 ..., usw.
Also hat man
*) AF (z) =aynha™t+ - -y +a,(n—1ha 24 )+ ... =
=naggha®t 4 .--.

Die Differenz ist daher ein Polynom n — 1-ten Grades in z (das auch
noch & enthalt). Das Glied n — 1-ten Grades lautet nayh 2"~1, da in (*)
nur Glieder geringern Grades weggelassen worden sind.

Hienach lassen sich die héberen Differenzen leicht bilden. 42%F (x)

ist ein Polynom n — 2-ten Grades; um das Anfangsglied zu erhalten,
denke man sich in der frithern Rechnung » und a, durch n — 1 und
nayh ersetzt; dies ergibt

n—1-nagh-ha"?=nn—1ah2z"2.
Also ist
A2F (x) = nn—Llagh?an2 4 .-
und weiter
MBF(x)=nn—1n—2a,h3a"3 + ...

Die letzte Formel lautet
A* F (x) = n'layh®;

da keine Glieder geringeren Grades méglich sind, so ist dies der genaue
Wert. Die n-te Differenz eines Polynoms n-ten Grades ist also fest (von z
unabhéngig); die héheren Differenzen sind daher Null.

Die letzten Aussagen folgen auch leicht aus den Ergebnissen in 16.

b9. Arithmetische Reihen hiherer Ordnung. Ausgehend von der Be-
nennung arithmetischer Reihe fiir eine Aufeinanderfolge von Zahlen,
deren Differenzen alle gleich sind (die also gleichabstindig sind, 51),
nennt man eine Aufeinanderfolge von Zahlen, deren n-te Differenzen alle
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§ 6. Interpolation bei gleichabsténdigen Argumenten. 59, 60

gleich sind oder deren n + 1-te Differenzen alle Null sind, eine arith-
metrische Reihe n-ter Ordnung.

Das letzte Ergebnis von 58 1a8t sich also dahin aussprechen, daB
die Werte eines Polynoms n-ten Grades an gleichabsténdigen Stellen
eine arithmetische Reihe n-ter Ordnung bilden.

Es bilden also z. B. die Kuben der natiirlichen Zahlen eine arithme-
tische Reihe dritter Ordnung, wie es auch der Differenzenspiegel er-
kennen laBt:

0 0
1
1 1 6
7 6
2 8 12 0
19 6
3 27 18 0
37 6
4 64 24 0
61 6
51 125 30 0
91 6
6| 216 36 0
127 6
7| 343 42 0
169 6
8| 512 48 0
217 6
9| 729 54
271 :
10 | 1000

60. Aufstellung von Tabellen fiir Polynome. So wie den Steigungs-
spiegel, so kann man auch den Differenzenspiegel bei Polynomen durch
Riickrechnung von rechts nach links (18) ausfiillen, wenn man bis zu der
fest bleibenden Differenz vorgedrungen ist. Man kann so eine Tabelle
der Werte eines Polynoms fiir gleichabstindige Argumente herstellen.
Hiezu mufl man aufeinanderfolgende Werte des Polynoms unmittel-
bar berechnen, und zwar um einen mehr, als die Gradzahl betrigt,
dann kommt man bis zur Differenz, deren Ordnung gleich der Gradzahl
ist, die also ihren Wert beibehilt und nach Bedarf zu wiederholen ist.
Nun rechnet man, nach links zuriickgehend, die vorige Differenzenreihe,
dann die néchstvorhergehende usw. bis zu den Funktionswerten. Man
kommt mit einem Funktionswert weniger aus, wenn man die Formel
n!agh® aus B8 fir die fest bleibende Differenz verwendet.

Es sei z. B. eine Tafel der Werte von 3 + 2 + z fiir jedes zweite
Zehntel von — 1 bis + 1 aufzustellen. Die dritte Differenz ist fest; um
sie zu bekommen, braucht man vier aufeinanderfolgende Werte des Poly-
noms. Da die Rechnung mit 0 und kleinen Argumentwerten bequem ist,
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80 gehe man etwa von — 02, 0, 02, 0'4 aus und stelle den Differenzen-
spiegel auf:

—02 | —0168
0168
0 0 0°080
0248 0048
02 0248 0128
0-376
04 0624

Verwendet man die Formel n!ayA®, so hat man n =3, a, =1,
h = 02; daher ist die dritte Differenz 3!:1:0°23 = 0-048. Man reicht
jetzt mit drei Argumenten, etwa — 0°2, 0, 0'2 aus:

—02 | —0168
0168
0 0 0-080
0-248
02 0248

Nun ist dieser Differenzenspiegel zu ergédnzen. Es sind beiderseits
vier Argumente anzufiigen, daher fiige man auch oben und unten vier-
mal die dritte Differenz 0'048 an, dann kann die Riickrechnung durch-
gefiihrt werden:

—10 | — 1000
0-328
—08 | —0672 —0°112
0216 0048
—06 [ —0456 — 0064
0152 0048
—04 | —-0304 — 0016
0136 0048
—02 | —0168 0032
0168 0048
0 0 0080
0248 0048
02 0248 0128
0-376 0048
04 0624 0176
0552 0048
06 1'176 0224
0776 0048
08 1-952 0272
1:048
10 3:000

Es ist giinstig, die Rechnungen spaltenweise durchzufiihren. Hierbei
kann man, um eine Probe zu haben, zunichst alle Werte der rechts-
stehenden Spalte auf einmal addieren und nachher erst Wert fiir Wert
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addieren; man wiirde also z. B. die Summe 0'376 4 0552 4- 0°776 +
+ 1'048 == 2752 bilden und zu 0°248 addieren, die Summe 3'000 sogleich
eintragen und nachher der Reihe nach die einzelnen Funktionswerte
bilden. Bei langen Spalten wird es vorteilhaft sein, dieses Verfahren
auf kiirzere Stiicke anzuwenden.

61. Anwendung der Rechenmaschine. Das Aufsummieren der Differenzen-
reihen kann bequem mit der Rechenmaschine geschehen, nur mufl man sie Glied
fir Glied aufschreiben. Hat man aber eine vielstellige Rechenmaschine zur Ver-
fiigung, so kann man die Funktionswerte bilden und herausschreiben, ohne die
Differenzenreihen anzuschreiben. Das Verfahren ist freilich nur anwendbar, wenn
die Werte des Differenzenspiegels alle positiv sind. Es mdge an dem Beispiel aus 60
an dem Stiick vom Argument 0 bis Argument 1-0 gezeigt werden. Man bringt die
Zahlen einer nach rechts absteigenden Linie bis zur vorletzten Differenz ins Zahl-
werk, indem man fiir jede einen Abschnitt, d. h. eine gewisse Zahl von Stellen vor-
behilt (bequem ist es, Trennungszeichen dazwischen anzubringen) und unter jede
davon die aus dem rechts benachbarten Abschnitt, zuletzt die feste Differenz ins
Schaltwerk (durch Einrahmen kenntlich gemacht):

000002480128
024801280048 |

Man addiert einmal; dies ergibt
024803760176

Nun wird das Schaltwerk umgestellt; man bringt wieder in jeden Abschnitt des
Schaltwerks die Zahl aus dem rechts benachbarten Abschnitt des Zahlwerks, die
feste Differenz bleibt; dann addiert man wieder einmal, und so geht es fort. Beim
Beispiel aus 60 folgt daher weiter

024803760176

037601760048

06240552 0224

055202240048 |

117607760272

| 077602720048

105210480320
| 104803200048 |
300013680368

Soll die Tafel mit 3:000 schlieBen, so kann man die héheren Differenzen zuletzt
nach und nach weglassen.

62. Aufsuchung von Fehlern in Tafeln. Wenn die Werte eines Poly-
noms an gleichabsténdigen Stellen in einer Tafel zusammengestellt sind,
so muB jeder fehlerhafte Wert eine Stérung des Differenzenspiegels mit
sich bringen. Um die Gestalt einer solchen Storung zu erkennen, nehme
man an, ein einziger Wert der Tafel sei falsch, und zwar zunéichst um 1
zu grof.
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Die in der Tafel dargestellte Funktion besteht also aus zwei Sum-
manden, der eine ist der richtige Wert, der zweite der Fehler; dieser
zweite Summand hat an einer Stelle den Wert 1, sonst iiberall 0. Nach 56
i1st daher auch jede Differenzenreihe der fehlerhaften Tafel die Summe
der entsprechenden Differenzenreihen der richtigen Werte und der
Fehler. Als Beispiel diene etwa der Differenzenspiegel aus 59, nur mit
dem unrichtigen Wert 126 statt 125:

Fehlerhafte Tafel Richtige Tafel Fehler
0 0 0 0 0] 0
1 1 0
1 1 6 1 1 6 110 0
7 6 7 6 0 0
2 8 12 0 2 8 12 0 210 0 0
19 6 19 6 0 0
3 27 18 1 3 27 18 0 310 0 1
37 7 37 6 0 1
4 64 26 —4 4 64 24 0 41 0 1 —4
62 3 61 6 1 -3
5| 126 28 6 51| 125 30 0 511 -2 6
90 9 91 6 -1 3
6| 216 37 —4 6| 216 36 0 610 1 —4
127 5 127 6 0o -1
71 343 42 1 71 343 42 0 710 0 1
169 6 169 6 0 0
8| 512 48 0 8| 512 48 0 810 0 0
217 6 217 6 : 0 0 :
941 729 54 91 729 54 : 0 0. -
271 271 ¢ 0 : -
10 | 1000 ; 10 (1000 - 10(0 :

Das Beispiel zeigt deutlich, dal die Fehler im Differenzenspiegel der
fehlerhaften Tafel mit den Differenzen der Tafel der Fehler iiberein-
stimmen; diese sind aber einfach die mit abwechselndem Vorzeichen
genommenen Binomialkoeffizienten. Sie erfiillen einen sich nach
rechts verbreiternden Winkelraum, dessen Scheitel der Fehler bildet.
Geht man bis zu den Differenzenreihen hinauf, die bei der richtigen Tafel
Nullen enthalten (deren Ordnung also héher ist als der Grad des dar-
gestellten Polynoms), so erscheinen dieselben Differenzen auch im Dif-
ferenzenspiegel der fehlerhaften Tafel.

Hat der Fehler statt 1 einen andern Wert, so werden auch die Bi-
nomialkoeffizienten (mit den abwechselnden Vorzeichen) alle mit diesem
Wert multipliziert sein.

Ist schlieBlich die der Tafel zugrunde liegende Funktion kein Poly-
nom, aber durch ein Polynom angenshert darstellbar, so werden diese
Verhiltnisse wenigstens angeniihert zutreffen, wobei iibrigens in den
hoheren Differenzen wegen der Abrundungen der Tafelwerte 6fters auch
stdrkere Abweichungen moglich sind.

Nach diesen Uberlegungen ergibt sich folgendes Verfahren zur Prii-
fung einer tabellarischen Darstellung einer Funktion: Man bilde den
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Differenzenspiegel; sind die Differenzen von einer bestimmten Ordnung
an Null oder klein, so spricht dies fiir die Richtigkeit der Tafelwerte.
Zeigt sich in einer Differenzenspalte, deren Werte sonst Null oder klein
gind, eine Stérung, indem Werte auftreten, die den mit abwechselnden
Vorzeichen genommenen Binomialkoeffizienten der betreffenden Ord-
nung proportional sind, so ist zu vermuten, daBl der Funktionswert an
der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks, das sich an die Stérung an-
lehnt, einen Fehler, angendhert von der Grofle des Proportionalitéts-
faktors, aufweist.

Als Beispiel soll ein Ausschnitt aus der Tafel der gewohnlichen Loga-
rithmen vorgefithrt werden; er lautet mit angefiigtem Differenzenspiegel
(in Einheiten der fiinften Dezimalstelle):

40 | 160206
1072
41 | 161278 —25
1047 0
42 | 162326 —25
1022 1
43 | 163347 —24
998 —17
44 | 164345 — 31
967 28
45 | 165312 — 3
964 — 27
46 | 166276 —30
934 10
47 | 167210 —20
914 2
48 | 168124 —18
896 —1
49 | 169020 —19
877 2
50 | 169897 —17
860 0
51 | 170757 - 17
843 2
52 | 1:71600 —15
828
53 | 172428

Schon bei der ersten Differenzenreihe zeigt sich in den beiden wenig
verschiedenen Werten 967 und 964 eine Stérung, in der zweiten Diffe-
renzenreihe wird sie deutlicher, in der dritten, die sonst kleine Werte
aufweist, 146t die Gruppe — 7, 28, — 27, 10 erkennen, daBl der Wert
log 45 = 1'65312 vermutlich unrichtig ist; als GréBe des Fehlers ergibt
das Verhaltnis dieser vier Wertezu 1, — 3, 3, — 1 etwa — 9. Inder Tat ist
richtig log 45 = 165321 (die letzten beiden Ziffern sind zu vertauschen).
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Die Tafel mit dem richtiggestellten Wert ergibt ein befriedigendes Bild
des Differenzenspiegels:

40 | 160206
1072
41 | 161278 — 25
1047 0
42 | 162325 —25
1022 1
43 | 163347 —24
998 2
44 | 164345 —22
976 1
45 | 165321 —21
955 0
46 | 166276 —21
934 1
47 | 167210 —20
914 2
48 | 168124 — 18
896 —1
49 | 169020 —19
877 2
50 | 169897 —17
860 0
51 | 170757 —17
843 2
52 1 1°71600 —15
828
53 | 172428

63. Austiilllung von Liicken. Fehlt in einer Tabelle mit gleichabsténdigen
Argumenten ein Funktionswert, so kann man diesen ergénzen, indem man eine
Differenz geniigend hoher Ordnung, je nach dem Verhalten der Tafelfunktion,
gleich Null setzt und daraus den Funktionswert berechnet.

Sind schon die zweiten Differenzen Null oder klein, so ist der Hilfswert das
arithmetische Mittel der beiden Nachbarwerte.

Der Symmetrie wegen wird man gern Differenzen gerader Ordnung anwenden.

Aufgaben dieser Art kommen z. B. in der Astronomie vor, wenn eine Beobach-
tung wegen schlechten Wetters ausgefallen ist.

64. Die NEwronsche Interpolationsformel hei gleichabstiindigen Argu-
menten. Es moge nun die NEwWTONsche Interpolationsformel mit Rest-
glied (11) fiir die gleichabsténdigen Argumente

ry=a, tp=a-+h, z3=a-+2h, ..., t,=a+n—1h
aufgestellt werden. Vorerst ergibt sich fiir die Steigungen (2, 52):

f(xl) =f(a): f(xl’ xz) = f(a, a + h) = A_fhia-)’

A2
Hxys 295 %) = fl@,a+h,a+ 2k) = 2!fi(::)’

A3
f(ar, w0, 70, 2) = f@,a+h,a+ 2,0+ 30 =512
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Fiithrt man diese Werte in die Interpolationsformel ein, so nimmt sie
folgende Gestalt an:

A2
fa) = f@) + @—a) LD+ @ —a) (w—a—m) 5D ¢
431 (a)
+@—a)(x—a—h)(—a—2h)F55 + - +
+(x—a)(z—a—h)... (x—a—;—?h)M_FRn;
n— 11 -1

hierin ist

R,=(x—a)(x—a—h)...x—a—n—2h)(x —a—n—1h)

™€)
T

n

wo £ einen Wert in dem durch a, ¢ + » — 1% und « bestimmten Spiel-
raum bedeutet (11).
Dieser Formel kann man nun eine noch iibersichtlichere Gestalt

o . v r—a . .
geben. Man fiihre eine Grofie z = ~—=— ein, dann ist

h
r=a-+zh;
z ist also gleichsam die Zahl, die dem Argument z seinen Platz in der
Reihe der gleichabstindigen Argumente
a,a+h,a+2h,...
zuweist (vgl. das Nummernargument, 54), wobei aber z im allgemeinen
keine ganze Zahl ist. Es ist dann

r—ax—a—h

(x—a)(x—a—h) _ h h _2(z2—1)
21 b - 21 1.2
r—azx—a—hzx—a—2h
(x—a)(z—a—Rk)(x—a—2h) h 3 k _z(z—1)(z—2)
31 R - 3! - 1.2.3

Diese Ausdriicke stimmen der Gestalt nach mit den Koeffizienten der
Entwicklung der m-ten Potenz eines Binoms p + ¢ iiberein. In der
Tat ist —

(p+ "= pm+ J o re+ "5

mm—1m—2
+_m___pm—3q8+ ces +qm

Diese Koeffizienten werden daher die Binomialkoeffizienten ge-
nannt. Als Bezeichnung dient

m <m> mm—1 <m) mm—1lm—2 (m)

1 \1/° 1.2 " \2;)° 1.-2.3 T\8)’

pm—z qz +

Behélt man diese Bezeichnung bei, so kann man fiir beliebige Werte

von z
= (1) =6 =6
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setzen. Man nennt diese Ausdriicke verallgemeinerte Binomial-
koeffizienten.

Hiernach nimmt nun die NEwronsche Interpolationsformel fiir
gleichabsténdige Argumente folgende Gestalt an:

) fla+zh) =1@+(})A1@ + (3) 221@ + (5) 2f@) + - +
+(,7 ) 4™ 1@ + R,

Hierin ist R, — (Z) h# (&), doch ist beim Restglied die Vereinfachung durch
die Einfithrung von 2z nicht so groB.

Die Formel (*) war, schon vor NEWTON, J. GREGORY im Jahre 1670
bekannt und heiBt deshalb zuweilen die GREGORY-NEWTONsche Inter-
polationsformel.

So wie im allgemeinen Fall (17), so bricht auch hier die Inter-

polationsformel ab, wenn f(z) ein Polynom héchstens vom n — 1-ten
Grade ist.

65. Weiterfiihrung der Argumentfolge. Die Interpolationsformel
bricht aber auch, und zwar bei beliebiger Funktion f(x), ab, wenn z eine
ganze Zahl ist, die n nicht tibersteigt. Denn unter dieser Annahme ist
jeder Binomialkoeffizient Null, sobald die Unterzahl grofer ist als die
Oberzahl.

Da in diesem Falle das Argument @ 4 zk der Folge der Argumente
a,a+h,a+2h, ... angehort, so wird er kurz durch die Benennung
Weiterfiihrung der Argumentfolge gekennzeichnet.

Die ersten Formeln dieser Art lauten

z=1 fla+h) =fa)+ A4f(@)
z=2 fla+2h) = f(a) + 24f(@) + 4*f(a)
z=3 fla+3h) = f(a) +34f(a) + 34%*f(a) + 4%f(a)
Allgemein erhédlt man
fa+ah) =10 + (1) 4@ + (5) 4@ + -+ + () 41 (a).

Diese Formeln folgen auch aus der Erklirung der Differenzen:
4f(a) = fla+h) —f(a), daraus fla+h) =f(a) + 4f(a)
A2f(a) = Af(a+ k) —Af(@) = fla+2h) —fla+b) =4 f(a) =
= f(a + 2h) —f(a) —24}(a),
daraus fla+ 2h) = f(a) + 24 f(a) + 4%f(a) usw.
66. Symbolische Darstellung. Nach den Bemerkungen in 56 kann
man symbolisch
fla+ k) = (1+4) f(a)
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setzen. Der symbolische Faktor 1 4+ A hat daher die Wirkung, das Argu-
ment der Funktion um % zu vermehren. Ebenso ergibt die Formel fiir
H(a + 2b)

fla+28) = (1424 +4% f(a) = (1 +4)*} (a);

hier ist also die Vermehrung des Arguments um % zweimal eingetreten,
usw. Die allgemeine Formel lautet

fatam) =[14(})d+(5) 42+ - + ()4 t@ = 0+ A @).
Setzt man noch 1 + 4 =K, soist 4 = £ — 1 und
4f(a) = (E—1)f(a) = Ef(a)— f(a) = f(a+ k) — f(a)
Af(a) = (B —1)*f(a) = (B*—2E + 1) f(a) = E*f(a) — 2 K f(a) + f(a)
=fa+2h)—2f(a+h)+{(a)
usw., womit die Darstellung der Differenzen aus 52 wiedergewonnen ist.

67. Rechnung mit korrigierten Differenzen. Fiir die zahlenmiBige
Rechnung ist eine Anordnung, dhnlich wie in 19, bei der an Multi-
plikationen moglichst gespart wird, also so weit als méglich gemeinsame
Faktoren herausgehoben sind, vorteilhaft:

zz—

fla+zh) ={(a) +z4f(a) + A3f(a)+
— fl@) +2 |4 1) - ; [Azf(a) ——;;—[Asf(a) - ---1]} .
Die Gestalt 1 — 2z, 2 — 2, ... ist gewihlt, weil z so gut wie immer

zwischen 0 und 1 liegt, daher 1 — 2z, 2 — 2, ... positiv sind.
Fiir ein Polynom ersten Grades oder eine Funktion, bei der die zwei-
ten Differenzen schon unmerklich sind, erhidlt man

fla+zh) = f(a) +24f(a)

fiir ein Polynom zweiten Grades oder eine Funktion, bei der die dritten
Differenzen unmerklich sind

Ha+zh) =f@) +2[4f@ -5 21@)],

fiir ein Polynom dritten Grades oder eine Funktion, bei der die vierten
Differenzen unmerklich sind,

fla-+2h) = f(o) +7 | 4f@) -

z [Azf(a) —2’zA3f(a)H , USW.

Die erste Formel geht in die zweite iliber, indem die erste Differenz
Af(a) durch 4f(a) — 1—A2]‘ (@) ersetzt wird, die zweite Formel in die
dritte, indem die zweite Differenz A2f(a) durch A42f(a) — A*"'f(a)

ersetzt wird, usw. Man sagt, jede Differenz werde durch d1e hoéheren
Differenzen korrigiert und spricht daher von der Rechnung mit kor-
rigierten Differenzen.
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Man bemerke, daf3 die Formel
fla+zh) = f(a) + 24 f(a)

mit der in 32 bis auf die Bezeichnung tibereinstimmt. In der Tat kommt
bei zwei Argumenten die Voraussetzung, dal die Argumentdifferenzen
gleich sein sollen, nicht zur Geltung.

Als Beispiel soll 543 aus 5%, 63, ... berechnet werden. Es ist
flx) =23, a =5,k =1, 2= 04. Der Differenzenspiegel lautet
5| 125
91
6 | 216 36
127 6
7| 343 42
169 6
8 | 512 48
217
9| 729

die Interpolationsformel ergibt
06 16
48 — . _ 09 209
548 = 125+04[91 5 (36— GH
328
81'16
157-464

Es ist somit 54% = 157°464.

68. Umgekehrte Interpolation. Unter umgekehrter Interpolation
versteht man die Aufgabe, aus einer Tafel der Funktion f und einem
gegebenen Funktionswert f(z), der nicht in der Tafel enthalten ist, das
Argument z zu finden.

In dieser allgemeinen Form ist das eigentlich keine neue Aufgabe,
da die Tafel gerade so gut als Darstellung der umgekehrten Funktion
angesehen werden kann; bei dieser Auffassung liegt dann eine Inter-
polationsaufgabe wie sonst vor.

Wenn aber, wie zumeist, die Argumente x gleichabstéindig sind, so
wird man trachten, die Vorteile der Differenzenrechnung auszuniitzen
und dann ergibt sich eine neue Aufgabe. Ausgenommen ist hier nur
der Fall, daB bereits die zweiten Differenzen Null oder unmerklich
sind ; dann ist auch die umgekehrte Interpolation eine lineare, und die
Eigenschaft, daBl die Argumente gleichabstéindig sind, kommt nicht
zur Geltung (67).

Die Aufgabe der umgekehrten Interpolation besteht somit darin,
z aus der Gleichung

) fat+zh) =1+ (5) 1@ + (5) 2@ + - = ()

zu bestimmen. Man wird es so einrichten, dafl z zwischen 0 und 1 liegt.
Je nachdem die hochsten Differenzen, die noch merklich sind, die ersten,
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zweiten, dritten, usw. sind, ist daher 2z aus einer Gleichung ersten, zwei-
ten, dritten, usw. Grades zu berechnen. Der erste Fall bietet, wie schon
bemerkt, keine neue Aufgabe dar; der Rechenvorgang ist von den
Logarithmentafeln her sehr bekannt. Die Auflésung von Gleichungen
hoheren Grades, die in den weitern Fillen auftreten, ist ziemlich unbe-
quem; es ist daher wiinschenswert, ein giinstigeres Verfahren zu finden.

69. Iferationsverfahren zur umgekehrten Interpolation. Man forme
die Gleichung (*) in 68 folgendermaflen um:

@ — i) (\ @) (2 4f(a)
*) e = ) e — G) T

Da die Differenzen 4%f(a), 4%f(a), ... abnehmen, so wird die rechte
Seite sich wenig &ndern, wenn fiir z in (;), (g), ... ein ungenauer Wert

verwendet wird. Es wird daher der Ausdruck auf der rechten Seite bei
Einfithrung eines Néherungswerts z, fiir z einen besseren Naherungs-
wert z, liefern. Setzt man nunmehr diesen Wert z, rechts ein, so bekommt
man wieder einen besseren Ndaherungswert z;, und so kann das Verfahren
wiederholt werden (daher Iterationsverfahren). Das Verfahren kommt
von selbst zum Ende, wenn zwei aufeinanderfolgende Naherungswerte
sich nicht mehr merklich unterscheiden. In der Tat ist dann ihr gemein-
samer Wert eine Losung z der Gleichung (*), die mit der Gleichung (*)
in 68 gleichwertig ist. _

Als Ausgangswert wird man in der Regel das Ergebnis der linearen
Interpolation z, = ! (le ;E # nehmen kénnen.

Als Beispiel moge 10(]’/10 = 10" aus einer achtstelligen Tafel der
Logarithmen der Zinsfaktoren bestimmt werden. Man bemerkt sogleich,
daB 0°01 zwischen log 1'02 = 00086 . . . und log 1'03 = 00128 . . . liegt;
man bilde daher folgenden Differenzenspiegel:

102 | 0°00860017
0°00423705

1-03 1283722 — 0°00004093

419612 000000077
1:04 1703334 4016

415596 77
105 2118930 3939

4116567
1'06 25305687

und setze 10901 = 1'02 + 2-0°01

0°01 = log (1'02 + 2z 0°01) = 0-00860017 -+ z- 0-00423705 -

+zz—1__0.00004093+zz—1z—2

: 2000000077 + - .
0:00139983 = o
= 20700423705 — *°~ 1. 0:00004093 + 9:—153;2 0:00000077

2=10330378 4 22 —1-0004830 — 2z — 1 z — 2. 0000030 .
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69, 70 § 6. Interpolation bei gleichabsténdigen Argumenten.
Als ersten Néherungswert z, kann man 0'330378 oder zunéchst abgerun-
det 0°'33 nehmen. Dann ist
22, — 1 =033. — 067 = — 02211,
2,2 — 12, —2 =—02211- — 167 = 0'369237
2y = 0°330378 — 0°2211 - 0°004830 — 0°369237 - 0000030 =
= (0330378 — 0001068 — 0'000011 = 0'329299.
Der nichste Schritt ist
zzzz—:—l = 0329299 - — 0'670701 = — 0220861,
2y25 — 12, — 2 = —0°220861 - — 1-670701 = 0-368993,
25 = 0330378 — 0-220861 - 0-004830 — 0°368993 - 0°000030 =
= 0°330378 — 0001067 — 0:000011 = 0°329300.

Wie man sieht, unterscheidet sich z; kaum mehr von 2,, die Rechnung
kann also beendigt werden. Man findet z = 0329299 oder 0°329300,
daher 10901 = 102329299 oder 1:02329300. Der richtige Wert ist
1:02329299 (wie der neunstellige Wert 1:023292992 zeigt), doch wird
diese Entscheidung hier durch die Abrundungsfehler unméglich gemacht.

70. Tafeln fiir hohere Interpolation. Zur Erleichterung der hoheren
Interpolation bei gleichabsténdigen Argumenten hat man auch Tafeln
angelegt. Sie enthalten die Werte der Binomialkoeffizienten fiir eine
Auswahl von Werten von z zwischen 0 und 1. Hat man derartige Tafeln
zur Verfiigung, so entfillt die Umformung nach 67.

Auch bei der umgekehrten Interpolation (68) sind diese Tafeln an-
wendbar.

Es seien hier die Tafeln in H. G. KOHLER, Logarithmisch-trigono-
metrisches Handbuch. Leipzig: Tauchnitz (Tafel X, S. 387), in H. L.
Ricg, The Theory and Practice of Interpolation, Lynn, Massachussets
1899, S.218—219, in G. VEga-J. A. HULssE, Sammlung mathema-
tischer Tafeln, Leipzig: Weidmannsche Buchhandlung 1849, S. 837—
838, in L. Pory, Formules et tables numériques. Paris, Doin und
Gauthier-Villars 1925, S. 857—858, endlich in H. T. Davis, Tables of
the higher mathematical functions, I. vol., Bloomington, Ind., principia
press, 1933, S. 102—109, genannt. KOHLER gibt fiir alle Hundertel von 0
bis 1 die Werte von (Z), @), (i) und (;) auf sechs Dezimalstellen, RICE
ebenfalls fiir alle Hundertel von 0 bis 1 die Werte von <;) (g), (i), (g),

nur auf fiinf Dezimalstellen, und dazu die ersten Differenzen, VEGA-
HoLssk fiir alle Hundertel von 0 bis 1 die Werte von @), (;), (Z), (Z), (2)
auf sieben Dezimalstellen, Porin fiir alle Hundertel von 0O bis 1 die
Werte von 2 , Z , 2 , z , ®) auf fiinf Dezimalstellen, DAvis endlich
fiir alle Huglil)ergt::l) v%;x) O(i>is g6(>iie Werte von @), (;), (Z), (;), <z>, (f])

auf zehn Dezimalstellen mit allen Differenzen.
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§ 7. Wechsel der Spanne. Untertafelung. 71, 72

§ 7. Wechsel der Spanne. Untertafelung.

71. Ubergang von einer Spanne zu einer andern. Es kommt ofter
vor, daB man eine Tafel einer Funktion mit einer Spanne (Argument-
differenz, 1) zur Verfiigung hat und eine Tafel mit einer andern Spanne
fiir diese Funktion herzustellen wiinscht. Diese Aufgabe wird nach
Gabriel MouTox (1670) die MouToNsche Aufgabe genannt, sie kommt
aber schon 1620 bei H. Brigas vor. Zu ihrer Losung kann die Differen-
zenrechnung herangezogen werden.

Es soll vorausgesetzt werden, dafl mehr als ein Argument in beiden
Tafeln vorkommt. Das Verhiltnis der beiden Spannen muf dann not-
wendig eine rationale Zahl sein. Hinreichend ist diese Bedingung freilich
nicht, doch spielt diese Moglichkeit in der Praxis der Interpolation keine
Rolle. Vielmehr wird in den allermeisten Fillen die neue Spanne ein
Teiler der alten sein; es sind zwischen die schon vorhandenen Funktions-
werte jeweils eine gleiche Anzahl neuer einzufiigen. Dieser besondre Fall
wird Untertafelung genannt.

Der umgekehrte Fall, da8 die neue Spanne ein Vielfaches der alten
ist, bietet keine Aufgabe dar, da man nur einen Teil der Argumente aus-
zuscheiden hitte. Trotzdem soll er behandelt werden, weil dadurch die
Losung des vorher erwihnten vorbereitet wird.

72. Ubergang zu einem Vielfachen der Spanne. Man denke sich die
Funktion f(z) beginnend mit dem Argument a einmal mit der Spanne H,
das andremal mit der Spanne kb vertafelt (tabuliert) und die Tafeln zu
Differenzenspiegeln ausgestaltet. Das Differenzensymbol fiir die Spanne H
sei A, das fiir die Spanne % sei 6. Zwischen H und 5 bestehe die Bezie-
hung H = mh, wo m eine natiirliche Zahl ist. Man erhalt

a f(a) a f(a)
Af(a) 6f(a)
a+mh |f(a+mh) 42{(a) ath |f(a+h) 8f(a)
Af(a+mh) 43 f(a) 6f(a+h)
a+2mh|f(a+-2mh) Af(a+mh) . a-+2h|f(at2h) 8 f(ath
Afla+2mh) . . df(a+2h) .
a+-3mh|f(a+3mh) . : a+8h|f(a+3h) . :

Zur Vereinfachung mogen voriibergehend fiir die obersten Werte in
jeder Differenzenspalte einfache Bezeichnungen eingefiithrt werden:

f@) =P, Af(a) =@, A*f(a)=R, Mfla)=8, Af@)=T,...
fl@) =p, 8f(a) =g, *fla)=r, f(a) =8, &f(a)=t,...,
8o dafB also p = P ist. Dann ist nach 65
fl@) =P
fla+mh)=P+@Q
fla+2mh)=P+2Q+ R
fle+3mh)=P+3Q+3R+8
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72, 78 § 7. Wechsel der Spanne. Untertafelung.

und wieder andrerseits

fla)=p
f(a+mh)=p+(’f)q+(’2")r+(’;)s+--.:
=’P+mq+mz;mr-}-ms_‘gm2+2ms+...
6

fa+2mm) =p+ (g + () r+ () s+ =
4m? -»—6m2+2m

=p+2mq+(2m2—m)r+—3———~—~—s+---
3m 3m 3m
fa+3mh) =p+ (M a+ ) r+ e+ =
2 _ 3 __ 2
=p_f__3mq_i_9m23mr+9m 92m +2ms+_“
Durch Gleichsetzen findet man
P=yp
m m? —3m24-2m

PrQ=ptmg+ ™ myyminiting, .

P+2Q+R:p+gmq_{_(gmz_m),._{_%(i_?z_tz_@s_*_...
P+3Q+3R+S=p+3mq+97n2;3m7'+9m3—92mz+2m8+~--

und durch Differenzenbildung

Q=mg+ " My AW
Q+R_mq+3m2——mr+7m3——9m’+2m8+
= 3 G
3_ 3 3
Q+2R+S=mq+5m2 mr+19m lgm +2ms+“.

R:m27+(m3—m2)s+...
R+S=m?r+ 2mdP—m?)s+---
S=m3s+ -
Usw.

Diese Formeln liefern bei bekanntem p, ¢, 7, s, ... die Werte von
P,Q, R, S, ...sie vermitteln also den Ubergang zur m-fachen Spanne.
73. Formeln fiir die Untertafelung, Nimmt man an, dafi die Diffe-
renzen von einer bestimmten Ordnung an Null (oder wenigstens unmerk-



§ 7. Wechsel der Spanne. Untertafelung. 73

lich) werden, so lassen sich die Formeln in 72 umkehren, so dal man den
Ubergang zur -fl;-fachen Spanne erhilt. Hiermit gewinnt man die Formeln

fir die Untertafelung.
Sind z. B. die vierten Differenzen Null, so fallen alle durch Punkte
angedeuteten Glieder weg und man findet

§ = W S
r=LR-m—ls=_R-""lg
1 m—1 m2—3m+ 2 _l _m—l 2 3m+1
1= 2 - 6 s=@ 2m? E+ 6m? 8
p=P.
Wiiren schon die dritten Differenzen Null, so sind s und § wegzulassen:
r= EIER
m Q 2 mz
p=P,
wiren schon die zweiten Differenzen Null, auch r und R:
1
q= @
p=P.
Man erkennt, daB die Koeffizienten der Formeln bei @, R, S, . . ., soweit

sie wirklich vorkommen, unabhéngig davon sind, welche Ordnung noch
beibehalten wird.

Das allgemeine Bildungsgesetz ist leichter erkennbar, wenn man sich
auf die Symbolik (54, 65) stiitzt. Hiernach ist

144 =1+ 8m

s 1 1 1 1
sl B

m
2
) >A2j<$—;_>3<-ﬁ~z>m+
L) (E-9 (-9
+ - 2-";-4 . A+
. o
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78, 74 § 7. Wechsel der Spanne. Untertafelung.

ferner
62=(%A ";;zA +2”‘_63Z‘+143+...>2=
( )A2_21 m— A3+L< )+2i2_m2__6%:1414+...=

1 m—1 11m2—18m + 7
__:_,Az_ A3+
m2 m3

12m* At

R R ) it 1 Ry TR

3m 3A4—}-

1

usw.

Hiernach ergeben sich die Ausdriicke von p, ¢, 7, 8, . . . durch P, @,
R, 8, ... auf einfachere Weise.

Im folgenden sollen fiir einige hiufig vorkommende Werte von m
die Formelgruppen zum Gebrauch zusammengestellt werden. Die Koef-
fizienten sind dabei als gemeine Briiche, zum Teil aber auch als Dezimal-
briiche angegeben.

74. Formeln fiir die Zweiteilung. Fiir m = 2 hat man
60 =3d4—- § A+ 5 AB— 35 A4+ L M—...=

128
= 0540125 42400625 43— 00390625 44002734375 45—
0% = % A2— % A3+ 6% A4— % A5 4 ..o =
= 025 A2—0'125 A3-4+0078125 A%+—00546875 A5 ...
88 — % A3— §3§ As+ ng A5 — .. =
= 0125 A43—009375 A%4+0'0703125 A5—
o5t — L A L A=
= 00625 A4—00625 A54 ...
85 — §1§ A— .. =
= 003125 A5—
Statt d2, 63, 84, ... durch Potenzieren zu finden, kann man hier von 1 4+ 4

=(14+68)2=1+4 26+ % A =26+ 6% ausgehen:
B =A—26=A—23F A3+ A — ..y =3 A3 434 ...
B=A4—-28=A4A(3 4142+ . )21 L2— 3B+ ..)=
=M IM g A A — =LA — ... usw.
Die Berechnungen werden im allgemeinen besser mit der Bruch-

als mit der Dezimalgestalt der Koeffizienten durchgefiihrt. Dabei ist
es vorteilhaft, alle Koeffizienten bei derselben Potenz von A auf den
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74, 75

gleichen Nenner zu bringen, so daB dann die Division ein fiir alle-
mal ausgefiihrt werden kann. Die Formeln nehmen dann folgende

Gestalt an:
I el i [ Vi
8 = CEI N L
5 = 8%‘8—-162‘%+~
& = Ja

76. Formeln fiir die Dreiteilung. Fiir m = 3 hat man
0 =34 —342 4 5 A% — J0 A% + 2245 —

729

0 = A — G A+ g5 A — g5 A+
58— LA~ LA B —
&= LA — A5
0% = 315 4°

243

Die Dezimalgestalt der Koeffizienten ist nicht angegeben, weil sie beim
Rechnen durch die Abrundungen ungiinstig ist. Um die Zahl der Divi-
sionen (wie in 74) zu vermindern, kann man die Formeln folgendermafen

umwandeln:
6=%“%+5'§1’3 243"‘22729
TR o £ 07‘;;+ ..
6= 3?311_: 243+24
o — 32_4413—12542—;+--
8 = 3 —
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76, 77 § 7. Wechsel der Spanne. Untertafelung.

76. Formeln fiir die Fiinfteilung. Fiir m = 5 hat man
0=14— Z A2+ S A A A4+ B M. =

15625
=024 — 0084%+ 0048 4° — 00336 4¢ + 0025536 45 — - - -
o= B A= s A 3 M g M=
= 004 4% — 0032 4% + 010256 4¢ — 002112 A5 4 ...
0 = %5_43__ a% 44 + e_gE |
= 0:008 43 — 00096 A4+ + 00096 45 — ...
&M= eé—s A4 — 3_182_5 Y L
= 0'0016 4¢ — 0°00256 A5+ ---
8 = ?ﬁlz_s A5 — ... =
= 000032 A% —--.

Um die Zahl der Divisionen zu vermindern (wie in 74) kann man
dafiir setzen:

42 A3

4
0 =% — 25 +655— 625+39915625
AS
2 — - 4 =
9% = 25 15 T 16 5 625 — 330 15625 +-
8 = A g4 1502
= 125 625 15625
a4 A5
4 = - P
ot = o5~ Omes
. e
5 —
& = ’ 5 15625

%%. Formeln fiir die Zehnteilung. Fiir m = 10, einen Fall, der offen-
bar besonders hii,ufig vorkommen wird, hat man:

6 = 11—0 4— 200 A2+ 2000 42— 8106055’0 44+ ﬁ%ﬁ B— .. =
= 014 —0045 42+0'0285 43 — 00206625 A+ 001611675 45—

02 = i'(136 42— 1690_0 A3+ 4(3)880 44— 4(2)8380 At ..o =
= 001 A2—0009 4340007726 A4—000669756 A5+ ---
&= 1000 4*— 0000 4*+ sooos  A—- =

= 0001 A3—0'00135 A4+400014625 45—
ot = woo00 4*—  sooo A=
= 00001  A4—0'00018 A5 ...
O = 1_071()% A5 — i =
= 000001 45—
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§ 7. Wechsel der Spanne. Untertafelung. 78

78. Beispiel. Es sei z. B. die fiinfstellige Tafel der Tangenswerte
von der Spanne 1° auf die Spanne 20’ zu bringen. Ein Ausschnitt, so-
gleich zum Differenzenspiegel erweitert, moge das Verfahren zeigen:

35° | 070021
2633

36° 072654 68
2701 5

37° | 075355 73
2774 2

38° | 078129 75
2849

39° | 080978

Die dritten Differenzen sind klein und haben keinen EinfluB mehr. Man
wende die Formeln aus 75 an, zunéchst auf das Stiick 35° <> 36°. Man
rechnet am besten in Einheiten der fiinften Stelle und in Neunteln
davon:

dtan 35° = § A tan 35° — § A2 tan 35° =
=§ﬂw&»~%=wwg 75 = 870%,
02tan 35° = 1 A2tan35° =1.68 = T3,

Der neue Differenzenspiegel liefert die Zwischenwerte:

70021
870%
708911 73
8778
717682 78
8852
72654

Ein kleiner Vorteil besteht darin, zuerst d tan 35°20” = § tan 35° +- 62 tan35°
= } 4 tan 35° zu berechnen und einzutragen.

Ahnlich sind die folgenden Stiicke zu behandeln:

dtan 36° = 2 4 tan 36° — § A2 tan 36° =
—1.2701 —1-73 = 900% — 81 = 8022
8%tan 36° = 1 A% tan 36° = 1.73 = 8L

72654
8922
735462 81
9002
744463 8%
908%
75355,
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78 § 7. Wechsel der Spanne. Untertafelung.

ferner
dtan 37° = } A tan 37° — ; A% tan 37° =

= 1.2774 —1.75 — 9245 — 82 — 0162
0% tan 37° = A% tan 87° = 5.75 = 82

(man kénnte hier auf Drittel iibergehen, wird es aber der Einheitlichkeit

wegen vielleicht besser vermeiden)

75365
9162
762718 82
9248
77196 82
933
78129

So kann man fortfahren. Man stelle nun die eingeschalteten Werte,
nachdem man sie abgerundet hat, wieder in eine Tabelle zusammen und
priife sie noch durch Differenzen (62):

35° 0’ | 070021
870
20" | 070891 8
878
40’ | 071769 7
885
36° 0’ | 072654 7
892
20’ | 073546 8
900
40 | 074447 9
909
37° 0’ | 075355 7
916
20° | 076271 9
925
40’ | 077196 8
933
38° ¢ | 078129

Das Ergebnis ist befriedigend. Vergleicht man mit einer ausfiihrlicheren
Tafel, so findet man, daB alle Werte bis zur fiinften Stelle richtig sind,
ausgenommen nur: tan 36°20° = 0°73547, tan 37°20" = 0°76272.
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