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Vorwort. 
In den wenigen Jahren, die seit dem Erscheinen meiner zusammen

fassenden Darstellung der neueren Theorie der ganzen und meromorphen 
Funktionen (Gauthier-Villars, Paris 1929) verflossen sind, hat sich 
die Lehre von der Wertverteilung der analytischen Funktionen durch 
die Arbeiten verschiedener Forscher wesentlich weiter entwickelt. Die 
Forschungen auf diesem funktionentheoretischen Gebiete sind keineswegs 
zu einem Abschluß gebracht; die erzielten Fortschritte haben im Gegen
teil den Weg zu neuen ungelösten Fragen angebahnt. Andererseits 
findet man unter den neueren Ergebnissen eine Menge von solchen, die 
definitiven Charakters sind und die zu einer größeren Einheitlichkeit 
in verschiedenen funktionentheoretischen Gebieten beigetragen haben. 
Eine Darstellung der Hauptzüge der Theorie in dieser Sammlung erscheint 
deshalb berechtigt. 

Bei der Darstellung einer Lehre, die sich in steter Entwicklung 
befindet, bietet eine zweckmäßige Abgrenzung gewisse Schwierig
keiten. Einige Bemerkungen über die Gesichtspunkte, welche bei der 
Auswahl des Stoffes bestimmend gewesen sind, findet der Leser in der 
nachstehenden Einleitung. Der Verfasser hat insofern Vollständigkeit 
angestrebt, als die zur Anwendung kommenden Hilfsmittel, welche 
außerhalb der Elemente der Funktionen- und Potentialtheorie, der 
nichteuklidischen Geometrie oder der Topologie liegen, soweit als möglich 
begründet werden. In vielen Fällen gelang dies im Zusammenhang 
mit der Darstellung gewisser allgemeiner Prinzipien, die wegen ihrer 
Bedeutung für verschiedene Fragen der Wertverteilung vollständig dar
gestellt werden. Eine Ausnahme bilden die fundamentalen Existenz
sätze der Theorie der konformen Abbildung, sowie die klassischen Sätze 
über die Ränderzuordnung bei konformer Abbildung schlichter Gebiete; 
diese Sätze mußten als bekannt vorausgesetzt werden. Überhaupt hätte 
eine systematische Darstellung der Lehre von der Uniformisierung, von 
den automorphen Funktionen und den diesen Funktionen zugeordneten, 
regulär verzweigten RIEMANNschen Flächen der vorliegenden Arbeit, 
die sich zum ganz wesentlichen Teil mit gewissen höheren Stufen jenes 
Lehrgebäudes beschäftigt, vorausgehen müssen. 
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Herrn Professor Dr. R. CoURANT, der mich zur Veröffentlichung 
dieser Darstellung aufgefordert und meine Arbeit mit freundlichem 
Interesse verfolgt hat, spreche ich hiermit meinen aufrichtigen Dank 
aus. Mein Dank gilt auch der Verlagsbuchhandlung, die meinen Wünschen 
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Einleitung. 
Die eindeutigen analytischen Funktionen können von verschiedenen 

Gesichtspunkten aus untersucht werden. Die in der vorliegenden Arbeit 
zur Darstellung gelangenden Fragen gruppieren sich um ein großes 
Hauptproblem. Einige allgemeine Bemerkungen über diese zentrale Frage
stellung sollen hier vorausgeschickt werden. 

Wir denken uns ein gegebenes analytisches Funktionselement unbe
schränkt fortgesetzt. Angenommen, daß die so entstehende analytische 
Funktion w = w (z) eindeutig ist, existiert ein schlichtes Gebiet G. mit 
nachstehenden Eigenschaften. 

1. Jedem inneren Punkt z von G. entspricht ein und nur ein Element 
von rationalem Charakter der Funktion w (z). 

2. Jeder Randpunkt z* von G. ist eine wesentliche Singularität 
von w(z). 

Falls G. die ganze geschlossene Ebene umfaßt (elliptischer Fall), 
so ist w (z) eine rationale Funktion. Schließt man diesen einfachsten 
Sonderfall aus, so hat man zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem G. 
einfach oder mehrfach zusammenhängend ist. Wir beschränken uns 
auf den erstgenannten Fall und haben dann weitere zwei Möglichkeiten 
zu berücksichtigen: die Berandung Tz von G. ist entweder ein Punkt 
(parabolischer Fall) oder ein Kontinuum (hyperbolischer Fall). 

Das Gebiet G. wird durch die Funktion w = w (z) auf eine über der 
w-Ebene ausgebreitete RIEMANNsche Fläche Gw konform abgebildet. 
Die Umkehrfunktion Z=z(w) von w(z) ist eine auf dieser Fläche Gw 
eindeutige und wegen der Eindeutigkeit von w (z) einwertige Funktion, 
d. h. den Mittelpunkten von zwei verschiedenen Elementen von z (w) 
sind stets zwei verschiedene Punkte z zugeordnet. 

Umgekehrt gilt nach dem Hauptsatz der Theorie der konformen 
Abbildung, daß eine beliebige, über der w-Ebene liegende, einfach zu
sammenhängende RIEMANNsche Fläche stets auf eins der folgenden 
drei schlichten Normalgebiete G. eineindeutig und konform bezogen 
werden kann: 1. die V ollebene (elliptischer Fall) ; 2. die punktierte 
Ebene (parabolischer Fall); 3- den Einheitskreis oder, allgemeiner, ein 
beliebiges, von einem Randkontinuum Tz begrenztes Gebiet (hyper
bolischer Fall). 

Die Wertverteilungslehre der eindeutigen analytischen Funktionen 
beschäftigt sich mit der Untersuchung des Systems (za) derjenigen 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 



2 Einleitung. 

Punkte in Gz, wo die Funktion w(z) einen vorgegebenen Wert w=a 
annimmt; sämtliche Werte a werden hierbei in Betracht gezogen. Das 
klassische Resultat auf diesem Gebiet ist der berühmte Satz von PICARD, 
nach welchem eine in der punktierten Ebene meromorphe, transzendente 
Funktion sämtliche Werte a, mit Ausnahme von höchstens zwei Werten, 
unendlich oft annimmt. Hieran schloß sich die Wertverteilungslehre 
von HADAMARD, BoREL, JuuA u. a. Bei diesen weitgehenden Ver
allgemeinerungen und Verfeinerungen des PICARDschen Satzes spielten 
die Gesichtspunkte der konformen Abbildung eine untergeordnete Rolle. 
Aufstellung und Behandlung der Probleme geschah ohne Rücksicht auf 
die RIEMANNsche Fläche Gw, auf welche die meromorphe Funktion die 
punktierte Ebene Gz abbildet. Umgekehrt hatten die ersten Unter
suchungen über die RIEMANNsche Fläche einer ganzen oder meromorphen 
Funktion (HURWITZ, BouTROUX, !VERSEN, GRoss u. a.) nur wenige 
Berührungspunkte mit den Ergebnissen der Wertverteilungslehre. 

Die Begründung der neueren Theorie der meromorphen Funktionen 
hat eine Brücke zwischen den beiden Forschungsrichtungen geschlagen. 
An Stelle der WEIERSTRASSschen kanonischen Darstellung einer ganzen 
oder meromorphen Funktion treten funktionen-und potentialtheoretische 
Hilfsmittel von größerer Tragweite. Auf der neuen Grundlage läßt sich 
die HADAMARD-BORELsche Theorie einfach darstellen und verschärfen. 
Allein der wichtigste Fortschritt besteht darin, daß die neuen ana
lytischen Begriffsbildungen zugleich eine geometrische Bedeutung be
sitzen. Die Fundamentalgrößen (Charakteristik, Defekte, Verzweigungs
indizes) setzen das asymptotische Verhalten einer eindeutigen ana
lytischen Funktion w (z) in Beziehung zu den Eigenschaften der RIEMANN
schen Fläche Gw, auf welche das schlichte Existenzgebiet Gz konform 
abgebildet wird. Der PICARDsche Satz und seine Verallgemeinerungen 
können auf diese Weise als Aussagen über den Verzweigungscharakter 
der Überlagerungsfläche Gw aufgeiaßt werden. Diese neue Wendung 
verlegt den Schwerpunkt der Wertverteilungslehre auf die Untersuchung 
der Verzerrung der Abbildung Gz--+Gw im Innern und vor allem in der 
Umgebung der Ränder dieser Flächen; es handelt sich also um eine 
weitgehende Verallgemeinerung der klassischen Sätze über die Ver
zerrung und die Ränderzuordnung bei konformer Abbildung von 
schlichten Gebieten. 

Die Wertverteilungslehre ordnet sich so in die allgemeine Theorie 
der konformen Abbildung ein. Als zentrale Frage jener Lehre erscheint 
nach dieser Auffassung das Typenproblem, eine interessante und kompli
zierte Aufgabe, welche von der klassischen Uniformisierungstheorie offen 
gelassen wird. Auf Grund der topalogisch-metrischen Eigenschaften einer 
offenen Überlagerungsfläche gilt es zu entscheiden, ob der parabolische 
oder der hyperbolische Fall vorliegt, d. h. ob die Fläche auf die punktierte 
Ebene oder auf das Innere des Einheitskreises konform abbildbar ist. 



Einleitung. 3 

Diejenigen Erweiterungen des PICARDschen Satzes, welche man unter 
dem Namen "Defektrelationen" zusammenzufassen pflegt, enthalten 
notwendige Kriterien für den GrenzpunktfalL Obwohl auch verschiedene 
hinreichende Bedingungen bekannt sind, ist man selbst bei relativ 
einfachen Klassen von RIEMANNschen Flächen noch nicht im Besitz 
einer vollständigen Lösung der Typenfrage. 

Unter den RIEMANNschen Flächen vom parabolischen Typus zeichnen 
sich speziell diejenigen durch einfache Verzweigungseigenschaften aus, 
welchen eine meromorphe Abbildungsfunktion w (z) von endlicher Ord
nung entspricht. Zu diesen gehören u. a. die Flächen mit endlich vielen 
Windungspunkten. 

Auch unter den Grenzkreisflächen sondern sich gewisse bemerkens
werte Flächenklassen aus. Es läßt sich für die Charakteristik der Ab
bildungsfunktion eine kritische Wachstumsordnung angeben, oberhalb 
welcher die Sätze von PICARD und sämtliche Defektrelationen noch 
gelten. Mit abnehmender Wachstumsordnung der Charakteristik nimmt 
die Mächtigkeit der Verzweigtheit der RIEMANNschen Fläche zu. Eine 
wohlabgegrenzte Klasse bilden schließlich die beschränktartigen Flächen, 
denen eine beschränkte Charakteristik entspricht. Um den Umfang 
der Singularitäten einer beschränktartigen Fläche genau beschreiben 
zu können, muß der Begriff einer Punktmenge von der Kapazität Null 
herangezogen werden. Diese Punktmengen spielen auch bei anderen 
Fragen der Wertverteilungslehre eine wichtige Rolle. In unserer Dar
stellung wird der Kapazitätsbegriff in die Theorie des sog. harmonischen 
Maßes eingeordnet. Durch die Einführung und systematische Benutzung 
dieses eineindeutigen konformen Abbildungen gegenüber invarianten 
Maßes wird es möglich, verschiedene mit der Wertverteilungslehre nahe 
zusammenhängende Sonderfragen einheitlich und übersichtlich zu be
handeln. 

1* 



I. Konforme Abbildung ein- und mehrfach 
zusammenhängender Gebiete. 

§ 1. Konforme Abbildung durch lineare Transformationen. 
l. Die Gruppe der eineindeutigen und konformen Abbildungen der 

Vollebene auf sich selbst wird analytisch durch die Gesamtheit der 
linear gebrochenen Transformationen 

S (z) = a_;o + b ( d b -L ) (1) cz+d a - C-;-0 

bestimmt. Jede lineare Transformation vermittelt eine solche Abbildung, 
und umgekehrt reduziert sich jede Transformation t(z), welche eine der
artige Abbildung vollzieht, auf die Form (1); denn t(z) ist dann regulär 
in jedem Punkt der z-Vollebene, mit Ausnahme eines einzigen Punktes z0 , 

welcher dem Wert t = m zugeordnet ist; als einzige Singularität hat 
t (z) somit einen Pol erster Ordnung, woraus nach einem elementaren 
funktionentheoretischen Satz folgt, daß sie eine rationale Funktion 
erster Ordnung ist. 

2. Geht man mittels stereographischer Projektion von der z-Ebene 
zur RIEMANNschen Kugel über, die mit dem Durchmesser 1 die Ebene 
im Anfangspunkt berührt, so erhält man aus (1) die Gesamtheit der 
konformen Abbildungen der Kugel auf sich selbst. Unter diesen Ab
bildungen verdient die Gruppe der Drehungen der Kugel besondere 
Beachtung. Die allgemeine Form einer Drehungstransformation, welche 
die Punkte z und C, sowie z = a und C ·=' b einander zuordnet, ist 

z-a irx (-h 
1 + a" ,~ e I + I!!: ' (2) 

wo der Querstrich den Übergang zu der konjugiert komplexen Größe 
angibt und rx ein reeller Parameter ist. 

Durch den Grenzübergang z-->- a, C ~> b ergibt sich 

idzi 
'2 z, 

woraus zu sehen ist, daß sich der Ausdruck 

d a '~~ - cl_s_ __ 
1 + y2 ' 

(2') 

wo ds die euklidische Länge und r der Nullpunktsabstand eines Bogen
elementes der z-Ebene ist, gegenüber einer Kugeldrehungstransformation 
invariant verhält. Dies wird geometrisch dadurch erklärt, daß der 



Konforme Abbildung durch lineare Transformationen. 5 

Ausdruck (2') die sphärische Länge des betrachteten Bogenelementes 
darstellt. Die geodätischen Linien sind in der durch (2') definierten 
Maßbestimmung diejenigen Kreise der z-Ebene, welche den größten 
Kreisen der Kugel entsprechen; sie sind durch die Eigenschaft charak
terisiert, den Einheitskreis I z I = 1 in zwei diametralen Punkten zu 
schneiden. 

Für spätere Anwendungen soll noch darauf aufmerksam gemacht 
werden, daß der Logarithmus des Verhältnisses zwischen dem sphärischen 
und dem euklidischen Bogenelement 

da 1 
u(z) = logdS =log 1 +rs 

der partiellen Differentialgleichung 

Llu =- 4e2 u (2") 

genügt, wo LI der LAPLACEsche Operator ist. 

3. Außer den Kugeldrehungen verdient die Gruppe derjenigen linearen 
Transformationen besondere Aufmerksamkeit, welche das Innere (und 
somit auch das Äußere) des Einheitskreises in sich überführen. Die 
allgemeine Form einer solchen Transformation, welche die Punkte z=a 
und C = b einander zuordnet (ja I< 1, I b I< 1), ist 

z- a ia. {;- b ---=e - --
1-az i-bt; (3) 

Umgekehrt gilt, daß jede eineindeutige und konforme Abbildung 
C = C (z) des Einheitskreises auf sich selbst von einer linearen Trans
formation vermittelt wird. Durch eine geeignete lineare Transformation 
der Gruppe (3) beider Variablen z und C bewirkt man nämlich zunächst, 
daß die Abbildung die Nullpunkte z = 0, C = 0 einander zuordnet. Auf 
dem Kreis I z l = r ( 0 < r < 1) liegt der Wert der für I z I< 1 regulären 

Funktion C_ dem absoluten Betrag nach unter 1 , und dasselbe gilt z r 
somit nach dem Prinzip des Maximums für I z I :S: r. Für r-+ 1 ergibt 
sich hieraus, daß I CI ;S I z I für jedes I z I< 1 . Vertauscht man den Platz 
der Variablen, so ergibt sich auch i z I :S: I CI und also notwendigerweise 
I C I = I z I , woraus C-e' <r z folgt. Da man mittels linearer Transformation 
von hier aus zu den ursprünglichen Veränderlichen gelangt, so folgt, daß 
auch diese durch eine lineare Substitution miteinander verbunden sind. 

Setzt man in (3) z = a, C = b, so folgt wie in Nr. 2 die Invarianz 
des Differentialausdruckes 

d a = _____!:_!___ 
1- r 2 

(3') 

gegenüber der Transformationsgruppe (3). Deutet man diesen Ausdruck 
als die Länge des betrachteten Bogenelementes, so gelangt man, wie 
zuerst von POINCARE [1] gezeigt wurde, zu einer Metrik, die innerhalb 



6 Konforme Abbildung ein- und mehrfach zusammenhängender Gebiete. 

I z I< 1 den Regeln der hyperbolischen (BoL Y AI -LOBATSCHEWSKYschen) 
Geometrie gehorcht; dabei wird die Rolle der kürzesten Linien von den
jenigen Kreisbogen übernommen, welche den Grenzkreis I z i = 1 , der 
das "unendlich Feme" darstellt, orthogonal schneiden1 . Man rechnet 
leicht nach, daß das Verhältnis der nichteuklidischen und der euklidischen 
Bogenelemente einer der in Nr. 2 besprochenen verwandten Differential-

gleichung genügt. Setzt man nämlich u =log ~ ~-, so wird nach (3 ') 

L1 U = 4 iu. (3") 

4. Zu einer anderen wichtigen Invariante gelangt man, wenn man die 
Beziehung (3) logarithmisch differenziert. Es wird 

1-[a:2 dz 1-[bj2 dC 

(z- a) ( 1-- a-) --;- (C- b)T~ - b) --c 
und läßt man hier z gegen einen Peripheriepunkt ei 'P rücken, wobei C 
gegen den zugeordneten Peripheriepunkt ei & strebt und der Differential-

• d log z d qJ k . f l quohent d log f gegen Ii-& onverg1ert, so o gt 

- 1.=J!l1"- d cp = ~ b{__ d {}. 
ie''P-aj 2 le'&-b 2 

Der Differentialausdruck 
1 -- y2 

~- ----- -d{} 
1 +r2 -2rcos({}-tp) 

behält also seinen Wert, wenn man die Punkte z = r ei 'P und w = ei & gleich
zeitig einer Substitution der Gruppe (3) unterwirft. 

Der Ausdruck 
1- r" 

1+r2 -2rcos({}-tp) 

der als Realteil der Funktion 

w+z 
w-z 

Abb. r. 
eine harmonische Funktion des Aufpunktes z dar
stellt, gestattet eine einfache, zuerst von ScHWARZ [1] 

angegebene geometrische Deutung. Nach einem elementargeometrischen 
Satz ist nämlich 

I 12 I , I , 1-z
1 

= w-z w--z 
I, ! ' 

wo w' der zweite Endpunkt der von den Punkten w und z bestimmten 
Sehne des Einheitskreises ist (s. Abb. 1); und da ferner 

d{} d (I) 

Tw--Z: - ]U,'.=_z ' 

1 Für den kürzesten "Abstand" zwischen den Punkten 0 und z findet man den 
1 1 + [z[ 

Wert 2log 1=TZf · 
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wo dw das von w' bei einer infinitesimalen Drehung der Sehne um den 
Aufpunkt z beschriebene Bogenelement ist, so ergibt sich schließlich die 
einfache Beziehung 

dw 1- r2 

dli= 1 +r2 -2rcos(1J-rp)" 

Als Niveaulinien dieses Ausdruckes hat man die Schar derjenigen 
Kreise, welche den Einheitskreis im Punkte eil} berühren; nichteuklidisch 
gedeutet, stellen sie Orizykeln oder Grenzlinien dar, welche die Schar 
der gegen den "unendlich fernen" Punkt eil} gerichteten parallelen 
"Geraden" ( Orthogonalkreise von 1 z 1 = 1) senkrecht schneiden. 

5. Wegen der Invarianz des Differentials dw ist auch das zwischen 
zwei beliebigen Grenzen {}1 , {}2 (o;S{}2 - {}1 ;S2n) genommene Integral 

,9, 

wz·{){} =-dw=- d{} 11 11 1-r2 

(' 1• 2) 2n 2n 1 +r2 -2rcos(1J-rp) 
!}, 

invariant gegenüber der Transformationsgruppe (3); d. h. übt man auf 
die drei Punkte z=rei'~'(O;Sr<1), ei!J,, ei!J, eine und dieselbe beliebige 
Transformation der Gruppe aus, und werden hierbei diese Punkte m 
z', ei '9;, ei •9; transformiert, so gilt 

w (z; {}1 , {}2) = w (z'; {}~, {);) . 

Nach obigem ist w (z; {}1 , {}2) gleich der durch 2 n 
dividierten Länge des Bogens, der von den einerseits 
durch z, andererseits durch eil}, und ei !J, bestimmten 
Sehnen aus der Peripherie des Einheitskreises ausge
schnitten wird. Ist IX der von diesen Sehnen gebildete 
Winkel, so ist, wie man unmittelbar einsieht, auch 

2 :Jl ()) = 21X- ({)2-{)1). 
Abb. 2. 

Hieraus wird ersichtlich, daß die Größe w (z; {}1 , {}2) für \ z 1 < 1 
zwischen Null und Eins variiert; als Niveaulinien hat sie die Schar der 
die Punkte ei lf,, ei !J, verbindenden Kreisbogen, welche in der POINCARE
sc:hen Deutung die Rolle der Abstandslinien spielen, d. h. derjenigen 
Linien, welche auf konstantem nichteuklidischen Abstand voneinander 
laufen. Auf dem Bogen {)1 <{}<{}2 nimmt w den Wert Eins, auf dem 
Komplementärbogen {}2<ß<{)1 + 2 n den Wert Null an. 

Für z = 0 wird w einfach gleich der durch die Länge 2 n der ganzen 
Peripherie I z I= 1 gemessenen Bogenlänge des gegebenen Bogens ({)1 , {}2). 

Läßt man nun z variieren, so kann man den Wert von w als eine ver
allgemeinerte "Länge" dieses Bogens auffassen, welche also relativ zu 
dem innerhalb des Einheitskreises beweglichen Aufpunkt z gemessen wird. 
Da w ferner eine harmonische Funktion von z ist, so nennen wir sie 
"das harmonische Maß des Bogens ({)1 , {}2) im Punkte z in bezugauf den 
Einheitskreis". 
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Das harmonische Maß w (z, ot) eines Bogens ot der Peripherie I z! = 1 
in bezug auf den Einheitskreis hat also nachstehende Eigenschaften: 

1. w (z, ot) ist für 1 z 1 < 1 harmonisch und beschränkt. 
2. In ·jedem inneren Punkt von ot nimmt w den Randwert 1 an; es 

verschwindet auf dem Komplementärbogen ß von ot. 

Man sieht unter Anwendung des Prinzips vom Maximum und 
Minimum einer harmonischen Funktion sofort ein, daß das harmonische 
Maß durch diese zwei Bedingungen eindeutig bestimmt ist. 

6. Die Fixpunkte c1 , c2 einer Transformation der Gruppe (3) sind 
entweder zum Einheitskreis spiegelbildlich (elliptischer Fall), oder sie 
liegen beide auf der Peripherie des Einheitskreises (hyperbolischer Fall), 
wo sie auch zusammenfallen können (parabolischer Fall). Die Normal
formen der entsprechenden Substitutionen sind: 

elliptisch: 
::-cl itJ,-CI - . 
--;:---- = e " - (I c1 + 1 , c1 c2 = 1 , {} reell) , 
"'- c2 ~- c2 

hyperbolisch: E- Cl , '-Cl I I , ) 0 

--~ --- = 1\. -r~-- C cl , = c2 I = 1 ' 1\. > 0 , 
.<. -c2 ~- c . .! 

parabolisch: - 1-- =-1-- +iAc ([c[=1, A reell). z--c ,_c 

§ 2. Hauptsatz der konformen Abbildung. Abbildung der 
universellen Überlagerungsfläche eines mehrfach 

zusammenhängenden Gebietes. 
7. Über die Abbildung allgemeinerer Gebiete als der in§ 1 betrachteten 

setzen wir vor allem folgenden Abbildungssatz als bekannt voraus. 
A. Jedes einfach zusammenhängende schlichte Gebiet G, dessen Be

randung F mehr als einen Punkt enthält, kann auf das Innere des Einheits
kreises eineindeutig und konform bezogen werden. 

FallsFeinen freien Jordanbogen t enthält, so wird diesem eineindeutig 
und stetig ein Bogen der Kreisperipherie entsprechen. 

Der erste Teil dieses Fundamentalsatzes ist als spezieller Fall im 
nachstehenden Hauptsatz der konformen Abbildung enthalten. 

B. Jede einfach zusammenhängende RIEMANNsche Fläche F läßt sich 
eineindeutig und, bis auf eventuelle innere Windungspunkte endlicher 
Ordnung, konform auf eines der nachstehenden N armalgebiete abbilden: 

1. Die V ollebene (elliptischer Falt) ; 
2. Die punktierte Ebene (parabolischer Fall); 
3. Der Einheitskreis (hyperbolischer Fall). 
Die Abbildungsfunktion, welche die Fläche F auf emes der drei 

Normalgebiete bezieht, ist bis auf eine eineindeutige und konforme 

1 Als ,.frei" bezeichnet man einen solchen zum Rand T gehörigen Jordanbogen y, 
dessen innere Punkte nicht als Häufungspunkte außerhalb von y gelegener Rand
punkte vorkommen. 
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gegenseitige Abbildung dieser Normalgebiete eindeutig bestimmt. Nach 
§ 1 wird eine solche Abbildung stets von einer linearen Transformation 
vermittelt. Ein Übergang von einem der drei Normalgebiete zu einem 
anderen wird hierbei nicht möglich sein: es lassen sich also sämtliche 
einfach zusammenhängende RIEMANNsche Flächen in drei Typen ein
teilen, entsprechend den drei Normalgebieten, in die sie konform abbild
bar sind. 

Unter Beachtung wohlbekannter Eigenschaften linearer Trans
formationen, welche teilweise auch in § 1 besprochen wurden, schließt 
man, daß die Abbildung eindeutig festgelegt wird, wenn man fordert, 
daß im Falle 1 drei Paare vorgegebener Punkte, im Falle 2 zwei Paare 
vorgeschriebener Punkte (falls der einzige Randpunkt des Normalgebietes 
festgehalten wird) und im Falle 3 ein Paar von Punkten und zwei 
Richtungen in ihnen einander entsprechen sollen. 

Sofern es sich um ein schlichtes, von einer Jordankurve begrenztes 
Gebiet handelt, läßt sich wegen der Stetigkeit der Abbildung auf den 
Rändern die Unität der Abbildung auch derart erzielen, daß drei Paare 
von Randpunkten einander zugeordnet werden. 

8. Von dem allgemeinen Uniformirisierungssatz B wird im folgenden 
nur selten, und wenn, dann immer unter ausdrücklichem Hinweis 
darauf, Gebrauch gemacht werden. In diesem vorbereitenden Ab
schnitt werden wir eingehender nur einen speziellen Fall dieses Satzes 
besprechen, der für das folgende von besonderem Gewicht ist. Es handelt 
sich um diejenige Klasse RIEMANNscher Flächen, auf welche das 
Problem der konformen Abbildung mehrfach zusammenhängender Ge
biete führt. 

Ein derartiges Gebiet kann auf einen Kreis nicht mehr eineindeutig 
konform bezogen werden, denn die Zusammenhangszahl ist eine topa
logische Invariante, die bei einer topologischen, d. h. stetigen und ein
eindeutigen Abbildung erhalten bleibt. Dagegen kann zwischen diesen 
Gebieten eine vieldeutige, nämlich eine unendlich-eindeutige konforme 
Albbildung hergestellt werden. Diese ließe sich durch gewisse cha
rakteristische Eigenschaften der gesuchten analytischen Abbildungs
funktion analytisch präzise definieren. Wir wollen uns indes auf einen 
allgemeineren Standpunkt stellen, indem wir den topalogischen Teil der 
Abbildungsaufgabe (Forderung der Stetigkeit und der umkehrbaren 
Eindeutigkeit im Kleinen) von der speziellen Bedingung der Analytizität 
(Konformität) trennen. Dies geschieht durch die Einführung des Begriffes 
der universellen Überlagerungsfläche des gegebenen mehrfach zusammen
hängenden Gebietes folgendermaßen. 

9. Wir beschränken uns auf die Betrachtung eines schlichten Gebietes G 
von endlicher Zusammenhangszahl p. Die Berandung eines solchen Ge
bietes setzt sich aus p verschiedenen Kontinuen oder Punkten y1 , ... , y p 
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zusammen. Wir verbinden die Mengen y1 und y2 durch einen innerhalb 
G verlaufenden Jordanbogen q1 , und verfahren in gleicher Weise mit 
y2 und y3 , ... , yp und y1 . Das Gebiet G zerfällt durch die derart gezogenen 
Querschnitte q1 , •.. , qp, welche punktfremd gewählt werden können, 
in zwei einfach zusammenhängende Gebiete G1 und G2 , welche von den 
Querschnitten q. und den p Randpunktmengen y. begrenzt werden. 

Um nun zu der universellen Überlagerungsfläche von G zu gelangen, 
nehmen wir andererseits ein schlichtes, einfach zusammenhängendes 
Kurvenpolygon G~, das von p Jordanbogen begrenzt ist. G~ könnte 
ganz beliebig gewählt werden; nur um eine anschauliche und in den 
folgenden Untersuchungen oft vorkommende wichtige Figur zu erhalten, 
wollen wir die Seiten des Polygons speziell als einander berührende Ortho
gonalkreisbogen des Einheitskreises wählen, falls p > 2 ist; für p = 2 nehme 
man das Zweieck G~ als einen Parallelstreifen an. Wir vervielfältigen 
alsdann das Polygon durch einen unbeschränkt fortzusetzenden Spiege
lungsprozeß: G~ wird zuerst an jeder seiner p Seiten gespiegelt; dem aus 
G~ und den durch die Spiegelung entstandenen p Polygonen G~ zu
sammengesetzten Polygon F 1 , dessen Seitenanzahl p (p -1) beträgt, 
wird durch wiederholte Spiegelung ein Kranz von p (p -1) Polygonen 
angehängt; mit dem in dieser Weise konstruierten Polygon F 2 verfährt 
man dann in analoger Weise und so weiter in infinitum fort. 

Im Falle p = 2 füllt das System der Parallelstreifen F. die ganze 
Ebene aus. Entsprechendes gilt für p > 2; da jede Spiegelung den Ein
heitskreis invariant läßt, so dringen die Polygone allerdings nie ins 
Äußere dieses Kreises, auf dessen Peripherie sämtliche Polygonspitzen 
belegen sind; es läßt sich aber andererseits unschwer zeigen, daß das 
Polygonnetz schlicht und lückenlos das Innere dieses Kreises ausfüllt, 
und zwar so, daß jeder Peripheriepunkt als Häutungspunkt der Polygone 
Gi", G~v+l erscheint. 

Auf die so hergestellte Netzfläche F wird nun das Gebiet G durch 
eine stetige und im kleinen eineindeutige Abbildung folgendermaßen 
bezogen: Zuerst denken wir uns das Innere des Teilgebiets G1 von G 
auf das Innere eines beliebigen der Gebiete Gi• topologisch und bis auf 
den Rand stetig abgebildet, so daß sich die inneren Punkte der begrenzen
den Querschnitte q. und die der Seiten des Polygons eineindeutig ent
sprechen; außerdem werden den Randpunktmengen y. die Spitzen des 
Polygons zugeordnet (diese letzte Zuordnung ist also nur dann einein
deutig, wenn jede Menge y. sich auf einen Punkt reduziert). Durch den 
oben erklärten unendlichen Spiegelungsprozeß sind andererseits sämt
liche Polygone Gi• (v = 0, 1, ... ) aufeinander topologisch (und sogar 
konform) bezogen, und die Zusammensetzung beider Abbildungen ergibt 
eine Abbildung des Gebietes G1 auf sämtliche Gebiete Gi", so daß jedem 
Punkt von G1 eine unendliche Menge äquivalenter d. h. durch eine gerade 
Anzahl aufeinander folgender Spiegelungen verbundener Punkte der 
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Fläche F entspricht. In analoger Weise verfahren wir auch mit dem 
Gebiet G2 , indem wir es auf ein beliebiges Polygon G~v+ 1 topalogisch 
abbilden, wobei die Ränderzuordnung so bewerkstelligt wird, daß die 
Bildpunkte der Querschnittspunkte q, stets mit den in den ersteren 
Abbildungen (von G1) vorkommenden Bildpunkten derselben Punkte 
zusammenfallen. 

Als Ergebnis dieser Konstruktion ist eine stetige, im kleinen um
kehrbar eindeutige, im ganzen dagegen unendlich- eindeutige Abbildung 
zwischen den Inneren der Gebiete G und F hervorgegangen. Jedem 
Punkt von G entspricht eine unendliche Folge äquivalenter Punkte 
von F. Zwei nebeneinander gelegene Polygone Gi•, G~v+ 1 bilden einen 
Fundamentalbereich der Fläche; die 2 p- 2 Seiten eines solchen Gebietes 
sind paarweise äquivalent. Identifiziert man zwei äquivalente Rand
punkte, so entsteht ein Gebiet, das als topalogisches Abbild des Ge
bietes G erscheint. Die äquivalenten Punkte sowie die Fundamental
gebiete sind durch eine Gruppe von Transformationen aufeinander be
zogen, welche aus einer geraden Anzahl sukzessiver Spiegelungen zu
sammengesetzt sind und die, wie schon jede einzelne Spiegelung, die 
Figur F in sich selbst überführt. Diese Gruppe der Decktransformationen 
kann durch Zusammensetzung von p-1 Fundamentalsubstitutionen und 
deren inversen Substitutionen erzeugt werden, wofür diejenigen Trans
formationen gewählt werden können, die ein beliebiger Punkt von F 
erfährt, wenn man den Bildpunkt in G einen Umlauf um je eine gewisser 
p-1 der Randpunktmengen y. beschreiben läßt; sie können offenbar 
auch als diejenigen speziellen Decktransformationen definiert werden, 
welche den P-1 Paaren äquivalenter Seiten eines beliebigen Fundamental
gebietes zugeordnet sind durch die Vorschrift, daß sie je eine Seite in 
die äquivalente überführen. 

Durch die Abbildung von G auf F haben wir die universelle Über
lagerungsfläche eines p-fach zusammenhängenden Gebietes eindeutig 
definiert. Die Fläche F ist als eine Darstellung der Überlagerungsfläche 
zu betrachten; diese Darstellung ist eine spezielle unter unendlich vielen 
anderen möglichen. Der Begriff der Überlagerungsfläche ist topa
logischer Natur: als Repräsentant dafür kann, statt der besonderen 
Fläche F, jede Fläche F' angenommen werden, welche aus der Figur F 
durch eine topalogische Abbildung hervorgeht. Eine Abbildung des 
Gebietes G auf ein Gebiet F', welche durch Zusammensetzung der oben 
definierten Abbildung von G auf F mit einer topalogischen Abbildung 
von F auf F' entsteht, wollen wir zu der Abbildung G-+ F isomorph 
nennen. Die universelle Überlagerungsfläche wird durch den Inbegriff 
dieser isomorphen Abbildungen erklärt. 

Unwesentlich vom Standpunkt der Definition der Überlagerungs
fläche aus ist also z. B., daß wir im Falle p > 2 diese Fläche durch 
eine offene endliche, im Falle p = 2 dagegen durch eine unendliche 
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Kreisscheibe (punktierte Ebene) dargestellt haben, denn diese Flächen 
sind aufeinander topalogisch abbildbar. Gewöhnlich denkt man sich die 
Überlagerungsfläche über das betreffende GebietGunendlich vielblättrig 
ausgebreitet: man gibt sich eine unendliche Folge kongruenter Exemplare 
der beiden Teilgebiete G1 und G2 , mit denen diese überdeckt werden, 
indem man die einzelnen Exemplare längs der Querschnitte qv genau 
wie die Gebiete Gi" und G~·· + 1 in der Figur F zusammenheftet. In der 
so entstandenen mit der Fläche F topalogisch äquivalenten, unendlich 
vielblättrigen Fläche G"' sind die unendlich vielen, einem gegebenen 
Punkte von G zugeordneten äquivalenten Punkte sämtlich über jenem 
Punkt gelegen, wodurch die Benennung "Überlagerungsfläche" ihre 
Erklärung findet. Die Fundamentalbereiche sind hier mit den ver
schiedenen Blättern von G"' identisch. - Als topalogisches Abbild 
einer Kreisscheibe ist die universelle Überlagerungsfläche eines p-fach 
zusammenhängenden Gebietes einfach zttsammenhängend. 

10. Das Wesentliche im Begriffe der universellen Überlagerungs
fläche (wie überhaupt in dem Begriffe einer RIEMANNschen Fläche) ist 
nach obigem die Regel, nach welcher die Fundamentalbereiche ("Blätter") 
aneinander gefügt sind. Diese Regel, das Verzweigungsschema der Fläche, 
kann analytisch durch die Gruppe der Deckformationen charakterisiert 
werden; geometrisch läßt sie sich noch einfacher als durch die Figur F 
durch folgende, mittels F herstellbare Konfiguration veranschaulichen1 . 

Man nehme in den Gebieten G1 und G2 je einen Punkt, P1 und P 2 , 

und verbinde dieselben durch p Jordanbogen l,.(v=1, .. . ,p), so daß lv 
nur den Querschnitt qv schneidet. Dem Liniensystem l,. entspricht auf der 
Fläche eine baumartige Linie, welche in der untenstehenden Abbildung 

I 
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1 
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t 
0 
I Abb. 3· 

I ,1 'o,....... 1/ 
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für p = 2, 3, 4 schematisch gezeichnet ist. Die Kreispunkte ( 1) und 
Kreuzpunkte (2) dieses "topologischen Baumes" sind den Gebieten 
G1 und G2 , die "Glieder" (12), (21) wiederum den Seiten dieser Gebiete 
eineindeutig zugeordnet. Der topalogische Baum läßt sich offenbar 
umgekehrt zur Herstellung der Figur F verwenden, woraus hervorgeht, 

1 A. SPEISER [2], R. NEVANLINNA [10]. 
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daß die Überlagerungsfläche durch dieses Schema topalogisch voll
kommen definiert ist. 

I I. Nachdem die topalogische Seite des Problems durch die obigen 
Ausführungen vollständig klargelegt worden ist, können wir jetzt, indem 
wir auch die spezielle Forderung der Konformität berücksichtigen, 
unsere Abbildungsaufgabe folgendermaßen genau formulieren: 

Es soll eine zu der oben erklärten Zuordnung G-+ F isomorphe konforme 
Abbildung von G auf ein schlichtes Gebiet K hergestellt werden. 

Indem wir die Gebiete G und Kin der komplexen z- bzw. x-Ebene 
gelegen denken, nehmen wir an, x = x (z) sei eine analytische Funktion, 
welche die gesuchte Abbildung G-+ K vermittelt. Aus den definierenden 
Eigenschaften dieser Abbildung schließt man unmittelbar, daß die 
Abbildungsfunktion nachstehenden Bedingungen genügt: 

1. x (z) ist innerhalb G unbeschränkt analytisch fortsetzbar; 
2. x (z) ist einwertig, d. h. den Mittelpunkten von zwei verschiedenen 

Funktionselementen entsprechen stets verschiedene Funktionswerte; 
3. Das von den Funktionswerten (zufolge der Einwertigkeit) schlicht 

überdeckte Wertgebiet K ist einfach zusammenhängend. 
Diese Eigenschaften sind umgekehrt für die abbildende Funktion 

charakteristisch: nimmt man nämlich an, eine analytische Funktion 
erfülle die drei obengenannten Bedingungen, so löst sie unsere Abbildungs
aufgabe. Um dies einzusehen, zeichne man die Querschnitte qv und 
verfolge, bei Berücksichtigung der drei Voraussetzungen, die Art und 
Weise, in welcher sich die Abbilder der zwei Teilgebiete G1 und G2 neben
einander lagern; man überzeugt sich davon, daß die Abbildung tatsächlich 
mit der topologischen Zuordnung G-+ F isomorph ist. Die obenstehenden 
drei analytischen Bedingungen genügen also schon, um die Abbildungs
aufgabe vollständig zu definieren. Auf die Möglichkeit einer analytischen 
Formulierung des Problems wurde bereits hingewiesen. 

Als topologisches Abbild der Kreisscheibe F ist das Gebiet K einfach 
zusammenhängend, und es wird folglich entweder von einem Punkt oder 
von einem Kontinuum begrenzt. Da im letzteren Falle, nach dem 
Fundamentalsatz über konforme Abbildungen schlichter Gebiete, eine 
weitere konforme Abbildung von K auf den Einheitskreis möglich ist, 
so bedeutet es keine Einschränkung der Allgemeinheit, von vornherein 
anzunehmen, daß K entweder mit der punktierten Ebene oder mit dem 
Innern des Einheitskreises zusammenfällt. 

Die Umkehrfunktion z=z(x) von x=x(z) ist eine innerhalb K 
eindeutige, aber vielwertige Funktion, die jeden Wert z, der durch einen 
inneren Punkt von G repräsentiert wird, in einer unendlichen Anzahl 
äquivalenter Punkte x annimmt. Es seien nun x1 (z) und x2 (z) zwei ver
schiedene Elemente der Funktion x (z), deren Mittelpunkte übereinander 
liegen (d. h. denselben Zahlenwert z haben) und die diese Mittelpunkte in 
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die Punktex = x1 bzw. x = x2 überführen. Diese zwei äquivalenten Punkte 
sind aufeinander bezogen durch die Decktransformation x2 = x2 (z (x1)), 

welche in K unbeschränkt fortsetzbar ist und nach dem Monodromie
satz somit eine für 1 x I < 1 eindeutige Funktion definiert; dasselbe 
gilt nun aber auch für die Umkehrfunktion, woraus folgt, daß die 
zwischen x1 und x2 bestehende Relation eine eineindeutige und konforme 
Abbildung von K auf sich selbst erklärt, die sich nach dem in Nr. 3 
angegebenen Satz auf eine lineare Transformation reduzieren muß. 

Die Decktransformationen bilden also bei einer konformen Abbildung 
der Überlagerungsfläche eine Gruppe von linearen Transformationen (5), 
welche den KreisKinvariant lassen. Die mehrdeutige Abbildungsfunktion 
x = x (z) ist eine linear polymorphe Funktion, deren Zweige sich den 
Transformationen (5) gemäß vertauschen, wenn der Punkt z einen ge
schlossenen Weg beschreibt. Die eindeutige, für I x! < 1 definierte 
meromorphe Umkehrfunktion z = z (x) wiederum ist eine automorphe 
Funktion, die ihren Wert behält, falls man auf die Veränderliche x 
eine beliebige Substitution der Gruppe (5) ausübt. 

Die Existenz dieser automorphen Funktion ist durch den Hauptsatz B 
gesichert. Da wir nun aber, wie bereits weiter oben bemerkt wurde, 
die Anwendung dieses allgemeinen Satzes soweit als möglich vermeiden 
wollen, werden wir in dem folgenden Paragraphen einige Fragen etwas 
genauer erörtern, die für die Herstellung der Abbildung der hier be
trachteten Überlagerungsfläche von Bedeutung sind und die uns zugleich 
zu einigen für das folgende wichtigen Eigenschaften der Abbildungs
funktion führen werden. 

§ 3. Fall der p-fach punktierten Ebene. 
12. Wir betrachten vorerst einen besonderen Fall, der später eine 

wichtige Rolle spielen wird. Die Berandung des p-fach zusammen
hängenden Gebietes G möge sich auf p "?:;_ 2 Punkte a1 , ••• , ap reduzieren; 
es handelt sich also um die konforme Abbildung der universellen Über
lagerungsfläche G"' (a1 , ..• , ap) der an diesen p Stellen punktierten Ebene. 

Im einfachsten Falle, p = 2, wird diese Fläche, die sich unendlich 
vielblättrig um die zwei Randpunkte a1 , a2 windet, durch die elementare 
Transformation 

z-a1 . 
x = odog---- ß z- a2 ' 

(4) 

wo oc. und ß willkürliche Konstanten und die Randpunkte a1 , a2 vom 
unendlich fernen Punkte z = oo verschieden angenommen sind, auf 
die punktierte Ebene x + oo konform abgebildet. Die Fläche G"' (a1 , a2) 

gehört also dem parabolischen Typus an. 
Nimmt man als Querschnitte qv(v= 1, 2) die zwei Bogen, in welche 

ein beliebiger durch die Randpunkte a1 , a2 gehender Kreis durch diese 
Punkte geteilt wird, so findet man als Bilder des Kreisinnern G1 und des 
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Kreisäußern G2, die einander spiegelbildlich zugeordnet sind, ein System 
von kongruenten, paarweise symmetrischen Parallelstreifen, die die 
x--Ebene überdecken; eine Figur also, die mit der zur topalogischen 
Definition der Überlagerungsfläche konstruierten Figur F identisch ist. 
Die Existenz der Abbildungsfunktion (4) hätte man auch unter 
Vermeidung der Theorie der elementaren Transzendenten, in genauer 
Analogie mit dem bei der Konstruktion der topalogischen Abbildung 
Goo-+ F verwendeten Verfahren, so nachweisen können, daß man zuerst 
den Kreis G1 auf einen Parallelstreifen G~ abbildet, so daß die zwei Rand
punkte a1 , a2 in die beiden unendlich fernen Randpunkte übergehen, 
was nach dem Fundamentalsatz A möglich ist; durch analytische Fort
setzung der derart gewonnenen Abbildungsfunktion mittels des ScHWARZ
sehen Spiegelungsprinzipes ergibt sich schließlich die gesuchte Abbildung. 

Die konforme Abbildung der Fläche G"' (a1 , a2 , a3) läßt sich ebenfalls 
auf dem zuletzt beschriebenen Wege ausführen. Man teilt das Gebiet G 
wieder in zwei Gebiete G1 und G2 durch den von den Punkten a1 , a2 , a3 

bestimmten Kreis, und bildet das Gebiet G1 auf das Innere eines von 
drei beliebigen, einander berührenden Orthogonalkreisen des Einheits
kreises ; x: < 1 gebildeten Spitzendreiecks konform ab, so daß die drei 
Randpunkte a,, in die drei Spitzen übergehen. Durch analytische Fort
setzung mittels des Spiegelungsprinzips entsteht eine unendlich viel
deutige analytische Funktion x = x (z; a1 , a2 , a3), welche die gewünschte 
Abbildung leistet. In der x-Ebene wiederum entsteht die vorhin kon
struierte Figur F (Modulfigur). Die so gewonnene automorphe Umkehr
funktion z=z(x; a1 , a2 , a3) ist die Modul/unktion. - Die Fläche 
G"' (a1 , a2 , a3) ist vom hyperbolischen Typus. 

In den höheren Fällen p > 3 läßt sich die obige Konstruktion der 
Abbildungsfunktion x(z; a1 , •• • , ap) nicht mehr wiederholen (außer 
für spezielle symmetrische Lagen der Windungspunkte av) ; denn selbst 
wenn die Randpunkte av auf einem Kreise liegen, ist der Nachweis 
dafür, daß das Innere des Kreises auf ein geeignetes Spitzenpolygon 
von der in Nr. 9 betrachteten Art so abbildbar ist, daß die p > 3 Rand
punkte a. den p Spitzen zugeordnet werden, nicht mit Hilfe des Funda
mentalsatzes zu erbringen. 

Zur Konstruktion der Abbildung empfiehlt es sich, in den Fällen 
p > 3 zuerst eine vorbereitende Hilfstrausformation mittels der oben 
konstruierten Modulfunktion vorzunehmen. Bevor wir dazu übergehen, 
wollen wir jedoch, unter der Annahme der Existenz der Abbildungs
funktion, einige Eigenschaften derselben beweisen. 

Zuerst soll gezeigt werden, daß die Überlagerungsfläche G"' (a1 , .•. , ap) 
auch für p > 3 zum hyperbolischen Typus gehört. 

Wäre nämlich die Fläche G"' (a1 , ••. , ap) für p ?;;_ 3 vom parabolischen 
Typus, also auf die offene Ebene x=l= oo schlicht und konform abbildbar, 
so würde die Umkehrfunktion z=z(x; a1 , ••• , ap) eine in der ganzen 
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endlichen Ebene eindeutige, bis auf isolierte Pole reguläre Funktion, 
also eine meromorphe Funktion sein, welche die Werte a1 , ... , ap und 
insbesondere also die Werte a1 , a2 , a3 nicht annimmt. Daß dies nicht 
möglich ist, folgt aus dem 

Satz von PICARD. Eine für t + co eindeutige meromorphe Funktion f (t), 
welche drei verschiedene Werte a1 , a2 , a3 ausläßt, reduziert sich auf eine 
Konstante. 

Zum Beweise dieses berühmten Satzes fixiere man, dem klassischen 
Vorbild PICARDs [1] folgend, einen beliebigen Punkt t + co und in dem 
entsprechenden Punkt z = f (t) einen beliebigen Zweig der linear poly
morphen Funktion x = x (z; a1 , a2 , a3). Durch Zusammensetzung dieser 
zwei Funktionselemente wird die Veränderliche x als eine Funktion 
x = x (f (t); a1 , a2 , a3) = q; (t) von t erklärt, die in der offenen Ebene 
t + co unbeschränkt fortsetzbar ist, da die innere Funktion f die einzigen 
für die äußere Funktion x(z) kritischen Werte a1 , a2 , a3 vermeidet. 
Wegen des einfachen Zusammenhanges des Gebietest+ co ist q;(t) nach 
dem Monodromiesatz eindeutig, und da es ferner beschränkt ist (I q; I< 1), 
so muß es nach dem LIOUVILLEschen Satze konstant sein. Da die 
äußere Funktion x (z) keine Konstante ist, so folgt hieraus, daß die 
innere Funktion f (t) sich auf eine Konstante reduzieren muß, was zu 
beweisen war. 

Die automorphe Umkehrfunktion z c= z (x; a1 , ... , ap) ist nicht 
konstant; aus dem PICARDschen Satz folgt also, daß sie für P~3 als 
Existenzgebiet nicht die punktierte Ebene haben kann; sie ist somit 
innerhalb des Einheitskreises I x · < 1 erklärt, und die Überlagerungs
fläche G co gehört folglich dem hyperbolischen Typus an, sobald die 
Anzahl p der Grenzpunkte größer als zwei ist. 

13. Wir kommen nun zu der Frage, wie sich das Fundamentalgebiet 
der automorphen Funktion z = z (x; a1 , ••• , ap) in den höheren Fällen 
P> 3 konstruieren läßt!. 

Es läßt sich zeigen, daß, wie in den Fällen p = 2, 3, die Kreisfigur K, 
welche vermittels der Funktion x = x (z; a1 , •.• , «p) als Bild des Gebietes 
G = G1 + G2 entsteht, mit der oben (Nr. 9) erklärten Figur F nicht nur 
topalogisch äquivalent, sondern, bei geeigneter Wahl der zwei Teil
gebiete G1 und G2 , sogar identisch ist. Zu diesem Zweck untersuchen 
wir die Fundamentalsubstitutionen der zugehörigen Gruppe (S) der 
Decktransformationen von K, als welche, wie wir gesehen haben, ein 
System von p-1 Substitutionen 51 , •.. , Sp_1 genommen werden kann, 
die einen Uniauf um je einen der Punkte z=a1 , .. . , ap_1 entsprechen. 

Wir wählen, nachdem der Punkt av durch einen kleinen Kreis vom 
Radius e isoliert worden ist, in der Kreisscheibe 0< !z-av' < g einen 
beliebigen Punkt, und fixieren in ihm ein Funktionselement, das 

1 Vgl. F. NEVANLINNA [2]. 
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die Substitution 5. erfährt, wenn der Punkt z einen Umlauf um a. be
schreibt. Setzt man dieses Element in der Kreisscheibe unbeschränkt 
fort, so entsteht eine vieldeutige Funktion, deren Zweige durch die 
von den Potenzen 5! (k = 0, ± 1 , ... ) der Substitution 5. gebildeten 
Untergruppe der Gruppe ( 5) zusammenhängen. 

Als eine Substitution, die den Einheitskreis invariant läßt, ist 5. 
entweder elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch (Nr. 6). Wir werden 
zuerst zeigen, daß die letztgenannte Möglichkeit zutrifft. Hierbei werden 
wir wesentlich die evidente Tatsache benutzen, daß der Punkt x (z) 
für z ~ a. gegen den Rand I x I = 1 rücken muß. 

Nehmen wir zunächst an, 5. sei eine elliptische Transformation 

x-c1 1 iß ~-c1 1 
rp (x) = -- ·-=- = e -. -·-=-x - c2 c1 I; - C2 C1 

mit den Fixpunkten c1 , c2 (I c1 1 < 1 , c1 c2 = 1), so erfährt der Ausdruck 

2:n T&T logrp(x (z)) 

bei einem Umlauf vonzum den Punkt a., der den Wert x in den durch 
die Transformation 5,. bestimmten Wert ~ überführt, den Zuwachs 
± 2 n i. Die Funktion 

2:t 1 2n 

eTDr ogq; = q)OT 

ist also in dem Kreisring 0< lz-a.l< e eindeutig, und da sie wegen 
der leicht bestätigten Relation 1 rp I< 1 für dieselben Werte z beschränkt 
ist, so folgt aus dem CAUCHY-RIEMANNschen Satz über hebbare Singu
laritäten analytischer Funktionen, daß sie für z = a. regulär ist; sei 
rp(a.) = b.. Beachtet man den Zusammenhang zwischen rp und x, so 
folgt, daß auch x sich in z = a. regulär verhalten würde, falls b. + c1 , 

während es sich im Falle b.= c1 in eine Reihe der Form 

mlßl 

x = c1 + (z- a.) 2 " \ß (z-a.) 
entwickeln ließe. Beide Fälle sind ausgeschlossen, weil x für hinreichend 
kleines e dann die Kreisscheibe I z- a. I< e auf ein ganz innerhalb I X I< 1 
liegendes Gebiet abbilden müßte, während doch jxj ~ 1 für z~ a. sein muß. 

Man nehme zweitens an, 5. sei eine hyperbolische Transformation. 
Wenn ihre auf der Peripherie des Einheitskreises gelegenen Fixpunkte 
mit c1 , c2 bezeichnet werden, so kann 5. in der Form 

( ) 
Ä X - Cl ~ - Cl 

ffJ X = e X- c2 = ~ - c2 

geschrieben werden, wo 1\ eine reelle Zahl ist. Wir bilden alsdann 
den Ausdruck 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 

~logq;(x) 
e '~ 

2 
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wobei stets derjenige Zweig des Logarithmus genommen wird, der durch 
die Ungleichung cx. <arg cp < cx. + n definiert ist, wo cx. den von der Kreis
peripherie I x i = 1 und der Sehne (c1 , c2) gebildeten Winkel bezeichnet. 
Setzt man für x die Funktion x (z; a1 , ... , ap) ein, so wird der Exponent 
bei vollen Umläufen von z um den Randpunkt av stets um ein Multipel 
von 2ni vermehrt, und die durch den Exponentialausdruck definierte 
analytische Funktion von x ist infolgedessen eindeutig in der Umgebung 
von a,. Ferner ist sie daselbst beschränkt, denn ihr absoluter Betrag ist 

auf das Intervall (e-~"', e-~."'-.!_i~) eingeschränkt. NachdemCAUCHY
RIEMANNschen Satz schließt man wieder, daß diese Funktion für z = a. 
regulär und, da ihr Modul nach unten beschränkt ist, von Null ver
schieden sein muß. Hieraus ergibt sich dann weiter, daß auch der Exponent 
des betrachteten Ausdruckes, sowie schließlich auch die Funktion x 
selbst im Punkte z = av regulär ist, was jedoch ihren definierenden Eigen
schaften widerspricht. 

Die Substitution s. kann also auch nicht hyperbolisch sein, und 
es bleibt als einzige Möglichkeit übrig, daß s. parabolisch ist. Hieraus 
läßt sich über das Verhalten der Abbildungsfunktion X im Punkte z = av 
eine wichtige Schlußfolgerung ziehen: Wenn 5,, den Peripheriepunkt 
x = c. des Einheitskreises zum Fixpunkt hat, so ist sie in der Form 

.;+c,, x+c,, . 
-e-·-- = -· -- + z w 
s;-Cv X-Cl' 

darstellbar, wo w eine von Null verschiedene, positive Konstante ist 
(Nr. 6). Wie oben schließt man nun, unter Anwendung des CAUCHY
RIEMANNschen Satzes, daß der Ausdruck 

2;r X+ Cv 

V' (z) = c w x- cv 

eine im Punkte z = av reguläre Funktion von z darstellt. Ferner muß 
V' (a,,) gleich Null sein, denn andernfalls würde man auf denselben Wider
spruch wie oben, nämlich auf die Regularität der Funktion x im Punkt 
z=av, stoßen. Man hat also in der Umgebung von a,, eine Entwicklung 

w(z)=b(z-a,.)"+ ... (n2';1, b+o) 
und also 

x+ Cv 
x*= x- c-;; = ß+ylog(z-a,.) +s(z-a,,), 

wo e(z- av) für z--+ a. verschwindet!. 
Aus dieser Entwicklung ist zunächst zu sehen, daß der betrachtete 

Funktionszweig für z--+ av den Fixpunkt X= cv als Grenzwert hat. Ferner 
sieht man, daß der Punkt x*, dessen Lage in der Nähe von z = av sich 

1 Falls der Grenzpunkt av unendlich fern liegt, so hat man in den obigen Ent

wicklungen z- av durch -1 · zu ersetzen. z 
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asymptotisch durch den Ausdruck ß + y log (z- a.) bestimmt, asym
ptotisch eine GeradeLe beschreibt, wenn z eine kleine Kreislinie I z- a. 1 = (! 

in beiden Richtungen umkreist; da andererseits die Variabilität von x* 
auf die linke Halbebene beschränkt ist, so folgt, daß Le mit der imaginären 
Achse parallel sein muß, und daß also die Bildkurve des genannten 
Kreises in der x-Ebene eine geschlossene Kurve ist, die den Einheits
kreis im Fixpunkt x = c. berührt. Jeder Kurve, die mit einer be
stimmten Richtung in z = a. einmündet, entspricht wieder in der x*-Ebene 
eine Kurve, welche eine zur reellen Achse parallele Gerade als Asymptote 
hat; als Bildkurve im Einheitskreis I x I< 1 ergibt sich infolgedessen ein 
Bogen, der die Peripherie I x I = 1 in x = c. orthogonal schneidet. - Die 
Gesamtanzahl aller Punkte c., welche durch verschiedene Wahl des 
Anfangselementes x (z) als Bildpunkte dem Grenzpunkt a. zugeordnet 
werden können, ist unendlich; diese Fixpunkte liegen auf der Peripherie 
I x I = 1 überall dicht. 

Nunmehr läßt sich die Gestalt des Fundamentalgebietes der auto
morphen Umkehrfunktion leicht bestimmen. Man wähle die p Jordan
bogen q., durch welche wir das Gebiet Gin zwei Halbblätter G1 und G2 

geteilt haben (Nr. 9), so daß sie mit bestimmten Tangenten in den 
Grenzpunkten a. münden. Dann entspricht nach obigem jedem Halb
blatt immer ein Spitzenpolygon P. des Einheitskreises I x I< 1 , das von 
p, den Bogen q. entsprechenden Orthogonalbogen J.. des Kreises I x I= 1 
begrenzt wird, und dessen Spitzen Fixpunkte der den Punkten a. zu
geordneten parabolischen Substitutionen sind. Zwei benachbarte Polygone 
P. bilden einen Fundamentalbereich F. der automorphen Funktion. 

Durch geeignete Wahl der Kurven q. kann man es immer so einrichten, 
daß die Polygone P. von lauter Orthogonalkreisbogen des Einheitskreises 
begrenzt werden. Man braucht nur von einem beliebigen, in oben 
erklärter Weise konstruierten Polygonsystem P. auszugehen und dann 
in jedem Polygon die Kurven J.. durch einen, die Endpunkte desselben 
verbindenden Orthogonalkreisbogen J.. zu ersetzen. Ist nun S eine 
Substitution, durch welche zwei, einem "Schnitt" q. zugeordnete 
Seiten ;.: , ;.:' aufeinander bezogen sind, so führt S die Endpunkte von 
;.;, in die Endpunkte von ;.:' über und transformiert folglich auch die 

- -

Orthogonalbogen ;.: und ;.:', durch welche wir jene Seiten ersetzt haben, 
ineinander. Zwei beliebigen derartigen Bogen entspricht somit ein wohl
bestimmter Bogen q., welcher die Endpunkte von q. verbindet. Durch 
diese Kurven q. müssen wir somit die Einteilung G = G1 + G2 vornehmen, 
um zu einer Figur zu gelangen, in welcher sämtliche Fundamentalgebiete 
von lauter Orthogonalbogen des Einheitskreises begrenzt sind1• 

1 Die beiden "Hälften" eines Fundamentalgebietes sind auch bei dieser be
sonderen Wahl der Kurven q. im allgemeinen nicht spiegelbildlich zueinander. 
Man kann zeigen, daß dies nur dann zutrifft, wenn sämtliche Punkte av auf einer 
Kreislinie liegen. 

2* 
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14. Wir müssen hier auf eine vollständige Darstellung des Beweises 
für die Existenz der Abbildung G ,. K, welche oben in den Fällen P> 3 
vorausgesetzt wurde, verzichten. Am einfachsten gestaltet der Existenz
beweis sich bei Anwendung des CAI\ATHEODO RY-KoEBEschen Schmiegungs
verfahrens (durch welches auch der Fundamentalsatz A (Nr. 7) unschwer 
begründet werden kann) 1. Wir beschränken uns hier darauf, an folgende 
Hauptpunkte eines nach dieser Methode geführten Beweises zu erinnern. 

a) Vermittels der linear polymorphen Funktion x ·~ x (z; a1 , a2 , a3) 

wird das Gebiet auf den, an den unendlich vielen Bildpunkten a~ 

(i = 1, 2, ... ) der Randpunkte z = a,. (v c= 4, ... , p) punktierten Ein
heitskreis G' konform und unendlich-eindeutig abgebildet. 

b) Durch wiederholte Anwendung der bekannten CAI\ATHEODORY

KoEBEschen Wurzeltransformation wird G' auf eine Folge von Gebieten G" 
sukzessiv abgebildet, welche aus dem, an den Bildpunkten der Punkte a,, 
punktierten Einheitskreis bestehen. Wird der innerhalb dieses Kreises 
liegende Windungspunkt stets in clen, dem :;\fullpunkt znnächst liegenden 
Randpunkt von Gk verlegt, so ist die Abbildung G _, Gk konform und 
unendlich-eindeutig. Die Randpunkte vermehren sich bei wachsendem k, 
rücken aber für k-+ co sämtlich gegen die Peripherie des Einheitskreises. 

c) Die Abbildung G-+G" nähert sich für k-+ co einer Grenzabbildung, 
welche sämtliche geforderten Eigenschaften besitzt. 

Dieser Existenzbeweis zeigt zugleich daU, wie bereits oben bewiesen 
wurde, die abzubildende universelle UberlagerungsWiche vom hyper
bolischen Typus ist. 

§4. Der allgemeine Fall eines p-fach zusammenhängenden 
Gebietes. 

15. Wenn das Gebiet nicht mehr von lauter isolierten Punkten 
begrenzt wird, und also mindestens eine der Randpunktmengen y" ein 
Kontinuum ist, so lassen sich die wichtigsten Eigenschaften der Ab
bildung G-+ ]{ durch eine Kombination der Resultate der vorigen 
Nummer mit dem Fundamentalsatz A herleiten. Wir beschränken uns 
hierbei auf denjenigen, für die Anwendungen wichtigsten Fall, wo die 
Randkontinua Yv Jordankurven sind. Einfachheitshalber wollen wir 
weiter voraussetzen, daß keine cler p Mengen y" sich auf einen Punkt 
reduziert; wie die nachstehenden Resultate für die derart ausgeschlossenen 
Mischfälle zu modifizieren sind, dürfte ohne weiteres einleuchtend sein, 
weswegen wir auf diese Fälle auch späterhin nicht näher eingehen wollen. 

Um die gesuchte Abbildung c; ->-1{ herzustellen, nehmen wir nun 
außerhalb der äußersten Kurve y1 und innerhalb der inneren Rand
kurven y2 , ... , yp je einen äußeren Punkt z=a,.(1'=1, ... , p) des 

1 Vgl. z. B. CARATHEODORY [4]. 
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Gebietes G und bilden zunächst das Gebiet GO> (a1 , ... , ap) durch die 
Abbildungsfunktion x (z; a1 , •.. , ap) auf das Innere des Einheitskreises 
ab. Das Äußere von y1 und das Innere von y2, ••• , yp werden hierbei 
auf gewisse Gebiete H~, H;, ... , H~ abgebildet, welche innerhalb des 
Einheitskreises gelegen sind, so daß ihre Ränder, die aus den, den 
Konturen y. entsprechenden Jordanbogen y!(i = 1, 2, ... ) bestehen, 
den Kreis I x I= 1 in je einem der den Punkten a. zugeordneten Fix
punkte ct berühren, außer im Falle p = 2, wo die Linien y! (v = 1, 2) 
durch den unendlich fernen Randpunkt gehen. Als Bild von G hat man 
also dasjenige von den Jordanbogen y! begrenzte einfach zusammen
hängende Gebiet G', welches aus der Kreisscheibe I x I< 1 entsteht, 
wenn die Gebiete H! entfernt werden. Die gewünschte Abbildung erhält 
man einfach dadurch, daß das schlichte Gebiet G' weiter auf den Einheits
kreis abgebildet wird, was nach dem Fundamentalsatz A möglich ist. 

Daß die Figur K, die durch die derart hergestellte Abbildung im 
Einheitskreise entsteht, mit der Figur F isomorph ist, sofern man die 
inneren Punkte des Einheitskreises ins Auge faßt. ist evident; in der 
Tat beziehen sich ja auch die Bedingungen unseres Problems ausschließ
lich auf das Verhalten der Abbildung im Innern der Gebiete G und K. 
Was nun aber das Randverhalten der Abbildung betrifft, so unterscheidet 
sich der hier betrachtete Fall, wo die Punktmengen y. Jordanbogen sind, 
von dem Falle Gro (a1 , ... , ap) darin, daß auch auf dem Kreisrande diesen 
Mengen keine Punkte, sondern eine Folge von Bogen y! entsprechen. 
In der Tat folgt aus dem Fundamentalsatz A über die Ränder
zuordnung bei konformer Abbildung schlichter Gebiete, daß jedem 
Jordanbogen y! ein bestimmtes Segment y~ des Kreises zugeordnet ist. 
Im Falle p = 2 reduziert sich die Anzahl dieser Segmente auf zwei zu
einander komplementären Bogen y1 und y2 der Kreisperipherie. Ein 
kompliziertes Bogensystem entsteht dagegen für F~J, wo jedem y. 
unendlich viele y! entsprechen. Eine interessante Frage ist, ob die 
zusammengelegte Länge dieser Bogen den vollen Betrag 2 n erreicht. Daß 
dem tatsächlich so ist, daß also die Komplementärmenge der Peripherie
punkte das Maß Null hat, soll im folgenden Abschnitt gezeigt werden. 

II. Lösung des DIRICHLETschen Problems 
für ein schlichtes Gebiet. 

§ 1. Das PoiSSONsche Integral. 
16. Als wesentliches Hilfsmittel in den nachfolgenden Untersuchungen 

werden einige Sätze aus der Theorie der harmonischen Funktionen ver
wendet. Die Grundlage dieser Sätze bildet die Lösbarkeit der ersten 
Randwertaufgabe, d. h. die Möglichkeit, mit vorgegebenen Randwerten 
eine in einem Gebiet G harmonische Funktion zu konstruieren. Unter 
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Anwendung der Ergebnisse des ersten Abschnittes soll in diesem Para
graphen folgender spezielle Fall dieses allgemeinen Satzes vollständig 
begründet werden. 

In jedem Randpunkt z = C eines in der z-Ebene gelegenen schlichten, 
von den Jordankurven T1 , .•. , Tp berandeten p-fach zusammenhängenden 
Gebietes G sei ein reeller Wert u (C) vorgeschrieben, so daß diese Funktion 
auf jedem Bogen T. beschränkt und bis auf höchstens eine endliche Anzahl 
von Punkten stetig ist. Es existiert dann eine und nur eine innerhalb G 
harmonische und beschränkte Funktion, welche bei Annäherung an einen 
Stetigkeitspunkt z = C dem betreffenden Randwert u (C) zustrebt. 

17. Falls G der Einheitskreis I z · < 1 ist, so wird die Randwertaufgabe, 
wie zuerst von H. A. ScHWARZ gezeigt worden ist, durch das PmssoNsche 
Integral 2n 

( i<r 1! ;o 1-r• df} 
ure l=21i u(e )1+r•-=2rcos(#=cp) (1) 

0 

gelöst!. Wie in I, § 1, bewiesen wurde, ist der Kern des Integrals eine 
harmonische Funktion des Aufpunktes z = r ei ·~ und dasselbe gilt somit 
auch für das PorssoNsche Integral, in jedem Punkt des Einheitskreises. 
Um weiter einzusehen, daß die durch das Integral definierte Funktion 
für z-+ C gegen den vorgegebenen Randwert u (C) strebt, empfiehlt es sich 
zunächst, die speziellere Randwertaufgabe zu betrachten, wo u (C) auf 
einem Bogen C1C2 (C1 = e;,?,, C2 = ei'~') des Einheitskreises von der Länge 
1J2 -1J1 =cx(O<cx""5::.2n) den Wert 1 annimmt, während es auf dem 
Komplementärbogen verschwindet. Das PmssoNschc Integral geht 
dann in .?, 

21n f 1 + r•-~12-; ;:s (i1-=--fP) a 1J 
{), 

über; dieser Ausdruck stimmt mit dem auf S. 7 definierten, "harmoni
schen Maß" w(z; f}v 1J2) des Bogens ({}11J2) überein und hat also, wie 
daselbst gezeigt wurde, die geforderten Randeigenschaften. 

Nach dieser Vorbereitung kehren wir zu dem allgemeinen Integral ( 1) 
zurück, das sich auch in der Form 

2.n 

u(z)=ju(e; 0)dw(z; 0, {}) (1') 
iJ=O 

schreiben läßt. Sei C =Co= ei ü, ein Stetigkeitspunkt von u (C), 8 eine 
beliebig kleine positive Zahl und f}1 '51J;;::;ß2 ein den Wert Co umgebendes 
Intervall, wo die Schwankung von tt (C) kleiner als 8 ist. Es wird dann 

2:t 

u(z) -u(C0) = J (u(i&) -u(C0))dw 
11=0 

t!, 01 +2n 

= J (8)dw+ J (u(e; 0)-u(C0))dw, 
1}1 if2 

1 H. A. ScHWARZ [1]. 
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wo <e> eine Größe von einem Betrag< e bezeichnet!. Hier ist der Betrag 
des ersten Gliedes rechts kleiner als e, während das zweite Glied höchstens 

2Mw(z; {}2 , {}1 +2n) 

beträgt, wo M das Maximum von lu(C)I bezeichnet. Strebt nun z gegen 
den Punkt Co= eifJ,, wo ja{}1 <{}0 <{}2 ist, so verschwindet das harmonische 
Maß w (z; {}2 , {}1 + 2 n) gleichmäßig. Es läßt sich somit eine Zahl e. 
finden, so daß w<e wird für lz-C0 I<e.; für dieselben Wertezgilt dann 

lu(z)-u(C0) l<e(2M +1), 
woraus zu sehen ist, daß u(z) für z--+C0 dem vorgegebenen Randwert 
u (C0) gleichmäßig zustrebt. 

An jedem Unstetigkeitspunkt C0 , wo der links- und rechtsseitige 
Grenzwert u(ei(&,+O)) bzw. u(ei(&,-o)) existiert, hat man, auf einem 
Wege, der mit der positiven Tangente des Kreises lz I= 1 den Winkel 
Ä n bildet, für u (z) den Grenzwert 

Äu(i(&o+O)) + (1-Ä)u(ei(&,-O)). 

Der Beweis gestaltet sich dem obigen, einen Stetigkeitspunkt betreffenden, 
vollkommen analog. 

18. Es soll noch gezeigt werden, daß das PorssoNsche Integral u(z) 
die einzige für I z I< 1 beschränkte Lösung des vorgelegten Randwert
problems darstellt. Sei in der Tat ~ (z) eine gegebene solche Lösung; 
die Differenz v (z) = u (z)- u1 (z) definiert dann eine für I z I< 1 har
monische und beschränkte Funktion, welche in jedem Randpunkt C 
verschwindet, außer möglicherweise in den Unstetigkeitsstellen C1 , ... , Cn 
der Randfunktion u (C), in deren Nähe sie jedenfalls beschränkt bleibt. 
Die Anwendung des Prinzips über das Maximum und Minimum einer 
harmonischen Funktion zeigt nun, daß die Differenz v (z) identisch ver
schwindet, womit die Unität der Lösung der Randwertaufgabe be
wiesen ist. 

Wir werden später sehen (Abschnitt VII), daß das PorssoNsche 
Integral unter viel allgemeineren Voraussetzungen als den obigen zur 
Lösung des DIRICHLETschen Problems führt. 

§ 2. Lösung der allgemeinen Randwertaufgabe. 
19. Nimmt man an, das Gebiet G sei von einer Jordankurve F be

grenzt, so läßt sich die Konstruktion einer harmonischen Funktion, 
die den in § 1 angegebenen Randbedingungen genügt, auf den Kreisfall 
zurückführen, indem das Gebiet auf den Einheitskreis K konform ab
gebildet wird. Da gemäß dem Fundamentalsatz A diese Abbildung 
noch auf den Rändern stetig und eineindeutig ist, so wird die auf 

1 Diese von E. LrNDELÖF herrührende Bezeichnung werden wir auch im folgenden 
oft benutzen. 
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F gegebene Randwertmenge u (C) in eine auf der Peripherie von K 
erklärte, höchstens mit Ausnahme endlich vieler Punkte, stetige Funktion 
übergehen. Mittels des PmssoNschen Integrals wird nun eine sich 
diesen Randwerten stetig anschließende harmonische Funktion kon
struiert, welche, wenn man vermöge der Abbildung K -> G wieder zum 
Gebiet G zurückgeht, in eine innerhalb G erklärte Funktion u (z) trans
formiert wird, die die gegebenen Randwerte u (C) besitzt. Diese Funktion 
ist auch harmonisch, da diese Eigenschaft Variabeltransformationen 
gegenüber, die eine konforme Abbildung vermitteln, invariant ist. 

20. Um nun die vorgelegte Randwertaufgabe für den allgemeinen 
Fall zu lösen, wo die Berandung von G aus mehreren verschiedenen 
Jordankurven T1 , ... , Fp zusammengesetzt ist, nehmen wir die in I, 
§ 4 untersuchte konforme Abbildung der universellen Überlagerungs
fläche des mehrfach zusammenhängenden Gebietes G auf den Einheits
kreis K zur Hilfe. Diese Abbildung wird durch eine linear polymorphe 
Funktion X= X (z) vermittelt, und zwar so, daß jeder Kurve r,, im Falle 
p = 2 ein einziger Randbogen y," im Falle P> 2 dagegen eine unendliche 
Folge punktfremder offener Bogen y~, y~, . . . der Peripherie I x I= 1 
zugeordnet ist (vgl. Nr. 15); die zwischen dem Bogen F,, und je einem 
der Bildbogen y! bestehende Abbildung ist eineindeutig und stetig. 

Wir definieren nun auf dem Bogen y~ eine Randwertmenge u (~), 
indem wir u (~) = u (C) setzen, wobei ~ den dem Punkt C eindeutig zu
geordneten Punkt von yt bezeichnet. Ergänzen wir dann noch die 
Definition von u (~), indem wir u = 0 erklären für jeden Punkt des 
Kreises I~ I= 1 , der keinem der offenen Bogen y~ angehört, so können 
wir das PoiSSONsche Integral ( x = r ei q;, ~ "'= ei 0) 

2n 

( ) 1 j -- ( iN) 1 -- r 2 d{} 
u x =-:2n u e 1 +r•--zrcos(D-tp) 

0 

ansetzen. Der Integrand u (ei 8) weist allerdings im allgemeinen Unstetig
keiten verwickelter Art auf; daß das Integral dessenungeachtet (sogar 
als CAUCHYsches Integral) einen Sinn hat, geht aus dem Umstand hervor, 
daß es als eine konvergente Reihe geschrieben werden kann, als deren 
Glieder die über die einzelnen Segmente yt erstreckten Teilintegrale 
auftreten. Diese Reihe ist, wie man sofort einsieht, in jedem inneren 
Teilbereich von K absolut und gleichmäßig konvergent und die Summe u 
ist somit nach dem WEIERSTRASSschen Reihensatz eine harmonische 
Funktion in K. 

Bei Annäherung an einen beliebigen Punkt eines Bogens y~, der 
Stetigkeitspunkt der Wertmenge u (~) ist, strebt u (x) gegen diesen Rand
wert, denn der von dem betreffenden Bogen y! herrührende Teil des 
Integrals konvergiert nach den Ergebnissen von II, § 1 gegen den vor
gegebenen Randwert, während der Rest des Integrals verschwindet. 
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Die Funktion it (x) besitzt noch eine andere, für uns wichtige Eigen
schaft: sie ist ein automorphes Potential, das bei den Substitutionen der 
Gruppe E, welche der linear polymorphen Funktion X= x(z) zugeordnet 
ist, invariant verbleibt. Um dies einzusehen, betrachten wir das einem 
inneren Punkt ei {} eines Bogens y! entsprechende Element des PorssoN
schen Integrals. Führt man hier eine Substitution S der Gruppe E aus, 
so verbleibt der erste Faktor u (e; 8 ) gemäß der Definition der Rand
funktion u invariant. Was nun den zweiten Faktor, den Differential
ausdruck 

1- r 2 d{} 
1 + r 2 - 2 r cos ({}- tp) 

betrifft, so ist er, wie schon in I, § 1 gezeigt wurde, eine Invariante für 
überhaupt jede den Einheitskreis erhaltende Transformation. Jedes Element 
des PmssoNschen Integrals behält also bei den Substitutionen S seinen 
Wert, und dasselbe gilt somit auch für das Integral. 

Aus dieser Invarianzeigenschaft folgt nun, daß die harmonische 
Funktion u (z) ~u (x (z)) innerhalb G eindeutig ist. Denn läßt man den 
Punkt z, von einem beliebigen Punkt z0 ausgehend, längs eines ge
schlossenen Weges in seine Anfangslage zurückkehren, so erleidet die 
Abbildungsfunktion x (z) eine Substitution S der Gruppe E, und der 
Endwert von u (z) wird also mit dem Anfangswert übereinstimmen. 

Aus den oben auseinandergesetzten Stetigkeitseigenschaften der Ab
bildung G-+K in den Randpunkten von G folgt ferner, daß u(z) für z-+l;, 
dem betreffenden Randwert u (?;,) zustrebt. Die harmonische Funktion 
u (z) stellt somit eine Lösung der gestellten Randwertaufgabe dar. 

Daß die derart hergestellte Funktion u andererseits die einzige Lösung 
des Problems ist, ergibt sich durch einen Beweis, der dem in Nr. 18 
gegebenen nachgebildet werden kann. 

Wir sind jetzt in der Lage den am Ende des ersten Abschnitts in 
Aussicht gestellten Beweis dafür zu erbringen, daß die Bogen y!, welche 
bei der Abbildung G-+ K den Randbogen r. entsprechen, die volle 
Kreisperipherie I x I = 1 ausfüllen. Das harmonische Maß der ganzen 
Berandung Fist konstant gleich 1. Nach obigem gestattet es anderer
seits die Darstellung 

1 __ 1_/ 1-r2 d{} 
- 2:n. 1+r2 -2rcos({}-tp) ' 

y~ 

und es wird demnach für r = 0 

j d{}= 2n, 
y~ 

woraus zu ersehen ist, daß das Maß der Bogen y~ tatsächlich den vollen 
Betrag 2 n erreicht. 
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§ 3. Integraldarstellung der Lösung der Randwertaufgabe 
mittels des harmonischen Maßes. 

21. Es sei oc eine aus endlich vielen Randbogen des Gebietes G zu
sammengesetzte Punktmenge. Nach den Ergebnissen von § 2 dieses 
Abschnittes existiert eine und nur eine innerhalb G harmonische und 
beschränkte Funktion, welche in fedem inneren Punkte von oc den Randwert 1 
annimmt, während sie in fedem inneren Punkt des zu oc komplementären 
Teiles ß der Berandung T = oc + ß verschwindet. 

In Analogie mit der Definition von Nr. 5 wollen wir den Wert dieser 
Funktion in einem inneren Punkt z von G das harmonische Maß der 
Bogen oc im Punkte z in bezug auf G nennen; wir bezeichnen ihn durch 
w (z, oc, G) oder, falls kein Mißverständnis zu befürchten ist, kürzer 
durch w (z, oc). 

Das harmonische Maß w ist konstant gleich 1, falls oc die ganze Be
randung T umfaßt; andernfalls variiert es innerhalb G zwischen den 
Grenzen 0 und 1. Wenn oc und ß zwei punktfremde Bogen sind, so ist 
stets w(z, oc)+w(z, ß)=w(z, y), wo y die Vereinigungsmenge y=oc+ß 
der Punkte oc und ß bezeichnet; speziell gilt w (z, oc) + w (z, ß) c....: 1 , falls 
oc und ß Komplementärbogen sind (oc + ß = T). Das harmonische Maß 
ist also eine additive Funktion des gemessenen Randbogens. 

Um das harmonische Maß in seiner Abhängigkeit von dem Bogen oc 
näher zu untersuchen, denke man sich die Einheitsstrecke 0 ;S t < 1 
in p beliebige Teilstrecken t,. _ 15. t< t,. (v = 1 , ... , p; t0 = 0, tp = 1) ein
geteilt und, für jedes v = 1, ... , p, die v-te Teilstrecke eineindeutig 
und stetig auf die Jordankurve Tv bezogen, welche zur Berandung von G 
gehört (T = T1 + ... + Tp) , so daß der Randpunkt C (t) von G den 
Rand T in positiver Richtung in bezug auf G durchläuft, wenn t stetig 
von o bis 1 wächst. Es sei oc (t) derjenige Teil des Randes T, der dem 
Intervall (0, t) entspricht. 

Man beweist nun, daß w (z, oc (t)) für jedes feste z eine monoton zu
nehmende und stetige Funktion von t ist. Sei nämlich L1 t> 0 und L1 oc 
derjenige Teil von T, welcher dem Intervall t, t + L1 t zugeordnet ist. 
Wegen der Additivität von w ist L1 w =w (z, oc(t+L1 t)) -w (z, oc (t)) =w (z, 
L1 oc), also der Zuwachs L1 w positiv und w somit zunehmend. Um den 
Endpunkt C (t) von L1 oc schlage man den kleinsten Kreis I z-C (t) I ~ e .1 , 

der diesen Bogen L1 oc enthält. Wegen der Stetigkeit des Randpunktes 
C als Funktion von t ist (!.1-+ 0 für L1 t-+ 0. Ist nun I z- C (t) I ~d em 
Kreis, der das ganze Gebiet G enthält, so hat man in 

d d 
u(z) =log TC-zl :log()~ 

eine in G harmonische Funktion, die daselbst nicht negativ und im Kreise 
I z-c I< e LI ' also speziell auf dem Bogen L1 oc' größer als 1 ist. Diese 



Integraldarstellung der Lösung der Randwertaufgabe. 27 

Funktion bildet somit eine Majorante des harmonischen Maßes LI w = w (z, 
LI cx), und wegen u (z) -+ 0 für ein festes z und LI t-+ 0, I? LI-+ 0 gilt hierbei 
auch LI w -+ 0. Das harmonische Maß ist rechtsseitig stetig; die links
seitige Stetigkeit ergibt sich durch eine vollkommen analoge Betrachtung. 

Es besteht somit eine eineindeutige und stetige Zuordnung zwischen 
den Intervallen O;St< 1 und O;Sw< 1. Durchläuft w dieses Intervall, 
so beschreibt also der Randpunkt 1; (t) den vollen Rand F in positiver 
Richtung und umgekehrt. 

22. Nach dieser Vorbereitung können wir nun zeigen, daß die Lösung 
u (z) des S. 22 vorgelegten Randwertproblems die Darstellung 

1 

u(z) = j u(l;)dw (2) 
0 

gestattet, mit w = w (z, cx (t)) und 1; = C(t) . Für den besonderen Fall, 
wo G der Einheitskreis ist, wurde dies bereits in Nr. 17 gezeigt; in 
diesem Falle geht nämlich die obige Darstellung in das PorssoNsche 
Integral über. Im allgemeinen Fall sieht man durch eine, der auf S. 22 
durchgeführten vollkommen analogen Betrachtung leicht ein, daß das 
Integral die geforderten Randeigenschaften besitzt. Ferner ist u (z) 
beschränkt; es variiert nämlich, wie aus (2) ersichtlich ist, zwischen der 
oberen und unteren Grenze der als beschränkt vorausgesetzten Rand
belegung u (1;). Schließlich ist das Integral (2) eine innerhalb G har
monische Funktion. 

Die letzte Eigenschaft ergibt sich am einfachsten als eine Folgerung 
aus der Definition des Integrals als Grenzwert der Funktion 

n 

un (z) =.I u (1;.) LI, w 
1 

für n-+ oo , wo LI. w (v = 1, ... , n) die harmonischen Maße eines Systems 
5" von Teilbogen des Randes F sind, auf denen die Punkte C. beliebig 
zu nehmen sind, und die so gewählt werden müssen, daß ihre Durch
messer (maximale Entfernung zwischen zwei Punkten ein und desselben 
Bogens) für n-+ oo verschwinden. Diese Näherungsfunktion ist eine 
harmonische Funktion von z in G und da die Konvergenz in jedem 
inneren Teilbereich von G gleichmäßig istl, so folgt die Harmonizität der 
Grenzfunktion u (z) mit Hilfe des WEIERSTRAssschen Satzes über gleich
mäßig konvergente Folgen analytischer (oder harmonischer) Funktionen. 

Aus den oben bewiesenen Eigenschaften des Integrals geht hervor, 
daß es, wie behauptet wurde, tatsächlich die Lösung des Randwert
problems darstellt. 

1 Für den Beweis der Gleichmäßigkeit hat man zunächst die Unstetigkeits
stellen von u (C) durch kleine Bogen zu isolieren, die für einen gegebenen inneren 
Bereich von G vom harmonischen Maß <s sind; der übrige Teil der Summe unter
scheidet sich dann vom Integral durch einen Betrag, der kleiner ist als die 
Schwankung von u (C) auf den entsprechenden Bogen Sn. 
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§ 4. GREENsehe Funktion und harmonisches Maß. 
23. Unter gewissen spezielleren Voraussetzungen über den Rand r 

des Gebietes G, läßt sich für die Lösung u (z) eine zweite Integral
darstellung mit Hilfe der GREENsehen Ftmktion g (x, y) des Gebietes G 
aufstellen. In diesem Paragraphen wollen wir einige grundlegende Eigen
schaften dieser Funktion besprechen. 

1. g (x, y) ist eine innerhalb G harmonische Funktion des Punktes 
z = x, außer für x = y, in welchem Punkt sie positiv unendlich ist, so daß 

g(x, y) +log x- y 

auch für x = y harmonisch ist. 
2. g(x, y) verschwindet in jedem Randpunkt x~C des Gebietes G. 
Gemäß dem Minimumprinzip ist g (x, Yl, die in jedem Randpunkt 

des in x = y punktierten Gebietes nichtnegativ ist, in jedem inneren 
Punkt von G positiv. 

Die unter 1 erwähnte, im ganzen Gebiete G harmonische Funktion 
hat die Randwerte log: ( -- y und läßt folglich nach 2 die Darstellung zu: 

g(x, y) +log x--y = 2\i j log!~-ydw(x,~(t)). 
r 

Hieraus ist speziell ersichtlich, daß g (x, y) auch in bezug auf die 
Veränderliche y harmonisch ist. Diese Bemerkung erlaubt auf eine 
wichtige Symmetrieeigenschaft der GREENsehen Funktion zu schließen: 
Der Ausdruck d (x, y) = g (x, y)- g (y, x) ist eine harmonische Funktion 
von sowohl x als y; läßt man zunächst x variieren, so hat g(x, y) die 
Randwerte Null, während g (y, x) jedenfalls nicht negativ ist. Also ist 
limd ;'S 0 in jedem Randpunkt x = C und es folgt aus dem Maximum
prinzip, daß dann überhaupt d'5_0 ist. Wiederholt man nun dieselbe 
Schlußweise für die Veränderliche y, so ergibt sich andererseits, daß 
d "?; 0. Also muß d (x, y) identisch verschwinden, und es gilt demnach 
die Symmetrie 

g(x, y)=g(y, x). 

24. Wir nehmen nun speziell an, daß die Randkurven r von G glatt 1 

und die GREENsehe Funktion daselbst stetig differenzierbar sind. Beide 
Voraussetzungen sind gleichzeitig z. B. dann erfüllt, wenn r analytisch 
ist; denn dann läßt sich g (x, y) gemäß dem Spiegelungsprinzip har
monisch über r fortsetzen. \Veiter setzen wir voraus, daß auch die 
mittels der Randwerte u (C) konstruierte harmonische Funktion u (z) 
auf dem Rand r stetig differenzierbar sei 2 • Wir können dann von der 
GREENsehen Integrationsformel 

!( iJV iJU) J , U -- V - . d s == -- (V LI V- V L1 U) da on iln 
r · c 

1 D. h. stetig und mit einer stetig veränderlichen Tangente versehen. 
2 Falls r analytisch ist, so ist hierzu hinreichend, daß die Randfunktion u (~) 

in bezug auf die Bogenlänge von r stetig differenzierbar ist. 
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Gebrauch machen, wo U und V in G zweimal und auf dem Rande r 
einmal stetig differenzierbare Funktionen sind, ds das Bogenelement von 
rund d (J das Flächenelement von G bezeichnet; L1 bedeutet den LAPLACE
schen Operator und die Ableitungen links sind nach der inneren Normale 
von r zu nehmen. Für U (z) setze man die oben konstruierte Funktion 
u (z) ein; als Funktion V (z) nehme man die GREENsehe Funktion g (z, z0) 

von G. Isoliert man nun den Pol z = z0 durch einen kleinen Kreis vom 
Radius e und setzt dann die Transformationsformel im übriggebliebenen 
Teil von G an, so ergibt sich unter Beachtung der Eigenschaft 1 der 
GREENsehen Funktion durch den Grenzübergang e ~ 0 folgende Dar
stellung, wo wir statt z0 einfach z geschrieben und den beweglichen 
Randpunkt durch C bezeichnet haben, 

u(z)= 2
1n j u(C) Bg~~_!)_ds. (3) 

r 

25. Setzen wir speziell die Randkurven r. analytisch an und halten 
die für die Gültigkeit der Formel (3) nötigen Voraussetzungen über 
das Verhalten der Funktion u (z) auf r aufrecht, so können wir diese 
Formel auf eine einfachere Form bringen, wenn wir die zu g(C, z) kon
jugierte harmonische Funktion in bezugauf die Veränderliche C einführen. 
Diese Funktion - h (C, z) ist bis auf eine additive Konstante eindeutig 
bestimmt und gestattet nach 1, Nr. 23 eine Entwicklung der Form 

h(C, z) =arg(C-z) +v(z), 

wo v (z) eine in der Umgebung von C = z eindeutige harmonische Funktion 
ist. Beschreibt C einen kleinen Kreis in positiver Umlaufsrichtung um 
den Pol z, so erhält h den Zuwachs 2 :n. Ist G mehrfach zusammen
hängend, so erfährt auch v (z) im allgemeinen gewisse additive Zuwächse 
(Periodizitätsmoduln) , wenn C die inneren Randkurven T 2 , .•• , Fp 
umkreist. 

Nach den CAUCHY-RIEMANNschen Gleichungen ist in einem Rand
punkt C 

8g(C,z) 8h(C,z) -On- = -8s ---

wo die letzte Ableitung in der positiven Richtung des Randhagen
elements ds zu nehmen ist, und es wird also gemäß (3) 

u(z) = 2
1n j u(C)dh(C, z), (4) 

r 

wobei der Punkt C den Rand in positiver Richtung durchläuft. 
Ein Vergleich mit der Integraldarstellung (2) (II, § 3) weist auf einen 

Zusammenhang zwischen der Funktion h und dem harmonischen Maß 
w (z, IX) eines Bogens IX= IX (C) hin, der von einem willkürlichen festen 
Randpunkt Co und dem beweglichen Randpunkt C begrenzt wird. In 
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der Tat findet man auch, wenn man das harmonische Maß des Rand
bogens 1X(C1) durch die Formel (4) darstellt, wobei man also u(C) = 1 
für alle Punkte von IX und u (C) = 0 für alle übrigen Randpunkte zu 
setzen hat, 

w(z,IX)= 2
1:n-Jdh(C,z)= 2

1n(h(C1 ,z)-h(C0 ,z)). 

Das harmonische Maß w (z, IX) ist also gleich dem durch 2 n dividierten 
Zuwachs, den die zur GREENsehen Funktion g(C, z) (in bezug auf C) kon
jugierte harmonische Funktion - h (C, z) erfährt, wenn C den Bogen IX in 
negativer Richtung durchläuft. 

26. Dieses Resultat haben wir unter gewissen speziellen Stetigkeits
voraussetzungen über den Rand T hergeleitet. Kehren wir nun wieder 
zu der ursprünglichen Annahme zurück, daß nämlich die Randkurven r. 
ganz beliebige Jordankurven sind, so existiert immer noch sowohl die 
GRE:ENsche Funktion von G und somit auch ihre konjugierte Funktion 
-h, wie auch das harmonische Maß eines jeden Randbogens IX, und 
es entsteht also die Frage, ob der obige Zusammenhang auch unter diesen 
allgemeinen Voraussetzungen gilt. Es soll gezeigt werden, daß dies 
tatsächlich der Fall ist. 

Zu diesem Zweck muß zunächst die Stetigkeit der Funktion h auf 
dem Gebietsrand nachgewiesen werden. 

Geht man mittels der Funktion z=z(x), welche den Einheitskreis 
! x 1 < 1 auf die universelle Überlagerungsfläche G"' abbildet, zu der 
Funktion g(z(x), z0) über, so ist sie, wegen der eineindeutigen und 
stetigen Zuordnung der Bogen r. und yf, (vgl. Nr. 15) auf jedem solchen 
Peripheriebogen y! stetig gleich Null und somit nach dem Spiegelungs
prinzip harmonisch. Hieraus folgt, daß die konjugierte Funktion 
-h(z(x), z0) ebenfalls auf yf, harmonisch und also jedenfalls stetig ist. 
Folglich ist auch h (z' Zo) auf den Randbogen r,, stetig, was zu be
weisen war. 

Die Niveaulinien von g (x, y) und h (x, y) sind, für eine feste Lage 
des Poles y, zueinander orthogonal. Für große Werte der Konstante 
A> 0 schließt sich die Linie g (x, y) = A. um den Pol x = y, erweitert sich 
bei abnehmenden A., um im Falle eines mehrfach zusammenhängenden 
Gebietes G (P> 1) für einen gewissen Wert A. sich selbst zu schneiden. 
Nachher zerfällt die Niveaulinie in mehrere getrennte, geschlossene Teile, 
deren Anzahl von einem gewissen Wert A. ab gleich p ist; diese p ge
schlossenen Kurven gehen für A.--->- 0 in die p Randkurven T,, stetig über. 
Dies alles ist mit Hilfe des Prinzips über das Minimum einer harmonischen 
Funktion leicht einzusehen. 

Von besonderem Interesse sind diejenigen Punkte des Gebietes, in 
denen die GREENsehen Niveaulinien sich selbst schneiden. Die Anzahl 
dieser Punkte beträgt p- 1 . 
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Um dies einzusehen bemerke man, daß die analytische Funktion 
f(x)=g(x, y)--ih(x, y) von x in jedem Punkt x+y von G regulär 
ist und auf geschlossenen, den Punkt y vermeidenden Wegen wegen der 
Eindeutigkeit ihres reellen Teiles Zuwächse erhält, die sich aus rein 
imaginären Periodizitätsmoduln linear (mit ganzzahligen Koeffizienten) 
zusammensetzen; die Periodizitätsmoduln sind gleich den Zuwächsen, 
welche h (x' y) erfährt, wenn X je eine der Randkurven r2' ... ' Tp oder 
den Pol y umkreist. Hieraus folgt, daß die Ableitung f' (x) innerhalb G 
regulär und eindeutig ist. In jedem Punkt x, wo f' + 0, ist die von der 
Funktion f vermittelte Abbildung konform und durch den Punkt geht 
also eine reguläre g-Linie und eine zu dieser senkrechte h-Linie. Ist 
dagegen f' (x) = 0 von der Ordnung k::;; 1, so ist jene Abbildung nicht 
konform; die Stelle x erscheint dann als Schnittpunkt von k + 1 ver
schiedenen Zweigen einer g-Linie und von k + 1 trennenden Zweigen 
einer h-Linie; die Tangenten dieser Zweige im Punkte x teilen die Ebene 

in gleiche Winkel der Größe 2 (Ii ~ t). Die obenerwähnten Schnitt

punkte der g-Linie sind also mit den Nullstellen von f' (x) identisch. 
Um die Anzahl dieser Stellen zu berechnen, nehme man jetzt eine so 

große Zahl A1 > 0 und eine so kleine Zahl A2 > 0, daß die Niveaulinie 
g=A für A=A1 eine den Pol x=y umgebende Jordankurve ist, während 
g=A2 in p getrennte Jordankurven zerfällt. In den Gebieten g:=;;A1 , 

und g;'SA2 ist dann sicher f'(x) =FO. Nach dem Prinzip der Variation 
des Arguments einer analytischen Funktion ist die Anzahl der Null
stellen von f' innerhalb des Gebietes }.1> g> A2 gleich dem Zuwachs von 
arg/' bei einem positiven Umlauf um den gesamten Gebietsrand, dividiert 

durch 2 n. Nun ist, wenn ds ein Bogenelement einer g-Linie ist, ~~ =0 

und daher, wenn man das Differential dx mit dem positiv gerichteten 
Element des Randes vom Gebiete A1 > g> A2 zusammenfallen läßt, in 
jedem Randpunkt 

f' (x) = ci_j_ =- i !:h 
dx dx' 

somit arg/' (x) =- argdx + const. Bei einem positiven Umlauf erhält 
der Richtungswinkel d x den Zuwachs 2 n auf der äußersten Kurve 
g=A2 während er auf jeder der p-1 inneren Kurven g=A2 und auf 
g=A1 um 2n abnimmt. Die gesamte Zunahme von arg/' ist somit gleich 
2 n (p -1) , woraus ersichtlich wird, daß die gesamte Anzahl der Null
stellen von f', welche mit den Verzweigungsstellen der g-Linien zu
sammenfallen, tatsächlich gleich p- 1 ist. 

Über den Verlauf der h-Linien ist folgendes zu bemerken: Falls G 
einfach zusammenhängend ist, so ist - g + ih einfach gleich dem Log
arithmus der Abbildungsfunktion, welche G in den· Einheitskreis über
führt, so daß der Pol x= y dem Nullpunkt entspricht. Die h-Linien 
erscheinen also als Bilder der Radien des Einheitskreises; sie strömen 
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folglich vom Pole x = y aus, so daß zwei Linien, welche den Werten 
~, h2 entsprechen, sich unter dem Winkel h2 - h1 schneiden, und münden 
in bestimmte Randpunkte aus. Wenn der Randpunkt einen vollen Umlauf 
(in positiver Richtung) beschreibt, so nimmt der h-Wert um 2n zu. 

Im Falle eines mehrfach zusammenhängenden Gebietes ist die Funktion 
f=C-g+ih 

nicht mehr eindeutig in G. Beschränkt man sich jedoch auf ein Teil
gebiet g> A> 0, wo .A. so groß gewählt wird, daß dieses Teilgebiet G;, 
einfach zusammenhängend wird, so gibt die obige Exponentialfunktion 
eine eineindeutige und konforme Abbildung von G .< auf den Kreis 
JtJ<e--', woraus zu ersehen ist, daß die h-Linien im Gebiete G.< das 
oben beschriebene einfache Verhalten aufweisen. Auch im Falle eines 
mehrfach zusammenhängenden Gebietes gilt also, daß die vom Pole 
ausströmenden h-Linien dem Wertintervall (0,2n) zugeordnet sind, 
so daß zwei den Werten h1 , h2 entsprechende Linien einen Winkel der 
Größe h2 - h1 einschließen. 

Außerhalb des Gebietes G1. werden gewisse (endlich viele) h-Linien 
einander schneiden, und zwar in den oben besprochenen Verzweigungs
stellen der g-Linien. Jede solche h-Linie spielt die Rolle einer Grenzlinie, 

welche die unmittelbar kleineren und grö
ßeren ·werten entsprechenden h-Linien in 
zwei Gruppen teilt, die auf verschiedenen 
Randkurven rv enden. Durch jeden Ver
zweigungspunkt gehen mindestens zwei 
Zweige einer solchen Grenzlinie und aus 
Segmenten dieser Zweige läßt sich stets 
ein Bogen zusammensetzen, der jene zwei 
Randkurven miteinander verbindet, ohne 
durch den Pol zu gehen. Man vergleiche 

Abb. 4. hierzu Abb. 4, welche den Verlauf der Grenz
linien im Falle p = 2 darstellt. 

Nunmehr läßt es sich leicht zeigen, daß das harmonische Maß w (z, oc) 
eines Randbogens oc gleich dem Zuwachs von h (C, z) auf diesem Bogen 
ist. Zieht man nämlich die den Endpunkten von oc entsprechenden 
h-Linien: h = h1 , h = h2 (0 ~h2- h1 ;:;:: 2 n), so schneiden diese aus der 
Niveaulinie g=.A.> 0 einen Bogen oc;. aus, der für .A.-+0 stetig in oc über
geht. Ist nun G.< das durch g > .A. definierte Gebiet, so ist nach S. 30 

2nw(z, oc1., G;.)=h~·-h1 . 

Andererseits strebt die Kurve g = .A. für .A.-+ o gegen den Rand F, 
woraus unter Beachtung der definierenden Eigenschaften des har
monischen Maßes folgt, daß der absolute Betrag der Differenz 

w (z, oc, G) -- w (z, oc;., G1.) 



Über die Niveaulinien des harmonischen Maßes. 33 

für hinreichend kleines A auf g = A. beliebig klein gemacht werden kann; 
nach dem Prinzip vom Maximum gilt also dasselbe im ganzen Gebiet G;, 
und man schließt infolgedessen, daß die obige Differenz im gegebenen 
Punkte z für A.-->- 0 verschwindet. Also ist auch 

2:n:w(z, IX, G)=h2-h1 , w. z. b. w. 

Aus dem Obigen ergibt sich gleichzeitig eine neue geometrische 
Deutung des harmonischen Maßes: 

Das harmonische Maß eines Randbogens in einem Punkt z ist gleich 
dem durch 2 :n: dividierten Winkel, den die von z zu den Endpunkten des 
Bogens laufenden h-Linien einschließen. 

§ 5. Über die Niveaulinien des harmonischen Maßes. 
27. Falls G der Einheitskreis und IX ein Peripheriebogen ist, der 

die volle Peripherie nicht umfaßt, so fallen die Niveaulinien KÄ: 

w(z, IX, G) =A 

mit denjenigen Kreisbogen zusammen, welche die Endpunkte von IX 

verbinden. Durch konforme Abbildung schließt man hieraus, daß das 
System der Niveaulinien ein analoges Verhalten aufweist, wenn IX ein 
Randbogen eines von einer Jordankurve T begrenzten Gebietes G ist: 
Die Linie K;. endet in den Endpunkten von IX und streicht einmal über 
die Fläche G, wenn A von 0 bis 1 wächst. 

28. In dem allgemeinen Fall, wo tx aus mehreren (endlich vielen) Rand
bogen eines von endlich vielen Jordanbogen r.(v= 1' ... 'p) begrenzten 
Gebietes G ist, zerfallen die w-Linien im allgemeinen in mehrere getrennte 
Zweige. Da w = 1 oder 0 in jedem inneren Punkt von tx, bzw. von dem 
Komplementärbogen ß ist, so können die Linien für O<A< 1 hier nicht 
enden. Es sind also nur zwei Fälle möglich: entweder sie enden in den 
Endpunkten von IX, oder aber sind sie geschlossen, in welchem Falle sie 
ein oder mehrere Randbogen Tv einschließen müssen (wie überhaupt 
jede geschlossene Teilbogen einer Niveaulinie). 

Wir betrachten nun die analytische Funktion 

rp (z, IX, G) = w (z, IX, G) + i w (z, IX, G) 

wo(;) die zu w konjugierte Funktion bezeichnet; w ist bis auf eine additive 
Konstante bestimmt. Im Falle eines mehrfach zusammenhängenden 
Gebietes (p > 1) erhält sie auf geschlossenen Wegen Zuwächse, die von 
p -1 , den inneren Randkurven T2 , ... , T p _ 1 entsprechenden Periodizi
tätsmoduln linear abhängig sind. 

Wenn nun G speziell eine Halbebene und IX ein Segment (z1 , z2) ihrer 
Begrenzungsgeraden ist, so hat w die Form 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 3 
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und es ist also 
i z-z1 

m= -log---
r :n; z-z2 ' 

woraus zu sehen ist, daß diese Funktion das Innere von G auf den 
Parallelstreifen 

O<w<1 (P) 

der rp = w + i w-Ebene eineindeutig und konform abbildet. Entsprechendes 
gilt somit auch, wenn G von einer beliebigen Jordankurve r begrenzt 
ist, auf welcher der Bogen ot liegt. In der Abbildung G -+ P entsprechen 
die Unstetigkeitspunkte von w (z) den unendlich fernen Randpunkten 
w=±oo. 

29. Falls P> 1 oder ot aus mehreren Bogen zusammengesetzt ist, so 
fallen die Werte der Funktion rp offenbar immer noch auf den Parallel
streifen P; die Abbildung ist aber nicht mehr im Innern von G aus
nahmslos konform. Als Ausnahmestellen erscheinen die Nullstellen, der 
Ableitung rp' (z), die, wie aus den oben erklärten Eigenschaften von 
rp(z) folgt, innerhalb G eindeutig und regulär ist. Diese Nullstellen 
sind Verzweigungsstellen der Niveaulinien w = A. 

Wir beweisen zunächst, daß die Verzweigungsstellen sich nicht gegen 
den Rand F häufen können. Zu diesem Zwecke nehmen wir einen Rand
punkt 1;, der z. B. auf der äußersten Randkurve F1 liegen möge, und 
bilden das von F1 begrenzte Gebiet, das G als Teilgebiet enthält, auf die 
Halbebene ~ x> 0 konform ab. Die Funktion rp geht in eine, in einem 
Teilgebiet G* dieser Halbebene definierte reguläre Funktion rp* (x) über; 
der Kurve F1 entspricht die reelle Achse und dem Punkt 1; ein Punkt ~, 
in dessen Umgebung das Verhalten von rp* untersucht werden soll. 

Wenn nun C ein Stetigkeitspunkt des harmonischen Maßes w ist, 
so nimmt diese Funktion auf einem den Punkt ~umgebenden Segment 
entweder den Wert 0 oder den Wert 1 an und ist also gemäß dem 
Spiegelungsprinzip in einer gewissen Umgebung I x- ~I ~r von ~ har
monisch; die Funktion rp* ist also hier regulär. Ferner ist rp' (~) =1=0. 
Denn rp* nimmt für x = ~ einen auf die Begrenzung des Parallelstreifens P 
fallenden Wert an, während seine Werte in dem Teil des Kreises 
I x- ~ j ~r oberhalb der reellen Achse innerhalb P liegen. Wäre nun 
rp*' (~) = 0, so müßte rp* in diesem Halbkreis auch Werte außerhalb 
von P annehmen. 

Da also rp*' (~) =I= 0 ist, so kann man eine Umgebung von ~ finden, wo 
die Ableitung rp*' überall von Null verschieden ist. Dieser Umgebung 
entspricht in der z-Ebene eine Umgebung des Randpunktes 1;; hier 

ist rp' (z) = dl: ~~.und da ~; wegen der Konformität der Hilfsahbildung 

von Null verschieden ist, so schließt man, daß der Punkt C nicht ein 
Häutungspunkt der Nullstellen von rp' sein kann. 
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Dasselbe gilt auch, wenn 1; Endpunkt eines Bogens oc ist. Sei 1; ein 
"Anfangspunkt" eines Bogens oc; d. h. der Randpunkt bewege sich in 
positiver Umlaufsrichtung, wenn er, von 1; ausgehend, den Bogen oc 
durchläuft. Der reelle Teil w der transformierten Funktion cp* (x) nimmt 
dann auf dem Segment O<x-~<e der reellen Achse den Wert 1, auf 
dem Segment 0 >X - ~>- e den Wert Null an (für hinreichend kleines 
e > 0). Dieselbe Eigenschaft besitzt die Funktion 

1 1 
Cfi =-.-log -1:--, z:n .,-x 

welche die obere Halbebene auf den Parallelstreifen P abbildet, so daß 
dem Teil x > ~ der reellen Achse · die Gerade w = 1 , dem Teil x < ~ 
die Gerade w = 0 zugeordnet ist. Also ist der reelle Teil von 

'!f'(X) =cp*-cpl 

in jedem Punkt 0< I x- ~~ ~ e der reellen Achse stetig und gleich Null, 
während er in der Umgebung von X= 0 jedenfalls beschränkt ist. Folglich 
ist nach dem Spiegelungsprinzip 1p (x) im Kreise I x- ~ I ~ e regulär 
analytisch, und man hat also für cp* die Entwicklung 

1 1 cp*(x) = -. log--+'!f'(x) z:n ~-x 
(5) 

und 

cp*' (x) = _;__ - 1 - + 1p' (x) z:n ~-x ' 

woraus zu ersehen ist, daß die Fmi.ktion w(z, oc, G) für Z--'>-1; gegen- CD 

strebt und daß !d'P:_ den Grenzwert unendlich hat. Die Ableitung 

cp' (z) = ~~* ~: ist somit in der Umgebung von 1; von Null verschieden. 

Aus (5) ist weiter zu sehen, daß die Funktion cp* (x) den Halbkreis 
J x- ~I< r, ~ x > 0 auf ein gewisses Teilgebiet P, von P eineindeutig 
und konform abbildet, sobald r hinreichend klein ist. Um dies streng 
zu beweisen, schreiben wir x-~=reHJ und erhalten aus (5), wenn wir 
wieder cp*=w+iw schreiben und 1p=u+iv setzen, 

und 

1} 
w=--;t+u+1 

bw 1 fJu 
Ui=--;t+ ()1}. 

Nach den CAUCHY-RIEMANNschen Gleichungen ist hier ~;= -r~~' 
wo ~~ wegen der Harmonizität von v in der Umgebung von x = ~ be

schränkt ist. Also strebt ~; --'>-0 für Y--'>-0 und es ist folglich ~;jedenfalls 
negativ für jedes hinreichend kleine r. 

3* 
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Wir nehmen nun r so klein an, daß die letzte Eigenschaft im 
Halbkreis I x- ~I :Sr gilt. Auf dem Halbkreisbogen [ x- ~I= r ist dann 

~: < 0, und der Punkt<p* = w + i w beschreibt also, wenn x = r ei 11 jenen 

Bogen durchläuft, einen Kurvenbogen b., der doppelpunktfrei ist und die 
Geraden w = 0, w = 1 miteinander verbindet. Dieser Querschnitt b, 
teilt P in zwei einfach zusammenhängende Teile, von denen der untere, 
P" als Bild des Halbkreises erscheint. Aus obigem folgt, daß die Be
randungen dieser beiden Gebiete eineindeutig und konform aufeinander 
bezogen sind. Daß auch die Inneren der Gebiete eineindeutig und 
konform einander entsprechen, folgt bei Beachtung der Relation 

I d rp*l" = (ßw )" + _1_ (~)" 
dx or r 2 o{}, 

in bekannter Weise aus dem Argumentprinzip oder auch daraus, daß 
sowohl rp* im Halbkreis als auch seine Umkehrfunktion in P, unbe
schränkt fortsetzbar ist; beide definieren somit nach dem Monodromie
satz eindeutige Funktionen. 

Es sei noch bemerkt: Wenn man einmal die Zahl r so klein gewählt 
hat, daß das obenstehende Resultat im Halbkreis I x- ~I< r für eine 
gewisse Wahl des Zweiges rp* gilt, so besteht dasselbe Ergebnis für alle 
Zweige von rp* in demselben Halbkreis. Zwei Zweige von rp* unter
scheiden sich nämlich nur durch eine additive, imaginäre Konstante 
und die Vertauschung von Zweigen hat also nur eine Parallelverschiebung 
des Gebietes P, zur Folge. 

Ein analoges Verhalten weist die Funktion in einem "Endpunkt" C 
eines Bogens cx. auf. Ein solcher Punkt ist dem unendlich fernen Punkt 
w = + oo des Parallelstreifens P zugeordnet. 

30. Wir isolieren nun sämtliche Unstetigkeitspunkte C durch kleine 
Bogen B, auf welcheuro = const ist. Nach obigem können diese so gewählt 
werden, daß sie einfach zusammenhängende Umgehungen jener Un
stetigkeitspunkte abtrennen, in welchen die Ableitung q:/ nicht ver
schwindet. Ferner können wir ein so kleines s> 0 finden, daß die Kurven 
w = s, w = 1 - s doppelpunktfrei sind und ein Teilgebiet von G definieren, 
das sämtliche Nullstellen von rp' enthält. Es sei G. das von diesen Kurven 
und den Bogen B begrenzte Gebiet. Für ein hinreichend kleines e setzt 
sich die Berandung r. von G. aus p verschiedenen Jordankurven zu
sammen, entsprechend den p Randkurven r .. 

Um jetzt die Anzahl der Nullstellen der Ableitung rp' zu bestimmen, 
berechnen wir den Zuwachs von arg rp' = arg d rp- arg d z für einen positiven 
Umlauf auf r .. Wenn auf r. insgesamt 2k. (k.2;;;0} Unstetigkeitspunkte 
liegen, so wird das Argument des Bogendifferentials drp auf r. um 
k •. 2 :n; zunehmen, das Argument von dz wiederum um 2 :n; oder - 2 :n;, 

je nachdem v = 1 oder v > 1 ist. Der totale Zuwachs von arg rp' ist 
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also 2n(Ikv+P-2) und wir schließen infolgedessen mit Hilfe des 
Argumentprinzips: 

Die Funktion ({!' (z) hat im Gebiete G insgesamt n + p- 2 Nullstellen, 
wo n die Anzahl derjenigen Bogen IX ist, welche nicht mit einer ganzen 
Randkurve Tv von G zusammenfallen. 

Dieselbe Zahl gibt die Anzahl der Verzweigungsstellen der Niveau
linien des harmonischen Maßes w (z, IX, G) an. 

III. Prinzip über das harmonische Maß 
und seine Anwendungen. 

§ 1. Aufstellung und Begründung des Prinzips. 
31. Von den Ergebnissen der zwei ersten Abschnitte brauchen wir 

im vorliegenden Kapitel vor allem die Existenz des harmonischen Maßes 
w (z, IX, G) eines Bogens IX in bezug auf ein von endlich vielen Jordan
bogen (IX+ ß) begrenztes Gebiet G im Punkte z dieses Gebietes; dieses 
Maß ist durch folgende Bedingungen eindeutig bestimmt: 

1. w (z, IX, G) ist in G harmonisch und beschränkt; 
2. Auf IX nimmt w den Wert 1, auf dem Komplementärbogen ß den 

Wert 0 an. 
Im folgenden werden wir das V erhalten des harmonischen Maßes 

bei konformen Abbildungen des gegebenen Gebietes G untersuchen. 
Führt man eine eineindeutige, im Innern von G konforme und auf 

dem Rand T=IX+ ß stetige Abbildung des Bereiches G+T auf einen 
Bereich G' +T' aus, so daß die Bogen IX, ß in die Bogen IX', ß' übergehen, 
so transformiert sich das harmonische Maß w (z, IX, G) in eine Funktion 
des Bildpunktes z' von z. Da sich die Harmonizität einer Funktion bei 
konformen Abbildungen erhält, so ist diese letzte Funktion eine har
monische Funktion von z'; ferner ist w beschränkt in G' und nimmt 
auf IX' den Wert 1 an, während es auf ß' verschwindet. Die transformierte 
Funktion stimmt somit mit dem harmonischen Maß w (z', IX', G') überein, 
und es ist also 

w (z', IX', G') =w (z, IX, G). 

Das harmonische Maß ist gegenüber eineindeutigen konformen Ab
bildungen des Bezugsgebietes invariant. 

Diese Eigenschaft gilt auch dann, wenn die Gebiete G und G' mehr
fach überdeckt, also RIEMANNsche Flächenstücke sind. 

32. Bei eindeutigen, aber nicht umkehrbar eindeutigen, d. h. mehr
wertigen konformen Abbildungen verhält sich das harmonische Maß 
i. a. nicht mehr invariant. Als Beispiel transformieren wir den Einheits
kreis I z I ;S 1 , auf dessen Peripherie wir gewisse beliebige Bogen IX wählen, 
durch die Funktion z' = z2, welche ! z I ;S 1 in I z' I ;S 1 und IX in gewisse 
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Bogen a.' des Kreises I z' I = 1 überführt. Dann ist im allgemeinen nicht 
w (z, a.) gleich w (z', a.') , wo beide Maße in bezug auf den Einheitskreis 
berechnet sind. Denn der Kreis I z I ~ 1 wird eineindeutig auf die zwei
blättrige Kreisfläche lz' I :S1 abgebildet; und bei dieser Abbildung ent
spricht den über a.' liegenden Bogen, welche in bezug auf den zwei
blättrigen Kreis ebenfalls das harmonische Maß w (z', a.') haben, eine 
Punktmenge von lz I= 1, welche, außer den Bogen a., i. a. noch gewisse 
andere Bogen oc enthält. Wegen der Invarianz des harmonischen Maßes 
gegenüber eineindeutigen Abbildungen ist nun das harmonische Maß 
dieser Punktmenge gleich dem Maß von a.' , also 

w (1'' a.') = w (z' a.) + w (z' oc)' 

woraus zu sehen ist, daß das harmonische Maß der Bogen a. sich durch 
unsere Abbildung vergrößert hat, außer in dem einzigen Fall, wo a. die 
Gesamtheit der den Bogen a.' zugeordneten Bogen enthält; d. h. falls a. 
gegenüber dem Automorphismus z[-z, welcher den Wertz' =Z2 invariant 
läßt, selbst invariant ist. 

33. Diese Vergrößerung des harmonischen Maßes ist nun eine all
gemeine für eindeutige, mehrwertige Abbildungen geltende Tatsache, 
die sich unter gewissen speziellen Voraussetzungen durch eine der oben 
durchgeführten analoge Betrachtung begründen ließe. Wir wollen indes 
dieses Prinzip, welches von großer funktionentheoretischer Bedeutung 
ist, sogleich in einer hinreichend allgemeinen, für die Anwendungen 
geeigneten Fassung aussprechen und beweisen1 : 

Prinzip über das harmonische Maß. In einem von endlich vielen Jordan
bogen r. begrenzten Gebiet G • sei eine eindeutige und reguläre analytische 
Funktion w = w (z) gegeben, welche nachstehenden Bedingungen genügt: 

1. Die Werte w, welche w (z) in G. annimmt, fallen in ein von endlich 
vielen ] ordanbogen Tw begrenztes Gebiet Gw. 

2. In jedem Punkt C gewisser gegebener Teilbogen a., von r. ist w (z) 
stetig und nimmt hier Werte an, die auf einen von endlich vielen Jordan
bogen r:1.w begrenzten (oder gebildeten) 2 Teilbereich Aw von Gw fallen. 

Unter diesen Voraussetzungen gilt in jedem Punkt z von G,, wo w (z) 
eznen außerhalb Aw liegenden Wert annimmt, 

w(z,a..,G.):Sw(w(z),a.w,G:), (1) 

wo G; dasjenige Teilgebiet von Gw ist, welches w (z) enthält und von den 
Punkten Tw und a.w begrenzt wird. 

Beweis. Sei z ein Punkt, wo w (z) außerhalb Aw fällt, und G; 
dasjenige wohlbestimmte Teilgebiet von G"' welches den Punktzenthält 

1 R. NEVANLINNA [12]. 
2 Wir beachten also auch die Möglichkeit, daß der "Bereich" Aw eindimensional, 

aus den Bogen ocw allein zusammengesetzt ist. 
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und, außer von Tz, von der Punktmenge Ii, begrenzt wird, wo w (z) 
Werte der Bogen rxw annimmt. Die Differenz 

u(z) =w(w(z), I:J.w, G!)- w(z, IX., G,) (2) 

ist in c: harmonisch und eindeutig. Bezüglich der Randpunkte z* 
von c: sind vier Fälle zu unterscheiden. 

1. z* liegt innerhalb Gz und gehört somit der Menge ii., an. Hier ist 
w (z*' IX., Gz) harmonisch und jedenfalls ::s 1. Die Funktion w (w (z)' IXw' c;) 
nähert sich wieder dem Wert 1, wenn der Punkt z (innerhalb c;) 

Abb. 5. 

gegen z* strebt; denn w (z) nimmt für z = z* einen Wert auf rxw an, und 
hier wird das betreffende harmonische Maß gleich 1 1. Die Differenz u (z) 
ist also im Randpunkt z* stetig und nichtnegativ. 

2. z* gehört den Bogen IXz an. Dann nähert sich für z-+ z* das erste 
(sowie auch das zweite) Glied rechts in (2) dem Grenzwert 1 und die 
Differenz u (z) ist also wieder für z = z* nichtnegativ (sogar genau 
gleich Null). 

}. z* liegt auf den Komplementärbogen ßz von IX,. Hier verschwindet 
das zweite Glied der rechten Seite von (2), und da das erste Glied jeden
falls nichtnegativ ist, so schließt man, daß limu(z*) ~0 ist. 

4. z* ist ein gemeinsamer Endpunkt von IX, und ßz; die Anzahl dieser 
Unstetigkeitspunkte ist nach Voraussetzung endlich. 

Wir haben also gefunden, daß die beschränkte harmonische Funktion 
u (z) in allen Randpunkten von c:, außer höchstens endlich vielen, 
eine nichtnegative untere Grenze hat. Da u jedenfalls beschränkt ist, 
so ist nach dem Prinzip vom Minimum folglich überhaupt u(z) ~0, und 
es besteht also die Beziehung ( 1), was zu beweisen war. 

34. Das in Nr. 32 betrachtete Beispiel zeigte uns schon, daß die 
Relation (1), selbst bei mehrwertigen Abbildungen, unter Umständen 

1 Durch eine eventuelle Erweiterung des Bereiches Aw kann man nämlich 
immer erreichen, daß w hierbei gegen einen inneren (Stetigkeitspunkt) von ocw 
strebt; nachträglich kann man dann wieder den Grenzübergang zu dem ursprüng
lichen Bereich Aw vornehmen. 
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in eine Gleichheit übergeht. Nehmen wir für einen Augenblick an, daß 
dies für einen inneren Punkt z von Gz zutrifft. Da die harmonische 
Funktion u(z)=w(w(z), rxw, G*)- w(z, rxu Gz) jedenfalls nichtnegativ 
ist, so muß sie nach dem Prinzip vom Minimum identisch verschwinden: 

Die Beziehung (1) geht für einen inneren Punkt z des Gebietes Gz dann 
und nur dann in eine Gleichheit über, wenn für jedes Paar zugeordneter 
Punkte z und w 

w (w' rxw, G;) =W (z' rx" G,). (3) 

Es fragt sich nun, wenn Gz und G; beliebige Gebiete und rt.z, rxw 
gegebene Randpunktmengen derselben sind: Was für eine Funktion 
w = w (z) wird durch die Gleichung (3) definiert ? 

Eine vollständige Antwort hierauf ergibt sich aus den Ergebnissen 
von II, § 5. Setzen wir tp = w + i w, wo w die, bis auf eine reelle Konstante 
bestimmte, konjugierte Funktion von w bezeichnet, so wird (3) äqui
valent mit 

(3 ') 

wo fl ein reeller Parameter ist. 
Falls nun die linksstehende Funktion eine von Null verschiedene 

Ableitung hat, d. h. falls die zu Gw gehörige Zahl n + p- 2 = 0 ist (vgl. 
Nr.30), was dann und nur dann eintrifft, wenn entweder P=1, n=1 
oder n = 0, p = 2 ist, so bildet diese Funktion das Gebiet G; bzw., falls 
p = 2' die Überlagerungsfläche G; 00 ausnahmslos konform auf den 
Parallelstreifen O<w< 1 ab, während der Wert von tp (z, rt.z, Gz) jedenfalls 
innerhalb dieses Streifens variiert. Ein durch (3') gegebenes Funk
tionselement w = w (z) läßt sich also in Gz unbeschränkt fortsetzen 
und definiert somit eine in jedem Punkt von Gz reguläre Funktion. 

Falls Gz einfach zusammenhängend ist, so ist w (z) eine im ganzen 
Gebiet Gz eindeutige Funktion, welche Gz auf eine endlich vielblättrige 
(p = 1) oder unendlich vielblättrige (p = 2) Überlagerungsfläche von G~ 
abbildet. Dieses Ergebnis besteht, wie immer der Parameter fl gewählt 
wird; eine Änderung des [t-Wertes hat nur eine Strömung der Punkte w 
längs den Niveaulinien von w (w, rx"" Gw) zur Folge. 

Ist dagegen Gz mehrfach zusammenhängend, so wird die Funktion 
w (z) i. a. nicht mehr eindeutig sein. Dies wird nur dann der Fall sein, 
wenn die Periodizitätsmoduln von o) (z, rxz, Gz) genaue Multipla der 
Periodizitätsmoduln von w (w, rxw, Gw) sind, was nur für ganz spezielle 
Konfigurationen (Gu Gw) zutrifft. 

Falls die zu Gw gehörige Zahl n+P-2>0 ist, so hat die Ableitung 
rp'(w, rxw, G;) Nullstellen innerhalb G"', und ihre Umkehrfunktion hat im 
StreifenO< w< 1 gewisse algebraische Windungsstellen. Die Gleichung (3') 
definiert jetzt w als eine Funktion von z, die innerhalb Gz mit alge
braischem Charakter fortsetzbar ist, und nur unter ganz speziellen, so
wohl die Periodizitätsmoduln, wie die Lage der Verzweigungsstellen 
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der Niveaulinien der Funktionen w(z, OCz, G.) und w(w, otw. G:) be
treffenden Bedingungen in G. eindeutig ist. 

Bemerkung. Die Tatsache, daß die beim obigen Prinzip vorkommenden 
Extremaltunktionen w (z, !1) i. a. mehrdeutig sind, legt die Frage nahe, 
ob das Prinzip auch für mehrdeutige Funktionen w (z) besteht. Eine 
Erweiterung in dieser Richtung ist tatsächlich möglich; so gilt z. B. das 
Prinzip, wenn w (z) in jedem Punkt von G. eindeutig ist, außer höchstens 
für gewisse Stellen, welche über endlich vielen Stellen des Gebietes G. 
liegen. Auf derartige Verallgemeinerungen wollen wir indes hier nicht 
näher eingehen (Vgl. HöSSJER [1]). 

35. Es ist nützlich, das Prinzip über die Vergrößerung des har
monischen Maßes geometrisch zu deuten. 

Unter den Voraussetzungen von Nr. 33 wird für jedes O<Ä< 1 der 
Punkt w=w(z) innerhalb des Gebietes 1 >w(w, OCw, G:)>A liegen, 
sobald z im Gebiet 1>w(z, oc., G.)>Ä liegt. Dies gilt auch, wenn z auf 
die Niveaulinie w (z, OCz, G.) = Ä fällt, außer für die durch die Gleichung (3') 
definierten Funktionen w=w(z,f1) (falls diese eindeutig sind), welche 
die einem und demselben Wert Ä entsprechenden Niveaulinien in G. 
und Gw ineinander transformieren. 

§ 2. Anwendungen auf den absoluten Betrag einer 
analytischen Funktion. 

36. Zu einem ersten Spezialfall des Prinzips vom harmonischen Maß 
nehmen wir als Gebiet Gw einen Kreis I w I< M und als Bereich Aw einen 
kleineren konzentrischen Kreis Iw I S,m<M. Für das harmonische Maß 
w (w, ocw, G!), wo OCw also die Kreislinie I w I = m und G! der Kreisring 
m< lwi<M ist, hat man dann den Ausdruck 

M 
logfWT 

w=~--u, 

log-:;; 

und unser Prinzip gibt den sogenannten 1 

Zweikonstantensatz. Es sei w (z) eine im Gebiete G reguläre analytische 
Funktion, deren absoluter Betrag daselbst der Ungleichung 

lw(z) 1 S,M 
genügt, während auf gewissen gegebenen Randbogen oc von G 

lim lw(z) I ~m<M. 
Dann gilt in jedem Punkt des Gebietes 0 < A < w (z, oc, G) < 1 die U n

gleichung 
log lw(z) I<A.logm+ (1-Ä)logM. 

1 F. u. R. NEVANLINNA [1], A. ÜSTROWSKI [1]. 
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Auf der Niveaulinie w(z, r:t., G)=A (0<A<1) ist 

log lw(z) I ;SAlogm+ (1-A)logM. 

Tritt, hier Gleichheit für einen Wert z ein, so gilt dasselbe für alle z in G 
und für jedes A (O;SA;S1) und die Funktion w(z) hat die Form 

( ) i ,_. 'I' (z) Ml - 'I' \Z) w z =e m , 

wo fl eine beliebige reelle Zahl und q; (z) diejenige analytische Funktion ist, 
welche als reellen Teil das harmonische Maß w (z, oc, G) hat. 

37. Dieser Satz erlaubt eine interessante Folgerung in bezug auf den 
Maximalbetrag M;. einer in G definierten Funktion w(z) auf der Niveau
linie w(z,oc,G)=A. Wir fixieren zwei Werte A1 ,A2 (0;SA1 <A2 ;S1) und 
betrachten das Gebiet 

A1 <w(z, r:t., G)<A2 • 

Das harmonische Maß der Bogen A2 in bezugauf dieses Gebiet ist offenbar 

gleich ~ -~1 , und der Zweikonstantensatz ergibt die für A1 :S A ;S A2 
.11.2-11.1 

gültige Beziehung 
(.1. -.1.1) log M;., + (.1.2 -.1.) log MJ., 

logM;.;S -------,----,-------. 
/1.2 -Jl,l 

·Errichtet man also in jedem Punkt des Intervalls A1 ;SA;SA2 als Ordinate y 
die Zahllog M;., so wird der Kurvenbogen y = log M;., welcher die Punkte 
A1 , logM;., und A2 , logM;., verbindet, nicht oberhalb der diese Endpunkte 
verbindenden Sehne verlaufen, deren Ordinate durch die rechte Seite 
der obigen Ungleichung gegeben wird. Hieraus schließt man: 

Der Logarithmus des Maximalbetrages log M .< ist eine konvexe Funktion 
des Parameters A. Er hat also eine monoton wachsende, bis auf abzählbar 

dlogM 
viele Sprungstellen stetige erste Abteilung fii --~und für fast alle WerteA 

eine zweite Ableitung. 
Nimmt man speziell auch G als einen Kreisring an, so wirdweine 

lineare Funktion von log I z i , und man findet den HADAMARDschen Drei
kreissatz, wonach der Logarithmus des Maximalbetrages 

maxlw(z): =M(r) 
1•1 ~r 

eine konvexe Funktion von logr ist. 

38. Als zweite Anwendung betrachten wir eine analytische Funktion 
die innerhalb der Halbebene ~ z > 0 regulär und in jedem endlichen Punkt 
z = t der reellen Achse beschränkt ist, so daß 

lim lw(z) I :S1 
für z = t gilt. 

Den Maximalbetrag von w (z) auf einem oberhalb der reellen Achse 
befindlichen Halbkreisbogen I z I = r bezeichnen wir durch M (r) . Wir 
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können dann das Prinzip ansetzen, indem wir das Innere dieses Halb
kreisbogens als Gebiet G, und den von I w I = 1 und \ w I= M (r) begrenzten 
Kreisring als Gebiet Gw nehmen. Für das harmonische Maß des Halb
kreisbogens findet man den Wert 

( 1}) ( 1 z-r) w=2 1-- =2 1--arg-- , 
:n; :n; z+r 

wo -& der Winkel ist, unter dem der Durchmesser (-- r, r) vom Auf
punkte z erscheint. 

Der Zweikonstanteu
satz ergibt uns dann für 
jeden Punkt z des Halb
kreises 

log I w (z) I :S } 

~2(1- !)logM(r). (4) -r 

Fixiert man nun einen 

Punkt z, so wird aus der Figur sofort ersichtlich, daß w = 2 ( 1 - ! ) 
für r-+ oo verschwinden wird. Eine leichte Rechnung ergibt uns die 
Entwicklung (z = t + i -r) 

2 ( • T . T ) 4rT 
w=--;; arcsm r+t +arcsm r-t "-' :n;(r2-t2) · 

Wir bezeichnen durch a die untere Grenze 

a = lim log M (r) 
Y="' 'Y • 

Es wird dann gemäß (4), wo wir, für ein festes z, den Wert r eine Folge 
von Werten r1 , r2 , ••• durchlaufen lassen, die ins Unendliche wachsen 

und für die der Quotient log M gegen a konvergiert, 
'Y 

4a 
log 1 w (z) 1 < n- -r. 

Hieraus folgt insbesondere1 : 

Satz von PHRAGMEN -LINDELÖF. Falls w (z) in der oberen Halbebene 
regulär und in fedem endlichen Punkt der reellen Achse beschränkt ist, 
so daß hier firn I w (z) I ~ 1 , so sind nur zwei Fälle möglich: 

Entweder wächst der absolute Betrag \ w 1 für I z 1-+ oo so schnell ins 
Unendliche, daß die untere Grenze 

lim log M(r) 
'Y 

1 E. PHRAGMEN u. E. LINDELÖF [1]. Eine noch schärfere Fassung dieses Satzes 
wurde von F. u. R. NEVANLINNA [1] gegeben. 
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positiv ausfällt, oder aber die Funktion ist beschränkt, so daß 

lw(z)I:S1 
in jedem Punkt der Halbebene gilt. 

Ferner ergibt sich der Zusatz 1 : 

Falls unter den Voraussetzungen des obigen Satzes w (z) auf einer Folge 
von Halbkreisbogen gegen Null strebt, so daß 

l~ lc>_g ~ (~l == -- r:ü , 

so verschwindet w (z) identisch. 

39. Als dritte Anwendung betrachten wir eine in der oberen Halb
ebene beschränkte Funktion w (z) ( w! ;S 1), welche auf der positiven 
reellen Achse stetig ist und hier gegen einen bestimmten Grenzwert 
(z. B. gegen Null) strebt, wenn z ->- co. Für ein gegebenes beliebig kleines 
0<s(<1) wird dann lw(z) ]<s sein. sobald z auf der positiven reellen 
Achse einen gewissen Punkt z = t0 passiert hat. Wir können also, wenn 
wir die obere Halbebene als Gebiet Gz und das erwähnte Segment der 

Abb. 7-

positiven reellen Achse als Bogen 
rx wählen, den Zweikonstanteu
satz anwenden mit M = 1, m=s, 
und finden 

log !w(z) ~.Alogs (5) 

in jedem Punkt z des Gebietes 
.A5w(z, oc, Gz) ~1. 

Nun sieht man unmittelbar ein, daß das harmonische Maß w gleich 
dem durch n dividierten Betrag des Winkels ist, unter dem das rechts 
von t0 liegende Segment der reellen Achse vom Punkte z erscheint 
(nw=n-arg(z-t0)), und das Gebiet A<w<1 besteht also aus dem 
Winkel, dessen Scheitel in z = t0 liegt und der von der positiven reellen 
Achse und dem Halbstrahl arg (z -- t0 ) = n ( 1 - .A) begrenzt wird. 

Wird also 'Y)>O beliebig gewählt, so gilt, sobald .A im Intervall O<A< 1]_ :n 
genommen wird, die Beziehung (5) in jedem Punkt des Winkels 
O<argz<n-'Y), der oberhalb des Strahls arg(z-t0) =n(1-.A) (im schraf
fierten Gebiet der Figur) liegt. Man folgert hieraus: 

Wenn eine in der oberen Halbebene beschränkte Funktion auf der 
positiven reellen Achse für z-->- co gegen einen Grenzwert konvergiert, so 
strebt sie gleichmäßig gegen denselben Wert in jedem Winkel 

O<argz<n-'Y) (1]> 0). 

Wir bemerken, daß sämtliche harmonische Maße, die wir hier 
gebraucht haben, zu so einfachen Gebieten gehören, daß die Bestimmung 

1 Für weitere Ergebnisse aus demselben Ideenkreis vgl. F. u. ]{. NEVANLINNA [J J. 
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der entsprechenden Maße eine elementare Aufgabe ist, die unmittelbar 
zu lösen ist, ohne allgemeine Existenzsätze aus der Theorie der 
konformen Abbildung heranzuziehen. 

§ 3. Prinzip vom hyperbolischen Maß. 
40. Es sei w (z) wieder eine innerhalb eines Gebietes Gz reguläre, 

eindeutige analytische Funktion, deren Werte für jeden Punkt z von 
Gz in ein Gebiet Gw der w-Ebene fallen. Es sei ferner z0 und w0 = w (z0) 

ein Paar von einander zugeordneten Punkten und g (z, z0 , G z) und 
g(w, w0 , Gw) die GREENsehen Funktionen der Gebiete G"' Gw, welche die 
Punkte z0 bzw. w0 als Pole haben. 

Wir fixieren eine Zahl A > 0 und betrachten die Werte von w (z) im 
Bereiche g(z, z0 , Gz);:;; A; bezeichnet man das Minimum von g(w(z), w0 ,Gw) 
in diesem Bereich mit ft{fl ;:;;o), so liegt also der Punkt w = w (z) 
für dieselben WertezimBereiche g(w, w0 , Gw);:;;fl. Wir können nun 
unser Prinzip ansetzen für die Gebiete c;: O<g(z, z0)<A und Gw, indem 
wir als Bogen IXz die Niveaulinie g = A, als Bogen IXw die Linie g = fl 
nehmen. Es wird dann 

w(Z,IXz, c;)= l g(z, Zo, Gz), 

und es gilt folglich für jeden Punkt z des Bereiches 0 < g < A 

g(w(z), w0 , Gw)> ~- g(z, Z0 , Gz)· 

Für die GREENsehen Funktionen hat man die Entwicklungen 

g(z, z0 , Gz) =log 1--1--1 +u1 (z), g(w, w0 , Gw) =log 1--1 -I +u2 (w), (6) z-z0 w- w0 

wo u1 und u2 für z=z0 bzw. w=w0 stetig sind. Weil nun w(z) im Punkte 
z0 regulär angenommen wurde, so ist der Ausdruck 

IW-W0 I 
z-z0 

m der Umgebung von z0 beschränkt, und es folgt aus (6) 

g(w, w0 , Gw)>g(z, z0 , Gz) (1-c:) 

mit c:--+ 0 für z--+ z0 • Also ist die obere Grenze des Quotienten i für 

A --+ co sicher ;:;; 1 , und es wird somit 

g(w(z), w0 , Gw);:;; g(z, z0 , Gz) 
für jeden Punkt z des Gebietes Gz. 

Als Grenzfall unseres Prinzipes haben wir so das Prinzip von LINDELÖF 
gewonnen1 : 

Es seien Gz und Gw zwei Gebiete und z0 , w0 innere Punkte derselben. 
Wenn w (z) eine in Gz eindeutige, meromorphe Funktion ist, deren Werte 

1 E. LINDELÖF [2]. 
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in Gw fallen und die für z = z0 den Wert w = w0 annimmt, so w1:rd fedem 
Punkt des Gebietes 

g(z, z0 , G.)>A.>O 
ein Punkt w = w (z) des Gebietes 

g(w, W 0 , Gw)>A 
entsprechen. 

41. Es wurde schon oben bemerkt, daß wir in unserer Darstellung 
Gewicht darauf legen, die innere Einheitlichkeit und den gegenseitigen 
Zusammenhang verschiedener wichtiger funktionentheoretischer Sätze her
vorzuheben; in dieser Richtung liegt die prinzipielle Bedeutung des Satzes 
über das harmonische Maß. Strebt man dagegen zu möglichst kurzen 
Beweisen der verschiedenen Folgesätze, so bedeutet das Zurückgreifen 
auf das allgemeine Prinzip oft einen Umweg. Dies gilt auch für das 
LINDELÖFsche Prinzip, das sich einfacher als oben begründen läßt, wenn 
man bemerkt, daß die Differenz g (w (z), w0 , Gw)- g (z, z0 , G.) innerhalb 
G, harmonisch ist, außer möglicherweise für z=z0 , wo sie unendlich 
mit positivem Vorzeichen werden kann, und daß sie auf der Berandung 
von G. eine nichtnegative untere Grenze hat. Die Anwendung des 
Prinzips des Minimums in G. oder, falls z0 ein Pol jener Differenz ist, 
in dem in z = z0 punktierten Gebiete G., gibt das erwünschte Resultat. 

Auf der Niveaulinie g(z, z0 , G.) =A ist g (w(z), w0 , Gw) ~A., wo Gleich
heit für jedes z und jedes A. > 0 besteht, sobald sie in einem Punkt z 
und für einen Wert A. gilt. Die Funktion w(z)=w(z,,u) bestimmt man 
dann aus der Gleichung 

g(z, z0 , Gz)-ih(z, z0 , G.)=g(w, w0 , Gw)-ih(w, w0 , Gw)+i,u, 
wo -h die konjugierte Funktion von g und ,u ein reeller Parameter ist. 

42. Die Extremalfunktionen w (z, ,u) werden allerdings für mehrfach 
zusammenhängende Gebiete i. a. nicht eindeutig sein. In diesen Fällen 
erhält man eine exakte Abschätzung, wenn man die universellen Über
lagerungsflächen G;' und G; auf den Einheitskreis konform abbildet, 
wodurch die Extremalaufgabe auf einfach zusammenhängende Gebiete 
zurückgeführt wird, für welche das LINDELÖFsche Prinzip jedenfalls die 
bestmögliche Abschätzung gibt. 

Diese letzte Bemerkung ist von großer Bedeutung, weil sie die An
wendung des Prinzips auch in solchen Fällen erlaubt, wo die Gebiete G, 
und Gw eine so "schwache" Randpunktsmenge besitzen, daß sie keine 
GREENsehe Funktion besitzen; dies ist z. B. dann der Fall, wenn sie von 
isolierten Punkten begrenzt sind1 . Als einzige Bedingung für die An
wendbarkeit des Prinzips erscheint so die Forderung, daß die universellen 

1 Notwendig und hinreichend, damit ein schlichtes Gebiet G eine GREENsehe 
Funktion besitzt, ist daß seine Randpunktmenge nicht "vom harmonischen Maß 
Null" ist. Diese Frage wird im Abschnitt V näher untersucht. 
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Überlagerungsflächen G';, G;: auf den Einheitskreis abbildbar sind, d. h. 
daß diese Flächen vom hyperbolischen Typus sind, was dann und nur 
dann der Fall ist, wenn die entsprechenden Randpunktsmengen min· 
destens drei Punkte enthalten (vgl. Nr. 12). 

Eine besonders prägnante Form erhält das Prinzip von LINDELÖF, 
wenn man mit PICK [1] und CARATHEODORY [2] auf diesen Flächen 
vom hyperbolischen Typus eine PoiNCAREsche, nichteuklidische Maß
bestimmung einführt, wie dies schon in I, § 1 für die Kreisfläche dar
getan wurde. 

43. Um zu dieser allgemeinen Formulierung zu gelangen, müssen 
wir etwas eingehender den einfachsten Fall besprechen, wo sowohl G, als 
Gw der Einheitskreis ist. Setzt man dann z0 = w0 = 0, so geht das LINDE
LÖFsche Prinzip in das ScHWARZsehe Lemma über, das am einfachsten 
direkt durch Anwendung des Maximalmodulprinzips auf die für I z I< 1 

reguläre Funktion }il__ bewiesen wird: 
z 

Falls w (z) für I z I< 1 regulär und beschränkt ist: 

lw(z) 1<1 
und w (0) = 0, so gilt 

lw(z)l :S lzl 

für jedes I z I< 1. Gleichheit trifft hier für einen Punkt z =!= 0 nur für die 
Funktion w = ei&z ein, wo {} eine reelle Konstante ist. 

Ersetzt man hier die Bedingung w (0) = 0 durch die allgemei
nere: w (z0) = w0 (I w0 I< 1), so stimmen die Niveaulinien g (z, z0) = Ä. und 
g (w, w0) = Ä. mit den um z0 und w0 beschriebenen nichteuklidischen 
Kreisen vom nichteuklidischen Radius 

1 l 1+e-,; 
2 og1-e,; 

über (vgl. Nr. 3) und das LINDELÖFsche Prinzip besagt somit, daß die 
nichteuklidische Distanz der Punkte z, z0 mindestens so groß ist, wie 
die nichteuklidische Distanz der Bildpunkte w, w0 , und ferner, daß 
Invarianz dieser Distanz nur bei einer Transformation des Einheits
kreises in sich selbst, also bei einer nichteuklidischen Bewegung vor
kommt. Durch einen Grenzübergang ergibt sich hieraus, daß das Ver
hältnis von zwei nichteuklidisch gemessenen, durch die Transformation 
w = w (z) einander zugeordneten Bogenelementen I dw I und I dz I höchstens 
gleich Eins ist. 

Dies läßt sich auch direkt durch das Maximumprinzip folgendermaßen 
begründen. Ist w0 = w (z0), so definiert der Quotient 

w- w0 • z-z0 

1 - w0 w · 1 - z0 z 
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eine für lzl < 1 reguläre Funktion, deren absoluter Betrag auf der Peri
pherie I z! = 1 die obere Grenze 1 hat; daraus folgt, daß ihr Betrag auch 
in jedem inneren Punkt des Einheitskreises höchstens gleich 1 ist, wobei 
Gleichheit nur dann zutrifft, falls der Quotient konstant gleich einer 
Zahl vom absoluten Betrag 1 ist, so daß die Funktion w = w (z) diesen 
Kreis konform auf sich selbst abbildet. Für z = z0 ergibt sich hieraus 

_l~111_L_<_Id_zl_ 
1-lwl2 = 1-~zl2' 

was gemäß der Definition des nichteuklidischen Bogenelementes (vgl. 
Nr. 3) die obige Behauptung enthält. 

Durch Integration findet man hieraus folgenden Satz: 

Wenn man den Einheitskreis I z I< 1 durch eine reguläre analytische 
Transformation w = w (z) abbildet, so daß I w I < 1 für I z I < 1 , so wird 
die nichteuklidische Länge eines beliebigen Bogens verkleinert, außer wenn 
w (z) den Einheitskreis konform auf sich selbst abbildet, in welchem Falt 
die nichteuklidischen Längen erhalten werden. 

Diese interessante Formulierung des ScHWARZsehen Lemmas rührt von 
G. PrcK [1] her. Durch konforme Abbildung des Einheitskreises kann 
die nichteuklidische Maßbestimmung auf allgemeinere Gebiete über
tragen werden, und so läßt sich das LINDELÖFsche Prinzip in einer ent
sprechenden allgemeinen, konformen Abbildungen gegenüber invarianten 
Formulierung aussprechen, worauf schon oben hingewiesen wurde. 

44. Diese Übertragung gelingt in der Tat für jede einfach zusammen
hängende RIEMANNsche Fläche F, die vom hyperbolischen Typus ist, die 
also auf den Einheitskreis eineindeutig und konform abbildbar ist; 
speziell also, wie oben bereits bemerkt wurde, für die universelle Über
lagerungsfläche G"' eines schlichten, mehrfach zusammenhängenden Ge
beites G, dessen Berandung mindestens drei Punkte enthält. Um die 
hyperbolische Länge da eines Linienelementes dz, das von dem Punkt 
z der Fläche F ausgeht, in bezug auf diese Fläche F zu definieren, ver
fährt man einfach so, daß man F auf den Einheitskreis K abbildet; es 
möge hierbei z in den Punkt x übergehen (I x I< 1), so daß dz in das 
Linienelement dx transformiert wird. Die hyperbolische Länge da wird 
dann als die hyperbolische Länge des transformierten Linienelements 
d x erklärt, also 

(7) 

Diese Erklärung erteilt der Größe ~~~~ einen durch den Flächen

punkt z und die Fläche F eindeutig bestimmten Wert; denn die rechte 
Seite behält einen invarianten Wert, wie immer der Bildpunkt x von z 
im Einheitskreise K gewählt wiro. 



Prinzip vom hyperbolischen Maß. 49 

Nehmen wir nun insbesondere F als die universelle Überlagerungs
fläche G"' eines schlichten Gebietes G mit mindestens drei Randpunkten 

an, so ist der Differentialquotient 1 ~; 1 nicht nur auf G"', sondern auch 

in der Grundfläche G eindeutig definiert; denn in zwei "übereinander" 
liegenden Punkten der Überlagerungsfläche G"' hat sowohl I dz I als auch 
da, wegen der Invarianz des Ausdruckes (7) gegenüber eineindeutigen 
konformen Transformationen des Einheitskreises, gleiche Werte. 

Durch (7) ist also nicht nur auf der Überlagerungsfläche G"' , sondern 
auch in der Grundfläche G eine hyperbolische Maßbestimmung eindeutig 
erklärt. 

45. Sei nunmehr w(z) eine analytische Funktion, die den Voraus~ 
setzungendes LrNDELÖFschen Prinzips genügt, d. h. die in jedem Punkt 
eines Gebietes G, regulär ist (bis auf eventuelle Pole) und hier Werte 
annimmt, die in ein gegebenes Gebiet Gw fallen. Wir transformieren die 
entsprechenden universellen Überlagerungsflächen G';' und G; konform 
in den Einheitskreis I x I< 1 bzw. I t, < 1 und bilden die Funktion 
t(w(z(x))) 97(x), welche für lxl<1 unbeschränkt fortsetzbar ist und 
Werte aus der Kreisfläche I t I< 1 annimmt. Bezeichnen wir die hyper
bolischen Längen von vier einander zugeordneten Linienelementen 
dx, dz, dw, dt bzw. durch dax, da., daw, da1 , so ist nach der definitions
mäßigen Invarianz dieser Länge gegenüber den Abbildungen x~ z 
und w~t, dax=da. und daw=da1• Nach dem PICKsehen Satz ist 
ferner d a1 S da x, und es wird also schließlich 

dawSda,. 

Gleichheit trifft hier dann und nur dann zu, wenn sich t = 97 ( x) auf 
eine lineare Transformation reduziert, die den Einheitskreis invariant 
läßt, in welchem Fall die gegebene Funktion w (z) eine eineindeutige 
und konforme Abbildung zwischen den universellen Überlagerungs
flächen G';' und G; bewerkstelligt. Diese ExtremalfuRktion ist allerdings 
im allgemeinen auf G, nicht eindeutig. Es ist aber zu bemerken, daß die 
obige Überlegung nicht die Eindeutigkeit von w (z) in G, voraussetzt. 
Ist diese Funktion nur in G. mit rationalem Charakter unbeschränkt 
fortsetz bar, so gilt dasselbe für die Funktion t = 97 (x), welche nach 
dem Monodromiesatz jedenfalls dann auch eindeutig ist. 

Wir können das Ergebnis jetzt folgendermaßen zusammer;fassen: 

Prinzip des hyperbolischen Maßes. Es seien G. und Gw zwei schlichte 
Gebiete. welche mindestens drei Randpunkte haben, und w (z) eine analytische 
Funktion, die innerhalb G, unbeschränkt fortsetzbar ist, in der Weise, daß 
ihre Werte innerhalb Gw fallen. Ist dann l, ein beliebiger Kurvenbogen 
auf G. und lw sein vermittels der Abbildung w = w (z) erklärter Bildbogen 
in Gw, so ist die hyperbolische Länge von l, (gemessen auf G.) mindestens 
so groß wie die hyperbolische Länge von lw (mit Gw als Maß gebiet). 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 4 
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Die Längen sind einander gleich in dem einzigen Fall, wo w = w (z) 
die universellen Überlagerungsflächen G';' und G;: eineindeutig aufeinander 
bezieht. 

Im Falle einfach zusammenhängender Gebiete G, und Gw decken sich 
die Prinzipien von LrNDELÖF und des hyperbolischen Maßes. Für mehr
fach zusammenhängende Gebiete gibt dagegen das letztgenannte Prinzip 
vielfach eine schärfere Abschätzung als das LINDELÖFsche. Nimmt man 
z. B. G, einfach, Gw hingegen mehrfach zusammenhängend an, so wird 
die GREENsehe Niveaulinie 

g(z0 , z, G.)=fl 

gleichzeitig eine nichteuklidische Kreislinie vom Radius 
1 1 + e_,, 

A. = - -log - -- -
2 1- e-'" 

darstellen. Entsprechendes gilt dagegen nicht im Gebiete Gw. Zieht 
man die uniformisierende Hilfsahbildung w-+ t heran, so sieht man 
nämlich leicht ein, daß das Gebiet g (w, w0 , Gw) ?;;;_fi die Kreisfläche vom 
nichteuklidischen Radius A. um den Mittelpunkt w0 als echtes Teilgebiet 
enthält. Das Prinzip des hyperbolischen Maßes führt also im vorliegenden 
Falle zu einer engeren Einschränkung der Variabilität der Funktions
werte als der LINDELÖFsche Satz. Es sei ferner noch einmal betont, 
daß jenes Prinzip auch den Vorteil hat, für mehrdeutige Funktionen 
zu gelten und für jede Fläche anwendbar zu sein, deren universelle 
Überlagerungsfläche vom hyperbolischen Typus ist; unter diesen Flächen 
gibt es eine Menge von solchen, deren Randpunktmenge so schwach ist, 
daß sie keine GREENsehe Funktion besitzen, und für welche also das 
LINDELÖFsche Prinzip versagt. 

46. Bei verschiedenen Fragen spielt der Logarithmus des Quotienten 
zwischen der nichteuklidischen und euklidischen Länge eines Bogen
elementes eine wichtige Rolle. 

Setzt man u (z, G) =log ~~:I , so ist u eindeutig in G definiert und 
zwar unabhängig davon wie der Bildpunkt x = x (z) von z bei der Hilfs
ahbildung G""-+ K gewählt wird. Es ist 

d u(z,G) 'd 1 u(x,K) /d I a=e 1 z,=e x 

der gegenüber der erwähnten Abbildung invariante Wert der hyper
bolischen Länge da von dz und d x. 

Hier ist 

u (x K) = log - ~- -
' 1-jxl2 ' 

eine Größe, die nach Nr. 3 der Differentialgleichung 

L1u=4e2u (8) 
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genügt. Nun gilt allgemein für den LAPLACEschen Ausdruck LI u (x), 
wenn man x analytisch transformiert : x = x (t) , 

Ll 1u(x(t)) = Llxu I da:- I', 
und man findet demnach, unter Beachtung der Relationen 

u(z, G) =u(x, K) +log ~~~·I 
und (8), 

ldxl' Zu(x,K)+Zlog[~~~ Llzu(z,G)=Lizu(x,K)=Lixu(x,K) dz =4e dz. 

Der Logarithmus u (z, G) des Quotienten aus der hyperbolischen und der 
euklidischen Länge eines Bogenelements dz genügt also der Differential
gleichung Llu=4e2u, unabhängig von der Wahl des Bezugsgebietes G. 

§ 4. Sätze über Kreisgebiete. 
47. Wir wenden uns einigen anderen Erweiterungen des ScHWARZ

sehen Lemmas zu. Nimmt man Gz und Gw als den Einheitskreis und~. 
und ~w als zwei Randbogen an, so ergibt das Prinzip über das har
monische Maß ohne weiteres folgenden Satz (vgl. Nr. 35): 

Wenn I w (z) I ~ 1 ist für I z I< 1 und wenn ferner w (z) auf einem Rand
bogen ~. stetig ist und hier Werte annimmt, die auf einen Randbogen ~ 
der Peripherie I w I = 1 fallen, so unterliegt die Variabilität des Punktes 
w = w (z) folgender Einschränkung: 

Wählt man den Punkt z innerhalb desjenigen Gebietes, das von dem 
Bogen ~. und einem Kreisbogen K 1. (~z) begrenzt wird, der die Peripherie 
] z I= 1 in den Endpunkten von~. unter dem WinkelA:n(O<A< 1) schneidet, 
so wird der Bildpunkt w = w (z) innerhalb desjenigen Zweiecks fallen, der 
von den Bogen ~w und K;. (~) begrenzt wird. 

Zwei Punkte der Bogen K;. (~z) und K;. (~) entsprechen einander dann 
und nur dann, wenn w = w (z) den Kreis [ z: ~ 1 in 1 w I S: 1 konform so 
transformiert, daß ~z in ~ übergeht. 

Der Satz gilt unverändert, falls man die Gebiete ~ und ~w als beliebige 
Kreise (oder Halbebenen) wählt. 

Nimmt man insbesondere w (0) = 0 an, so folgt unter den Voraus
setzungen des obigen Satzes, daß ~w nicht kürzer sein kann als ~z; denn 
sonst würde der Bogen K;. (~) zusammen mit ~ ein Zweieck begrenzen, 
das den Nullpunkt w = 0 nicht enthält, falls A so gewählt wird, daß 
K;. (~z) durch z = 0 geht; das ist aber nach dem Satz nicht möglich. 
Dies ist das 1 

Lemma von LöWNER. Sei lwl<1 für lzk1 und w(O)=O. Wenn 
w (z) auf einem Randbogen ~ stetig ist und hier Werte annimmt, die 

1 K. LÖWNER [1]. 

4* 
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auf der Peripherie I w 1 = 1 liegen, so wird der Bildbog, n cxw von cx, 
mindestens so lang wie cx, sein. Gleichheit gilt nur für 

2 {) 

w=e z. 

48. Der LöwNERsche Satz besagt in Übereinstimmung mit unserem 
Prinzip, daß das harmonische Maß w(O, cx,) des Bogens cx, im Nullpunkte 
durch eine Transformation w = w (z) obiger Art i. a. vergrößert wird; 
in der Tat sind die harmonischen Maße der zwei Bogen cx, und 
exw im vorliegenden Fall nichts anderes als die betreffenden Bogen
längen dividiert durch 2 :n. Wir fixieren nun auf cx, einen beliebigen 
Punkt z*=ei'~'; aus dem ScHWARZsehen Spiegelungsprinzip folgt, daß 
w (z) noch auf cx., also speziell in z *, analytisch ist; wählt man also mit 
z* als Endpunkt einen Teilbogen cx von cx, und bezeichnet den Bildbogen 
von cx mit ß, so ergibt sich, falls man w (z*) = ei {} schreibt, aus der 
Ungleichung 

w (w(z), ß) > 1 
w(z, cx) = 

durch den Grenzübergang cx-+ 0 die Beziehung 

[ dw(w,ß)] > 
d w (z, cx) Cl = o = 1 ' 

oder, unter Beachtung des Ausdruckes dw (Nr. 4), 

1 -lwl2 df!_>_1~ 
ieio_wl2 dtp = lei'~'--zl2. 

Hier ist ~: der absolute Betrag der Ableitung w' (z) 1m Randpunkte 

z = z*. Die geometrische Deutung dieser Ungleichung ist folgende: 
Wenn der Punkt z innerhalb des Orizykels 

(O<Ä< ro) 

liegt, so fällt der Punkt w = w (z) in den Orizykel 

1- lw!2 ~ O;,q,o: -c----~--=Aq, 
(e'{}- wl2 

dtp ldz~f .. i<p ;,~ 
WO q= -d.fi= aw! ur Z=e , W=e . 

49. Dies ist das JuLIAsche Lemma!, das indes unter wesentlich 
allgemeineren Voraussetzungen als den obigen besteht. Es läßt sich 
nämlich folgendes nachweisen: 

Satz von ]ULIA-CARATHEODORY. Es seien z* = ei'P und w* = ei 0 zwei 
beliebige Punkte des Einheitskreises. Wenn w = w (z) eine im Einheits
kreise reguläre und beschränkte Funktion ist: 

:w(z)l;;:;1 für :z[<1, 
1 G. ]ULIA [1], C. CARATHEODORY [4]. 
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so existiert der endliche oder unendliche Grenzwert 

c = Iim j_e_>"~.-=-_!f!{:)_ll (0 ;;Sc :S co), 
z....:;..z*l eHP_z 

wenn der Punkt z dem Randpunkt z* = ei"' in Winkelannäherung zustrebt, 
d. h. so daß er sich innerhalb eines von zuJei aus diesem Randpunkt aus
gehenden Sehnen des Einheitskreises gebildeten Winkels bewegt. Falls c 
endlich und =f= 0 ist, so gilt hierbei ferner 

e;o_ w(z) 
arg -+ {}- m 

eifP_z T' 

und es ist w' (z)-+ cei (o- 'P). 

Schließlich ist 
1 - I w I" > _1_ 1 - I z I" 

le;o_wl" = c lei"'-zl" 

für jeden Punkt I z I< 1 , wobei Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn w 
und z durch die Gleichung 

t+e-i'Pz t+e-i0 w . -'---,-.- = C .IJ + Zfl 
1-e '"'z 1-e 'w 

verbunden sind, in welchem Fall w = w (z) also den Kreis ! z I< 1 auf den 
Kreis I w I :S 1 konform so abbildet, daß die gegebenen Randpunkte einander 

entsprechen und der Abbildungsmodul I~~ I daselbst gleich c ist. 

Für c = 0 ist identisch w _ eio. 
Beweis1. Durch die linearen Transformationen 

und (9) 

werden die Einheitskreise j z 1 ;;S 1 , I w I ;;S 1 zunächst auf die rechte Halb
ebene abgebildet. Wir können also vorerst eine Funktion w(z) =u(z) + i v(z) 
von z = x + i y betrachten, die für x> 0 einen nichtnegativen reellen Teil 
besitzt, und dann, nachdem wir sein asymptotisches Verhalten für 
x-+ co untersucht haben, wieder zum Einheitskreis übergehen. 

Es sei für 0< x< co die untere Grenze 

lim u (x + i y) = c. 
- X ' 

es ist 0 ;;S c < co , außer wenn w = co , welchen Fall wir hier sogleich 
ausschließen. 

Wir nehmen zunächst c = 0 an. Seien dann z0 = x0 + i y0 , z1 = x1 + i y1 

zwei beliebige Punkte der Halbebene. Nach dem LINDELÖF-PICKschen 
Prinzip ist die nichteuklidische Entfernung zwischen w (z1) und w (z0) 

höchstens gleich dem nichteuklidischen Abstand der Punkte z0 und z1 , 

1 Der Satz wurde in der obigen endgültigen Fassung von CARATREODORY [4] 
gegeben. Der nachfolgende einfache Beweis rührt von LANDAU und VALIRON [1] her. 
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wie es die Figur zum Ausdruck bringt, in der wir zwei "kongruente" 
nichteuklidische Kreise um z0 = x0 + i y0 und w (z0) = w0 = u0 + i v0 ge
zeichnet haben, so daß der erste durch z1 = x1 + i y1 geht; der zweite 
Kreis wird also den Punkt w (z1) enthalten. 

Die Kreise gehen auseinander durch die lineare Transformation 

• , U 0 ( • ) W=Z v0 , -x- z- ty0 
0 

hervor. Aus der Figur sieht man, daß 

jw(z1)[ :S OA +AB= :v0 j + ~· b_. 
Xo 

8 

Abb. 8. 

Hier ist 
b = a + J X1 - a)~_:±-_(!1_-:: Y..,l"_ 

x1 - a 

oder, da a< x0 , x1 , 

( 
1 + (M + ®)•) b< x 1 + xi + (Yl- Yo) 2 < xl 1 + xl x1 

xl - Xo 1 -_X'~. 
xl 

< x1 (3 + 2 (k + 1)2) = x1 K, 

wenn X 1>2x0 , X 1> jy0 j und jy1 i <kx1 (k>O). 

Ist also I ~: I < k, so gilt für jedes hinreichend große x1 

jw(z1)j < jv0 i +K _1~ x1 , 
Xo 

woraus für x1 -+ oo folgt 

lim j_lil_(:il_l :S K ~. 
z1-+oo I Z1 Xo 

Dieses Resultat besteht, wie immer der Punkt z1 im Winkel I ~ ) < k 

gegen Unendlich strebt. Da nun c = 0, so kann der Quotient ~ beliebig 
Xo 

klein gemacht werden und der Quotient _li:'_ hat also für [z 1-+ oo den 
z 

Winkelgrenzwert Null. 
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Ist c> 0, so kann man die obige Überlegung auf die Funktion 
w-cz anwenden, welche nach der Definition von c einen nichtnegativen 
reellen Teil u-cx hat. Innerhalb eines beliebig großen Winkels I Yl <kx 
ist dann w - c z -+ 0, also 'Ii!_ -+ c . 

z z 
Wenn also w(z) eine beliebige für x> 0 reguläre Funktion ist mit 

nichtnegativem reellen Teil, so hat der Quotient !!!.... für J y I< k x, x-+ oo 
Z I 

einen reellen, nichtn-egativen Grenzwert c, der gleich lim !!._ für x> 0 ist. 
-X 

Es ist also 
u(zgcx, 

wo Gleichheit nur dann stehen kann, wenn u (z) =c x und also w (z) c z+ifl, 
wo fl ein reeller Parameter ist. 

Was nun die Ableitung w' (z) betrifft, so findet man nach der CAUCHY
schen Integralformel für O<P<q<1 im Kreise [z-rj:Spr die Un-
gleichung (C=r+qrei 0 ) 2 " 

lw'(z)I:S.!.!:..j fw(~)f dD. 
- 2n ~~-zf2 

0 

Für ein gegebenes 8 > 0 gilt nach Obigem, wenn c = 0 ist, 

I w~~) I< 8. 

sobald r eine gewisse Schranke r. überschritten hat, und es wird somit, 
da 1Cj:S(1 +q)r ist, I w' (z)/ < 8 q (q + 1) rs 

also für [z-r[ ~pr 
- (q r - I z - r 1)2 I 

[w'(z)j<8 q(i+q) 
- (q-p)2 I 

woraus zu sehen ist, daß lim w' = 0, wenn z innerhalb des Winkels 
J argzl < arcsin p gegen Unendlich strebt. 

Für ein endliches c ergibt sich wiederum 

w'=c+(w'-c)=c+ :z (w-cz)-+c 

wie immer der Punkt in Winkelannäherung gegen z = oo konvergiert. 
Geht man durch die Transformationen (9) zum Einheitskreis zu

rück, so findet man durch eine leichte Rechnung, deren Ausführung 
dem Leser überlassen wird, den JuLIAschen Satz in der oben gegebenen 
Formulierung. 

§ 5. Sätze von LANDAU und SCHOTTKY. 

50. Als Anwendung des Prinzips über das hyperbolische Maß wollen 
wir die von LANDAU und ScHOTTKY gegebenen Verschärfungen des 
PrcARDschen Satzes herleiten1 . 

1 E. LANDAU [1], F. ScHOTTKY [1]. 
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Es sei w(z) eine für [zi<R definierte Funktion. Nimmt man an, 
es gebe p ~ 3 Werte a1 , a2 , ••• , ap, welche die Funktion im Kreise 
[z I< R nicht annimmt, so daß also w (z) + a, (v = 1, ... , p) gilt für die 
erwähnten Werte z, so läßt sich mittels des Prinzips des hyperbolischen 
Maßes eine Beziehung aufstellen, welche eine obere Schranke für den 
Radius R gibt mittels der Werte w(O), w'(O) und a1 , •.. , ap. 

Die universelle Überlagerungsfläche der punktierten Ebene w + a, 
(v = 1, ... , p) gehört, da voraussetzungsgemäß p ~ 3, zum hyperboli
schen Typus, und es wird somit, wenn wir als Gebiete G, und Gw bzw. 
lz[<R und w + a, annehmen, 

daw 
--<1 da = ' z 

wo da, die hyperbolische Länge 

a a = _!!_ld_!_ L 
z R•-lzi• 

(10) 

eines Bogenelementes dz in bezug auf I z I< R ist und d aw die in bezug 
auf die punktierte Ebene Gw gemessene hyperbolische Länge des Bild
bogens dw. Bezeichnet man, wie in I,§ 3, durch x=x(w; a1 , ... , ap) 
die Funktion, welche die universelle Überlagerungsfläche G; auf den 
Einheitskreis [x[<1 konform abbildet, so daß der Punktwinden Null
punkt x=O übergeht, so wird ferner daw=dax= idxl und die Un
gleichung (10) ergibt 

~~~~ < R ltl __ z_, 
I dw = R 2 -lzl 2 dw 

oder also 

wo C(x; a1 , ... , ap) die Umkehrfunktion von x(w; a1 , •.. , ap), also 
diejenige automorphe Funktion bezeichnet, welche den Einheitskreis 
I xl < 1 so auf die Fläche G; abbildet, daß der Nullpunkt in den Punkt 
w = w (z) übergeht. 

51. Für z = 0 folgt insbesondere die Beziehung 

R < IC' (o; av .. ·, apll 
= lw'(ü)l ' 

welche den LANDAusehen Satz enthält: 

Falls die für I z I< R meromorphe Funktion w (z), welche 1m Null
punkte die Entwicklung 

w(z)=c0 +c1z+... (c1 +0) 

hat, von den P~3 Werten a1 , ... , ap verschieden ist, so gilt 

R< IC'(o;al, ... ,ap)l 
=- ----elF--, (11) 
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wo C(x; a1 , ..• , ap) diejenige automorphe Funktion ist, welche den 
Einheitskreis I x J < 1 auf die universelle Überlagerungsfläche der punk
tierten Ebene w=f=a1, ... , ap so abbildet, daß x=O in den Punkt w=c0 
übergeht. 

Die gefundene obere Schranke hängt nur von den Ausnahmewerten 
a1 , •.. , ap und den zwei Koeffizienten c0 und c1 ab. Sie läßt sich durch 
keine kleinere ersetzen. Denn aus dem Prinzip folgt, daß die Beziehung (11) 
dann und nur dann in eine Gleichheit übergeht, wenn w (z) mit der Ab-

bildungsfunktion C ( ~; a1 , ... , ap) übereinstimmt, welche den Kreis 

1 z I< R in die Fläche G; transformiert. Tatsächlich gilt ja für diese 
Funktion 

c1 =w'(o) = ~ C'(O; a1 , ... , ap). 

was eingesetzt in (11) zu einer Identität führt. 
Der LANDAUsehe Satz enthält den PICARDschen als unmittelbaren 

Folgesatz. Ist nämlich w (z) eine in jedem endlichen Punkt der Ebene 
meromorphe Funktion und nimmt man drei beliebige Werte a1 , a2 , a3 , 

so folgt aus jenem Satz, daß w (z) mindestens einen dieser Werte für I z I< R 
annehmen muß, sobald R größer als die in (11) stehende Schranke 
gewählt wird. 

52. Bemerkung. Es ist evident, daß man den LANDAUsehen Satz 
ohne Heranziehung des Prinzips über das hyperbolische Maß direkt 
begründen könnte durch Anwendung des ScHw ARzschen Lemmas auf 
die zusammengesetzte Funktion x (w (z); ~, ... , ap), welche für I z I< R 
regulär und beschränkt ist und für z = 0 verschwindet. Diese Bemerkung 
erlaubt auch eine obere Schranke fürRaufzustellen für den Ausnahme
fall, wo die Nullpunktsableitung c1 = w' (0) verschwindet, in welchem 
Fall die obige Abschätzung versagt. Hat man im Nullpunkte 

w(z)=c0 +ckzk+··· (k2::1, ck=f=O), 

so hat die obige zusammengesetzte Funktion für z=O eine k-fache 
Nullstelle. Der Quotient 

x(w(z); a., .. . , ap) 
zk 

ist für I z I< R regulär und die obere Grenze ihres absoluten Betrages 
in jedem Randpunkt lzj =R höchstens gleich R-k. Nach dem Maximum
prinzip wird also der Betrag des Quotienten auch für jzj<R unter
halb dieser Schranke liegen, woraus für z = 0 folgt 

Rk< IC'(o; al, ... ,apU 
= lckl 

53. Der Satz von ScHOTTKY ergibt sich durch Integration des LANDAU
sehen Satzes (in der Form (10)). Wählt man den Punkt z beliebig in 
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der Kreisscheibe 1 z I ;Sr, so wird nach dem Prinzip des hyperbolischen 
Maßes der Funktionswert w = w (z) in diejenige nichteuklidische, auf 
der Fläche G;: liegende Kreisfläche fallen, die als Mittelpunkt den 
Punkt w (0) = c0 hat und deren (nichteuklidischer) Radius A. dem nicht
euklidischen Radius von I z I < r gleich ist, also gleich 

r 

A. = j-_!!_dt___ = _1 log R + r 
R 2 -t2 2 R-r· 

0 

Die kleinste Entfernung der Peripherie dieser Kreisfläche von den 

p Randpunkten a1 , ... , ap der Fläche Gw ist eine Zahl d (~, c0 ; a1 , ... , ap), 
die nur von der Lage dieser Randpunkte, von dem Funktionswert c0 

und vom Quotienten i abhängig ist; mit wachsendem r nimmt d monoton 

ab. Um auch den Spezialfall bequem berücksichtigen zu können, wo 
einer der Werte a. unendlich ist, empfiehlt es sich die Entfernung d in 
sphärischer Maßbestimmung zu bestimmen (wozu man also die w-Ebene 
durch stereographische Projektion auf die w-Kugel zu projizieren hat). 
Der ScHOTTKYsche Satz erhält dann nachstehende Fassung: 

Wenn w(z)=c0 +c1z+ ... für jzj<R regulär ist und die P~3 
Werte a1 , •.. , ap ausläßt, so hat die sphärische Entfernung des Punktes 
w = w (z) von den Ausnahmewerten a. ein Minimum 

d [ l ~I , c0 ; a1 , ... , ap] , 

das nur von den in den Klammern stehenden Größen abhängig ist. 
Durch das Obige ist für d auch der bestmögliche Wert hervorgegangen. 

§ 6. Anwendungen zur Untersuchung von Grenz- und 
Häufungswerten beschränkter Funktionen. 

54. Wir gehen wieder zum Prinzip des harmonischen Maßes zurück, 
so wie es in Nr. 33 ausgesprochen worden ist. Die Randpunktmenge cc., 
denken wir uns jetzt in zwei punktfremde Teilmengen cx; und cx;' zerlegt, 
welche beide aus einer endlichen Anzahl von Randbogen zusammen
gesetzt sind. In entsprechender Weise teilen wir das Gebiet Aw in zwei 
punktfremde Teilmengen A~ und A;,; des Gebietes Gw ein, welche von 
endlich vielen Jordanbogen ~ und cx;,; begrenzt werden. 

Nunmehr nehmen wir speziell an, daß die Funktion w (z), deren 
Werte auf das Gebiet Gw fallen mögen, wenn z in Gz variiert, auf den 
Randbogen cc., stetig ist und zwar so, daß ihre Randwerte auf cc.: in die 
Punktmenge A~ und auf cx:' in die Punktmenge A;,; fallen. Lassen wir 
dann den Punkt z innerhalb G, stetig einen Kurvenbogen l, beschreiben, 
der die Bogen cc.: und cc.:' verbindet, so wird sich auch der Bildpunkt 
stetig bewegen auf einem Weg lw, welcher innerhalb des Gebietes Gw 
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verläuft und die Punktmengen A~ und A;,: verbindet (Abb. 9). Nach 
unserem Prinzip muß andererseits diese Bewegung derart vor sich gehen, 
daß jedesmal wenn der Funktionswert w (z) außerhalb der zwei Gebiete 
A~ und A;: liegt, das harmonische Maß der Bogen a~, der Bogen a;: und 
auch das der Vereinigungsmenge aw = a~ + a;: , gemessen im Punkte 
w = w (z) in bezug auf dasjenige diesen Punkt enthaltende Restgebiet 
G!, welches nach Abtrennung der Gebiete A~, A;,: aus Gw übrig bleibt, 
mindestens so groß wird wie das harmonische Maß bzw. der Mengen a;, a;' 
und a = a; + a:' 1. 

Es bezeichne m (lz) das Minimum des harmonischen Maßes w (z' OCz' G z) 
auf einem Bogen lz, welcher die Mengen a; und a;' verbindet, ohne aus Gz 

Abb. g. 

auszutreten; es ist also m (lz) ;;;;::; 1 und = 1 nur wenn OCz den ganzen Gebiets
rand Fz umfaßt. Die obere Grenze sämtlicher solcher Minima sei 

mz = limm(lz). 

In entsprechender Weise bezeichnen wir durch m(lw) das Minimum 
des harmonischen Maßes w(w, aw, G!) auf einem Bogen lw, welcher 
innerhalb eines beliebigen der Restgebiete G! die Mengen A~ und A;,: 
verbindet, und durch mw die obere Grenze der Zahlenmenge m(lw) 

Nach dem Prinzip vom harmonischen Maße gilt, wie immer der 
Bogen lz gewählt wird, 

m(lz) ::'Smw 

und, da der Ausdruck links bei passender Wahl des Bogens beliebig wenig 
von der oberen Grenze mz abweicht, also auch 

(12) 

Diese Beziehung enthält eine bemerkenswerte Einschränkung be
züglich der von den Mengen a', a" und den Gebieten G gebildeten 

1 Vgl. R. NEVANLINNA [J2]. 
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Konfigurationen. Liegen die Bogen IX: und IX:' in G. verhältnismäßig 
"nahe" aneinander, so daß der Punkt z von jener zu dieser Menge gelangen 
kann, ohne daß das harmonische Maß w (z, IX., Gz) sehr tief unter den 
Maximalbetrag 1 sinkt, so können auch die Bogen IX~ und IX~ relativ 
zum Gebiete G! nicht sehr "weit" voneinander entfernt sein, da ja das 
harmonische Maß w (w (z), IXw, G!) nie unter den Betrag des erstgenannten 
Maßes sinken darf. 

55. In folgendem Abschnitt werden wir uns in e1mgen speziellen 
Fällen mit den durch den obigen Satz bedingten Einschränkungen 
für die Konfiguration (IX', rt.", G) in den z- und w-Ebenen näher 
beschäftigen. Hier wollen wir nur einen besonders einfachen Fall be
handeln, der zu interessanten Folgerungen leiten wird. Nehmen wir an, 
daß die zwei Bogenmengen IX; und IX;' in einen Randpunkt P, zusammen
stoßen, der dann eine eventuelle Unstetigkeitsstelle der Funktion w (z) 
darstellt, so wird ja das harmonische Maß der Menge IX,=rt.: +rt.~ in der 
Nähe von P, beliebig wenig vom Maximalwerte 1 abweichen, woraus 
folgt, daß die obere Grenze m.= 1 sein muß. Nach unserem Prinzip 
ist also dann auch mw = 1. Man sieht unmittelbar ein, daß dies möglich 
ist, nur wenn einer der zwei nachstehenden Fälle eintritt: 

1. Die Distanz zwischen den Mengen IX~ und ~ ist Null1. 
2. Die Bogen~ und~ begrenzen ein Teilgebiet G! von Gw, welches 

keine anderen Randbogen als jene aufweist. - Besitzt also Gw noch 
weitere Randstücke, so wird die eine Menge (z. B. IX~) durch die andere 
(~) von diesen Randstücken isoliert. 

Eine Konfiguration wie z. B. die in Abb. 9 gegebene, wo die Mengen 
IX~ und ~ im Gebiete Gw isoliert "nebeneinander" liegen, ist also unter 
der gegebenen Voraussetzung (daß nämlich die Distanz zwischen IX; 
und IX~ verschwindet) nicht möglich. 

Als Beispiel eines Falles, wo die Möglichkeit 2. vorliegt, nehmen 
wir w(z)=e• (z=x+iy) und wählen als Gebiet G. den Streifen 
- 1 < x< 1, den wir noch längs der positiven imaginären Halbachse 
aufschlitzen. Nimmt man dann IX; als die Gerade x = -1 und IX;' als 
jene Halbachse x=O, y::;;;o, so kann man für Gw,IX~,IX;: wählen bzw. 

den Kreisring -:-< I w I < e, die Kreislinie I w I = -~ und die Kreislinie 

[w I= 1. Man sieht, daß in Obereinstimmung mit 2., die Kreise IX~ 
und ~ tatsächlich einen Ring G! vollständig begrenzen (wo also das 
harmonische Maß von rt.~ + ~ konstant = 1 ist), so daß der innere 

Kreis (I w I = +) .durch den äußeren (! w i = 1) von dem übrigen Rand des 

Gebietes G (d. h. vom Kreise ,w! =e) getrennt wird. 

1 Um die Sonderstellung des unendlich fernen Punktes aufzuheben, empfiehlt 
es sich, die Distanzen auf der Kugel zu messen. 
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56. Als Anwendung des obigen Ergebnisses betrachten wir ein Gebiet 
G, zu dessen Begrenzung zwei, in einem Punkt P zusammenstoßende 
Jordanbogen oc1 und oc2 gehören. In G sei eine eindeutige und beschränkte 
analytische Funktion w (z) definiert (I w I< M). Wir nehmen an, w (z) 
sei in jedem inneren Punkt von oc1 und oc2 stetig, und bezeichnen durch 
H1 und H 2 die Häutungsbereiche von w(z) für z-""P auf oc1 , bzw. ot2 1• 

Nach unserem Satz können dann die Punktmengen H1 und H 2 nicht 
"nebeneinander" im Kreise I w I< M liegen. Sind sie punktfremd, so 
müssen sie also eingeschachtelt sein, so daß die eine die andere einhüllt 
und sie von der Peripherie I w 1 = M brennt. Insbesondere wird also 
die Möglichkeit ausgeschlossen, daß beide Häutungsmengen sich auf 
Punkte reduzieren, woraus die Richtigkeit des nachstehenden wichtigen 
Konvergenzsatzes von LINDELÖF ersichtlich wird 2: 

Wenn eine in der Umgebung eines singulären Punktes P eindeutige 
analytische Funktion längs zwei er in P endenden Jordanbogen für z-"" P 
zwei verschiedenen Grenzwerten zustrebt, so kann die Funktion in der 
Umgebung von P nicht beschränkt sein. 

57. Durch die Möglichkeit die universelle Überlagerungsfläche der 
dreifach punktierten Ebene auf den Einheitskreis konform abzubilden, 
lassen sich die obigen Sätze auf eindeutige Funktionen erweitern, die 
in einem gegebenen einfach zusammenhängenden Gebiet G. drei Werte 
a1 , a2 , a3 auslassen. Nimmt eine derartige Funktion auf den Rand
bogen oc; bzw. oc~ Werte an, welche in eine von gewissen Jordanbogen 
oc~ bzw. oc~ begrenzte Teilmenge G~ bzw. G~ der punktierten Ebene 
w =f=a1 , a2 , a3 fallen, so wird durch Zusammensetzung mit der unformi
sierenden Abbildungsfunktion X= x(w; ~. a2 , a3) eine, ausgehend von 
einem beliebig festgelegten Anfangselement in G. unbeschränkt fort
setzbare und also nach dem Monodromiesatz eindeutige Funktion 

qJ(Z)-x(w(z); a1 , a2 , a3) 

erklärt. Liegen nun die Bogen ~ und~ "nebeneinander", d. h. gibt es 
einen geschlossenen, durch einen Randpunkt a. gehenden Weg, der 
diese Bogen voneinander trennt, so wird die Funktion qJ (z), deren Werte 
innerhalb des Einheitskreises I x I< 1 variieren, auf den Bogen oc; und 
rJ; Randwerte annehmen, die auf zwei "nebeneinander" liegenden Bogen
mengen oc~ und r1; im Kreise I x I< 1 liegen; diese Mengen sind zwei wohl
bestimmte unter den abzählbar vielen Bildern der Mengen ~ und ~. 
Wenn nun oc; und oc~ einen gemeinsamen Endpunkt haben, so ist dies 
nach Obigem nicht möglich. 

1 H. (v = 1 ,2) besteht also aus der Gesamtheit derjenigen Punkte w, denen 
der Funktionswert w (z) in beliebiger Nähe von P auf Otv beliebig nahe kommt. 
Nach dieser Definition ist Hv entweder ein Punkt oder ein Kontinuum. 

2 E. LINDELÖF [3]. 
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Hieraus folgt u. a. daß eine zwischen zwei in P endenden Jordan
bogen ot1 und ot2 eindeutige analytische Funktion, welche für z ~ P 
auf diesen Bogen verschiedene Grenzwerte hat, nicht nur, wie oben gezeigt 
wurde, in der Umgebung von P Werte von beliebig großem Betrag, 
sondern überhaupt jeden Wert annehmen muß, außer höchstens zwei 
Werten. Daß andererseits unter obigen Voraussetzungen zwei solche 
Ausnahmewerte vorkommen können, zeigt wieder die Exponential
funktion, welche auf der positiven und der negativen reellen Achse 
für z ~ oo gegen die verschiedenen Grenzwerte 0 und oo strebt, welche 
gleichzeitig Ausnahmewerte der Funktion sind. 

IV.Beziehungen zwischen nichteuklidischen 
und euklidischen Maßbestimmungen. 

§ 1. Allgemeine Bemerkungen. 
58. Die Anwendbarkeit verschiedener nichteuklidischer Maßbestim

mungen (harmonisches Maß, hyperbolisches Maß) in der Funktionen
theorie ist einerseits darin begründet, daß diese Maße funktionen
theoretische Invarianten sind; so bezeichnen wir jede Größe die sich 
gegenüber der Gruppe der konformen Abbildungen invariant verhält. 
Andererseits zeigt es sich bei verschiedenen Fragekomplexen, daß sich 
gewisse Erscheinungen gerade unter Anwendung von Begriffen der 
nichteuklidischen Geometrie scharf abgrenzen lassen; dies trifft z. B. 
bei der Charakterisierung verschiedener Extremaleigenschaften oft zu. 
Die Einführung solcher Maßbestimmungen liegt also durchaus in der 
Natur der Sache und es scheint deshalb von Bedeutung zu sein, die 
Theorie dieser Maße systematisch aufzubauen, ohne sich sogleich um 
die Frage zu kümmern, wie sich diese Maßbestimmungen zu den ge
wöhnlichen Maßen (euklidischen oder sphärischen) verhalten. 

Andererseits ist es evident, daß die im vorigen Abschnitt entwickelten 
Prinzipien erst dann zu ihrer vollen Anwendbarkeit gelangen können, 
wenn man die erwähnten Beziehungen bis zu einem gewissen Grade 
bewältigt. In konkreten, dem soeben erörterten Fragekreis angehörenden 
Problemen liegen gewöhnlich einige mehr oder weniger genaueAngaben 
über die euklidischen Maßverhältnisse der gegebenen geometrischen 
Konfigurationen (z. B. G,, ot,, z) vor, und die allgemeinen Prinzipien 
lassen sich in solchen Fällen nur dann verwerten, wenn man aus den 
gegebenen Bestimmungsstücken entsprechende Bedingungen über die 
nichteuklidischen Maßverhältnisse der Abbildung ablesen kann und 
umgekehrt. 

Nun sind die gegenseitigen Beziehungen zwischen den verschiedenen 
Maßen in den einfachsten Fällen unmittelbar auf Grund der Definitionen 
dieser Begriffe bekannt. So z. B. ist ja das harmonische Maß eines 
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Bogens des Einheitskreises, im Nullpunkte gemessen, nichts anderes als 
der durch 2 n dividierte Betrag des entsprechenden Zentriwinkels; und 
die hyperbolische Länge eines vom Nullpunkte ausgehenden Linien
elementes (mit dem Einheitskreis als Bezugsgebiet) ist gleich der euklidi
schen Länge desselben Elements. Für allgemeinere Fälle, wo jene Be
ziehungen sich mit Hilfe elementarer Funktionen nicht genau ausdrücken 
lassen, ist zu bemerken, daß das Problem auf den Einheitskreis zurück
geführt werden kann, indem man die betreffenden Bezugsgebiete oder, 
falls diese mehrfach zusammenhängend sind, deren universelle Über
lagerungsflächen auf jenen Kreis eineindeutig und konform abbildet. 
Hierbei verhält sich das harmonische bzw. hyperbolische Maß invariant; 
die euklidischen Maßverhältnisse ändern sich dagegen. So sieht man 
ein, daß das Problem des vorliegenden Abschnitts im Grunde identisch 
ist mit der Frage nach der Verzerrung, welche ein Gebiet im Innern und 
auf dem Rande erleidet, wenn es auf ein gegebenes Normalgebiet (z. B. 
auf den Einheitskreis) konform abgebildet wird. Als derartige Ver
zerrungsaussagen können die im folgenden zu besprechenden Sätze 
gedeutet werden. Hierbei werden wir allerdings die Theorie der Ver
zerrung nicht als eine selbständige Lehre vollständig darstellen, sondern 
vor allem dasjenige herausgreifen, was vom Standpunkt der Frage nach 
den gegenseitigen Relationen der verschiedenen Maßbestimmungen 
wesentlich ist. 

§ 2. CARLEMANs Prinzip der Gebietserweiterung. 
59. In vielen Fällen läßt sich das harmonische Maß eines Randbogens 

mit genügender Schärfe vermittels des nachstehenden Satzes abschätzen, 
von dem zuerst CARLEMAN in seiner bekannten Arbeit über die asympto
tischen Werte ganzer Funktionen 
Gebrauch gemacht hat und der spä
terhin von verschiedenen Autoren, 
namentlich von ÜSTROWSKI und 
dessen Schülern verwendet wor
den istl. 

Prinzip der Gebietserweiterung. 
Das harmonischeM aß w (z, cx, G} ver
größert sich, wenn man das Gebiet G 

/1' 

über den zu cx komplementären Teil Abb. xo. 

ß des Randes F=cx + ß erweitert. 
Dies bedeutet folgendes: Man ersetze das Gebiet G durch ein weiteres 

Gebiet G', das G als Teilgebiet enthält und dessen Berandung F', außer 
von den gegebenen Bogen cx, aus gewissen Jordanbogen ß' besteht, 
welche also entweder vollständig außerhalb G verlaufen oder teilweise 

1 T. CARLEMAN [1], A. ÜSTROWSKI [3], S. WARSCHAWSKI [J]. 
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mit Stücken der Bogen ß zusammenfallen. Dann gilt in G: 

w (z, rx., G) ;;=:; w (z, rx., G'), ( 1) 

und Gleichheit besteht hier nur für G G' . 

Zum Beweis bildet man die Differenz u (z) = w (z, rx., G')- w (z, rx., G), 
welche eine in G reguläre und beschränkte harmonische Funktion dar
stellt. In jedem inneren Punkt der (voraussetzungsgemäß endlich vielen) 
Bogen rx. werden die rechtsstehenden harmonischen Maße beide gleich 1 
und daher u = 0. In den inneren Punkten von ß ist wiederum w (z, rx., G) = 0, 
während w (z, rx., G') jedenfalls nichtnegativ ausfällt und es ist somit 
hier u:.::;: 0. Da diese Funktion in den noch übrigen Randpunkten (End
punkten von rx. und ß) beschränkt bleibt, so folgt aus dem Minimum
prinzip, daß die Beziehung u:::;; 0 und folglich auch die Behauptung ( 1) 
in jedem Punkte des Gebiets G gilt. Gleichheit kommt für einen inneren 
Punkt z von G dann und nur dann in Betracht, wenn u identisch ver
schwindet. Da dies dann insbesondere für den Randbogen ß gilt, wo 
ja w (z, rx., G) = 0, so ist daselbst auch w (z, rx., G') = 0, was offenbar nur so 
möglich ist, daß die Bogen ß' und ß und somit auch die Gebiete G' und G 
vollständig zusammenfallen. Hiermit ist der Nachweis des CARLEMAN
schen Prinzips beendet. 

Da w(z,rx.,G)+w(z,ß,G)=1, so folgt aus dem Prinzip weiter 

w(z, ß, G) :;::>; w(z,ß', G'). (1') 

Das CARLEMANsche Verfahren liefert also ein Mittel, das harmonische 
Maß sowohl nach oben wie nach unten abzuschätzen. 

Auf Grund der Bemerkungen in § 1 kann das obige Resultat so ge
deutet werden: Wenn G und G' oder, falls sie mehrfach zusammen
hängend sind, ihre universellen Überlagerungsflächen auf den Einheits
kreis so abgebildet werden, daß z in den Nullpunkt übergeht, so wird 
der Menge rx. im ersten Falle (G) eine Randbogenmenge von kürzerer 
Gesamtlänge entsprechen als im letzten Falle (G'). 

60. Die Bedeutung des CARLEMANschen Prinzips beruht darauf, daß 
es oft gestattet, komplizierte Konfigurationen (G, rx., z) durch einfachere 
(G', rx., z) zu ersetzen, bei welchen die rechnerische Beherrschung der 
Beziehungen zwischen dem harmonischen Maß w und den euklidischen 
Bestimmungsstücken der Konfiguration (G', rx., z) ohne weiteres gelingt, 
so daß man Majoranten und Minoranten des harmonischen Maßes auf
stellen kann. 

Die direkte Anwendung dieser harmonischen Majoranten und Mi
noranten gestattet übrigens in vielen Fällen allgemeine Sätze elementar 
zu beweisen, ohne das Prinzip des harmonischen Maßes in seiner all
gemeinsten Fassung heranzuziehen, in welcher Form dieses Prinzip 
nicht als "elementar" bezeichnet werden darf, weil es ja die ziemlich 
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tiefliegenden Fundamentalsätze über konforme Abbildung und die 
Ränderzuordnung bei einer solchen Abbildung voraussetzt. 

Um dies an einem Beispiel zu erläutern, beweisen wir, bei Benutzung 
des CARLEMANschen Gedankenganges, nachstehenden Grenzwertsatz über 
beschränkte Funktionen, der zur Begründung der Hauptsätze über die 
Ränderzuordnung bei konformer Abbildung mit Erfolg benutzt werden 
kann: 

Es sei w (z) eine in der rechten Halbebene reguläre und beschränkte 
analytische Funktion und l ein in dieser Halbebene verlaufender Jordan
bogen, der im Nullpunkt z=O endet. Wenn dann w(z) für z-+0 aufleinen 
Grenzwert a hat, so gilt 

limw(z) =a 
Z=O 

gleichmäßig in fedem Winkel j arg zj < ~ - b (b > 0). 

Beweis. Für ein beliebig gegebenes 0< s< 1 können 
wir nach der Voraussetzung eine so kleine Zahl r > 0 
finden, daß jw-aj <s in jedem in den Kreis jzj::;r 
fallenden Punkt der Kurve l ist. Wir verfolgen l vom 
Nullpunkt bis zum ersten Schnittpunkt P, mit dem 
Kreis I z I = r; durch diesen Teilbogen von l, zerfällt 
der Halbkreis D,(jzj;Sr, s;:;;o; z=s+it) in zwei 
Gebiete D; und D;, welche bzw. an die Segmente 
(0, ir), (0, -ir) der imaginären Achse grenzen. 

l 

Abb. II. 

Es sei nun w (z, l" D;) das harmonische Maß von l, in bezug auf D;, 
gemessen in einem inneren Punkte z dieses Gebietes. Nach dem Zwei
konstantensatz gilt dann1 (vgl. S. 41) 

log jw (z) -al <w (z, l" D;) log s. (2) 

Hier wird das harmonische Maß von l, mit Hilfe des CARLEMA!-rschen 
Prinzips nach unten abgeschätzt. Als Minorante ergibt sich das har
monische Maß desjenigen Teils der Berandung des Halbkreises D" der 
aus dem Segment s,(o,-ir) der imaginären Achse und dem Kreisbogen 
( -ir, P,) zusammengesetzt ist. Dieses Maß verkleinert sich noch, 
wenn man den letztgenannten Bogen wegläßt, und es wird somit 

w (z, l" D;) > w (z, s,, D,). (3) 

Nun könnte man leicht einen expliziten Ausdruck für das letzte 
harmonische Maß bestimmen. Für unsere Zwecke genügt es indessen 
folgendes zu bemerken. Ist u (z) das harmonische Maß des Radius 
(0, -i) des Halbkreises D" mit r= 1, so ist offenbar 

w(z,s,,D,)=u(;). 

1 Da w voraussetzungsgemäß beschränkt ist, können wir ohne Einschränkung 
annehmen, es sei in der rechten Halbebene I w- a 1 < 1. 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 5 
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Nun hat u (z) im Kreissektor ! z i :S ~~·, - ~ :;::. arg z:;::. ~ - b ein nur 

von (J abhängiges positives Minimum A.6 , und es gilt dann auch, so-

b ld · d S kt 5 ('j I<~ ':< <~ _s') fa""llt, a z m en e or , , z 1 _ 2 , - 2 = arg z = 2 u 

u(:)~A.d. 
Nunmehr folgt aus (2) und (3), daß 

log\ w (z) -a i <A.6 loge 

für jeden Wert z, der in den Durchschnitt des Sektors S, und des 
Gebiets n; fällt. 

Dasselbe Ergebnis findet man auch im Durchschnitt des Sektors 

jz[ < ~~, - i + (J:;::. arg z:;::. ~ mit dem Gebiet D~, und es wird also 

schließlich 
J w (z) - a I < e "6, 

sobald [zj :S ~-, jargz[:;::. ~-Cl, woraus die behauptete Konvergenz

eigenschaft folgt. 
Bei diesem Beweis haben wir den Umweg über das Prinzip vom 

harmonischen Maß ·gemacht, und insbesondere die nicht ganz elementare 
Tatsache der Existenz des harmonischen Maßes des Jordanbogens l, 
benutzt. Wie oben bemerkt wurde, läßt sich dieser Umweg vermeiden, 
indem man das CARLEMANsche Prinzip direkt zur Konstruktion einer 
elementaren harmonischen Majorante verwendet. Der Beweis gestaltet 
sich dann einfach folgendermaßen: 

Die Funktion 
u ( : ) loge-log j w (z)- a j (4) 

ist im Gebiete D; harmonisch bis auf die Nullstellen von w- a, in denen 
sie positiv unendlich wird. In der Nähe jedes Randpunktes von D; 
ist sie ferner nichtnegativ, außer höchstens in den zwei Unstetigkeits
stellen (0 und P,) von u(r,z). In der Tat: auf l, ist O<u<1 und 
log jw- a[ <loge, also die Differenz (4) positiv; auf dem übrigen Randteil 
verschwindet u, während log i w- a! hier eine negative obere Grenze 
hat. Da die Differenz schließlich in der Nähe der zwei Unstetigkeits
punkte von u jedenfalls nach unten beschränkt bleibt, so ist gemäß dem 
Prinzip vom Minimum der Ausdruck (4) auch in jedem inneren Punkt 
von D; nichtnegativ. Der Beweis wird dann wie oben zu Ende geführt. 

61. Als zweite Anwendung nehmen wir ein allgemeines Problem auf, 
das zuerst von CARLEMAN (1. c.) aufgestellt und untersucht wurde und 
später insbesondere von MILLOUX [ 1] behandelt worden ist, weshalb es 
oft das "MILLouxsche Problem" genannt wird. Diese Aufgabe, die für 
verschiedene Anwendungen von Bedeutung ist, wird uns noch in den 
späteren Paragraphen dieses Abschnitts beschäftigen. 
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Problem von CARLEMAN-MILLoux. 1lf an beschreibe um einen Randpunkt 
oder um einen äußeren Punkt C eines von endlich vielen Jordanbogen be
randeten, einfach zusammenhängenden Gebiets G einen Kreis iz-t;j SR, 
und bezeichne mit IX die innerhalb dieses Kreises liegende Randpunktmenge 
von G und mit GR den Durchschnitt von G und fener Kreisscheibe. Es gilt 
für das harmonische Maß 

w (z, IX, GR) 

eine untere Schranke aufzustellen, die nur vomRadiusRund dem Abstand 
1z-Ci abhängt. 

Zur Lösung1 empfiehlt es sich, das Gebiet G durch t=log(t;-z) 
in ein in der t = a +ir-Ebene gelegenes schlichtes Gebiet D zu trans
formieren, das den unendlich fernen Punkt t = co als äußeren oder als 
Randpunkt haben wird. Es sei Da das Bild des Durchschnitts GR und 
ga die Menge der auf der Geraden a=logR liegenden Randpunkte 
von Da. Es gilt also dann das harmonische Maß der Bildbogen von oc 
nach unten oder, was auf dasselbe herauskommt, das harmonische 
Maß des Komplements, d. h. gerade der Punktmenge @a, in bezug auf 
das Gebiet Da nach oben abzuschätzen. 

Zu diesem Zwecke machen wir von dem Erweiterungsprinzip Gebrauch 
und zwar so, daß das Gebiet Da durch die Halbebene a ~logR ersetzt 
wird. Das harmonische Maß der Bogenmenge 8 a vergrößert sich hierbei 
und wird einfach gleich der Summe der Winkel, unter denen diese Menge 
vom Aufpunkte t0 = logz erscheint, dividiert durch n (vgl. Nr. 39). Durch 
eine leichte Erwägung, die dem Leser überlassen wird, sieht man ferner 
ein, daß diese Winkelsumme bei gegebener Gesamtlänge @(a) (a=logR) 
der Bogen ihr Maximum erreicht, wenn @a aus einem einzigen Segment 
besteht, das zur Geraden r = r 0 {t0 = a0 + i r 0) symmetrisch orientiert ist. 
Der entsprechende maximale Winkel ist dann gleich 

E>(a) 
2 arc tg 2(a .::.--a--;,) , 

und man hat also für das harmonische Maß der Menge ea die obere 
Schranke 

62. Dieses Ergebnis verdient wegen seiner großen Anwendbarkeit 
als ein selbständiger Satz ausgesprochen zu werden. 

Satz von CARLEMAN. Es sei D ein in der t= a +ir-Ebene gelegenes 
schlichtes, einfach zusammenhängendes Gebiet. e (a) bezeichne die Gesamt
länge der innerhalb oder auf die Begrenzung von D fallenden Segmente ga 
der Geraden ffi t = a und Da denfenigen Teil von D, der links von dieser 
Geraden liegt. 

1 Für das Folgende vgl. CARLEMAN [1]. 

5* 
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Unter diesen Voraussetzungen hat man für das harmonische Maß der 
Bogen 8a die für jedes t0 = a0 +ir0 , a0 < a gültige Abschätzung 

w (t 8 D ) :S ~- arctg- -~(()")_ -. (5) 
O• a• a-n 2(a-a0 ) 

Wir bemerken noch, daß diese Beziehung wegen des Erweiterungs
prinzips a fortiori gelten muß, wenn man links Da durch D und 8" durch 
den rechts von diesen Querschnitten fallenden Randteil von D ersetzt. 

Aus der obigen Herleitung folgt auch, daß die in (5) gegebene 
Schranke sich unter den gegebenen Voraussetzungen durch keine kleinere 
ersetzen läßt. In der Tat geht (5) in eine Gleichheit über, wenn man D 
als die Halbebene ffit;"Sa nimmt und 8(T als die zur Geraden T=To 

symmetrisch liegende Teilstrecke von der Länge 8 (a) der Begrenzungs
geraden R (t) = a wählt. 

63. Der Satz von CARLEMAN enthält folgende Aussage über die 
Randverzerrung bei konformer Abbildung: Wenn das Gebiet D auf 
den Einheitskreis derart konform abgebildet wird, daß der Punkt 
t0 = a0 + i r 0 in den Nullpunkt übergeht, so bildet sich die Randpunkt
menge 8a auf eine Peripheriebogenmenge ab, deren Gesamtlänge 
höchstens gleich 

ist. 

EJ(a) 4 arctg- - --- -
2(a- a0 ) 

Dieses Resultat gestattet im Falle eines konvexen Gebietes D eine 
interessante Anwendung. Ist rx. ein beliebiger Randbogen eines solchen 

Gebiets, so erhält man für w (t, rx., D) die obere Schranke Y (t, oc) , wo y 
n 

der Winkel ist unter dem der Bogen rx. vom Aufpunkte t erscheint. Also: 
Wenn ein konvexes Gebiet D auf den Einheitskreis so konform ab

gebildet wird, daß der innere Punkt P in den Nullpunkt übergeht, so wird 
einem Randbogen, der vom PunktePaus unter dem Winkel y erscheint, ein 
Peripheriebogen entsprechen, dessen Länge kleiner als 2 y ist, außer wenn D 
eine Halbebene ist, für welche dieser Bildbogen genau gleich 2 y wird. 

Da dieses Ergebnis besteht, wie klein immer der Bogen oc: gewählt 
wird, so gilt es auch für ein BogendifferentiaL Nimmt man den Auf
punkt P als Anfangspunkt eines Polarkoordinatensystems (r, q;), in 
welchem die konvexe Randkurve von D die Gleichung r = r (q;) hat, 

so ist also dw ;"S ~ dq;. Denkt man sich nun auf dem Rande eine Folge 

von nichtnegativen Randwerten u (r, q;) gegeben, so bestimmt sich 
die durch diese Randwerte erklärte, in D harmonische Funktion durch 
(vgl. Nr. 22) 

u(P)=ju(r,q;)dw, 
und es wird also 

u(P) ;"S ~ J u(r, q;)dq; 
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eine Abschätzung, die wegen ihrer Einfachheit und Genauigkeit bei 
der Untersuchung der Eigenschaft harmonischer Funktionen in der 
Umgebung eines singulären Randpunktes eines konvexen Gebietes sehr 
anwendbar ist. 

64. Wir kehren zu der CARLEMANschen Ungleichung (5) zurück und 
wollen nachsehen , was aus ihr über die CARLEMAN- Mrnou xsche 
Frage (Nr. 61) geschlossen werden kann. Gehen wir durch die Variabel
transformation t =log (C- z) zu der z-Ebene zurück, so ergibt sich für 
die in (5) stehende Majorante des harmonischen Maßes der Ausdruck 
(logR = a, log r = a0) 

2 €J(R) 
-narctg--R-, 

2Iogr 

wo Re (R) die Länge der in das Gebiet G fallenden Kreisbogen 
lz-C/=R ist. Man gelangt also zu folgendem Ergebnis: 

Satz I. Es sei G ein von endlich vielen ] ordanbogen begrenztes schlichtes 
einfach zusammenhängendes Gebiet, das den Nullpunkt z=O nicht als 
inneren Punkt enthält. Wenn die Länge der in G fallenden Bogen des 
Kreises I z I= R gleich Re (R) ist, so genügt das harmonische Maß der im 
Kreisäußeren /zl ?:;R liegenden Randbogen ß von G fürjeden Gebietspunkt z, 
der in den Kreis I z I< R fällt, der Ungleichung 

w(z, ß, G) ;:S! arctg €J(R1 • 
2logTZT 

(6) 

Für das Maß des komplementären, in Jzi<R liegenden Teiles IX der 
Berandung von G gilt somit R 

2 2log TZf 
w (z, IX, G):::: n arctg -e (R) • (6') 

Wegen e ;:S2n gelten die Beziehungen (6) und (6') a fortiori, wenn man e 
durch 2 n ersetzt. 

Die Bedeutung dieses Resultats liegt darin, daß es für die be
treffenden harmonischen Maße Schranken angibt, die für lzl ~ r < R 

r 
allein durch das Verhältnis !i , bestimmt sind, unabhängig vom Verlauf 

der Randkurve des Gebietes G sowie von der Wahl des Aufpunktes z 
im Kreise. 

Die oben gegebenen Schranken sind, im Gegensatz zu der rechts 
in (5) stehenden, nicht die bestmöglichen. Überträgt man nämlich den 
dem Satz (5) entsprechenden Extremaltall auf die z=e1-Ebene, so wird 
man allerdings zu einem harmonischen Maß gelangen, welches der in 
Satz 1 stehenden Schranke gleich ist, die aber nur auf der, der Halb
ebene lR t ;:S a entsprechenden, unendlich vielblättrigen Kreisfläche 
0< :z:<R, also nicht (wie Satz 1 voraussetzt) auf einem schlichten 
Gebiet G eindeutig ist. 
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65. Bei Anwendung von Satz 1 ergibt sich als Spezialfall des all
gemeinen Zweikonstantensatzes (Nr. 36)1 

Satz 2. Es sei w (z) eine in einem Gebiet der in Satz 1 erwähnten 
Art reguläre und beschränkte Funktion (jwj:;S1). In jedem Randpunkt 
des Gebietes, der innerhalb des Kreises 

Jzj:;SR 
liegt, sei 

limjw(z)j:;Sm (O<m<1). 

Dann gilt in jedem Gebietspunkt z, der innerhalb jenes Kreises liegt, die 
Beziehung 

R 
2 log Tz r 

arctg---
Jw(z)[:;Sm" " 

Als ein Beispiel für die Anwendbarkeit dieses Satzes beweisen wir 
folgenden Grenzwertsatz von LINDELÖF [3], der in der Theorie der 
Ränderzuordnung bei konformer Abbildung eine wichtige Rolle spielt. 

Satz von LINDELÖF. Sei G ein von einer Jordankurve begrenztes 
Gebiet, y ein Randbogen desselben und C ein innerer Punkt von y. Sei 
ferner w (z) eine innerhalb G erklärte, reguläre und beschränkte analytische 
Funktion, die auf dem Randbogen y noch stetig ist, höchstens mit Ausnahme 
des Punktes C. Falls dann w (z) bei links- und rechtsseitiger Annäherung 
des Randpunktes C' an den Punkt C ein und demselben Grenzwert a zustrebt, 
so ist w (z) auch im Punkte z = C stetig, d. h. es ist w (z)-+ a, wie immer 
der Punkt z im Bereiche G gegen den Randpunkt C konvergiert. 

Beweis. Ohne Einschränkung kann angenommen werden, daß 
I w (z)- a [ < 1 innerhalb G sei. Für ein gegebenes, beliebig kleines e 
(O<s< 1) läßt sich nach der Voraussetzung eine Zahl r>O finden, so daß 
in jedem innerhalb 0< IC-C'[<2r liegenden Randpunkt C' die Be
ziehung j w (C') - a j < s gilt. Nach ( 6') ist dann für jeden in dem Kreis 
I z-Cl< r gelegenen Gebietspunkt z 

Jw(z)- a[ < s6 , 

wo 
2 log2 !5 = - -arc tg --
n n ' 

woraus die behauptete gleichmäßige Konvergenz hervorgeht. 

66. Die in den obigen Sätzen gegebenen Abschätzungen lassen sich 
durch ein ebenfalls von CARLEMAN herrührendes Verfahren so abändern, 
daß sie nicht nur die Länge eines speziellen Querschnittes ffi t = a bzw. 

I Der Leser wird aufgefordert, den nachfolgenden Satz direkt als Folgerung des 
Minimumprinzips unter Betrachtung der harmonischen Funktion log I w I und An
wendung der oben konstruierten harmonischen Minorante zu beweisen. Dieser 
direkte Beweis hat den Vorteil, zu zeigen, daß der Satz ohne irgendwelche ein
schränkende Voraussetzungen über den Gebietsrand gilt. 
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[z[ =R des Gebietes D bzw. G, sondern gewissermaßen die mittlere 
Länge eines solchen Querschnittes berücksichtigen, was für viele An
wendungen bedeutsam ist. 

Bezeichnet man mit e" die Gesamtheit der Querschnitte ffi t = a 
des Gebietes D und mit e (a) deren Gesamtlänge, so wird nach (5) 
für a' < a 

( ' . .aD)<2 t 0(a) 
w a + z i' ~ a' a = n arc g 2( a - a') ' 

wo Da den links von ea liegenden Teil des GebietesD bezeichnet!. Also ist 
2 0(a) 
- arctg 2 ( ') w(t, ea'• Da·) :n a- a 

für ffit= a' mindestens so groß wie w (t, ea, Da), denn der zweite Faktor 
des Produktes wird hier gleich 1. Auf dem übrigen Teil des Randes 
von Da' verschwinden definitionsgemäß beide obige harmonische Maße, 
woraus mittels des Maximumprinzips folgt 

w (t0 , ea, Da) ;S ! arctg 2 (: ~)a') w (t0 , @a'• Da·), 

wie immer der Punkt t0 im Gebiete Da' gewählt wird. Schreibt man 
der Kürze halber statt w (t0 , ea, Da) kurz w (t0 , a), so wird also 

( ) (t ') < 2 2 ( a- a0 ) (t ') 
W to, (1 -W O• (1 =- n arctg @(a) W O• (1 • 

Hieraus wird ersichtlich, daß w (t0 , a) eine monoton abnehmende 
Funktion von a ist 2 und als solche für fast alle Werte a eine wohl
bestimmte Ableitung hat. Durch Division mit a- a' und den Grenz
übergang a'-+ a findet man für diese Ableitung die Abschätzung 

d w (t0 , a) < ___ 4_ w(t a) 
da = :n0(a) O• ' 

welche auch für diejenigen Werte a besteht, für die w keine bestimmte 

Ableitung hat, wenn man ~ ~ die obere linksseitige Derivierte bedeuten 

läßt. Durch Integration dieser Differentialungleichung zwischen den 
Grenzen a1 und a2 gelangt man zu folgendem Ergebnis 

Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Nr.62 hat man für t0 = a0 +i-r0 

a, 
4 J tlu 

--;;- e(a) 

w(t0 , ea,• Da,) ;Sw(t0 , ea,• D",)e a, (7) 
wie immer die Zahlen a0 ;S a1 < a2 gewählt uJerden mögen. Da bezeichnet 
hierbei dasfenige links von der Geraden ffi t = a liegende Teilgebiet des 
gegebenen Gebietes D, welches den Punkt t = t0 enthält. 

1 Da besteht möglicherweise aus mehreren getrennten zusammenhängenden 
Teilgebieten. Wenn t ein Gebietspunkt ist, so verstehe man unter Da stets das
jenige jeder Teilgebiete, welches diesen Punkt t enthält. 

2 Dies ist übrigens schon eine unmittelbare Folgerung aus dem Prinzip der 
Gebietserweiterung. 
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Um die Genauigkeit dieses Satzes zu prüfen, nehmen wir speziell 

D als den Parallelstreifen I• I < ~ an. Eine einfache Rechnung ergibt 

dann für das Maximum des harmonischen Maßes w der Strecke 

I• I :S ~ , ffi t = G in bezug auf den Halbstreifen Da, gemessen auf dem 

Querschnitt ffit= G0 , I• I<~ den Wert 

4 {a0 -a) - arctg e . n 

Die allgemeine Beziehung (7) liefert andererseits für den vorliegenden 
Spezialfall, wo G 2 = G, G0 = G1 und also w (t0 , @ a,, Da,) = 1 zu setzen ist, 
die obere Schranke 

_!, (ao-a) 
w:::Se" , 

welche für große Werte G- Go von richtiger Größenordnung ist. Ein 
Vergleich der im Exponenten stehenden Koeffizienten legt die Ver-

mutung nahe, daß der vor dem Integral stehende Faktor - ~ rechts in n 
(7) durch den schärferen -:n; ersetzt werden könnte. Daß dem tatsächlich 
so ist, soll in § 4 dieses Abschnitts gezeigt werden, wo wir auf die Frage 
über die Randverzerrung bei konformer Abbildung zurückkommen 
werden. 

Bemerkt sei noch, daß die in (5) enthaltene Abschätzung asymptotisch, 
d. h. für G->- co , viel ungenauer als (7) ist. In der Tat findet man nach 
(5) im oben betrachteten Beispiel für w die Schranke 

2 n 
arctg 2 (-- --), n a- a0 

welche für G->- co verschwindet wie 
1 , während die richtige Größena 

ordnung ja doch e-a ist. 

67. Wir gehen zu der Be
ziehung (7) zurück und bemerken, 
daß eine analoge Ungleichung auch 
rechts von den Querschnitten @ a, 

Abb. 12. gilt, d. h. wenn G2 <G1 <Go und Da, 
das rechts von @ a, liegende Teil

gebiet von D ist, so bleibt (7) in Kraft, wenn man die Grenzen im Integral 
der rechten Seite vertauscht. Setzt man speziell G1 =Go und also w(t0 , 

@a,, Da,)= 1, so wird man durch Addition dieser zwei Ungleichungen 
auf folgendes Ergebnis geführt. 

Es sei wie oben, D ein schlichtes Gebiet, @ a die Menge der auf der Geraden 
ffi t = G gelegenen Querschnitte von D und @ (G) die Gesamtlänge derselben. 
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Sei ferner D12 der von den Querschnittmengen Ba, und Ba, (a1 < a2} begrenzte 
Teil von D. 

Unter diesen Voraussetzungen hat man für die Summe der harmonischen 
Maße der Querschnitte Ba,, Ba, gemessen in bezug auf D12 in einem inneren 
Punkt t = a + i r (a1 < a< a2} die obere Schranke 

a a, 
4 J ds 4 J ds 

--;;: e(s) --;;: e(s) 

w(t,Ba,,D12}+w(t,Ba,•D12);Se a, +e a 

Wir wählen nun den Wert a so, daß die zwei Integrale der Exponenten 
einander gleich werden. Man gelangt dann zu folgendem 

Satz 4. Wenn a1 < a2 und D12 der zwischen den Querschnitten Ba, und 
B a,liegende Teil des Gebietes D ist, so läßt sich ein Querschnitt Ba (a1 < a< a2} 

finden, so daß die Summe ~2 der harmonischen Maße der Querschnitte Ba, 
und Ba, in jedem Punkt t des Querschnitts B a• in bezug auf dasjenige 
zusammenhängende Teilgebiet von D12, welches den Punkt t enthält, der 
Ungleichung 

a, 

- ~ J -:~S) 
w12;;;;; 2 e a, (8) 

genügt, wo B (a) die Gesamtlänge der Querschnittmenge Ba bezeichnet. 
Bemerkung. Nach dem Erweiterungsprinzip besteht dieses Er

gebnis a fortiori, wenn man ~2 die Summe der harmonischen Maße 
der außerhalb des Streifens a1 ;Sa;Sa2 liegenden Randbogen von D be
deuten läßt, welche also durch die Querschnitte Ba,• Ba, vom Auf
punkt t getrennt werden. 

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, daß man zur Abschätzung 
der Größe ~2 auch (5) verwenden kann. Eine einfache Rechnung, 
die der Leser leicht nachprüfen kann, liefert das Resultat 

< 4 t @(al) + e(a.) 
w12= n arc g 2(0'.- 0'1) ' 

was für große Werte von a2 - a1 im allgemeinen bedeutend unschärfer 
als (8) ist. 

68. Satz 4 erlaubt aus den allgemeinen Ergebnissen von 111, § 6 
einige interessante Schlüsse zu ziehen. Es sei D12 ein Gebiet, das, außer 
von gewissen Segmenten Ba, und Ba, derGeraden x= a1 , x= a2 (z= x+iy) 
von einer Anzahl von Jordanbogen begrenzt wird, von denen genau 
zwei, L1 und L2 , die Begrenzungsgeraden x = a1 , a 2 verbinden (Abb. 13); 
zu jenen Bogen können, außer L1 und L2 , auch gewisse L3 gehören, 
welche nur eine der Begrenzungsgeraden x = a1 , a 2 begegnen. Wir 
nehmen ferner an, daß eine in D12 gegebene eindeutige Funktion w (z) 
hier Werte annimmt, die in ein Gebiet G der w-Ebene fallen, welches von 
einer endlichen Anzahl Jordanbogen berandet ist. Auf L1 , L2 und I 3 

sei w (z) stetig und zwar möge es auf L1 und L2 Werte annehmen, die auf 
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zwei vorgegebenen Punktmengen H1 bzw. H 2 liegen, die eine positive 
Entfernung voneinander besitzen; die den Bogen L3 entsprechenden 
Funktionswerte mögen entweder auf H1 oder auf H 2 fallen. Durch 
eventuelle Erweiterung dieser Mengen H1 und H 2 können wir erreichen, 
daß ihre Grenzpunkte aus einer endlichen Anzahl Jordanbogen at1 , at2 

bestehen, welche sich ebenfalls in positivem Abstand voneinander be
finden. Die Menge at1 + at2 = at liegt möglicherweise teilweise oder voll
ständig auf dem Rand von G; wir setzen indes voraus, daß der zu at 

komplementäre Randteil ß von G nicht leer ist. Schließlich nehmen wir 
an, daß die Mengen at1 und at2 nicht ineinander geschachtelt sind, so daß 

z-Ebene u·-l·:bene 

also jedes derzusammen
hängenden Gebiete G*, 
das nach Entfernung der 
Mengen H1 , H 2 aus G 
übrig bleibt, außer von 
gewissen Bogen at1 , at2 

noch von gewissen an
deren , zu ß gehörigen 
Bogen begrenzt ist. 

Jetzt bezeichnen wir 
Abb. 13. 

(vgl. Nr. 54) durch m(l) 
das Minimum des harmonischen Maßes der Bogenmenge 0(,1 + at2 = at auf 
einem Bogen l, der innerhalb G* die Mengen at1 und at2 verbindet (ge
messen in bezug auf G*), und setzen 

mw= limm(l), 

wobei alle Wege l zur Konkurrenz zugelassen werden. Cnter den obigen 
Voraussetzungen ist dann 

O<m".<1. 

In analoger Weise sei m (a) das Minimum des harmonischen Maßes 
der Bogen L1 + L2 + L3 auf der Geraden x = a, gemessen in bezug auf 
D12 , und mz die obere Grenze 

mz = !im m ( (J) 

von m(a) für a1 <a<a2 • Nach dem Satz über die Vergrößerung des 
harmonischen Maßes (III, § 6) ist dann 

(9) 

Hier läßt sich mz vermittels des Satzes 4 dieses Paragraphen weiter 
abschätzen. Nach der Ungleichung (8) findet man, wenn beachtet wird, 
daß das harmonische Maß von L1 + L2 + L3 vermehrt um die harmonischen 
Maße von Ba, und ea, gleich 1 ist, für das Minimum m (a), entsprechend 
einem geeignet gewählten Wert a, und folglich auch für die obere Grenze 
m, die untere Schranke 

(10) 
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und es wird also gemäß (9) a, 

wo 
J~<K B(x) = ' 

n 2 K =--log-~-
2 1-mw 

75 

(11) 

( 11') 

nur von mw, also nur von der Konfiguration G, H1 , H 2 abhängig ist. 

69. Eine interessante Aufgabe ist es nun, unter gegebenen speziellen 
Voraussetzungen über die Abbildung w = w (z) auch mw zu berechnen. 
Es gilt offenbar für diese Größe eine obere Schranke zu finden. Unter 
Anwendung des Erweiterungsprinzips soll dies für zwei besondere Fälle 
näher ausgeführt werden. 

Wir nehmen vorerst an, daß die Funktion w (z), welche in dem im 
Satz erwähnten Gebiet D12 regulär ist, folgenden speziellen Bedingungen 
genügt: 

1. Auf den Bogen L1 und L2 nimmt w(z)=u+iv Werte an, die 
bzw. in den Halbebenen v :S-b, v ~ b (b > 0) liegen. 

2. Auf den Bogen L3 ist Jv [ ~ b. 
3. Es ist im ganzen Gebiet D12 ju(z)i:Sa(a>O). 
Unter diesen Voraussetzungen können wir den obigen Satz anwenden, 

in dem wir als Gebiet G den Streifen :u[<a, als Gebiete H1 , H 2 wiederum 
die von den Geraden v =- b bzw. v = b und u = ± a begrenzten Halb
streifen nehmen, so daß also die Bogen or.1 , or.2 durch die Strecken v = ± b, 

[u[ Sa dargestellt sind und G* aus dem Rechteck [u[ =Sa, [v[ Sb besteht. 
mw ist also jetzt die obere Grenze des Minimums des harmonischen 
Maßes der Strecken v = ± b, 1 u j S a (in bezug auf das Rechteck) auf 
einer Kurve, die diese Strecken innerhalb des Rechtecks verbindet. 
Aus Symmetriegründen erhellt unmittelbar, daß diese obere Grenze 
im Nullpunkt erreicht wird. Vermittels des Erweiterungsprinzips findet 
man weiter, daß mw kleiner ist als das harmonische Maß jener Strecken 
für w = 0, gemessen in bezug auf den vollen Streifen [ v [ < b. 

Dieses Maß läßt sich einfach so berechnen, daß man den Streifen 
durch die Transformation 

in die rechte Halbebene überführt, wobei jene zwei Strecken in die 

Strecken (ie-;:, ie;:) und (-ie-;:, -ie;:) der imaginären Achse 
übergehen. Das zu berechnende harmonische Maß wird nun einfach 
gleich der durch n dividierten Summe der Winkel, unter denen die letzt
genannten Segmente vom Punkt 1 der reellen Achse aus erscheinen, 
wofür man den \Vert 

na 
4 -""""b 

1- arctge -
:7 



76 Beziehungen zwischen nichteuklidischen und euklidischen Maßbestimmungen. 

findet!. Es wird also :na 

> 4 t --u 1 - mw = n arc g e 

und somit, gemäß (11) und (11'), 
a, 

J dx n n 
e(xf:;s 2log-- _!'__"_ 

a, 2arctge 2 b 

Da arctgt~ ~-t für O:St:'S1, so ergibt sich hieraus weiter die einfachere 

Abschätzung a, 

J dx :n; n• a 
e (x) < 2 log 2 + 4 b • (12) 

Nimmt man speziell D12 als ein von zwei Strecken Ba,, Ba, und zwei 
verbindenden Kurvenbogen L1 , L2 begrenztes "Viereck" an, und denkt 
man sich dieses auf ein Rechteck mit den Seiten 2a, 2b konform ab
gebildet, so daß die Kurvenbogen L1 , L2 in zwei Segmente der (einander 
gegenüberliegenden) Seiten der Länge 2a übergehen, so hat man also, wenn 
8 (x) die "Breite" des Streifens ist (d. h. die Länge des Querschnitts 8,), 
die Beziehung (12), welche zeigt, daß der Streifen D12 in der Längs
richtung (d. h. in der Richtung der x-Achse) nicht beliebig weit aus
gedehnt sein kann. Hat der Streifen insbesondere dieselbe Breite (2b) 

und Länge (2a) wie das Rechteck, so wird der Ausdruck links gleich ~; 
n• a 

vermutlich kann also der Faktor -4 vor dem Ausdruck -b- rechts durch 

Abb. 14. 

die kleinere 1 ersetzt werden 2• 

70. Als zweites Beispiel für die all
gemeine Beziehung ( 11) wählen wir 
die Gebiete G, Hv H 2 folgendermaßen: 
G sei von einer Jordankurve T be
grenzt; H1 , H 2 seien zwei Teilgebiete 
von G, welche von zwei punktfremden 
Querschnitten oc', oc" aus demselben ab
geschnitten werden. Das Restgebiet G* 
wird außer von oc', oc" von zwei Teil
bogen ß', ß" der Randkurve T berandet 
(Abb. 14). 

Wir verbinden diese zwei Bogen ß durch einen regulären Kurven
bogen l innerhalb G*. Die Bogenlänge von l, berechnet von einem be
liebig festgesetzten Anfangspunkt, sei s; sie soll auf l in der Richtung 

1 Eine genauere Abschätzung von mw findet man unter Zuhilfenahme der ellip
tischen Funktionen durch konforme Abbildung des Rechtecks auf eine Halbebene. 

• Mit anderen Methoden wurde das obige Problem behandelt von L. AHLFORS [6]. 
Vgl. auch G. P6LYA [1]. 
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von ß' nach ß" von s1 bis s2 zunehmen. Die kürzeste Entfernung eines 
Punktes W=Ws von l zu den Randbogen oc', r:/. 11 sei e(s). 

Wir betrachten nun das harmonische Maß w (w, ß' + ß", G*) und 
bezeichnen, wenn k eine beliebige Zahl des Intervalls 0< k< 1 bedeutet, 
mit m(s) das Minimum von w im Durchschnitt des Gebietes G* mit 
dem Kreis 

lw-wsl ;'Ske(s). 

Zur Abschätzung von m (s) machen wir von dem Ausdruck 

Iocr (! (s) 
( ) ( ) 

" I w- Ws I 
u w =m s 1 

logT 
(13) 

Gebrauch, welcher im Kreisring ke(s) ;'S [w-ws[ :'Se(s) harmonisch ist 
und auf dem inneren Kreis den Wert m(s) annimmt, während er auf 
dem äußeren verschwindet. Ist nun w ein Gebietspunkt, der in diesem 
Kreisring liegt, so wird w (w, ß' + ß", G*) sicher mindestens so groß 
ausfallen wie der Ausdruck (13) angibt. Der Durchschnitt Ds vom 
Kreisring mit G* wird nämlich von drei Arten von Punkten w begrenzt: 
1. von Punkten des Kreises [w-wsi=ke(s); hier ist w::;;;m(s) und 
u(w) =m(s), also w-u::;;;o; 2. von Punkten der Peripherie [w-w.[ =e(s), 
wo w::;;;o und u=O, also w-u~O; 3. von Punkten der Bogen ß' +ß", 
hier gilt w=1, u;'Sm(s)<1, somit wieder w-u~o. Bei Anwendung 
des Minimumprinzips ergibt sich dann, daß u tatsächlich eine Minorante 
von w darstellt. 

Nimmt man nun auf l einen Punkt w. + & s, so wird also für ein 
hinreichend kleines L1 s > 0 

log (! (s) 

m(s+L1s)::;;; Llr+ke1(s+L1s) m(s), 
logk 

wo L1r der Abstand der Punkte ws+ds und Ws ist. Unter Beachtung 
der Erklärung der Größe e hat man ferner 

e (s +L1 s) :Se (s) +L1 r' 
und es wird folglich 

1 ( ( 1)L1r) log- - log 1 + 1 + - --
m(s+L1s)~ k 1 k e(s) m(s), 

logk 

also 

1 +- m s ( 1 ) 
m(.>+Lis) -m(~-> _ k () 

Lir = 1 
e(s)logk 
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.ds 
Durch den Grenzübergang L1 s ~ 0 findet man hieraus, da -- ~ 1 

.dr ' 

für die untere Ableitung ~':1 die untere Schranke 

1 + 1 
rl_11~ > ___ k_ • _11_1__(-s)_ 

d s log _1 g (s) • 
k 

,+' 
Setzt man hier k = -1-, - _Ii_ = 1 + e < 4, so erhält man durch Integration 

e loa 1 
b k 

zwischen den Grenzen s1 und s 

(14') 

Es gilt nun m (s1), d. h. das :\linimum Yon w (w, ß' + ß", G*) auf dem 

Kreis ! w- ws,! ~ ke (s1) abzuschätzen, wo also Ws, jetzt auf dem Rand

bogen ß' gelegen ist. Hierzu können wir unmittelbar clas Ergebnis von 

Satz 1, Nr. 64 verwenden. Die Beziehung (6') ergibt uns für R=e(s1), 

1zl=lw-w !<~!_)_ 
1 1 I sl ; --= e 

und somit m (s1) > -21 • n 

2 1 I 
w 2 arc tg > - -

-:r :r 2:?: 

Durch eine ganz analoge Betrachtung findet man die Beziehung 

( 14") 

2n' 
und es wird durch Addition 

( 
-4/~ds --4/s,ds) -2/s,~,s_ 

1 - (! (.J ~ 

m(s) > --:- c '• + c s 2': e s, 
4n 1 - 2:1: 

\Vir gelangen so zu 

Satz 5. Wenn das Gebiet G* von einer I ordankurve oc' + ß" + oc" + ß' 
begrenzt ist, deren Teilbogen oc, ß in der angegebenen Reihenfolge auf

einander folgen, so genügt das harmonische )!Jaß der Bogen ß' + ß" in 

jedem Punkt w eines Querschnitts l von G*, welcher die Bogen ß verbindet, 

der Ungleichung 

( ß' ß" ("*) 1_ - "Iu rs) 
W W, _ -f- , I > 2 :r, {' sJ ( 14) 

wobei s die zwischen s1 und s2 variierende Bogmlänge von l ist und (! (s) 

die kürzeste Entfermtng desjenigen Punktes U's <'Oll l von den Bogen oc' + !1. 11 

bezeichnet, welcher dem Parameterwert s entspricht. 
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71. Gehen wir nun zu der Frage von Nr. 69 S. 75 zurück, so finden 
wir aus (14) für die durch mw bezeichnete obere Grenze der Minima 
des harmonischen Maßes w (w, rx' +rx", G*) auf Kurven, welche rx' und 
rx" verbinden, die obere Schranke 

( 15) 

und die fundamentale Beziehung m,s mw gibt uns unter den Voraus
setzungen von Nr. 68, mit Rücksicht auf (11) und (11'), 

~ ~ J da :n 2 j ds :n 
@(a);:;:; 2log-1-mw < '!t e(s) + 2log4n.- (16) 

s, 

Hieraus folgert man speziell: 

Satz 7. Es sei Gz ein in der z = x + i y-Ebene gelegenes Gebiet, das 
von einer Jordankurve r. = rx: + ß~ + rx~ + ß~ berandet ist, die aus vier 
Teilbogen rx;, p;, OC.', ß~ in der angegebenen Reihenfolge zusammengesetzt 
ist, so daß für xl;:;:;x;:;:;x2 die Gerade mz= X nur die zwei Bogen ('J..~, ('J..~ 
trifft. Die totale Länge @(x) der innerhalb G. liegenden Segmente dieser 
Geraden habe das Maximum 

max @(x) =8 für x1 ;:SxSx2 • 

In G. sei eine regulär analytische Funktion w(z) von folgenden Eigen
schaften gegeben: 

1. w (z) nimmt innerhalb G, Werte an, die in ein von gewissen Jordan
kurven Tw berandetes Gebiet Gw fallen. 

2. Auf den Randbogen rx;, rx:' ist w (z) stetig und nimmt hier Werte an, 
welche auf zwei punktfremde abgeschlossene Punktmengen H~ bzw. H;: 
fallen, die so liegen, daß sie durch einen Querschnitt des Gebiets Gw getrennt 
werden können. Es sei Q ein solcher Querschnitt, a die kürzeste Entfernung 
von Q zur Menge H~ + H~ und b die Länge von Q. 

Unter diesen Voraussetzungen gilt die Ungleichung 

(17) 

wo C eine numerische Konstante ( C <-~log 4 n) ist. 

Dieses Ergebnis ist eine unmittelbare Folgerung aus der allgemeinen 
Beziehung (16), wenn man hier als Gebiet G! dasjenige Teilgebiet von 
Gw annimmt, welches von einem Kreis mit dem Radius a überstrichen 
wird, falls dessen Mittelpunkt den Bogen Q durchläuft. Die Mengen H~ 
und H~ können dann nämlich durch diejenigen Teilgebiete H1 , H2 

ersetzt werden, in welche Gw durch das Streifengebiet G! zerlegt wird, 
und von denen H1 die Menge H~, H 2 die Menge H~ enthält. 
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§ 3. Abschätzung des hyperbolischen Maßes durch 
Gebietserweiterung. 

72. Jedem durch einen Punkt P eines Gebietes G vom hyperbolischen 
Typus gehenden Bogenelement der (euklidischen) Länge ds haben wir in 
Nr. 44 eine nichteuklidische Länge da zugeordnet. Das Prinzip über 
das hyperbolische Maß (Nr. 45) besagt, daß die hierdurch erklärte nicht
euklidische Bogenlänge durch eine analytische eindeutige Transformation 
w = w (z) verkleinert wird, falls man als Bezugsgebiet in der z-Ebene ein 
Gebiet Gz, wo w (z) eindeutig und analytisch ist, in der w-Ebene wiederum 
ein Gebiet Gw nimmt, wo die entsprechenden Werte w liegen. Nach dem 
in § 1 dieses Abschnitts angedeuteten Programm müssen wir, um das 
Prinzip auch für solche Fälle anwendbar zu machen, in denen die 
hyperbolische Maßbestimmung nicht elementar rechnerisch bewältigt 
werden kann, Mittel aufsuchen zur Aufstellung approximativer Be
ziehungen zwischen den hyperbolischen und euklidischen Maßverhältnissen 
der gegebenen Abbildungen. 

Hierzu bietet uns das erwähnte Prinzip selbst eine einfache Methode, 
die in vielen Fällen zu anwendbaren Ergebnissen in der gewünschten 
Richtung führt. Es seien G1 und G2 Gebiete vom hyperbolischen Typus, 
und G1 in G2 als Teilgebiet enthalten. WennPein innerer Punkt von G1 

ist, so gilt für die hyperbolischen Längen da1 und da2 eines entsprechenden 
Bogenelements ds, gemessen in bezug auf G1 bzw. G2 , 

(18) 

Dies ist tatsächlich eine spezielle Folgerung aus dem Prinzip über 
die Verkleinerung des hyperbolischen Maßes. Denn nimmt man Gz~G1 , 

Gw =G2 so genügt die Funktion w =Z sämtlichen Bedingungen unseres 
Satzes, und das Prinzip liefert uns unmittelbar die Beziehung ( 18), wo 
Gleichheit dann und nur dann zutrifft, wenn G1 ~G2 ist. 

Läßt sich nun G2 so wählen, daß die konforme Abbildung von G2 

(oder G;', falls G2 mehrfach zusammenhängend ist), auf den Einheits
kreis E ([ x I < 1) möglich ist, so ist durch ( 18) eine Minorante für das 
hyperbolische Maß da1 gegeben. Ist nämlich x (z) diejenige einwertige 
Funktion, welche die genannte Abbildung so ausführt, daß P in den 
Nullpunkt x=O übergeht, so wird definitionsgemäß (vgl. Nr. 44) 

da= ldx' = 1-dx_ ds 
2 I dz ' 

wo ds = I dz I und die Ableitung 4;- im Punkte P zu nehmen ist. Es 
wird also 

1 

~'(0)1' 

wo z (x) diejenige Funktion ist, welche den Einheitskreis ! x I< 1 so auf 
c; konform abbildet' daß X= 0 dem Punkt p zugeordnet wird. 

In analoger Weise findet man Majoranten für das Verhältnis dd:1 • 
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73. Der KoEBEsche Verzerrungssatz. Als Anwendung untersuchen 
wir die Verzerrung bei konformer Abbildung des Einheitskreises I z [ < 1 
auf ein schlichtes Gebiet D, das den Unendlichkeitspunkt nicht enthält. 
Die abbildende Funktion 

w(z) =z+a2z2 +... (19) 

sei derart normiert, daß die Nullpunkte einander entsprechen und der 
entsprechende Abbildungsmodul gleich 1 ist, was durch eine Ähnlich
keitstransformation des Gebietes stets erreicht werden kann. Die kürzeste 
Entfernung des Nullpunktes Z=O vom Rande r von D sei gleich d 1• 

Satz von KoEBE. Wenn die Potenzreihe ( 19) für I x [ < 1 konvergiert 
und den Einheitskreis schlicht abbildet, so ist die kürzeste Entfernung d 
des Randes des Bildgebiets vom Nullpunkt größer als eine positive numerische 
Konstante k (KoEBEsche Konstante). 

Beweis. Sei de; 6 ein Randpunkt des schlichten Bildgebiets D, 
der in der Entfernung d vom Nullpunkt liegt. Wir transformieren w 
durch die Wurzel 

(20) 

welche für w = 0 den positiven Wert y d annimmt. Die derart definierte 
Funktion w1 ist für I z I< 1 unbeschränkt fortsetzbar, also eindeutig 
(Monodromiesatz) und, infolge der Einwertigkeit von w(z), einwertig; 
sie bildet somit den Einheitskreis auf ein schlichtes Gebiet D1 der w1-

Ebene eineindeutig und konform ab. ·wenn w1 ein innerer Punkt von D1 

ist (w1 +O), so liegt -w1 nicht 
in D1 • Denn sonst würden diese 
Werte, vermöge der Trans
formation w1 = w1 (z), zwei ver
schiedenen Punkten z1 und z2 

entsprechen; diesen würden dann 
in der w -Ebene die gleichen 
Werte w=ei 6 (d-wi) zuge
ordnet sein , was wegen der 
vorausgesetzten Einwertigkeit 
von w (z) unmöglich ist. 

Da nunder Kreis Jwi<d inD 
liegt, so wird von der ihm durch 
(20) zugeordneten Lemniskate 

ld-w~i <d 
Abb. rs. 

die rechts von der imaginären Achse befindliche Hälfte H dem Gebiet D1 

zugehören, während die symmetrische, links liegende Hälfte H 2 keinen 
Punkt von D enthält. Entfernt man also aus der w1-Ebene das Gebiet 
H 2 , so hat man im Restgebiet n; ein Majorantgebiet zu D1 • Eine noch 

1 P. KoEBE [1]. 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 6 
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bequemere Majorante erhält man, wenn man D1 durch 

Vd- wl e-il! 
x=x(z)= yd +;;,~ =4d-z+ ... (21) 

transformiert. Als Bildgebiet ergibt sich ein schlichtes Gebiet Dx, das 
vollständig in n:. dem Bildgebiet von D:, liegt. Für die größte Null
punktsentfernung des Randes von D: ergibt sich der Wert 3 + 2 y2 < 6 
und man hat also 

I x(z)[ <6 
für [z[<L 

Mittels des Prinzips des hyperbolischen Maßes (oder, was gleich
bedeutend damit ist, des ScHWARZsehen Lemmas) ergibt sich nunmehr 
für die Nullpunktsableitung x' (0) die Beziehung 

[x'(o)[= 4
1d<6, d>;4 , (22) 

womit die Existenz der behaupteten universellen Konstante nach
gewiesen ist. 

74. Das Bildgebiet Dx hat als Abbild des Gebietes D1 vermöge der 
Transformation (21) die Eigenschaft, daß es kein Paar von Punkten 
x1 , x2 enthält, welche durch die Beziehung 

X1 X 2 = 1 

verbunden sind. Aus Symmetriegründen erwartet man, daß der größt

mögliche Wert des Abbildungsmoduls 1 x' (0)[ = 4
1d dann vorkommt, 

wenn Dx der Einheitskreis ist und also x _c:z, I x' (0)[ = 1; für die KoRBE

sche Konstante würde sich dann der genaueWert-} ergeben. Das ent

sprechende Bildgebiet D in der w-Ebene ist die mit einem Schlitz: 
1 

argw=Ö, [w[ :;:;;; 4- versehene Vollebene, welche nach (20) und (21) ver-

mittels der Transformation 

-ill 1- V1--4~-e-=i.l z 
e z = _ w = -- - - --, - -

1+V1-4we-ili' (1+ze-' 6)2 

auf den Einheitskreis [z[ < 1 abgebildet wird. Wir werden sogleich die 
Richtigkeit dieser Vermutung nachweisen. 

Für die kürzeste Nullpunktsentfernung d des Randes des Gebietes D, 
welches durch die Transformation ( 19) als Bild des Einheitskreises 
erhalten wird, findet man andererseits unmittelbar eine genaue obere 
Schranke. Beachtet man nämlich, daß die Umkehrfunktion z = z (w) 
den Kreis I w [ < d auf ein Teilgebiet des Einheitskreises abbildet, so ergibt 
sich unter Anwendung des ScHWARZsehen Lemmas die Abschätzung 

I z I 1 
1-w r =s d-. 
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also für z=w=O 
d~1. (22') 

wo Gleichheit dann und nur dann besteht, wenn w-z und D also mit 
dem Einheitskreis zusammenfällt. 

75. Wir werden jetzt den genauenWert der KoRBEschen Konstante 
ermitteln unter Anwendung eines einfache.q, von ERHARD SCHMIDT her
rührenden Verfahrens1. Oben wurde gezeigt, daß ein schlichtes Gebiet 
Dw. welches den Nullpunkt, dagegen nicht den unendlich fernen Punkt 
als inneren Punkt enthält, und dessen Berandung vom Nullpunkt die 
kürzeste Entfernung d hat, auf ein Gebiet Dx von folgenden Eigen
schaften schlicht und konform abgebildet werden kann: 

A. Wenn der Punkt x in Dx liegt, so liegt der Punkt__!__ außerhalb Dx. 
X 

B. Dx hat den Punkt x= 1 als Randpunkt. 
Diese Abbildung läßt sich ferner so normieren, daß x = 0 für w = 0 und 

1 dx I 1 law = 4lf für W=X=O. 

Unter der Annahme, daß die Funktion w (z) = z + a2 z2 +. . . den 
Einheitskreis auf Dw konform abbildet, soll jetzt also gezeigt werden, 

d;:;;; : . Zu diesem Zwecke bemerke man, daß die Funktion ; für ; z[ < 1 

regulär und von Null verschieden ist. Es wird folglich nach dem GAU55-
sehen Mittelwertsatz für x=Rei<~>, z=re;"'(r<1) 

2" 
1 1 1 R log-=-- log- dm. 

4 d 2n r r 
(23) 

0 

Andererseits stellt das Integral 
2" 

.flog~ d (<P- cp) =I (r) 
tp~O 

den Flächeninhalt desjenigen Gebietes D' dar, auf welches ein beliebiger 

Zweig der Funktion log ; den Kreis J z j ~ r abbildet. Dieser Ausdruck 

ist somit nichtnegativ, und es wird 

jlog~d<P =]log~ dcp+I(r). (24} 

Aus (23} und (24} folgt nun 
2" 

log 4
1d = 2

1n j logRd<P -logr- I (r). (25} 
<p=O 

Das letzte Integral kann in folgender Weise gedeutet werden: 

1 Den ScHMIDTschen Beweis findet man bei CARATHEODORY [5]. Vgl. auch 
W. GRUNSKY [J]. 

6* 
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Man denke sich aus dem Gebiet Dx(r), in welches der Kreis !zl<r 
durch die Abbildung z-+ x transformiert wird, eine kleine Kreisscheibe 
I x I ;5;R0 entfernt. Wird nun das Restgebiet aufgeschlitzt längs eines 
radialen Querschnitts, der die zwei Randkurven , x; = R0 und R = R (l/J) 
(welche als Bild von ~ z 1 = r erscheint) verbindet, so wird dieses auf
geschlitzte Ringgebiet d.U:rch irgendeinen Zweig von log x auf ein Gebiet 
D0 (r) abgebildet, dessen Flächeninhalt offenbar gleich 

2n 

j log R d tP + 2 n log ~o 
q~O 

ist. Unter Anwendung der Eigenschaft A des Gebiets Dx läßt sich 
zeigen, daß dieser Flächeninhalt andererseits nicht größer als das zweite 
Glied des obigen Ausdrucks ist. Dies sieht man am einfachsten derart 
ein, daß in der w-Ebene ein beliebiges Gebiet D* genommen wird, welches 
D(r) (das Bildgebiet von [zi <r) enthält, und von einem vom Rand
punkt d ei<J von D bis zu w = oo verlaufenden Schlitz begrenzt wird. 
Transformiert man dieses Gebiet gleichzeitig mit D auf die x-Ebene, 
so erhält man als Bild ein Gebiet D;, welches Dx(r) enthält und dessen 

Rand durch die Beziehung x' = ..!_ in sich selbst übergeht. Die Gleichung 
X 

des Randes sei R=R*(l/J). Verfährt man nun mit D wie oben mit 
D x (r), so erhält man als Bild in der log x-Ebene ein Gebiet D,, welches 
D0 (r) als Teilgebiet enthält und dessen Flächeninhalt also 

2n ~ :r J 1 • 1 
log R* d tP + 2 n log R~ > j log R d tP + 2 n log Ro 

$~0 ~~o 

ist. 
Wegen der erwähnten Eigenschaft der Randkurve R = R* (l/J) ver

schwindet jedoch das erste Integral, und es wird somit 
2n 

-2
1n j log R dtP<O. 
tp~O 

Nach (25) erhalten wir nunmehr 
1 

log 4 d < - logr -- I (r) 

und also für r -+ 1 

(26) 

wo I der Flächeninhalt desjenigen Gebietes ist, auf welches die Funktion 

log !_ den Kreis ! z' < 1 abbildet. z . ' 
Hieraus folgt nun 
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und es wird d = : dann und nur dann, wenn I= 0. Dies ist nur so mög

lich, daß x = cz, wo c konstant ist. Da nun das vermittels der Abbildung 
z-+ x erhaltene Bildgebiet Dx den Punkt x = 1 als Randpunkt hat, so 
wird I c j = 1 und D x fällt mit dem Einheitskreis zusammen. Dann ist 
aber D das KoEBEsche Schlitzgebiet; für dieses und nur für dieses Bild-

gebiet erreicht also die kürzeste Nullpunktsentfernung ihr Minimum : . 

76. Ist man einmal im Besitz des genauen Wertes der KoEBEschen 
Konstante, so gelangt man auch zu den genauen Verzerrungsformeln 
von PICK, welche Schranken für den Betrag der Abbildungsfunktion 
und ihrer Ableitung geben. Dies geschieht durch folgende einfache 
Erwägung. 

Es sei w = w (z) eine Funktion, welche den Einheitskreis I z I< 1 auf 
ein schlichtes, im Endlichen gelegenes Gebiet D konform abbildet. 
Unter a und b zwei beliebige Punkte verstanden, denken wir uns durch 
diese Punkte einen Orthogonalkreis C (a, b) zu I z: = 1 gelegt und schlitzen 
den Einheitskreis längs desjenigen Bogens von C(a, b) auf, der b mit 
1 z i = 1 verbindet und den Punkt a nicht enthält. Der aufgeschlitzte 
EinheitskreisE (a, b) wird auf dasjenige Teilgebiet D(a, b) von D schlicht 
abgebildet, welches aus diesem Gebiet entsteht, wenn man D längs des 
Bildbogens von C(a, b) aufschneidet. 

Wir bilden jetzt E (a, b) auf den vollen Einheitskreis so ab, daß 
a in den Nullpunkt übergeht. Durch die Transformation 

,, z-b -irx Zi = ---=-- e 
1- bz 

b-a 
wo IX= arg ----cc- , wird E (a, b) zunächst auf den oberen Halbkreis 

1- b a 

[ z1 1 < 1 abgebildet, so daß z = a dem Punkt z1 = c = i 1 ~~-;=-!-~- entV 1- ba 
spricht. Durch die Beziehung 

t = -~--=~ 1- c:-1 

1- c z1 z1 - c 

führt man nun den Halbkreis weiter in den Einheitskreis I t i < 1 über, 
so daß c _,. 0. Die gesuchte Transformation t = t (z) ergibt sich nun durch 
Zusammensetzung der zwei obigen Abbildungen. Es wird für z = a, t = 0 

I dt i , , , I d z1 II dt 
,ii%1 = :t (a), = -[z- d;~ 1 

= ____ . _(t-[bll_(j_1- b al_±_!_tl.=!'l_ 
4a-b: [t-abl([1-bal-[a-b[) 

Nun hat man m 

m (t) = w (z(t))__-_!j(l)__ w (a) t'(a) - t + c t2 + 
' w'(a) w'(a) - 2 • • • 
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eine Funktion, welche den Kreis ! t ~ < 1 auf dasjenige schlichte Gebiet 
D1 (a, b) konform abbildet, welches aus D (a, b) durch die Transformation 

t'(a) 
Wt = w'(Ci) (w-w(a)) 

hervorgeht und dessen Rand eine kürzeste Nullpunktentfernung höch
stens vom Betrag 

I t'( a) ,. ( (b ' d= -w'C~T jw a) -w ): 

hat. Nach dem obigen Satz ist dieser Ausdruck ::;: -~- und es wird somit 

, I a-b 111- ab 1- b ai -Ia- bi 
jw(a)Jjw(~y=-.-w(b) 1--=-ihl2 '1-bai+'a--/;·1.;;::: 1 . (2?) 

I ' ' 

Aus dieser Beziehung, die zu verschiedenen interessanten Folgerungen 
leitet, schließen wir zunächst für a = 0, b c= z, daß 

___!!!i'iCJJ.!lz_l_ < 1 
jw(z)j(1+ zj) 2 = ' 

ist, oder also, falls w = z + a2 z2 + .... , d. h. w' (0) = 1, 

, ( I I z w z) 2: --'-
, - (1+ z 

Ferner ergibt sich für b = 0, a = z: 

I w'(z) r. < 1 1 + 
w(z) '= Jz: 1-

(28) 

(29) 

woraus durch Integration von 0 bis z= iziei'~' längs des Radius argz=rp 

;w(z)' 5 ( 1-~2-zj2 · (30) 

Um noch eine untere Schranke für den Betrag der logarithmischen 
Ableitung zu ermitteln, betrachte man für ein gegebenes z die von t 
abhängige Funktion 

w ( : ~: t) = w (z) + w' (z) ( 1- 'z :2) t + ... , 
welche den Einheitskreis I t! < 1 schlicht abbildet. Nach (30) wird also 

I ( 
t + z ' : 

.w -----)-w(z)• jt, 
1 +zt , < 

-!w'(z) 1 (1 =T~Ti)- '(1-:-_--'--'-t""")~. , 
oder für t= -z 

I u;'(z_) I>. 1 
w(z): = jz 

1 -- iz 
1 -+~ z l ~ (31) 

Durch Multiplikation der Formeln (311 und (28), sowie (29) und (30) 
erhalten wir noch 

_1 - 1 z 1 _ < , , ( < _1 + '!:'--
(1+Jz1J"=,w z).=(1- zj)3' (32) 

Alle diese Formeln enthalten genaue Schranken, welche bei dem 
KüEBEschen Extremalgebiet, und nur bei diesem erreicht werden. 
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77. Zum Schluß machen wir auf eine spezielle Folgerung aus den 
obigen Formeln aufmerksam. Aus (28') folgt 

I 1 +a2 z+a3z2 + .. . [ :S1 +2[zi + 3[z[2 + ... , 

also, falls a2 +0, für z=e-i"'[z[(oc=arga2) 

1 + [ a2 [[ z I + (z2) :S 1 + 2[ z [ + (z2) , 

wo (x) jede Größe angibt, die dividiert durch x für x = 0 endlich ver
bleibt. Folglich wird 

und 
(33) 

Aus dieser Ungleichung lassen sich umgekehrt sämtliche obigen Ver
zerrungsformein einfach ableiten1. 

§ 4. Verzerrungssätze von AHLFORS 2• 

78. In der z = x+ i y-Ebene denken wir uns ein einfach zusammen
hängendes Gebiet G gegeben, welches den unendlich fernen Punkt nicht 
enthält. Es seien Z1 =X1 + iY1 und Z 2 = X 2 +iY2 (X1 <X2) zwei erreich
bare Randpunkte von G; hierbei werden auch die Möglichkeiten 
X1 =-co, X 2 =+co mitberücksichtigt. 

Die Gerade ffiz= x hat ein oder mehrere Segmente mit dem Gebiet G 
gemeinsam. Eine jede dieser Strecken ist ein Querschnitt 3 Q des einfach 
zusammenhängenden Gebietes G und zerlegt dieses somit in zwei einfach 
zusammenhängende Gebiete, deren Punkte durch Q voneinander-getrennt 
werden. Wir werden im folgenden einige wichtige Eigenschaften dieser 
Querschnitte zusammenfassen. 

Wir verbinden zl und z2 durch einen Querschnitt Z=z(t) (O:St~1; 
Z1 =z(O), Z 2 =z(1)). Man kann diesen ohne Einschränkung derart 
wählen. daß er aus einer abzählbaren Menge von Strecken zusammen
gesetzt ist, von denen keine der y-Achse parallel ist und deren End
punkte sich höchstens in Zv Z 2 häufen. Wir beweisen: 

I. Wenn z1 = x1 + i y1 , z2 = x 2 + i y2 (x1 < x2) zwei Gebietspunkte sind, 
so gibt es auf der Geraden ffi z = x ( x1 < x < x 2) mindestens einen Quer
schnitt Q x, der z1 und z2 trennt. 

Verbindet man nämlich z1 und z2 durch einen in G verlaufenden 
Polygonzug C, so wird die Gerade ffi z = x von diesem in einer ungeraden 
Anzahl von Punkten geschnitten. Unter den auf dieser Geraden ge
legenen Querschnitten existiert also mindestens einer, der dieselbe 
Eigenschaft besitzt, und dieser trennt z1 von z2• 

1 G. PICK [2], R. NEVANL!NNA [1]. 
2 L. AHLFORS [1]. 
3 So bezeichnen wir jeden stetigen J ordanbogen, dessen Endpunkte Randpunkte 

sind, während alle übrigen Punkte innerhalb des Gebietes gelegen sind. 
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Der Satz gilt auch dann, wenn z1 , z2 erreichbare Randpunkte sind. 
Wir betrachten speziell für ein gegebenes X1 < x<X2 diejenigen 

Querschnitte Q,, welche die Punkte X1 und X 2 trennen. Da der vor
gegebene Polygonzug C jede Gerade ffi z = x in einer endlichen Anzahl 
von Punkten trifft, so muß es unter den Querschnitten Qx einen wohl
bestimmten geben, dem der Punkt z (t) zuerst begegnet, wenn t von 0 bis 1 
wächst; dies möge für die Werte t=t(x), z,=z(t(x)) eintreten. Derbe
treffende Querschnitt Q X sei durch e,, seine Länge durch e (x) bezeichnet. 

Die Funktion e (x) ist im all
gemeinen von komplizierter Be
schaffenheit. Es läßt sich jedoch 
beweisen: 

II. Wenn die Berandung von G 
in den beiden Endpunkten des Quer
schnitts e X eine zur y-Achse nicht 
parallele Tangente hat, so ist @(x) 

Abb. I6. für den betreffenden Wert x stetig. 

Beweis. Es sei t0 der Wert, für welchen der Polygonzug z = z (t) 
zuerst die Gerade ffi z = x0 schneidet; dieser Schnitt liegt auf dem 
Querschnitt ex,• in dessen Endpunkten die Berandung von G die in 
dem zu beweisenden Satze vorausgesetzte Eigenschaft besitzen möge. 
Man kann dann eine so kleine Zahl h> 0 finden, daß für jedes t des Inter
valles to- h '"5, t ~ to + h der Schnittpunkt z (t) auf einem Segment e X 

der Geraden ffi:z = x (t) liegt, das einen Querschnitt von G darstellt 
und dessen Endpunkte auf zwei, durch die Endpunkte von ex, gehenden 
stetigen Zweigen der Begrenzung von G gelegen sind. Die Länge @ (x) 
von ex ist eine stetige Funktion von t, und es genügt also jetzt zu 
zeigen, daß der Querschnitt @x für die betreffenden Werte von t mit 
dem Querschnitt e, übereinstimmt, sobald h hinreichend klein ge
wählt wird. 

Um dies einzusehen, betrachten wir die von ex, verschiedenen Quer-
schnitte e x,' welche auf der Geraden R (z) = Xo liegen. Falls unter diesen 
Querschnitten keiner von dem Polygonzug C getroffen wird, so gilt 
dasselbe für jeden von @x verschiedenen Querschnitt der Geraden 
ffi z = x (t), sobald : x- x0 I hinreichend klein gewählt wird, und damit 
ist der Beweis des Satzes erbracht. Im entgegengesetzten Falle seien 
z. = z (t.) (v = 1, 2, ... , n) diejenigen gemeinsamen Punkte von C mit 
den Geraden lR z = Xo' welche nicht auf e x, gelegen sind. Grenzen wir 
nun um die Werte t. beliebig vorgegebene punktfremde Intervalle LI. 
ab, so können wir eine so kleine Zahl c> 0 bestimmen, daß jede Gerade 
ffi:z=x für lx-x0 j<c von C in Punkten z11 geschnitten wird, welche, 
sofern sie außerhalb ex liegen, gewissen Werten t;, der Intervalle LI. 
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entsprechen, und zwar so, daß die Anzahl der in LI. gelegenen Punkte 
gleich Eins ist, falls t. ein Schnittpunkt von c und m z =X ist, während 
sie entweder Zwei oder Null beträgt, falls t. ein Eckpunkt von C ist, wo C 
durch die Gerade m z =X nicht hindurchgeht. Hieraus folgt, daß, 
falls z = z (t.) einen Querschnitt m z = X bestimmt, der von c in n Punkten 
geschnitten wird, der oder die in das Intervall LI. fallenden Werte t~ 

einen Querschnitt auf der Geraden m z = X bestimmen ' welche in 
m Punkten von C so geschnitten wird, daß die Differenz m- n eine 
gerade Zahl ist. 

Aus obigem schließt man, daß @x=gx ist, sobald t=t(x) hinreichend 
wenig von t0 abweicht. Nimmt man nämlich h so klein, daß I x (t)- x0 I < e 
für it--t0 i<h, und wählt man gleichzeitig auch h<LI.(v=1, ... ,n), 
so wird jeder Querschnitt, der auf der Geraden m z =X (t) gelegen 
und von ex verschieden ist, für t<t0 von dem Polygonzug C in einer ge
raden Anzahl von Punkten geschnitten. Anderenfalls müßte nämlich unter 
den Werten t.< t0 mindestens einer existieren, der einen auf der Geraden 
R (z) = x0 gelegenen, von in einer ungeraden Anzahl von Punkten ge
schnittenen und also die Punkte Z1 , Z 2 trennenden Querschnitt bestimmen 
würde, was der Definition des Querschnitts ex, widerspricht. Durch
läuft t das Intervall (0, 1), so ist folglich ex der erste von der Geraden 
R (z) = x definierte Querschnitt, den der Polygonzug C schneidet und 

eS ist SOmit e X= e X, WaS ZU beweisen Waf. 

79. Unter der Voraussetzung, daß das Gebiet G in jedem endlichen 
Randpunkt der in der vorigen Nummer (Satz II) aufgestellten Regu
laritätsbedingung genügt, außer höchstens für isolierte Punkte, sei 
w=u+iv=w(z) eine Funktion, welche das Innere von G auf den 

Streifen i V I< ; (a > 0) konform so abbildet, daß der Randpunkt zl in 

den Punkt u =- CXl , der Randpunkt Z2 in u = + CXl übergeht. Der 
Querschnitt ex geht hierbei in einen 
stetigen Kurvenbogen L x über, welcher 

die zwei Begrenzungsgeraden v = ± ; 
des Streifens miteinander verbindet. 
Der größte bzw. kleinsteWert von u auf 
Lx sei durch u2 (x) bzw. u1 (x) bezeich
net. Diese Größen sind offenbar als 
wachsende Funktionen von x definiert. 

w 
Abb. 17. 

Um nun die Funktionen u1 , u2 näher zu untersuchen, bemerke man, 
daß die Länge des Bogens Lx mindestens gleich der Diagonale des um-

schriebenen Rechtecks u1 :$ u ::5 u2 , j v I :;S ~ , d. h. mindestens gleich 

ya2+w2 
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ist, mit w = w (x) = u2 (x)- u1 (x). Andererseits ergibt sich für diese 
Länge der Ausdruck 

J I w' (z); d y, 
(-1.r 

der gemäß der ScHWARZsehen Cngleichung1 höchstens gleich 

V jdyjjw':2dy 
e., &,. 

ist. Zusammenfassend wird somit 

Wir dividieren durch e und integrieren dann in bezug auf X zwischen 
den Grenzen x1 und x2 (X1 <x1 <x2 <X2), was erlaubt ist, da fJ(x) unter 
den aufgestellten Regularitätsbedingungen höchstens isolierte Unstetig
keitsstellen aufweisen kann (vgl. Nr. 78). :\ian erhält also 

2 Jx, dx . Jx2 w (x)2 d < fj·:.', , ( ) j2d d 
a Ef(x) + 6l(x) x= !W z x y. 

X 1 X 1 f).r X 1 

Der rechtsstehende Ausdruck stellt den Flächeninhalt A (x1 , x2) 

desjenigen schlichten Gebiets dar, welches der Bogen Lx beschreibt, 
wenn x stetig von x1 bis x2 wächst. Da diese Fläche als Teil im Rechteck 

j v I ;S ~ , u1 (x1) ;S u ;S u2 (x2) enthalten ist, so ist A (x1 , x2) S: a (u2 (x2)

U1 (x1)) = a (u1 (x2)- u2 (x1) + w (x1) + w (x2)), und es wird 

(3 5) 

1 Die ScHWARzsehe Ungleichung lautet: 

( 
b )2 b b 

.J g (x) h (x) dx <5 J g (x)2 dx J h (x)2 dx. 
a a a 

(34) 

Ihre Begründung erfolgt einfach vermittels der LAGRANGEschen Identität 

( 
n )2 n n 

2: af.l bl' = 2: a~ 2: b~ + 2: (af.l bv- avbf.t)", 
1 1 1 fl<V 

wonach 
(2: af.l b '")2 ;S 2: a~ 2: bJ, 

folgt. Gleichheit tritt hier dann und nur dann ein, wenn die Zahlen al' zu den 
Zahlen b'" proportional sind. 

Durch einen Grenzübergang ergibt sich 

(! g (x) h (x) dx r = 1 g (x)2 dx 1 h (x)2 dx + l dy 1 (g (x) h (y) _ g (y) h (x))2 dx. 

Die Beziehung (34) gilt hiernach, und zwar so, daß Gleichheit dann und nur dann 
vorkommt, wenn das Verhältnis g: h konstant ist (außer höchstens für eine Wert
menge x vom Maße Null). 



Verzerrungssätze von AHLFORS. 91 

Um dieses Ergebnis auf eine brauchbare Form zu bringen, soll jetzt 
die Schwankung w von u auf Lx weggeschafft werden. Wir fixieren einen 
beliebigen Wert x0 (X1 <x0 <X2} und setzen 

(36) 
x, 

Sei ferner m eine beliebige positive Zahl und, für ein gewisses x> x0 , 

Dann wird 

und somit 

.Ä.(x)<w(x)-m. 

__!:_!_ < a d ). 
B(x) = (Ä+m)s• 

Hieraus folgt, daß das Integral 

J ed~) 

(37) 

(38) 

erstreckt über diejenigen Intervalle rechts von x0 , wo die Ungleichung (37) 
besteht, höchstens gleich 

"' f d). 

a (Ä+m)2 
0 

a 
m (39) 

ist. In genau derselben Weise sieht man ein, daß das Integral (38) 
über diejenigen Werte x< x0 erstreckt, für welche die Ungleichung 

-.Ä.(x)<w(x)-m 

besteht, höchstens gleich dem Ausdruck (39) ist. 
Wir wählen jetzt x0 im Intervall x1 < x0 < x2 , so daß 

Falls dann 
.... 
f dx 2a 

B(x)>m 
xl 

ist, so seien x~, x; (x1 < x~ < x; < x2) die durch die Gleichungen 

(40) 

(41) 

definierten Zahlen. Es existiert dann im Intervall (x1 , x~) eine Zahl ~1 
und im Intervall x;, x2 eine Zahl ~2 , so daß 
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und daher 

Die Beziehung (39), angewandt im Intervall ~1 <:; x 5 ~2 , ergibt dann also 

woraus, da u1 und u 2 wachsende Funktionen sind und x1 < ~1 , ~2 < x2 ist, 

x2 

>a --2m---. J d x 2a2 

- f) IJl 

x, 

Setzt man speziell m = a, so folgt hieraus der 

Satz von AHLFORs. Ist 

so wird 

x, 

(42) 

Daß der vor dem Integral stehende Faktor a durch keinen kleineren 
ersetzt werden kann, wird ersichtlich, wenn man als Gebiet G einen zur 
X-Achse parallelen Streifen von konstanter Breite e wählt. Es wird 

az 
dann w= -6T und 

80. Es soll sogleich eine Anwendung des AHLFORSschen Satzes 
besprochen werden. Sei 

(43) 
eine für [ t [ < 1 reguläre Funktion, welchen den Einheitskreis E1 auf 
ein schlichtes Gebiet Ds konform abbildet. :.V1an schneide Ds längs der 
positiven reellen Achse von s = 0 bis zum nächsten Randpunkt auf, 
E1 wiederum längs der Bildkurve y dieses Schnittes, und bilde die auf
geschnittenen Gebiete durch zwei beliebig festgelegte Zweige der Funk
tionen w =log s und z = x + i y =logt auf zwei Streifengebiete D"' und 
Ez konform ab. 

Es sei nun Z1 der unendlich ferne, und Z 2 ein beliebiger, auf der 
imaginären Achse befindlicher Randpunkt von E,. Wie in N r. 78 
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definieren wir jetzt einen zur y-Achse parallelen Querschnitt ex von E., 
der die Randpunkte Z1 und Z2 trennt; seine Länge e (x) ist offenbar 
;:S 2 n und seine Bildkurve lx in dem Gebiete Dw hat eine Länge l (x) 2;; 2 n. 
Das in Nr. 79 befolgte Verfahren ergibt nun die für jedes x<O gültige 
Ungleichung 

0 

Jt2dx;:S2 nA (x), (44) 
X 

wo A (x) der Flächeninhalt desjenigen Teilgebiets von Dw ist, welches 
durch die Kurve lx abgetrennt wird und rechts von dieser liegt. 

Diese Ungleichung wollen wir jetzt verwenden, um den genauen 
Wert der KoEBEschen Konstante zu bestimmen, die bereits in§ 3, Nr. 75 
vermittels einer anderen Methode ermittelt wurde. Wir sahen dort: 
Wenn die für j t I< 1 konvergente Potenzreihe 

rp (t) = t + a2 t2 + ... 
den Einheitskreis auf ein schlichtes Gebiet abbildet, dessen Berandung 
die kürzeste Nullpunktsentfernung d hat, so ergibt die Zusammen
setzung dieser Funktion rp mit Hilfe einer einfachen Wurzeloperation 
(S. 81) eine Funktion f(t), deren Nullpunktsentwicklung (43) als ersten 
Koeffizienten 

(ö reell) (45) 

hat, und die den Einheitskreis E1 auf ein schlichtes Gebiet Ds abbildet, 
welches den Punkt s= 1 als Randpunkt hat, die ganze Strecke (0,1) 
der reellen Achse enthält und nachstehende spezielle Eigenschaft besitzt: 

Wenn der Punkt s innerhalb Ds liegt, so liegt der Punkt~ außerhalb D5 • s 
Wir setzen nun die Ungleichung ( 44) an, nehmen I x I so groß an, 

daß der Bogen lx vollständig links von der imaginären Achse zu liegen 
kommt und zerlegen die Fläche A (x) in zwei Teile durch eine zur v-Achse 
(w = u + i v) parallele Strecke mit der Abszisse u0 < 0. Da der rechts 
von u = u0 gelegene Gebietsteil, wegen der obenerwähnten speziellen 
Eigenschaft von D5 , kein Paar in bezug auf ·w = 0 symmetrischer Punkte 
enthalten kann, so findet man, daß dieses Teilgebiet von Ds einen Flächen
inhalt hat, der höchstens 2n [ u01 beträgt, und es ist also 

A (x) ~A0 (x)-2nu0 , 

wo A 0 (x) den Inhalt der durch die Ungleichung u< u0 bestimmten Teil
fläche von A (x) bezeichnet. Wenn noch u1 (x) den kleinsten Wert, 
u1 (x)+w(x) den größten Wert von u auf lx bezeichnen, so ist A 0 (x);:S 
2n(u0-u1 (x)), also 

und 
(46) 

(47) 
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so daß schließlich gemäß (44) 
(I 

-x+ 4~.J w2dx;;S-u1 (x). (48) 
X 

Für 
u1 (x) = min log f (t) 

1 

logt~ x 

hat man aber nach (43) die Entwicklung 

u1 (x) =log h; + x + ( -: ) , (49) 

wo (:) für j x \-+ ro verschwindet, und es wird also nach (45) und (48) 
0 

-log. c1 1 =log (4d) 2'; -4~jw2 d x 
1 • n 

oder 

(50) 

Die Grenze { kann nur dann erreicht werden, wenn w =-0, d. h. wenn 

bei der Abbildung t-+ s die Kreise ! t I = const. in konzentrische Kreise 
1 d , OU OV d d i s! = const. verwandelt wer en. Es 1st also dann 8 Y = -- ax = 0 un , a 
a u av a•u o2 v 
0 x = By und L1 u = 8X2 = 0, L1 v = 8 y2 == 0, tt = a x + b1 , v = a y + b2 , 

w=u+iv=az+b, mit b=b1 +ib2 • 

Nun ist aber nach (49) b1 =log (4d) = 0, a = 1, und somit w =Z + i b2 , 

s = eib,, t. Der Wert d = : kommt also nur bei dieser speziellen Ab
bildung vor; das entsprechende Bildgebiet in der 1p-Ebene ist dann 
das KoEBEsche Extremalgebiet (vgl. Nr. 74). 

Der AHLFORSsche Randverzerrungssatz leitet einfach also auch zu 
den klassischen Verzerrungsformeln, welche die Deformation bei schlichten 
konformen Abbildungen im Innern der Gebiete bestimmen. 

§ 5. Das Problem von CARLEMAN-MILLOUX. 
81. In § 2 dieses Abschnitts haben wir unter Anwendung des Er

weiterungsprinzips für das harmonische Maß einige Abschätzungen 
gegeben, welche, ohne die bestmöglichen zu sein, immerhin einen 
Genauigkeitsgrad besitzen, der für viele Anwendungen als genügend 
betrachtet werden kann. Im folgenden sollen einige anschließende 
Extremalprobleme, die zu dem schon in § 2 behandelten Problem von 
CARLEMAN und MILLOUX in enger Beziehung stehen, genaugelöst werden. 
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Die zur Anwendung kommende, von BEURLING und vom Verfasser 
herrührende Methode1 gründet sich auf eine Integraldarstellung des 
harmonischen Maßes, welche jetzt aufgestellt werden soll. 

Wir gehen von einem Gebiet G aus, dessen Berandung vorerst 
aus einer endlichen Anzahl analytischer Bogen r zusammengesetzt 
angenommen werden soll. Durch endlich viele analytische Jordan
bogen ß, die sich entweder innerhalb G schließen oder Querschnitte 
von G sind, trennen wir nun gewisse Teilgebiete ab, so daß aus G ein 
zusammenhängendes Teilgebiet G* übrig bleibt. Die Berandung F* 
von G* besteht aus einem Teil IX von r sowie aus den Bogen ß. 

Es gilt nun das harmonische Maß der Randkurven IX in bezug auf G* 
durch die GREENsehe Funktion g(C, z) von G auszudrücken. Zu diesem 
Zweck wenden wir die GREENsehe Transformationsformel (Nr. 24) mit 
U=g, V=w(C,IX, G*) im Gebiete G* an, aus dem zuvor der Pol C=z 
durch einen kleinen Kreis vom Radius e isoliert worden ist. Durch den 
Grenzübergang e -+ o findet man dann 

2 ( G*)-jog(~,z) d -! 8w(~,rx,G*)d 
JtW Z, IX, - on S g on S 

"' ß 
oder, wegen 

f og(~,z) J -an-ds= dh(C,z)=2nw(z,1X,G) 

"' 
und ~: = ~ ~ , wo - h die zu g und - w die zum harmonischen Maß w 

konjugierte harmonische Funktion ist, schließlich 

w (z, IX, G*) =w (z, IX, G)- 2
1n J g(C, z) dw (C, IX, G*). (51) 

ß 

Wir haben diese Darstellung unter der Voraussetzung hergeleitet, 
daß die Bogen IX und ß analytisch sind. Tatsächlich gilt die Formel auch 
wenn IX und ß aus einer endlichen Anzahl von Jordanbogen zusammen
gesetzt sind. Genau wie in Nr. 26 sieht man zunächst ein, daß die zu w 
konjugierte Funktion -w noch auf dem Rande ß stetig ist; da w hier 
verschwindet, somit gegen das Innere des Gebietes G zunimmt, so muß 
auch w stetig wachsen, wenn der Punkt C die Bogen ß in positiver 
Richtung durchläuft. Man setze nun die Formel (51) in demjenigen 
Teilgebiet G: von G* an, das von den analytischen Kurven w (z, IX, G*) 

= 1 - e ( + > e > 0) und w = e begrenzt wird. Das harmonische Maß der 

ersteren Bogen IX, in bezug auf G; ergibt sich als eine lineare Funktion 
von w: 

( G*) _ w (z, rx, G*) -e 
W Z,IX,, •- 1-2e • 

1 A. BEURLING [1], R. NEVANLINNA [11]. 
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Setzt man diesen Ausdruck ein und nimmt dann unter Berücksichtigung 
der Stetigkeit der GREE~schen Funktion auf dem Rande IX+ ß den 
Grenzübergang c:~o vor, so ergibt sich in der Grenze die Formel (51). 

Man sieht daß diese Formel, welche in der Folge eine wichtige Rolle 
spielen wird, das Prinzip über die Gebietserweiterung als unmittelbaren 
Folgesatz in sich schließt. In der Tat ist das Integral rechts in (51), 
wegen dw 2;;;0, nichtnegativ und es ist also 

w (z, IX, G*) Sw (z, IX, G), 

was gerade das Erweiterungsprinzip enthält. 

82. Wir stellen uns nun folgende Aufgabe 1 (Problem von CARLEMAN
MrLLoux): 

Es sei G ein schlichtes Gebiet von der Art, daß jeder Kreis: zl = r(O Sr SR) 
mindestens einen Punkt enthält, der nicht zu G gehört, Sei ferner u (z) 
eine innerhalb G eindeutige harmonische Funktion, welche nachstehenden 
Bedingungen genügt: 

1. Innerhalb G ist u(z) 2;;;0. 

2. In jedem im Kreise i z < R gelegenen Randpunkt z von G ist 

limu (z) 2;;: 1. 

Es gilt, für OSrSR, eine nur von r abhängige, auf dem Kreise fzl =r 
gültige untere Schranke der Funktion u (z) zu finden. 

Vorbemerkung. Falls die Herandung von G so regulär ist, daß 
man vom harmonischen Maß der innerhalb : Z: < R liegenden Randbogen 
IX von G sprechen kann (dies ist z. B. dann der Fall, wenn G von lauter 
Jordanbogen begrenzt ist), so handelt es sich also um eine Abschätzung 
nach unten des harmonischen Maßes w(z,IX,G) für 'z

1
=r(OSrSR). 

Als trivial kann der Fall beiseite gelassen werden, wo sämtliche Rand
punkte von G und also auch G selbst innerhalb des Kreises i z j < R gelegen 
sind, denn dann umfaßt IX den ganzen Rand von G, und es ist also w '=1. 
Nehmen wir also an, daß G Randpunkte enthält, die außerhalb jenes 
Kreises oder auf diesem liegen. Nach dem Erweiterungsprinzip wird 
dann w nicht größer, wenn man G durch sein innerhalb des Kreises I z I< R 
liegendes Teilgebiet GR ersetzt, und es genügt somit, das harmonische 
Maß w (z, IX, GR) nach unten abzuschätzen. Fixiert man nun einen 
inneren Punkt z = re;'~' von GR, scheint es anschaulich fast evident zu 
sein, daß das harmonische Maß der Bogen IX in diesem Punkt möglichst 
klein ausfällt, wenn sämtliche Punkte IX dem Aufpunkt re;'~' diametral 
gegenüberstehen, so daß also IX aus dem Radius (0, -Rei'~') und GR 
aus dem längs dieser Strecke aufgeschlitzten Kreis , z < R besteht. Daß 
dies tatsächlich der Fall ist, wird aus der unten folgenden exakten Lösung 

1 Vgl. hierzu, außer den oben genannten Arbeiten von BEURLING und vom 
Verfasser, E. LANDAU [3], W. FENCHEL [IJ. E. ScHMIDT [IJ. 
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des CARLEMAN-MILLouxschen Problems hervorgehen. Um die dieser 
Lösung zugrunde liegende anschauliche Idee klarer hervortreten zu 
lassen, sollen hier einige vorbereitende heuristische Bemerkungen voraus
geschickt werden, die den Schlüssel zur Lösung geben, obwohl sie für das 
nachfolgende nicht unbedingt notwendig sind. 

Wir stellen uns zunächst folgende einfachere Aufgabe: Gegeben sei 
eine Funktion u (z), die im Gebiete G nichtnegativ und harmonisch ist, 
außer in gewissen logarithmischen Polen z., die auf vorgegebenen Kreisen 
: z; = r. ( 0 < r. < R ; 1' = 1 , ... , n) gelegen sind ; und zwar gelte in z. 

u (z) = 15.log ~, ~ 1 -
1 

+ harmonische Funktion, 
:Z-Zv 

wo 15. vorgegebene positive Zahlen sind. Es soll für [ z I = r eine nur 
von den Zahlen r, 15. und r. abhängige untere Schranke von u (z) ge
funden werden. 

Nun sieht man unmittelbar ein, daß die Differenz 

u (z)- .I 15.g (z, z.), 
wo 

g (z, z.) =log I :•(z~·z:) I 
die GREENsehe Funktion des Kreises izi :;SR ist, eine für [z[<R har
monische Funktion ist, die in jedem Punkt der Peripherie !z! =R eine 
nichtnegative untere Grenze hat und die also im ganzen Kreis [ z I< R 
nichtnegativ sein muß, so daß 

u (z) ~.I 15.g (z, z.). 

Für die GREENsehe Funktion g gilt aber, wie leicht zu bestätigen ist, 

lo R• + [zvllzl < < l R• -lzvllzl 
g R ( l z I + I zv I) = g (z' z,.) = og R II z: - I zv II 

oder 
g(- iz[, [z.[) :;S g(z, z.) :;S g([z[, [z.[), (52) 

wo Gleichheit links nur für argz=argz.+:n. rechts nur für argz=argz. 
besteht. Also ist 

(53) 

das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn z.=- r.ei'P, d.h. 
wenn sämtliche Pole dem Punkt rei'P diametral gegenüberliegen. 

Hiermit ist die Hilfsaufgabe vollständig gelöst. Durch dieses Er
gebnis wird aber auch der Weg zur Lösung des ursprünglichen Problems 
angebahnt. Denkt man sich nämlich die Anzahl der Werte r. un
beschränkt wachsen und sucht man die Zahlen 15. so zu wählen, daß die 
rechts in (53) stehende Summe sich einem Integral nähert, das, wenn 
anstatt -r die Variable z geschrieben wird, eine Funktion darstellt, 
welche auf dem Radius (0, R) den Randwert 1 annimmt, eine Funktion 
also, die nichts anderes als das harmonische Maß dieses Radius in bezug 

N evanlinna, Analytische Funktionen. 7 
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auf das längs desselben aufgeschlitzten Kreis ! z I < R ist, so wird die 
Ungleichung (53) gerade die in Aussicht gestellte Lösung des Problems 
enthalten; zugleich ist mit den obigen Bemerkungen ein Verfahren vor
gezeichnet zur Begründung jener Ungleichung, welche aus (53) durch 
Grenzübergang entstehen wird. Es kommt alles auf die Möglichkeit 
des Grenzüberganges an; daß dieser tatsächlich gelingt, wird durch die 
Integraldarstellung des harmonischen Maßes gezeigt, welche in Nr. 81 
hergeleitet worden ist. 

Wir gehen nun an die direkte Lösung des Problems von CARLEMAN
MILLOUX. In der Formel (51) S. 95 nehme man für G den Kreis ,z! <R 
und für G* dasjenige Teilgebiet dieses Kreises, welches entsteht, wenn 
man den Kreis längs des durch den Radius (0, R) definierten Schlitzes ß 
aufschneidet; der Bogen <X ist also durch die volle Kreisperipherie j z: = R 
gegeben. Es ist also w (z, <X, G) -1 und da w (z, ß, G*) = 1 -w (z, a, G*), 
so wird 

w (z) =- 2
1;r; j g(C, z)dw (C), 

ß 

(54) 

wowirkürzerw(z) w(z, ß, G*) undw(C) =w(C, ß, G*) geschrieben haben. 
Für das harmonische Maß w (z) hat man andererseits den expliziten 

Ausdruck 
2 (1 i(y'R--vz)) 2 . R-lzi w(z) = ··· lR --o-log -- · - =- arc sm -. -----
n t -tfR -t- -tfz n R- z ~ ' 

und es ist also für ein reelles, positives z 

2 v'R-vz 
w (z) = log--~ 

n VR- -tfz 

bis auf eine additive Konstante. Setzt man diesen Wert in (54) ein 
und beachtet man, daß der Schlitz ß mit zwei Ufern versehen ist, so wird 
schließlich 

R 
2 .. v.R+vt 

w(z)= 2 j g(z, t)dlog V V , n R- t 
t,;; 0 

(55) 

mit 

g(z, t) =log I X~z-_:tj I· 
Es sei jetzt z=rei'~'(O<r<R) ein innerer Punkt des Gebietes G, 

wo die gegebene Funktion u (z) die auf S. 96 aufgezählten Eigenschaften 
besitzt. Wir fixieren für jedes OS.tS.R einen äußeren oder Randpunkt 
C = tei {) des Gebietes G und nehmen vorerst an, daß dies derart geschehen 
kann, daß die hierdurch definierte Funktion {} = {} (t) meßbar ist. Es sei 
dann 

e ' , 2] vR+vt v (z) = - g (z r) d log -- --- -~ 
g n• ' "' V R - v't 

t~o 

(O<e<R). 
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Man sieht unmittelbar ein, daß diese Funktion nachstehenden Be-
dingungen genügt : 

1. ve (z) ist in fedem Punkt z + C des Kreises [ z I < R harmonisch. 
2. ve(z) verschwindet für lz[ =R. 
Neben diesen evidenten Eigenschaften hat ve noch die folgende: 

3· Für lzl <Rist ve(z):S:1. 
Zum Beweise machen wir von den elementaren Abschätzungen (52) 

Gebrauch. Nach der rechtsstehenden Beziehung wird unter Beachtung 
der Formel (55) 

R 
2 j VR+v't ve(z) ~ n• g([zJ, t) d log VR-lft- =w(lz/) = 1. 

0 

Wir betrachten nun den innerhalb des Kreises I z I < R gelegenen 
Teil GR des Gebietes G. Unter Beachtung der Voraussetzungen des 
vorgelegten Problems folgt aus den oben genannten Eigenschaften 1., 
2. und 3., daß die Differenz u(z)-ve(z) welche eine in GR harmonische 
Funktion darstellt, in jedem Randpunkt von GR eine nichtnegative 
untere Grenze hat. Nach dem Minimumprinzip ist also u (z) ~ ve (z) in 
jedem Punkt von GR. Ferner ergibt sich bei Anwendung der ersten 
Bedingung (52) 

( iq:)> ( iq: >2._JQ ( I I )d _i~+v't ure =vere )=n• g-;z,t logv'.R-v't' 
0 

woraus für e--+ R folgt (vR = lim ve): 

u (re''~') ~ vR (re''~') ~ n• 
0 

g( -lzj, t) d log v'R _ v't (56) . . 2/R ~+Wl 
1 I 2 . R-r 

=w(- ,z) =--;r; arcsm R + r. 

Es soll noch gezeigt werden, daß die rechtsstehende untere Schranke 
nur dann von der Funktion u erreicht werden kann, wenn G der von 
0 bis - ei rp radial aufgeschlitzte Kreis I z I< R, also u (z) - w (- z e- irp) 
ist. Nach (52) erfordert das Bestehen der GleichheitvR(rei'~')=w(-r), 
daß {}=cp+n außer höchstens für eine Nullmenge von t-Werten. Hieraus 
folgt, daß die Strecke (0, -Rei'~') keinen inneren Punkt vonGenthalten 
kann. In der Vergleichsfunktion ve kann daher {} (t) = cp + n gesetzt 
werden und es wird somit v R (z) = w (- z e- i '~'). Soll nun die in GR har
monische und nach (56) nichtnegative Funktion u-vR im inneren Punkt 
z=reirp verschwinden, so muß gemäß dem Minimumprinzip identisch 

u(z)- vR(z) =W( -ze-irp) 

sem. Hiermit ist auch der das Gleichheitszeichen betreffende Teil des 
Problems gelöst worden. 

7* 
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Die oben gegebene Lösung gründet sich auf die Voraussetzung, daß 
die Funktion {} (t) meßbar konstruiert werden kann. Falls die Be
randung von G so kompliziert ist, daß dies nicht gelingen sollte, so 
modifiziere man die Definition von {} (t) folgendermaßen: Nachdem ein 
innerer Punkt z=reicp von GR fixiert worden ist, nehme man eine positive 
Zahl 13 und, außerhalb oder auf dem Rand von G, eine Punktmenge 
Cn=tnei&" (n=O, 1, ... ; t0 =0, t"<t"+ 1 , t"-+R für n-+ro), so daß 
u (z) > 1 - 13 für [ z -1;11 [ ~ tn +1- tn, was gemäß der Voraussetzung 2 
möglich ist; jede Differenz t" + 1 - ln soll hierbei kleiner als die kürzeste 
Entfernung von z = r e; '~' zum Rande von G R gewählt werden. Dann 
setze man fJ(t)=1J,.+ 1 für tn~t<fn+l· 

Mit dieser Funktion {} (t) wiederhole man nun die Konstruktion der 
Hilfsfunktion ve. Die Lösung erfolgt dann wie oben; nur wird diesmal 
das Minimumprinzip auf die Funktion u-V0 in jenem Teilgebiet von GR 
angewandt, das den Punkt reig· enthält und von den Punkten 1; = tei .~ 
begrenzt wird. Durch den Grenzübergang 13-+ 0 gelangt man dann zum 
Endergebnis, das dem obigen genau gleich lautet. 

Bemerkung. Aus den oben stehenden Erörterungen folgt nicht nur 
(56), sondern sogar die schärfere Beziehung 

R 

:::::: w( -r) + -· ,/tcos2 ~----- dt. 
r(R-r) 1. fJ(t) -er 

- n• RayR V 2 
() 

83. Das CARLEMAN-MILLOUxsche Problem und die oben gegebene 
Lösungsmethode lassen sich in verschiedener Richtung verallgemeinern. 
Zu einer naheliegenden Erweiterung gelangt man, wenn die oben ge
machte Annahme über den Rand des Gebietes G durch folgende etwas 
allgemeinere ersetzt wird : 

Es existiert eine Folge von Intervallen L1.:r~-r.(v=1,2, ... ,n; 
O::S r.<r~ < r. + 1 ~ R), so daß jeder Kreis ; z = r für r.~ r"S_ r;, mindestens 
einen Rand- oder äußeren Punkt des Gebietes G enthält. 

Es gilt dann der 

Satz I. Falls die Funktion u(z) in dem oben definierten Gebiet G 
den Voraussetzungen 1 und 2, S. 96 genügt, so ist in jedem ~nneren 

Punkt z ([ z I< R) des Gebietes 

u(z)~w(-- z). (57) 

wo w (z) das harmonische Maß desjenigen Teilgebietes G .J des Kreises 
I z [ < R bezeichnet, das entsteht, falls dieser Kreis längs der Strecken L1 ,, 
der positiven reellen Achse aufgeschlitzt wird. 
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Gleichheit kommt in (57) dann und nur dann in Betracht, wenn G 
aus diesem Schlitzgebiet durch eine Drehung um den Winkel cp hervor
geht, und zwar dann für alle Werte z des Radius (0, -Rei'~'). 

Der Beweis wird genau in derselben Weise wie oben erbracht unter 
Anwendung der aus (54) fließenden Darstellung 

w (z, L1) = 2
1n J g (C, z) dw (C, L1) 

LI 

für das harmonische Maß der Schlitze; hier bedeutet g die GREENsehe 
Funktion des Kreises I z i < R und w die zu w konjugierte harmonische 
Funktion; die Integration ist über die :Menge L1 in positiver Richtung zu 
führen (dw:o;;o). 

84. Die oben angestellten Betrachtungen legen folgende, von BEUR
LING [1] gelöste Frage nahe: 

Wie sollen die Intervalle L1 bei gegebener Gesamtlänge m (O<m<R) 
auf dem Radius (0, R) gelegen sein, damit das harmonische Maß w(O,L1) 
möglichst klein ausfällt? 

Es ist fast einleuchtend, daß diese Extrernallage dann vorliegt, wenn 
die Strecken L1 möglichst weit vorn Nullpunkt liegen und somit ein 
einziges Intervall (R- m, R) bilden. Es soll dies jetzt streng gezeigt 
werden. 

Für den Beweis empfiehlt es sich, neben dem gewöhnlichen Maß 

m= j dr=~(r;-r,) 
LI 

der Intervalle L1, deren logarithmisches Maß 

J r~ ... r~ l= dlogr=log --
rl ... rn 

einzuführen. Es ist LI 

( r;, 
1 , -log-

r - r = r 1 - e •• ) V V V J 

woraus zu ersehen ist, daß das logarithmische Maß eines Intervalls 
(r,,, r;) sich verkleinert, wenn das Intervall sich vorn Nullpunkt entfernt. 
Die logarithmische Länge der Intervallfolge L1 von der gegebenen Gesamt
länge m erreicht also ihr Minimum l0 , wenn L1 mit der Strecke (R- m, R) 
zusammenfällt. Gemäß obiger Identität ist aber für diese besondere Lage 

m=R(1-e- 1•), 

und es gilt also zwischen dem gewöhnlichen und dem logarithmischen 
Maß einer Punktmenge L1 der Strecke (0, R) allgernein die Beziehung 

mSR(1-e- 1), (58) 

wo Gleichheit nur im obenerwähnten speziellen Fall eintrifft. 
Nach dieser vorbereitenden Bemerkung nehmen wir vorerst an, 

daß L1 aus einem einzigen Intervall (r1 , r~) (O<r1 <r~ <R) besteht. Wir 
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vergleichen das harmonische Maß w (z, LI) dieser Strecke mit dem har
monischen Maß w(z, Ll 0) des Segments 

Ll 0 : (Re- 1= 'i,R, R), 
, rt 

welches dieselbe logarithmische Länge l hat wie die Strecke LI. Zu 

diesem Zwecke beachte man, daß w ( z Jf, LI) eine im Schlitzgebiet Gd, 

harmonische und nichtnegative Funktion ist, die auf Ll 0 den Wert 1 
annimmt. Die Randwerte von 

w(z ~, L1)-w(z,LI 0) 

sind somit nichtnegativ und man schließt also nach dem Maximum
prinzip, daß diese Differenz in Gd, nichtnegativ sein muß und daß also 
speziell für z = 0 

w (0, LI) ~w (0, Ll 0), (59) 

wo Gleichheit dann und nur dann besteht, wenn LI c:__ L1 0 ist. 
Falls LI aus mehreren Teilintervallen zusammengesetzt ist, so setze 

man folgendes Reduktionsverfahren an. Es ist 

w(z, LI) =w1 (z) +w2 (z), 
wo r; 

wt (z) = : J g(~, z)do1(C, LI) 
; =rt 

und w2 =w(z,LI)-w1 (z) also in analoger Weise durch ein über die 
Gesamtheit der übrigen Strecken erstrecktes Integral definiert ist. 

Der Ausdruck 

stellt eine in den außerhalb der Strecken 

Ll1 : (r~~2_, r~), (r,., r;.) (1'=3, ... , 11) 

gelegenen Punkten : z' < R harmonische, nichtnegative Funktion von z 
dar. Um ihre Randwerte zu untersuchen, bemerke man, daß die GREEN
sehe Funktion g(t, r) (O<r<t<R) mit wachsendem r zunimmt und daß 
f l li h f .. I I rr r• "1 o g c ur z = r ·- - < r < r g1 t 1 : , r; 2 

v(r) = w1 (·~)· + w 2 (r) > w1 ( 1·; r) + w2 (-r~~) 
r2 r2 , , r2 

= W ( r;•r, LI)= 1. 

Andererseits ist, für 0 < t < r < R, g (t, r) eine mit wachsendem r ab
nehmende Funktion, und es gilt also für r,. < r < r;. (v 2': 2) 

v (r) > w1 (r) + w2 (r) =w (r, LI)= 1. 
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Aus obigem folgt, daß die im Gebiete G.1, harmonische Funktion 
v (z) -w (z, Ll1) nichtnegative Randwerte hat und man schließt also 
unter Anwendung des Minimumprinzips daß v (0) =w (0, LI)> w (0, Ll1). 

Das harmonische Maß w (0, LI) wird also verkleinert, wenn man die 
n-Strecken LI durch die n-·1-Strecken ersetzt, welche die gleiche 
logarithmische Länge l wie jene LI besitzen. 

Wiederholt man nun den obigen Schluß (n--1)-mal, so kommt man 
auf den Fall eines einzigen Intervalls LI von der gegebenen logarithmischen 
Länge l zurück, und es läßt sich folgender Satz aussprechen: 

Wenn die gegebenen Strecken LI das logarithmische Gesamtmaß l haben, 
so ist 

wo LI 0 das Intervall 

Llo: 

w (0, LI):::;; w (0, Ll 0), 

(Re- 1, R) 

bezeichnet. Gleichheit kommt nur im Falle LI= Ll 0 vor. 

(60) 

Unter Verwendung der Beziehung (58) folgt hieraus weiter, daß für 
eine Menge LI von gegebenem Maß ein analoges Ergebnis besteht: 

Falls die Intervalle LI die Gesamtlänge m(O<m<R) haben, so gilt 

w (0, LI):::;; w (0, Ll 0), (60') 

wo Ll 0 das Intervall (R-m, R) bezeichnet, und zwar gilt das Gleichheits
zeichen nur für LI LI 0 • 

85. Die in den Formeln (60) und (60') stehende Größe w(O, Ll 0), 

wo Ll 0 das Intervall (e, R) (e = R- m = R e- 1) der positiven reellen Achse 
bedeutet, ist leicht zu berechnen. Führt man nämlich die lineare Trans
formation 

R2 +ze (61) 

aus, welche den Kreis [ z I < R in sich überführt, so daß die Strecke (0, R) 
in (e, R) übergeht und z= -e dem Nullpunkt entspricht, so folgt wegen 
der Invarianz des harmonischen Maßes gegenüber konformen Ab
bildungen 

w(O, Ll 0) =w (-e) = 2_ arcsin!."- e 
n R+e 

2 . el - 1 2 . 1 - e = - arc s1n - ~ -- = ~-~ arc s1n --, 
n el + 1 n 1 + e 

wo m= (1--@)R (0~ @~ 1). 
Die Beziehungen (60) und (60') lassen sich also in die Ungleichung 

2 . 1- e w(O LI) 2':- arcsm ---
' - n 1 +B (62) 

zusammenfassen. Diese gilt für jede Punktmenge LI der Strecke (0, R), 
deren Gesamtmaß der Zahl (1-€J)R, oder deren logarithmischesGesamt-

maß dem Wert l =log ~- gleich (oder größer) ist. Gleichheit tritt nur 

dann ein, wenn LI mit der Strecke (@R, R) zusammenfällt. 
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Noch eine weitere Deutung dieses Ergebnisses ist der Beachtung wert. 
Es sei L1 die zu L1 komplementäre Punktmenge der Strecke (0, R); ihre 
in bezug auf den Kreis 1

:;' <: R bestimmte hyperbolische Länge 

I. dr 

R. R' --- r 2 

erreicht für ein gegebenes m = ( 1-0) R offenbar ihr :\Iinimum Je, wenn L1 
mit der Strecke (0, 0R) zusammenfällt, und zwar ist 

I I-,- 6 
}, = -2 log 1 =- fJ · 

Man schließt hieraus: 
Die Beziehung (62) gilt, sobald diejenigen Punkte L1 der Strecke 

(0, R), welche von den InterYallen L1 nicht überdeckt werden, ein hyper
bolisches Maß haben, das höchstens gleich 

• 1 1 -' e 
1' = 2 log 1 :__-e (63) 

ist. Gleichheit besteht nur, wenn ~~ mit der Strecke (0, (:) R) identisch ist. 

86. In Verbindung mit den Sätzen von Nr. 84 ergibt sich nun 

Satz 2. Es sei R> 0, o 5: 0 ~ 1 und G i'in (;cbict, das den Nullpunkt 
z = 0 enthält und außerdem einer der nachfolgenden drei Bedingungen genügt: 

a) Das Maß derfenigcn Werte r (o<--:r<R), für welche die Kreislinie 
z ~ = r mindestens einen Rand- odrr äußeren Pwzkt 1•on G enthält, beträgt 

mindestens ( 1 -- 0) R. 

b) Das logarithmische Al aß der unter a) crwiilmtcn Wertmenge Q (r) 
1 

ist nicht kleiner als log e . 
c) Das in bezug auf den Kreis z "'SR gemessene nichteuklidische 

(hyperbolische) Maß der zu Q(r) komplementären Wertmenge P(r), die 
also aus sämtlichen Werten r des I ntermlls ( 0 <.::_ r < R) besteht, für welche 
die Kreislinie z' = r vollständig innerhalb G verläuft, ist höchstens gleich 

1 1 + 6 Je= 2 Iog 1~_ 0 . 

Sei ferner u (z) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 

1. u(z) ist in G eindeutig, harmonisch und nichtnegativ. 

2. In jedem innerhalb des Kreises z < R liegenden Randpunkt von G 
ist limu(z);::>1. 

Unter diesen Bedingungen ist 

2 . 1--6 
u (0) ::>;;:; arcsm 1 + -(-:) , (64) 

wo Gleichheit dann und nur dann besteht, u·cmz G die liings der, durch die 
Ungleichung 0 R ;S z, ;SR dcjinicrtcn s·trcckc ;:1" eines beliebigen Radius 
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argz=!p aufgeschnittene Kreisfläche lzi<R ist, und u(z) das in bezug 
auf dieses Schlitzgebiet GLlrp bestimmte harmonische Maß der Strecke L1'1' 
bedeutet. 

Wir machen auf zwei unmittelbare Folgesätze dieses allgemeinen 
Satzes aufmerksam. 

Die Voraussetzungen 1. und 2. sind speziell dann erfüllt, wenn man 
u(z) durch das harmonische Maß w(z, IX, G) derjenigen Randpunkte IX 

von G ersetzt, welche in lzi<R fallen. Unter Beachtung der mehrmals 
erwähnten geometrischen Bedeutung des harmonischen Maßes bei 
konformer Abbildung des Bezugsgebietes auf ein Kreisgebiet, folgt der 

Satz 3. Wenn G ein Gebiet von der im obigen Satz angegebenen 
Art und IX die Menge seiner im Kreise I z j < R liegenden Randpunkte ist, 
so wird bei konformer Abbildung von G (oder der universellen Überlagerungs
fläche G"' von G, falls dieses Gebiet mehrfach zusammenhängend ist) auf 
denEinheitskreis I x; < 1, so daß derNullpunktinvariant bleibt, die Menge IX 

in eine Punktmenge IX' der Peripherie : x I = 1 übergehen, deren Gesamt
länge mindestens 

. 1-0 
4arcsm1 + e 

beträgt. Gleichheit kommt nur im Falle des Schlitzgebietes GLlrp in Betracht. 
Eine zweite unmittelbare Anwendung bezieht sich auf den Zwei

konstantensatz: 

Satz 4. Es sei w (z) eine analytische Funktion, welche in dem oben 
definierten Gebiet G nachstehenden Beding2mgen genügt: 

1. w (z) ist innerhalb G eindeutig und regulär. 
2. In t'edem inneren Punkt von G gilt I w (z) I < 1 und in t'edem, im 

Kreise I z j < R liegenden Randpunkt von G : lim I w I ;5 r5, wo r5 eine vorgegebene 
Zahl des Intervalles (0<15< 1) ist. 

Unter diesen Voraussetzungen ist für z = 0 

2 . 1- (-) 

jw(O)I <r5;~arcsm 1 + 0 ' 

wo Gleichheit nur für das Gebiet GLlrp und für die Funktion 

2Iogrl (· yR-ze-vz-Re) log w (z) = --. -log 2 
n~ vR-zB+vz-R@ 

besteht, deren absoluter Betrag auf der Peripherie [ z l = R konstant gleich 1, 
und auf der Strecke L1'1' konstant gleich r5 ist. 

87. Für manche Anwendungen ist es wichtig auch für von Null 
verschiedene Punkte z des Kreises [z[ <R ähnliche Abschätzungen zu 
kennen. Aus den obenstehenden Sätzen lassen sich derartige Beziehungen 
ableiten, indem man den Kreis I z i < R auf sich so abbildet, daß der 
gegebene Punkt z0 in den Nullpunkt übergeht. Am einfachsten geschieht 
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dies unter Anwendung der hyperbolischen Maßbestimmung, welche 
gegenüber solchen Transformationen invariant ist. Aus Satz 2 schließt 
man unmittelbar 

Satz 5. Das Gebiet G, welches den Punkt z0 C z0 < R) als inneren 
Punkt enthält, möge folgende Eigenschaft besitzen: Das Maß derjenigen 
Werte (!, für welche die hyperbolische Kreislinie K 0 (z0), mit z0 als Mittel
punkt und mit einem Radius von der hyperbolischen Länge (!, vollständig 
innerhalb G verläftjt, ist höchstens gleich A.. 

Wenn dann die Funktion den Bedingungen 1 und 2 des Satzes genügt, 
so wird ( ) 2 . _ q '-

uz0::=:;:-;arcsme-. (65) 

Gleichheit kommt nur dann vor, wenn G ein Schlitzgebiet ist, das so 
aus dem Kreis ! z' < R entsteht, daß man diesen von einem beliebigen 
Punkt P '- der Kreislinie K, (z0) bis zur Peripherie : z l = R längs der 
Verlängerung der nichteuklidischen Strecke (0, P;.) aufschneidet. Die ent
sprechende Extremaltunktion ~t ist das harmonische Maß dieses Schlitzes. 

Im Falle eines einfach zusammenhängenden Gebietes G schließt man, 
daß die Ungleichung für jede Funktion u besteht, die in G den Be
dingungen 1, 2 von Satz 2 genügt, wobei A. die kürzeste nichteuklidische 
Entfernung vom Punkte z0 bis zum Rande von G bezeichnet; als Bezugs
gebiet der nichteuklidischen Maßbestimmung wird nach wie vor der 
beliebig vorgegebene Kreis : z 1 = R benutzt. 

V. Punktmengen vom harmonischen 
Maß Null. 

§ 1. Definition der Punktmengen vom harmonischen 
Maß Null. 

88. Auf dieMöglichkeit einer Erweiterung der Theorie des harmonischen 
Maßes wurde bereits im II. Abschnitt hingewiesen. Eine unmittelbare 
Verallgemeinerung ergibt sich schon auf Grund der Betrachtungen jenes 
Abschnitts, wenn man, unter Festhaltung der Voraussetzung, daß das 
gegebene Bezugsgebiet von einer endlichen Anzahl Jordanbogen F 
berandet ist, die Punktmenge Cl nicht als eine Menge von Randbogen, 
sondern als eine beliebige Punktmenge auf r annimmt. Bildet man 
wiederum die universelle Überlagerungsfläche G"' von G auf den Einheits
kreis K konform ab, so wird der Menge Cl eine gewisse Menge Clx von 
Punkten der Peripherie I x! = 1 eineindeutig zugeordnet. Gesetzt diese 
Menge sei meßbar, so nennen wir Cl in bezug auf G harmonisch meßbar. 
Unter Anwendung der Theorie des PmssoNschen Integrals in der er
weiterten Form, in welcher sie von FATOU [1] auf Grund der LEBESGUE

schen Maßtheorie entwickelt worden ist, und in welcher sie später 
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(Abschnitt VII) zur Sprache kommen wird, könnte man nun das har
monische Maß w (z, a., G) in genauer Analogie mit den Erklärungen des 
II. Abschnitts definieren. Es würde uns indes zu weit führen, hier 
auf derartige Erweiterungen einzugehen. Uns interessieren vor allem 
die Mengen vom harmonischen Maß Null; diese werden unter den 
obigen Voraussetzungen folgendermaßen erklärt: 

Die Punktmenge a. ist in bezug auf G vom harmonischen Maß Null, 
wenn die Bildpunktmenge a.x das (lineare) Maß Null hat, d. h. falls a.x 
durch eine Folge von Bogen von beliebig kleiner Gesamtlänge überdeckt 
werden kann. 

Nach dieser Definition kommt der Wert Null dem harmonischen Maße 
w (z, a., G) einer Randpunktmenge a. unabhängig von der Wahl des 
Aufpunktes z zu. 

89. Dagegen verbleibt das Verschwinden des harmonischen Maßes 
in dem Sinne relativ, daß es eine vom Bezugsgebiet Gabhängige Eigen
schaft ist. Man könnte Beispiele von Punktmengen a. angeben, die relativ 
zu einem Gebiet harmonische Nullmengen sind, während sie relativ zu 
einem anderen Gebiet ein positives harmonisches Maß erhalten. Im 
folgenden werden wir einige besondere Punktmengen sehr allgemeiner 
Natur in Betracht ziehen, für welche das Verschwinden des harmonischen 
Maßes so definiert werden kann, daß es ein absolutes Merkmal der Punkt
menge wird. 

Wir betrachten zunächst eine abgeschlossene Punktmenge a., welche die 
Vollebene nicht umfaßt. Die zu a. komplementäre Punktmenge G besteht 
aus einem oder mehreren (jedenfalls abzählbar vielen) zusammenhängenden 
Gebieten; im letzteren Falle werden je zwei der verschiedenen Teil
gebiete G durch ein zu F gehöriges Kontinuum getrennt. 

Wir entfernen nun aus G einen kleinen, von einer Jordankurve ß 
begrenzten oder gebildeten Bereich, und bezeichnen das übrig bleibende, 
an ß grenzende, zusammenhängende Teilgebiet von G mit Gp. Als
dann fassen wir eine Folge von Teilgebieten Gn von G ins Auge, welche 
von je endlich vielen Jordanbogen a.n begrenzt werden, ineinander ge
schachtelt sind und G ausschöpfen: 

G1 <G2 < ... ; Gn-+G, 
so daß also jedes vorgegebene Teilbereich B von G in Gn enthalten ist, 
sobald n hinreichend groß ist. 

Bezeichnet man durch Gß das von a.n und der Hilfskurve ß berandete 
zusammenhängende Teilgebiet von Gn, so können wir das harmonische 
Maß w(z, a.n, Gß) der Bogen~ in bezugauf Gß bilden. Nach dem Er
weiterungsprinzip (IV,§ 2) nimmt diese Größe, deren Werte im Intervall 
(0,1) liegen, mit wachsendem n monoton ab, und es existiert somit in 
jedem Punkte des Gebietes G fJ der Grenzwert limw (z, a.n, Gß), den wir 
in natürlicher Weise als das harmonische Maß der Punktmenge a. in bezug 
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auf das Gebiet Gp definieren und demgemäß durch w (z, r:t., Gp) bezeichnen. 
Wir werden zeigen, daß diese Grenzfunktion, die ihrer Definition nach 
in jedem inneren Punkte von G der Bedingung O;Sw< 1 genügt, daselbst 
harmonisch ist. Dies wird mit Hilfe des nachstehenden allgemeinen 
Satzes geschehen, der auch später zur Anwendung kommen wird 
und das Wesentliche eines klassischen, von HAHNACK herrührenden 
Prinzips enthält. 

Hilfssatz. Es sei u (z) eine in einem zusammenhängenden Gebiet D 
eindeutige harmonische und nichtnegative Funktion. W cnn z0 ein innerer 
Punkt und B ein Teilbereich von D ist, so existiert eine nur von der Kon
figuration (z0 , B, D) abhängige Zahl 0< k< 1, so daß die Beziehungen 

ku(z0) ;Su(z) ;S ~ ·u(z0) (1) 

in jedem Punkte des Bereiches B gelten. 
Es bedeutet keine. Einschränkung anzunehmen, daß der Bereich B 

zusammenhängend ist und den Punkt z0 enthält, denn dies kann stets 
durch geeignete Erweiterung von B erreicht werden. Die kürzeste Ent
fernung zwischen den Rändern von B und D ist eine positive Zahl d. 
Wir überdecken die Ebene mit einem Quadratnetz, das z0 als einen 

Eckpunkt hat und dessen Seitenlänge r< : genommen wird. Diejenigen 

Quadrate, die mindestens einen inneren oder Randpunkt mit B gemein
sam haben, bilden eine zusammenhängende, den Bereich B überdeckende 
Polygonfläche P. Jeder Randpunkt von P hat von mindestens einem 
Punkt des Bereiches B einen Abstand < r V2< 2r. Also liegt P voll
ständig in D und hat von der Berandung desselben eine kürzeste Ent
fernung >d-2r> 2r. 

Nunmehr fassen wir die auf P gelegenen Eckpunkte z0 , z1 , ••• Zm 

ins Auge und überdecken das Polygon P, und somit auch B, durch die 
m+1 Kreise !z-·z,j ;S2r (v=O, 1, .. . , m), welche andererseits sämtlich 
innerhalb D liegen. Mittels des PorssoNschen Integrals erhalten wir 

2:r 

; q; 1 J ; H 4 r 2 - 12 

u(z0 +te )=":2n u(z0 +2re ) 4-rott2·"- 4 rtcos(fJ-rp)d{} 
0 

und es wird, da der Kern des Integrals für t 'Sr zwischen den 

Grenzen ( ~, 3) variiert und da ferner 

2:r 

2
1n J u(z0 + 2rei '~) d{} = u (z0), 

0 

11 (~o) < (N iq) < ( ) -3 -~u "'o+te =)u z0 • 

Diese Beziehung besteht somit insbesondere in den zu z0 benachbarten 
Eckpunkten z,. Durch schrittweise \\'iederholung dieses Schlusses in 
den verschiedenen Überdeckungskreisen gelangen wir zu dem Ergebnis, 
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daß die behauptete Relation (1) sicher dann im ganzen Bereich B gilt, 
wenn die Konstante k gleich 3-m gesetzt wird. 

90. Wir gehen nun zu der monoton abnehmenden Folge w (z, oc~, Gß) 
zurück und fixieren einen beliebigen Punkt z0 und einen Teilbereich B 
von Gß. Sobald n eine gewisse Schranke überschritten hat, werden z0 

und B in Gß enthalten sein. Da nun der Grenzwert 

w (z0 , oc, Gß) = limw (z0 , 1Xn, Gß) 

existiert, so wird für 8 > 0 und z = z0 die Differenz 

-Um, n (z) = w (z, 1Xm, GfJ) - w (z, OCn, Gß) , 

welche für m> neinein B nichtnegative harmonische Funktion darstellt, 
kleiner als 8 sein, sobald n hinreichend groß gewählt wird. Für dieselben 
Werte n wird dann in einem beliebigen Teilbereich B0 von B, 

1 
Um,n(z)< k8 

sein, wo k die durch die Konfiguration (z0 , B0 , B) bestimmte, im Hilfs
satz erwähnte Konstante ist. Hiermit ist gezeigt worden, daß die Kon
vergenz der Folge w (z, 1Xn, Gß) in B0 gleichmäßig und folglich die Grenz
funktion w (z, IX, Gß) in Gß harmonisch ist. 

Wichtig ist zu bemerken, daß der Ausdruck w (z, oc, Gß), den wir der 
Punktmenge oc als das harmonische Maß zugeordnet haben, unabhängig 
von der Wahl der Folge Gß ist. Ist nämlich G(t eine zweite Näherungs
folge, welche das Gebiet Gß ebenfalls ausschöpft, so können wir für ein 
gegebenesmeine so große Zahl n finden, daß das Näherungsgebiet Gß 
das Gebiet G'rt als Teilgebiet enthält, und es ist dann gemäß dem Er
weiterungsprinzip 

w(z, OCn, Gß)<w(z, oc~, G{t) 

und also die Grenzfunktion der linksstehenden Folge nicht größer als 
der Grenzwert der rechten Seite. Eine Ungleichung in entgegengesetzter 
Richtung findet man aber in genau derselben Weise, woraus die Identität 
der Grenzfunktionen folgt. 

9 I. Bemerkung. Die Frage liegt nahe, ob die Konstruktion des 
harmonischen Maßes w (z, oc, Gß), unter Vermeidung des obigen Näherungs
prozesses, nicht direkter mittels einer Methode möglich wäre, welche 
dem bei der Herstellung der harmonischen Maße einer Jordankurve 
benutzten Verfahren ähnlich ist. Dies ist tatsächlich der Fall, erfordert 
aber allgemeinere Hilfssätze über die konforme Abbildung von Über
lagerungsflächen als die in den Abschnitten I-IV angewandten, weshalb 
wir oben einen elementareren Weg eingeschlagen haben. 

Es lohnt sich indes, auch jenes direkte Verfahren mit einigen Worten 
anzudeuten. Zum Gebiet Gß läßt sich die einfach zusammenhängende 
universelle Überlagerungsfläche Gß konstruieren und diese kann mittels 
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einer linear polymorphen Funktion x = x (z) auf den Einheitskreis ~ x' < 1 
abgebildet werden. Der Jordankurve ß wird eine abzählbare Menge 'von 
punktfremden Segmenten ß: der Peripherie : x] = 1 entsprechen. Setzt 
man dann 

w (x, ß') =~w (x, p;.), 
wo w (x, ß:) das harmonische Maß des Bogens ß: in bezugauf den Einheits
kreis ist, so stellt w eine harmonische Funktion von x dar, welche auf 
den Bogen ß: gleich 1 wird und, wie man mittels des sog. FATOl'schen 
Satzes (VII,§ 3) leicht beweisen könnte, auf der komplementären Rand
punktmenge oc' fast überall, d. h. höchstens mit Ausnahme einer Null
menge, verschwindet. Es liegt infolgedessen nahe w (x, oc') == 1-w (x, ß') 
als das harmonische Maß von oc' zu definieren. Führt man nun x = x (z) 
ein, so läßt es sich beweisen, daß die Funktion w (x (z), oc') mit dem oben 
definierten Maß w (z, oc, Gß) übereinstimmt. 

92. Was nun die Eigenschaften des harmonischen Maßes w(z, oc, Gß) 
betrifft, so bemerken wir zunächst, daß w auf der Hilfskurve ß ver
schwinden muß. Dies folgt in der Tat unmittelbar daraus, daß die 
Näherungsfunktion w (z, rxn, Gß) dieselbe Eigenschaft besitzt und für 
n-+ oo monoton abnimmt. 

Über das Verhalten von w (z, oc, Gß) auf der gegebenen Punktmenge oc 
können dagegen keine sicheren Schlüsse gezogen werden. Die Näherungs
funktionen nehmen auf den Rändern oc" allerdings den Wert 1 an, da sie 
aber monoton abnehmen, so darf man nicht erwarten, daß die Grenz
funktion auf oc stetig und gleich 1 sei. Es kann sogar der extreme Fall 
eintreten, daß w identisch verschwindet. Dies trifft z. B. dann zu, wenn oc 
aus einem Punkt, z. B. aus z=O besteht. Nimmt man dann als Hilfs
kurve z. B. den Kreis I z: = 1 und als Näherungsgebiet den Kreisring 
r < I z [ < 1 , so wird die entsprechende Näherungsfunktion gleich dem 
harmonischen Maß log I z j : log r des Kreises l z! = r in bezug auf den 
Kreisring und strebt für r -+ 0 gegen Null. 

Wenn dagegen w nicht identisch verschwindet, so hat limw auf oc 
eine positive untere Schranke. Umgibt man nämlich oc durch eine in Gß 
verlaufende geschlossene Kurve ß0 , so hat w auf ßo ein positives Minimum 
8(<1). Sei nun z0 ein beliebiger Punkt desjenigen Teilgebietes G~ 

von Gß, welches von oc und ßo begrenzt wird. Wir nehmen n so groß, 
daß sowohl ßo wie z0 in Gß enthalten sind. Da w (z, oc", Gß) sicher größer 
als w (z, oc, Gß) ist, so gilt auf ßo 

w (z, oc," Gß) > B. 

Auf rxn nimmt dieses harmonische Maß den Wert 1 an und man schließt 
gemäß dem Minimumprinzip, daß die obige Ungleichung im ganzen 
Gebiet G0 gelten muß. Für n-+ oo ergibt sich hieraus, daß in G0 auch 
w (z, oc, Gß) ~B, woraus die Behauptung folgt. 
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Es lohnt sich noch zu bemerken, daß das harmonische Maß von IX 

auch folgendermaßen definiert werden kann: 
w (z, IX, Gß) ist gleich der oberen Grenze derjenigen in Gß harmonischen 

Funktionen v (z), welche auf ß verschwinden und innerhalb Gß kleiner 
als 1 sind. 

Da w selber zu der Klasse (v) gehört, so genügt es zu zeigen, daß in Gß 

w (z, rx, Gß)- v (z) ~0, 

wenn v eine beliebige Funktion der betrachteten Klasse bezeichnet. 
In der Tat gilt im Näherungsgebiet Gß, als eine unmittelbare Folgerung 
des Minimumprinzips, w (z, 1Xn, Gß)- v (z) ~ 0, und die Behauptung folgt 
nun durch den Grenzübergang n __,. w. 

93. Der obenerwähnte besondere Fall, wo die Grenzfunktion 
w (z, rx, Gß) identisch verschwindet, wird in der Folge unser Interesse in 
Anspruch nehmen. Wir werden hier diesen Fall etwas näher untersuchen. 

Zunächst folgt aus dem Minimumprinzip daß, wenn das harmonische 
Maß w für einen Punkt verschwindet, dies für jeden Punkt zutreffen 
muß. Die Eigenschaft der gegebenen Punktmenge, eine "harmonische 
Nullmenge" zu sein, ist also unabhängig von der 'Lage des Aufpunktes z. 
Das gleiche gilt nun aber auch in bezug auf die Hilfskurve ß: 

Wenn für eine gewisse in G gelegene Hiljskurve ß 
w(z, IX, Gß) =0, 

so gilt dasselbe für jede Hilfskurve ß in G. 

Beweis. Es sei w (z, IX, Gß) = 0 und ß* eme beliebige zweite in G 
liegende Hilfskurve; es gilt zu zeigen, daß auch w(z, IX, Gß.) =0. Wir 
wählen einen zusammenhängenden Teilbereich T0 von G, der sowohl ß 
als ß* enthält und von einer Jordankurve y0 begrenzt wird, und ziehen 
innerhalb T0 eine Jordankurve y1 , welche ß und ß* umgibt. Die Kurven 
y0 und ß* begrenzen ein Teilgebiet G0 von G. Es sei 

fJ= max w(z, y0 , G0) für z auf y1 • 

Dieses Maximum liegt iin Intervall O<fJ< 1. 
Nunmehr wählen wir eine beliebige Zahl E > 0 und können dann 

ein Näherungsgebiet Gn von G finden derart, daß die Ungleichung 
w (z, 1Xn, Gß) < E besteht, wie immer der Punkt z im Bereich T0 auch 
gewählt wird. Speziell gilt dies also auf der Kurve y0 • 

Mit demselben Gebiet Gn bilden wir nun zusammen mit der Hilfs
kurve ß* das harmonische Maß w (z, rxn, Gß.); die Maxima dieser Größe 
auf den Kurven y0 und y1 seien bzw. }.0 und A.1 ; diese liegen zwischen 
Null und Eins. Die Differenz 

w (z, 1Xn, Gß.)- w (z, 1Xn, Gß) 

ist eine in dem von der Kurve y1 und dem Bogen IX" begrenzten gemein
samen Teilgebiet G~ der Gebiete Gß und Gß. harmonische Funktion, 
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welche auf rx" verschwindet und auf y1 kleiner als A1 ausfällt. Nach dem 
Maximumprinzip ist diese Größe also kleiner als A1 im ganzen Gebiet G~ 
und somit speziell auf y0 , woraus folgt, daß Ao -sA1 + c:. 

Nunmehr bilden wir den Ausdruck 

w (z, rx", Gß.)- A0w (z, Yo• Go). 

der eine im Gebiete G0 harmonische Funktion definiert. Auf der Be
grenzungskurve ß* verschwindet er und auf y0 nimmt er nichtpositive 
Werte an. Gemäß dem Maximumprinzip ist diese Größe also auch 
innerhalb G0 nichtpositiv, und hieraus ergibt sich, wenn wir z mit dem
jenigen Punkt der Kurve y1 zusammenfallen lassen, wo w(z, rx,., Gß.) 
sein Maximum A1 erreicht, A1 ~A00. Verbindet man dies mit der oben 
gegebenen Relation Ao :SA1 + c:, so folgt, daß 

und es wird also a fortiori 

W(Z N G")< f!~-~ 
, v..ll , ß* =- 1 - e c 

für jeden Punkt der Kurve y1 . Da s hier beliebig klein gewählt 
werden kann, so muß also die untere Grenze limw (z, rx, Gß*) = 0 im Gebiete 
Go sein, wodurch die Behauptung w (z, rJ., Gß.) cc:Q nachgewiesen ist. 

94. Der obige Satz zeigt, daß das Verschwinden des harmonischen 
Maßes eine von der Wahl der Hilfskurve ß unabhängige Eigenschaft 
der Punktmenge rx ist, sofern ß stets innerhalb eines und desselben zu
sammenhängenden Teils des Komplementes G von rx genommen wird. 
Daß dies tatsächlich keine Einschränkung bedeutet, wird aus folgendem 
Satz hervorgehen: 

Wenn die Menge rx ein Kontinuum enthält, so ist 

w(z, rx, Gp)> 0 

in jedem inneren Punkt z von G. 
Nimmt man nämlich einen beliebigen Punkt z0 von G, so wird voraus

setzungsgemäß dasjenige zusammenhängende Teilgebiet G0 von G, 
welches jenen Punkt enthält, von einem gewissen Kontinuum K begrenzt. 
Durch eine eventuelle Quadratwurzeltransformation (vgl. Nr. 74) kann 
man dann erreichen, daß G0 äußere Punkte hat. Als Majorantgebiet 
sämtlicher Näherungsgebiete Gß kann man dann das von ß und von einer 
außerhalb von G0 verlaufenden Jordankurve rx0 begrenzte Ringgebiet D0 

einführen und es wird zufolge des Erweiterungsprinzips 

w(z, r1.n, Gß) > w(z, rx0 , D0) >0 

wie immer z innerhalb G0 gewählt wird, woraus die Behauptung folgt. 
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Wenn also umgekehrt 
w (z, cx, Gp) .~ 0 

sein soll, so kann die Menge cx kein Kontinuum enthalten. Sie ist "punkt
haft" und ihre komplementäre Punktmenge G bildet ein einziges zu
sammenhängendes Gebiet. 

Aus den obenstehenden Sätzen ist hervorgegangen, daß das Ver
schwinden bzw. Nichtverschwinden des harmonischen Maßes w (z, cx, Gß) 
sowohl von der Lage des Aufpunktes als von der Wahl der Hilfskurve 
unabhängig ist und also einzig und allein durch die Stärke der ge
gebenen abgeschlossenen Punktmenge cx bedingt ist. Wir sagen deswegen: 

Falls eine abgeschlossene Punktmenge cx die Eigenschaft w (z, cx, Gß) = 0 
besitzt, so heißt sie eine Menge vom absoluten harmonischen Maße Null. 

Als Kriterium für eine derartige Punktmenge ergibt sich aus den 
obigen Ausführungen: 

Die Menge cx ist vom harmonischen Maß Null im absoluten Sinne 
dann und nur dann, wenn für eine vorgegebene, im Komplementärgebiete G 
liegende ] ordankurve ß und für einen inneren Punkt z von G 

w (z, cx, Gß) = lim w (z, CXn, Gß) = 0. 

Ferner gelten folgende Sätze: 
Jede abgeschlossene Teilmenge einer harmonischen Nullmenge hat wieder 

das harmonische Maß Null. 
Es folgt dies in der Tat unmittelbar aus dem obigen Kriterium. 
Die V er einigungsmenge von zwei harmonischen Nullmengen ist wieder 

eine harmonische Nullmenge. 
Es seien nämlich cx1 und cx2 zwei Nullmengen. Wenn ß eine in dem 

zur Vereinigungsmenge cx1 +cx2 =cx komplementären Gebiet G gezogene 
Hilfskurve ist, so lassen sich zu einer beliebig kleinen Zahl e > 0 zwei 
Näherungsgebiete G' und G" und ein Punkt z finden, so daß 

w (z, cx~, Gß) < -;-, ( " G") e w z,cx.z, fJ <2, 

wo cx~ und cx~ die Berandungen von G' und G" bezeichnen. 
Nimmt man nun den Durchschnitt D von G' und G" als Näherungs

gebiet D von G, und bezeichnet man dessen Rand mit cx' (die 
Näherungsgebiete können derart gewählt werden, daß nicht nur cx~, cx~ 
sondern auch cx' aus endlich vielen Jordanbogen bestehen), so wird 
der Ausdruck 

w (z, cx', Dp)- w (z, cx~, Gß)- w (z, cx~', Gß') 

auf ß verschwinden und auf oc' jedenfalls nichtpositiv ausfallen, woraus 
dem Maximumprinzip gemäß folgt, daß im betrachteten Punkt z 

w(z,cx',Dp)<e, 

woraus die Behauptung folgt. 
Nevanlinna, Analytische Funktionen. 8 
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Im vorstehenden ist der Begriff des absoluten harmonischen Maßes 
für beliebige abgeschlossene Punktmengen erklärt worden. Durch die 
Einführung "innerer" und "äußerer" harmonischer Maße wäre es möglich, 
die entsprechenden Begriffe für beliebige Punktmengen zu erklären. 
Da jedoch derartige Erweiterungen von geringer sachlicher Bedeutung 
für unsere Zwecke sind, soll hierauf nicht näher eingegangen werden. 

§ 2. Punktmengen von der Kapazität Null. 
95. In diesem Abschnitt wollen wir die Punktmengen vom absoluten 

Maß Null vermittels eines anderen, von der obigen Methode verschiedenen 
potentialtheoretischen Verfahrens einführen. 

Wir fassen ein von endlich vielen Jordanbogen r begrenztes Gebiet G 
ins Auge, das den unendlich fernen Punkt z = ro enthält. Die zugehörige 
GREENsehe Funktion g(z, ro) hat in der Umgebung des Poles z=ro 
eine Entwicklung 

g(z, cc) =log jz! +u(z) 

wo u (z) für z = cc stetig ist und einen endlichen Wert 

y~u(cc) (2) 

annimmt, der im folgenden eine wichtige Rolle spielen wird. Aus Gründen, 
die im nächstfolgenden Paragraphen näher auseinandergesetzt werden 
sollen, nennt man y die RoBINsche Konstante \'On G und die Größe 

c c= c·-)' 

die Kapazität des zu G komplementären Bereiches G 1. 

Falls G1 und G2 zwei Gebiete obiger Art sind und G1 als Teilgebiet 
in G2 enthalten ist, so gilt für die zugehörigen GEEENschen Funktionen 
g1 , g2 , für die RemiNsehen Konstanten y1 . y 2 und für die Kapazitäten 
cl, c2 

gl(z, ro)~g2(z, ro), Y1~Y2• C1~C2. 

Die Differenz g2 - g1 ist nämlich in G1 regulär harmonisch und für 
Z= ro gleich y 2-y1 . Da sie ferner auf cler Berandung von G1 nicht
negative Randwerte annimmt, so ist sie überall in G1 nichtnegativ, 
und speziell folgt für z = ro hieraus y2 --y1? 0, und damit die Behauptung. 

96. Die obige Erklärung der Kapazität eines Bereiches G setzt die 
Existenz der GREENsehen Funktion des Außengebietes G voraus, welche 
ja nur unter besonderen, die Berandung r betreffenden Regularitäts
bedingungen sichergestellt ist. Durch einen Grenzübergang, der dem 
in § 1 durchgeführten vollkommen analog ist, läßt sich dieser Begriff 
für ganz beliebige abgeschlossene Punktmengen definieren. 

1 Vgl. hierzu SzEGÖ [1], l'ÜLYA uncl SzEGÖ 1 1], :V1YRBERG [1], DE LA YALLEE

PoussiN [1], FROSTMAN [J], [3]. 
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Sei rx eine beschränkte abgeschlossene Punktmenge und G dasjenige 
der zu rx komplementären, zusammenhängenden Gebiete, welches den 
unendlich fernen Punkt enthält. Wie in Nr. 90 betrachten wir dann 
eine Folge von ineinander geschachtelten Teilgebieten Gn von G, welche 
für n--->- ro dieses Gebiet ausschöpfen. Die zu Gn gehörende GREENsehe 
Funktion sei 

und 
Yn=Un(ro) 

die entsprechende RoBINsche Konstante. 
Läßt man nun n monoton wachsen, so nimmt gn (z) monoton zu und 

es existiert somit für jeden Punkt von G der endliche oder unendliche 
Grenzwert 

Unter Anwendung des in Nr. 89 dargestellten Hilfssatzes beweist man 
unmittelbar, daß dieser Grenzübergang in jedem Teilbereich von G 
gleichmäßig vor sich geht. 

Die Grenzfunktion g (z, ro) ist entweder in jedem endlichen Punkt 
von G harmonisch oder es ist g (z, ro) - ro . 

Wie in Nr. 90 sieht man ein, daß das Ergebnis dieses Grenzprozesses 
unabhängig von der Wahl der Näherungsfolge Gn ist. 

Falls g endlich ist, so definieren wir sie als die GREENsehe Funktion 
von G. Für z= ro hat sie eine Entwicklung 

g(z, ro)=log[z[+u(z), 

wobei u (z) = lim u,. (z) i~ G harmonisch ist; der Grenzwert 

y =y(rx) =u(ro) =limyn 

wird als die RoBINsche Konstante von G erklärt und die Kapazität C (rx) 
der gegebenen Punktmenge rx wird gleich 

gesetzt. 
C(rx)=e-y 

97. Die GREENsehe Funktion g (z, ro) ist offenbar in G nichtnegativ. 
Was ihr Verhalten auf der Berandung rx betrifft, so kann man nicht 
schließen, daß sie hier überall verschwindet. Es können im Gegenteil 
Fälle eintreten, wo sie in gewissen Punkten rx positive Werte annimmt; 
dies ist z. B. immer in einem isolierten Punkt von rx der Fall; eine 
solche Singularität ist nämlich hebbar: dort ist also g (z) harmonisch 
und gemäß dem Minimumprinzip positiv. 

Jedenfalls ist aber g(z) in der Umgebung von rx nach oben beschränkt. 
Ist nämlich I z! = e ein Kreis' der die Menge rx umfaßt ' so ist gemäß 
dem Maximumprinzip für jeden Punkt z von Gn, der in [z! :Se liegt, 
g"(z, ro):SMn, wo M" das Maximum von gn auf [z[ =e bezeichnet. Für 

8* 
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n-+ oo strebt die monoton wachsende Zahlenfolge M,. einem endlichen 
Grenzwert M zu und es gilt also, für die erwähnten Werte z, gn:SM, 
also auch g=limgn:SM, was zu beweisen war. 

Genau wie in Nr. 92 kann man weiter beweisen, daß sich g (z, co) durch 
nachstehende Minimumeigenschaft auszeichnet: g ist in jedem Punkt z 
von G gleich der unteren Grenze derjenigen harmonischen Funktionen 
v (z), welche in jedem endlichen Punkt von G harmonisch und positiv 
sind und in z = oo eine Entwicklung 

v =log jz: + v"' (z) 

haben, wo v"' (z) für z= oo harmonisch ist. 
Die Kapazität C (cx) ist nach obigem die untere Grenze der Kapazitäten 

sämtlicher abgeschlossenen Mengen, welche cx als Teilmenge enthalten. 

98. Falls G keine endliche GREENsehe Funktion besitzt, so gilt 

Un (z) = gn (z, oo) -log j z ~-+ oo , 

und zwar gleichmäßig in jedem Teilbereich von G. Speziell wird also 

Yn = u" ( 00) ~>-CO 

sein. Die RoBINsche Konstante y von G wird dann gleich + oo und 
die Kapazität e-Y von G verschwindet. 

Ein beliebiges Gebiet läßt sich immer durch eine Polygonfolge Pn 
ausschöpfen z. B. so, daß Pn als die Vereinigungsmenge der in Gn liegenden 
Quadrate eines Quadratnetzes von der Seitenlänge 2~" (n = 1, 2, ... ) 
definiert wird. Hieraus ergibt sich folgendes wichtige Kriterium: 

Damit eine abgeschlossene Punktmenge a von der Kapazität Null sei, 
ist notwendig und hinreichend, daß sich die Menge für jedes s > 0 durch 
endlich viele Polygonflächen überdecken läßt, deren Gesamtkapazität < s ist. 

99. Die Mengen von verschwindender Kapazität sind für uns von 
besonderem Interesse. Es besteht nämlich der beachtenswerte Zusammen
hang, daß eine Menge vom absoluten harmonischen Nullmaß stets von der 
Kapazität Null ist und umgekehrt. Dieser wichtige Satz könnte schon 
hier bewiesen werden; da indes der Nachweis sich einfacher gestaltet 
unter Anwendung einer Integraldarstellung der GREENsehen Funktion, 
die uns auch späterhin nützlich sein wird, wollen wir zunächst jene 
Integralformel herleiten. 

Sei g(C, z) die GREENsehe Funktion eines Gebietes G der C-Ebene, 
das von endlich vielen Jordanbogen F berandet ist und den Punkt 
C = oo als inneren Punkt enthält. Die in bezug auf die Veränderliche C 
konjugierte harmonische Funktion sei ·- h (C, z). 

Wenn der Punkt z =!= oo in G liegt, so ist der Ausdruck log j C- z l 
eine in G harmonische Funktion von C, mit Ausnahme der Stellen C = z 
und C = oo, wo er negativ bzw. positiv logarithmisch unendlich wird. 
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Also ist die Summe 

u (C, z)- log [ C -z! + g (C, z) - g (C, oo) (3) 

überall in G harmonisch, und es ergibt sich folglich, unter Anwendung 
der GREENsehen Formel, 

u(C,z)= :}n-Jlog[C*-z!dh(C*,C), (4) 
r 

wo C* den Rand r von G im positiven Sinn durchläuft. 
Besonders interessant wird diese Formel für C = oo. Die GREENsehe 

Funktion g (C, oo) hat in der Umgebung des Poles C = oo eine Ent
wicklung der Form 

r;(C. oo) =log i Ci+ y + s ((), 

wo y die RomNsche Konstante des Gebietes G ist und E-+ 0 für C-+ oo. 
Setzt man dies in den Ausdruck u ein, so wird für C-->- oo 

u ( oo, z) = g ( oo, z)- y, 

und es folgt aus (4), wenn man statt C* einfacher C schreibt und die 
Symmetriebeziehung g ( oo, z) = g (z, oo) beachtet, 

g(z, m)-y= 2
1njlog[C-z[dh(C. oo). (5) 

r 
Liegt der Punkt z außerhalb G, so kann das Glied g(C, z) in dem 

Ausdruck (3) gestrichen werden, ohne daß u(C, z) aufhört, eine in G 
harmonische Funktion von C zu sein. Die Anwendung der GREENsehen 
Formel führt uns dann, statt zu (5), zu der einfacheren Beziehung 

1 J 1 y= 2 n- log]C-z~dh(C, oo). (5 ') 
r 

Falls der Parameterpunkt z außerhalb G variiert, so behält also der 
rechtsstehende Mittelwert einen konstanten Wert, der gleich der RoBIN
schen Konstante von G ist. 

Falls schließlich z auf den Rand r fällt, so stimmen die linken Seiten 
der Formeln (5) und (5') miteinander überein. Um zu zeigen, daß die 
Beziehung (5') auch dann gilt, braucht man nur nachzuweisen, daß das 
rechtsstehende Integral eine stetige Funktion von z ist. Wir wollen 
hier auf diese Frage, die in diesem Zusammenhang von unwesentlicher 
Bedeutung ist und die bei Anwendung der in IV. Abschnitt behandelten 
Hilfsmittel leicht erledigt werden könnte, nicht näher eingehen. 

100. Aus (5) folgt eine einfache, wichtige Ungleichung, indem man 
für einen gegebenen Punkt z von G den Integranden durch seinen kleinsten 
bzw. größten Wert ersetzt. 

Es gilt 
(6) 
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wo d1 , d2 den kleinsten bzw. größten Abstand des Punktes z von dem 
Gebietsrand r bezeichnet. 

Unter Anwendung dieser Beziehungen wollen wir jetzt den in Nr. 99 
in Aussicht gestellten Beweis dafür erbringen, daß die Klasse der har
monischen Nullmengen mit der Klasse der Punktmengen von ver
schwindender Kapazität identisch ist. 

Sei also IX eine abgeschlossene beschränkte Punktmenge; durch eine 
Ähnlichkeitstransformation, die ohne Einfluß auf den zu untersuchenden 
Zusammenhang ist, verlegen wir IX in das Innere des Kreises ! z I< 1 . Mit G 
bezeichnen wir dasjenige von IX berandete, zusammenhängende Gebiet, 
welches den Punkt z = oo enthält. Wir wählen eine Zahl e > 1 und 
ein den Punkt z = oo enthaltendes Näherungsgebiet G' von G, welches 
von endlich vielen, innerhalb i z [ < 1 verlaufenden Jordanbogen IX' 

begrenzt wird. 
Wir bezeichnen dann durch g' (z, oo) die GREENsehe Funktion von G' 

und durch w 0 (z, ~X') das harmonische Maß von ~X' in bezug auf das inner
halb lzl<e liegende Teilgebiet G~ von G'. 

Ist nun IX von positiver Kapazität und also die RomNsche Konstante 
y(>O) endlich1, so wählen wir(!= 1 + e2 :' und bezeichnen mit M, und m, 
das Maximum und Minimum von g'(z, oo) auf dem Kreis iz[=r. Die 
Differenz 

ist offenbar in G~ harmonisch und auf dem Rande nichtnegativ. Nach 
dem Minimumprinzip gilt also dasselbe auch innerhalb G~ und es wird 
folglich, wenn wir für z den Punkt z1 des Kreises ; z j = 1 nehmen, wo 
g' =m1 ist, 

Als Minimum der für i z i 2'; 1 harmonischen Funktion u (z) = g' -log I z: 
auf [z1=1 ist m1 ;Su(oo)=y'<y, wo y' die RoBINsche Konstante von 
G' ist. Ferner ist gemäß (6) mu ~log((!- -1) + y' = 2y + y' >2y. Also 
wird 

und es gilt somit, für jedes Näherungsgebiet G', daß das Maximum 
des harmonischen Maßes von IX' auf J z j = 1 (in bezug auf G~) nicht kleiner 

als : ist. Dasselbe besteht folglich auch für den Grenzwert w (z, IX, Ge), 

dem jenes Maß zustrebt, falls man G' gegen G konvergieren läßt. Hieraus 
geht hervor, daß das harmonische Maß von IX positiv ist. 

Wenn umgekehrt IX von der Kapazität Null und also y = limy' = oo 
ist, so nehme man e > 1 beliebig an und findet, daß die Differenz 

( 1 - wu) M" - g' 

1 Da G und G' das Kreisäußere z: =;;; 1 enthalten, welches die RoBINsche 
Konstante Null hat, so sind ihre RuBINsehen Konstanten positiv. 
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in G~ nichtnegativ ist. Setzt man hier für z den Punkt des Kreises [ z I = 1 
ein, wo g' sein Maximum >y' erreicht, so wird, da nach (6) 

Me~log(e+ 1) +r' 
gilt, 

y' ;;S (log(e + 1) +y') (1- we) ;;Slog(e + 1) +r' (1- wQ) 

und somit 
. <log(e+t) mm wu= -- -1-. 

lzl = 1 Y 

Für oc'--+ IX strebt y' ins Unendliche und das Minimum des harmonischen 
Maßes we auf [z[ = 1 also gegen Null, woraus zu sehen ist, daß das 
harmonische Maß w(z, IX, Ge) =limw0 identisch verschwindet. 

Eine abgeschlossene Punktmenge ist dann nur und dann vom absoluten 
harmonischen Maß Null, wenn sie die Kapazität Null hat. 

I 0 I. Daß die abgeschlossenen Punktmengen vom harmonischen Maß 
Null identisch sind mit denjenigen der Kapazität Null, gilt nach dem 
oben Gesagten unter der Voraussetzung, daß die Punktmengen be
schränkt sind. 

Sofern diese Voraussetzung nicht erfüllt ist, kann die gegebene 
Menge IX durch eine geeignete lineare Transformation S (z) in eine be
schränkte Punktmenge übergeführt werden. Es soll dann IX als eine Menge 
von der Kapazität Null erklärt werden, falls oc' eine solche Menge ist. 
Ob diese Definition die Fallunterscheidung C (1X) ~0 eindeutig festlegt, 
ist allerdings nicht unmittelbar einleuchtend; denn es muß die Möglich
keit berücksichtigt werden, daß das Verschwinden oder Nichtver
schwinden der Kapazität C (IX') der transformierten Menge von der 
Wahl der benutzten linearen Transformation abhängig sein könnte. 

Daß diese Möglichkeit tatsächlich ausgeschlossen ist, muß besonders 
bewiesen werden. Ein Nachweis könnte direkt mittels der in diesen 
Paragraphen eingeführten Begriffe gegeben werden. Am einfachsten 
folgt dies indes aus dem oben bewiesenen Äquivalenzsatz. Da nämlich 
das harmonische Maß eineindeutigen konformen Abbildungen gegenüber 
invariant verbleibt, so führt eine beliebige lineare Transformation stets 
eine harmonische Nullmenge in eine Menge über, die ebenfalls vom 
harmonischen Maß Null ist. Hieraus folgt unmittelbar, daß zwei be
schränkte Mengen, die lineare Transformierte ein und derselben Menge oc 
sind, entweder beide von positiver oder beide von verschwindender Ka
pazität sind. 

102. Eine weitere wichtige Folgerung aus dem obigen Äquivalenzsatz 
ist nach § 1, Nr. 94, daß die Kapazität einer abgeschlossenen Menge, 
die Vereinigungsmenge einer abzählbaren Anzahl von Mengen von der 
Kapazität Null ist, verschwindet. 
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Diese Eigenschaft läßt sich auch einfach direkt beweisen als eine 
Folgerung aus nachstehendem Hilfssatz, der an sich nicht ohne Inter
esse ist. 

Hilfssatz I. Falls ot1 , ot2 , ••• , ot" abgeschlossene, innerhalb des Kreises 
1 ! z I< 2- gelegene Punktmengen sind, so gilt für die Vereinigungsmenge 

1 ~ I 
y (cx) ~ ~ -y (~,.) • 

Es genügt, diese Beziehung für den Fall aufzustellen, daß die 
Mengen ot, von endlich vielen analytischen Bogen berandet sind; all
gemeinere Punktmengen und die entsprechenden Kapazitäten lassen 
sich nämlich mittels solcher speziellen Mengen bzw. ihrer Kapazitäten 
beliebig genau approximieren. 

Bezeichnet G. das von ot. begrenzte, den unendlich fernen Punkt 
enthaltende Gebiet, so wird 

für jeden Punkt z von ot,, falls für 2 n {t. (C) die in der Integral
darstellung (5') enthaltene Belegung h,, (C, cc) substituiert wird, wo 
- h. die zur GREENsehen Funktion g,, (C, cc) von G,, konjugierte har
monische Funktion ist. 

Andererseits gilt, wie immer die nichtnegative Belegung fl (C) vom 
Gesamtbetrage 1 über die Vereinigungsmenge auch verteilt wird, 

y {ot) ~ min (J log lz ~ ', d fl) . (7) 
z aufct a. 

Denn die Summe aus dem rechtsstehenden Integral und der GREEN
sehen Funktion g (z, co) von G ist in G harmonisch; für z = co ist ihr 
Wert gleich y (ot) und auf der Berandung ot verschwindet g. Die Be
ziehung (7) folgt hieraus mit Hilfe des Minimumprinzips. 

Nimmt man nun n Zahlen 15. des Intervalls 0~15.~1, so daß ~15.= 1, 
und setzt man fl = ~ 15. flv, so wird 

j log lz-~-, 1 dtJ = ~ 15,.] log Jz~ ,
1 
d {t,. 

a a 

und weiter, da I z-C [ < 1 und der Integrand also jedenfalls nichtnegativ ist, 

j log:;-~ 'I dp,.? j log lz ~-~ dfi,,=y(ot,,), 
cx (XI' 

sobald z auf ot. liegt. 
Somit wird für z auf ot. 

min j log ~z ~T dp ~min (15. j log 
(X ' CXJ, 
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woraus gemäß (7) ersichtlich wird, daß 

y(1X)2:;min(<5.y(oc")) (v=1, ... , n). 
Für 

<5 - _1_ -·-- 1_-
.- y(oc.) n 1 

L: r(ocJ 
1 

werden nun alle Zahlen <5. y (IX.) einander gleich, und man gelangt so 
zu der nachzuweisenden Beziehung. 

Aus obigem folgert man leicht den 

Hilfssatz 2. Es sei IX• eine Folge von abgeschlossenen, in I z I<+ ge

legenen Punktmengen. Dann gilt für jede abgeschlossene Teilmenge IX der 
V er einigungsmenge .I IX. 

(8) 

Falls die rechtsstehende Reihe divergent ist, so ist die Behauptung 
trivial. Andernfalls nehme man eine beliebige positive Zahl E < 1 und 
überdecke jede Menge oc" durch ein Gebiet A., dessen Berandung in 

I z I < ~verläuft und aus endlich vielen analytischen Bogen IX; zusammen

gesetzt ist, so daß 
1 1 6 

Y{oc~) < y (oc.) + 2v+ 1 • 

Da IX abgeschlossen ist, so gibt es unter den Bereichen A. +~gewisse 
endlich viele, A., + a~,(i = 1, ... , m), welche jene Menge IX bereits über
decken 1. Ist dann A die Vereinigungsmenge dieser Bereiche, so wird 
nach Hilfssatz 1 

und die Behauptung ergibt sich für E-+ 0. 
Aus (8) folgt speziell, daß jede abgeschlossene Teilmenge IX der Ver

einigungsmenge .Ioc" von der Kapazität Null ist, falls sämtliche IX. diese 
Eigenschaft besitzen. Dies gilt tatsächlich ohne die zusätzliche Voraus-

setzung, daß jene Mengen im Kreise [ zl < ~ liegen. Zerlegt man sämtliche 

vorkommenden Mengen in zwei Teilmengen, entsprechend dem Kreis

innern lz[ :Sr<~ und dem Kreisäußern [zl ~r, so kann das Kreisäußere 

durch eine lineare Transformation in das Innere abgebildet werden 
und so lassen sich auch in diesem Fall die Voraussetzungen des 
Hilfssatzes erfüllen. 

1 REINE-BORELseher Überdeckungssatz. 
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§ 3. GREENsehe Funktion und logarithmisches Potential. 
I 03. Auf einem beschränkten Bereich E der z-Ebene sei eine Massen

belegung mit der Flächendichtee (z) verteilt. Falls e stetig ist, so definiert 
das logarithmische Potential 

u (z) =]log- _I __ d ,u, 
'--zl 

E 

(9) 

wo d .u = e (C) d I I; das vom Flächenelement d I!; getragene Massenelement 
bezeichnet, eine Funktion u (z), welche nachstehende Eigenschaften 
besitzt: 

1. Auf E genügt u der PmssoNschen Gleichung L1 u = -- 2ne. 
2. Außerhalb E ist u (z) regulär harmonisch, außer für z = oo , wo 

sie logarithmisch unendlich wird: 

u(z)=-log z;+~::(+) (~::->-0 für z-+ro). 

Durch diese zwei Eigenschaften ist u eindeutig bestimmt. 

I 04. Das logarithmische Potential u der Massenbelegung ,u läßt sich 
durch die Formel (9) auch unter allgemeineren Voraussetzungen über 
diese Belegung bilden. Es sei E eine beschränkte, abgeschlossene 
Punktmenge der Ebene und (e) eine Menge von Teilmengen derselben 
von folgender Art: 

1. Wenn die endlich oder abzählbar unendlich vielen Mengen e:t. 
e2 , ••• zu (e) gehören, so gilt dasselbe für ihre Vereinigungsmenge ,Ie,.. 

2. Die in bezug auf E komplementäre Punktmenge e von e gehört 
wieder zur Menge (e). 

3. Der Durchschnitt von einer Menge e mit einem beliebigen offenen 
oder abgeschlossenen Quadrat (oder Kreis) gehört zu (e). 

Jeder Menge e sei eine nichtnegative Zahl,u(e) zugeordnet, so daß 
die Bedingung der Additivität erfüllt ist: Falls e1 , e2 , ••• punktfremde 
Teilmengen von (e) sind, so ist 

,u (e1 + e2 + ... ) = fl (e1)-+ fl· (e2)-+... . (10) 

Es sei nun q; (z) eine auf E definierte, stetige und beschränkte 
Funktion der komplexen Variablen z. Das STIELTJESsche Integral 

j q;(C)d,u(C) (11) 

wird in bekannter Weise als die Grenze einer Summe 

I q;{C.)Ll.u.(C) 

für n-+ oo erklärt, wo die Punkte C. und die Massen Ll,u. einer Ein
teilung der Ebene in punktfremde, quadratförmige Gebiete entsprechen, 
deren Seitenlänge für n-+ oo verschwindet; der Grenzwert ist unabhängig 
von der Wahl dieser Quadratgebiete und der Punkte C •. 
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Falls cp (C) nicht stetig ist, so läßt sich das Integral im LEBESGUE
STIELTJESschen Sinn definier~n. sofern cp (C) in bezug auf die Belegung fl 
meßbar ist, d. h. sofern die Menge der Punkte E, wo cp<Ä ist, für jedes). 
zu der gegebenen Mengenklasse (e) gehört. Schaltet man zwischen die 
obere Grenze M und die untere Grenze m von cp die Zahlen Ä1 ;'SÄ2 :=::: 
... :SA. .. _ 1 ein, so ergibt sich das Integral (11) als Grenzwert der Summe, 

n 

~ A.. Ll.fl (Ä0 = m, A.,. = M), 
0 

wo Ll.fl die über der durch die Beziehungen ).._ 1 :::= cp<Ä. definierten 
Punktmenge e. verteilte Masse ist, indem mannins Unendliche wachsen 
läßt, so daß die Differenzen A..-A.._ 1 gleichzeitig gegen Null streben. 

Wenn cp nicht beschränkt ist und z. B. eine unendliche obere Grenze 
hat, so nehme man eine endliche ZahlMund setze ffJM=ffJ oder M, je 
nachdem cp;'SM oder cp>M ist. Man erklärt dann das Integral (11) 
als den Grenzwert des entsprechenden Integrals von fl!M• indem man M 
über alle Grenzen wachsen läßt. Hierbei muß der Fall mitberücksichtigt 
werden, daß dieser Grenzwert + co ist. 

105. Die oben erörterten Begriffe gestatten für eine Belegung fl ?:;.0 
der erklärten Art, das logarithmische Potential als das STIELTJES
Integral 

u(z)=jlog- -1 du(C) lz-CI '" 
E 

zu definieren. Man sieht unmittelbar ein, daß u (z) die charakteristische 
Eigenschaft 2 des logarithmischen Potentials besitzt. Dagegen kann von 
einer Erfüllung der Bedingung 1 auf E nicht mehr die Rede sein, denn 
hier ist u (z) selbst nicht ausnahmslos endlich oder stetig. 

Jedenfalls ist aber u (z) auf E eine nach unten halbstetige Funktion; 
es ist also, falls m(r) die untere Grenze von u(z) im Kreise [z-a[ :Sr 
bezeichnet, m(r) -+u(a) für r-+0. Sei zunächst u(a) endlich; für ein 
gegebenes e > 0 existiert dann eine Zahl (! > 0, so daß das Teilintegral 

u (z) = j log-1 -- du(C) 
a lz-CI · 

jz-aj ~ Q 

für z = a größer als u (a) -- e ausfällt. In demselben Kreis ist u(> (z) eine 
stetige Funktion von z und die untere Grenze dieser Funktion für z = a 
ist somit gleich ua(a) >u(a) -e. Da schließlich u(z)?:;_ue(z) für jz-aj<(!, 

sobald e< ~ gewählt wird, so gilt jene Ungleichung a fortiori für die 

untere Grenze m(O)=limm(r) der Funktion u(z) im Punkte z=a. 
r=O 

Man hat also u(a)--e<m(O):Su(a), woraus für e-+0 die Behauptung 
u (a) = m (0) folgt. - Im Fall u (a) = + co gestaltet sich der Beweis ganz 
analog. 
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106. Wir gehen nun zu den Voraussetzungen von § 2, Nr. 95 dieses 
Abschnitts zurück und betrachten also wieder ein von endlich vielen 
Jordanbogen r begrenztes Gebiet G und die entsprechende GREENsehe 

Funktion g (z, oo) =log [ z: + y + s ( ~) , für welche wir die Formeln (5) 

und (5') hergeleitet haben; y ist die RoBINsche Konstante von G. Faßt 
h 

man 2 n als eine auf den Rand 1' verteilte Belegung auf, so daß 

1 
2n (h(C, m) --h{C0 , m)) 

den Wert der Belegung eines Randbogens (C0 , C) angibt, den der Rand
punkt (C) bei einem positiven Umlauf auf r. in der Richtung von Co 
nach C durchläuft!, so hat also das entsprechende logarithmische Potential 
der positiven Einheitsbelegung 

1 J 1 - - log ,-- - -d h (C co) 
2n z-'1 ' (12) 

1' 

in einem Punkt z von G den Wert ---g (z, oo) + y, während es in dem zu G 
komplementären Bereich G konstant gleich y ist. 

Es liegt nun nahe zu fragen, wie sich dieses besondere Potential zu 
anderen Potentialen verhält, welche beliebigen, über den komplementären 
Bereich G verteilten Belegungen f-l vom Gesamtbetrage eins entsprechen. 
Vor allem interessiert uns hier die Frage, wie sich die extremen Werte 
dieser Potentiale auf dem Bereiche G zueinander verhalten. 

107. Um Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir sogleich den 
allgemeinen Fall betrachten, wo G ein ganz beliebiges den unendlich 
fernen Punkt z = oo enthaltendes Gebiet ist. Angenommen, daß G 
nicht die volle Ebene umfaßt, ist das Komplement von G eine beschränkte, 
abgeschlossene Punktmenge E. 

Es sei nun f-l eine beliebige, nichtnegative Massenbelegung vom 
Gesamtbetrage 1, welche über E verteilt wird, und 

u(z) = j log z}_ C dp. (C) 
E 

das zugehörige Potential. Da u (z) nach unten halbstetig ist, so erreicht 
es auf der abgeschlossenen Menge E ein wohlbestimmtes Minimum m. 
Die obere Grenze von liin u (z) auf E sei M (m '5_M '5. oo ). 

Der Fall m = oo ist ausgeschlossen, sofern die Punktmenge E von 
positiver Kapazität ist. Nach § 2 hat G nämlich dann eine endliche 
GREENsehe Funktion 

g(z, oo) =log:z; +Y+E (:), 

1 Die Belegung von (C0 , C) ist offenbar gleich dem Wert des harmonischen 
Maßes dieses Bogens in bezug auf G, gemessen im Punkte z= oo. 
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wo y die RoBINsche Konstante ist. Man betrachte nun den Ausdruck 

v (z) = g (z, ro) + u (z), 

der eine im ganzen Gebiet G harmonische Funktion ist. In jedem Rand
punkt C gilt lim g:~ 0, lim u ~ m, also auch lim v ~ m, und es folgt aus 
dem Minimumprinzip, daß v ~ m für jeden Punkt von G gilt. Für z = ro 
ergibt sich hieraus speziell, daß v ( ro) = y ~ m. 

Ist nun G speziell von einer endlichen Anzahl von Jordanbogen 
berandet, so ist auf jenen Bogen g= 0, und die Anwendung des Maximum
prinzips auf die Summe v (z) ergibt die Beziehung v ( ro) = y ~ M. 

Dies gilt aber auch in dem allgemeinsten Fall, wo E eine beliebige 
abgeschlossene, beschränkte Punktmenge ist. Im Außengebiete G, 
welches den Punkt z = ro enthält, bestimme man ein Näherungsgebiet 
G1 , dessen Berandung die obige Regularitätsbedingung erfüllt; dann ist 
die entsprechende RoBINsche Konstante y1 höchstens gleich der oberen 
Grenze M1 (~ M) des Potentials u (z) auf dem zu G1 komplementären 
Bereich G1 • Da nun u eine für z + ro in G reguläre, für z = ro negativ 
unendliche harmonische Funktion ist, so ist nach dem Prinzip vom 
Maximum u<M in jedem Punkt von G, und somit M1 ~ M. Folglich 
wird y1 ~M und, da y1 -+y für G1 -+G, auch y~M, was zu beweisen war. 

Wenn u (z) das logarithmische Potential einer beliebigen über der ab
geschlossenen beschränkten Punktmenge E ausgebreiteten nichtnegativen 
Einheitsbelegung ist, mit dem Minimum m und mit der oberen Grenze M 
auf E, so gilt 

m~y~M, (13) 

wo y die RoßiNsehe Konstante von E ist. 

108. Das sog. Problem von RoBIN1 verlangt die Bestimmung einer 
nichtnegativen Einheitsbelegung,u einer gegebenen Punktmenge E, so daß 
das entsprechende Potential in jedem Punkt von E einen konstanten 
Wert annimmt. Aus dem vorstehenden Satz ist zu ersehen, daß dieser 
Wert kein anderer als die RoBINsche Konstante y sein kann. Ferner 
folgt aus den Ausführungen in § 2, daß das RoßiNsehe Problem sicher 
dann lösbar ist, wenn E von endlich vielen Jordanbogen begrenzt (oder 
zusammengesetzt) ist. In der Tat erklärt die dem Potential - g (z, ro) + y 

entsprechende Belegung ,u ( d ,u = : ~ ) eine Lösung des Problems (vgl. 
Nr. 106). . 

109. Bevor wir zu der Frage nach der Existenz eines RoBINschen 
Gleichgewichtspotentials im allgemeinen Fall einer beliebigen, ab
geschlossenen Punktmenge E übergehen, soll erst noch gezeigt werden, 
daß die obige Überlegung zu einer Konstruktion der GREENsehen 
Funktion des Außengebietes G führt, wenn diese fortan einen aus endlich 
vielen Jordanbogen zusammengesetzten Rand hat. Wir wollen die~ 

1 G. ROBIN [1]. 
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an der Hand eines Verfahrens ausführen, zu welchem man durch eine 
naheliegende Spezialisierung der oben benutzten Hilfsbegriffe gelangt, 
und das zu weiteren bemerkenswerten Zusammenhängen führen wird. 

Es seien z1 , ... , Z11 beliebige Punkte der Ebene und fl eine Belegung, 
welche durch die Vorschrift erklärt wird, daß sie für jede Punktmenge e, 

welche genau m(05.m:'5n) jener Punkte enthält, den Wert :: haben soll. 

Das zugehörige Potential wird dann gleich dem Mittelwert 
n 

~-'2; log i ' -1 :::v 
I 

Man betrachte nun das Minimum dieses Ausdrucks auf(; und bestimme 
ein Punktsystem z1 , ... , z", für welches dieses Minimum seinen größten 
Wert Yn annimmt. Das entsprechende Potential sei U 11 (z). 

Wir bilden nun den Ausdruck 

vn(z) =U11 (z) + g(z, co) -y" 
und schließen wie oben, unter Anwendung des Minimumprinzips, daß 
vn eine in G nichtnegative, harmonische Funktion ist. In der Tat: auf 
der Berandung von G ist U 11 ~ Yn und g = 0, also jedenfalls V 11 ~0. Da 
ferner vn in G harmonisch ist, mit Ausnahme derjenigen Punkte Zv, 

welche eventuell in G liegen und wo v" = 1 co wird, so ergibt sich mit 
Hilfe des erwähnten Prinzips, daß v" überall in G nichtnegativ ist. Man 
hat also speziell 

Vn (CO) =c. Y .. Yn > () • 

Für n -~ ro ist Yn _,.. y. Um dies einzusehen, gehen wir von der Dar
stellung (12) der GimENschen Funktion von G aus. Für ein gegebenes 
E >0 können wir eine so große Zahl nc finden, clal3 die Schwankung 
von log [ C- z!, wie immer der Punkt z anf der Niveaulinie g = E auch 
gewählt wird, auf jedem Teilbogen r' von rkleiner als f' ausfällt, sobald nur 

-;:;1_ j d h ( C, ro ) ~ 1- . 
L.Jl llt: 

r' 

Teilt man nun r in n ?';n. Teil bogen. auf denen die Variation von flo = ;; 

genau gleich :- ist, und nimmt man auf den Teilbogen je einen Rand

punkt Cv (Y = 1 , ... , n), so unterscheidet sich das 1 ntegral ( 12) vom 
Mittelwert 

,tzLlog!!;,.t 
1 

um eine Größe vom Betrage < E, und zwar für jede Lage des Punktes z 
auf der Linie g (z, oo) ~- E. Hier gilt abo 
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Diese Ungleichheit besteht nach dem Minimumprinzip auch innerhalb 
des von der Niveaulinie g=s begrenzten, zum Außengebiet g>s komple
mentären Gebietes und also speziell auf (;. Für die obere Grenze Yn 
gilt folglich 

Yn~y-2s, 

sobald n >n,. In Verbindung mit dem früheren Resultat Yn ;;=;; y folgt 
nun die behauptete Beziehung Yn-+ y für n-+ ro. 

Nunmehr können wir beweisen, daß die Funktion vn(z) nicht nur für 
z = ro , sondern überall in G verschwindet, wenn n unbeschränkt wächst. 
Zu diesem Zweck wollen wir vorerst zeigen, daß jeder vorgegebene Teil
bereich G0 des Gebietes G von Polen z. des PotentialsUnfrei ist, sobald n 
eine gewisse Schranke überschritten hat. Die GREENsehe Funktion 
g (z, ro) hat nämlich auf G0 ein gewisses Minimum g0 > 0. Gesetzt, un habe 
in G0 einen Pol z., so schließt man, wie oben, daß die Differenz vn (z) 
- g (z, z.) in G nichtnegativ ist. Für z = ro ergibt sich hieraus, da 
g(z, z.) =g(z., z) 

O~y-yn-g(z., ro);;=;;yoo-Yn-gO, 
folglich y-yn~g0 • Da aber Yn-+y für n-+ro, so kann dies höchstens 
für endlich viele Werte n bestehen, und es existiert somit tatsächlich 
eine Zahl n0 , so daß das Gebiet G0 polfrei ist, sobald n>n0 • 

Wir fixieren nun einen beliebigen Teilbereich G0 , der den Punkt 
Z= ro als inneren Punkt enthält, und schlagen um den Nullpunkt einen 
Kreis vom Radius R, der den Rand von G0 umschließt. Für jedes 
z=rei'P, r>R, n>n0 gilt die PoissoNsche Integraldarstellung 

2n 

( ) 1 J (R ; ü) r2 - R 2 d-u 
Vn Z =2.n Vn e r"+R"--2rRcos('fJ-cp) u, 

0 

und es wird also, wegen Vn ~ 0, 
2n 

0 ;;=;;vn(z) :S: ~ ~ j vn (Rei 0 ) d {} 
0 

r+R r+R 
= r- R vn ( ro) = r- R (y- Yn) 

und somit vn-+ 0 für n-+ ro. Daß dasselbe, und zwar gleichmäßig, auf 
G0 gilt, folgt durch Wiederholung des obigen Schlusses für eine Kette 
von endlich vielen, übereinandergreifenden Kreisscheiben, mit welchen G0 

überdeckt wird. 
Die Funktionenfolge un (z) konvergiert in G gegen - g (z, ro) + y und 

das Minimum Yn = min Un (z) für z auf E 
gegen die RoBINsche Konstante y. 

II 0. Es lohnt sich zu bemerken, daß die Näherungsfunktion un 
folgendermaßen erklärt werden kann: 

e- u" (z) = VI tn fzD' 
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wo tn dasjenige Polynom n-ten Grades 

t" = z" + a1 z" -L + ... +an 
ist, dessen Maximum Mn auf E möglichst klein wird: dies ist das sog. 
TscHEBYSCHEFFSche Polynom n-ten Grades der Punktmenge E 1. Es 
gilt also der Satz: 

Es sei E der abgeschlossene Komplementbereich eines zusammen
hängenden Gebietes G, das den unendlich fernen Punkt enthält und von 
endlich vielen Jordanbogen berandet ist. Sei ierner tn (z) das zu E gehörige 
TscHEBYSCHEFFsche Polynom n-ten Grades und Mn sein Maximalbetrag 
auf E. Dann gilt 

. "/ln(;jl 
hm logv- ,1ff c =g(z, oo) 

1111 n 
n =- co 

gleichmäßig in jedem Teilbereich von G. 
Für z = oo geht diese Relation in 

1. V' .-" -,. 1m ;v1n=e ' 
11 =' CO 

über, wo y die RomNsche Konstante ist. Diese letzte Beziehung ist 
zuerst von SzEGÖ [ 1 J entdeckt worden. 

Die Existenz des Grenzwerts limM~" hatte FEKETE schon früher 
nachgewiesen und diesen als transfiniten Durchmesser von E bezeichnet 2• 

Durch den obigen Zusammenhang hat sich die Identität der Kapazität 
und des transfiniten Durchmessers der Punktmenge E herausgestellt 3 • 

II I. Die obigen Ausführungen lassen sich durch den in §§ 1 und 2 
dargestellten Grenzprozeß auf beliebige abgeschlossene, beschränkte 
Punktmengen E ausdehnen. Insbesondere ist es möglich, sobald E von 
positivem harmonischem Maß ist, die GREENsehe Funktion des Außen
gebietes Gauch in diesem allgemeinen Fall als das logarithmische Potential 
einer über E verteilten Massenbelegung darzustellen, wie jetzt im An
schluß an DE LA V ALLEE-PorssiN 4 gezeigt werden soll. 

1 G. FABER [1]. 
2 M. FEKETE [1]. Hier wird auch folgende interessante, mit der obigen äqui

valente Erklärung des transfiniten Durchmessers angeführt : Man nehme auf 

E n Punkte z1 , ... , Zn und bilde das Produkt sämtlicher ( ~) = n_(tz_; 1-L gegen

seitigen Entfernungen zwischen zwei von jenen Punkten. Für eine bestimmte 
Lage der Punkte Zv erreicht das Produkt sein Maximum mn. Für n-+ oo strebt die 

( ~ )-te Wurzel von mn gegen den transfiniten Durchmesser von E. 

3 Vgl. hierzu G. P6LYA und G. SzEGÖ [1]. In dieser inhaltsreichen Arbeit 
befindet sich auch eine Zusammenstellung der Literatur (bis 1930), welche sich 
auf den Kapazitätsbegriff und den transfiniten Durchmesser bezieht. 

4 C. DE LA VALLlm-PotrSSIN j[j. 
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Man überdecke die Ebene mit einem Netz von Quadraten Qn von 
1 

der Seitenlänge zn, so daß für jedes n = 1, 2, ... die Quadrate Qn in 

vier Quadrate Qn + 1 zerfallen. Es seiEn derjenige Bereich, der aus sämt
lichen abgeschlossenen Quadraten Qn zusammengesetzt wird, welche 
mindestens einen Punkt mit E gemeinsam haben. Dasjenige zusammen
hängende, zu En komplementäre Polygongebiet Gn, welches den unendlich 
fernen Punkt enthält, ist ein Teilgebiet des entsprechenden, von E 
berandeten Außengebietes G. Wir bilden die GREENsehe Funktion 

gn (z, CXJ) = log I Z [ + Yn + e ( +) 
von Gn und wissen dann gemäß § 1 und § 2, daß die RoBINsche Konstante 
Yn für n-+ m gegen die RüBINsche Konstante y von G strebt, ferner, daß 
gn (z, m) in jedem Teilbereich von G gleichmäßig gegen + m oder gegen 
die GREENsehe Funktion g(z, m) von G konvergiert, je nachdem E von 
der Kapazität Null (y = + m) oder von positiver Kapazität (y< + m) ist. 

Für gn hat man die Darstellung 

-gn(z, m) +rn= jlogi(!_zj dp,n(l;), (14') 
En 

wo ftn die vermittels der zu gn konjugierten Funktion - hn erklärte, 
über den äußeren Rand des Polygons En verteilte positive Einheits
belegung ist (2ndp,n=dhn). Auf En nimmt das rechtsstehende Integral 
den konstanten Wert Yn an. 

Aus der Folge der gleichmäßigen beschränkten, additiven Mengen
funktionen ftn läßt sich nach einem allgemeinen Satz der Theorie der 
Mengenfunktionen eine konvergente Teilfolge auswählen 1. Die Grenz
funktion p, ist eine über die Randpunkte l; von E verteilte nichtnegative 
Belegung, die für die Klasse der im BoRELseheu Sinne meßbaren Teil
mengen (e) von E additiv ist [Eigenschaft (10) Nr. 104]. 

Sei nun y< + m und z ein innerer Punkt von G. Da der Integrand 

log , I;~- z 
1 
des Integrals ( 14') hier stetig ist, so läßt sich der Grenzübergang 

n--+ m unter dem Integral ausführen (vgl. DE LA VALLEE-PoussrN [1]) 

1 Vgl. hierzu C. DE LA VALLEE-PoussrN [1], Note. Über den Beweisgang, dessen 
vollständige Wiedergabe hier zu weit führen würde, sei folgendes bemerkt: Die 
abzählbar vielen Quadrate Q1 , Q2 , ..• lassen sich in eine Folge Q1, Q2, ••• an
ordnen, und es läßt sich unter Anwendung des BoLZANO-WEIERSTRAssschen 
Häufungspunktsatzes und des sog. Diagonalverfahrens eine Folge flv, flv, ..• 

erklären, die in jedem Quadrat Q konvergiert. Die Grenzfunktion f.1 ist für jede 
abgeschlossene oder offene Teilmenge e von E definiert und wird infolgedessen 
mindestens für die Familie der im BORELseheu Sinne meßbaren Teilmengen (e) 
von E (vgl. z. B. H. LEBESGUE [1]) als eine additive nichtnegative Mengenfunktion 
vom Gesamtbetrage 1 erklärt. Vgl. auch 0. FROSTMAN [3]. In der letzten, nach 
Beendigung der Redaktion dieses Buches erschienenen Arbeit findet man eine 
vortreffliche Darstellung der Theorie der Kapazität von Punktmengen. 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 9 
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und man hat also, da andererseits gn ->- g, Yn-+ y, für die GREENsehe 
Funktion des Gebietes G die Darstellung 

-g(z, ro) +y= ]log IZ:~zTdft(C). (14) 
F. 

In ähnlicher Weise findet man in jedem inneren Punkt z des zu G 
komplementären Bereiches G (falls es solche Punkte gibt) 

u(z)= jlogTZ~c--:-dJt(C)=y. 
E 

Sei schließlich z ein Randpunkt von G. In beliebiger Nähe von z 
gibt es Punkte des Gebietes G, wo wegen g>O und gemäß (14) die Be
ziehung u<y gilt. Folglich ist die untere Grenze von u im Randpunkte z 
höchstens gleich y und, da u (z) als eine nach unten halbstetige Funktion 
gleich dieser unteren Grenze ist, wird in jedem Randpunkt von 

u(z) ;S y. 

Daß das Ungleichheitszeichen hier wesentlich ist, folgt aus der Be
merkung von Nr. 97, § 2. Falls nämlich G einen isolierten Randpunkt 
hat, so ist hier g harmonisch und >0, somit tatsächlich u<y. 

112. Falls G von endlich vielen Jordanbogen berandet ist, so erschien 
die RoBINsche Konstante y einerseits als das Maximum der Minima, 
andererseits als das gleichgroße Minimum der oberen Grenzen sämtlicher 
logarithmischer Potentiale u(z) auf der Punktmenge E, welche von einer 
über E verteilten, nichtnegativen Einheitsbelegung herrühren. In dem 
obenbetrachteten allgemeinen Fall, wo E eine beliebige abgeschlossene, 
beschränkte Punktmenge von positiver Kapazität ist, stellt die der 
Funktion - g (z, ro) + y entsprechende Belegung fl einen extremen Fall 
dar, insofern als das von ihr erzeugte Potential die kleinstmögliche obere 
Grenze y besitzt. Dagegen können Ausnahmepunkte von E vorkommen, 
wo das extremale Potential kleiner als y ausfällt. Solche Punkte sind 
z. B. stets die isolierten, an das Außengebiet G grenzenden Punkte 
der Menge E. 

Jedenfalls ist also die RoBINsche Konstante y gleich dem Minimum 
der oberen Grenze sämtlicher oben definierten Potentiale u(z) auf E. 

§ 4. Verhalten einer analytischen Funktion in der Um
gebung einer Punktmenge vom harmonischen Maß Null. 

113. In der Theorie der Singularitätenharmonischer und analytischer 
Funktionen spielen die Punktmengen vom harmonischen Maß Null oder, 
was nach den Erörterungen der vorhergehenden Abschnitte dasselbe 
bedeutet, von der Kapazität Null eine wichtige Rolle. Es sollen hier einige 
in dieser Richtung liegende Sätze besprochen werden. 
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Nach dem in Abschnitt III dargestellten fundamentalen Prinzip 
vergrößert sich das harmonische Maß durch eine analytische Abbildung. 
Diese Tatsache legt die Vermutung nahe, daß eine Punktmenge von 
positiver Kapazität durch eine analytische Transformation stets in eine 
Punktmenge übergeführt wird, die ebenfalls positive Kapazität hat. 
Dies ist auch unter den unten folgenden Bedingungen tatsächlich der Fall. 

Satz I. Es sei w (z) eine in einem Gebiet G, eindeutige meromorphe 
Funktion und IXz eine in G. gelegene abgeschlossene Punktmenge. Falls 
diejenige Punktmenge CXw, auf welche die Funktion w = w (z) die Menge IXz 

abbildet, eine harmonische Nullmenge ist, so gilt dasselbe auch für die 
Menge IXz, es sei denn daß w (z) konstant ist. 

Beweis. Die Menge CXw ist als Bildmenge einer abgeschlossenen Punkt
menge selber abgeschlossen. Da sie voraussetzungsgemäß vom har
monischen Maß Null ist, hat sie als Komplement ein zusammenhängendes 
Gebiet Gw. In diesem wählen wir eine Kreisscheibe Llw und entfernen 
aus G, sämtliche Punkte z, in denen w (z) auf Llw fällt. Angenommen, 
daß w (z) nicht konstant ist, bleibt aus G, ein Gebiet GA übrig, das aus 
einem oder mehreren zusammenhängenden Teilen besteht, welche von 
den Bildpunkten der Randpunkte gewisser Gebiete Llw und von gewissen 
Teilen der Berandung von G. begrenzt sind. Da die Teilgebiete GA 
sich nur gegen den Rand G. häufen können, während die abgeschlossene 
Punktmenge IXz im Innern von G. liegt, so folgert man, daß höchstens 
endlich viele der Gebiete GA Punkte IXz enthalten können. Mit Berück
sichtigung der in Nr.102 besprochenenAdditivitätseigenschaft der Mengen 
vom harmonischen Maß Null, genügt es jetzt zu zeigen, daß die in einem 
beliebigen der Gebiete GA befindliche, notwendigerweise abgeschlossene 
Teilmenge der gegebenen Menge IXz das harmonische Maß Null hat. 

Zu diesem Zweck fixieren wir ein Gebiet G Ll und wählen in demselben 
einen beliebigen Punkt z* (w (z*) + exw). Sei ferner ßz eine in GA gelegene 
geschlossene Jordankurve, welche die Punkte z* und IXz umgibt, und D. 
das innerhalb von ßz liegende Teilgebiet von GA, welches also sowohl 
IXz als z* enthält. Entfernt man nun aus D. noch die Punkte IX., so bleibt 
ein Restgebiet G~ übrig, in bezugauf welches man das harmonische Maß 
w (z, IXz, G~) bilden kann. Es gilt zu zeigen, daß dieses Maß identisch 
verschwindet. 

Da CXw eine harmonische Nullmenge ist, können wir ein von endlich 
vielen Jordanbogen r4 begrenztes Teilgebiet Dw von Gw finden, so daß, 
für ein vorgegebenes e > 0, 

w(w*, IX~, D~)<e, 
wo w* = w (z*) und D~ den Durchschnitt des Gebietes Dw mit dem 
Äußeren der Kreisscheibe Llw bezeichnet. Wir schließen alsdann aus dem 
Gebiet G; alle Punkte z aus, wo w = w (z) außerhalb D~ liegt, und be
zeichnen mit D~ dasjenige der nachbleibenden Teilgebiete von G~, welches 

9"' 
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den Punkt z* enthält. Die Berandung von D; besteht aus Punkten, die 
entweder auf der Jordankurve ßz oder auf den Bildkurven <X; der Bogen 
~liegen. 

Wir vergleichen nun die durch die Ausdrücke 

w (z, <Xz, G;) und w ( w (z), <X~" D;,.) 

definierten, in D; harmonischen Funktionen miteinander. In den Rand
punkten ßz von D; verschwindet die erste Funktion, während die zweite 
hier, wie überhaupt, nichtnegativ ist; auf den Randbogen <X; ist wiederum 
die erste Funktion, wie überhaupt, höchstens gleich 1, während hier die 
zweite Funktion offenbar denselben Wert 1 erreicht. Also ist die erste 
dieser Funktionen höchstens gleich der zweiten auf der ganzen Be
randung von D;; zufolge dem Maximumprinzip muß dasselbe dann 
auch im Innern von D; gelten, woraus für z = z* folgt: 

w (z*, <X., G;) :S w (w*, <X~, D~) < e. 

Die Zahl s kann aber beliebig klein gewählt werden, und es wird 
also w (z*, <Xz, G;) = 0, und somit überhaupt w (z, <Xz, G;) = 0, was zu 
beweisen war. 

114. Ein klassischer CAUCHY-RIEMANNscher Satz, von dem wir schon 
mehrmals Gebrauch gemacht haben (I,§ 3) besagt, daß eine harmonische 
oder analytische Funktion, welche in der Umgebung einer isolierten Stelle 
z = a eindeutig und beschränkt ist, an dieser Stelle auch harmonisch 
bzw. analytisch sein muß. Eine wichtige Frage ist nun, wieweit dieser 
Satz über "hebbare Singularitäten" verallgemeinert werden kann. Wie 
mächtig muß eine abgeschlossene Punktmenge <X sein, damit eine in der 
Umgebung dieser Menge eindeutige und beschränkte Funktion existiert, 
welche mindestens eine Teilmenge von <X als Singularität hat? Für 
harmonische Funktionen wird dieses Problem durch nachstehenden 
Satz restlos gelöst!: 

Satz 2. Es sei <X eine abgeschlossene Punktmenge der Ebene. Falls 
sie vom harmonischen Maß Null ist, so ist fede in der Umgebung von <X 

eindeutige und beschränkte harmonische Funktion in jedem Punkt von <X 

harmonisch. Ist dagegen <X von positivem harmonischen Maß, so gibt es 
in der Umgebung von <X eindeutige und beschränkte harmonische Funktionen, 
die nicht in allen Punkten von <X harmonisch sind. 

Sei <X vom harmonischen Maß Null und u (z) in der Umgebung von <X 

eindeutig und beschränkt. Man schlage um <X eine Jordankurve ß und 
bestimme vermittels der GREENsehen Formel (li, Nr. 25) eine harmonische 
Funktion u0 (z), welche in dem von ß berandeten Gebiet Gß, also speziell 
in den Punkten <X harmonisch ist und auf ß dieselben Randwerte wie 
u (z) annimmt. Wir behaupten, daß u (z) = u0 (z) in jedem Punkt z =+=<X 

von Gß gilt. 

1 Vgl. hierzu J. W. LINDEBERG rJ], 1'. J. MYRBERG [1]. 
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Um dies einzusehen, nehmen wir einen beliebigen Punkt z0 + rx 
von Gß und konstruieren für ein gegebenes e >0 ein Teilgebiet D des 
von rx begrenzten Gebietes G, so daß sowohl ß als z0 in D enthalten 
sind und 

w(z0 , ö, Dß)<s, 

wo ö der aus endlich vielen Jordanbogen zusammengesetzte Rand von 
D ist und Dß den Durchschnitt der Gebiete Gß und D bezeichnet. 

Es sei nun M die obere Grenze von [ u I auf Gß; es gilt dann auch 
[u0 [ ~M und die Differenz v(z) =u(z)-u0 (z) ist also ihrem absoluten 
Betrag nach höchstens gleich 2M. Wir bilden alsdann den Ausdruck 
v +2M w. Er verschwindet auf der Kurve ß und ist auf dem Bogen ö 
nichtnegativ. Also nimmt er überhaupt in Dß nur nichtnegative Werte 
an und es gilt somit speziell 

v(z0) ~-2Mw(z0) >-2Ms. 

Für s-+0 folgt hieraus v(z0) ~0. 

Eine umgekehrte Beziehung (v (z0) ~ 0) ergibt sich, wenn die obige 
Schlußweise auf die Funktion v-2Mw angewandt wird, und es muß 
also, wie behauptet wurde, v (z0) = u (z0)- u0 (z0) = 0 sein. 

Da also u (z) mit u0 (z) identisch ist, ist u (z) in jedem Punkt oc har
monisch, was zu beweisen war. 

Der zweite Teil des Satzes folgt unmittelbar aus den Ergebnissen 
des ersten Paragraphen. Hat nämlich oc positives harmonisches Maß, 
so stellt der Ausdruck 

wo Dß dasjenige Teilgebiet von Gß ist, welches von Gß übrig bleibt, falls 
die Punkte oc ausgeschlossen werden, eine in Dß harmonische, positive 
und beschränkte Funktion dar. Sie kann nicht in jedem Punkt rx har
monisch sein, denn sonst würde sie identisch verschwinden, da sie ja 
auf der Begrenzungskurve ß von Gß gleich Null ist. 

115. Im Laufe der vorhergehenden Darstellung haben wir wiederholt 
von einer wichtigen Erweiterung des Prinzips vom Maximum für eine 
harmonische oder analytische Funktion Gebrauch gemacht. Um schließen 
zu können, daß eine in einem Gebiet G harmonische Funktion u (z) 
daselbst kleiner als eine gegebene Zahl M ist, genügt es zu wissen, daß 
lim u (C) ~ M in jedem Randpunkt C gilt, außer möglicherweise für eine 
endliche Anzahl von Randpunkten C, sofern u auch in der Umgebung 
dieser Ausnahmepunkte beschränkt bleibt. Hier erhebt sich nun die 
Frage, wie mächtig diese Ausnahmemenge angenommen werden darf, 
ohne daß das erweiterte Prinzip seine Gültigkeit einbüßt. Auch für 
dieses Problem spielen die harmonischen Nullmengen eine entscheidende 
Rolle. Es gilt nämlich die 1 

1 Ein anderes allgemeines Kriterium ist von E. PHRAGMEN und E. LINDELÖF [1] 
gegeben worden. 
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Erweiterung des Maximumprinzips. Es sei u (z) eine im Gebiete G 
harmonische und nach oben beschränkte Funktion. Falls dann eine Zahl M 
existiert, so daß 

limu(C) ~M ( 15) 

in jedem Randpunkt i; von G, außer höchstens für eine Menge IX vom har
monischen (absoluten) Maß Null, so ist u(z) SM in jedem Punkt von G. 

Zum Beweis nehmen wir einen beliebigen Punkt z0 von G. An
genommen, es wäre u(z0) >M, so können wir gemäß (15) einen Punkt 
z1 von G finden, so daß u (z1) < u (z0). Wir schlagen um z1 einen kleinen 
Kreis ß, so daß u(z) :SM1 (M <M1 <u(z0)) in jedem Punkt von ß gilt. 

Nach dieser Vorbereitung wählen wir eine beliebig kleine Zahl e > 0 
und bezeichnen mit G' ein Teilgebiet des zu IX komplementären Gebietes, 
derart daß 

w(z0 , IX', Gß)<e, 

wobei IX' die Berandung von G' ist und Gß den Durchschnitt von G' 
mit dem Äußeren der Kreislinie ß bezeichnet. 

Sei nun K ~M die voraussetzungsgemäß endliche obere Grenze von 
u (z) in G. Wir bilden den Ausdruck 

v(z) =u(z)-M -- (K -M)w(z, IX', Gß), 

der eine im Durchschnittsgebiet D von G und Gß harmonische Funktion 
ist. D hat einen zusammenhängenden Teil D0 , der den Punkt z0 enthält; 
die Randpunkte C von D0 liegen entweder auf der Berandung F von G 
oder auf den Begrenzungsbogen IX' und ß von Gß. In den erstgenannten 
Punkten, die nach unserer Konstruktion keinen Punkt der Menge IX ent
halten, gilt nach ( 15) lim v ;;S 0; auf IX' ist w stetig gleich 1 und u höchstens 
gleich K, also wieder ITmv;;SO; auf ß schließlich wird u~M1 und w=O, 
also limv;;SM1 -M. Nach dem Maximumprinzip ist also, überall in 
D0 , v;;SM1 -M, woraus für z=z0 folgt: 

u (z0) ;;SM1 + (K-M) (I) (z0 , IX', G,~) 

~M1 + (K-M)c:, 

oder da e beliebig klein gemacht werden kann, u (z0) <:::_ M 1 , wider die 
oben gemachte Festsetzung. Dieser Widerspruch zeigt, daß, wie behauptet 
wurde, u(z0) ;;SM sein muß. 

Wenn keinerlei zusätzliche Voraussetzungen über die Lage des 
Ausnahmepunkts IX im Verhältnis zu den übrigen Randpunkten gemacht 
werden, so läßt sich das obige Prinzip, sofern es sich um den Umfang 
der Menge IX handelt, nicht weiter verschärfen. Ist nämlich IX eine beliebige 
Menge von positivem harmonischen Maß, so läßt sich immer ein Gebiet G 
angeben, das eine Teilmenge von IX zu Randpunkten hat, und wo eine 
harmonische Funktion u konstruiert werden kann, welche in jedem von IX 

verschiedenen Randpunkt von G z. B. der Ungleichung limu;;SO genügt, 
ohne im Inneren ausnahmslos nichtpositiv zu sein. 
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Es genügt, eine Teilmenge der gegebenen Menge zu betrachten, 
welche ebenfalls positives harmonisches Maß hat und ein zusammen
hängendes Gebiet begrenzt. Schließt man aus letzterem eine kleine 
Kreisscheibe ß aus, so stellt das harmonische Maß w (z, cx, G) der be
trachteten Teilmenge cx in bezug auf das Restgebiet G eine in G har
monische Funktion dar, welche in jedem von cx verschiedenen Rand
punkt von G, d. h. auf ß, verschwindet, im Innern von G jedoch positiv ist. 

In diesem Beispiel hat cx eine positive Entfernung vom übrigen Teil 
der Berandung (ß). Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so stellt der obige 
Satz im allgemeinen nicht mehr die schärfstmögliche Form des Maximum
prinzips dar. Die "absoluten" harmonischen Nullmengen können in 
diesem Fall durch die zum Bezugsgebiet G relativen Nullmengen ersetzt 
werden, von denen in § 1 dieses Kapitels kurz die Rede war. Diese rela
tiven Nullmengen können einen mächtigeren Umfang haben als die 
absoluten; hierauf werden wir noch im folgenden zurückkommen. Auf 
eine erschöpfende Darstellung dieser Zusammenhänge, wie auch auf 
eine nähere Darstellung des Maximumprinzips in der angedeuteten all
gemeineren Fassung müssen wir allerdings verzichten. Um ein richtiges 
Verständnis der wahren Bedeutung der harmonischen Maßbestimmung 
für diese und andere Fragen der Funktionentheorie zu gewinnen, ist es 
jedenfalls notwendig, den Unterschied zwischen "relativen" und "abso
luten" harmonischen Maßen nicht aus dem Auge zu verlieren. 

116. Als Korollar des obigen Satzes können wir folgendes Theorem 
beweisen, das als eine Erweiterung eines bekannten klassischen Satzes 
von LIOUVILLE betrachtet werden kann: 

Satz 3. Falls eine außerhalb einer harmonischen Nullmenge cx, eindeutige 
analytische Funktion w (z) im Gebiete z =I= cx, Werte ausläßt, die eine 
Menge CXw von positivem harmonischen Maß bilden, so reduziert sich die 
Funktion auf eine Konstante. 

Aus der Annahme, daß w (z) nicht konstant wäre, läßt sich ein Wider
spruch in folgender Weise herleiten: Aus der zu CXw komplementären, 
offenen, nicht leeren Punktmenge schließen wir eine kleine KreisscheibeLiw 
aus; das an Llw grenzende Restgebiet sei Gw. Aus dem gegebenen Gebiet 
z =I= cx, entfernen wir ebenfalls sämtliche Gebiete LI., in denen der Wert 
w = w (z) auf Llw fällt und bezeichnen mit G, ein beliebiges der von der 
Punktmenge cx, und den Randkurven der Gebiete LI, begrenzten zu
sammenhängenden Restgebiete. 

Wir bilden alsdann das harmonische Maß w(w, fXw, Gw), welches 
eine in Gw positive, nicht konstante Funktion ist. Andererseits ist auch 
die zusammengesetzte Funktion w (w (z), CXw, Gw) in G, harmonisch. In 
denjenigen Randpunkten, welche auf den Begrenzungen der Gebiete LI, 
liegen, verschwindet diese Funktion. Die übrigen Randpunkte von G, 
gehören zur Menge cx. und bilden somit eine Menge vom harmonischen 
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Maß Null. Da die betrachtete Funktion in G jedenfalls beschränkt ist 
(w ;S1), so schließt man nach dem erweiterten Maximumprinzip auf 
w:SO oder, da w nichtnegativ ist, w(w(z), fXw, Gw)=O in jedem Punkt 
von Gz. Da der entsprechende Punkt w=w(z) auf das Gebiet Gw fällt, 
und w(w, fY..w, Gw) hier positiv ist, so ist der in Aussicht gestellte Wider
spruch hergestellt. Die Funktion 11!J (z) muß sich also auf eine Konstante 
reduzieren, was zu beweisen war. 

§ 5. Hilfssätze über additive Mengenfunktionen. 
117. Um in der Theorie der harmonischen Nullmengen weiter vor

dringen zu können, benötigen wir einige Hilfssätze aus der Theorie der 
reellen Funktionen, welche die in § 3 dargelegte Theorie weiterführen. 
Diese Hilfssätze spielen auch bei anderen funktionentheoretischen Fragen 
eine wichtige Rolle. 

Die Sätze dieses Paragraphen sind unter Weiterführung älterer Ideen 
von P. BouTROUX und BLOCH im wesentlichen von HENRI CARTAN gegeben 
worden; wir folgen hier einer von AHLFORS herrührenden Darstellung1 . 

In der komplexen Ebene denken wir uns eine beschränkte Punkt
menge E gegeben und auf jeder meßbaren Teilmenge e von E eine Be
legung ,u (2;;0) definiert, welche vollständig additiv ist: Wenn die Menge e 
in endlich oder abzählbar unendlich viele punktfremde Teilmengen 
e1 , e2 , ..• zerlegt wird, so ist 

,u (e) = (l (e1) + .U (e2) + ... 
Den Gesamtwert ,u (E) der Belegung wollen wir der Einfachheit halber 
wieder gleich der Einheit voraussetzen. 

Durch ,u (r, a) bezeichne man die Belegung, welche der im Innern 
eines um den Punkt a mit dem Radius r beschriebenen Kreises liegenden 
Teilmenge von E entspricht. Es gilt dann der 

Hilfssatz. Es sei h (r) eine bcliebi[!,c, für 0 <::_ r < m stetige, mit r zu
nehmende Funktion, mit 

h(O)==O, h(m)>l. (16) 

Dann gilt für r > 0 die Beziehung 

,u(r,a)<h(r) (17) 

in fedem Punkt a der Ebene, außer höchstens fiir eine Menge A die sich 
durch eine Folge von Kreisen C1 , C2 , •.. iibcrdecken liißt, für deren Ra
dien r1 , r 2 , ..• die Ungleichung besteht: 

~ h (rn) ~ 6. ( 17') 

Beweis. Es sei für em gegebenes r>O 

A1 (r) = lirn ,u (r, a) 
a 

1 A. BLOCH [3], H. CARTAN [1], L. AIILFORS [3]. 
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die obere Grenze vont-t(r, a) für variables a. Diese, gemäß ihrer Definition 
mit r zunehmende Funktion ist höchstens gleich .?.1 ( oo) = f.l (E) = 1, und 
somit ist nach ( 16) 

.?.1 (r) :S h (r) (18) 

für alle hinreichend großen Werte von r. 
Wenn nun die obige Ungleichung für alle r >0 gilt, so besteht die 

behauptete Beziehung (17) für alle Werte a + oo. 
Im entgegengesetzten Fall sei r1 die obere Grenze der Werte r, für 

welche .?.1 (r) >h(r); es ist O<r1 <oo, und die Beziehung (17) besteht 
für jedes r>r1 • Es ist also .?.1 (r1 -0) ~h(r1) ~~(r1 +O) und somit, da 
andererseits .?.1 (r1 - 0) ~.?.1 (r1 + 0), notwendigerweise .?.1 (r1 - 0) = .?.1 (r + 0) 
und 

Danach wählen wir irgendeinen Punkt a1 , wofür 

A1 (r1) ~t-t(r1 , a1) + ~, 

(18') 

und schlagen um a1 einen Kreis C1 mit dem Radius r1 • Es sei alsdann 
.?.2 (r) die obere Grenze von f.l (r, a) für alle Punkte a, die außerhalb C1 

liegen: 
(a außerhalb C1). 

Da nun .?.2 (r) seiner Definition zufolge nicht größer als .?.1 (r) sein kann, 
und die Beziehung (18) für alle r~r1 gilt, so ist auch 

für r~r1 • 
(19) 

Wenn nun diese Beziehung für alle r>O gilt, so besteht die Be
hauptung (17) für jedes r>O, wo immer der Punkt a außerhalb des 
Kreises C1 auch liegen mag, dessen Radius r1 die Bedingung (18') erfüllt. 

Im entgegengesetzten Fall sei r 2 die obere Grenze der Werte r, für 
welche .?.2 (r) >h(r); es ist O<r2~r1 , und die Beziehung (19) gilt für 
r~r2 • Speziell wird 

Man nehme dann einen Punkt a2 , so daß 

A2 (r2) :S f.l (r2 , a2) + f, 
schlage um a2 einen Kreis C2 mit dem Radius r2 und bezeichne 

.?.3 (r) = lim t-t (r, a) 

Es ist .?.3 (r) ~Ä.2 (r) und daher 

für r~r2 • 
J.a(r) ~h(r) 

Ist nun die letzte Beziehung für alle Werte r>O in Kraft, so wird 
die Beziehung (17) für jedes a außerhalb der Kreise C1 , C2 bestehen, 
deren Radien den Gleichheiten .?.1 (r1) = h (r1), Ä (r 2) = h (r 2) genügen. 
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Im entgegengesetzten Fall läßt sich das eingeleitete Rekursions
verfahren weiterführen. Man bestimmt derart der Reihe nach die Kreise 
C1 , C2 , .•• ; der Radius r. und der Mittelpunkt a. von c. werden hierbei 
durch folgende Vorschriften bestimmt: 

Es sei 
Ä. (r) = lim ,u (r, a) (a außerhalb C1 , ... , C. _1) (20) 

und r.>O die obere Grenze der Werte von r, wofür Ä.(r)>h(r); es ist 
dann r1 ~r2 :;;: ••• ;;;r., 

Ä.(r.) =h(r.) und Ä.(r) ~h(r) für r~r •. {21) 

Der Mittelpunkt a. wird außerhalb der Kreise C1 , ••• , C. _ 1 beliebig 
gewählt, so daß 

Ä,, (r.) ~ fl (r,., a.) + ~, 
2 

(22) 

was nach der Definition der Größe Ä. (r) möglich ist. 
Nach {21) gilt für r ~ r. 

,u(r, a) ~h(r), (23) 

wie immer der Punkt a außerhalb der Kreise C1 , ... , c. _1 auch liegt. 
Wenn nun für ein gewisses v diese Beziehung für sämtliche Werte 

r>O besteht (a außerhalb C1 , ••. , C.), so bricht das Verfahren ab. Es 
gilt dann nur noch zu zeigen, daß die Radien die behauptete Eigenschaft 

.I h (r;) < 6 besitzen. 
1 

Um dies einzusehen, bemerke man, daß der Konstruktion nach ein 
jeder der Mittelpunkte a. außerhalb aller Kreise C1, + c. liegt. Hieraus 
folgt, daß jeder beliebige Punkt z der Ebene höchstens von fünf Kreisen 
überdeckt wird; verbindet man nämlich z mit den Mittelpunkten der 
überdeckenden Kreise, so bilden immer je zwei der Verbindungsstrecken 

wegen der erwähnten Eigenschaft der Mittelpunkte einen Winkel > ; , 
woraus die Behauptung folgt. 

Nach (21) und (22) ist nun 
• 
~ h(r;) = ~ Ä(r;) "S ~fl(r;, a;) + ~-~i. {24) 

1 1 1 1 

Wenn ek diejenige Teilmenge von E ist, deren Punkte von den Kreisen 
C1 , •.. , C. mindestens k-mal überdeckt werden, so ist wegen der Addi
tivität von ,u, und da nur die Werte k ~ S in Betracht kommen, 

fi 

.I fl (r;, a1) = .I fl (ek) ~ 5 fl (E) = S, {24') 
1 k = 1 

und es ergibt sich aus (24) die Behauptung 

~ h (r;) ~ 6. (17') 
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Setzt sich dagegen das Rekursionsverfahren in infinitum fort, so 
erhält man eine unendliche Folge von Kreisen c. (iz-a.l Sr.). Ist dann 
a ein Punkt außerhalb aller dieser Kreise (falls es solche Punkte a 
gibt) so besteht hier die Beziehung (17) für jedes r>O. Nach obigem 
besteht sie in der Tat sicher für r>r., wo v beliebig groß genommen 
werden kann. Es bleibt also nur noch r.-+ 0 für v-+ co nachzuweisen. 

Dies folgt unmittelbar daraus, daß die Summe ..l: h (ri) nach (24) 
1 

und (24') für jedes v kleiner als 6 ist. Es ist also h (r.) -+ 0 und folglich 
auch r.-+ 0 für v-+ co. Gleichzeitig ergibt sich die behauptete Relation 

,.l:h(r.) S6. 
1 

Hiermit ist der Hilfssatz vollständig bewiesen. 

118. Als leichtes Korollar des Hilfssatzes ergibt sich nun der CARTAN
sche Satz. Es sollen ihm hier einige Bemerkungen über STIELTJES
Integrale vorausgeschickt werden. 

Außer der weiter oben erklärten, monoton wachsenden stetigen 
Funktion h (r) betrachten wir eine für r > 0 erklärte, monoton abnehmende 
Funktion g(r) >0. Dann gilt für O<r<e die Formel der partiellen 
STIELTJES-lntegration 

t -- (! t= (! 

J g(t)dh(t)=g(e)h(e)--g(r)h(r)- J h(t)dg(t), (25) 
t =r t =f 

wo g (e) = g (e- O) und g (r) = g (r + 0). Hieraus folgt, daß die Integrale 

c 
und J hdg 

t~o 

gleichzeitig endlich oder unendlich sind und, im erstgenannten Fall, 

t~c t~e 

.f gdh= g(e)h(e)- f hdg. 
t~ 0 t ~ 0 

In der Tat gilt, wenn der Grenzwert 

e Q J gdh=lim j gdh 
0 r 

endlich ist, für jedes O<r<e 
r r 

g(r)h(r) =g(r)j dhSj gdh-+0 
0 0 

für r-+0, und die behauptete Beziehung folgt aus (25) für r-+0. 
Wenn umgekehrt c 

jhdg 
0 
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endlich ist, so gilt für O<r<r1 <rr 

lh dgl ?_h(r) (g(r) -- g(r1)), 
r 

also 

h(r);;(r) "'Sh(r)g(r1) + /h !d;;', 
II 

woraus h (r) g (r)-,. 0 für r- ~ 0 folgt. Die Behauptung ergibt sich hieraus 
wie oben. 

119. Auf der Menge E sei nun, außer der Belegung fl, eine nicht
negative meßbare Funktion I (z) des Punktes z gegeben, die endlich ist 
außer höchstens für eine Menge e0 , mit ft (e0) = 0. Wegen der Meßbarkeit 
von I ist für jedes r2';0 die durch die Ungleichung f>r bestimmte Menge 
Er von Punkten z meßbar. Durch die Beziehung 

ft (er) = rp (r) 

wird rp als eine nichtnegative, mit wachsendem r monoton abnehmende 
Funktion von r erklärt; es ist rp (r) --~ 0 für r--+ CD. 

Unter diesen Voraussetzungen ist das LEBESGUE-STIELTJEssche 
Integral von I (z) in bezug auf die Belegung fl und erstreckt über E 
(vgl. Nr. 104): 

wohlbestimmt als der Grenzwert 
m " 

/f(z)dp= -frdfp(r)= lim jrdrp. (26) 
E r~o :! '---=.0;) 0 

Wir wollen annehmen, daß dieses Integral endlich ist. Für ein be
liebiges e > 0 wird dann durch partielle Integration 

./rdfp=(!rp((!) -/cp(r)dr. (27) 
() 0 

Lassen wir nun e unbeschränkt wachsen, so nähert sich der absolute 
Betrag des Integrals links dem endlichen Grenzwert (26). Ferner beweist 
man, wie oben, daß (! rp (e) -7 0 für (!-~CD. Man schließt hieraus, daß auch 
das Integral rechts in (27) gegen einen endlichen Grenzwert strebt, 
und daß also 

ro ro 

.f f (z) d fl =- .f rdrp (r) = / rp (r) dr. 
E 0 o 

(28) 

120. Im folgenden betrachten wir von einem Parameter a abhängige 
Funktionen von der Form 

/(z) =g(z--al), 
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wo g (r) 2:; 0 eine monoton abnehmende Funktion von r > 0 ist, so daß 

g(O) =lim g(r) = oo. 
T= 0 

Wir fügen noch die Annahme hinzu, daß g für r-+ 0 so langsam wächst, 
daß das STIELTJES-Jntegral 

Q 

fgdh 
0 

endlich ist, wobei h eine Funktion von der im Hilfssatz erklärten Art ist. 

Satz von H. CARTAN. Unter den oben gemachten Voraussetzungen über 
die Funktionen g, h und fl ist 

h=l 

J g([z-a[)dft(z)< j g(r)dh(r), 
E h=O 

(29) 

außer möglicherweise für eine Menge von Punkten a, die man mittels einer 
Folge von Kreisen mit den Radien r1 , r 2 , ••• überdecken kann, für welche 

,Ih(r.) ~6. 

Zum Beweise bestimme man die Zahl (! durch die Gleichung h ((!) = 1 . 
Es wird dann nach (28), für ein gegebenes a, 

g (g) 

J g(1z-a:)dfl= j fl(g(!z-aj) >r)dr= J + j, 
E r = 0 0 g(g) 

wo fl (g > r) die Belegung derjenigen Teilmenge von E ist, wo g (I z- a :J > r. 
Hier ist, wegen fl ;S 1 , 

g (u) 

J p(g>r)dr~g(e) 
0 

und, unter Anwendung von ( 17), da d g S 0, 

Q 

j tt(g> t)dt=- j tt(g(lz-aj )>g(r))dg(r) 
g (u) r o o 

Q 

=- ftl(r,a)dg(t) 
1=0 

Q 

:5 -- j h (r) d g (r) 
T=O 

h=l 

= --g((!) + J gdh, 
h=O 

außer für eine Kreisfolge, deren Radien r. der Bedingung ( 17') genügen. 
Durch Addition der zwei letzten Beziehungen ergibt sich dann die 

Behauptung. 
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§ 6. Metrische Eigenschaften einer Punktmenge 
vom harmonischen Maß Null. · 

121. Wie in der allgemeinen Theorie des harmonischen Maßes erhebt 
sich auch für die harmonischen Nullmengen die Frage, wie sich das 
harmonische Maß zu anderen metrischen Bestimmungen derselben Mengen 
verhält. In den vorhergehenden Paragraphen haben wir dieses Problem 
bereits gestreift; wir fanden nämlich, daß eine Menge von endlich vielen 
Punkten stets das harmonische Maß Null hat, während ein Kontinuum 
immer von positivem harmonischen Maß ist. Der Sprung von endlich 
vielen zu kontinuierlich vielen Punkten ist indes ein gewaltiger, und 
es soll deswegen in der Folge der Versuch gemacht werden, durch Heran
ziehung geeigneter Maßbestimmungen die harmonischen Nullmengen 
möglichst genau metrisch zu charakterisieren. 

Zuerst wollen wir eine einfache hinreichende Bedingung angeben, 
damit eine Punktmenge oc vom harmonischen Maß Null sei. Diese Be
ziehung ergibt sich als Korollar eines von LINDEBERG [1] schon im Jahre 
1918 bewiesenen Satzes. Als eine hinreichende Bedingung, damit eine 
in der Umgebung einer Punktmenge oc eindeutige und beschränkte 
harmonische Funktion noch in den Punkten oc harmonisch sei, fand 
LINDEBERG folgendes: 

Für iedes e > 0 soll die Punktmenge r:x. durch eine Folge von Kreisscheiben 
c. überdeckt werden können, deren Radien r. der Heziehunf. 

genügen. 

~- 1 <e 
...::;.; I 1 

log 
r,. 

(30) 

Man sagt, eine solche Menge sei vom logarithmischen Maß Null. 
Vergleicht man nun diesen LINDEBERGsehen Satz mit dem in § 4 

gegebenen Satz 2 und dessen Zusatz (Nr. 114), so folgt 

Satz I. Eine abgeschlossene Punktmenge vom logarithmischen Ma,ß 
Null ist auch vom harmonischen Maß Null. 

Der Satz ist eine leichte Folgerung aus dem Hilfssatz von § 2 dieses 
Abschnitts. Wenn die gegebene Punktmenge r:x. vom logarithmischen 

MaßNull innerhalb des Kreises [ z 1 < ~ gelegen ist, was ohne Einschränkung 

angenommen werden darf, so überdecke man sie durch eine Folge von 
Kreisen c. mit den Radien r.. Die Kapazität e-1· von r:x. ist höchstens 
gleich der Kapazität der Vereinigungsmenge der Überdeckungskreise c •. 
Die Kapazität von c. ist aber gleich rv und es wird also nach dem er
wähnten Hilfssatz 

1 < ~-1 
)' ...::;.; 1 , 

log r,. 
woraus ersichtlich ist, daß y = cc sein muß, was zu beweisen war. 
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122. Einige allgemeine Bemerkungen über die Messung der Inhalte 
von Punktmengen sind uns hier nötig. Eine Menge ot heißt vom Flächenmaß 
bzw. linearen Maß Null, falls sie sich durch eine Kreisfolge c. über
decken läßt, so daß die Summe 

.Ir~ bzw. .Ir. 

beliebig klein ausfällt. Allgemeiner heißt sie vom ).-dimensionalen Maß 
Null (Ä>O), falls entsprechendes für die Summe 

.Ir; 

gilt. Wenn ot vom Ä1-dimensionalen Maß Null ist, so ist auch ihr Ä2-

dimensionales Maß gleich Null, sofern Ä1 <Ä2 ist. 
Wir haben oben noch "logarithmische Nullmengen" eingeführt. Eine 

solche Menge ist offenbar stets eine ).-dimensionale Nullmenge, und zwar 
für jedes Ä.>O. 

Es ist für unsere Zwecke nützlich, folgende allgemeine Erklärung 
aufzustellen 1 : 

Sei h (r) eine für r > 0 stetige und monoton wachsende Funktion 
vonrund h(O)=O. 

Jeder Punktmenge ot kann eine nichtnegative, endliche oder un
endliche Zahl m(ot, h), das h-Maß der Menge ot, folgendermaßen zu
geordnet werden. Man überdecke ot durch eine beliebige Folge von 
Kreisen c. mit den Radien r.;Se(e>O) und bezeichne mit m.(ot,h)~O 
die untere Grenze der entsprechenden Summen .Ih(r.). Diese Zahl 
nimmt mit abnehmenden e monoton zu. Man setzt m(ot, h) gleich dem 
Grenzwert lim m. (ot, h) (0 < m (ot, h) ;S + co ). Für h = nr2 findet man 

e~o 

das (äußere) Flächenmaß, für h=2r das lineare Maß, für h=-1-
1 

das logarithmische Maß. log r 

123. Wir gehen dazu über, notwendige metrische Bedingungen für 
Punktmengen vom harmonischen Maß Null aufzustellen. Dies gelingt 
einfach mit Hilfe der Resultate der beiden letzten Paragraphen. 

Sei ot eine abgeschlossene, beschränkte Punktmenge vom harmonischen 
Maß Null; es bedeutet keine wesentliche Einschränkung, wenn wir die 

Annahme hinzufügen, daß ot im Kreise I z I<~ liegt. Wir breiten über 

diesen Kreis eine nichtnegative Belegung p, vom Gesamtbetrag 1 aus und 
bilden das Potential 

1 F. HAUSDORFF [J]. 
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Da die RoBINsche Konstante y (oc) = + co ist, so wissen wir (§ 2 und § 3), 
daß die Belegung # so gewählt werden kann, daß das Minimum von 
u auf oc beliebig groß wird1. 

Wir setzen nun g (I z -- C [} = l;g ! z ~ C 
1 

• Hierdurch ist g als eine 

nichtnegative, monoton abnehmende Funktion von [z-CI erklärt, so 
daß g (0) = co. Sie erfüllt somit die Bedingung des CARTANschen Satzes. 

Sei ferner h(r) eine für r~O definierte monoton zunehmende, stetige 
Funktion von r, welche für r ..._,. 0 so schnell gegen Null konvergiert, daß 
das Integral 

jh~r)dr=- jh(r)dg(r) 
0 r=O 

endlich ist. Ersetzen wir nun h durch die Funktion J...h, wo J... so groß 
ist, daß Ah ( co) > 1 , so können wir das Integral 

J l~g z ~-c d fl 

mittels des CARTANschen Satzes nach oben abschätzen, und finden 
1 

h~T r=o 

u(z);:=;;J... j g(r)dh=g(e)--J... j h(r)dg(r) 
h = 0 r 0 (31) 

Q 

=l~g ~ +'Ajll_(r)dr 
(! r 

0 

für jedes z, außer möglicherweise für die Punkte gewisser Kreise C., 
deren Radien r. der Ungleichung 

~ h (r.) ~ ~ 
genügen; hierbei bedeutet (} die durch die Gleichung h (e) = 1 eindeutig 

bestimmte positive Zahl. 
Aus dem obigen Ergebnis schließt man, daß die gegebene Menge oc 

dash-Maß Null haben muß. Ist nämlich c>O, so fixieren wir J..., so 

daß außer J...h ( co) > 1 auch die Bedingung 1 < c erfüllt ist. Sodann gibt 

es eine Belegung fl· für welche das Potential u in jedem Punkt von oc 
größer als die Zahl 0 

l~g 1 + J...j h(r)_ dr 
I! r 

() 

1 Nimmt man nämlich ein von endlich vielen ] ordanbogen begrenztes Näherungs
gebiet G1 des Außengebietes G von IX, und löst für G1 das RoBINsche Problem, 
so wird das Gleichgewichtspotential auf dem zu G1 komplementären Bereich, und 
also speziell auf IX einen konstanten Wert annehmen, der für G1-'> G ins Unendliche 
wächst. 
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wird. Andererseits ist nach obigem u höchstens gleich dieser Zahl in 
jedem Punkt z außerhalb der Kreise c.. Also wird IX von diesen Kreisen 
überdeckt, und da ferner 

~h(r.)~ ~-<e 
ist, so verschwindet das h-Maß von IX, was zu beweisen war. 

Satz 2. Eine Punktmenge vom harmonischen Maß Null ist vom h-Maß 
Null für jede Maßfunktion h, bei welcher das Integral 

j ~~) dr (32) 

endlich ist. o 

124. Als zulässige Funktion h kann man z. B. h=r'(it>O) nehmen. 
Eine harmonische Nullmenge ist also stets vom .it-dimensionalen Maß 
Null. Man kann sogar 

h= 1 1 ( 1 )1 + '1 log-log2 -... logk-
'Y 'Y \ 'Y 

setzen, wo logk der k-mal iterierte Logarithmus und 'fJ > 0 ist. Man sieht 
also, daß die gefundene notwendige Bedingung sich sehr nahe an die obige 
hinreichende Bedingung anschließt (Nr. 121). Dem logarithmischen Maß 
entspricht nämlich die Maßfunktion 

h=-1-
1 ' 

log--; 

für welche das Integral (32) allerdings schon unendlich wird; das Ver
schwinden des harmonischen Maßes gestattet uns also nicht den Schluß zu 
ziehen, daß die gegebene Menge IX vom logarithmischen Maß Null ist. Daß 
diese letzte Bedingung in der Tat kein notwendiges Kriterium für eine 
harmonische Nullmenge ist, soll später durch ein Beispiel gezeigt werden. 

Wenn dash-Maß einer Punktmenge IX positiv ist für eine Maßfunktion, 
bei welcher das Integral (32) endlich ist, so hat IX nach Satz 2 ebenfalls 
positives harmonisches Maß. Die Vermutung liegt nun nahe, daß anderer
seits folgendes gilt: 

Wenn die Punktmenge IX endliches h-Maß hat für eine Maßfunktion h, 
bei welcher das Integral (32) divergent ist, so ist IX vom harmonischen 
Maß Null. 

Wenn dem so wäre, so hätte man das Problem der metrischen Charak
terisierung einer Punktmenge vom harmonischen Maß Null mit aller 
erwünschten Genauigkeit gelöst. Ein Beitrag zu dieser Frage soll am 
Schlusse des Paragraphen gegeben werden. 

125. Ein interessantes Beispiel für die oben erörterten Zusammen
hänge liefern uns die sog. CANTORschen Punktmengen. Diese werden durch 
das folgende einfache Konstruktionsprinzip erklärt: 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 10 
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Aus derEinheitsstrecke LI (O;Sz<:1) entferne man eine offene Strecke 

31 von der Länge L1 ( 1 -- ; ) = 1 - ~ (p > 1), so daß beiderseits eine ab-

geschlossene Teilstrecke Ll1 von der Länge -:;: = -;:/p- übrig bleibt; wir 

sagen kurz, diese zwei Strecken Ll 1 seien durch die Operation (p) aus L1 
hervorgegangen. 

Die Vereinigungsmenge der Strecken L1 1 heiße E (p). Wiederholt 
man die Operation (p) auf den Strecken Ll1 , so erhält man eine aus vier 

abgeschlossenen, gleichen Teilstrecken Ll 2 der Gesamtlänge ~2 bestehende 

Teilmenge E (p2) von E (p). Dieser Prozeß läßt sich weiter unbeschränkt 
fortsetzen, und man definiert in dieser Weise eine unendliche Folge von 
ineinander geschachtelten Punktmengen 

E(p") (v=0,1, ... ; E(p 0)- Ll), 

von denen E (p•) aus z• punktfremden, abgeschlossenen Teilstrecken 
Ll. der Länge (2p)- • zusammengesetzt ist. Die komplementäre Menge 
E(p•) enthält z•-1 offene Intervalle Ll. von der Gesamtlänge 1-p-•. 

Der Durchschnitt sämtlicher Mengen E (p'') oder, was auf dasselbe 
herauskommt, das Komplement der Vereinigungsmenge der komple
mentären Intervalle Ll. ist eine abgeschlossene, nirgends dichte, perfekte 
Punktmenge E(pro). Der Umfang dieser CANTOI~schen Menge soll jetzt 
näher untersucht werden. 

126. Zunächst ist E (pro) als eine abgeschlossene, perfekte Menge 
von der Mächtigkeit des Kontinuums. Was nun das Maß der Menge 
betrifft, so bemerke man, daß sie sich durch die Intervallfolge E (p.) 

von der Gesamtlänge ;. überdecken läßt; jedenfalls ist sie also vom 

linearen Maß Null. Dies hindert nicht, daß ihr harmonisches Maß positiv 
ausfällt; daß dem tatsächlich so ist, soll jetzt bewiesen werden. 

Wir betrachten zu diesem Zweck die Folge der RaRINsehen Konstanten 
y0 ;;sy1 ;;s ... der Überdeckungsmengen E (p 0), E (p1), .•. ; da diese Mengen 
als Grenze die CA:-.rToRsche Menge E (pro) haben, so ist limy. gleich der 
RoBINschen Konstante y jener Menge, und es gilt also zu zeigen, daß y 
endlich ist. 

Das Anwachsen der Zahlen y. überblickt man leicht mit Hilfe folgender 
einfachen Bemerkung: Es seien G und G' zwei Gebiete, welche den 
Punkt c:o enthalten und durch eine Ähnlichkeitstransformation z' = az + b 

ineinander übergeführt werden können. Wenn g(z, ro) =log [zj +y +s(~) 
die GREENsehe Funktion von G ist, so ist g ( z' -~ b, ro J = log [ z' [ + 
y -log [ a[ + s (:,) die GHEENsche Funktion von(;'. und clie RoBINsche 

Konstante y' von G' ist also gleich y · log' a,. 
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Die Menge E (pn) setzt sich aus zwei, durch die Strecke .J1 getrennte, 
kongruente Teilmengen E1 und E 2 zusammen, welche im Verhältnis 
1 : 2 p der Menge E (pn - 1) ähnlich sind. Es ist also 

(33) 

Andererseits hat man für diese RoBINschen Konstanten die Integral-
ausdrücke 

y(Ev) = J logrz}_ Cl dp,;(C) (i= 1, 2), 
E; 

wo z auf E; beliebig gewählt werden darf. Hier ist das dem Element 
I d C J entsprechende Differential d p,; gleich dem harmonischen Maß jenes 
Bogenelementes, gemessen in bezug auf das Außengebiet von E; im 

Punkte z = co. In zwei, in bezugauf den Mittelpunkt C = ~ symmetrischen 

Punkten der Mengen E1 und E 2 sind die Differentialquotienten ~~~1·1 
und I ~~2 ~ einander gleich. 

Wir setzen nun das Integral 

u(z) = J log iz}_ Ci d,u(C) 
E(P") 

mit der Belegung p, = ~ (ft1 + p,2) vom Gesamtbetrage 1 an. Nach § 3 
liegt die RoBINsche Konstantey" zwischen dem Maximum und Minimum, 
welches dieses Integral auf E (P") erreicht. 

Es ist 

Hier ist ü"Slog lz}_C
1 

:;Slog p":__ 1 , sobald z auf E1 und C auf E 2 liegt, 

und es wird also, für z auf E1 , 

_1_/log - 1-- d 11 = Y (E1) S u (z) "S Y (E1) + .L log _p 
2 iz-CI •·1 2 - - 2 2 p-1 

E1 

Dieselbe Relation gilt wegen der Symmetrie auch auf E 2 • 

Setzen wir nun p 
d =log p _ -1- , 

so folgt in Verbindung mit (33) 

y,. -1 +log2p S2y" S y,. -1 +log2p + d. 

(34) 

(3 5) 

Durch wiederholte Anwendung dieser Beziehung wird schließlich, da 
y0 = log4 die RoBINsche Konstante der Einheitsstrecke istl, 

1 Dies bestätigt man leicht durch eine explizite Berechnung der GREENsehen 
Funktion des Außengebietes. 

10* 
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n n 

log4 :2 1 log4 2 1 --+log2p· - <y <--+(log?p+d) -
2n 2'" =--- n = 2n ...... 211 ' 

1 I 

also 

log2P+ 

2 2 
log· log 

P_ Sy S log2P+ _P +d. 
2n n --- 2n 

Die RoBINsche Konstante y der Menge E (P"') genügt also den Un
gleichungen 

2P2 
log 2p 5 y <::.log 2p + d =log p __ 1 • 

Die entsprechende Kapazität liegt zwischen den (;renzen 

127. Eine Modifikation des obigen Verfahrens liegt auf der Hand. 
Man nehme eine Folge von Zahlen 

(P,.>P>1 für 1•?-;1) 

und definiere, ausgehend von der Einheitsstrecke E (p0), eine Folge von 
Punktmengen 

(n~o, 1, ... ), 

von denen E (P0 P1) aus E (p0), E (P0P1P2) aus E (P0P1) usw. durch die 
Operation (p1), (p2) usw. entstehen. Die Menge E (p0 ••• p,J besteht aus 
2" gleichen abgeschlossenen Strecken von der Ce~amtlänge 

Pop,··· P,.. 

Als Durchschnittsmenge dieser Folge erhalten wir wieder eine ab
geschlossene, nirgends dichte, perfekte lVIenge 1~· (p 0 p1 • .. ) von der 
Mächtigkeit des Kontinuums. 

Das Maß dieser Menge läßt sich wie oben abschätzen. Bezeichnet 
man durch Ynv die RoBINsche Konstante von E(p0 p,,pv_ 1 •• • p.) (v=1, 
... , n), wobei also y. 1 =yn die abzuschätzende Konstante ist, so findet 
man mittels Wiederholung der obigen Schlußweise [vgl. (15)] 

Yn2 +log 2Pl'S2Ynl ~ y" 2 +log 2Pl + d, 

wo d =log p ~ 1 . Wendet man nun diese Beziehung statt auf (y" 1 , Yn 2) 

auf das Paar (y112 , Yna), (Yn:l• y" 4) usw. an, so folgt durch Auflösung der 
erhaltenen Ungleichungen schließlich 

] 4 n lo"2P ] :2" log2P,.+d 
_og_ + """ "_ ,, <::. Y <; _og 4 + 

2
,. 

2n ~ 2 1' --- 11 _- 2H 
1 1 
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Für n-+ oo geht hieraus hervor: 

Satz 3. Die Punktmenge E (p0p1 • •• ) ist dann und nur dann vom 
harmonischen Maß Null, wenn die Reihe 

(36) 

divergent ist. 

128. Dieses Resultat gestattet eine interessante Prüfung der Genauig
keit der obigen zwei allgemeinen Bedingungen für das Verschwinden bzw. 
Nichtverschwinden des harmonischen Maßes einer beliebigen Punktmenge. 

Wir bezeichnen mit 2-n 
t ------
n- Po Pt • · · Pn 

(37) 

die Länge des Intervalls Lln der Überdeckungsmenge E (p0p1 • •• Pn) und 
definieren eine stetige, monoton abnehmende Funktion n (t) von t 
(O<t~1), so daß 

n(t) =Y für t=t. (Y=Ü, 1, ... ) . (38) 

Wie n (t) zwischen den Werten t. und t. + 1 gewählt wird, ist für unseren 
Zweck ohne Belang; es erbietet indes einen gewissen Vorteil, n (t) so 
festzulegen, daß 

dn > 1 1 ( 8,) 
(it=-T log2p • 3 

Dies kann stets z. B. dadurch erreicht werden, daß mannals eine lineare 
Funktion von logt im Intervall (t., t.+ 1) bestimmt, denn dann wird 

und daher 

t. 
log-T 

n(t)=Y+--t. 
log

lv+ 1 

:t_!!_ =- _!_ __ !___ =- _!_ ___ 1 ___ >- _!_ __ 1_ 
dt t log~ t log2p•+l= t log2p" 

t. +1 
· Die Funktion 

rp(t) = 2-n(t) 

genügt folgenden Bedingungen: 
1. rp (t) ist im Intervall 0 < t ~ 1 positiv und monoton zunehmend. 

• d log IP 
2. Es 1st dlogT<@<1. 
3- Für t=tn(n=O, 1, ... ) gilt rp(tn)=2-n. 
Jede solche Funktion rp (t) nennen wir zu der CANTaRsehen Menge 

E (P0P1 • •• ) assoziiert. 
Sei umgekehrt rp (t) eine beliebige Funktion, welche die zwei ersten 

Eigenschaften 1. und 2. besitzt. Setzt man dann 

n (t) = lo~ 2 log IP ~t) , wobei n' (t) > _ t~og 2 , 
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so wird n(t) stetig wachsend das Intervall (0, ro) durchlaufen, wenn 
t stetig von 1 zu 0 herabsinkt. Die Folge der Wurzeln t.(>O) der 
Gleichungen n (t) = v (v = 0, 1, ... ; t0 = 1) ist also mit wachsendem v 
monoton abnehmend, und es ist wegen 2. 

fv 

-1 = j dn >-- B --log t,, 
log 2 fv f- 1 ' 

und folglich 
fv >2(-). 

t,. I J 

Setzt man also Po= 1 und für v ~ 1 
t,, -f I 

zp,. =- ---~.- ' 

so ist damit eine unendliche Folge 

pl, p2, ... 
1 

von Zahlen Pn > 2 1;;) -l > 1 definiert, so daß die gegebene Funktion q; (t) 
zu der CANTORschen Punktmenge E (p0 p1 • •• ) assoziiert ist. 

129. Wir beweisen nun den Satz: 

Satz 4. Eine CANTORsche Menge E (Po P1 ..• ) hat positives endliches 
h-Maß in derjenigen Maßbestimmung, wo als Maßfunktion h die assoziierte 
Funktion q; benutzt wird. 

Sei in der Tat (I.) eine Menge offener Intervalle, welche die CANTOR

sche Menge überdecken. Wegen der Abgeschlossenheit dieser Menge gibt 
es dann endlich viele (m) punktfremde I., welche bereits diese Eigenschaft 
besitzen1, und es genügt also zu zeigen, daß die entsprechende Summe 

2: qJ ( ~'), 
V~ 1 

wo r. die Länge des Intervalls I. ist, über einer von der Wahl der Über
deckungsfolge (I.) unabhängigen positiven Schranke liegt. 

Tatsächlich ist es hinreichend, dies für die Summe 
m 

2;q;(r,) 
1 

zu zeigen. Diese ist allerdings größer als die obige Summe; es gilt aber 
nach der Eigenschaft 2 von q; 

1 Dies folgt aus dem HEINE-BORELschcn Überdeckungssatz. 
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also fP (r) < 2 fP ( -i-) , so daß 

~ (/! ( r;) >{~ fl!(r.). 
Da E abgeschlossen ist, so enthält I. ein abgeschlossenes Teil

intervall I., das die in I. liegenden PunkteE überdeckt und deren End
punkte P;, P;' zu E gehören. Der Konstruktion von E zufolge sind 
diese zwei Punkte zugleich, von einem gewissen v ab, Endpunkte gewisser 
ineinandergeschachtelter Intervalle Lln. Es sei n. die größere der ganzen 
Zahlen n~ und n;', welche so bestimmt sind, daß LI.; und Lln~' die größten 
an P; und P;' grenzenden Intervalle Lln (n = 1, 2, ... ) sind, welche in 1. 
liegen, und sein die größte der endlich vielen Zahlen n. (v=1, ... , m). 
Dann ist die Überdeckungsfolge E (p0p1 ••• Pn) vollständig in den I ntcrvallen 
1., und also auch in I. enthalten. 

Es sei nun q. die Anzahl der in I. gelegenen Intervalle Lln; es ist also 

Sei ferner} .• die kleinste ganze Zahl, für welche I. mindestens ein Intervall 
LI,.. enthält; es ist also A.;'Sn. Dann ist, da die Länget,.. dieses Intervalls 
$.r. ist, 

(/! (r.) ~ (/! (t;.) = r Äv. 

Zwei aufeinanderfolgende gleiche Intervalle LI; gehören nicht immer 
einem und demselben der Intervalle Ll;_ 1 an; von zwei aufeinander
folgenden Paaren hat aber stets das eine diese Eigenschaft. Würde nun 
I. drei Intervalle LI,~. enthalten, so würde es auch ein Ll,.._ 1 überdecken, 
im Widerspruch zu der Definition von Av. Es läßt sich also zu dem 
Intervall I. eine Gruppe G. von vier aufeinanderfolgenden Intervallen 
LI,.. finden, von denen mindestens eines zu I. gehört, und welche zu
sammen sämtliche q. in I. enthaltenen Intervalle Lln überdecken. Jedes 
LI,~. enthält aber genau 2n-..1v Intervalle Lln; die Gruppe G. hat deren 
somit genau 2"- '• + 2 , und es ist also 

q. "S2'l-} .• +2 oder 

Hieraus folgt nun, daß 
m m m 

~fl!(r.)~~r;··~-2"~2-~q.=:' 
1 1 1 

womit die Behauptung erwiesen ist. 
Andererseits ist das fP-Maß der Menge E sicher endlich, denn für 

die Überdeckungsintervalle Lln der Länge tn gilt 

.IfP (tn) = 2n(/J (tn) = 1. 
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Das qJ-Maß der CANTaRsehen Menge E (Po p1 . .. ) liegt also zwischen 

den Grenzen -1- und 1. 
8 

130. Mit Hinblick auf die allgemeinen Kriterien für das Verschwinden 
der Kapazität, welche oben hergeleitet wurden, untersuchen wir nun die 
Konvergenz des Integrals 

1 r qc(l) df 
• t .. 

() 

Es ist 

und 
fv 1 

) lv -1 _ J' rp (I) d _ ( ) l lv- -1 qJ(t, log t, ~ - 1 - t~rp I,, __ L og -(, 
lv 

lv --1 Oder, da qJ (t,) = 2- V und - ~~- = zp,,, 

Satz 5. Das Integral J 'P ;t) dt 
() 

und die Reihe 

sind gleichzeitig konvergent oder divergent. 
Aus dem oben bewiesenen Satz folgert man: 

Satz 6. Die CANTURsche M cnfie E (Po p1 ... ) hal dann und nur dann 
positives harmonisches ]\1_ aß, wenn das mittels der assoziierten Maßfunktion 
qJ (t) gebildete Integral 

J rp ~I) dt (39) 
konvergent ist. 0 

Einen Teil des letzten Satzes hätte man als Folgerung des all
gemeinen Kriteriums von Satz 2 ableiten können. Die Menge E hat 
nämlich positives qJ-Maß. Ist nun das Integral (39) konvergent, so muß 
gemäß Satz 2 das harmonische Maß von E, im Einklang mit dem obigen 
Satz 6, positiv sein. 

Satz 6 zeigt aber weiterhin, daß das allgemeine Kriterium von Satz 2 
nicht verschärft werden kann: 
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Wenn h (r) eine beliebige Maßfunktion ist, welche den Bedingungen 
1., 2., 3. von Nr. 128 genügt und für welche das Integral 

J h;r) dr 
0 

divergent ist, so gibt es stets Mengen, die zwar von positivem h-M aß, aber 
vom harmonischen Maß Null sind. 

Diejenige CANTORsche Menge, welche der Maßfunktion h(r) assoziiert 
ist, besitzt nämlich diese Eigenschaften. 

Wählt man z. B. h (r) = 1 
1 

1 (k > 1), so ist die zugeordnete 
logr ... logk r 

CANTORsche Menge vom harmonischen Maß Null. Sie hat endliches 
h-Maß und, wie man bei Anwendung der Relation 

h (r) log__!__-->- 0 für r-->- 0 
r 

leicht einsieht, unendliches logarithmisches Maß. Unser Resultat beweist 
also, daß das oben gegebene Kriterium von LINDEBERG (Satz 1) eine 
hinreichende, aber keineswegs eine notwendige Bedingung für das Ver
schwinden des harmonischen Maßes ist. 

In den obigen Ergebnissen über die Kapazität der CANTORschen 
Mengen kann man überhaupt eine gewisse Rechtfertigung der all
gemeinen, in Nr. 124 ausgesprochenen Vermutung erblicken. 

VI. Erster Hauptsatz der Theorie 
der meromorphen Funktionen. 

§ 1. POISSON-JENSENsehe Formel. 
131. Im vorliegenden und in den nachfolgenden Abschnitten werden 

wir uns mit der Theorie derjenigen analytischen Funktionen beschäftigen, 
welche in jedem Punkt eines gegebenen schlichten Gebietes G von 
rationalem Charakter, oder wie man es kürzer ausdrückt, meromorph 
sind. Eine solche Funktion w = w (z) ist also bis auf Pole in G regulär; 
sind diese in unendlicher Anzahl vorhanden, so häufen sie sich gegen 
den Rand T von G. Wir werden uns ferner auf den einfachsten Fall 
beschränken, wo G einfach zusammenhängend ist; nach dem Mono
dmmiesatz ist dann w (z) eindeutig in G. 

Man hat zwei wesentlich verschiedene Fälle zu betrachten, je nachdem 
die Berandung T aus nur einem Punkt (parabolischer Fall) oder aus 
einem Kontinuum (hyperbolischer Fall) besteht. Nach dem Hauptsatz 
der Theorie der konformen Abbildung läßt sich G dann auf die punktierte 
Ebene I z I < co oder auf einen endlichen Kreis I z I < R < co konform 
abbilden, und es bedeutet also keine wesentliche Einschränkung, wenn 
wir uns von vornherein an diese Normalgebiete halten. 
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Wir betrachten also eine analytische Funktion w = w (z), welche in 
dem endlichen oder unendlichen Kreis I z I < R ;'S oo meromorph ist. 
Der Ausdruck log I w J ist dann für dieselben Werte z harmonisch, mit 
Ausnahme der Pole b. und der Nullstellen a1, von w, wo er logarithmische 
positive bzw. negative Pole besitzt, so daß die Differenz 

log Jwt- k)og 1 z.{ ~>. 1 bzw. log :wJ -h,)og 1 z-- a'" 1 • 

wo k. bzw. h'" die Vielfachheit des Poles b. bzw. der Nullstelle a1, be
zeichnet, für z = b. bzw. z = a1, harmonisch ist. 

Sei nun e eine Zahl des Intervalls 0 < e < R, so daß die Funktion w 
auf dem Kreis lzl =(!von Null und Unendlich verschieden ist. In jedem 
Pol b. bzw. in jeder Nullstelle a'" des Kreises Jzi<e ist der Ausdruck 

g (z, b.) - log l·:z...:..~li; I bzw. g (z, a11 ) +log [ z- a'" i, 
1 e•- t z I g(z,C)=log e(z:...::e) 

wo 

die GREENsehe Funktion des Kreises [ z ;'Se bezeichnet, harmonisch. 
Der Ausdruck 

log[w(z)]- ~ g(z,b,.)+ .I g(z,a11), 

[bvl<u tat" <e 

wo die Summation über sämtliche in I z i < e gelegene Pole und Null
stellen zu erstrecken ist, unter Beachtung der entsprechenden Vielfach
keiten (d. h. jedes Glied soll so oft mitgezählt werden, wie die Multiplizität 
des betreffenden Poles bzw. Nullstelle angibt), definiert folglich eine für 
I z I ::; e harmonische Funktion. Wendet man auf sie die PmssoNsche 
Integralformel an (II, § 1), und beachtet man, daß die GREENsehe 
Funktion für lz[=e verschwindet, so wird also1 (z=rei'~') 

27< 

logllw(reiq)l= 1 jl r ( ;,~): u•-r• d{} in- og ! w Q e !!2 + r0 ~ 2 Q r cos (& -~ rp) + 
ll 

I (! 2 -· bv o : ~ I (!" -- a,,;; I + lo -- - - - . -- lo ·- -- - -
g !! (z- b,.) ! g (! (z -- a1,) • 

Jbvi < Q !al.tl <!! 

( 1) 

Dieses Ergebnis wurde unter der V maussetzurig hergeleitet, daß die 
Peripherie I z I= e weder einen Pol b. noch eine Nullstelle a'" enthält. 
Nun sieht man sofort ein, daß sämtliche Glieder in (1) auch für die 
ausgeschlossenen Werte e stetig sind, woraus man schließt, daß die 
Formel für jedes e < R gilt. 

132. Setzt man speziell z = 0, so geht (1) über in 
2n 

log 1'w (0) I= _1_ jlog Iw (ei'9) I d{} + ""'log _e_ -""'log- L. (2') 
2 :n: · ~ bv i ~ I ai"! 

0 bv < e I ai" I < Q 

1 Vgl. T. CARLEMAN [1] und F. u. R. NEVANLINNA [1]. 
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Dies ist die Formel von JENSEN 1. Die allgemeine Beziehung ( 1), 
welche den Wert von log i w I in einem inneren Punkt z des Kreises I z [ < e 
gibt als Funktion der Randwerte, sowie der im Kreise gelegenen 
Nullstellen und Pole, kann als eine Zusammenfassung der Formeln von 
PorssoN und von JENSEN betrachtet werden, weshalb sie kurz als die 
PmssoN-jENSENsche Formel bezeichnet werden soll. Addiert man in (1) 
beiderseits noch die in bezug auf die Veränderliche z konjugiert har
monischen Funktionen, multipliziert mit i, so ergibt sich (vgl. Nr. 4) 

( 1') 

Die Formeln ( 1), (2') und ( 1') werden in der folgenden Theorie eme 
grundlegende Rolle spielen. 

Wenn der Nullpunkt z = 0 entweder eine Nullstelle oder ein Pol 
von w (z) ist, so werden die Ausdrücke beiderseits in der jENSEKschen 
Formel unendlich. Um diesen Übelstand zu beseitigen, wende man, 
falls w die Entwicklung 

(c;. 4=0) 

hat, die Formel (2') auf den Ausdruck wz-'- an. Es wird so 

~;'1; 

log]c.<] = 2
1n jlog[w(gei 0)[d{)+ ~log!!l-~log-1 ;1' 1 -Aloge. (2") 

o o < I bv I < u o < I ap I < e 

Diese Beziehung läßt sich auf eine für viele Anwendungen günstige 
Form bringen, wenn man die Anzahlen n(r, oo), n(r, 0) der Pole und der 
Nullstellen von w im abgeschlossenen Kreis fzf ~r einführt, wobei 
jede Stelle so oft gezählt wird, wie ihre Multiplizität angibt. Die Summen 
rechts lassen sich dann als STIELTJES-Integrale schreiben, und es wird 
nach partieller Integration 

(! Q 

~log {- = j log~ d(n(r, oo) -n(O,ro )) = j'fl(r· w)_-; n(o, ro) dr 
O<lbv:<u r~o o 

und in analoger Weise 

"""'log_ (!_ =je n (r, O) ~ n (0, o) dr . 
..:::_. I ap I 

0< I a"' I< e o 

1 J. L. JENSEN [1]. 
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Die jENSENsehe Formel erhält jetzt die Form 
2.n (j 

. I 1 j I ; o , j n (r, ro) --· n (o, ro) loglcÄ =-in log w(ee );d-&+ - . - r- . dr 
0 0 

u (2"') 

J n (r, o) - n (o, o) 
- - - - r -- - dr+ (n (0, ro) -n(O, 0)) log(l. 

0 

Die PmssoN-jENSENsehe Formel haben wir oben als einen Folgesatz 
der PmssoNschen Integralformel hergeleitet. Man hätte jene Formel 
auch direkt durch Anwendung der GREENsehen Transformationsformel 
(II, § 4) gewinnen können, in derselben Weise wie die speziellere PmssoN
sche Formel. Wir wollen dies für die jENSENsehe Formel näher aus
führen, wobei wir von der GAussschen Transformationsformel 

j~i;ds=--J Juda 
r G 

ausgehen, welche sich aus der GREENsehen Formel für V= 1 ergibt; 
diese Beweismethode verdient speziell hervorgehoben zu werden, da sie 
uns in der Folge bei gewissen verwandten Fragen wichtige Dienste 
leisten wird1. Wir wenden die GAusssche Formel auf die Funktion 
log I w I an, indem wir als Gebiet G die Kreisfläche ] z j < r < R nehmen, 
aus der die Pole b. und Nullstellen a1, isoliert werden durch kleine Kreise 
vom Radius 1:5; für I z J = r wird w + 0, ro angenommen. Läßt man 
dann 1:5 gegen Null streben, so ergibt sich durch eine einfache Rechnung 

2n 

r -:r j log! w (re;") j drp = 2 :rc (n (r, 0) -- n (r, ro )) . 
0 

Durch Division mit r und nachfolgender Integration zwischen den 
Grenzen r0 , r (O<r0 <r<R) findet man 

2.n t.n r 

21:rr.j log [ w (r0 ei") I drp = 21;n;j log; w (reiq): d q:; + pz_(t,__ rol-;- 1~(t_,_cj_ dt, 
0 0 Y0 

und hieraus weiter für r0 -+0 die jEKSENsche Formel (2'"). 

§ 2. Die charakteristische Funktion. 
133. Unter den im vorhergehenden Paragraphen gemachten Voraus

setzungen werden wir jetzt die jENSENsehe Formel auf eine für die 
folgenden Anwendungen zweckmäßige Form bringen. 

Hierzu führen wir folgende einfache Bezeichnung ein: Wenn oc eine 

nichtnegative Zahl ist, so sei l~gcx die größere der Zahlen logoc und O; 
es ist also + + 1 , , + , 1 

logoc=logcx-log--, :logocl' = logoc+log-
r:L. ' r:L. 

1 Für diese Beweismethode vgl. E. LnmELÖF [1]. 
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und ferner, wie man leicht bestätigt, 

+ p + l log (ct · ct2 • •• ctp) ~ ~ logct", 

+ p p + 1 

log,2' ct" < ~ log ctv +log p . 
1 1 

(3) 

Wir setzen nun in der JENSENsehen Formelloglwl=l;glwJ-l~g[:[ 
und schreiben noch der Kürze wegen 

r 

J n (t, oo) - n (o, oo) N(r,w)=N(r, co)= ---··--1 -~- dt+n(O, co)logr, 

2n (4) 0 

1 J + . m(r, w) =m(r, co) = 2n log !w(re'"')ldtp. 
0 

Es wird dann 1 

m(r, w) +N(r, w) =m (r, :) +N(r, -:-)+log Jc;.l· (2) 

Wir nehmen jetzt eine beliebige Zahl a + co und wenden die obige 
Beziehung auf die Funktion w- a an, in dem wir die Anzahl der Wurzeln 
der Gleichung w-a=O im Kreise Jz"~r durch n(r, a) bezeichnen und 

r 

( 1 ) jn (t, a)- n (o, a) N(r,a)=N .r'"iv-a = -----1---- dt+n(O,a)logr, 
0 (4') 

2n 

( 1) 11., 1 I m(r, a)= m r,~- =- -- log!---~--- dtp 
w-a, 2:n: ,w(re''~')-al 

0 

setzen. Es wird dann 

m(r, w-a) +N(r, w-a) =m (r,~1 -) + N(r,--1-) + const. w-a w--a (5) 

Hier ist 
N(r, w-a) =N(r, w) 

und nach (3) 
+ + + 

log I w- a I ~ log J w J +log ja j +log 2, 
+ + + 

log I w I S log J w- a j +log I a I +log 2 , 
+ 

jm(r, w-a) -m(r, w)[~logJal +log2, 
woraus nach (5) 

m(r, a) +N(r, a) =m(r, co) +N(r, co) +tp(r), 
+ 

wo I tp (r) I :'S log I a I +log 2 + I log I c II, und c der erste nicht verschwindende 
Koeffizient der Laurententwicklung von w- a im Nullpunkte z = 0 ist. 

1 R. NEVANLINNA [4]. 
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Bezeichnen wir noch 

T(r,w)=T(r)=m(r, co)+N(r, co), (6) 

so können wir zusammenfassend folgendes Ergebnis anssprechen: 

Erster Hauptsatz. Zu feder im Kreise j z i < R <?: co mcromorphen 
Funktion 

(c;.+O) w(z) = c-<z"' + c;.+ 1 zA+ 1 + ... 
läßt sich für 0 "5. r < R eine Funktion T (r, w) 
endliche oder unendliche a die Beziehung 

erklären, so daß für fedes 

m(r, a) +N(r, a) = T(r) +1p(r), (I) 
besteht, wo 

:tp(r) "Slo~ ar+[log[c[:+log2 

für jedes r des Intervalls ( 0, R) gilt; c ist der erste nichtverschwindende 
Koeffizient der Laurententwicklung von w (z)- a. 

134. Dieses Ergebnis zeigt, daß eine für ' z j < R meromorphe Funktion 
in ihrem Verhalten gegenüber verschiedenen komplexen Zahlen a (der 
Wert a= co nicht ausgeschlossen) eine bemerkenswerte Symmetrie auf
weist: Die Summe m(r, a) +N(r, a) behält für verschiedene Werte a einen 
invarianten, durch den Ausdruck T(r) ge[;ebenen Betrag, bis auf additive 
Größen, die für r < R beschränkt sind. 

Von den zwei konstituierenden Gliedern dieser invarianten Summe 
gibt die Größe N (r, a) an, wie dicht die Wurzeln der Gleichung w ,= a 
im Mittel im Kreise 1 z] < R liegen. Diese Anzahlfunktion der a-Stellen 
wächst mit r um so schneller je größer die Anzahl jener Stellen ist. 

+ I . 

Das erste Glied m(r, a), welches als der Mittelwert von log _1__ __ 
+ ,w--a

1 

(bzw. log [ w j, falls a = co) auf der Peripherie j z! = r definiert ist, erhält 
wesentliche Beiträge nur von denjenigen Bogen dieser Peripherie, wo 
der Funktionswert sehr wenig von dem gegebenen Wert a abweicht. 
Der Betrag dieser Schmiegungsfunktion kann also als ein Maß für die 
mittlere Abweichung des Funktionswertes w vom Werte a auf der Kreis
linie I z I = r betrachtet werden. 

Sind die a-Stellen einer meromorphen Funktion für ein gewisses a 
relativ spärlich, so findet dies also einen analytischen Ausdruck darin, 
daß die entsprechende Anzahlfunktion N (r, a) für r > R relativ lang
sam anwächst; im extremen Fall, wo a ein PieAlmscher Ausnahme
wert der Funktion ist (so daß w+a für ;z;<R ist), wird N(r, a) -o. 
Dieser Mangel an a-Stellen findet aber einen Ersatz dadurch, daß die 
Funktion im Mittel sehr wenig von dem betreffenden Wert a abweicht; 
die entsprechende Schmiegungsfunktion m (r, a) wird also relativ groß 
ausfallen, so daß die Summe m (r, a) -1 N (r, a) ihren für die gegebene 
Funktion w charakteristischen Betrag T (r, u•) erreicht. 
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Wegen der großen Bedeutung der Größe T für die asymptotischen 
Eigenschaften der zugehörigen meromorphen Funktion nennen wir sie 
die charakteristische Funktion oder auch die Charakteristik von w (z). 

Es geht aus obigem hervor, daß wenn man als Ausnahmewerte einer 
Funktion w solche Werte a bezeichnet, welche die Funktion überhaupt 
nicht, oder mindestens relativ selten annimmt, man einseitig darauf 
acht gibt, wie oft die Funktion den Werta wirklich erreicht. Berücksichtigt 
man aber "die totale Affinität der Funktion w (z) zum Wert a", welche 
nicht allein durch das Vorhandensein von a-Stellen, sondern auch durch 
die Stärke der mittleren Konvergenz der Funktion gegen den Wert a 
charakterisiert wird, so verschwindet die Ausnahmestellung dieses be
sonderen Wertes: die Affinität ist gleich stark für alle Werte a. 

Der erste Hauptsatz gibt einen exakten Ausdruck für diese merk
würdige Invarianzeigenschaft einer meromorphen Funktion an, welche 
für ein richtiges Verständnis der asymptotischen Eigenschaften derselben 
bedeutungsvoll ist; hierin liegt die große prinzipielle Wichtigkeit dieses 
allgemeinen Satzes. Außerdem stellt er auch ein bequemes technisches 
Hilfsmittel dar, welches das Operieren mit meromorphen Funktionen 
in hohem Grad erleichtert. 

Wenn auch das Verhalten einer meromorphen Funktion in dem 
oben erklärten Sinn allen komplexen Werten a gegenüber vollkommen 
symmetrisch ist, so bleibt dieFrage nach denAusnahmewerten der Funktion 
als ein Problem von größtem Interesse übrig. 

Nachdem wir im Besitze des ersten Hauptsatzes sind, wird diese 
Hauptfrage der sog. Wertverteilungstheorie zusammenfallen mit der Frage 
nach der relativen Größe der zwei Komponenten m(r, a) und N(r, a) 
in der invarianten Summe m + N. Über diese Frage gibt der erste Haupt
satz keinen Aufschluß, und es wird in der Folge eine unserer wichtigsten 
Aufgaben sein, diesen Satz in jener Richtung zu ergänzen. 

135. Als Beispiel betrachten wir zuerst die Exponentialfunktion 
w = e', welche die Werte a = 0 und ro als vollständige PICARDsche 
Ausnahmewerte hat. Eine leichte Rechnung gibt!: 

N(r, a)=O, m(r a)=-r für a=O ro 
' 'Jt ' ' 

N(r,a)= :+0(1), m(r,a)=0(1) für a=!=O, ro. 

Es ist also die charakteristische Funktion gleich 
r 

T(r) = -ii 

und, m Übereinstimmung mit dem ersten Hauptsatz, 

m(r, a) +N(r, a) = T(r) +0(1) für jedes a. 

1 Wir benutzen hier die LANDAUsehe Schreibweise 0 (q> (r)) für jede Größe, 
welche dividiert durch q> (r) beschränkt ist. 



160 Erster Hauptsatz der Theorie der meromorphen Funktionen. 

Man sieht, daß die zwei Ausnahmewerte 0, co die Eigenschaft haben, 
daß die Exponentialfunktion sich diesen Werten für z-+ co schnell 
annähert. Sie sind asymptotische Werte, oder wie wir nach dem Vor
schlag von ULLRICH sagen, Zielwerte der Funktion in jedem inneren 
Winkel der linken bzw. rechten Halbebene. 

Ein in vielen Hinsichten lehrreiches Beispiel liefert uns die ganze 
Funktion 

w= j e-t''dt, 
0 

wo p eine ganze Zahl ~ 1 ist. Der Integrand strebt für j z j->- co in den 
Winkeln 

jargz- ~pn I< ;p - s (v=O, 1, ... , 2p-1) (F > 0) (W.) 

gegen Null oder Unendlich, je nachdem v gerade oder ungerade ist: 
In jenen Winkeln hat das Integral w je einen endlichen Zielwert 

- 211 ni 00 

a = e-P-Je-r" dr 
I' 

0 

in diesen strebt w dagegen gegen Unendlich. 

Diese Ausnahmestellung der p + 1 Werte a0 , a1 , ... , a p _ 1 , ap = co 
zeigt sich auch im Verhalten der entsprechenden Fundamentalgrößen 
m und N. 

In der Tat findet man durch partielle Integration 

e- 1"dt=-- e~~ · (1-+t') f ,/' 
pzP --1 ' 

0 

wo s-+0, wenn z-+co in den Winkeln W 21,+ 1 (t1=0, .. . ,p-1), und 
es ergibt sich also in denselben Winkel (z = r ei") 

log iw i "'- rPcosp cp, 
und daraus 

yl' 
m (r, co) "-' n 

Da N (r, co) identisch verschwindet, wird dieser Ausdruck ebf'nfalls 
den Betrag der charakteristischen Funktion angeben: 

yl' 

T(r, w)"' -. n 

Wenn der Punkt z im Winkel W0 liegt, so ergibt sich 
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auf jedem in W0 liegenden HalbstrahL Es wird somit 

log [ w (z) - a0 [ "--'- rP cos Pep 
und daher 

In ähnlicher Weise findet man 
r~' 

m (r, a") "' -pn 
für fl = 0, 1, ... , p -1. 

Schließlich ergibt sich für jedes endliche a + a" 

m(r, a)=crP, wo c-+0 für r-+ co. 

·cnter Anwendung des ersten Hauptsatzes erhält man also: 
rJ' 

m(r,a)"'-:ri, N(r,a)=O für a=ap= co, 

rJ• 
m(r,a)"-·srP, N(r,a)"-'- für a=l=av. n 
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Die Anzahlfunktion N (r, a) wächst also für die p Zielwerte 
a0 , .•• , ap_ 1 und ap besonders schwach an. 

136. Die obigen Beispiele scheinen darauf hinzuweisen, daß von 
den zwei Gliedern der Summe m + N die Anzahlfunktion N im all
gemeinen, d. h. für die Mehrzahl der Werte a, im Verhältnis zur 
Schmiegungsfunktion m relativ groß ist, und daß also die Bezeichnung 
"Ausnahmewert" mit Recht für diejenigen Werte a vorbehalten werden 
kann, für welche umgekehrt die Dichtigkeit der a-Stellen r.elativ klein 
ist. Als ein erstes Resultat in dieser Richtung kann der PrcARDsche 
Satz betrachtet werden; es wird aus der nachfolgenden Untersuchung 
hervorgehen, daß die obige allgemeine Vermutung tatsächlich für aus
gedehnte Funktionsklassen zutrifft. 

Andererseits ist es einleuchtend, daß derartige Sätze nicht ohne jede 
Einschränkung für eine für I z I < R meromorphe Funktion bestehen 
können. Es ist nämlich zu beachten, daß die obigen Bemerkungen über die 
relative Größe der Funktionen m, N und T nur dann einen Sinn haben, 
wenn die charakteristische Funktion T nicht für I z I < R beschränkt ist; 
wäre dies nämlich der Fall, so würde ja im ersten Hauptsatz die Größe cp 
nicht mehr die Rolle eines unwesentlichen Restgliedes spielen, und die 
für die vorhergehenden Betrachtungen wesentliche Invarianzeigenschaft 
der Summe m + N wird dann sinnlos. Aus der nachfolgenden, näheren 
Analyse der charakteristischen Funktion wird hervorgehen, daß T(r, w) 
für eine in der ganzen endlichen Ebene z=!= co (Fall R = co) meromorphe 
Funktion, die nicht konstant ist, für r-+ co stets unbeschränkt wächst. 
Im Falle einer in einem endlichen Kreise lz I< R < co meromorphen 
Funktion braucht dies dagegen nicht mehr der Fall zu sein. Da die 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 11 
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Charakteristik T, wie wir bald sehen werden, die bemerkenswerte Eigen
schaft hat, eine wachsende Funktion von r zu sein, so existiert jedenfalls 
der Grenzwert lim T für r -~ R, und es wird eine für viele Eigenschaften 
der meromorphen Funktion entscheidendes Merkmal der Funktion sein, 
ob dieser Grenzwert endlich oder unendlich ausfällt. 

137. Ehe wir die Charakteristik einer näheren Untersuchung unter
werfen, sollen hier sogleich einige ihrer Eigenschaften zusammengestellt 
werden, die sich als unmittelbare Folgerungen aus der Definition dieser 
Größe ergeben. 

Aus den Beziehungen (3) schließen wir zunächst: \Venn w1 , ... , w,. 
für /zl <R meromorphe Funktionen sind, so genügt die Schmiegungs
funktion m (r, oo) ihres Produktes der Ungleiclmng 

" m(r, w1 .. . W 11 )-<; ~m(r, w,.). 
] 

Da ferner, wie man unmittelbar einsieht, 
n 

N (r, u•1 ... w,,) < ~ N (r, u•,.), 
l 

so erhält man durch Addition 
11 

T(r, w1 .. . w11 ) < ~ T(r, w,.). 
1 

Speziell wird, wenn k + 0 eine beliebige Konstante ist, 

i T (r, kw) --- T (r, u•) 1-<-! logk. 

In ähnlicher Weise folgt aus der zweiten der Beziehungen ('~) 

1! 

T(r, w1 + ... + W 11 ) <: ~ T(r, w,,) + logn. 
] 

Unter Anwendung derselben Beziehungen findet man speziell 

f T(r, 1RJ- a)- T(r, w)/ <:: l~g ia' + log2. 

Ferner ist, für w = c;.zÄ + ... (c;. +o), nach der JENSENsehen Formel (2) 

T (r, w) = T ( r, _1_) +log· C;'. 
(V - ·1 

Da nun eme beliebige linear Transformierte 

s w- r~.w_+fi_ 
( )- ?'w-f-r) (:xÖ-- ßy+O) 

(7) 

von w sich aus einer Ähnlichkeitstransformation und ans einer Inversion 
zusammensetzen läßt, so schließt man aus den obigen Beziehungen, 
daß die Charakteristiken 

T(r, w) nncl T(r, S(w)) 

sich um eine additive Größe untersdH'idfn, die für r ./ R beschränkt ist. 
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Die letzte Bemerkung erlaubt uns, die Charakteristik einer rationalen 
Funktion w (z) von der Ordnung m einfach zu berechnen. Durch eine 
vorbereitende lineare Transformation kann man erreichen, daß w für 
I z I- ro gegen einen endlichen Wert strebt. Für alle hinreichend großen 
Werte r ist also die Schmiegungsfunktion m (r, ro) beschränkt und, 
da die Gesamtanzahl der Pole von w gleich m ist, N (r, oo) "-' mlogr, also 

T (r) "-' mlogr. 

§ 3. Geometrische Deutung der charakteristischen 
Funktion. 

138. Man verdankt SHIMIZU und AHLFORS eine interessante geo
metrische Interpretation der Charakteristik T (r), welche neues Licht 
auf die Bedeutung dieser Fundamentalgröße wirft und zugleich in ein
facher Weise zu einigen wichtigen Eigenschaften derselben führt!. 

Unabhängig von den Entwicklungen der zwei ersten Paragraphen 
dieses Abschnittes gelangt man zu dieser Deutung, wenn man in der 
w-Ebene, deren Punkte die Werte der gegebenen, für lzi<R =;sro mero
morphen Funktion darstellen, eine sphärische Metrik einführt, so daß 
man diese Ebene auf die RIEMANNsch.e Kugel projiziert und als die 
sphärische Länge eines Bogenelementes I d w I= d s die Länge da des 
zugeordneten Linienelementes auf der Kugel erklärt, wie dies in I, § 1 
näher ausgeführt wurde. Es wird dann 

ldw, 
da=1+1-wl'' 

da 
Bildet man nun (vgl. S. 5) das Verhältnis Td~ der sphärischen 

und der euklidischen Länge des Bogenelementes dw, so wird der 
Logarithmus des Quotienten 

u(w)=log ~~:' =log(1+fw: 2) 

eine für jedes endliche w stetige und nichtnegative Funktion darstellen, 
welche der Differentialgleichung 

genügt. 

.du= 4e- 2u=- _'±_ --
(1 + Iw 2) 2 

Im unendlich fernen Punkt w = oo wird u (w) logarithmisch un-
endlich, so daß 

( 
1 ' 

u (w) = 2log I w i + < w) , 
wo E ( ~ ) für w -> ro verschwindet. 

1 T. SHIMIZU [1], L. AIILFORS [2]. Auf die Möglichkeit einer solchen Deutung 
hatte schon früher A. BLOCH [2] hingewiesen. 

11* 
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Nach dieser Vorbereitung setze man für w die gegebene meromorphe 
Funktion w=w(z) ein. Es wird dann 

v(z) = u(w(z)) 

eine für I z I< R stetige Funktion, mit Ausnahme der Pole b,, von w (z), wo 

v (z) = 2k.log 1-z ~ b~ I+ stetige Funktion, unter k. die Vielfachkeit des 

Poles b. verstanden. 

In Analogie mit dem in Nr. 132 zur Herleitung der JENSENsehen 
Formel augewandten Verfahren setzen wir die GAusssche Trans
formationsformel an im Kreise lzl :'Sr, aus dem zuerst die Pole b. durch 
kleine Kreise vom Radius () isoliert werden sollen. Da der LAPLACEsche 
Ausdruck beim Übergang zu der Veränderlichen z in 

Ll.v =Ll.u (w (z)) =Ll .. u ·I w' (z) 12 

transformiert wird, so ergibt sich durch den Grenzübergang ()-+ 0 
2n 

d j irp j lw'(z) I" 
rdr- v(re )dcp+4nn(r, ro)=4 0+J~IiJ"-df, 

0 jz, < r 

wo df=rdrdcp das Flächenele~ent in der z-Ebene bezeichnet. 
Der Integrand rechts stellt das Verhältnis zwischen der sphärisch 

gemessenen Bildfläche von df und dem euklidisch gemessenen Flächen
inhalt von d f dar. Der Ausdruck 

1 f Iw' 2 

A(r)= n (1-l-jw,•)•df 
I zj < r 

gibt also den durch die gesamte Kugeloberflächen dividierten Inhalt des
jenigen über der Kugel ausgebreiteten RIEMANNschen Flächenstücks F, 
an, auf welches die Kreisfläche J zi < r durch die Funktion w = w (z) ab
gebildet wird. 

Dividiert man nun die obige Beziehung beiderseits durch r und 
integriert man dann zwischen den Grenzen r0 und r (O<r0 <r<R), so wird 

2n r r 2n 

-:/n J v (ri'P) dcp + j1!_(tiro ldt = J A_t(t)dt + 4~/ v (ro eiv) d cp. 
0 ro ro 0 

Setzt man hier noch den Ausdruck von v ein und läßt man r0 gegen 
Null streben, so ergibt sich schließlich 

2n r 

2
1njlog{1.+[;;(reii}J2dcp+N(r, ro)= /.,1}) dt+log]l1_+_fw(o)-r (7) 

0 0 

Falls z = 0 ein Pol von w ist, hat man das konstante Glied rechts in 
(7) durch log I C;. I zu ersetzen, wo c.l dieselbe Bedeutung wie in der JENSEN
seheu Formel hat. 
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139. Wir wollen jetzt das Integrallinks in (7) etwas näher betrachten. 
Man rechnet leicht nach, daß der chordale Abstand k (w, oo) zwischen 
denjenigen Punkten der RIEMANNschen Kugel, welche den Punkten w 
und oo entsprechen, gleich 

ist. Das Integral 

1 
k(w, oo)=-==-" 

v't+ 1 w 12 

2n 2n.: 

1 -jlogV1+~1;{rei"')l2dm=_!__Jlog- 1- dm (8) 
2n T 2n k(~ro) T 

0 0 

bedeutet also den Mittelwert vom Logarithmus des reziproken Wertes 
der chordalen Entfernung zwischen den Punktenwund oo. Diese nicht
negative Größe erhält also wesentliche Beiträge von denjenigen Bogen 
des Kreises I z I = r, wo I w I groß wird, und sie kann also als ein Maß für 
die mittlere Annäherung des Funktionswerteswanden Wert oo dienen, 
genau wie die oben eingeführte Schmiegungsfunktion 

2n 

m(r, oo)=-z1iijl~g[w(rei"')ldrp. 
0 

In der Tat unterscheiden sich diese zwei Ausdrücke auch ihren 
Beträgen nach nur sehr wenig voneinander: Man sieht unmittelbar ein, 
daß der Mittelwert (8) stets größer als m (r, oo) ist; der Unterschied ist 
aber beschränkt und erreicht seinen maximalen Wert log 2 für I w I ::..:= 1. 

140. Wir werden jetzt untersuchen, wie sich die Formel (7) trans
formiert, wenn man eine Kugeldrehung 

1 +äw 
w~---
1~ w-a (9) 

ausführt, welche die Werte w1 , oo in w, a überführt. Setzen wir jene 
Formel zuerst für die durch (9) definierte Funktion w1 = w1 (z) an, und er
setzen wir dann w1 durch den Ausdruck (9), so ist erstens zu bemerken, 
daß der sphärische Flächeninhalt A (t) offenbar bei der Drehung invariant 
bleibt. Die Größe N links geht in N (r, a) über und der chordale 
Abstand k (w1 , oo) transformiert sich in den chordalen Abstand zwischen 
wund a: 

(10) 

Die Beziehung (7) geht also über in 
2n r 

1 1 1 JA (t) 1 -2 log ____ ; ___ drp + N (r, a) = - 1- dt +log k-(w(-o) a), ( 11) 
n 0 k(w(re"'),a) 0 ' 
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wo das letzte Glied durch 

ersetzt werden soll, falls w für z== 0 eine Je-fache a-Stelle hat; c ist der 
erste nicht verschwindende Koeffizient der TA YLOHschen Entwicklung 
von w- a. 

Man bestätigt wieder leicht, daß der Mittelwert von [logk(w, a)j, 
stets größer als der oben eingeführte Mittelwert 

:!:1' 

1 )' I i j i m(r,a)c=. logl--· ,,~- -idrp 
2:7 l1r•(re 1)--a.l 

(I 

ist, andererseits aber auch kleiner als dieser Ausdruck vermehrt um 
eine hinreichend große, nur von a abhängige Größe. 

Für viele Fragen empfiehlt es sich nun, die Schmiegung der Funktion w 
an den Werta, statt durch m(r, a), durch den Mittelwert von logk(w, a) [ 
zu messen. Überhaupt ist zu bemerken, daß es bei solchen Maßfunk
tionen auf beschränkte additive Glieder nicht ankommt; man könnte also, 
ohne Mißverständnisse zu befürchten, überhaupt jede Größe, welche sich 
vom Mittelwert m um ein solches Glied unterscheidet, als Schmiegungs
funktion benutzen und sogar mit demselben Buchstaben m bezeichnen. 
Demnach setzen wir jetzt 

m(r, a; w) = 1 jlog 1 ,, dq;-- log 1 (12) 
2:7 ·fi(u,(re 1),a) ·h(w(u),a)' 

ll 

wo k durch die Formel (10) definiert ist. 

Wenn w (0) = a ist, so hat man das letzte Glied rechts durch den 
endlichen Grenzwert 

i. 
lim log , (, · 

t( t•J, a\ 

zu ersetzen, wo A die Vielfachkeit der a-Stelle ;; ~ 0 bezeichnet. Durch 
diese Vorschriften ist die neue Schmiegungsfunktion nz für jedes endliche 
oder unendliche a definiert. 

141. Zusammenfassend gilt also: 

Wenn die Größe N(r, a; w) N(r, a) durch die Beziehung (4') und 
der Ausdruck m (r, a; w) durch die Formel ( 12) definiert wird, so gilt für 
jedes 0 ~ r<R , 

m (r, a; u') + N (r, a; w) -~ ./ : 1-t~) dt, (I') 
0 

wo A (t) die durch n dividierte Flüche dcsjcnir;en über der RIEMANNschcn 
Kugel ausgebreiteten RIEMANNschcn Flächenstücks F 1 bezeichnet, auf welche 
die Funktion w(z) die Kreisfläche 1zl St abbildet. 
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Dieser Satz, der im wesentlichen als identisch mit dem ersten Haupt
satz betrachtet werden kann, deckt in schöner Weise die Symmetrie 
im Verhalten einer meromorphen Funktion gegenüber allen Werten a 
auf. Der Vorteil dieser neuen Fassung des Hauptsatzes liegt darin, daß 
sie die frühere angenäherte Invarianz der Summe m + N in eine exakte 
verwandelt hat. Als charakteristische Funktion T können wir. nun, mit 
ebenso großem Recht wie die Summe m(r, co)+N(r, co), das Integral 

(13) 

definieren, welches von jener Summe sich um eine additive Größe unter
scheidet, deren Betrag 

nicht übersteigt. 

1 
log2 + log k (w (o), oo) 

Wir werden im folgenden den Ausdruck (13) als die sphärische 
Normalform der Charakteristik T (r) bezeichnen, und für ihn, wo keine 
Mißverständnisse zu befürchten sind, ebenfalls die abgekürzte Be
zeichnung T (r) benutzen. 

142. Durch diese Modifikation in der Definition der Charakteristik 
T (r) werden, außer einer interessanten geometrischen Deutung dieser 
Größe, zugleich einige neue wichtige Eigenschaften derselben gewonnen. 

Die Summe T (r) = m (r, a; w) + N (r, a; w) ist eine wachsende Funktion 
von r und eine konvexe Funktion von logr. 

In der Tat ist nach (I') 

d(m+N) 
A (r), 

rührt von H. CARTAN her 1. 

1 H. CARTAN [2]. 
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Wir nehmen vorerst an, daß der Wert w(O) der gegebenen mero
morphen Funktion endlich sei. Wendet man dann die jENSENsehe 
Formel auf die Funktion w (z) -- ei IJ an, wo {} eine beliebige reelle Zahl 
ist, so wird 

2" 

2
1n j log lw(reiqc)- e; 11 !dfP + N (r, oo) = N (r,c; 0) +log jw(O) -e;'~l. 

0 

Wir multiplizieren diese Identität mit~! und integrieren von 0 bis Zn. 

Es wird dann erstens 

}n j N (r, oo) d{) = N (r, w), 
0 

und nach dem GAussschen Mittelwertsatz, falls I w (0) I< I, 

2" 

-2
1n: j log [ei{}- w(O) jdi'J= log fw(O) I, 

0 

während im Falle lw(O)i<1, nach demselben Satz, 

2" 2n 

1 J I i{} I {} 1 fl . -iO I 2n log e -w(O) d =-2 n:- og 1w(o)e -1jdD 
0 0 

2:t 

1 J i'l = 2-n log:Jw(O)ic'-1[d{)=log1=0, 
0 

so daß also ohne jede Einschränkung 

21n- j log lw(O) -ei 11 : dfJ=l;g :w(O) . (14) 

Ferner wird für z=rci'f 
2n 2n: ~;r ~;r 

2
1n j d{} 2

1n j log :w(z) --ei!'jdgJ= -}n- j dfP-}iC j log ;w-ei 0 jd{}. 
0 0 0 0 

+ 
Hier ist der Wert des letzten Integrals gemäß (14) gleich loglw(rei'~')[, 
und das betreffende Glied wird also gleich 

2rr 
1 J + . -in logjw(re'q)drp=m(r, oo). 

0 

Zusammenfassend haben wir also durch Integration der JENSEN
scben Formel gefunden 

T(r) --m(r, oo)+N(r, oo)= }n-jN(r,ei'")d{)+l~g[w(o):. (15) 
0 
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Diese Formel gilt auch für den Anfangswert w (0) = oo; man hat nur 
+ + 

das konstante Glied loglw(O)I rechts durch log[cJ zu ersetzen, wo c der 
erste nicht verschwindende Koeffizient der Laureutentwicklung von w 
im Nullpunkte ist. 

Da N eine wachsende, konvexe Funktion von logr ist, so folgt, daß 
auch das Integral rechts in (15) und somit auch der Ausdruck T(r) 
dieselbe Eigenschaft hat, was zu beweisen war. 

Die an sich interessante CARTANsche Beziehung (15) kann auch in 
bemerkenswerter Weise geometrisch gedeutet werden. Das Integral 
rechts ist gleich 

2n r 2n 

1 ·o 1 dt 1 ·lf N (r, e' ) d {} = · t- n (t, e' ) d {}. 
0 0 0 

Hier bedeutet das innere Integral offenbar die gesamte Länge l (t) der
jenigen Bogen des Einheitskreises I w I = 1 , welche von den Funktions
werten w für [z ISt überdeckt werden, wobei jeder Bogen so oft mitgezählt 
wird wie die Anzahl der Überdeckungen angibt, oder anders ausgedrückt: 
l (t) ist die gesamte Länge derjenigen Bogen des RIEMANNschen Flächen
stücks F 1, welche sich auf den Einheitskreis I w I= 1 projizieren. 

Es ist also 
d T (r) =l(r) 
dlogr ' (16) 

wo l (r) die Gesamtlänge der über dem Kreis [ w I = 1 liegenden Bogen der 
Fläche F, ist. 

§ 4. Verallgemeinerungen. 
143. Die zuletzt besprochene Integrationsmethode von H. CARTAN 

läßt sich in bemerkenswerter Weise verallgemeinern. Wir denken uns 
über einer beschränkten, abgeschlossenen Menge E von Punkten der 
Ebene eine nichtnegative Belegung p, vom Gesamtbetrage 1 verteilt. 
Wenn dann w (z) eine für I z I < R "'5:. oo meromorphe Funktion ist, so setze 
man die JENSENsehe Formel 

2n 

2
1Ji 1 log lw(rei'~') -a ldcp+N(r, oo) =N(r, a) +log Jw(O) -a! 

0 

an (a+ oo, w(O)+ oo), multipliziere beiderseits mit dp,(a) und integriere 
über die Punktmenge E. Es wird 

2n 

u(w(O)) +N(r, oo) = 2
1n 1 u(w(rei'~'))dcp+ 1 N(r, a)dp,, (17) 

0 E 
wo 

zt(w) = 1 log lw~a~dp. 
E 
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das logarithmische Potential der Massenbelegung ft im Punkte w ist. 
In der obigen allgemeinen Fassung wurde die Beziehung ( 17) von 
Ü. FROSTMAN angegeben1. 

Das Integral I 

.f.v(r, a)d ,tt = /n lD dt, 

wo J·: {I 

ü(t) =./n (t, a)d fl, 
J; 

hat wieder eine interessante geometrisch-physikalische Bedeutung. Die 
Größe .Q (r) ist gleich der gesamten M assc, welche über dem RIEMANNschcn 
Flächenstück F, verteilt ist, worauf die mcromorphe Funktion w (z) die Kreis
scheibe j z! ;Sr abbildet, falls jedem Flächenelement c dieser Fläche die 
Masse f.l (e) zugeordnet wird. 

144. Die allgemeine Beziehung ( 17), die uns in der Folge noch wichtige 
Dienste leisten wird, enthält die Ergebnisse von § ) als spezielle Fälle. 
Setzt man zuerst d t.t gleich dem durch :il definierten sphärischen Flächen
element (a=:afei"') 

adfajdx 
d Jl = JT ( 1 + ll 2)2 ' 

so wird 
[w C'O r a log I w . ;· ' a lo•T 11 • 

u(w)=-2. -(t+ a')' d.a·---2 (' 1 '+",l 2)~da-clog. 
V1 + lwl" 

0 ~ 

Ferner wird .Q (r) gleich dem sphärischen Flächeninhalt A (r) der 
RIEMANNschen Fläche F,, und die Beziehung ( 17) geht also über in 

2n r 

-};:flog V 1-+ ;w(;/rr)-2 drp+N(r, w l ,,= j·1t) dt+logy'1+Tw(of2-, 

0 0 

was mit dem ersten Hauptsatz in der SHIMIZU-AHLF<msschen Form (7), 
§ 3 übereinstimmt. 

Für eine zweite Anwendung der Fundamentalbeziehung ( 17) nehmen 
wir als Menge E eine beliebige Punktmenge von positivem harmonischen 
Maß. Setzt man dann für f.t eine Belegung ein, welche das RuBINsehe 
Problem für die Menge E löst (N r. 111), so wird das Potential u (w) gleich 
der Summe 

~t(w)=--r;(w, w)-f-y, 

wo g die GREENsehe Funktion des von E berandeten Außengebiets 
ist und y die entsprechende RoBINsche Konstante bezeichnet. Wählt 
man E insbesondere als die Kreislinie I w: = 1 , so wird -- tt für I w i ~ 1 
gleich der GREENsehen Funktion log: w: des Kreisäußern und u = 0 

für jwj ~ 1; fernerwird d fl = -~ ~-. Man findet also den CARTANschen Satz 

wieder. 

1 Ü. FROSTMAN [2], [3]. 
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Falls E positive Kapazität hat, so besteht ebenfalls ein einfacher 
Zusammenhang zwischen dem Mittelwert des oben betrachteten Gleich
gewichtpotentials u und der Schrniegungsfunktion m(r, ro ). An
genommen, daß die Punktmenge E im Kreise I a I ~R (R ~ 1} liegt, so 
wird für Iw i :::0:2R 

log 2 < log -- 1 · <::::. log I w -15 log --1 - «::: log 2 
3 ~ 1 +I~ I -- w- al- 1 -I~ 1- ' 

und daher, wegen ' 

u(w)=logl:l + jloglw:-aldfl, 
li 

u(w) =log I~ I + (log2). 

Für Iw i ;:-,2R ist wiederum einerseits (vgl. Nr. 112} u5. y, anderer
seits, da u sein Minimum auf der Kreislinie Iw] = 2R erreicht, u(w) 2':; 
--log 2R -log 2, somit 

;u(z): <, y j +log4R< I y[ +log6R-l;g Iw i. 
Zusammenfassend gilt also für jedes w 

+ 
u(w)=-logfwl+ <lr:+log6R), 

und es wird folglich 

21~ J u (w (reiq)) dcp =- m (r, ro) + < [y j + log6R). 
0 

Führt man dies in die Fundamentalbeziehung (17) ein, so gelangt 
man zu folgendem Satz: 

Wenn E eine Punktmenge von positivem harmonischen Maß und fl 
eine nichtnegative, über E ausgebreitete Massenbelegung von der Gesamt
masse 1 ist, welche das RüBINsche Problern für E löst, so genügt die 
charakteristische Funktion T (r) einer beliebigen für I z i < R S ro rnero
rnorphen Funktion der Beziehung 

T(r)=jN(r,a)dtt+0(1). (18) 
E 

Hieraus ergibt sich für T (r) eine neue physikalische Deutung, welche 
als eine Verallgemeinerung der im § 3 angegebenen Interpretation von 
CARTAN betrachtet werden kann, und diese als Spezialfall enthält. 

Sei E eine beliebige Punktmenge von positivem harmonischen Maß. 
Verteilt man über E eine nichtnegative Einh~itsmasse, so daß das von ihr 
erzeugte Potential auf E eine möglichst kleine obere Grenze hat, so ist die 
Charakteristik T (r) einer beliebigen meromorphen Funktion bis auf ein 
beschränktes Glied gleich dem Mittelwert 
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wo Q gleich der gesamten Masse ist, welche die Bildfläche F, von lzi $_r 
trägt, wenn man jedes Flächenelement von F,. mit dem über demselben liegen
den Massenelement d fl belegt. 

145. Wir haben oben darauf aufmerksam gemacht, daß der erste 
Hauptsatz, welcher die Invarianz der Summe m (r, a) 1- N (r, a) für alle 
Werte a behauptet, keinen Aufschluß über die relative Größe der zwei 
Glieder m und N gibt. Der obige Satz zeigt nun, daß die Anzahl
komponente N i. a. die Hauptkomponente der Summe m -+- N ist. Inte
griert man nämlich jene Summe, die bis auf ein beschränktes Glied 
gleich der Charakteristik T (r) = m (r, a) + N (r, a) ist, nach Multiplikation 
mit dfl über die Punktmenge E, so wird 

T(r)=~.fN(r, a)df.t+ .f m(r, a) dfi-\ 0(1), 
Ii E 

woraus unter Beachtung von ( 18) folgt: 
Das über eine Punktmenge E von positivem harmonischen Af aß crstreckte 

Integral 
.f m (r, a) d,u, 

E 

wo fl die zu E gehörige HoBINsehe Belegung ist, ist fiir jedes r beschränkt. 

Dieser Satz soll später noch näher analysiert werden. Hier begnügen 
wir uns damit, einen unmittelbaren Folgesatz der allgemeinen Beziehung 
( 18) hervorzuheben: 

Wenn die Anzahlfunktion N (r, a) für eine Menge von Werten a 
von positivem harmonischen Maß gleichmäflig beschränkt ist, so ist auch 
die Charakteristik T (r) beschränkt. 

Für eine in der ganzen Ebene z =F co meromorphe Funktion w (z) 
hat dieser Satz wenig Interesse; die Beschränktheit von N (r, a) bedeutet 
ja hier, daß N = 0 (vgl. S. 167), die Beschränktheit von T wiederum, 
daß w(z) sich auf eine Konstante reduziert (dies soll in VII,§ 1 gezeigt 
werden). Nach dem PICAHDschen Satz ergibt sich indes die Konstanz 
von w (z) schon als Folgerung des Verschwindens von N (r, a) für drei 
verschiedene Werte a. 

Dagegen ist das obige Resultat von großer Bedeutung, falls w (z) 
nur in einem endlichen Kreis meromorph ist. Hier spielen die Funktionen 
von beschränkter Charakteristik eine hervorragende Rolle, wie aus dem 
nächstfolgenden Abschnitt hervorgehen wird, wo wir auch eine wichtige 
Anwendung aus dem obigen Satz geben werden. 

146. Wir haben gefunden, daß der :\fittelwcrt 
}' 

)
. ()(t) . 

"" 1 -dt= j N (r, a) d,u (a), 
0 (a) 
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wo Q die von der Bildfläche Fr getragene Masse bezeichnet, bei besonderer 
Wahl der über die Grundebene (w-Ebene) ausgebreiteten, nichtnegativen 
Einheitsmasse fl im wesentlichen gleich der Charakteristik T (r) wird. 
Es ist für spätere Zwecke wichtig zu bemerken, daß dieser Mittelwert 
für eine ganz beliebige Belegung fl nicht wesentlich größer als T ausfallen 
kann. Auf Grund des ersten Hauptsatzes, nach welchem N (r, a) ~N (r, a) 
+ m (r, a) < T (r) + 0( 1) ist, scheint dies fast einleuchtend zu sein. Indes 
ist die Größe 0 ( 1) bei Anwendung der ursprünglichen Definition 
T (r) = m (r, CD)+ N (r, CD) der Charakteristik nicht gleichmäßig be
schränkt und die Abschätzung muß deshalb genau ausgeführt werden. 

Eine brauchbare Grundlage hierfür bietet uns die sphärische, exakt 
invariante Normalform [VI, § 3 (11)] 

r 

T(r) =JA (t) dt =N(r, a) + · 1 jlog---1 ~- -dq:;-log -~1 --
o t Zn k(w(re"~'),a) k(w0 ,a) 

der Charakteristik, wo 

k(w,a)= ~ _'!11-::~aL_ 
v1 +l~:· v1 + 1a-r 

den chordalen Abstand der Projektionen vonwund a auf der RIEMANN

schen Kugel bezeichn_et und w0 =w(O) ist. Wegen k~1 wird 

und also 

wo 

N (r, a) ~ T (r) +log ·k (. 1 -) w0 , a 

.f N(r, a)dtt::::: T(r) + P(w0), 

(a) 

P (w) = j log .....!~ dtt 
k(w, a) 

(a) 

(19) 

das "sphärisch-logarithmische" PotentiaP der Belegung fl definiert, 
welches aus dem gewöhnlichen logarithmischen Potential 

u(w) = j log w !_ a:dtt 
(a) ' I 

hervorgeht durch Addition des Zusatzgliedes 

log V 1 + lwl 2 + .flogyT+lafdfl. 
(a) 

Die Beziehung (19) wird uns in der allgemeinen Wertverteilungs
lehre (IX) noch wichtige Dienste leisten. Bei den Anwendungen hat man 
stets die Massenbelegung fl so zu wählen, daß der Potentialwert P (w0), 

der den größten möglichen Überschuß des Integrals .f Q d log r über 
die Charakteristik T (r) angibt, endlich ausfällt. 

Vgl. hierzu L. AHLFORS (8]. 
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VII. Beschränktartige Funktionen. 
§ 1. Quotientendarstellung einer Funktion 

von beschränkter Charakteristik. 
147. Da die charakteristische Funktion T(r) einer für z: ·<R<ro 

meromorphen Funktion mit wachsendem r zunimm!, so existiert jeden
falls der Grenzwert 

T(N) !im T(r), 
--' H 

und man hat zwe1 Fillle zn unterscheiden, je nachdem T (!\)- ro oder 
T (R) < oo ist. 

Sei zun:ichst R- oo. Die Charakteristik T (r) un1ero;c hei< lct sich vom 
Integral 

I. :!(tldl 
. t 
II 

um ein beschränktes Glied. \\'enn w nicht konstant ist, so ist der 
sphärische Flächeninhalt A (t) der Bildfbche des Kreises z <t für 
jedes t >0 positiv und, wenn r0 eine beliebige posi!iH~ Zahl ])('zeichnet, 
A(r)>A(r0)>0fürr>r0 . Alsoist fiirr r0 

und daher 

I 

.r .I?) dt > / .l }1)_d/ 

0 ln 

T 
lim . ll; 

daraus folgt der Satz: 
r- cu l<)g- r 

Wenn die charakteristische Funldion T (r) ewcr 111 da l~bozc z + m 

meromorphcn Funktio11 beschriin!d ist, oder allgcmcill<'r, '''1'1111 schon 

l' T (v) 
llll loor 0, 

1' '-=--- CD ;-, 

so reduziert sich die Funktion u• au/ ei11c 1\onstanlc. 

148. Bei der nachfolgenden Cntersuchung der Funktionen von be
schränkter Charakteristik können wir uns also an Funktionen halten, 
die nur in einem endlichen Kreis meromorph sind. Es bedeutet dann keine 
weitere Einschränkung anzunehmen, cla13 dieser cler Einheitskreis ist. 

Sei also w (z) für : z [ < 1 meromorph 11nd 

T(1)=limT(r) endlich. 
I 

Wir wählen im Kreise z, < u < 1 einen !'unkt ~o · r0 c1 q,. (r0 .. u) und 

bezeichnen durch g0 (z, z0 ) die CREEKsehe Funktion 
()'!. -- ::() : 

g"(z, z0) ~·log,;, (: ) 1 - •o. , 
dieses Kreises und durch - h (z, ;;0) ihre, in lwzug auf die Verii.nclerliche z 

bestimmte, konjngicrte harmoni:-;clw Ftmk!ion. 
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Unter der Annahme, daß z0 keine Null- oder Unendlichkeitsstelle 
der Funktion w (z) ist, welche nichtkonstant vorausgesetzt wird, setzen 
wir die PüiSSON-J ENSENsche Formel an: 

2n 

1 r ( )' 1 {l I ( ill)l e•-r~ d-u og 1 w z , = ·-·· og w ne - -.----··---- u+ 
. 0 zn. o:: 'f! 2 +r,i-2Qr0 cos(fJ-q;0 ) 

0 

+ ~ge(z0 , b.)- ~ge(z0 , aß), 
lbv't < e la.u~ < e 

wo aß und b. die Nullstellen und Pole von w (z) bezeichnen. Schreibt 

man hier log 'w 1 = l~g ! w ,1' -l~g I _1 I und ferner 
. . . [W 

2n 
i 'f 1 J + i 0 I (!2 - r 2 

UQ (re 'w) = 2:n: log I w (ee )I e• + r• = i (! r cos{:& ...:-.--;pf dß' 
0 

Vu(z, w) =~ge(z, b,.), 
lbvl <V 

We(z, w) = Uv(z, w) + Vv(z, w), 

so wird also 

log lw{z) I= Wv(z, w)- We (z, :-). 

( 1) 

(2) 

Die Größe We (z, w) ist nichtnegativ und harmonisch in I z I < (!, außer 
für die Pole bv, wo sie logarithmisch unendlich wird; für z = 0 geht sie 
in die charakteristische Funktion T ((!, w) über; dies setzt voraus, daß 
z = 0 kein Pol von w (z) ist, was ohne wesentliche Einschränkung an
genommen werden kann. 

149. Wir beweisen nun: 
Der Ausdruck Wv(z0 , w) ist eine wachsende Funktion von (!. 

Beweis. Es sei r eine beliebige Zahl des Intervalles O<r0 <r<e. 
Da der Ausdruck We nicht negativ ist, so wird nach {2) 

l~g] w (z) [ ;";; Wv (z, w) 
für ! z [ = r , also 

2n 

U. z w = -- lo w re''P ------- 0--- -- d 1 j + · r 2 - r 2 

,(o,) 2:;r g[ { )jr2 +rö-2rr0 cos(q;-q;0 ) cp 
0 

2n 

1 j itp r 2 -r2 
< .. · W (re w)- ---"·----dm 
~ 2n e ' r 2 +rij-2rr0 cos(cp-rp0 ) r· 

0 

Zur Auswertung des letzten Integrals bemerke man, daß der Aus
druck Vr(z, w), welcher für [zJ<r dieselben Pole wie W 2 (z, w) hat, auf 
der Peripherie fz: =r verschwindet, so daß also die Randwerte von We 
durch diejenigen von lVv- Vr ersetzt werden können. Da nun diese 
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Differenz für lzl<r harmonisch ist, so ergibt die PorssoNsche Integral
formel für das obige Integral den Wert We(z0 , w)- V,(z0 , w). Es 
wird somit 

U,(z0 , w) ~We(z0 , w)- V,(z0 , w) 
oder also 

U,(z0 , w) + V,(z0 , w) -=W,(z0 , w) ;SWe(z0 , w), 

womit der Nachweis zu Ende geführt ist. 
Hierdurch haben wir gleichzeitig einen neuen Beweis für die Mono

tonie der Fundamentalgröße T (r, w) ~ W, (0, w) erhalten. 

150. Aus dem obigen Satz schließen wir nun für jeden Punkt des 
Einheitskreises auf die Existenz des endlichen oder unendlichen Grenz-
werts 

lim W,(z, w) --=W(z, w). 
r+l 

Nun ist dieser Grenzwert für z=O gleich T(1)=limT(r), also nach 
r~ 1 

Voraussetzung endlich. Hieraus schließt man, unter Anwendung der 
Monotonie von W,, nach dem Prinzip von HARNACK (vgl. V, § 1), daß 
die Konvergenz von W, für I z I ~e < 1 gleichmäßig ist. Die Grenz
funktion W (z, w) ist somit als eine in jedem Punkt des Einheitskreises 
nichtnegative und harmonische Funktion erklärt, mit Ausnahme der 
Pole b., wo sie das gleiche Verhalten wie log Iw[ aufweist. 

In ähnlicher Weise geht die Existenz der harmonischen, nicht
negativen Grenzfunktion 

!i~W,(z, :) w(z,~) (3) 

hervor, so daß also die harmonische Funktion log! w I für [ z I< 1 als 
Differenz von zwei daselbst nichtnegativen harmonischen Funktionen 

dargestellt ist. 
loglwi=W(z,w)-W(z, ~) (3') 

Es erhebt sich die Frage, ob die zwei Glieder Ue und Ve, als deren 
Summe der Ausdruck We definiert ist, schon für sich allein für e ->-1 
konvergieren. Daß dies tatsächlich der Fall ist, geht für die Funktion 
ve hervor durch die oben auf wc angewandte Schlußweise (HARNACK
sches Prinzip). B:ierzu hat man nur zu bemerken, daß Ve(z, w), wie aus 
seiner Definition unmittelbar hervorgeht, eine mit e wachsende Funktion 
ist, und daß ferner 

Ve(o, w) =N(e, w) ~ T(e), 

woraus die Existenz des Grenzwerts lim V"= V für z = 0, e--* 1 erhellt. 
Man schließt also, daß die Reihe -

V(z, w) = ~ g(z, b,.) =~log 1 1~ u,:·,~ (4) 
bv <I 

für iz! ~r< 1 gleichmäßig konvergent ist. 
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Schließlich wird 

U(z, w) --limUe(z, w) = W(z, w)- V(z, w). 
a~l 

Wir fügen jetzt zu W (z, w) seine konjugierte harmonische Funktion 
iW(z, w). Wenn die in dieser enthaltene additive Konstante in ge
eigneter Weise gewählt wird, so ergibt sich 

logw= (W(z, w) +iW(z, w))- ( w(z, ~) +iW (z, ~)), 
oder falls noch 

l(z, w) =e- W(z,w) -iW(z,w) (5) 
gesetzt wird, 

(5 ') 

Hier sind I (z, w) und I ( z, ~) für ! z: < 1 reguläre und beschränkte Funk

tionen, I I I ;::::1, von denen jene in den Polen b., diese in den Nullstellen al' 
von w (z) verschwindet. 

Führt man die konjugierten Funktionen [J und V der einzelnen 
Glieder U und V von W ein, so erhält man eine weitere Zerlegung des 
Ausdrucks rechts in (5). Was besonders die Funktion V betrifft, so 
läßt sie sich mit Hilfe der Summendarstellung (4) von V als eine 
konvergente Reihe darstellen, deren Glieder die konjugierten Funk
tionen -h(z, b.) der GREENsehen Funktionen g(z, b.) sind; um Kon
vergenz zu erzielen, hat man nur die willkürliche additive Konstante in 
h(z, b.) so zu wählen, daß Konvergenz für einen Wert z, z. B. für z=O, 
stattfindet. Dies erreicht man am einfachsten so, daß man h durch 
die Bedingung h (0, b.) = 0 normiert. Durch diese Vorschrift ergibt sich 

-- :2 1-bvz ·p 
V(z,w)+iV(z,w)= log-- -iT (b.=Jb.le'"). (6) 

lbvl-ze • 
I bv I ::i! I 

Setzt man dann noch 
rp (z, w) = e- U(z,w)- i U (z.w), 

so wird die beschränkte Funktion 

l(z, w) =cp(z, w):n(z, w) 
mit 

(7) 

II lbv'- ze-i ß•• 
:n(z, w) = - (8) 

1- bvz 
jbvl < 1 

als Produkt von zwei für I z I < 1 beschränkten Funktionen rp und :n 
dargestellt, von denen rp nullstellenfrei ist, während :n in sämtlichen 
Polen b. von w (z) verschwindet. Solche Produkte :n linearer Trans
formationen, welche den Einheitskreis invariant lassen, sind schon von 
PoiNCARE in der Theorie der automorphen Funktionen eingeführt 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 12 
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worden; ihre Bedeutung für die allgemeine Theorie der beschränkten 
Funktionen ist zuerst von BLASCHKE erkannt worden, weshalb man sie 
oft als BLASCHKE-Produkte bezeichnet!. Diese besonderen beschränkten 
Funktionen zeichnen sich durch interessante Eigenschaften in der Nähe des 
Randes I z I = 1 aus, worauf wir später noch näher zurückkommen werden. 

Zusammenfassend haben wir den 2 

Satz. Falls die Charakteristik T(r) einer im Einheitskreise mero
morphen Funktion w (z) für r< 1 beschränkt ist, so läßt sich w als Quotient 

( 1' ( 1' ( 1 I z, w ) rp Z, w ) n Z, ·w-) 
w (z) = -I (z, w) = ~w) n (~. w)- (9) 

von zwei durch die Formeln (3) und (5) definierten beschränkten Funk
tionen f ([ f I::S 1) darstellen, welche sich als Produkte von zwei durch die 
Formeln (7) und (8) erklärten und wieder für [z[<1 beschränkten Funk
tionen cp, n{fcpl ;:S1, fnl S1) schreiben lassen. 

Eine Funktion, die als Quotient von zwei beschränkten Funktionen 
darstellbar ist, wollen wir kurz beschränktartig nennen. Jede für I z I< 1 
meromorphe Funktion von beschränkter Charakteristik T (r) ist also be
schränktartig. 

151. Umgekehrt gilt aber auch: 
Jede für I z I < 1 beschränktartige analytische Funktion w (z) hat eme 

beschränkte Charakteristik T (r). 
Beweis. Sei w (z) für [ z [ < 1 beschränktartig, d. h. 

'IJlt (z) 
w(z) =v;;rz)' (10) 

wo 1p1 und 1p2 im Einheitskreise beschränkt sind. Es bedeutet keine 
Einschränkung anzunehmen, daß [1fJ1 [ ;:S1, l1f12 ! ;:::::1, denn dies kann 
stets durch Division des Zählers und Nenners mit einer passenden 
Konstante erreicht werden. 

Um jetzt nachzuweisen, daß die Charakteristik T(r, w) für r< 1 
beschränkt ist, wählen wir einen beliebigen Punkt z0 des Einheits
kreises. Nach {10) gilt für jedes :zJ<1 

l;g I w (z)[ ;;S l~g '1Jl•1(z) I' 
und es wird somit 

U, (z0 , w) "S; U, ( z0 , ~.) 
für I z0 I < r < 1 . Andererseits ist, da die Funktion 1p2 m jedem Pol 
von w (z) verschwindet, . 

V,(z0 , w) ;;SV, (z0 , ~;) 
1 H. PoiNCARE [2], W. BLASCHKE [1]. 
2 R. NEVANLINNA [3]. 
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und es ergibt sich folglich durch Addition, unter Anwendung der Formel 
von POISSON-jENSEN, 

W,(zo, w) ~ w,(zo, ~)· = W,(zo, 1f.!2) +log 1-1( -)I' 
. 'lf• IP• Zo 

oder also, da W, (z, 1jJ2) wegen der Beschränktheit von 1fJ2 identisch ver
schwindet, 

W, (z0 , w) :=;:log I 'P• ~zo) I· 
Wenn nun 1jJ2 (0) =l=O, so ergibt sich für z0 = 0, daß 

W (o w) ccc T(r w)::; log 1-:._-1 
r ' ' - IP• (o) 

(11) 

für jedes r< 1 gilt, woraus die behauptete Beschränktheit von T (r, w) 
folgt. 

Ist dagegen 1fJ2 (0) = 0, so wird man durch Multiplikation der Funk
tion w mit einer passenden Potenz von z auf den Fall1fJ2 (0) =l=O zurück
geführt, und da die Charakteristik T (r, w) sich hierbei nur um ein für 
r< 1 beschränktes additives Glied ändert, ergibt sich das erwünschte 
Resultat wie oben. 

Hinreichend und notwendig, damit eine für [zl < 1 meromorphe Funktion 
beschränktartig sei, ist, daß die zugehörige charakteristische Funktion T (r) 
für r-+ 1 beschränkt ist. 

Wenn w für lz[ <1 beschränktartig ist, so läßt sie offenbar unend
lich viele Darstellungen der Form 

'Pl 
W=--

'1'• 
(12) 

zu, wo j 1fJ1 [ ~ 1 und 1 1fJ2 [ ::;: 1 . Denn wenn eine solche Darstellung gegeben 
ist, gelangt man zu einerneuen derselben Art einfach so, daß man Zähler 
und Nenner mit einer beliebigen für [ z I < 1 beschränkten Funktion 1fJ 

(i1fJI ~1) multipliziert. Unter allen möglichen Darstellungen der Form 
(12) zeichnet sich die durch die obige Konstruktion gewonnene spezielle 
Darstellung (9) durch folgende Extremaleigenschaft aus: 

Es ist für jedes ;z J < 1 

( 13) 

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus der Beziehung (11), wenn 
man r gegen Eins streben läßt. Es wird so 

W (z, w) :=;:log I 'P•t(z) I' 
oder wegen log [f(z, w)[ =-W(z, w) 

'f(z, w)j ~ !1jJ2 (z)[. 

Die zweite der Relationen (13) ergibt sich, wenn man dieselbe Schluß

weise auf die Funktion 1 anwendet. 
w 

12* 
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Mit Hilfe des Maximumprinzips folgt weiter leicht: Wenn in den 
Beziehungen (13) Gleichheit für einen Punkt z des Einheitskreises gilt, 
so muß sie identisch bestehen, und es wird dann '1jJ2 =ei"f(z, w), 

'lfJ1 =eictf(z, ~). 

§ 2. POISSON-STIELTJESsche Integraldarstellung einer 
beschränktartigen Funktion. 

152. Die Darstellung einer beschränktartigen Funktion, welche im 
ersten Paragraphen abgeleitet wurde, erlaubt uns, das Verhalten einer 
solchen Funktion am Rande i z 1 = 1 näher zu untersuchen. Als Grundlage 
wird uns eine Integraldarstellung dienen, die als eine Erweiterung der 
gewöhnlichen PorssoNschen Formel betrachtet werden kann. 

Wir betrachteten eine für ! z I < 1 reguläre analytische Funktion 
w (z) = u (z) + i V (z); für jedes i z! < e < 1 erlaubt sie die PorssoNsche 
Darstellung 2 " 

w (z) = - 1-ju (nei &) _(!_!'_': +:;_ df) + iv (0). 
2n <= Qe'''-:; 

0 

Solange über das Randverhalten von u (z) keine besonderen Voraus
setzungen gemacht worden sind, ist der Grenzübergang e --.. 1 unter dem 
Integralzeichen nicht möglich. Wir werden daher der harmonischen 
Funktion u (z) eine zweckmäßige einschränkende Bedingung auferlegen; 
es soll vorausgesetzt werden, daß der Mittelwert von [ u (z) [ auf den 
Kreisen I z [ = r < 1 gleichmäßig beschränkt ist : 

2n . 

j[u(re"1'Ji dcp<M für r<1. (14) 
0 

153. Die derart definierte Klasse von harmonischen Funktionen ist 
identisch mit der Menge derjenigen Funktionen, welche im Einheits
kreise als Differenz von zwei nichtnegativen harmonischen Funktionen 
geschrieben werden können. Es ist dies eine unmittelbare Folgerung aus 
§1. Wenn nämlich w=u+iv für [zi<1 regulär ist, so ist 

2n . . 

T (r, ew) = m (r, ew) = 21n /0_ (r e''~')!: u (r_e'_")_ dcp 
0 

2:n ( 15) 
= _1_1[ ( ;'~') 1d -l- u (oL 

4 n u re I cp ' 2 ' 
0 

und ew ist also dann und nur dann bcschränktartig, wenn das Integral 
(14) beschränkt ist. Dann und nur dann läßt sich somit ew als Quotient 
von zwei (von Null verschiedenen) beschränkten Funktionen cp2 und cp1 

([ cp. I< 1, v = 1, 2) darstellen, und w sich also auf die Form w = w1- w2 

bringen, wo w1 = -- log(Pl und w 2 = --·logcp2 nichtnegative Realteile besitzen. 
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Aus unseren Ergebnissen (§ 1, Nr. 150} folgt ferner, daß unter allen 
möglichen Darstellungen w = w1 - w2 eine besondere existiert, welche 
durch die Extremaleigenschaft ausgezeichnet ist, daß die Realteile von 
w1 und w2 möglichst klein sind. Diese Extremaltunktionen w1 und w2 

sind als die Grenzwerte 
2" . 

1 J ·o ee' 11 +z w. (z) = lim- u" (ee' ) -- . -- df) 
2n ne' 0 - z 

e~l o " 
(v= 1, 2} 

bestimmt, wo 
u1 = ~ (iu] +u), u2 = ~ (iu]-u) 

ist (vgl. Nr. 149}. 

(16} 

Es verdient noch bemerkt zu werden, daß das Integral (14), wie 
aus dem Zusammenhang (15) unmittelbar ersichtlich wird, mit r monoton 
zunimmt, so daß es jedenfalls für r = 1 einen bestimmten, endlichen oder 
unendlichen Grenzwert hat. 

154. Durch diese Resultate haben wir die Untersuchung derjenigen 
analytischen Funktionen, welche der Bedingung (14) genügen, auf die 
Betrachtung einer analytischen Funktion w = u + i v zurückgeführt, welche 
für I z] < 1 einen nichtnegativen Realteil u hat. Auf Funktionen dieser 
Art werden wir uns beschränken, wenn wir im folgenden dazu übergehen, 
die in Aussicht gestellte Integralformel herzuleiten. 

Wir fixieren eine Zahl r 0 des Intervalls 0 < r 0 < 1 und setzen 

.~. . . 
w1 (re;•)= Jwi~) dz= Jwi~) dt+ J w(re; 0}df), (17) 

~ ~ 0 

wodurch w1 als eine für O<lzi <1 reguläre (in der Umgebung von z=O 
vieldeutige) Funktion definiert ist. Wir betrachten im folgenden den
jenigen Zweig dieser Funktion, welcher durch die Bedingung 

-ß<rp-;::;_2n+ß festgelegtwird (o<ß< ~). 
Für den reellen Teil u1 von w1 hat man den Ausdruck 

, . 
u1 (ri•) = ffi (w1 (rei•)) = J v ~t) dt + J u (ri 0) df). 

•• 0 

Es ist also ou . 
-0 ; =u(re'•) ~0. 

Wie schnell kann i w1 1 für I z 1-+ 1 wachsen? Eine obere Schranke 
für diesen Betrag erhalten wir aus (17}, wenn wir schreiben 

r0 eitf rei fP 

w1 (re;•) =J w_ (z) dz+ J w_(z) dz. 
~ z t z 

ro roeiq; 
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Es wird hiernach für r 0 < r < 1 
'Po 

!w1 (rei<r)[~j:w(r0 ci&);dB!+ :J:w(tciq:) dt. ( 18) 
0 ro 

Für den Betrag : w · hat man wieder nach der Pmssoxschen Formel für 
lzl<e<1 

'I + z 1 j ·1 n + I •• I () .[<" '-- u(oe'')dß.J_ v(O) =-'---"o_u(Ol+ v(o): .• wz==c-zl2n- ' I c-c 
0 

oder also für (! -+ 1 
1 • < 1 + lz' 
!w(z):= 1 _, u(o)+:v(O). (19) 

Führt man dies in ( 18) ein, so wird für 0 'S rp < 2 n 
i 'P 1 + r0 1 • i v (o) 2 u (o) 1 -- r0 lw1 (re )I;S2nu(O)- +2n 1

1 v(O),+--·· +- ··log t-r. (20) 
l I 1 - Yo Yo Y0 

Hieraus ist ersichtlich, daß : w1 (z) i in der Nähe von z = 1 höchstens 

von der Größenordnung log 1 ist, während :w wie - 1- ins Unendliche . 1-r 1 1-r 
wachsen kann; die in ( 19) gegebene obere Schranke ist nämlich genau, 
wie das Beispiel 

zeigt; für welches u (0) = 1, v (0) = 0 ist. Die Integralfunktion w1 wächst 
also für : z I -+ 1 weniger schnell ins C nendliche als w; wegen dieser 
"regularisierenden" Wirkung der Integration bedeutet es einen Vorteil, 
jene Integralfunktion einzuführen. 

Ein noch einfacheres Verhalten weist die durch wiederholte Integration 
gewonnene Funktion 

r" 

auf. Bei Anwendung der Abschätzung (20) sieht man nämlich unmittel
bar ein, daß w2 (z) auf der Peripherie z = 1 stetig ist. Speziell existiert 
somit der stetige Grenzwert 

(21) 

des Realteils 

(22) 
r" (l 

Um die Eigenschaften der Grenzfunktion u 2 (rp) näher zu unter
suchen, bemerken wir, daß für r< 1 
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gilt, wonach also u2 eine konvexe Funktion von 9' ist, so daß für 911 :S912 :S9'a 

u2 (re;'~'') u2 (re;'~'') u2 (ri'~'•) 

9'1 9'2 9'a :SO· 
1 1 1 

Durch den Grenzübergang r-+ 1 findet man nun, daß dieselbe Be
ziehung auch für u2 (ei'~') gilt, und man schließt infolgedessen, daß auch 
u2 (e;'~') eine konvexe Funktion von 9' darstellt. Folglich hat sie eine 
rechtsseitige und eme linksseitige Ableitung u; (ei (<P +Ol) bzw. u; (ei (q;- 0l) 
und es ist 

, ( i(q;-0)) < , ( i(<P+O)) u2 e =u2 e , 

wo das Gleichheitszeichen für alle 9'· außer höchstens für eine abzählbare 
Menge von Werten, besteht. Setzt man 

( ) _ 1 ( , ( i(q;+O)) + , ( i(q;-0))) '!jJqJ- 2 u2 e u2 e , (23) 

so ist also "P als eine monoton wachsende Funktion von 9' eindeutig erklärt. 

Wir behaupten nun, daß 

lim~(ri'~')='!jJ(9') (24) 
r=l 

für jede Stetigkeitsstelle 9' von "P(9') gilt. Setzt man nämlich für r:S1 

iq; u 2 (rei (<P + h)) - u 2 (rei '~') 
LI (re , h) = h , 

so gibt es, sofern 9' eine Stetigkeitsstelle von "P (91) ist, wegen der Kon
vexität von t-t2 für jedes e>O eine so kleine Zahl h>O, daß 

Ferner ist für hinreichend große Werte r< 1 

woraus folgt, daß sowohl LI (rei<P, h) als auch LI (rei'~', -h) im Intervall 
(1p-e, "P+e) liegt. 

Andererseits ist 

LI (ri'~', -h) :Su1 (re;'~') :S LI (ri'~', h) 

und man schließt also, daß auch u1 (rei<P) für hinreichend wenig von 1 
abweichende Werte r in das oben erwähnte Intervall fällt, woraus die 
Behauptung (24) folgt. 

Unter Beachtung der Beziehung 

2n 2n J du1 (ee; 0 ) = J u (eeifl) d {} = 2n u (0) (25) 
q>=O 0 
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findet man aus der PorssoNschen Formel durch partielle Integration 
2:t . 

(! + z I J · 2i z (! e"9 
w(z)=--u(0)+ 2 - u1 (ee'n) ;~ dß+iv(O) 

f!- z :n o (e e ' - z)• 

für ]zJ<e<1. Lassen wir nun e gegen 1 streben, so konvergiert das 
erste Glied rechts gegen 

1-1--z 
1 _:_z u(O). 

Wir behaupten, daß das Integral den Grenzwert 
2n . i {) 

_1_ J ({}) 2t::_!_ d{} 
2:n 1p (e' 0 -z)2 

hat. o 
Da u1 (eei 0 ) nach (25) für 0 "Sß< 2 n höchstens gleich 2 n u (0) ist, 

und die Grenzfunktion 1p also ebenfalls die obere Schranke 2 n u (0) hat, 
so folgt, daß die Integrale 

2n ., 2~ J iO ee''~ J ·o eiY Ut(ee )---·-· d{} und u1 (ee') .,1 d{} 
0 ((! e' /J- z) 2 

0 (e'' - z)" 

für e-+ 1 beliebig wenig voneinander abweichen. Es erübrigt 
zeigen, daß die Differenz 

2n. . J ~(~~ (e ::..'9) - _'P ( fJU_ d {} 
(e''9 -- z) 2 

() 

für e ...... 1 verschwindet. 

also zu 

(26) 

Zu diesem Zwecke wählen wir eine Zahl s > 0 und teilen das Intervall 

(0, 2 n) in n >-;gleiche Teile. Da die Variation der monoton wachsenden 
e 

Funktion u1 in demselben Intervall gleich 2nu (0) ist, so ist die Anzahl k 
derjenigen Teilintervalle, wo der Zuwachs von u1 größer als s ist, höchstens 

gleich 2 :n: (o); dasselbe gilt auch für die Funktion 1p({}). Unter den 

betrachteten n Teilintervallen gibt es, für jedes e< 1, höchstens 
4 :n u (o) 2k< ------

t• 

solche, wo die Variation von entweder u1 (eei 0 ) oder 1p (ß) größer als s 
wird. In den übrigen Teilintervallen sind die entsprechenden Variationen 
also höchstens gleich s. 

Wir wählen nun in jedem der n Teilintervalle eine Stetigkeitsstelle {} 
und können dann eine Zahl l?o < 1 finden, so daß für g0 <::: e < 1 

ul(eei/1)--'IJl(fJ) <E, 

für jeden dieser n Werte {} gilt. Dann wird also 
' i/J 
.udee ) -!p(ß)[ < 3s 
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in jedem Teilintervalle, außer möglicherweise für die 2k Ausnahmeinter
valle, für welche jedenfalls 

[u1 (ee; 0 ) -1p(ß)j :S2:nu(O) 

gilt, weil ja beide Funktionen in ein und demselben Intervall von der 
Länge 2 nu (0) variieren. 

Für den absoluten Betrag des Integrales (26) finden wir somit die 
obere Grenze 

2n 

(1 __ 1
1
zjj2 /Jur (ee; 11) -1p (ß)[dß ;S (1::..._~)2 ( 2 nu (0) 4: k + 6:ne) 

0 

;S (1~:[).(8:n2(u(0))2+3), 
womit die Behauptung erwiesen ist. 

Es gilt also für jedes !z j < 1 die Darstellung 

2n . 
1 + z 1 j 2 i z e' 11 • 

w(z) = -1 - u(O) + 2 1p(ß) --iiJ--dß+zv(O). 
-z :n;o (e -z)• 

Da 1p eine monotone Funktion ist, so können wir partiell 
und erhalten schließlich 

2n . 
1 je'iJ+z w(z) = -2 _i_iJ_ d1p(ß) +iv(O), 
n e -z 
11=0 

(27) 

integrieren, 

(28) 

wo das Integral im STIELTJESschen Sinne zu verstehen ist. Dies ist die 
in Aussicht gestellte PmssoN-STIELTJESsche Integraldarstellung1 . 

Wir erinnern noch daran, daß die monotone Funktion 1p (ß) hier 
als der Grenzwert der Summe 

r II 

j v(t) ~t + J u(r/'P)dq; 
r 0 0 

für r-+ 1 definiert ist. Hieraus ist zu ersehen, daß der erste, von ß 
unabhängige Teil einen endlichen Grenzwert 

1 J dt 
'lf'o= v (t) -t 

r, 

haben muß, und man könnte also, da es nach (28) nur auf die Variation 
der Funktion 1p ankommt, die in dieser Formel stehende monotone 
Funktion 1p ebensogut als den Grenzwert 

{J 

1p{ß) =lim j u(reiq;) dq; 
r = 1 0 definieren. 

1 Vgl. hierzu G. C. EVANS [1], G. HERGLOTZ [1], A. ÜSTROWSKI [2], C. CARA
THEODORY [3]. 
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Diese Formel (28) stellt den allgemeinen Ausdruck der für I z I< 1 
regulären analytischen Funktionen von nichtnegativem Realteil dar. 
Wir haben in der Tat gefunden, daß jede Funktion dieser Art eine 
Darstellung (28) zuläßt. Andererseits definiert diese Formel, falls auf 
der rechten Seite eine beliebige monoton wachsende, für 0 ;S {) ;S 2:n; 
beschränkte Funktion 'lfJ eingesetzt wird, eine analytische Funktion, die 
für I z [ < 1 regulär ist und hier den nich tnega ti ven reellen Teil 

2n 

u re --- d {) icp 1 J 1- r 2 

( ) - 2 n 1 + r 2 - 2 r cos (0- tp) 'ljJ ( ) 

hat. 0 

155. Eine analoge Darstellung gilt auch für die allgemeine Klasse 
der im Einheitskreise regulären Funktionen w (z) = u + iv, für welche 
die Bedingung (14) gilt. Eine solche Funktion läßt sich ja als Differenz 
von zwei analytischen Funktionen w1 und w2 schreiben, deren Realteile 
für I z J < 1 nichtnegativ sind. Stellt man diese Funktionen in der Form (28) 
dar und sind die zugehörigen monotonen Funktionen jetzt '1/)1 und '1/)2, 

so erhält man für ihre Differenz w die PmssoN-STIELTJESsche Integral
darstellung (28), wo 

als Differenz von zwei beschränkten monotonen Funktionen eine Funktion 
von beschränkter Schwankung ist. 

Wenn umgekehrt 'lfJ eine beliebige Funktion von beschränkter 
Schwankung ist, so kann sie bekanntlich als Differenz von zwei be
schränkten monotonen Funktionen '1/)1 und '1/)2 geschrieben werden. Die 
Formel (28) definiert dann also eine Funktion w = u + i v, welche als 
Differenz von zwei Funktionen w1 , w2 mit nichtnegativen Realteilen 
dargestellt werden kann, und genügt somit einer Bedingung der Form 
(14). In der Tat wird 

2n 2n 2n 

Jlu(rei'~') [dtp= j[ffi(w1 -w2))dtp :Sj (ffi(w1) +ffi(w2))dtp 
0 0 0 

= 2:n;ffi(w1 (0) +w2 (0)), 

so daß also die Bedingung ( 14) erfüllt ist. 
Die Formel (28), wo 'lfJ eine Funktion von beschränkter Schwankung 

bezeichnet, ist der allgemeine Ausdruck einer für I z j < 1 regulären ana
lytischen Funktion w = u + i v, für welche das I nt~gral 

2rr 

]iu(rei'~') idtp (29) 
für r< 1 beschränkt ist. 0 

156. Bemerkung. Aus der Beziehung (15) schließt man, daß das 
Integral (29) eine monoton wachsende Funktion von r ist, was man 
auch einfach direkt beweisen könnte. Es hat also stets für r--+ 1 einen 
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Grenzwert; die Darstellung (28) gilt aber dann und nur dann, wenn 
dieser Grenzwert endlich ist. 

Unter Anwendung der Ergebnisse von § 1 ist es leicht zu zeigen, 
daß die Funktion "P als Grenzwert des Integrals 

0 

1p(fJ)=limj u(reiq;)dcp 
•-+1 0 

definiert werden kann. 

157. Zusammenfassend gilt also der 

Satz. Es sei w (z) = u + i v für I z · < 1 regulär und der Grenzwert 
2n . 

lim J iu(re''P):dcp=M 
•-+1 0 

endlich. Dann existiert für 0 $. {} "5:, 2n der Grenzwert 
0 

1p(fJ) =lim J u(r/'P)dcp, 
r-+1 0 

höchstens mit Ausnahme einer abzählbaren Menge von W erlen {). Die 
Funktion "P ist von beschränkter Schwankung und es gilt für z=rei'P, r<1 

2n 
· 1 J eio +-w(re''P) =- --. -"- d1p(fJ)+ iv (0), 

2:n: e' 0 -z 
(30) 

0=0 

wo das Integral im STIELTJESschen Sinne zu verstehen ist. 
Unter allen Darstellungen einer Funktion von beschränkter Schwan-

kung 0 

1p(fJ) =! d1p(fJ) 
0=0 

als Differenz von zwei monoton wachsenden Funktionen 1p1 , 1p2 gibt es 
eine wohlbestimmte 

welche die Eigenschaft besitzt, daß 1p1 und 1p2 möglichst klein sind; das 
extremale Funktionenpaar 1p1 , -1p2 erweist sich bekanntlich als die 
positive bzw. negative Variation von "P im Intervalle (0, fJ). Alle übrigen 
Darstellungen erhält man aus dieser besonderen, indem man zu 1p1 und 1p2 

eine willkürliche monotone Funktion "Pa addiert. Die totale Variation 
von "P im Intervall (0, fJ) ist gleich 1p1 +'1f2 • 

Führt man nun den Ausdruck (31) in (30) ein, so erscheint der 
Realteil u (z) von w (z) als Differenz der für 1 z J < 1 harmonischen und 
nichtnegativen Funktionen 

1 J 1-r• u (z) = --- f) dm ({}) (v= 1, 2), 
v 2n 1+r2 -2rcos( -cp) rv (32) 
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und zwar erhält man hier zwei Funktionen von möglichst kleinem Betrag, 
wenn man für 1jJ1 und -1p2 die obengenannte positive bzw. negative 
Variation von 1p einsetzt. Hieraus folgt, daß die entsprechenden Funk
tionen Uv mit den auf S. 179 besprochenen Extremaltunktionen überein
stimmen, die andererseits als die Realteile der Grenzwerte ( 16) definiert 
sind. Setzt man beide Ausdrücke für z =' 0 einander gleich, so wird 

2n u1 (0) = 1p1 (2n) =lim: J:u (re'") drp+nu (O) c~ ~ (1\!1 + 2nu (0)) 
0 

und 

also 
Zn z~ 

{d1p (ß) j = 11'1 (2 n) +1fJ2 (2 n) = lim J u (rt/v) dß. (33) 
0 r + 1 0 

Die totale Variation von 1p (ß) im Intervall (0, 2 n) ist f!.leich dem Grenz
wert (33). 

158. Eine wichtige Frage gilt der Unität der Darstellung (30). Tat
sächlich läßt eine gegebene Funktion im wesentlichen eine einzige solche 
Darstellung zu: d. h. wenn 1p1 von beschränkter Schwankung ist und 

(34) 

gesetzt wird, so ist 1p1 (ß) in jedem Stetigkeitspunkt (bis auf eine additive 
Konstante) gleich der Funktion 

·1 

1p(fJ) =lim j u(re'v)drp, 
r-+ 10 

wo u den reellen Teil von w bezeichnet. 
Nimmt man nämlich in (34) beiderseits den reellen Teil, so ergibt 

sich nach partieller Integration 

''~' 1 - r 2 1 ;·· , d 1 - r 2 

u(re )= 1-+r'--2rcosrp u(O)- 2n 1fJ1(v) d{} l=~r2 ~2;cos(1~-=-rp)d{), 
0 

und es wird also unter Anwendung der Symmetrie des Kerns K (r; rp, {)) 
des PmssoNschen Integrals in bezug auf die Veränderlichen rp und {} 

:X 

(u(re'") dq:; =' 2nu(O) w(r; 0, :x) + 
ö 

+ 2
1n { 1p1 (IJ) (K(r; :x, 0) K(r; 0, D))diJ, 

() 

(3 5) 
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w= 2~, j K(r; rp, {})d{} 
#, 

des Bogens (ei u,, ei 11') im Punkte reirp bezeichnet. Läßt man hier r gegen 1 
konvergieren, so strebt w(r; 0, I)() gegen 1/ 2 und das Integral auf der 
rechten Seite von (35), wie aus den elementaren Eigenschaften des 
PmssoNschen Integrals folgt (vgl. II, § 1), gegen 

1p1 (o: + 0) + 1p,(o:- 0) 1p,{+ 0) + 1p, (2n- 0) 
·-·---- - -------------

2 2 

woraus die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht. 
Zugleich sehen wir, daß das Integral (35) auch für die Unstetigkeits

stellen von '!j! (fJ) einen wohlbestimmten Grenzwert hat, nämlich den 

Mittelwert + ('!j!({}+O) +'!j!(fJ-0)). 

159. Im Integral (30) hat '!j! als eine Funktion von beschränkter 
Schwankung für fast alle {} eine endliche Ableitung '!j!' ({}). Man fragt 
sich nun, unter welchen Bedingungen das STIELTJESsche Integral sich 
als ein gewöhnliches LEBESGUEsches Integral schreiben läßt, so daß also 
d'!j! einfach durch '!j!' d{} ersetzt wird. Dies gilt bekanntlich dann und nur 
dann, wenn '!j! eine vollstetige Funktion von {} ist, d. h. wenn zu jedem 
s >0 eine Zahl o >0 existiert, so daß die Variation von '!j! auf jeder meß
baren Punktmenge ({}) von kleinerem Maß als o den Betrag s nicht 
übersteigt. 

Nun läßt sich eine Funktion '!j! von beschränkter Schwankung stets 
als Summe von drei Funktionen 

'!j!='!j!1 +'!j!2+'!j!a 

schreiben, die sämtlich von beschränkter Variation sind, und zwar so, 
daß '!j!1 vollstetig ist und '!j!' = '!j!i für fast alle {} gilt, '!j!2 stetig und '!j!a eine 
SprungfunktiOJt ist, deren Variation in jedem Intervall gleich der Summe 
der Beträge der Sprünge ist, welche '!j! an seinen Unstetigkeitsstellen 
in diesem Intervall aufweist. Die stetige Funktion '!j!2 ist, falls sie nicht 
konstant ist, nicht vollstetig; ihre Ableitung verschwindet fast überalP. 
Dasselbe gilt für die Ableitung des dritten Bestandteils, der Sprung
funktion '!j!a. 

1 Nichtkonstante, stetige Funktionen 1p von beschränkter Schwankung und 
mit fast überall verschwindender Ableitung existieren tatsächlich. Ein einfaches 
Beispiel dafür kann unter Anwendung des CANTORschen Verfahrens zur Bildung 
perfekter, nirgends dichter Punktmengen folgendermaßen konstruiert werden 
(V, § 6). 1\Ian belege das Intervall (0, I) mit einer positiven Masse hn(t), so daß 
man alle 2n Intervalle Lln der Näherungsmenge E (pn) (p > 2) mit einer homo
genen Masse vom Betrage 2-n überdeckt. Die Grenzfunktion h (t) =limhn ist eine 
monotone, stetige Funktion von t, welche die Variation 1 hat und deren Ableitung h' 
für alle t verschwindet, außer in den Punkten der CANTORschen Nullmenge E(p 00 ). 
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Im nächstfolgenden Paragraphen werden wir eine einschränkende 
Bedingung für das Verhalten der harmonischen Funktion u angeben, 
welche das Verschwinden der Bestandteile 'lf2 und 'lf3 , somit die Voll
stetigkeit von "P bewirkt. 

160. Bevor wir zu einer näheren Analyse des PmssoN-STIELTJESschen 
Integrals übergehen, wollen wir noch den allgemeinen Ausdruck einer für 
[zl < 1 beschränktartigen Funktion angeben, zu dem man durch Zusammen
fassung der bisherigen Ergebnisse des vorliegenden Abschnitts gelangt: 

Jede für [ Z: < 1 beschränktartige Funktion w (z) kann in der Form 
i;r 

1 J'i 0 +z . z" TiJ -- d'P(•~) +'-' 
w(z)=n.(z)e 0 e -o 

n 2 (z) 

dargestellt werden, wo "P eine Funktion von beschränkter Schwankung und 
n1 , n 2 BLASCHKE-Produkte sind. 

§ 3. Satz von FATOU. 
161. Im Besitze der Integraldarstellung von§ 2 sind wir jetzt imstande, 

einen wichtigen klassischen Satz von F ATOU zu beweisen, nach welchem 
eine im Einheitskreise harmonische, beschränkte Funktion fast überall 
auf dem Rande I z J = 1 wohlbestimmte radiale Grenzwerte besitzt 1 . 

Tatsächlich gilt dasselbe auch noch für viel allgemeinere harmonische 
Funktionen. Wir stellen uns zunächst die Aufgabe, den Satz in folgender 
Fassung zu beweisen: 

Satz von FATou. Wenn u(z) eine für 1z[<1 harmonische Funktion 
ist derart, daß das Integral 

2n 

fiu(ri"} d rp 
0 

für r< 1 beschränkt ist, so existiert der endliche Grenzwert 

lim u(rei"!) 
r=l 

für jedes rp, außer möglicherweise für eine Wertmenge vom (linearen) 
Maß Null. 

Nach den Ergebnissen von § 2 existiert, unter den obigen Voraus
setzungen, eine Funktion "P({}) von beschränkter Schwankung 

-:-r 

fld'lf({}) I<M' 
-n 

so daß -1-n 

u(reiq;) --1-j--- - 1 -r•- -· -d ({}) 
-2n 1+r2 -2rcos(fJ-cp) "P · (36) 

1 P. FATOU [1]. 
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Die Behauptung ergibt sich als eine Folgerung der zwei nachstehenden 
Tatsachen: 

1. Nach einem allgemeinen Satz der Theorie der reellen Funktionen 
hat 'lfJ (1J) als eine Funktion von beschränkter Variation eine wohlbestimmte 
endliche Ableitung 'l/) 1 (1J) für jedes 1J, außer höchstens für eine Wert
menge vom Maße Null (vgl. Nr. 159). 

2. Wenn für einen Wert 1} die Ableitung 'l/) 1 (1J) endlich ist, so ist 

lim u(reiü) ='l/) 1 (1J). 
r ~ 1 

Der Lehrsatz 1 soll als bekannt vorausgesetzt werden 1 . Dagegen 
werden wir die Behauptung 2 unter Anwendung der PmssoN-STIELTJES
schen Integraldarstellung vollständig begründen. 

Wir fixieren also eine Stelle 1}, für welche die Ableitung 'l/) 1 (1J) einen 
bestimmten, endlichen Wert hat; ohne wesentliche Einschränkung 
können wie z. B. 1} = 0 voraussetzen. Es gilt dann wegen 'lfJ (0) = 0 

'lfJ (1J) = 'l/) 1 (0)1J + 'l/)o (1J) 1J, (37) 
wo '!fJo -+ 0 für {} -+ 0. 

Die PmssoN-STIELTJESsche Integralformel nimmt nach emer par
tiellen Integration, wegen 

+n 

2 ~'7 f d'!jJ (1J) = u (0), 

für rp = 0, r< 1 die Gestalt 
+n 

u (r) 1 - r_ u (0) -~ J '" (fJ) -~ (' 1 - r• ) df} 
= 1 + r - 2 n T d {} . 1 + r 2 - 2 r cos {} 

-n 

an. Für r-+ 1 verschwindet das erste Glied der rechten Seite, und es 
erübrigt also zu beweisen, daß das zweite Glied für r --+1 gegen den 
Wert 'l/) 1 (0) konvergiert. Führt man hier den Ausdruck (37) ein, so 
ergibt das erste Glied nach partieller Integration 

I ( ) 1 - Y I ( ) 1 f 1 - Y 2 df} I ( ) I ( ) 1 - y - 'lfJ O 1+Y + 'lfJ O -2 n 1 + r 2 - 2 r cos {} = 'ljJ O -- 'ljJ O 1 + r · 
-n 

Da dieser Ausdruck für r --->-1 gegen 'l/) 1 (0) strebt, so genügt es, nun
mehr den Nachweis dafür zu erbringen, daß das von dem zweiten Glied 
'!fJo(1J)1J der Summe (37) herrührende Integral 

+n 

1 f (1J)1J d ( 1 - r 2 
) df} - ~ '!fJo d7i 1 + r2 - 2 r cos {} (38) 

für r --->-1 verschwindet. 

1 Vgl. z. B. H. LEBESGUE [1]. 
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Zu diesem Zweck fixiere man, für ein gegebenes E > 0, eine so kleine 

positive Zahl {) 0 < ;r , daß 

1p0 (1'J),<e für {) ·;;JJ0 , 

und zerlege das Intervall (·-n, n) in drei Teile:(- ;r, -1?0), (-·1J0 ,1J0), 

({}o, n). 
Für das dem mittleren Teil entsprechende Integral findet man, da 

der Faktor 
d ( 1- r' 

- {) d {}- . 1 + r2 - 2 r c-os-i} ) = (l( 1 - r 2 ) 2 rJl_ s~n_~~ 
r 2 - 2 r cos19) 2 

nichtnegativ ist, 

I + 
~-1 f 2n. 

[- ilo 

Ferner wird, wenn m die obere Grenze von [ 'lf'o 
1 
für fJ Sn bezeichnet, 

I " " 
1 I f Tnl s: - 111__ !{) _,l_ ( - __!' =-- 1 . ) d {) 

- 2 n d {} 1 + r 2 - 2 r co' {} . 
! t'h Oo 

< m_ (·~- _1__ --~'-- {}0 __ 1_-- r ) _111__ ;· __ 1 ~-- _ d{) 
=~ 2 1 +r2 -2rcoslf0 ::r 1 Ir. + 2n 1 +-r'-2rcos{} ' · 

Hier strebt das erste Glied rechts für r -+ 1 gegen Null. Dasselbe gilt 
aber auch für das letzte Integral, wo der Nenner 

1 + r 2 - 2rcos{) :>; 1 -f- r 2 - 2rcos190 = sin 21J0 + (r -- cos1J0) 2 ::::0: sin2ß0 

eine positive untere Schranke hat. 

Es existiert also eine Zahl r 0 des Intervalls (0, 1). so daß 

Für den dem Teilintervall ( -;r, - 00) entsprechenden Teil des zu 

untersuchenden Integrals findet man genau dieselben Abschätzungen 

wie für das Intervall (1?0 , n), und zusammenfassend gilt somit, daß der 

absolute Betrag des Ausdrucks (38) kleiner als ) e wird, für r0 'Sr< 1. 

Dieser Ausdruck verschwindet also für r ~ 1, und der Beweis des FATOU

schen Satzes ist so zu Ende geführt. 
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162. Durch den bewiesenen Satz hat die Theorie des PmssoNschen 
Integrals eine beachtenswerte Erweiterung erhalten. Wir haben gesehen 
(II, § 1), daß dieses Integral das DIRICHLETsche Problem für den Kreis
fall löst, unter der Annahme, daß die vorgegebenen Randwerte u (-&) 
stetig sind. Ferner gilt das allgemeine Resultat, daß das PmssoNsche 
Integral 2 " 1/ (-&) 1-r2 diJ 

2:n: u 1+r2 -2rcos(D-rp) (39) 
0 

an einer Unstetigkeitsstelle iJ von u, wo die Grenzwerte u(D± 0) existieren, 

den radialen Grenzwert ~- (u(iJ+O) +u(-&-0)) hat. 

Es sei nun u(D) eine beliebige, für O~i1~2n definierte meßbare 
Funktion, für welche das LEBESGUEsche Integral 

2" 
j [u(iJ)[dD 
0 

endlich istl. Setzt man das Integral (39) an, so wird es eine für [ zj < 1 
harmonische Funktion u (rei'P) darstellen, welche für r-+ 1 den vorgegebenen 
Wert u(t:p) anstrebt, außer höchstens für eine Nullmenge von Werten t:p. 

tp 

Schreibt man nämlich 1p(tp) = j u(iJ)diJ, so ist~: =1-f,(t:p) für fast alle t:p, 
0 

und nach dem obigen Grenzwertsatz hat also u (z) für jeden solchen 
Wert t:p den radialen Grenzwert u (t:p) 2• 

163. Wir sind jetzt auch imstande, die am Schluß von § 2 berührte 
Frage zu lösen. Wir haben gesehen: Wenn u (z) für [ z [ < 1 harmonisch 
und das Integral 2 " 

j /u(ri'~')jdt:p 
0 

für r< 1 gleichmäßg beschränkt ist, so strebt das Integral 
{J 

1p(r, -&) = j u(ri'P)dt:p 
0 

für r-+ 1 gegen einen Grenzwert 1p(ß), der als eine Funktion von be
schränkter Schwankung als eine Summe 1p(&) =1p1 +1fJ2 +1fJa geschrieben 
werden kann, so daß 1. 1p1 vollstetig und dem LEBESGUEschen Integral 

{J 

J 1p' (-&) diJ 
0 

1 Für jede meßbare Funktion u (11) existiert das Integral {! u 1 d 11, wo M endlich 
juj.<M 

ist. Dieses Integral strebt für M -+ oo gegen einen Grenzwert, der entweder endlich 
oder unendlich ist. 

2 Dies gilt sogar bei Winkelannäherung, wie aus später folgenden Sätzen 
geschlossen werden kann. 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 13 
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gleich ist; 2.1p2 stetig und 1p~ fast überall gleich Null ist; 3· "Pa konstant 
ist, mit Ausnahme der Sprungstellen von 1p. Es gilt zu entscheiden, 
wann 1p vollstetig und daher 1p2 =1p3 =c=O ist. 

Nach den Ergebnissen dieses Paragraphen ist 1p' (ß) fast überall gleich 
dem Grenzwert u (ß) = limu (rei &). Die Bestandteile 1p2 und "Pa verschwinden 
also dann und nur dann, wenn 

,., # 

1p(ß) c=lim .f u(rei 9 )drp= ju(rp)drp, (40) 
r-+1 0 0 

d. h. dann und nur dann, wenn die Reihenfolge der Integration und des 
Grenzübergangs (r-+ 1) vertauscht werden darf. 

Nun gilt in der Theorie der reellen Funktionen folgender allgemeine 
Satz: Falls die Folge der meßbaren Funktionen /,. (x) für n--+ co fast 
überall auf einer Punktmenge E einen Grenzwert f (x) = lim/ n (x) hat, 
so gilt 

]fn(x)dx= ]f(x)dx 
E Ii 

dann und nur dann, wenn die Integrale 

]f"(x)dx (41) 

auf E gleichmäßig vollstetig sind, d. h. wenn zu jedem E > 0 eme Zahl 
(J > 0 existiert, so daß 

J:t,.(x)]dx<F, 
e 

sobald das Maß der (in E enthaltenen) Menge e kleiner als (J ist. 
Hieraus schließt man, daß die Funktion 1p({)) dann und nur dann 

vollstetig ist und die Eigenschaft (40) besitzt, wenn das Integral 
,., 

r 1 u(r/"');dq' 
6 

für r< 1 gleichmäßig vollstetig ist. 
Für eine beschränkte harmonische Funktion ist die Bedingung der 

gleichmäßigen Vollstetigkeit offenbar stets erfüllt. Als Beispiel einer 
nichtbeschränkten Funktion, welche diese Eigenschaft nicht besitzt, 
führen wir die für i z i < 1 harmonische und positive Funktion 

iq· I-· r 2 
tt (r e ) = - . - --

1 ,- r 2 - 2 r cos q> 

an. Sie hat für r--+ 1 den Grenzwert Null, außer wenn rp = 0 ist; für diesen 
Wert strebt sie gegen Vnendlich, und zwar so rasch, daß das Integral 

~6 

/ u (re;") drp 
-~ r) 

für iedes (J >0 gegen den Grenzwert 2 n konvergiert. Für diese Funktion 
ist auch die Größe 1p ({)) keineswegs vollstetig: sie reduziert sich nämlich 
auf eine Sprungfunktion, welche im Punkte {} = 0 einen Sprung vom 
Betrage 2 n aufweist, sonst aber konstant ist. 
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164. Eine für I z I< 1 reguläre beschränkte analytische Funktion hat 
nach dem FATOUschen Satz fast überall auf lz J = 1 wohlbestimmte 
radiale Grenzwerte. Denn sowohl der reelle wie der imaginäre Teil 
besitzt diese Eigenschaft außer möglicherweise für eine Punktmenge, 
welche als Vereinigungsmenge von zwei Nullmengen selber vom Maße 
Kull ist. Wir können sogar schließen, daß diese Grenzwerte bei Winkel
annäherung (vgl. Nr. 60) existieren; dies ist in der Tat auch eine un
mittelbare Folgerung aus dem in Nr. 60 bewiesenen Grenzwertsatz. 

Die Ergebnisse aus § 1 und 2 dieses Abschnitts gestatten dieses 
Resultat wesentlich zu erweitern. Sei zunächst w = u + i v eine im Ein
heitskreise reguläre, analytische Funktion, welche die Bedingung (14) 
von § 2 erfüllt. Sie läßt sich als Differenz w = w1 - w2 von zwei Funk
tionen w1 und w2 von nichtnegativem Realteil schreiben. Durch eine 
lineare Transformation 5, welche die rechte Halbebene auf den Einheits
kreis abbildet, werden diese Funktionen in zwei beschränkte analytische 
Funktionen transformiert, und da diese fast überall auf I z I= 1 bestimmte 
Winkelgrenzwerte haben, so gilt also dasselbe für w1 und w2• 

Hieraus läßt sich der Schluß ziehen, daß auch die Differenz w1 - w2 

bestimmte Winkelgrenzwerte hat, mit möglicher Ausnahme erstens der
jenigen Punkte E1 , wo entweder w1 oder w2 keinen Grenzwert haben, 
und zweitens derjenigen Randpunktmenge E 2 , wo sowohl w1 als w2 

einen unendlichen radialen Grenzwert haben. Die Menge E1 ist eine 
Nullmenge. Läßt sich nun dasselbe über E 2 aussagen? 

Hierzu ist zu bemerken, daß der reelle Teil u der Funktion w nach 
dem FATOUschen Satz endliche Grenzwerte fast überall auf der Peripherie 
hat. Dasselbe können wir nicht ohne weiteres vom imaginären Teil der 
Funktion behaupten. Wir werden im folgenden Paragraphen einen all
gemeinen Satz beweisen, durch welchen diese Frage entschieden werden 
könnte. Vorläufig können wir uns mit nachstehender einfachen Bemer
kung begnügen. 

Wir betrachten die Gesamtheit derjenigen Punkte E, wo eine Funk
tion w mit nichtnegativem reellen Teil, bei radialer Annäherung, gegen 
Unendlich strebt. Dann ist log I w + 11 offenbar eine harmonische Funk
tion, welche ebenfalls einen nichtnegativen reellen Teil hat und in den 
Punkten E den radialen Grenzwert ro hat. Also ist nach dem FATOU
schen Satz E notwendigerweise vom Maße Null. 

Hieraus folgt, daß auch die oben durch E 2 bezeichnete Menge das 
.Maß Null hat, und wir schließen also, daß eine für jzl < 1 reguläre ana
lytische Funktion w = u + iv, für welche das Integral 

2n 

j [u(rei 9')ld1J? 
0 

beschränkt ist, für r-+ I einem endlichen Grenzwert zustrebt, fast überall 
auf [ z; = 1. 

13* 
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165. Vermittels der Normaldarstellung (Nr. 160) einer beschränkt
artigen Funktion w (z) läßt sich der FATOUsche Satz auch auf eine solche 
Funktion erweitern. Bringt man w auf diese Form 

(42) 

so gehört der Exponent f zu der in Nr. 164 betrachteten Funktionen
klasse und hat also, fast überall auf ! z J = 1 , endliche Winkelgrenzwerte. 
Dasselbe gilt aber auch für die BLASCHKEschen Produkte :n1 , :n2 , welche 
ja im Einheitskreise beschränkt sind. Also hat nach (42) auch w dieselbe 
Eigenschaft mit möglicher Ausnahme derjenigen Punkte der Peripherie 
!z! = 1, wo die Grenzwerte der Produkte :n1 und :n2 gleichzeitig ver
schwinden. Daß dies höchstens für eine Nullmenge stattfinden kann, 
ergibt sich aus nachstehender, an sich bemerkenswerter Eigenschaft 
jener Produkte: 

Ein BLASCHKE-Produkt :n(z) hat fast überall auf der Peripherie :z! = 1 
Winkelgrenzwerte vom absoluten Betrag 1. 

Nach der JENSENsehen Formel ist nämlich für e< 1 
z" e 1 

2
1n j log I :n(ee;'~')[d rp = j n;rL dr +log [:n(o): =- j 11 ~·) dr, 

0 0 !! 

unter n(r) die Anzahl der in :z: :Sr liegenden Nullstellen von :n(z) ver
standen. Da aber hier die rechte Seite für(! -:.1 verschwindet, so schließt 
man: 

Für ein BLASCHKE-Produkt verschwindet das Integral 
2n 

.flogin(rc;"') drr 
für r-+ 1. 0 

Hieraus folgt leicht die obige Behauptung. Da : n: < 1 für ! z i < 1 , 
so ist der Grenzwert lim log In (r ei '~')' für r-+ 1, falls er existiert, höchstens 
gleich Null. Gesetzt, er wäre für eine Wertmenge (rp) von positivem 
Maß negativ, so zerlege man diese Menge in eine abzählbare Anzahl 
von Teilmengen (rp)n (n = 1, 2, ... ), von denen (rp)n alle Werte rp umfaßt, 

für welche dieser Grenzwert ;:S- : ist. Nach einem allgemeinen Satz der 

Theorie der reellen Funktionen1 sind sämtliche (rp)n meßbar. Es gibt 
außerdem ein endliches n, für welches auch (rp)n von positivem Maß ist, 
denn sonst müßte ja die Menge (rp) als Vereinigungsmenge einer abzähl
baren Menge von Nullmengen selber eine Nullmenge sein. 

Ein bekannter Satz aus der Theorie der reellen Funktionen lehrt 
nun, daß die Menge (rp)n eine Teilmenge enthält, deren Maß sich beliebig 
wenig vom Maße der Menge (rp)n unterscheidet, und auf der die Annäherung 
an die entsprechenden radialen Grenzwerte gleichmäßig istl. Sei en eine 

1 Vgl. z. B. H. LEBESGUE [lJ. 



Über die Randwertmenge einer beschränktartigen Funktion. 197 

solche Teilmenge von positivem Maß 11. Es ist dann, sobaldreine gewisse 

Zahl ro< 1 überschritten hat, log in (rei~)j <- 21n für jedes rp der Menge en, 
und es wird somit für dieselben Werte r 

2n 

J log [n(rei~)[ drp ~ J log in[d rp ~- ;~. 
0 eu 

Das linksstehende Integral könnte hiernach nicht für r-+ 1 verschwinden. 
Dieser Widerspruch zeigt, daß, wie behauptet wurde, tatsächlich n-+ 1 
für fast alle Werte rp gelten muß. 

Die so bewiesene Eigenschaft der BLASCHKE-Produkte n findet ihre 
natürliche Erklärung darin, daß n als Grenzwert eines endlichen Produktes 
nn gewonnen wird, das auf : z! = 1 stetig ist und hier überall den absoluten 
Betrag 1 hat. 

Aus der Darstellung (42) erhalten wir jetzt folgendes zusammen
fassende Ergebnis. 

Satz. Eine für I z 1 < 1 beschränktartige Funktion hat fast überall auf 
dem Kreise 'z' = 1 ~ohlbestimmte W inkelgrenzwerte. 

Dieser allgemeine Satz enthält als Spezialfälle sämtliche obige, die 
Existenz der Randwerte betreffenden Sätze. 

§ 4. Über die Randwertmenge einer beschränktartigen 
Funktion. 

166. Eine für ; z [ < 1 beschränktartige Funktion hat fast überall auf 
! z: = 1 wohlbestimmte Winkelgrenzwerte. In diesem Paragraphen werden 
wir die Menge E dieser Randwerte einer näheren Analyse unterziehen. 

Ein erstes Resultat über die Randwertmenge E können wir direkt 
aus der kanonischen Darstellung einer beschränktartigen Funktion ab
lesen (Nr. 160). Der Exponent des ersten Faktors hat als PmssoN
SnELTJESsches Integral fast überall auf I z / = 1 endliche Randwerte; 
also sind auch die Randwerte jenes Exponentialfaktors fast überall 
endlich. Entsprechendes gilt aber auch für den zweiten Faktor, der als 
Quotient von zwei BLASCHKE-Produkten fast überall auf der Peripherie 
Randwerte vom absoluten Betrage 1 besitzt. Eine beschränktartige 
Funktion hat folglich den Winkelgrenzwert ro höchstens für eine Null
menge der Peripherie i z I= 1 . 

Ist nun a + ro und w (z) nicht identisch gleich a, so hat auch der 

Ausdruck--~-- eine beschränkte Charakteristik, und das obige Resultat w-a 
ist somit auf diese Funktion anwendbar. Man gelangt so zu dem 

Satz von F. und M. RIEsz 1 . Falls eine für [z[<1 beschränktartige 
Funktion einen konstanten radialen Grenzwert auf einer Punktmenge von 

1 Die Gehrüder l~msz haben diesen Satz für den besonderen Fall einer be
schränkten Funktion bewiesen [J]. 
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positivem Maß auf I z i = 1 hat, so ist die Funktion identisch gleich dieser 
Konstante. 

Zur Begründung dieses Satzes hätte auch folgende einfache Be
merkung dienen können. Für eine beschränktartige, nichtkonstante 
Funktion w ist die Schmiegungsfunktion m (r, a) für jedes a beschränkt. 
Wenn nun für eine Punktmenge (cp) von positivem Maß der Peripherie 
w(rei'~') -+a strebt, so gilt nach dem in Nr. 165 zitierten allgemeinen 
Satz der Theorie der reellen Funktionen dasselbe gleichmäßig für eine 
Teilmenge von (cp), welche ebenfalls positives Maß hat. Für r-+ 1 strebt 

+ I 1 I aber dann der Ausdruck m(r, a), welcher ja als Mittelwert von log --w-a 
definiert ist, gegen Unendlich. Dieser Widerspruch zeigt die Richtigkeit 
des Rmszschen Satzes auf. 

167. Aus dem Satz von Rmsz schließt man, daß die Randwertmenge 
einer nichtkonstanten, beschränktartigen Funktion nicht abzählbar sein 
kann; denn eine abzählbare Randwertmenge kann eine solche Funktion 
nur auf einer Punktmenge auf ! z [ = 1 besitzen, die als Vereinigungsmenge 
von abzählbar vielen Nullmengen selber eine Nullmenge ist. 

Wir gehen nun daran, einen allgemeinen Satz zu beweisen, der die 
Frage nach dem Maß der Menge E vollständig löst!. 

Satz. Es sei Ew die Menge der radialen Randwerte, welche eine für 
I z [ < 1 beschränktartige, nichtkonstante Funktion w (z) auf einer gegebenen 
Menge E. der Peripheriepunkte lz 1 = 1 annimmt. Falls dann das (lineare) 
Maß von E, positiv ist, so ist das innere harmonische Maß von Ewebenfalls 
positiv, d. h. es gibt eine abgeschlossene Teilmenge von Ew, welche positives 
harmonisches Maß besitzt. 

Beweis. Angenommen, daß die Punktmenge Ez von positivem Maß 
ist, können wir eine abgeschlossene Teilmenge E~ desselben finden, 
welche ebenfalls von positivem Maß ist und auf welcher die Grenzwerte 

limw (reiq,) = w (e'q) 
r~l 

gleichmäßig existieren. Hieraus folgt, daß die Menge E~ dieser Rand
werte abgeschlossen ist. 

Durch eine lineare Transformation der Veränderlichen w, welche 
weder die vorausgesetzte Beschränktartigkeit von w (z), noch das 
Verschwinden bzw. Nichtverschwinden der Kapazität von E~, stört, 
verlegen wir den Punkt w = w (0) in den unendlich fernen Punkt der 
Ebene, und behalten für die Bildmenge von E~, die frühere Bezeichnung 
E~ bei. Wir überdecken nun die w-Ebene durch ein Netz abgeschlossener 
Quadrate Qn (n = 1, 2, ... ) mit der Seitenlänge 1 und setzen die Menge E~ 

1 Der nachstehende Satz wurde, als Erweiterung eines älteren Satzes (R. NEVAN
LINNA [7]) von 0. FROSTMAN [J] und dem Verfasser [13] unabhängig voneinander 
bewiesen. 
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als Vereinigungsmenge aus den unendlich vielen Teilmengen E: zusammen, 
für welche die entsprechenden Randwerte w auf Qn fallen. Da E~ von 
positivem Maß ist, so muß mindestens eine der meßbaren Mengen E: 
dieselbe Eigenschaft besitzen. Durch eine Translation verschieben wir 
schließlich das entsprechende Quadrat Qn in den Kreis I w I< 1. 

Vermittels dieser einfachen Vorbereitungen haben wir eine nicht
konstante, beschränktartige Funktion w (z) von folgender Art erhalten: 

1. Auf einer Punktmenge E. der Peripherie fzl = 1 vom positiven 
Maß 2 n p > 0 strebt w radial gleichmäßig gegen gewisse Grenzwerte Ew. 

2. Die Punktmenge Ew ist abgeschlossen und liegt im Kreise I w I < 1 . 
3· Es ist w(O)=ro. 
Es gilt nun zu beweisen, daß Ew von positivem harmonischen Maß ist. 
Zu diesem Zweck betrachten wir dasjenige von Ew begrenzte, zu-

sammenhängende Gebiet D, welches den unendlich fernen Punkt enthält, 
und wählen ein beliebiges Teilgebiet Dw desselben, das ebenfalls w = ro 
als inneren Punkt hat und von endlich vielen, im Kreise I w I< 1 ver
laufenden analytischen Jordanbogen r,., begrenzt wird. Die GREENsehe 
Funktion von Dw sei 

g(w, co) = loglwl +r+s(:), 

wo y die RoBINsche Konstante von Dw ist. Wir erinnern daran, daß 
diese Funktion für jeden Punkt w des Gebietes Dw der Ungleichung 

g(w, co) ;:S l~gJwl+r+log2 (43) 
genügt [V,§ 2, Ungleichung (6), wo für d2 der Ausdruck Iw/ + 1 eingesetzt 
werden kann] . 

Nunmehr fassen wir die Gesamtheit derjenigen Punkte z des Einheits
kreises ins Auge, in denen der Funktionswert w (z) auf Dw fällt; diese 
Punktmenge hat als Teilmenge ein wohlbestimmtes zusammenhängendes 
Gebiet D., welches den Nullpunkt enthält und einerseits von den Bild
kurven r. von Fw, andererseits von gewissen Punkten der Peripherie 
lzl = 1 begrenzt wird. Die Bogen r. sind analytisch und häufen sich, 
falls sie in unendlicher Anzahl vorkommen, gegen den Rand I z I= 1 . 

Die Funktion g(w(z), co) ist in D. harmonisch, mit Ausnahme der 
Pole z0 = 0, z1 , z2 , • • • von w (z), in denen sie eine Entwicklung g = 
- A. log I z- zv ~ + harm. Funktion hat, wobei A. die Multiplizität des 
Poles Zv bedeutet. Speziell gilt für z = 0, falls w hier die Laurent
entwicklung 

w (z) = -Co- + _cl -- + 
ztlo z''o -1 ... (c0 + 0) 

hat, 
1 

g(w(z), co)=n0 log-rzr +loglcol+r+s(z), 

wo s -+ 0 für :: -+ 0 . 
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Wir setzen jetzt die GREE~sche Formel 

J ( u ~~ - v :: )as = o 

an in demjenigen Gebiet, welches als Durchschnitt D~ von Dz mit dem 
Kreis [ z < r < 1 definiert ist, indem wir 

u=g(w(z), m), v=log 
r 

setzen und die Pole z = z. zuerst durch kleine Kreise isolieren. Läßt man 
diese nachträglich gegen jene Pole konvergieren, so wird, da g auf den 
Bogen r. und v auf der Kreislinie 'z; = r verschwindet, nach einer leichten 
Rechnung 

1 J i. Jr r og log)c0 \+y = zn g(w(re "), m)d rp-· log-gl öiids+N(r, m), 
(tf)r I' 

wo (rp), die Teilbogen der Peripherie : z: = r und r; die Teilbogen der 
oben definierten Bogen Tz bezeichnen, welche das Gebiet n: (in endlicher 
Anzahl) begrenzen. 

Die in der Richtung der inneren Normale der Bogen Tz genommene 

Ableitung ;~ ist offenbar ::::>; o und das über r; erstreckte Integral also 

ebenfalls nichtnegativ. Unter Beobachtung der Relation (43) wird also 

logjc0 [ + y~ 21n j g(w(r/ 9), m)drp+N(r, m) 
(q), 

1 J' . ~ 2n log J w (r e' ~) : d rp + N (r, m) + log 2 + y m, 
0 

= log2+ym,+T(r,w), 
wo m, das Integral 

m =-1- {dm 
' 2n. -r 

(9 )y 

bezeichnet. 
Man wähle nun r so groß, daß die Werte w(rei<r) für die der Menge E. 

entsprechenden rp-Werte außerhalb des Gebietes Du. liegen, was gemäß 
den Voraussetzungen 1 und 2 möglich ist. Da der Wert w (rei") für jedes rp 
der Menge (rp), auf den Bereich Dw fällt, so sind die diesen zwei Mengen 
entsprechenden Werte reirr punktfremd, und es gilt also 

m =- 1 ·fdm:S -1 ·fdm--1-fdm:S1-u. 
r 2n -r- 2:r ' 2n "- ' 

(<r)r 0 Ji 0 

Also wird 
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woraus zu ersehen ist, daß die RoBINsche Konstante des Gebietes Dw 
unter einer endlichen, von der Wahl von Dw unabhängigen Grenze liegt. 
Hieraus folgt, daß die RoBINsche Konstante y0 des Gebietes D, welche 
als die obere Grenze der RoBINschen Konstanten y der Näherungsgebiete 
Dw definiert ist, ebenfalls endlich ist. 

Die Kapazität e- Yo der Begrenzungsmenge hat sich also als positiv 
erwiesen, womit der Beweis zu Ende geführt ist. 

Daß dieser Grenzwertsatz, solange keine zusätzlichen Annahmen 
über die Struktur der Randwertmenge gemacht werden, keiner weiteren 
Verschärfung fähig ist, wird aus dem nachstehenden Paragraphen her
vorgehen. Es wird sich nämlich herausstellen, daß zu jeder Menge Ew 
von positivem harmonischen Maß eine für lz I< 1 beschränktartige Funk
tion konstruiert werden kann, deren Winkelgrenzwerte auf [z [ = 1 sämt
lich in der gegebenen Menge Ew enthalten sind. 

§ 5. Anwendung auf die konforme Abbildung der uni
versellen Überlagerungsfläche eines schlichten Gebietes. 

168. Über einem schlichten, mehrfach zusammenhängenden Gebiet G 
denken wir uns die einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche G"' 
konstruiert (vgl. I, § 2). Nach dem allgemeinen RIEMANNschen Ab
bildungssatz B (I, § 2), kann diese Fläche durch eine linear polymorphe 
Funktion x (z) auf die schlichte Kreisfläche I x I < 1 umkehrbar eindeutig 
und konform bezogen werden, sofern der triviale Fall ausgeschlossen 
wird, wo die Berandung F aus zwei isolierten Punkten besteht, und wo 
der Logarithmus die entsprechende Überlagerungsfläche nicht in den 
Einheitskreis, sondern in die punktierte Ebene abbildet. 

Die Umkehrfunktion z (x) ist für I x I < 1 automorph in bezug auf 
eine Gruppe von linearen Transformationen 5, welche mittels endlich 
oder unendlich vieler Fundamentalsubstitutionen erzeugt werden können, 
je nachdem der Zusammenhang von G von endlicher oder unendlicher 
Ordnung ist (I, § 2). 

Wir treffen jetzt folgende Fallunterscheidung: 
Das Gebiet G heißt beschränktartig oder nichtbeschränktartig, je 

nachdem die Abbildungsfunktion z = z (x) beschränktartig oder nicht 
beschränktartig ist. 

Es gilt dann das interessante Kriterium 1 : 

Satz I. Das Gebiet G ist dann und nur dann beschränktartig, wenn 
seine Berandung F positives harmonisches Maß hat. 

Daß die automorphe Abbildungsfunktion z (x) von beschränkter 
Charakteristik T ist, falls die Randpunktmenge F von positivem har
monischen Maß ist, folgt unmittelbar daraus, daß z (x) für I x / < 1 keinen 

1 R. NEVANLINNA [12]. 
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Punkt dieser Menge r annimmt, in Verbindung mit dem nachstehenden 
allgemeinen Satz, der einen speziellen Fall des Satzes in VI, § 4, S. 172 
darstellt: 

Falls eine für [ x i < 1 meromorphe Funktion z (x) eine Menge von Werten 
ausläßt, deren harmonisches Maß positiv ist, so ist sie beschränktartig. 

Um den Beweis von Satz 1 zu Ende zu bringen, gilt es noch zu zeigen, 
daß die Randpunktmenge r von positivem harmonischen Maß ist, 
sobald die Charakteristik T(r, z(x)) für r<1 beschränkt ist. 

Aus der Beschränktheit von T folgt gemäß dem ersten Hauptsatz, 
daß. sämtliche der Funktion z (x) zugeordnete Anzahlfunktionen N (r, a) 
ebenfalls beschränkt sind. Wir nehmen einen beliebigen inneren Punkt a 
von G und bezeichnen durch x1 , x2 , • • • dessen Bildpunkte im Ein
heitskreise I x i < 1. Aus der Beschränktheit von N (r, a) ergibt sich 
(§ 1), daß die Summe 

eine für J x I < 1 nichtnegative und harmonische Funktion von x ist, 
mit Ausnahme der Punkte x," wo 

s (x) =log-~--+ stetige Funktion. lx-x,. 

Ferner ist s (x) automorph in bezug auf die Gruppe der linearen Trans
formationen S, durch welche die Zweige der linear polymorphen 
Abbildungsfunktion x (z) verbunden sind. Man bestätigt in der Tat, 
daß die Ausführung einer Transformation S auf die Variable x nur die 
Reihenfolge der Glieder der Summe verändert, und den Wert von s (x) 
also unverändert beläßt. 

Gehen wir nun durch die Substitution x = x (z) zur z-Ebene über, 
so wird s (x (z)) also eine in G eindeutige und harmonische Funktion sein, 
außer für z = a, wo s einen positiven logarithmischen Pol hat: 

s(x(z)) =log lz~ al +stetige Funktion; 

für a = oo hat man hier log :z ~-a; durch log f z [zu ersetzen. Schließlich 

gilt im ganzen Gebiet G s;:=o. 
Hiermit haben wir die Existenz einer endlichen, nichtkonstanten, 

nichtnegativen und in jedem Punkt z+a des Gebietes G harmonischen 
Funktion nachgewiesen. Hi~raus folgt nun, daß die Randpunktmenge F, 
positive Kapazität hat. Um dies einzusehen beschreibe man um den 
Pol z = a einen kleinen Kreis C r vom Radius r und bezeichne mit 
m, das Minimum von s (x (z)) auf der Kreischeibe : z - a I :Sr. Würde 
nun r vom harmonischen Maß Null sein, so könnte man das erweiterte 
Minimumprinzip von Nr. 115 in dem außerhalb von Cr liegenden Teil
gebiet von G anwenden. Es würde dann s:::;: mr im ganzen Gebiete G 
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sein, was andererseits wegen m,-+ oo für r-+ 0 unmöglich ist. Dieser 
Widerspruch zeigt, daß T von positivem harmonischen Maß ist. Der 
Beweis ist hiermit vollendet. 

169. In diesem Zusammenhang ist noch folgendes zu beachten: 
Die Funktion s (x) hat als Logarithmus eines BLASCHKE-Produktes fast 
überall auf dem Rand [ x J = 1 verschwindende radiale Grenzwerte. Da 
die zusammengesetzte Funktion s(x(z)) ferner in G harmonisch und 

nichtnegativ ist, und für z= a unendlich wird wie log I z _!_ a I , so liegt die 

Vermutung nahe, daß sie identisch ist mit der GREENsehen Funktion 
des Gebietes G. Daß dies tatsächlich der Fall ist, wird am einfachsten so 
bewiesen, daß man zeigt, daß s(x(z)) kleiner als jede andere in G nicht
negative und harmonische Funktion u (z) ist, welche im Punkte a einen 
ähnlichen logarithmischen Pol hat; durch diese Extremaleigenschaft 
zeichnet sich ja die GREENsehe Funktion aus (V, § 2, Nr. 97). 

Sei also u (z) eine derartige, von s verschiedene Funktion. Dann 
wird u(z(x)) in [ x[ < 1 harmonisch sein, mit Ausnahme der Punkte 
x., wo u eine ähnliche Entwicklung hat wie s (x). Die Differenz 

u(z(x))- ~ logl:2(:::~r 
I xv[ <e 

ist also für [x'<e<1 harmonisch; auf [x[=e ist sie offenbar nicht
negativ, und dasselbe gilt somit auch für [x[ <e. Durch den Grenz
übergang e -+1 finden wir, daß auch der Grenzwert 

u(z(x)) -s(x) 

für ! x [ < 1 nichtnegativ ist. Tatsächlich ist er sogar positiv. Denn wenn 
er für einen Punkt x verschwinden würde, so folgt aus dem Mini
mumprinzip U-= s, was der Voraussetzung widerspricht. Also ist u> s, 
und s ist folglich die GREENsehe Funktion von G. 

Diese mittels der Abbildungsfunktion x (z) der universellen Über
lagerungsfläche gewonnene Produktdarstellung der GREENsehen Funktion 
ist schon von POINCARE [2] gegeben worden1 . 

170. Im Hilfssatz von Nr. 168 haben wir auf die Beschränktartigkeit 
einer für I z i < 1 meromorphen Funktion w (z) geschlossen als eine Folge 
davon, daß die Funktion eine Wertmenge von positiver Kapazität aus
läßt. Der zuletzt bewiesene Satz zeigt, daß dieses Resultat, insoweit 
es sich um das Maß der Ausnahmewerte handelt, nicht verschärft werden 
kann. In der Tat: falls Teine beliebige harmonische Nullmenge ist, so 
liefert die automorphe Funktion z:(x), die den Kreis [x[<1 auf die uni
verselle Überlagerungsfläche Goo des von Tberandeten Gebietes G konform 
abbildet, ein Beispiel einer nichtbeschränktartigen Funktion, die keinen 
Wert der Menge T annimmt. 

1 Vgl. hierzu auch P. J. MYRBERG [1]. 
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171. Wie verhält es sich nun mit der automorphen Abbildungs
funktion z (x) auf dem Rande l x j = 1 ? Hierüber gilt der bemerkenswerte 1 

Satz 2. Die Menge der Werte cp (O::Scp<2n), für welche der Winkel-
grenzwert 

z(ei<r) = lim z(x) (44) 
x --+ ei q: 

existiert, hat das Maß 2 n oder Null, je nachdem das Gebiet beschränktartig 
oder nichtbeschränktartig ist. 

Der erste Teil der Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung aus 
dem FATOUschen Satz. Um den zweiten Teil zu beweisen, bezeichnen wir, 
unter der Voraussetzung, daß G nichtbeschränktartig und die Rand
punktmenge r also von der Kapazität Null ist, durch (rp) die Menge der 
Werte cp, für welche der Winkelgrenzwert (44) existiert. Nach einem 
allgemeinen Satz der Theorie der reellen Funktionen ist (rp) jedenfalls 
meßbar und wir können also das LEBESGUEsche Integral (x=rei'~') 

1 J 1- r 2 

u (x) = 2n 1 + r•=- -2-r cos (# -·r) d{} 
('{) 

ansetzen. Wenn das Maß p von (<p) zwischen Null und 2 n liegt, so 
definiert u eine für i x j < 1 harmonische und beschränkte Funktion 
(O::Su:"S: 1), die nach dem FATOUschen Satz fast überall auf der Menge (rp) 
den radialen Grenzwert 1 hat. Da u für x = 0 den Wert 

_1 J dcp = - /!'_ < 1 
2:n; 2:'l 

(q:) 

annimmt, so ist u andererseits nicht konstant gleich 1. 

Übt man auf x eine Substitution S der zur Funktion x (z) gehörigen 
Transformationsgruppe aus, so bleibt die der Menge (rp) entsprechende 
Punktmenge (e;'~') invariant; denn wegen des automorphen Charakters 
von z (x) hat diese Funktion für jedes cp der transformierten Menge 
S(ei'~') einen Winkelgrenzwert, und da die Menge (rp) andererseits als 
die Gesamtheit der Werte cp definiert ist, für welche jener Grenzwert 
existiert, so müssen also die ursprüngliche und die transformierte Wert
menge (rp) übereinstimmen. Da das Differential des oben erwähnten 
PorssoNschen Integrals überhaupt jeder linearen, den Einheitskreis 
erhaltenden Transformation gegenüber invariant ist (I, § 1), so schließt 
man, daß u(x) ein in bezugauf die Gruppe (S) automorphes Potential ist. 

Aus den oben zusammengestellten Eigenschaften von u ersieht man, 
daß die Funktion u(x(z)) im Gebiete G eindeutig, harmonisch und 
beschränkt ist, ohne konstant zu sein. Dies ist aber wegen Satz 2 (V, § 4) 
nicht möglich. Es kann also nicht O<,u<2n sein. 

1 R. NEVANLINNA [12]. 
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Um die Unmöglichkeit der Gleichheit fl = 2 n nachzuweisen, über
decken wir die z= a+it-Ebene durch das Netz der Quadrate Q(m, n, p) 

m < m+1 n n+1 ) 7)=a<-p-, y;"5.t<-y;-- (m,n=0,±1, ... , 

und bezeichnen durch (cp)mnp die jedenfalls meßbare Teilmenge von (cp), 
für welche die Randwerte von z (x) auf das Quadrat Q (m, n, p) fallen; die 
Summe der Maße von (cp)mnp, wo p gegeben ist und die m, n alle ganzen 
Zahlen durchlaufen, ist gleich dem Maß fl von (cp), welches jetzt gleich 
2 n angenommen ist. Wir lassen jetzt p die Werte 1, 2, ... durchlaufen, 
und behaupten, daß für mindestens eine endliche ·wertkombination 
m, n, p das Maß der Menge (cp)mnp zwischen Null und 2 n liegt. 

Im entgegengesetzten Fall gibt es für jedes p ein wohlbestimmtes 
Quadrat Qmnp, für welches das entsprechende Maß gerrau gleich 2 n 
ist. Diese Quadrate sind ineinander geschachtelt und haben also einen 
einzigen gemeinsamen Punkt z0 • Aus der Definition des Punktes z0 

folgt, daß die Werte cp, für welche der Randwert z (ei'~') in den Kreisring 

! ~ [Z-z0[ 2':;; ~ 1 fällt, eine Nullmenge bilden. Infolgedessen hat z(x) 
fast überall auf dem Rand i x I = 1 den Grenzwert z0 • Daß dies zu 
einem Widerspruch führt, wird jetzt folgendermaßen eingesehen. 

Unter der Annahme, daß G mehr als drei Randpunkte hat, fixieren 
wir drei solche, von z0 verschiedene Punkte z1 , z2 , z3 , und konstruieren 
die universelle Überlagerungsfläche der dreifach punktierten Ebene 
z + Zv (v = 1, 2, 3). Diese wird durch die inverse Funktion w = w (z) der 
Modulfunktion auf den Einheitskreis 1 w I< 1 abgebildet. Wir fixieren 
für x = 0 einen beliebigen der Werte w (z (0)). Der so bestimmte Funktions
zweig w(z(x)) ist, da z(x) die kritischen Werte z1 , z2 , z3 vermeidet, im 
Einheitskreis i x i < 1 unbeschränkt fortsetzbar und stellt also nach dem 
Monomodriesatz eine daselbst eindeutige Funktion dar, welche beschränkt 
ist und fast überall auf i x [ = 1 einen Randwert w = w (z0) hat. Die Menge 
dieser Randwerte ist also abzählbar, was gemäß dem Rmszschen Satz 
die Konstanz von w (z (x)) zur Folge hat. Dies ist jedoch unmöglich, 
da sowohl w (z) als z (x) nicht konstant sind. 

Vorausgesetzt, daß r mehr als drei Punkte enthält, haben wir also 
die Existenz eines Quadrates Q aufgezeigt, derart, daß die Menge der 
Werte cp, für welche die Randwerte von z(x) auf Q fallen, ein zwischen 0 
und 2 n liegendes Maß hat. Nun können wir mit dieser Menge weiter, 
wie oben mit (cp) im Falle O<f1,<2n, verfahren und stoßen so auf den 
in Aussicht gestellten Widerspruch. 

Hiermit ist der Nachweis dafür erbracht worden, daß die Randwerte 
von z ( x) höchstens für eine Nullmenge existieren, sofern G mindestens 
vier Punkte enthält. 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so haben wir es, da der triviale 
Fall, wo G höchstens zwei Punkte hat, ein für alle mal ausgeschlossen 
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wurde, mit der Modulfunktion z (x) zu tun. Dieser Fall läßt sich am 
einfachsten so erledigen, daß man zwei von den drei Randpunkten von G 
als Windungspunkte einer zweiblättrigen, über die z-Ebene ausgebreiteten 
RIEMANNschen Fläche nimmt, und diese durch eine Quadratwurzel
operation auf die schlichte w-Ebene abbildet. Hierdurch wird die 
Modulfunktion in eine automorphe Funktion transformiert, die den 
Kreis / x I< 1 auf die universelle Überlagerungsfläche der vierfach punk
tierten w-Ebene konform abbildet. Der Beweis wird derart auf den 
obenbehandelten Fall zurückgeführt. 

172. Die Randwerte der Abbildungsfunktion liegen jedenfalls auf der 
Randpunktmenge F. Dies wird wie in dem früher (I, § 3) behandelten 
Spezialfall bewiesen. Ist nämlich z0 ein innerer Punkt von G, so kann 
man um denselben eine ganz in G liegende Kreisscheibe K 0 abgrenzen. 
Die Bilder dieser Kreise liegen isoliert im Einheitskreise I x I < 1. 
Bewegt sich also der Punkt x stetig gegen den Rand [ x [ = 1 , so muß der 
Bildpunkt z=z(x) immer wieder aus dem Kreise K 0 heraustreten 
und kann also nicht gegen den Mittelpunkt z0 konvergieren. 

Auf eine nähere Untersuchung der Zuordnung zwischen den Rand
punkten rund den Peripheriepunkten I X i = 1 soll hier nicht eingegangen 
werden. 

VIII. Meromorphe Funktionen 
endlicher Ordnung. 

§ 1. Ordnung einer meromorphen Funktion. 
17 3. Wir hatten im Laufe der vorhergehenden Darstellung schon 

mehrmals Gelegenheit, zu bestätigen, daß der Grad der Transzendenz 
einer meromorphen Funktion sich im Anwachsen der Charakteristik 
T(r) widerspiegelt. Faßt man diejenigen meromorphen Funktionen, 
für welche die Charakteristik von einer bestimmten Größenordnung ist, 
zu einer Klasse zusammen, so wird die Struktur der Funktionen einer 
solchen Klasse um so komplizierter sein, je höher jene Wachstums
ordnung ist. So haben wir gefunden, daß die Funktionen, welche im 
Einheitskreis eine beschränkte Charakteristik haben, unter allen für 
: z / < 1 meromorphen Funktionen sich durch gewisse einfache Eigen
schaften auszeichnen. Sie haben z. B. fast überall auf der Peripherie 
j z / = 1 bestimmte Randwerte, während entsprechendes für nichtbe
schränktartige Funktionen i. a. nicht mehr gilt. Im Falle einer in der 
ganzen Ebene z =1= ro meromorphen Funktion hat wiederum die Be
schränktheit der Charakteristik das Konstantwerden der Funktion zur 
Folge. Die rationalen Funktionen besitzen die Eigenschaft T (r) = 0 (logr), 
und für eine transzendente Funktion wächst das Verhältnis T (r) : logr 
für r-+ ro über alle Grenzen 1. 

1 Dies soll in § 2 des vorliegenden Abschnitts bewiesen werden. 
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17 4. Aus der Menge der transzendenten meromorphen Funktionen 
grenzt sich eine besondere Klasse durch gewisse charakteristische Eigen
schaften natürlich ab; es ist dies die Klasse der meromorphen Funktionen 
von endlicher Ordnung. Um das Anwachsen einer solchen Funktion 
sogleich mit nötiger Präzision definieren zu können, sollen vorerst gewisse 
einfache Hilfsbegriffe zusammengestellt werden. 

Sei s (r) eine für r > 0 definierte, positive, monoton zunehmende 
Funktion von r. Wenn die obere Grenze 

lim ~g_sJI') = A 
r = 00 log r 

endlich ist, so heißt s(r) von der Ordnung r;. oder kürzer auch: von der 
Ordnung A. Dies ist also dann und nur dann der Fall, wenn für jedes e >0 

s (r) <r;. + 6 

für alle hinreichend großen Werte r, während 

s(r)>rA- 6 

für beliebig große Werte r gilt. Wenn jene obere Grenze unendlich ist, 
so ist s (r) von unendlicher Ordnung. 

Man teilt die Funktionen von der endlichen Ordnung Ä in drei Unter
klassen ein: s (r) ist vom Maximal-, Mittel- oder Minimaltypus 1 der 
Ordnung Ä, je nachdem die obere Grenze 

1.-- s (r) 
Im-},-

,= co r 

unendlich, endlich und positiv, oder Null ist. 

Es ist ferner zweckmäßig den Minimaltypus einer positiven Ordnung Ä 
näher zu differenzieren durch Unterscheidung der Konvergenzklasse und 
der Divergenzklasse 2, welche charakterisiert sind durch die Konvergenz 
bzw. Divergenz des Integrals 

<D J rs;.~1 dr. (1) 

Die Funktion r;.(logr) 1L z. B. ist für jedes f1 von der Ordnung Ä, und 
zwar für 11> 0 vom Maximaltypus, für f1 = 0 vom Mitteltypus und für 
11< 0 vom Minimaltypus; für 0>f1 ~ -1 gehört sie zur Divergenzklasse, 
für ,u < - 1 dagegen zur Konvergenzklasse. 

Während also eine Funktion vom Minimaltypus nicht immer zur 
Konvergenzklasse gehört, gilt das Umgekehrte ausnahmslos. Ist nämlich 

1 .-\. PRINGSHEIM [JJ, E. LINDELÖF [J]. Wir ziehen die von LINDELÖF vorge
schlagene Benennung "Mitteltypus" (type moyen) dem PRrNGSHEIMschen Terminus 
"Normaltypus" vor. 

2 G. V ALIRON [1]. 
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das Integral (1) konvergent, so wird für e > 0, sobald r hinreichend 
groß ist, 

und s (r) ist folglich vom Minimaltypus. 
Unter Anwendung dieser Eigenschaft geht die Richtigkeit folgenden 

Kriteriums hervor. 
Die Funktion s (r) ist dann und nur dann von der Ordnung A., wenn 

das Integral 

für f-l > A. konvergent, für ft < A. dagegen divergent ist. 
Wir erklären jetzt: 

Definition. Eine für z+ co meromorphe Funktion ist von derselben 
Ordnung, demselben Typus und derselben Klasse wie ihre charakteristische 
Funktion T(r). 

So ist z. B. tgz von der Ordnung Eins, e-zk und seine in § 2 von 
Abschnitt VI betrachtete Integralfunktion von der Ordnung k, die 
doppeltperiodischen Funktionen sind von der Ordnung 2, und zwar sind 
diese Funktionen sämtlich vom Mitteltypus der betreffenden Ordnungen. 
Die Gammafunktion und die RIEMANNsche Zetafunktion gehören dem 
Maximaltypus der Ordnung Eins an. Weitere Beispiele folgen in § 3 
dieses Abschnitts. 

175. Für eine ganze transzendente Funktion w (z) lassen sich diese 
Begriffe ebensogut mit Hilfe des Logarithmus des Maximalbetrages 

M(r)= max [w(z). 
Z =Y 

erklären. Für eine solche Funktion ist nämlich N (r, co) 0, und daher 
2:t 

1 J + . T(r) = m(r, co) • c 2 n log [w(re''~')[d<p ~ logM (r), 
0 

während andererseits für z=rei'~' und r<e [vgl. (1}, Nr. 131] 

2n 

1 j + i& n2 - r 2 < --- log [ w (n e ) I ·· - - - - ·--- d {} 
=2n " 'e"-i-r2 -2ercos(&-<p) 

0 

:;;se +r m(n co) 
e-r "' ' 
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e+r 
T(r)~logM(r)~e-r T(e). 

Setzt man hier r=8e(0<8<1), so folgt: 

209 

Die Größen T(r) und logM(r) sind für eine ganze Funktion von der
selben Ordnung, demselben Typus und derselben Klasse. 

Wegen der Invarianz der Charakteristik T gegenüber linearen Trans
formationen S (w), ist die Ordnung (Typus, Klasse) einer meromorphen 
Funktion einer solchen Transformation gegenüber invariant. 

Unter Anwendung der Relation (vgl. Nr. 137) 

T (r, w1 w2) So T (r, w1) + T (r, w2) 

folgt ferner, daß die Ordnung A eines Produktes höchstens gleich der 
größeren Ordnung der Faktoren w1 und w2 ist. Dasselbe gilt wegen 

T (r, -1-) = T(r, w2) +0(1) auch für den Quotienten w= w1 • Sind nun 
. ~ ~ 

w1 und w2 von ungleicher Ordnung A1 und A2 (und z. B. A1 > A2}, so ist also 
A~ A1 , und andererseits, da w1 als Quotient (bzw. Produkt) der Funktionen 
w und w2 geschrieben werden kann, auch A1 ~ max (A, A2), so daß also 
A=A1 sein muß. 

Die Ordnung des Produktes (des Quotienten) von zwei meromorphen 
Fttnktionen w1 und w2 der Ordnung A1 bzw. A2 ist~ max(A1 , A2) und sicher 
gleich dieser Zahl, sobald A1 =F A2 • 

Mittels der Beziehung T (r, w1 + w2) So T (r, w1) + T (r, w2) + log 2 
(vgl. S. 162) zeigt man ferner, daß entsprechendes für die Summe 
'li'1 + w2 gilt. 

Aus dem ersten Hauptsatz T(r) ~m(r, a) +N(r, a) schließt man, 
daß sowohl die Schmiegungsfunktion m(r, a) wie die Anzahlfunktion 
N (r, a) für jedes a höchstens von der Ordnung (Typus, Klasse) der ge
gebenen meromorphen Funktion w (z) ist. Mindestens eine dieser Größen 
erreicht jene Ordnung; daß dies im allgemeinen, das heißt, für die große 
Majorität der a-Werte, für die Anzahlfunktion zutrifft, wird sich später 
ergeben. Was auf Grund der bisherigen Resultate uns vorläufig über 
die relative Größe der Komponenten m und N bekannt ist, ist vor 
allem im PICARDschen Satze enthalten, wonach N (r, a) höchstens für 
zwei Werte a verschwinden kann, sofern vom trivialen Fall einer kon
stanten Funktion w (z) abgesehen wird. Ferner zeigen die Ergebnisse 
von VI, § 4, daß die Größe N für "fast alle" Werte a den vollen Betrag 
der Charakteristik erreicht. 

176. In welcher Art und Weise die Wachstumsschnelligkeit der 
Anzahlfunktion N (r, a) mit der Verteilung der a-Stellen zusammen
hängt, geht deutlicher hervor aus nachstehendem Hilfssatz. 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 14 
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Bezeichnen r1 (a), r2 (a), ... die wachsend geordneten Beträge der a-Stellen 
der meromorphen Funktion w (z), so sind für ,u > 0 die drei Ausdrücke 

f !! ()'~!!}_ d r J n (r_<}!)_ d r 
yf-l + 1 ' ,yfl T 1 

und ~( 1 .)'' 
~ r,.(a). 

(2) 

gleichzeitig endlich oder unendlich. 

Es ist nämlich erstens für 0 < r 0 < r 

f n(t,a) dt= fdN(t,a) = .Y_~l 
t'"+l t1' 1'·" 

.V (r0 , a) -l- ~- S (I, a) dt 
j1 I /f, • 1//, -: 1 ' ' 

r" 

woraus unmittelbar hervorgeht, daß die Konvergenz des zweiten Inte
grals (2) die Konvergenz des ersten zur Folge hat. Wenn dieses Integral 
wieder konvergent ist, so gilt, wie oben bewiesen wurde, N (r, a) r '" .. ,.. 0 
für r _,. co ; die rechte Seite der obigen Beziehung ist also für r _,. co 
endlich, und dasselbe gilt somit für das zweite Integral (2), welche also 
mit dem ersten Integral gleichzeitig konnrgent oder divergent ist. 

Mittels der Beziehung 

~(·-1_\'" = !d n (t, a) = ll_k,_(l_) ~- n (r0 ,_(lL 11 ~- n (t, (ll dt 
~ , rv (a)} • t'' r~" r,\ +' . t"-+ 1 

r0 < rv ~ r t = r0 ,. 0 

beweist man in entsprechender Weise, daß das zweite Integral und 
die Reihe in (2) entweder beide konvergent oder beide divergent sind, 
womit der Hilfssatz vollständig begründet ist. 

Man schließt jetzt, daß die Ordnungen (Typen, Klassen) der Aus
drücke N und n dieselben sind und ferner, unter Anwendung des oben 
gegebenen Kriteriums: 

Wenn die Ordnung der meromorphen Funktion w (:) gleich }. ist, so 
ist die Reihe 

(3) 

für jedes a konvergent, sobald fl > } .. 
Wenn w (z) zur Konvergenzklasse der Ordnung }. gehiirt, so gilt dasselbe 

noch für f1 = } •. 

Wenn die Reihe (3) für einen gewissen Wert !' konvergent ist, so 
wird fJ Konvergenzexponent der Zahlenfolge r,, (a) genannt. Die untere 
Grenze der Konvergenzexponenten heißt Grenzexponent. Das obige 
Ergebnis besagt also, daß der Grenzexponent der a-S'tellen einer mero
morphen Funktion höchstens gleich der Ordnung }. dieser Funktion ist. 
Falls diese zur Konvergenzklasse gehört, so ist der Grenzexponent gleichzeitig 
auch Konvergenzexponent. 

Gibt es Fälle, wo der Grenzexponent der a-Stellen für irgendwelche 
Werte a kleiner als die Ordnung ausfällt? Daß dies für mindestens 
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zwei Werte a zutreffen kann, zeigt uns das Beispiel 

w (z) = w1 (z) e'J., 

wo Ä. > 0 ganzzahlig und w1 (z) eine beliebige meromorphe Funktion von 
einer Ordnung Ä.1 <Ä. ist. Das Produkt ist von der höheren Ordnung Ä. 
(vgl. oben S. 209). Die Funktion w (z) hat aber mit w1 (z) gemeinsame 
Nullstellen und Pole, und die Reihe (3) ist also für die zwei Werte a = 0, oo 

konvergent, sobald fk>Ä.1 . Für diese Werte ist folglich der Grenz
exponent kleiner als die Ordnung Ä.. 

Daß andererseits die Anzahl solcher Ausnahmewerte nicht größer als 
zwei sein kann, folgt aus einer zuerst von BoREL 1 gegebenen Erweiterung 
des PICARDschen Satzes, welche im Abschnitt X bewiesen werden soll. 

Die obige Funktion w (z) war von ganzzahliger Ordnung. Für nicht
ganzzahlige endliche Ordnungen gelten noch einfachere Gesetze, welche 
in § 4 dieses Abschnitts besprochen werden sollen. 

§ 2. Kanonische Darstellung einer meromorphen 
Funktion endlicher Ordnung. 

177. Aus der PoiSSON-JENSENschen Formelläßt sich nach einem von 
F. N EV ANLINNA 2 angegebenen Verfahren eine in der ganzen punktierten 
Ebene gültige Darstellung einer meromorphen Funktion endlicher Ord
nung als Quotient von zwei WEIERSTRASSschen kanonischen Produkten 
herleiten. 

Sei w (z) eine meromorphe Funktion von endlicher Ordnung mit den 
Nullstellen a" und Polen b.(fk, v= 1, 2, ... ). Es gibt dann eine endliche 
ganze Zahl q ~ 0, so daß 

(4) 

Wir stellen w(z) im Kreise lzl :s e dar durch die POISSON-jENSENsche 
Formel ( 1') (VI, § 1) und finden dann nach (q + 1 )-maliger Differen
tiation 3 

(q+l) ~ (-1)qq! ~ (-1)qq! 
D logw(z) = ~ Hl - ~ Hl + Se(z) +Ie(z), 

(z- ap) (z- bv) 
la.ul<e lbv!<e 

wo 

S (z) =q! """(--ä"_-')Hl -q! """"(-~)q+l' 
e .:::;"; (!2 - ap z ~ e2 - bv z 

Ja.u 1 <e [bv'<e 
2n . 

(q+1)!/ io 1 2eet1Jd1J I (z) = ·· ·- log!w(ee ) --.--- --. 
e 2n 1 (ee'ß-z)q+2 

--------- 0 
1 E. BoREL [1]. 
2 F. NEVANLINNA [1], R. NEVANLINNA [4]. 
3 Wir können den Anfangswert w(o)+o, o:> annehmen. Dies kann stets durch 

Division der Funktion w durch eine Potenz za. erreicht werden. 

14* 
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178. Es wird sich zeigen, daß die Ausdrücke ,'-;Q und Je für (!-,.. co 
verschwinden. Für :z ~r<(! ist nämlich. da ia11 <.(!, 

und daher 

j~( ap 
2 -'! -a/1 

Hier ist 

, < ~- a_f-1_:_~
, --- r./·- a 1, 11' 

)
q" I / II (_']. II) 

i-..... 

' .c ('] ~-r)'!-1 

c Q e!! 

<--
-... (! - r 

11 (']. O) 

{!q -;- 1 

( ( _(dtt<j""(l,il)i '( . - 0 n (!, 0) = n c, 0) . _ . 1 c t < i\ e g. o) < T ( c g) + ( 1 ) . 

woraus vermöge der Voraussetzung (-+) 

II ('], 0) 
q , 1 · • 0 für (! . co 

'! 
folgt. 

Die zweite im Ausdrucke So stehende, von den Polen b,, herrührende 
Summe läßt sich auf ähnliche "''eise absch;ltzen, und es ergibt sich also. 
daß Se (z) für (! -+ co verschwindet, und zwar gleichmäßig für z "5_ r. 

Für den Ausdruck Je gilt für z ·s r < 'l 
i:t 

(q _l_ 1 ) I 0 J · I il !J (z) 1 :S-- ' __:- _- log u· (oc ) 
I Q 1-- n (o - r)q + 2 ' ~ 

2 (q f 1) I 
d !9 =c 

- 0 
(t - _r )q 
. (! 

4 ( q + 1) I T (C) + () ( 1 ) <T1-- r)q+z -------;}=-1-
' (}I 

und es wird gleichmäßig für z < r 

Ie(::)--+0 für(!- m 

Zusammenfassend wird 

dq+l)logw(z)=(-1)"' 1 q! lim I~ ( 
o ---o ro I 
- br . ~~ 

) 
1/ ' 1 

-- !J,. 

m (IJ. o) 111 (IJ. oo) 
--- -

~ ( -1 q-11 
a~:e i{-a,,) j' 

woraus nach (q+ 1)-maliger Integration, welche wegen der Gleich
mäßigkeit der Konvergenz rechts gliedweise ausgeführt werden kann, 
schließlich ,, 
logw (z) = ~ c,.z'' + lim f 2; [log ( 1 · 

o- ro I (I - a1, < 0 

) f- _· 
o1l a1, 

1 ( ___ .c ) 1/l -i- ... -l -q a,,, 

--- Y. [lou I 1 · .:_ ) + ~ ... 
~ h\ /;)' /;,. 

!bl' <I} 

Hier ist v l c,. = Dl•'i log w (0). \Vir haben abo das Ergebnis: 
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Es sei w (z) eine meromorphe Funktion endlicher Ordnung mit den 
.V ullstellen a1 , a 2 , ••• und den Polen b1 , b2 , • • • . Sei ferner T (r) ihre 
Charakteristik und q eine so große ganze Zahl, daß 

lim T(r) =0. 
q+1 

r = co r 
(4) 

Unter diesen Bedingungen hat w (z) die in jedem endlichen Gebiete 
der Ebene gleichmäßig konvergente Darstellung 

q 
};cvzV 

w(z) =z<>e" lim 
Q = 00 

zuo :x eme ganze Zahl ist 1. 

z 1 (_ az")_ q II ( z ) ap + ... + q- r 

1-- e 
, a11, 

ja.ul ~ (! _ __ ~ ____ _ 

z 1 ( z ·)q, 
II(1-- -) et;+·· ·-'--q _-IJ"-. 

. bv , 

(5) 

,bv < (} 

179. Die obigen Annahmen genügen noch nicht, um die Konvergenz 
der einzelnen, im Zähler und Nenner stehenden kanonischen Produkte 
zu sichern. Hierfür ist nämlich die Konvergenz der Reihen 

und ~! jlq-f-1 
..:::,.; , bv (6) 

erforderlich, oder was gleichbedeutend ist, die Konvergenz der Integrale 

J N(r_,'1d ( ) rq+Z r a=O, co . 

Die Voraussetzung (4) dagegen sagt nur aus, daß T(r) und somit 
auch N(r, a) höchstens vom Minimaltypus der Ordnung q+ 1 ist. 

Gehört aber T (r) höchstens der Konvergenzklasse der Ordnung 
q + I an, d. h. ist das Integral 

konyergent, so sind beide Reihen (6), und daher auch die entsprechenden 
kanonischen Produkte absolut und für jedes ;z! ~r gleichmäßig kon
vergent. 

Wenn das Integral 

(7) 

1 Dieser Satz zeigt, daß die Beziehung T (r) = 0 (logr) nicht nur eine notwendige, 
sondern auch eine hinreichende Bedingung dafür ist, daß eine meromorphe Funktion 
w sich auf eine rationale Funktion reduziert (vgl. VI, § 2, Nr. 137). Aus jener 
Beziehung folgt nämlich, daß (4) mit q = 0 erfüllt ist. Da N (r, 0) und N (r, ro) 
nach dem ersten Hauptsatz ebenfalls von der Ordnung 0 (logr) sind, so ist die 
Nullstellen- und Polanzahl endlich, und der Ausdruck rechts in (5) wird eine rationale 
Funktion. 
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konvergent ist, so hat man oo 

l:cvzv n E (-iv 'q) 
w(z) =z"e" "' · , (8) 

IJE(:~,q) 
wo E den Primfaktor von WEIERSTRASS 

u2 fi/J 

bezeichnet. 

u+ + .. ·+-·-
E(u,q)=(1--u)e 2 q 

Diese kanonische Darstellung zeigt, daß eine meromorphe Funktion 
endlicher Ordnung bis auf einen Exponentialfaktor 

eP(z), 

wo P ein Polynom ist, durch ihre Nullstellen und Pole bestimmt ist. 
Die asymptotischen Eigenschaften der Funktion hängen also wesentlich 
von der Verteilung jener zwei Stellensorten ab. Um diesen Zusammen
hang aufzuklären, müssen wir die Beziehungen zwischen dem Anwachsen 
und der Nullstellendichte eines kanonischen Produktes einem näheren 
Studium unterziehen. 

§ 3. Einige Eigenschaften der kanonischen Produkte. 
180. Zur Abschätzung des absoluten Betrages eines kanonischen 

Produktes soll der WEIERSTRAsssche Primfaktor E (u, q) zunächst unter
sucht werden. Falls q = 0 ist, so haben wir einfach die evidente Be-
ziehung 

logjE(u, 0)[ :Slog(1 + [u') (9) 
zu benutzen. 

Ist dagegen q 2;: 1, so gilt für 'u : 5 - q , ·- q ~ 1 

oo lul" ju q-'-l 'u·q+l 1 
logiE(u, q) I S --S- -· -- (1 + !~t' + ... ) = -'---

' •- V - q + 1 ' q + 1 1- Hi 
q+l 

S Ju1H 1 • 

Für Ju/ > q! 1 ist wiederum, wegen log (1 + r u il < 1 u , 

' I ,q ( 1 1 i 1 1 11 I q- ~ I 1 
log!E(u,q)/:S:u! q- +-q=-1 ju- + ... + 2 -u +2i u 

q 

:':: i u [q [ 2 ( 1 + ~-) q -l + ~ : ( 1 + ~ ) </- '] 

'J.'=2 

q 

:S[uiq(1+ ~Y(2+ ~+.):se(2+logq)Ju:q 
., 

iuiHl -
:S-1+ Iu' 3e(2-,logq). 
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Diese obere Schranke ist aber für I u I ;S q ! 1 , größer als I u [q + 1 , 

wir haben also den 1 

Satz. Der WEIERSTRASSsche Primfaktor genügt für q 2;_ 1 der Un
gleichung 

PluiH1 
log[E(u, q) [:S 1 +iuf' (10) 

wo 
P = 3e(2+logq). 

18 I. Sei nun a1 , a 2 , ••• , av, ... eine nach wachsenden Beträgen ge
ordnete Folge von Zahlen derart, daß die Reihe 

CO 

~I 1 lq 
~~~' 

wo q eme ganze Zahl ist, divergent ist, während die Reihe 

konvergiert. Unter diesen Voraussetzungen ist das unendliche Produkt 

in jedem endlichen Bereich der Ebene gleichmäßig konvergent und stellt 
also eine für z = av verschwindende ganze Funktion dar. Die ganze 
Zahl q wird das Geschlecht des kanonischen Produktes genannt. 

Bezeichnet n (r) die Anzahl der Im Kreise [ z [ ;S r liegenden Null
stellen a., so sind die Integrale 

f __!!:kl_ dr und J N (r) dr 
yl'+l yl'+l 

für f.l = q divergent und für f.l = q + 1 konvergent. Die Ordnung A der 
Größen n (r) und N (r), welche gleich dem Grenzexponenten der Zahlen
folge [ a i ist, liegt im Intervalle q ;S A ;S q + 1, und die Ordnung des 
kanonischen Produkts, d. h. die Ordnung seiner Charakteristik T (r) 
oder auch der Größe log M (r), ist also mindestens gleich A. 

Wir gehen jetzt dazu über, den Betrag des kanonischen Produktes 
nach oben abzuschätzen. Unter Anwendung des Hilfssatzes (10) findet 
man für q 2;_ 1 

CO 

=Prq+Ijq1'_+_k_± 1)t n(t)dt 
tq+ 1 (t +r) 2 

0 

1 Vgl. E. BOREL [1], G. VALIRON [3]. 
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CX> 

q +1 j n (t) dt <::::: p(q+1)r -------
- tq -l-1 (t + r) 

0 
f ,. 00 \ 

< </ ( J n _(t) J ~)_ ) ---~ p (q + 1) r 1 H 1 dt + r 1" ~ 2 dt . 
IO r 

Die letzte obere Schranke ist auch im Falle q = 0 brauchbar, Wie 

man leicht bestätigt, wenn bei der obigen Abschätzung von der Be
ziehung (9) ausgeht. Zusammenfassend gilt demnach: 

Der Maximalbetrag M (r) eines kanonischen Produktes vom Geschlecht q 
genügt der Ungleichung 

q(;'n(t) !00

n(t) ) logM(r)<kr 
0 

t<I+Tdt+r, t<i-:!_ 2 dt , (11} 

wo k= 3e(q+1)(2+logq). 

182. Diese Ungleichung zeigt, daß die Ordnung von log M (r) nicht 
höher als die Ordnung von n (r) sein kann, und da auch das Um
gekehrte besteht, so hat man also das Ergebnis: 

Die Ordnung eines kanonischen Produkts von endlichem Geschlecht 
stimmt mit der Ordnung seiner Nullstellenanzahl n (r) iiberein. 

Was nun den Typus und die Klasse des Produkts betrifft, so hat man 
hier zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die Ordnung A ganzzahlig 
oder nichtganzzahlig ist. Wir fassen zuerst den letztgenannten Fall 
q<l<q+ 1 ins Auge. Man bestätigt dann unmittelbar an Hand der 
Beziehung ( 11), daß log M (r) nicht von höherem Typus als n (r) sein kann. 
Dasselbe gilt aber auch für die Klasse, denn man hat den Satz1 : 

Für ein kanonisches Produkt nichtganzzahliger Ordnung A sind die 
Integrale 

00 

f~og llf (r) dr und 
/"+1 

gleichzeitig konvergent oder divergent. 

(12) 

Mit Rücksicht auf die Resultate von § 1 genügt es, zu beweisen, daß 
die Konvergenz des zweiten Integrals die Konvergenz des ersten Integrals 
nach sich zieht. Dies ergibt sich in der Tat als eine leichte Folgerung 
der Beziehung (11), welche wir in der Form 

schreiben, mit 
logM(r)<k(rp(r) +"P(r)) 

qfn(t) rp(r) =r 1~_ 1 dt, 
0 

1 G. VALIRON [I]. 

( 13) 
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Es ist nämlich 
r r r 

J rp (t) 1 1 J n (t) 1 J n (t) 
··-+1-dt= --,- .1-q ·-q+-1 dt +-,- .1+1 dt, t ,..-q r t "-q t 

0 0 0 

woraus zu sehen ist, daß das Integral 

"' J rp (r) dr 
r•+1 

konvergent ist, sofern das zweite Integral (12) endlich ist. 
Unter derselben Voraussetzung ist 

r "' r J tp (t) rHl-.1 J n (t) 1 J n (t) 
t' +J.dt = q + 1 -=x tH 2 dt + q + 1 - Ä t• + 1 dt. 

0 r 0 

Die Größe n (r) ist aber vom Minimaltypus der Ordnung Ä. und der 
Ausdruck rechts strebt also für r-+ oo gegen einen endlichen Grenzwert. 
Es folgt hieraus die Konvergenz des Integrals 

und weiter, mit Rücksicht 
Integrals 

"' J tp (r) dr 
r.l+l 

auf (13), die 

"' 
/

log Jl,f(!)_dr 
r.l+l • 

behauptete Endlichkeit des 

Die Typen und die Klassen der Größen logM (r) und n (r) sind für 
ein kanonisches Produkt nichtganzzahliger Ordnung einander gleich. 

183. Dieser Satz gilt nicht ausnahmslos für ganzzahlige Ordnungen. 
Daß hier eine Erhöhung des Typus oder der Klasse von log M (r) im 
Vergleich zu n (r) möglich ist, soll jetzt durch ein Beispiel gezeigt werden. 

Es seien Ä. eine positive, cx eine beliebige reelle Zahl und 

q;(r; Ä., cx) -=-l(logr)"'. (14) 
'ocl 

Für r ?-.e_"_ ist q; mit r monoton wachsend. Schränken wir die Varia
oe! 

bilität des Parameters r auf r ~ r 0 > t" + J. ein, so wird also die Gleichung 

q;(r) = v 

für jede ganzeZahl v~v0 =[q;(r0)+1] eine wohlbestimmte Wurzel r" 
haben1 ; sei noch r1 = ... = r.,-1 = r ••. 

Um das Anwachsen der monotonen Zahlenfolge r1 , r 2 , ••• zu unter
suchen, bemerke man, daß die Anzahl der Werte r., welche den Wert 
r~ r1 nicht übersteigen, gleich 

n(r) = [q;(r)] 

1 Wie üblich bezeichnet [a] die größte ganze Zahl < a. 
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ist. Da die Differenz cp-n demnach höchstens den Betrag 1 hat, so 
sind die Integrale 

00 00 

f ~l_ dr und jrp (r; }., <X) dr 
rl'+l rP+l 

für jedes fl > 0 gleichzeitig konvergent oder divergent. Also ist das 
erste Integral, und somit die Reihe 

für fl > A. konvergent und für fl < A. divergent. Für fl = A. tritt Konvergenz 
oder Divergenz ein, je nachdem a< --1 oder a~ -1 ist. Die größte 
ganze Zahl q, für welche Divergenz stattfindet, ist also gleich q= [A.], 
falls A. nichtganzzahlig, a beliebig oder falls A. ganzzahlig, a ~ -1 ist. 
Dagegen wird q+ 1 =A sein, falls A. ganzzahlig und a< -1 ist. 

184. Mit den derart bestimmten Zahlen q und r. setzen wir nun das 
kanonische Produkt vom Geschlechte q 

00 

f(z; A., a) = JI E (-- -f. • q) 

an. Um das asymptotische Verhalten dieser in den Punkten -r. der 
negativen reellen Achse verschwindenden ganzen Funktion zu unter
suchen, schneiden wir die Ebene von - r1 bis - ro geradlinig auf. Nimmt 
man im Ausdruck 

00 

log/=~ logE (- ;; , q) 
•=1 

überall denjenigen Zweig des Logarithmus, welcher für z = 0 verschwin
det, so ist log f (z; A., a) hierdurch als eine in der aufgeschnittenen 
Ebene D reguläre und eindeutige Funktion definiert. 

Es gilt 
00 00 

log/(z; A., a) =JE (-; , q)dn(t) =- / n(t)dE ( -- z , q) 
f=f1 ,., 

00 

= (-1)qzq+l Jn(0 _!!!_ 
tq+lt+z' 

r, 

( 15) 

und da n(t)"-'cp, so wird das asymptotische Verhalten von log/, wie 
später genau bewiesen werden soll, von den asymptotischen Eigen
schaften des Integrals 

00 . .! rp(t) dt 
I (z' A., a) = tH 1 i+ z 

r, 

im wesentlichen bestimmt. 
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Eine vorbereitende Abschätzung für den Betrag dieses Integrals wird 
uns nötig sein. Schränkt man den Punkt z auf den Winkelraum 

iargzl ;Sn- !5 (0< !5<n) (W) 

ein, so wird : t + z' mindestens gleich der größeren der Zahlen tsin !5 
und i z I sin b s~in, ~nd jedenfalls 

Folglich ist m 

I 
1 sin I~ ( I I 

t+z1~ 2 t+ 1 z). 

W für [z[ =r 
00 

2 !I{! (t) dt 
[I(z; A, ~)I :Ss;no ;q-+1t+1> 

r, 

Ferner ergibt sich für r > r1 

oo r oo 

f 'P (t ;_!. _cx) __!:t < _1 f 'Pd t + f .'P.3_~ 
tq + 1 t + r = r tq + 1 tq + 2 ' 

Yr fr r 

Durch partielle Integration wird für Ä > q 
r 

(.- ) fp_(~A: o:) dt = A-q (1 )"- J.-q (1 )"- f 'P (t; i., o:- 1) dt 
A q q + 1 r og r r 1 og r 1 ~ q + 1 • 

t t 
r 1 r 1 

Da das linksstehende Integral voraussetzungsgemäß für r __,. co un
beschränkt wächst und der Ausdruck cp (t; A, ~ -1) für t-+ co im Ver
gleich mit cp (t; Je, ~) verschwindend klein wird, so ist auch das rechts
stehende Integral im Vergleich mit dem linksstehenden unendlich klein, 
und es wird also 

Eine ähnliche Betrachtung lehrt, daß für }. < q + 1 

und es wird also zusammenfassend im Winkelraume W 

(16) 
für q<lc<q+1. 

Für A = q, ~ > -- 11 wird 

Jr 'P dt (log r)" + 1 
--- ~--~--

tq+l o:+1' 
r, r, 

und 
(16') 

1 Der ·wert o: =- 1 würde eine besondere Behandlung erfordern, weshalb wir 
ihn der Kürze wegen im folgenden ausschließen (vgl. hierzu die Fußnote S. 221). 
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Schließlich findet man für }. = q + 1, !X< - 1 

I(z; q+1,!X)~O((logr)"' ~ 1 ). 

Durch eme ähnliche Schlußweise läßt sich auch das Integral 

rn (t)- '[! (1: } .. rx) r/l 
tq ~ 1 t + ,c . ' 

r, 

( 16") 

abschätzen, unter Beachtung der Beziehung 1 n -(p <: 1. Dieser Aus

druck ist für q > 0 höchstens von der Größenordnung 0 ( - 1~ ) und für 

q = 0 von der Ordnung 0 ( ~; (). Führt man dies in ( 1 5) ein, so wird also 

im Winkelraum W 

logf(z; },, !X)== ( -1)q /c- 1 I(z; },, cx)i 0 (z ''+log z,). (17) 

185. Cm jetzt eine genauere Entwicklung des Integrals I (z; A, IX) 
zu finden, betrachten wir die Funktion rp (t; }., IX) für komplexwertige t 
und beschränken uns hierbei auf dasjenige Gebiet D 1 der t-Ebene, welches 
aus dem Kreisäußeren • t I >r1 entsteht, wenn dieses Gebiet von r1 bis m 

längs der positiven reellen Achse aufgeschlitzt wird. Auf dem oberen 
Schnittrand wählen wir arg t = 0 uncl cp reell: hierdurch ist ein in D1 

eindeutiger Funktionszweig festgelegt, und es ist, sofern der Punkt z 
außerhalb des Strahls ( --r1 , ·- m) liegt, nach dem CAT:CHYschen Lehrsatz 

(--1)"+' :2:-rilp(-::;} .. rx) == j"rp(t;i.,rx) _dt_ 
!J- 1 ·' {I : L t ~ ,:; ' 

J' 

wobei die Integration Im positiven Sinn um den Rand r von Dl aus
zuführen ist 1 . 

Man hat 

j 
,. r rp dt --f;q'E~, dt 

.I = j-t'i-;-l 
I 

t+:. t + -= 
T (18) 

r r, r, r, 
wo 

~;ti). ( 2::ri )'"-= C m (i · A !X) 1 --r ----
1 ' ' logt , 

den Wert von rp auf dem unteren Schnittrand bezeichnet. Da logt> 
logr1 > 2 n, so hat man 

( 2:-ri')x :2:-rrxi 'l'(t) 
1+l0gt- = 1 -1·-logl + (log1) 2 ' 

1 Man hat zuerst diesen Satz in demjenigen Teil von D1 anzuwenden, der inner
halb i z, = R > r1 liegt; für R -+ w wird dann der diesem Kreis entsprechende Teil 
des Integrals verschwinden. Dies gilt auch für ), ,-, q + 1. sofern nur rx < o ist, 
was für das folgende wichtig ist. 
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wo 1p(t) für r1 ~t beschränkt ist, und es wird also, da das letzte Glied 

in (18) von der Größenordnung 0 ( il ) ist, 

.f(J(-z;/.,rx) I( 1 )( 2:ziA) -2:rii.I( 1 )l 
2n~- · --- = z; A, a 1--e -2naze z;l'.,a-1 

(- z)q + 1 

---i·-cii. Jco<p(t;l·• ~- -_2l1fJ (tl_ dt+O ('_1_). j (19) 

r, 
tH 1 (t+z) lzl 

Sei nun q<A<q+1. Unter Anwendung der vorbereitenden Ab
schätzung (16) folgt, daß das Integral rechts in (19) und der Ausdruck 
I(z; }., a-1) in W von der Größenordnung O(!z!-q-l<p(~z;; A, a-1)) 
sind, und es wird also, da diese Größen somit im Vergleich mit dem Aus
druck links in ( 19) verschwindend klein sind, 

- "i) ( • ) } - q - 1 (I ) X 

I(z;Jc,a) ""'' -- ~{n·~-~-· ffJ(~~~r ~ n_zs~nn(i'-o~z ' 

wo [ argz[ ~ n- o zu nehmen ist. 
Im Falle A = q wird das erste Glied rechts in ( 19) verschwinden. 

Ersetzt man dann x durch a + 1, so wird für a + 1 > 0 

I(z· Je x) '"'-' (-:_--: 1)q fP...l=-_z;l., rx +_1) = ~~-:')''.:t:_l 
' ' a + 1 zq + 1 (rx + 1) z 

Für A = q + 1, x + 1 < 0 erhält man schließlich 

(Iocr z)"'+l 
I (z; A, a) ~-~ +-1--. 

Führt man diese Entwicklungen in ( 17) ein, so gelangt man zu folgendem 
Ergebnis: 

Das kanonische Produkt f (z; A, a) vom Geschlecht q, dessen Nuüstellen
anzahl n (r) von der Größenordnung 

n (r)~/ (logr)" (20) 

ist, hat im Winkelraum [argzl~n-o(O<o<n) dz:e asymptotische Ent
wicklung 

logf(z;Jc,x)"-'(-1)q- __ -(~--)·/(logz)"'(1+e(_1__).), (20') 
Sill JT A- q Z , . 

falls q<A<q+ 1, und 

I( 1 (-1)i. ). «+1 
log z; A, x) ~ ;.;_ +i z (logz) , (20") 

falls }, = q, X+ 1 > 0 oder A = q + 1' X+ 1 < 0 1. 

186. Übereinstimmend mit dem Satz von Nr. 182 sind bei der ganzen 
Funktion f(z; A, x) die Größen logM(r) (oder T(r)) und n(r) für eine 
nichtganzzahlige Ordnung A von derselben Klasse und Typus. Ent
sprechendes gilt dagegen nicht mehr für ganzzahlige Ordnungen, bei 

1 Vgl. E. LINDELÖF [1]. Im Falle A=q, rx+ 1-=0 findet man durch eine be
sondere elementare Abschätzung log f (z; q, - 1) ~z-'loglogz. 
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denen eine Erhöhung des Typus oder der Klasse von logM(r) vorkommen 
kann. So zeigen uns die Beziehungen (20) und (20"), daß für A=q, 
-1<1X<O die Größe logM(r) [bzw. T(r)J vom Maximaltypus der 
Ordnung q ist, während die Nullstellenanzahl dem Minimaltypus derselben 
Ordnung angehört. C nd für }. = q + 1, -- 2 'S IX< - 1 gehört log M (r) 
[bzw. T (r)] der Divergenzklasse, n (r) dagegen der Konvergenzklasse vom 
Minimaltypus der Ordnung q + 1 an. 

§ 4. Das Geschlecht einer meromorphen Funktion. 
187. Wir gehen zur allgemeinen Theorie der meromorphen Funktionen 

endlicher Ordnung zurück und betrachten eine Funktion w (z), für 
welche das Integral ro 

f ~·n dr (21) 

konvergent ist, wobei q eine ganze Zahl ~0 ist. Nach dem Satz von 
§ 2, Nr. 179 können wir dann w in der Normalform (8) darstellen. Wegen 
der Konvergenz des Integrals (21) sind die mittels der Nullstellen av 
und der Pole bv gebildeten Reihen 

""" , 1 lk + 1 , """ 
1

. 1 1k i J 
.:;;;;.,; 1 aJ' .:;;;;.,; bv I 

für k = q beide konvergent. \Vir bezeichnen nun durch k = k1 <: q und 
k = k2 ~ q die kleinsten ganzen Zahlen, wofür diese Reihen noch kon
vergieren. Man kann dann in den kanonischen Produkten rechts in 

(8) den Primfaktor E ( ·' , q .) bzw. E (' 1:: , q) durch E ( z , k1 ) bzw. 
, a,. , Jp , av 

E ( :v , k2 ) ersetzen und die dabei verschwindenden Exponentialfaktoren 

mit dem vorangehenden Exponentialfaktor eL'cvzv vereinigen. In dieser 
Weise gelangt man zu der konvergenten Darstellung 

(22) 

wo Ph ein Polynom Yom Grade h ~q und k1 bzw. k2 das Geschlecht 
der kanonischen Produkte bezeichnen. 

Der Begriff des Geschlechts, der bisher nur für ein kanonisches 
Produkt erklärt worden ist, wird nun für eine beliebige meromorphe 
Funktion folgendermaßen definiert: 

Definition. Das Geschlecht einer meromorphen Funktion endlicher 
Ordnung ist gleich der größten der in der Normaldarstellung (22) vor
kommenden ganzen Zahlen h, k1 , k2 • 

188. Wenn die Funktion w (z) von der Ordnung A ist, so ist das Integral 
(21) sicher konvergent, falls man die ganze Zahl q durch die Bedingung 



Das Geschlecht einer meromorphen Funktion. 223 

q ;:SÄ< q + 1 festlegt. Dann hat man für w die Darstellung (22), woraus 
zu sehen ist, daß das Geschlecht von w nicht größer als Ä ist: 

Das Geschlecht einer meromorphen Funktion ist höchstens gleich der 
Ordnung derselben. 

Sei umgekehrt w (z) vom Geschlecht q; in der Darstellung (22) wird 
also dann max ( h, k1 , k2} = q sein. Zur Abschätzung der Ordnung von 
w (z) bemerke man, daß dessen charakteristische Funktion höchstens gleich 
der Summe der charakteristischen Funktionen der einzelnen Faktoren 
der Produktdarstellung (22) ist. Bezeichnet man durch n1 und n 2 die 
im Zähler und Nenner stehenden kanonischen Produkte, so wird 

T(r, z"') =O(logr), T(r, eP") =O(rh) 
und 

r(r, ~;) = T(r, n 2) + 0(1), 
also 

(23) 

In § 3 haben wir aber gefunden, daß die Ordnung eines kanonischen 
Produktes höchstens gleich dem Geschlecht, vermehrt um die Einheit, 
ist. Die Glieder rechts in der letzten Ungleichung sind also höchstens 
von der Ordnung q + 1, und man schließt folglich: 

Die Ordnung einer meromorphen Funktion vom Geschlecht q ist höchstens 
gleich q+ 1. 

Zusammenfassend gilt also: 
Das Geschlecht einer meromorphen Funktion von nichtganzzahliger 

Ordnung Ä ist gleich der größten ganzen Zahl q<Ä. 

189. Ist dagegen die Ordnung Ä ganzzahlig, so ist das Geschlecht 
entweder gleich Ä oder gleich Ä-1. Um näheres über diese Fallunter
scheidung zu erfahren, bemerke man, daß ein kanonisches Produkt vom 
Geschlecht q, für welches ja das Integral 

(X) 

f_ttk)_d 
rq+ 2 r 

definitionsgemäß konvergent ist, der Ungleichung (11) von § 3 genügt, 
woraus unmittelbar zu sehen ist, daß es höchstens zum Minimaltypus 
der Ordnung q + 1 gehört. Es folgt hieraus, mit Rücksicht auf die 
Beziehung (22}, daß eine Funktion w(z), welche zum Mittel- oder Maximal
typus der ganzzahligen Ordnung Ä gehört, auch vom Geschlecht Ä ist. 

Wie verhält sich in dieser Hinsicht eine Funktion vom Minimaltypus 
der ganzzahligen Ordnung Ä? Man hat hier zwei Fälle zu unterscheiden, 
je nachdem die Charakteristik T zur Konvergenz- oder Divergenzklasse 
gehört. Im ersteren Fall folgt aus dem Darstellungssatz von § 2, Nr. 179, 
daß das Geschlecht gleich Ä-1 ist. Ist dagegen das Integral 
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divergent, so schließt man aus dem allgemeinen Satz von Nr. 178 (§ 2), 
daß das Geschlecht gleich). ist, außer wenn beide Funktionen N(r, 0), 
N(r, co) [bzw. n(r, 0), n(r, co)J zur Konvergenzklasse gehören. 

190. Zusammenfassend haben wir also das Ergebnis: 
Wenn die Charakteristik T (r) einer meromorphen Funktion w (z) von 

ganzzahliger Ordnung ). 2:1 der Beziehung 

Tim _!J.~l_ > 0 
I. 

r = co 1' 

genügt, so ist w (z) vom Geschlechte } .. 
Falls dagegen . T(r) 

hm- ;.-=0. 
r~oo r 

so hat man Z'lR:ei Fälle zu unterscheiden, je nachdem das Integral 

r T(r)d 
1.+1 r 

• 1' 
(24) 

konvergent oder divergent ist. 
Im ersteren Fall ist das Geschlecht gleich ). - 1. Im letzteren Fall ist 

w (z) vom Geschlechte ;, ·-1, wenn die Reihen 

~ ( r.-(0)) 1
. und 2 ( r,/ro) )i. 

beide konvergent sind, dagegen vom Geschlechte A, u•om mindestens etne 
dieser Reihen divergent ist. 

Das Geschlecht ist also durch die Ordnung eindeutig bestimmt, 
außer in dem einzigen Fall, wo T (r) zur Divergenzklasse des Minimal
typus der ganzzahligen Ordnung A gehört. In diesem Fall kommen die 
zwei Fälle der obengenannten Alternative tatsächlich vor. So ist das 
oben betrachtete kanonische Produkt f (z; }. , oc) für A = q + 1 vom 
Geschlechte q = }. - 1, falls 1 < oc $2. Dagegen wird der Quotient 

I(~: ;., ry;) 
.1('::-+ I; -f.:~)' 

der für A= q, O<oc< 1 zum Minimaltypus der Ordnung .A gehört, das 
Geschlecht ). haben. 

Wir werden später sehen (X), daß der Fall, wo das Geschlecht einer 
Funktion von der Divergenzklasse des Minimaltypus einer ganzzahligen 
Ordnung niedriger als die Ordnung ausfällt, als eine Ausnahme zu be
trachten ist, die nur dann eintritt, wenn die Nullstellen und die Pole 
der Funktion im Verhältnis zu den übrigen Stellensorten besonders 
spärlich verteilt sind. 

19 I. Als letzte Anwendung der kanonischen Darstellung einer mero
morphen Funktion wollen wir noch einige Sätze zusammenstellen, die 
sich auf die Ordnung der Größen N(r, a) bzw. n(r, a) oder, was auf 
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dasselbe herauskommt, auf den Grenzexponenten der Reihe 

""' ' 1 )" ~ ( rv-(a) 
V 
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für verschiedene Werte a beziehen. Aus dem ersten Hauptsatz folgt, 
daß jene Ordnung bzw. jener Grenzexponent für keinen Wert a die 
Ordnung A. der gegebenen meromorphen Funktion übersteigen kann. 
Um eine in entgegengesetzter Richtung gehende Abschätzung zu ge
winnen, muß wieder die Fallunterscheidung zwischen den ganzzahligen 
und den nichtganzzahligen Ordnungen berücksichtigt werden. 

Wenn A. zwischen den ganzen Zahlen q und q+1 liegt, so schreibe 
man w (z) in der kanonischen Form (22). Die Beziehung (23) lehrt, daß 
die Ordnung A. höchstens gleich der höheren der Ordnungen der kanonischen 
Produkte n1 und n 2 ist. Die Ordnung eines solchen Produktes ist wiederum 
gleich der Ordnung der betreffenden Nullstellenanzahl, und man schließt 
folglich, daß mindestens eine der Größen n (r, 0), n (r, oo) genau von 
der Ordnung A. ist. 

Vermittels einer linearen Transformation, welche die Ordnung A. 
nicht abändert, lassen sich die besonderen Werte 0, oo durch zwei ganz 
beliebige Werte ersetzen, und man gelangt so zu folgendem Ergebnis: 

Für eine meromorphe Funktion nichtganzzahliger Ordnung A. ist die 
Größe N(r, a) bzw. n(r, a) ebenfalls von der Ordnung A., außer höchstens 
für einen einzigen Wert. 

Entsprechendes gilt für die Klasse und den Typus. 
Ein Ausnahmewert kann tatsächlich vorkommen. Einen solchen Wert 

stellt z. B. a = co für jede ganze Funktion dar. 

192. Die obigen Schlüsse versagen, falls A. eine ganze Zahl 2::1 ist. 
Für eine solche Ordnung kann ja schon eine Erhöhung der Klasse oder 
des Typus eines kanonischen Produkts relativ zu der Nullstellendichte 
desselben vorkommen. Vor allem ist aber zu bemerken, daß die Ordnung 
beider kanonischen Produkte in (22) unter den Wert A. sinken kann oder 
daß sogar beide Produkte fehlen können. Die Rolle des Hauptgliedes der 
rechten Seite wird in solchen Fällen von dem vorangehenden Exponential
faktor übernommen. Dieser Faktor ist vom Mitteltypus der Ordnung .A.. 
Meromorphe Funktionen voin Mitteltypus einer ganzzahligen Ordnung 
können also zwei Ausnahmewerte aufzeigen, für welche die Ordnung 
von N (r, a) bzw. n (r, a) niedriger als A. ist. Bei dem Maximaltypus 
einer ganzzahligen Ordnung kann wieder eine Typenerniedrigung für 
zwei verschiedene Ausnahmewerte vorkommen. Dies ist z. B. für das 
kanonische Produkt f (z; A., oc) der Fall, wenn A. = q, -1 < oc< 0. Dann ist 
nämlich n (r, 0) vom Minimaltypus, während n (r, oo) identisch ver
schwindet. Falls eine Funktion zum Minimaltypus einer ganzzahligen 
Ordnung gehört, so kann die Klasse von n(r, a) für zwei Werte sinken. 
So ist das erwähnte kanonische Produkt für A. = q + 1, -2 ;;'S oc < -1 von 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 15 
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der Divergenzklasse des Minimaltypus der Ordnung Ä, während n (r, oo) 0 
und n (r, 0) zur Konvergenzklasse jener Ordnung gehört. 

Daß andererseits für ganzzahlige Ordnungen die Anzahl der Aus
nahmewerte obiger Art nicht größer als zwei sein kann, ist der wesentliche 
Inhalt des Satzes von PrcARD-BOREL (X, § 1), auf den schon früher in 
verschiedenen Zusammenhängen hingewiesen worden ist. 

IX. Zweiter Hauptsatz der Theorie 
der meromorphen Funktionen. 

§ 1. Einleitende Bemerkungen. 
193. Nachdem wir durch den ersten Hauptsatz in Besitz der wichtigen 

Symmetrieeigenschaft einer für I z I< R S oo meromorphen Funktion 
w (z) gelangt sind, welche sich in der Invarianz der Summe m (r, a) 
+ N (r, a) kundgibt, haben wir als ein Hauptziel dieser Theorie die 
nähere Untersuchung der relativen Stärke der beiden Glieder, der 
Schmiegungskomponente m(r, a) und der Anzahlkomponente N(r, a) 
aufgestellt. Im vorhergehenden sind bereits einzelne in dieser Richtung 
gehende Resultate erreicht worden: 

1. Der PrcARDsche Satz zeigt, daß für eine nichtkonstante, in der 
Ebene z + oo meromorphe Funktion die Anzahlfunktion höchstens für 
zwei Werte a verschwinden kann. 

2. Für meromorphe Funktionen endlicher, nichtganzzahliger Ordnung 
gibt es höchstens einen PrcARDschen Ausnahmewert, und es gelten die 
schärferen Sätze von VIII, § 4. 

3. Daß die Anzahlfunktion N (r, a) i. a., d. h. für die große Mehr
zahl der Werte a, im Vergleich zu der Schmiegungsfunktion m(r, a) groß 
ist, geht aus den Mittelwertsätzen von YI, § 3, 4 hervor. 

194. In diesem Abschnitt soll eine allgemeine Beziehung hergeleitet 
werden, die ich wegen ihrer großen Bedeutung als den zweiten Haupt
satz der Theorie der meromorphen Funktionen bezeichnet habe1. Dieser 
Satz, der zu weitgehenden Folgerungen über die Wertverteilung einer 
meromorphen Funktion führt, ist ziemlich tiefliegend und die Rech
nungen, die mit den verschiedenen heute bekannten Beweisen desselben 
verknüpft sind, sind nicht leicht zu überblicken. Im Interesse der An
schaulichkeit und Leichtverständlichkeit sollen deshalb im folgenden 
zunächst einige vorbereitende Bemerkungen vorausgeschickt werden. 

Wir knüpfen an ein besonderes Beispiel, die in VI, § 2 betrachtete 
ganze Funktion 

z 

u:(z)=je-t~'dt (p::c;1), ( 1) 
0 

1 R. NEVANLINNA [4]. 
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an. Sie hat in jedem Sektor wv(largz-vpnl< 2np; v=O, 1, ... , 2p-1) 
einen wohlbestimmten, asymptotischen Wert oder Zielwert, und zwar 
ist dieser gleich Unendlich für die p ungeraden Werte des Index v 
und gleich co 

2vnij"' 2v.ni 

av=e T e-t~'dt=eP F ( 1 +;) 
0 

m W2v (v=O, 1, 0 0 ., P-1). 
Wir haben ferner gesehen, daß da, wo das Integral (1) ins Unendliche 

wächst, auch der Betrag seiner Ableitung w' = e- z'' über alle Grenzen 
wächst, und zwar mit einer Schnelligkeit, die annähernd dieselbe wie 
für w (z) ist. Hieraus folgt, daß jeder Sektor W 2• _ 1 zu den Mittelwerten 
m(r, w) und m(r, w'), welche die mittlere Konvergenzstärke der Funk
tionenwund w' gegen den unendlichen Wert messen, mit ungefähr den 
gleichen Beträgen beitragen. Die Winkelräume W 2 v sind dagegen vom 
Standpunkt des Anwachsens der Funktionen von geringer Bedeutung, 
denn hier sindwund w' beschränkt. Ausall diesem folgt, daß die obigen 
Schmiegungsfunktionen von ein und derselben Größenordnung sind, 
welche man (vgl. Nr. 135) auf · 

berechnet. 

rP 
m (r, w) "'m (r, w') "'n 

In den Sektoren W 2 v, wo w (z) die endlichen Zielwerte a. (v = 0, ... , 
p -1) hat, strebt die Ableitung w' (z) gegen Null. Wieder aber gilt, daß 
die Schnelligkeit der Konvergenz in beiden Fällen ein und dieselbe 
ist: wo w (z) vom Werte a, wenig abweicht, da unterscheidet sich w' (z) 
wenig und mit annähernd demselben Betrag von Null. Der Sektor W 2 v 

liefert also zu den Schmiegungsfunktionen m (r, - 1-) und m ( r, __1,) w-av \ w 
ungefähr gleiche Beiträge, für welche wir den asymptotischen Wert 
yf' 

p 71: gefunden haben. Dies macht allein schon den vollen Betrag der 

Größe m (r, - 1-) aus, denn die anderen Sektoren W" (p + 2 v), wo ja w -av ,.. 
w (z) gegen andere Zielwerte strebt, tragen zu jenem Mittelwert nicht 
wesentlich bei. Es wird also 

( 1 ) rt' m r-- "->-
'w-a. pn' 

während die Schmiegungsfunktion m ( r, -~,), welche von allen p Sektoren 

W 2 ,(v=O, .. . , p-1) gleiche Beiträge erhält, sich auf 
p 

m (r _!__) "' """m (r - 1 ) "'!!'.._ 'w' .:::::.. 'w-av n 
addiert. 1 

15* 
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195. Was wir so im speziellen Fall der ganzen Funktion (1) beobachtet 
haben, besteht nun mit gewissen Modifikationen ganz allgemein. 

Sei also w (z) jetzt eine beliebige meromorphe Funktion. Es scheint 
allgemein zu gelten, daß die Ableitung w' (z) auf demjenigen Bogen des 
Kreises I z I= r, wo 1 w (z)] groß ist, ebenfalls einen großen Betrag hat, 
so daß die Schmiegungsfunktionen m(r, w) und m(r, w'), welche das 
mittlere Anwachsen der Funktionen ins Unendliche charakterisieren, 
asymptotisch einander gleich werden 1 

m(r, w)"-'m(r, w'). 

Denken wir uns nun, daß, wie dies im obenstehenden Beispiel der 
Fall war, die Funktion w (z) auf dem Kreis ; z i = r gewisse endliche Werte 
a. (v = 1, ... , p) besonders stark approximiert, und daß in Überein
stimmung mit dem oben gefundenen, auf demjenigen Bogen B., wo die 
Differenz w-a. sehr klein ist, der Wert der Ableitung w' von derselben 
Größenordnung ist, so daß die über jene Bogen erstreckten Integrale 

von l~g 1--1-1 und l;g i_ 

1, 1
1 annähernd einander gleich sind. Nun liegen w-av 1W 

die verschiedenen Bogen Bv (v=1, ... , p) offenbar getrennt neben
einander auf der Peripherie ! Z: = r. Integriert man also über diese 

Kreislinie, so wird folglich der Mittelwert von l~g 1, I approximativ 
11' 1 

gleich der Summe 

so daß also 

der Mittelwerte von l~g 1-1 - I (v = 1, ... , p) sein, 
w-al'l 

p 

m(r, _1_,) ""~ m ( r,- 1- ·). 
, w ~ w-al', 

1 

Die Einführung der Ableitung w' hat also die Wirkung, daß alle 
diejenigen Werte a, für welche die Schmiegungsfunktion m(r, a) der 
Funktion w (z) einen bedeutenden Betrag erreicht, in nur zwei Werten 
der Ableitung w' (z) gleichsam gesammelt werden, nämlich in oo und 0, 
und zwar entspricht hierbei die Unendlichkeitskomponente m(r, w) der 
Unendlichkeitskomponente m(r, w') während die Schmiegungsfunktionen 
m(r, a), welche den endlichen Werten a entsprechen, sich zu der Null-

komponente m ( r, -~,) der Ableitung addieren2• 

196. Hieraus ergibt sich eine Bedingung zwischen den betrachteten 
Schmiegungsfunktionen m von w (z). Denn die Unendlichkeits- und 

1 Tatsächlich ist dem Verfasser kein Beispiel einer transzendenten Funktion 
bekannt, wo diese asymptotische Gleichheit nicht streng gelten würde. 

2 Die Idee, die Ableitung als Vergleichsfunktion einzuführen, geht auf BoREL [1] 
zurück. Dieser Gedanke ist grundlegend für den BORELseheu Beweis derjenigen 
Erweiterung des PrcARDschen Satzes, welche unter dem Namen "Satz von PrcARD
BoREL" bekannt ist. E. ULLRICH [1] hat in seiner Beweisanordnung des zweiten 
Hauptsatzes die Bedeutung der Ableitung als Sammelstelle der Ausnahmewerte 
besonders deutlich hervorgehoben. 
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Nullkomponente der Ableitung w' sind ja durch den ersten Hauptsatz 
miteinander verbunden, und zwar so, daß 

m(r,w1 )+N(r,w')"'m(r, ~~ )+N(r, ~~ ). 
wo N(r, W 1 } und N (r, ~~) die Anzahlfunktionen der Pole und Null

stellen der Ableitung W 1 sind. Nun war 
p 

m(r, w) "'m(r, W 1
}, m (r, ~~) "'.L7 m (r, w ~ a.), 

1 

und es wird somit 
p 

m(r,w)+N(r,w1)"'~m(r,w~a.) +N(r, ~~ ). 
1 

Aus Gründen, die weiterhin ersichtlich werden, formen wir diese 
Beziehung noch um, indem wir beiderseits die Größe 2N(r, w) +m(r, w) 
hinzufügen. Man findet dann 

mit 

p 

2m(r, w) +2N(r, w) "'m(r, w) + ~ m (r, w ~ a.) +N1 (r), 
1 

N1 (r) =N (r, ~~) + (2N(r, w) -N(r, W 1
}), 

eine Größe, die eine einfache, später zu erklärende Bedeutung hat. 

(2) 

In jener Beziehung können wir noch die Summe m(r, w) +N(r, w) 
durch die charakteristische Funktion T (r, w) ersetzen, und man erhält 
schließlich p +1 

2 T(r) "'.Im(r, a.) + N1 (r), (3) 
1 

wo ap + 1 = oo gesetzt ist und N1 die Bedeutung (2) hat. 
Diesem Ergebnis lag wesentlich die Vermutung zugrunde, daß die 

Werte von Iw! und lw1 j sich nicht bedeutend voneinander unterscheiden, 

falls sie groß sind, und daß ein gleiches für I w ~ a I und I ~~ I gilt, wo w 

nicht viel vom endlichen Werte a abweicht. Wenn dies auch mit großer 
Wahrscheinlichkeit gilt, sind wir doch nur imstande, sozusagen die eine 
Hälfte dieser Hypothese streng zu begründen. Auf Grund eines allgemei-

nen Satzes über die Schmiegungsfunktion m (r, :; ) der logarithmischen 

Abteilung, der uns späterhin noch eingehender beschäftigen wird, geht 
hervor, daß, wo I w (z) I groß ist, I w' (z) I nicht wesentlich größer ist, und 
ferner, daß auf einem Bogen des Kreises lzl=r, wo w(z) im Mittel nur 
wenig vom Wert a =!= oo abweicht, die Ableitung W 1 sich im Mittel auch 
nicht mehr von Null unterscheidet. 

An Stelle der jener Hypothese entsprechenden asymptotischen 
Gleichheit ist also nur eine Ungleichheit bekannt. Dies hat zur Folge, 
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daß die Beziehung (3), welche wir oben als eine asymptotische Gleichung 
geschrieben haben, in eine asymptotische Ungleichheit übergeht: die 
linke Seite ist, bis auf unwesentliche Zusatzglieder, nicht kleiner als die 
rechtsstehende Summe. Dies ist der zweite Hauptsatz. 

197. Wir verlassen jetzt das Gebiet der heuristischen Betrachtungen 
und gehen daran, den in Aussicht gestellten Satz streng zu beweisen. 
Um die Bedeutung der einzelnen Deduktionen der nachfolgenden Her
leitung zu verstehen, empfiehlt es sich, dieselben jeweils mit den analogen 
Schritten in der vorangehenden Beweisskizze zu vergleichen, die uns 
als anschauliches Vorbild vorschwebt. 

Es sei also w(z)=c0 +ckzk+ .. . (c0 =l=O, ck=l= 0) eine für /z/<R:S co 
meromorphe Funktion und a1 , ... , ap ein System von p ~ 2 ver-
schiedenen, endlichen komplexen Zahlen. 

Zunächst werden die Schmiegungsfunktionen m(r, w) und m(r, w') 
miteinander verglichen. Mittels der elementaren Beziehungen (3) von 
VI, § 2 findet man unmittelbar 

m(r, w') =m (r, w~) ;S m(r, w) +m (r, t-). (4) 

Zur Abschätzung des Mittelwertes m (r, ~')betrachte man die Summe 

p 

f(z) = L: w-(~/~ av. 
l'=l 

Es wird 

m (r, /) = m (r, fw' -1,) ;Sm (r, ~') + m (r, ~ w: aJ · (5) 

Andererseits ist für ein gegebenes ,u ( = 1, ... , p) 

/= ___ 1_ __ (1 + Y .w -_al' '). 
w- ap .,.;..,J w- av 

•=I= I' 

Ist b=min(ia~o-ak/• 1) (h=l= k), so wird in jedem Punkt z, wo 

/w(z) -al'/< }p· (;;;:; 21P)' (6) 

für v=l=,u 
~ 3 ~ 

l w-a /2':/a -a 1-/w-a l>b-~->~1 • - I' V I' I 2P = 4 ' 

also 

so daß 

I ~w-a1,1 1 1+ ~-·- >-···. w- av 3 
•=!=I' 
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Hieraus folgt 
+ + I 1 I 

log I f (z) I > log I w _ a"' -log 3 

m jedem Punkt z, wo die Bedingung (6) erfüllt ist. 
Diejenigen Bogen der Peripherie, welche durch (6) bestimmt sind, 

sind für verschiedene Werte fh punktfremd, und man schließt somit, daß 

Ferner ist 

J +l1 I 1 1 + 1 
2 log -- dcp=m(r, a"')- -2 log-

1 
--

1
dq; n w-a"' n w-a"' 

lw-a.,'.<-<1__ lw-a.,l ;;,_<!__ 
r 2P ~·-2p 

2p 
und es wird schließlich 

2;;m(r, a"') -logT, 

p 

m(r,f)> ~m(r,a"')-plog 2f -log3, 

oder in Verbindung mit (5) 
p 

m(r, ~~)> ~m(r,a.)- m(r.,2w:a.)-plog 2f -log3. (7) 
•=1 

Addiert man nun zu den Beziehungen (4) und (7) beiderseits die 

Größe N (r, w') bzw. N (r, ~~), so erhält man bei Anwendung des ersten 

Hauptsatzes 
T(r, w') = r(r, ~~) +log[kck[ 

folgendes Resultat, welches als ein besonderer Hilfssatz ausgesprochen 
werden soll1 : 

Die Charakteristik T(r, w') der Ableitung der meromorphen Funktion 
w (z) liegt zwischen den Grenzen 

m(r, w) +N(r, w') +m ( r, w') 
und , w 

"* m (r, w ~ a.) +N (r, ~~) -m (r, $ w: a.) -plog 2f --log k l~kl . 

1 Die Bedeutung dieser allgemeinen Doppelungleichung für die Frage nach der 
Wertverteilung der Ableitung einer meromorphen Funktion ist von E. ULLRICH [1] 
hervorgehoben worden. V gl. auch E. F. COLLINGwoon [1]. 
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Läßt man den Ausdruck T (r, w') fort und führt den Ausdruck (2) 
ein, so ergibt sich hieraus folgende vorbereitende Fassung des zweiten 
Hauptsatzes: 

Es sei 

für I z I< R ~ co meromorph. Wenn a1 , ••• , ap (p ~ 2) endliche, unter
einander verschiedene Zahlen sind, so gilt 

P+l 
2:m(r, a.) <2 T(r, w) -N1 (r) + S (r). (8) 
1 

Hier ist N1 (r) gleich dem Ausdruck (2), ap+l=co und 

( w' ) (' ~ w' ) 2 p 3 S(r)<m r, w +m r, -'7 w _ a" +Plog---y +log iiickl' (8') 

wo t:5 die kleinste der Zahlen 1 und la"-akl (h=f=k) bezeichnet. 

198. Wir wollen die Glieder der rechten Seite dieser wichtigen Be
ziehung sogleich einer näheren Betrachtung unterziehen. Der Ausdruck 

N1 setzt sich aus zwei Gliedern zusammen, von denen N (r, -1,} die 

Anzahlfunktion der Nullstellen von w', Bei träge von sämtlichen 
Stellen z erhält, wo w (z) irgendeinen endlichen Wert a mehrfach an
nimmt, und zwar so, daß jede k-fache Stelle als eine (k-1)-fache Null
stelle von w' auftritt. Genau dieselbe Bedeutung hat das zweite Glied 
2N (r, w)- N (r, w') in bezug auf die mehrfachen co-Stellen von w (z). 
In einem k-fachen Pol von w hat nämlich w' ebenfalls einen Pol, und zwar 
von der Multiplizität k + 1, so daß der Pol zu dem betreffenden Glied 
insgesamt mit der Vielfachheit k-1 beiträgt. 

Der Ausdruck N 1 (r) mißt die Anzahl der mehrfachen Stellen von 
w (z). Er kann in der Form 

N 1 (r) = Jnr (t) ~· n 1 (o) dt+n1 (O)logr (9) 
0 

geschrieben werden, wo ~ (r) die Anzahl der mehrfachen Stellen von w (z) 
im Kreise I z I ::::::r angibt, so daß jede k-fache Stelle (k -1 )-fach ge
zählt wird. 

Was das letzte Glied S (r) in (8) anbelangt, so spielt dasselbe die 
Rolle eines unwesentlichen Restgliedes, im Falle R< co jedoch nur, 
sofern die Charakteristik T für r-+ R hinreichend schnell ins Unendliche 
wächst. Es wird sich nämlich zeigen, daß sobald eine gewisse kritische 
Wachstumsgrenze überschritten ist, S (r) im wesentlichen von der Größen
ordnung logT (r) ist. Dies gilt im Falle R = co, wo w (z) also eine in 
der ganzen Ebene z=f= co meromorphe Funktion ist, ohne irgendwelche 
zusätzlichen Bedingungen. 
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§ 2. Die Fundamentalbeziehung. 
199. Der zur Vollendung des Beweises des zweiten Hauptsatzes 

erforderliche Hilfssatz über die logarithmische Ableitung einer mero
morphen Funktion wurde vom Verfasser1 zuerst unter Anwendung der 
PoissoN-JENSENsehen Formel bewiesen. Heute kennt man mehrere 
verschiedene Beweise desselben. Hier werden wir ihn als Folgesatz einer 
allgemeinen Beziehung herleiten, die im Prinzip von F. NEVANLINNA 2 

herrührt. Die im Text folgende Fassung derselben schließt sich einer 
später von AHLFORS 3 gegebenen Darstellung eng an. 

Wie in VI, § 4 breiten wir über die w-Ebene eine nichtnegative 
Massenbelegung fl vom Gesamtbetrag 1 aus und bilden den Ausdruck 

Q(r)= j n(r, a)dfl, 
(a) 

wo n (r, a), wie üblich, die Anzahl der a-Stellen einer gegebenen, für 
;z j <R:S co meromorphen Funktion w (z) im Kreise [z j ;S r<R bezeichnet. 
Belegt man jedes Flächenelement der mehrfach erwähnten RIEMANN
schen Fläche F,, worauf die Kreisscheibe 1 z] < r durch die Funktion 
w (z) abgebildet wird, mit dem über demselben ·liegenden Massenelement 
dfl, so bedeutet Q (r) die gesamte, vom Flächenstück F, getragene Masse. 
In VI, § 4 haben wir gesehen, daß das Integral 

Q (r) = j p ;t) dt 

0 

dieser Masse nicht wesentlich größer ist als die Charakteristik T (r) von 
w(z), und dies bei jeder Wahl der Belegung fl, sofern das von ihr er
zeugte sphärische Potential 

P(w) =/log~---1- dn 
k (w, a) '"' 

(a) 

wo k (w, a) den sphärischen, chordalen Abstand der Punkte w und a 

bezeichnet, im Punkte w = w0 = w (0) endlich ausfällt. Es gilt dann 
nämlich [VI, § 4, ( 19)] 

Q (r) ;S T (r) + P (w0), (10) 

wo für T (r) die sphärische Normalform der Charakteristik zu nehmen ist. 
Bei besonderer Wahl der Belegung fl geht diese Beziehung sogar in 

eine asymptotische Gleichheit über. Dies gilt nicht nur, falls man dfl 
als das sphärische Flächenelement nimmt (dann ist exakt Q-T), sondern 
nach VI, § 4 auch dann, wenn man die Belegung fl über eine beliebige 
Punktmenge (a) von positivem harmonischen Maß so verteilt, daß ihr 
logarithmisches Potential auf (a) ein möglichst kleines Maximum erhält 
(RoBINsche Belegung). 

1 R. NEVANLINNA [4J, [5]. 2 F. NEVANLIN"A [4]. 3 L. AHLFORS [7]. 
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200. Durch die Methode F. NEVANLINNA-L. AHLFORS erhält man 
für .Q(r) eine Abschätzung nach unten. Dies fordert indes, daß die Be
legung fk gewissen zusätzlichen Stetigkeitsbedingungen genügt. Wir 
setzen voraus: 

1. Die Mengenfunktion fk ist vollstetig. Sie hat dann fast überall 
in der a-Ebene eine nichtnegative, endliche Dichte e (a), und der einer 
(meßbaren) Punktmenge e entsprechende Belegungswert fk (e) ist gleich 
dem LEBESGUEschen Integral 

tt(e) = J e(a)daa, 
wo daa das Flächenelement bezeichnet. Speziell ist das über die Voll
ebene erstreckte Integral 

J e(a)daa= 1. 

Die Masse .Q(r) des Flächenstücks F, kann nun in der Form 

.Q(r) = J n(r, a)e(a)daa= Jlw'(z) !2e(w(z))da. 
lzl ~ r 

geschrieben werden, wo da. das Flächenelement rdrdcp im Punkte 
z=rei"' bezeichnet. 

2. Die Belegung e (a) ist so regulär, daß die Ableitung .Q' (r) endlich 
und gleich 

2n 

.Q' (r) =rflw'(re;'~') l2 e(w(re;"'))dcp {11) 

ist. 0 

201. Unter diesen noch recht allgemeinen Voraussetzungen über die 
Massenbelegung fk gilt der 

Hilfssatz I. Für jedes 0 S, r < R ist 

und 

2n 

2
1nj log(iw'(re;"')i 2e(w))dcp'S, log ~'!J

o 
2n 

1 J + · + .Q' (r) 
2 :n; log (Iw' (re'"'We (w)) dcp;;;.log iJir + log2. 

0 

(12) 

(12') 

Die erste Beziehung (12) folgt in der Tat aus der Identität (11) 
unter Anwendung des bekannten elementaren Satzes, wonach der 
Mittelwert des Logarithmus einer nichtnegativen Funktion f(x) höchstens 
gleich dem Logarithmus ihres Mittelwertes ist: 

p'_-0 }og/(x)dx<;log (ß-':__-;;:jt(x)dx) (oc<ß) (13) 

(Satz über das arithmetische und geometrische Mittel)l. 

1 Der Beweis verläuft z. B. so: Der rechtsstehende Mittelwert von 1 (x) sei m: 
schreibt man I (x) = m + tp (x), so ist also das Integral von tp (x), von x =oc bis x =ß, 
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Die zweite Beziehung ergibt sich aus der Relation 

p '_;; }~gf(x)dx 5o1Zg ( ß '_ o/1 (x)dx) + log2, 

die eine einfache Folgerung aus (13) ist. Setzt man nämlich f1 =e1;gt, 
so ist /1 =/ für /~1 und f1 =1 für /<1, also jedenfalls /1 </+1. 
Die Anwendung von (13) auf die Funktion f1 gibt dann 

ß '_;; }~gf(x) dx 5i log (-ß '_-;;: jt, (x)dx) <C: log (ß '_ "jtdx+ 1) 

S l~g (-ß '_ "/t(x)dx) + log2. 

Hilfssatz 2. Falls w (z) für z =!= co meromorph ist, so ist für .?. ~ 0 

log {JrJ- < 4log Q (r) + 3.Alogr, (14) 

außer höchstens für eine Wertmenge L1, (O<r0 <r), auf welcher die Variation 
rÄ 

von)., 

beschränkt ist. 
Sei nämlich r 0 > 0 und .1; die Menge der Werte r > r 0 für welche 

.Q(r)=:::;r;·(Q(r))2• Dann ist 

/d(~.Ä)= /rÄ- 1 dr= I~ dQ~f3_g. ~Q~r.)" 
,j; LJ; LJ; LJ; 

rÄ 
In genau derselben Weise findet man für die Variation von T auf den-

jenigen Intervallen L1;', wo .Q'(r) ~rÄ-l(.Q(r))2, 

gleich Null. Gemäß der Beziehung log ( 1 + t) S t, die für reelles t gilt und wo 
Gleichheit nur für t = 0 besteht, wird -

ß ß 

ß ~ rx flog I (x) d x =log m + ß }_ rx flog ( 1 + ! )d x 
IX IX 

ß 

~log m + m (ß 1_ rx) f q; d x = log m. 
IX 

Gleichheit gilt hier nur, wenn I (fast überall) konstant und gleich m ist. 
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Die Variation von ~· auf der Vereinigungsmenge Ll,=Ll;+Ll;' ist 

also beschränkt, und es ist, für jeden Wert r außerhalb der Intervalle 
Q' . 

LI" -:y<r"-- 2Q 2<r3A- 2Q4, woraus die Behauptung folgt. 

Hilfssatz 3. Für eine im Einheitskreise I z I< 1 mcromorphe Funktion 
wW~U~r~>O .. 

+ 1 + 1 
logQ' (r) < 7logQ(r) + (2~+ 2)log 1 ::_::_--;;+ 2loglog 1_; +c(~), (15) 

außer für eme Wertmenge Ll,(O<r<1), auf welcher die Variation von 
1 

I(1=-=-r)X' 

Jd ( ~rJ=~) =! _ dr _ 
, }. . (1 -r)J.-t- 1 ' 

d, Ar 

beschränkt ist1 . c (~) ist eine nur von ~ abhängige Zahl. 
Sei LI; diejenige Wertmenge ( 0 < r 0 < r < 1), für welche 

Q> Q ((lO?_Q)2+ 1) 
= (1-r)"+t 

Man hat dann 

( _1_ d (-1--)" = ]!.!.- d Q < r d log Q --· < n 
. ). 1-r, dQ (1 =r)J.+t =. 1+(logQ)2•= · 

Ll~ Ll~ Ll; 

Analog ergibt sich für die Intervalle Ll;'(O<r<1), wo 

Q' >Q (1j- (log D):) 
= (1-r)"+l ' 

! - dr__ < 
( 1 - r)" ~ 1 -= n. 

Ll" r 

Auf der Vereinigungsmenge LI, von II~ und LI;' ist die Variation 

( 1 _::::--;)-~ beschränkt (S2n). Für jeden Wert r außerhalb LI, gilt (15), 

wie man bei Anwendung der Rechenregeln (3) (VI, § 2) und der 
+ + + 

evidenten Beziehung log logt ;S logt findet. 

202. Verbindet man nun die drei Hilfssätze mit der schon früher 
gefundenen Abschätzung (10) der Größe Q (r), so ergibt sich die in Aus
sicht gestellte 

Fundamentalbeziehung. Es sei w (z) für z' < R ;'S oo meromorph und 
fl eine über die w-Ebene ausgebreitete, nichtneg~tive Einheitsbelegung von 
der Dichte e(w), welche den Bedingungen 7. und 2. von lv'r.2oo genügt. 

1 Für die meisten Anwendungen würde schon eine gröbere und leichter zu 
beweisende Abschätzung genügen. 
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Dann gilt für 0 ~r<R die Beziehung 
2n 

2
1;) log ([ w' (rei'~')j2e (w (rei'~'))) d <p :Slog 1p(r) 

0 

(16) 

und 
2:r 

21n J l~g ( w' (rei'~')l 2 e (w (rei'~'))) d <p ~ l~g 11' (r) + log2 (16') 
0 

mit 
2n 

11' (r) = 21n r w' (reiqw e (w) d <p. (16") 
0 

Vorausgesetzt, daß das von der Belegung p erzeugte sphärische Potential 

P (w) = j log k (;, a)df-l (a) 
(a) 

für w = w (0) endlich ausfällt, genügt 1p (r) ferner folgenden Bedingungen. 
Im Falle R = CD gilt für A ~ 0 

+ + + 

log1p (r) < 4log T(r) + 3A logr + 0 (1), (17) 

höchstens mit Ausnahme einer Wertmenge Ll,, auf welcher die Variation 
rJ. 

von T beschränkt ist. 

Im Falle R = 1 gilt wiederum für A ~ 0 

+ + 1 + 1 
log1/'(r)<7logT(r)+(2.?.+2)log 1 _r + 2loglog 1 _r +0(1) (17') 

außer höchstens für eine Wertmenge Ll" auf welcher die Variation von 

1(1 ~ r)f beschränkt bleibt. 

Die Fundamentalbeziehung (16) enthält den Schlüssel zu dem zweiten 
Hauptsatz. Aus ihr folgt nicht nur der in Aussicht gestellte Hilfssatz 
über die logarithmische Ableitung einer meromorphen Funktion, son
dern sie kann auch, wie von F. NEVANLINNA gezeigt worden ist, für eine 
vom Beweisansatz der ersten Paragraphen völlig unabhängigen Be
weisanordnung des zweiten Hauptsatzes verwendet werden. Auf diese 
Frage kommen wir in § 4 dieses Abschnittes noch zurück. 

§ 3. Hilfssatz über die logarithmische Ableitung. 
Zweiter Hauptsatz. 

203. Um zu dem Hilfssatz über die logarithmische Ableitung einer 
für ! z] < R ~ CD meromorphen Funktion zu gelangen, wählen wir die 
Belegung p in der Fundamentalbeziehung speziell so, daß ihre Dichte 

1 1 

g(a)= 2n2 lal 2 (1 +(loglal) 2) 
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ist. Diese Wahl ist zulässig, da die Gesamtmasse dann der Bedingung 

genügt. 
Vorerst muß untersucht werden, wie sich das entsprechende sphärische 

Potential 

P(w)= /logk(~.a)dfl, 
welches im Restglied der Fundamentalbeziehung vorkommt, verhält!. 

Man hat 

wo 
P(w) =log y1 + ]wi 2 + U(w) 

U(w) = Jlogi1___f.~df1. !w-a 1 

(18) 

Zur Auswertung dieser Größe geht man am einfachsten davon aus, daß 
dieselbe, nebst ihrer N ormalableitung, offenbar auf jedem Kreis i w! = r 
konstant ist. Also ist für w=reilf 

2n 

au rau 
2nr 8r = r. erd{}. 

0 

Daraus folgt unter Anwendung des GAussschen Satzes, oder direkt, 

indem man den aus (18) berechneten Wert von ~~ bei Verwendung 
. alogl w-a 1 1 a arg (w-a) . 

der Identität --8~r-- = r--·~- m bezugauf {}unter dem Inte-

gralzeichen integriert, 
.. au / 
i wf o'wl = -- dfl. 

a,< ,wl 

Führt man hier den Wert von d fl- ein, so ergibt sich durch Integration 

U(w) =: ( logv'i + (log;wjf2-logjw:arctglog;wj- ~log fwi) +U(1) 

wo U ( 1) endlich ist2. 
Das Potential P (w) hat also einen endlichen Wert, außer für w = 0 

und oo. 

1 Es würde für unsere Zwecke genügen, zu entscheiden, ob P (w) endlich oder 
unendlich ist. Der Vollständigkeit halber soll das Verhalten von P hier genauer 
untersucht werden. 

2 Man hat für U(1) den Wert 
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204. Nach dieser Vorbereitung können wir zu unserer eigentlichen 

Aufgabe, der Abschätzung der Schmiegungsfunktion m (r, :) über

gehen. Es ist zunächst 
2n . 

( w') 1 ;· + I w'(re''~') 12 m r,-- =- log-~~- dq; 
w 4n. w(re''~') 

0 

2n " 
1 J + lw'l 2 1 J ;:S4n log lwl2(1 +(loglwl)2 dq;+4n log(1+(log[w[)2)dq;. 

0 0 

Hier ist das erste Glied rechts nach der Fundamentalbeziehung nicht 

größer als ~ l~g tp (r) + log 2 n, wobei tp die im Fundamentalsatz auf

gezählten Eigenschaften hat. Die oberen Schranken (17) und (17') sind 
endlich, sofern w (0} =!= 0, ro, denn dann hat das Potential P (w0) einen 
endlichen Wert. 

Für das zweite Glied der rechten Seite erhalten wir wiederum einfach 
gemäß dem Satz über das arithmetische und geometrische Mittel 

2n 2n 

2~ j log y 1 + (log[w[)2dq; :S log 2~ j y1 + (log[w[)2dq; 
0 0 

2n 

;:S log 2~ j ([log1w1[ + 1}dq;=log( m(r, w) +m (r,:) + 1) 
0 

;:S log(z T (r, w) +log I ~o I)= l~g T(r) +0 (1). 

Falls w (0} = 0 oder ro, multipliziere man w mit einer solchen Potenz 
von z, daß das Produkt w1 =j=O, ro für z= 0. Die obigen Überlegungen 
gelten dann für die Funktion w1 , und da die Schmiegungsfunktionen 

m ( r, :: ) und m ( r, -;;J , sowie die Charakteristiken von w und w1 , sich 

höchstens um eine Größe der Ordnung 0 (logr) unterscheiden, so sieht 
man, daß die obigen Abschätzungen auch im vorliegenden Fall ihre 
Geltung beibehalten, sofern nur zu den gefundenen oberen Schranken 
ein Glied der Größenordnung 0 (logr) hinzugefügt wird. 

Führen wir nun die Schranken (17) bzw. (17'} für tp(r) ein, so erhalten 
wir den 

Satz über die logarithmische Ableitung. Wenn w (z) für ! z [ < R :S ro 
meromorph ist, so ist für R = ro 

m(r, :)=O(logrT(r)), (19) 

außer höchstens für eine Menge LI, von Werten r, auf welchen die Variation 
yÄ 

von T (A. 2:;0) beschränkt ist. 
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Für R = 1 hat man wiederum 

( ') 1 ' 1 ) m r,-:- =(Ä+1)log 1 _r+O(loglog-1 _r +O(logT(r)), (19') 

außer höchstens für eine Intervallfolge iJ,, wo die Varition von (1-p-:-! (Ä ~0) 
beschränkt ist1• 

Aus diesem Satz ersieht man, daß die Schmiegungsfunktion m (r, :; ) 

im allgemeinen von wesentlich niedrigerer Größenordnung ist als die 
Charakteristik der Funktion w (z). Im Falle einer im Einheitskreis 
meromorphen Funktion w (z) gilt dies nach ( 19') allerdings nur dann, 

wenn die Charakteristik nicht langsamer als log 1 ~ -r anwächst (Ä = 0). 

Daß diese Einschränkung nicht durch die augewandte Beweistechnik 
künstlich bedingt ist, wird sich später herausstellen: jene Wachstums
grenze wird sich tatsächlich als kritisch für die Wertverteilungseigen
schaften einer für I z [ < 1 meromorphen Funktion erweisen. 

205. Verbindet man nun den obigen Hilfssatz mit den Ergebnissen 
von § 1, so gelangen wir an unser Ziel: 

Zweiter Hauptsatz. Es sei w (z) eine fiir ; z! < R ~ co meromorphe 
Funktion und a1 , ... ,aq(q:;;;3) voneinander verschiedene endliche oder 
unendliche Zahlen. Unter diesen Bedingungen ist fiir r< R 

q 

~m(r, a.)<2T(r) -N1 (r) + S(r), (II) 
1 

wo 
r r n (t) 

N1 (r) = j - 1-t- dt + n1 (0) logr (20) 

0 

die auf S. 229 definierte Anzahlfunktion der mehrfachen Stellen von w (z) 
ist und das Restglied S (r) nachstehenden Bedingungen genügt: 

1. Im Falle R= co ist 

S(r)<O(logrT(r)), (21) 

außer möglicherweise in einerIntervallfolge t1" wo dieVariationvon j~- (A. ~ 0) 

beschränkt ist. 
2. Für R= 1 hat man 

1 ( 1 ' 
S (r) < ( A. + 1) log 1 =-r + 0 log log 1 _ r ) + 0 (log T (r)) , (22) 

mit möglicher Ausnahme einer Intervallfolge t1 r, auf welcher die Variation 
(1 -r)--< 

von --Ä- (). :;;;o) beschränkt ist. 

1 R. NEVANLINNA [4], H. SELBERG [J], F. NEVANLINNA [4]. 
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Eine andere, für viele Anwendungen besser geeignete Form des 
q 

Hauptsatzes erhält man, wenn man in (II) beiderseits ~ N (r, a.) hinzu-
1 

fügt und den ersten Hauptsatz m + N = T berücksichtigt. Man findet 
dann statt (II) q 

(q- 2) T (r) <~ N (r, a.)- N1 (r) + S (r), (II') 
1 

wo S die unter 1. und 2. aufgezählten Eigenschaften hat. 

206. Eine wichtige Ergänzung zu diesem Ergebnis gilt dem Fall, 
wo der Ausdruck q 

~N(r, a.) =N(r) (23) 
1 

von endlicher Ordnung ist (R= co). Dann ist auch n= _ddlN von end-ogr 
licher Ordnung (vgl. S. 210), und es gibt also eine positive Zahl .it, so daß 
n < rA + 1 von einem gewissen Wert r = r 0 ab besteht. Sei nun r' ein Punkt 
eines Ausnahmeintervalls LI, und r der rechte Endpunkt desselben. 
Sobald r' >r0 , wird , 

N (r) -N (r') <j ri.dr, 
r' 

eine Größe, die nach den Eigenschaften der Ausnahmeintervalle LI, 
unter einer festen von r unabhängigen Schranke liegt. Nach (II') wird 
also 

(q- 2) T(r') ~(q-2) T(r) <N(r) --N1 (r) + S (r) 
:SN (r') -N1 (r') + S(r) + (N(r) -N(r')) 
=N(r') -N1 (r') + S(r) +0(1). 

Außerhalb der (offenen) IntervalleLI,ist aberS(r)<O(logrT(r)) =O(logr). 
Beachtet man nun, daß die Variation von lograuf den Intervallen LI, be-

schränkt ist (.it = 0), und daß somit dasselbe für den Ausdruck log.!, gilt, r 
so sieht man ein, daß die Beziehung (II') auch in den Ausnahmeintervallen 
besteht mit S = 0 (logr). 

Falls R= co und der Ausdruck (23) von endlicher Ordnung ist, so 
bestehen die Beziehungen (II) und (II') ohne Ausnahmeintervalle, und 
es ist also q 

(q- 2) T(r)< ~N(r, a.) -N1 (r) +O(logr). (24) 
v~l 

Entsprechendes gilt im Falle R = 1, wenn die Summe N (r) für 
r-+ 1 von endlicher Wachstumsordnung ist, d. h. falls 

-.- logN (r) 
hm 1 
r ~ 1 log 1 _ r 

endlich ist. Die Sätze gelten dann ausnahmslos für r < 1 mit S = 
0 (log __1_). 

, 1-r 

N evanlinna, Analytische Funktionen. 16 
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§ 4. Direkter Beweis des zweiten Hauptsatzes mit Hilfe 
der Fundamentalbeziehung. 

207. Besitzt man erst einmal die Fundamentalbeziehung von § 2, 
so ist die oben eingeschlagene Methode zur Aufstellung des zweiten 
Hauptsatzes als ein Umweg zu betrachten. In der Tat wurde jene Be
ziehung, welche oben als Hilfsmittel zur Herleitung des Satzes über die 
logarithmische Ableitung verwendet wurde, von F. NEVANLINNA [2] 
für einen direkten, von den Betrachtungen in § 1 und § 3 unabhängigen 
Beweis des Hauptsatzes benutzt, wie dies jetzt näher auseinandergesetzt 
werden soll1. 

Um den Hauptsatz zu gewinnen, setzt F. NEVANLINNA die Belegung,u 
in der Fundamentalbeziehung (16) in § 2 gleich dem nichteuklidischen, 
hyperbolischen Flächeninhalt der an den Stellen a1 , a2 , •.. , aq (q;:;; 3) 
punktierten w-Ebene. Wie in I, § 2 auseinandergesetzt worden ist, 
gelangt man zu der hyperbolischen Maßbestimmung dieses q-fach zu
sammenhängenden Gebiets Fq, so daß man seine einfach zusammen
hängende universelle Überlagerungsfläche F';', die wegen der Voraus
setzung q;:;;3 zum hyperbolischen Typus gehört (vgl. I, § 2), auf die 
schlichte Kreisscheibe I x I< 1 konform abbildet. Dies geschieht vermittels 
der linear polymorphen Funktion x = x (w; a1 , ... , aq), deren verschiedene 
Zweige durch eine Gruppe E von linearen Transformationen S zusammen
hängen, welche den Einheitskreis K invariant lassen. Die Umkehr
funktion w=g;(x), welche die Abbildung K -+F:;' vollzieht, ist in bezug 
auf diese Gruppe automorph. 

Führt man in K die LoBATSCHEWSKY-POINCAREsche Maßbestimmung 
ein, indem man die nichteuklidische Länge da eines Bogenelementes 
ldxl gleich idxl 

da= ~ --'-
1- x,• 

setzt (I, § 1), so ist da in bezug auf jede lineare Transformation, die K 
auf sich selbst abbildet, also speziell für jede Transformation der Gruppe E 
invariant. Hieraus folgt daß, wenn man diese Maßbestimmung durch 
die Abbildung K-+ F'J' überträgt, sie nicht nur auf der Überlagerungs
fläche F';', sondern schon auf der Grundfläche Fq eindeutig erklärt ist 
(vgl. hierzu III, § 3). 

Das nichteuklidische Flächenelement im Punkte w ist als das Quadrat 
von da definiert. Für die Dichte des entsprechenden Flächeninhalts d,u 

im Punkte w findet man al;: [*I" 
e= dfw = (1- x(w)l 2) 2 , 

1 Daßwirvorgezogen haben, denBeweis von§§ 1 bis 3 zuerst darzustellen, geschah 
teilweise mit Rücksicht auf die Leichtfaßlichkeit, teilweise auch weil diese Methode 
und der Hilfssatz über die logarithmische Ableitung für gewisse andere Fragen 
der Theorie der meromorphen Funktionen von Bedeutung sind. Vgl. hierzu 
R. NEVANLINNA [5], Kap. V. 



Direkter Beweis des zweiten Hauptsatzes mit Hilfe der Fundamentalbeziehung. 243 

wo x (w) die obige linear polymorphe Abbildungsfunktion und d Iw das 
euklidische Flächenelement sind. Mit diesem Wert für e wird die Funda
mentalbeziehung (16) zur Anwendung gebracht, wobei fl bzw. e jedoch 
vorerst so normiert werden müssen, daß die gesamte, über die punktierte 
Ebene Fq ausgebreitete Masse 

flo = J df,l, = J -(1- ~!(w) r·)·l ~= r (25) 
gleich der Einheit wird, was einfach durch Division von fl und e durch 
den Betrag f.lo der gesamten Masse geschieht. 

Vorerst müssen wir uns jedoch davon überzeugen, daß diese Größe 
flo• der nichteuklidische Flächeninhalt von Fq, endlich ist. Hierzu be
nutzen wir die schon in I, § 3, S. 18 vorbereitenderweise aufgestellten 
Entwicklungen der Abbildungsfunktion x(w). Man hat nach letzteren, 
wenn c den dem Grenzpunkt a = a. der Fläche Fq zugeordneten Peri
pheriepunkt von K bezeichnet [für einen beliebig festgelegten Zweig 
x(w) in der Nähe von a=a.]: 

c+x 
c _ x =oc + ß log(w-a) +e(w-a), (26) 

wo oc und ß konstant sind und e für w -+ a verschwindet. Es wird 

ffi (c + x) _ 1- 1 x [•"" lo 1 
c-x -[c-x[ 2 Y g[w-a[ 

und 

I d (c+x)l 2:c1 I dx I lßl 
!iiii c- x :- [c-x[• dw ""[w-a[' 

also I dx I" 
e= (1 ~[•)• "'A.(Iw-a[Io~~1--)"· 

[w-a[ 
wo A. eine positive Konstante ist. 

(27) 

Für den Grenzpunkt a= oo hat man in der Entwicklung (26) w-a 
1 

durch w zu ersetzen, und es wird, statt (27), für a= oo 

I dx 12 

a:;;;l A. ( 1 )" 
e=(1-[x[2)•"' ,[w[log[w[ . (27') 

208. Unter Anwendung dieser asymptotischen Entwicklungen der 
Dichtee in der Umgebung der Grenzpunkte W=a.(v=1, .. . , q).ergibt 
sich, da e für w =l=a. stetig ist, erstens daß die Gesamtmasse f.lo endlich 

istl und ferner daß das von der Belegung }!_erzeugte sphärische Potential 
Po 

P(w)=-1 /log k( 1 ) dft Po w, a 
(a) 

1 Wünscht man den genauen Wert der Masse p 0 , so verbinde man die Punkte 
a1 und a2 , a2 und a3 , •.• , aq-1 und aq =CXJ durch je einen Kurvenbogen Q1 , Q2 , 

... , Q q _ 1 . Diese können derart gewählt werden, daß ihnen, vermöge der Ab-

16* 
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ebenfalls einen endlichen Wert erhält, sofern der Punkt u• von a1 , ... , aq 
(aq= m) verschieden ist. 

Die Fundamentalbeziehung (16) gibt uns jetzt 

~n 2:7 

1 11 i '( iq)ld + 1 j" /- iq log/ro 2n og,w re · (p -2 ; logyg(w(rc ))dcp"5:_- 2 
+-log~ (r) , (2S) 

0 0 

wo flo die Gesamtmasse ist und 'P (r) den m N r. 202 aufgezählten Be
dingungen genügt. 

Hier ist nach dem jENSE:\schen Satz 

2 ~flog: w' 1 d(p = N ( r, ~l) -- .V (r, w') +const. 
0 

bildung F ;'-+ K im Einheitskreis 1 x < 1 gewisse Orthogonalkreisbogen der Peri
pherie 1 x = 1 zugeordnet sind; die längs Q1 , ... , Qq -1 aufgeschnittene w-Ebene, 
Fq, wird durch einen beliebigen Zweig der Abbildungsfunktion in ein Spitzen
polygon n übergeführt, das von 2(q--1), den Schnitträndern entsprechenden, sich 
auf der Kreislinie x 1 = 1 berührenden Orthogonalkreisbogen heranclet ist. Durch 
die Variabeltransformation x --x(w) ergibt sich Iiir die Gesamtmasse unserer Be-
legung der Ausdruck 

wo die Integration über die Fläche des Spitzenpolygons n zu erstrecken ist; 
dfx =rdrdrp ist das euklidische Flächenelement in x =reiq. 

Zur Auswertung des Integrals wendet man .am bequemsten die Differential-
da 1 

gleichung L1 u = 4e2u an, welcher der Logarithmus log fiX= log j _ ;T• des Ver-

hältnisses zwischen den nichteuklidischen und euklidischen Dogenlängen genügt 
(I, § 1). Die GAusssche Transformationsformel ergibt dann 

J·ou j- r dfr 
- --dsc- .1udfx=4j- -~.--' on (1--lx2 ') 2 4 Po· 

wo das linksstehende Integral über den Perimeter des Polygons n geführt werden 
muß. Bezeichnet {} den Winkel, den die Richtung der inneren Normalen mit dem 
Radiusvektor (0, x) bildet, so erhält man, wenn NI der Mittelpunkt und!! der Radius 
desjenigen Orthogonalkreisbogens L ist, der durch den Punkt x geht, aus dem 

-- - 1 --r2 

Dreieck OM x, wo 0 l\11 = v'1 +n2 , cos lJ = - -- Es wird somit 
" 2r (! 

--I~~ d s =I~/'; cosl} d s -J _cl_(!s . 

ds 
Hier ist --- gleich dem Element d lfl des Zentriwinkels von L, dessen Variation auf 

(! 
dem Bogen L gleich n --~ist, wo~ der \Vinkel ist, unter welchem L aus dem Null
punkt x = 0 erscheint. Da die Anzahl der Seiten /. des Polygons 2 (q- 1) beträgt, 
so wird das Linienintegral gleich 2n(q -I)- 2:-lc 2n(q-2), und man findet für 

Cl 
den nichteuklidischen Flächeninhalt der punktierten Ebene den \\'ert l'u = (q -- 2) 2 . 

Dies ist nichts anderes als der Satz über den Winkeldefekt und den Flächeninhalt 
eines Polygons in der hyperbolischen Geometrie. 
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Für das zweite Integral findet man bei Anwendung der asymptotischen 
Entwicklungen (27) und (27') 

2n q-1 

2
1nflog{e dcp= :2 in! (l~g 1-w~al-l~gl~g Iw ~ a.l)dcp 

0 V~ 1 

- 2
1n j (l~g Iw! +l;gl~g lwl)dcp+0(1). 

Die von den einfachen Logarithmen herrührenden Integrale ergeben 
die Mittelwerte m(r, a,). Die Mittelwerte der doppelten Logarithmen 
werden durch den Satz über das arithmetische und geometrische Maß 
weiter abgeschätzt; sie sind von der Größenordnung 0 (logm (r, a.)) 
und daher, nach dem ersten Hauptsatz, auch von der Ordnung 0 (logT (r)). 

Zusammenfassend wird also aus (28) 
q-1 

N(r, ;, ) -N(r, w') + ~ m(r, a.) -m(r, oo) <log~ (r)_ +O(log T(r)). 
1 

Addiert man noch beiderseits die Größe 2m(r, oo)=2T(r)-2N(r, oo), 
so ergibt sich 

.lm(r, a.) <2 T(r) -N1 (r) +log; (r) +O(logT(r)), 
1 

wo N1 der mehrmals besprochene Ausdruck 

N 1 (r) =N (r, -;,-) + [2N(r, w) -N(r, w')] 

ist. Dies ist, mit Rücksicht auf die Eigenschaften der in der Funda
mentalbeziehung (16) stehenden Größe 'ljJ (r), nichts anderes als der zweite 
Hauptsatz (II). Um die Endlichkeit des in der oberen Schranke von 
'ljJ (r) vorkommenden Potentials P (w0) zu erzielen, hat man jedoch die 
Annahme w(O) =w0 =!= a, hinzuzufügen. 

209. Legt man die allgemeine Fundamentalbeziehung zugrunde, wie es 
in der obigen Darstellung geschehen ist, so kommt man, wie AHLFORS [8] 
bemerkt hat, einfacher als bei Anwendung der nichteuklidischen 
Belegung zum Ziel, wenn man die Dichte elementar vorschreibt, so daß 
sie sich an den kritischen Stellen a. ähnlich wie die Dichte der nicht
euklidischen Belegung verhält. Es genügt also die Fundamental
beziehung z. B. mit der Dichtefunktion 

q 

logg(w) = 2 ~log k (:,a.) -2log(:2log k (:,a.)) +c, 
1 

anzusetzen, wo k (w, a,) der chordale Abstand der Punkte w und a. 
ist und die Konstante c so normiert werden muß, daß die Gesamtmasse 
gleich 1 wird (AHLFORS, 1. c.). 
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Wir haben es oben vorgezogen, dem ursprünglichen, weniger ele
mentaren Weg von F. NEVANLINNA zu folgen, weil die Anwendung der 
Abbildungsfunktionen x (w; a1 , ... , aq) und der hierauf fußenden nicht
euklidischen Maßbestimmung keineswegs als ein Kunstgriff zu betrachten 
ist, sondern vielmehr eine naturgemäße Erweiterung des ursprünglichen, 
auf der Verwendung der Modulfunktion beruhenden Beweises darstellt, 
durch welchen PrcARD seinen berühmten Satz begründete (vgl. I, § 3). 
Es verlohnt sich der Mühe, etwas näher auf die leitende Idee einzugehen, 
die den uniformisierenden Transzendenten x (w; a1 , ... , aq) einen ganz 
natürlichen Platz in der Theorie der Wertverteilung zuweist. 

210. Sei w = w (z) eine für I z ! < R;;:; oo meromorphe Funktion, welche 
in jenem Kreis gewisse Werte a1 , ... , aq(q~ 2) nicht annimmt. Die 
linear polymorphe Funktion x = x (w; a1 , ... , aq) bildet die universelle 
Überlagerungsfläche F';' der an den Stellen a. punktierten Ebene, für 
q = 2 auf die punktierte Ebene x + co (parabolischer Fall), für q> 2 
dagegen auf den Einheitskreis I xl < 1 (hyperbolischer Fall) ab. Legt 
man nun für w=w0 =w(O) einen beliebigen Zweig der Abbildungs
funktion x = x (w) fest, so läßt sich, da w die Grenzpunkte a. vermeidet, 
jener Funktionszweig für I z I< R unbeschränkt fortsetzen und stellt 
somit nach dem Monodromiesatz eine eindeutige Funktion x (w (z)) = f (z) 
dar. Bezeichnet nun w=q;(x; a1 , ... , aq) die für jx!<oo(q=2) bzw. 
fxl<1 (q>2) automorphe Umkehrfunktion von x(w; a1 , ... , aq), so ist 
die gegebene, von den Werten a. verschiedene Funktion w(z) gleich 

w(z)=q;(f(z); a1 , ••. , aq), (29) 

wo also f (z) eine für I z [ < R reguläre Funktion ist, die im Falle q > 2 
beschränkt ist ( i I [ < 1). 

Die Beziehung (29) enthält den allgemeinen Ausdruck einer für 
I z I< R;;:; oo meromorphen, von den gegebenen Werten a. verschiedenen 
Funktion w(z). Denn wir haben gesehen, daß eine jede solche Funktion w 
in dieser Form darstellbar ist; und umgekehrt, falls f(z) für [z[<R 
regulär und, sofern q > 2, beschränkt (I f i < 1), im übrigen aber beliebig 
ist, wird durch (29) eine Funktion w (z) von der angegebenen Art definiert. 

Das Problem, die Gesamtheit der für I z I< R meromorphen, von 
q ~ 2 Werten ~, ... , aq verschiedenen Funktionen w zu bestimmen, 
wird also mit Hilfe der uniformisierenden Transzendenten x (w; a1 , •.. , aq) 
vollständig gelöst. Im Falle q = 2 ist x (w) gleich dem Logarithmus 

w- a1 x =log--, und es handelt sich also um das elementare Resultat, daß w-a2 

eine Funktion w, welche für fzi<R zwei Ausnahmewerte ~. a 2 besitzt, 
eine linear gebrochene Funktion von e' (z) ist, wo f für : z I< R regulär 
ist. Wenn dagegen q > 2, so folgt aus dem LrouvrLLEschen Satz, daß 
f (z) sich, und somit auch w (z), auf eine Konstante reduziert, sofern R = oo 
ist; dies ist der PrcARDsche Satz (vgl. I, § 3). 
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211. Wenn die betrachtete meromorphe Funktion w (z) nicht mehr 
von den vorgegebenen Werten av verschieden ist, so liegt es nahe, das 
obige Verfahren zur Untersuchung der Stellen z einzuschlagen, in denen 
w (z) jene besonderen Werte annimmt. Diese Stellen zeichnen sich nämlich 
dadurch aus, daß die zusammengesetzte Funktion x (w (z); a1 , ... , aq) 
in ihnen singulär wird. Die Untersuchung dieser Singularitäten wird 
dadurch erschwert, daß jene Funktion in der Umgebung derselben 
mehrdeutig wird, und man wird infolgedessen danach streben, eine von 
x (w (z); a1 , ... , aq) abhängige Größe zu finden, welche, ohne den singu
lären Charakter an den Stellen w = a. zu verlieren, eindeutig istl. 

Einen solchen Ausdruck gibt uns im Falle q=2, wo x(w), wenn 
der Kürze halber a1 = 0, a2 = oo gesetzt wird, einfach gleich logw ist, 

das Verhältnis I ~: I = I : I der euklidisch gemessenen einander ent

sprechenden Linienelemente I d x I und I d w J. Der Logarithmus dieses 

Ausdrucks, u (w; a1 , a2) =log Ä genügt der LAPLACEschen Differential

gleichung LI u = 0, außer an den kritischen Stellen a1 = 0, a2 = oo, in 
denen er logarithmisch unendlich wird. Setzt man nun u (w (z); a1 , a2) 

= u (z) , so ist auch u für I z I< R harmonisch, außer an den Stellen 
wo w = 0 oder oo ist. Die Integration der Differentialgleichung LI u = 0, 
gibt uns, bei Beachtung jener Singularitäten, die jENSENsehe Formel, 
welche uns bei der Untersuchung der Null- und Unendlichkeitsstellen 
einer meromorphen Funktion als grundlegendes Hilfsmittel gedient hat. 

Im Falle q>2, wo die Fläche F; auf den Einheitskreis abbildbar 
ist, liegt es nun nahe, das euklidische Linienelement I dx I durch das 
hyperbolische Element da zu ersetzen, das für alle Zweige von x (w) den 

invarianten Betrag da= 1 ~ ~x Ia beibehält. Setztmandannu(w ;a1 , ... , aq) 

=log I :; I , so ist u als eine eindeutige Funktion von w erklärt, die 

der Differentialgleichung LI u = 4e 2" genügt, außer in den Punkten a1 , ... , 

aq, wo sie logarithmisch unendlich wird (vgl. S. 243). Die Zusammen
setzung mit der gegebenen, für I z I< R :S oo meromorphen Funktion 

w (z) erklärt eine eindeutige Funktion von z, v (z) u (w (z)) +log I~; I, 
welche ebenfalls der Differentialgleichung Ll.v = 4e2 v genügt, und man 
wird so zu der Integration dieser partiellen Differentialgleichung geführt, 
unter Beachtung der Singularitäten von v, als welche innerhalb lzi<R 
diejenigen Stellen auftreten, wo w (z) die kritischen Werte a1 , •.. , aq 
annimmt. Während diese Integration bei der Gleichung LI u = 0 (q = 2) 
zu einer exakten Mittelwertformel führte {JENSENsche Formel), gelangt 
man in vorliegendem komplizierteren Fall nur zu einem approximativen 
Resultat: so kann in der Tat die Fundamentalbeziehung ( 16) interpretiert 

1 F. NEVANLINNA [J]. 
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werden, wenn für die Belegung fl das nichteuklidische Flächenelement 
eingesetzt wird 1. 

212. Um diesen Zusammenhang näher zu erklären, und zugleich die 
Genauigkeit der Fundamentalbeziehung zu prüfen, wollen wir jene 
Beziehung analysieren, für den einfachsten Fall, wo w (z) die Werte 
a1 , ... , aq für I z [ < R nicht annimmt. Da die Dichte(! der nichteuklidischen 
Flächenbelegung da gleich 

(
. da ')2 2u(~>·;a, .. ,a.,) e= -dw. =e 

ist, so wird das linksstehende Integral jener Beziehung gleich 

2\r-/(loge+2logl ~:-;)drp= ~~ v(re'T)drp, 

wo v die oben definierte Funktion 
'dw i 

v=u(w(z); a1 , •.. , aq) +log 1-iz: 
ist, welche der Differentialgleichung LI v = 4e2 " genügt. Bei Anwendung 
der GAussschen Integraltransformationsformel ergibt sich für dieses 
Integral der Wert 4! Qjt) dt 

:7. t ' 
0 

wo 

1z~r z~r 

der nichteuklidische Flächeninhalt des RIEMANNschen Flächenstücks F, 
ist, auf welches der Kreis : z i ;Sr vermittels der gegebenen Funktion 
w = w (z) abgebildet wird. Setzt man wie in § 2 

2ct r O(,·) 1 r . Q(r)=. "-"--y--dr= 4 _ 7J(re' 9)drp, 
0 0 

so ergibt die Fundamentalbeziehung [vgl. (11)]. 
4Q !2' (r) d 2 Q 

:7 ;Slog-2 :7; =log- dt'- -2t-log2n, 

wo t=logr, oder, falls 2 
y(t) = ;r Q +t (30) 

gesetzt wird, 
y" (t) :::0:4e2 v. 

Multipliziert man hier beiderseits mit y' > 0, so ergibt sich durch 
Integration zwischen den Grenzen t0 und l(<logR) 

(y' (t))2- (y' (to)) 2 :::0: 4 (e2yltl _ c2v(tol). 

1 Für eine allgemeine Dichte(! handelt es sich in entsprechender Weise um die 
Integration der PorssoNschen Gleichung .!J u '-" - 2 :r. g. 



Der Satz von PICARD-BOREL. 249 

Läßt man nun t0 gegen - ro konvergieren, so wird nach {30), falls 
w(O)=Fa1 , ... , aq(=ro) und w'(O)=FO vorausgesetzt wird, y(t0)-+-ro, 

2il (t) 
und y' (t0) = -- "- + 1 -+ 1. Die obige Beziehung geht also in 

n 

(y' (t) )2 :::;; 4iy (t) + 1 

über, woraus durch Integration zwischen den Grenzen t = logr< i = 
=loge<logR folgt 

( ~·)2 S L4 e2_Y_(t~=:+} +__1_. i~~2y ~ ±. 1- .!__ S y~-i=t + 1 ' 
r -f4e2y(t)+1-1 f4e2Y(T)+1+1 -f4e2y(t)+1-1 

oder 

y (t) :Slog e• ~ r• . 

Führt man noch den Wert von y ein, so ergibt sich durch den Grenz
übergang e-+ R schließlich der 

Satz. Der Mittelwert der nichteuklidischen Invariante 

d a I~~ I I-~; I 
v (z) =log TdZT =log 1- I x (w (z)) I" 

genügt für r < R der Beziehung 
2n 

1 J · R 2n v (r e' '~') d rp :S log R• _ r• 

0 

Hat w (z) die Nullpunktsentwicklung w = c0 + c1 z + ... , so 
hieraus für r-+ 0 

lo ~l_lx' (co) < lo _1_ 
g1-lx(c0),"= g R · 

(31) 

folgt 

Dies ist der PrcARD-LANDAusche Satz in der genauen Form von 
IV, § 5, wo x (c0) = 0 gewählt wurde. 

Allgemeiner läßt es sich zeigen, daß die Beziehung (31) in eine Gleich
heit übergeht, falls die meromorphe Funktion w (z) mit der automorphen 
Funktion übereinstimmt, welche den Kreis ] z [ < R auf die universelle 
Cberlagerungsfläche F; konform abbildet. 

X. Anwendungen des zweiten Hauptsatzes. 
§ 1. Der Satz von PICARD-BOREL. 

213. Für eine in der punktierten Ebene z + ro meromorphe Funktion 
w (z) gilt der PrcARDsche Satz: es gibt höchstens zwei Werte, welche die 
Funktion w (z) überhaupt nicht annimmt, es sei denn, daß sie sich auf 
eine Konstante reduziert; dieser triviale Fall ist im folgenden ein für 
allemal ausgeschlossen. Im Zusammenhang mit dem ersten Hauptsatz 
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haben wir ferner gefunden, daß eine solche Funktion fast alle Werte a 
mit einer, der Charakteristik T(r, w) entsprechenden Häufigkeit N(r, a) 
annimmt. Diese Ergebnisse wurden im Falle einer meromorphen Funktion 
von endlicher, nichtganzzahliger Ordnung dahin verschärft, daß höchstens 
ein Ausnahmewert existiert, für welchen die Anzahlfunktion von nied
rigerer Ordnung (Klasse, Typus) ist als die Charakteristik. Bereits ein
fache Beispiele zeigen, daß entsprechendes für ganzzahlige Ordnungen 
nicht mehr gilt; so hat die Exponentialfunktion zwei Ausnahm~werte 
(0, oo ), und in VIII, § 4 haben wir einen Fall besprochen, wo eine Er
niedrigung des Typus oder der Klasse von N(r, a) für zwei Werte a 
zustande kommt. Daß andererseits die Anzahl solcher Ausnahmewerte 
nicht zwei übersteigen kann, ist der wesentliche Inhalt der von BoREL [1] 
gegebenen Erweiterung des PICARDschen Satzes. 

214. Der PICARD-BORELsche Satz und seine späteren Verschärfungen1 

ergeben sich als eine unmittelbare Folgerung aus dem zweiten Haupt
satz. Setzt man q= 3, d. h. nimmt man drei voneinander verschiedene 
Zahlen a1 , a2 , a3 , so folgt aus den zwei Hauptsätzen die für jedes a gültige 
Doppelbeziehung 

N (r, a) +0 (1) < T(r)<N(r, a1) + N (r, a2) +N(r, a3) + S (r), (1) 
wo das Restglied S (r) den im zweiten Hauptsatz aufgezählten Bedingungen 
genügt. Dies zeigt, daß die Verteilung von drei Stellensorten das An
wachsen der Charakteristik T (r) und hierdurch die asymptotische Verteilung 
sämtlicher Stellensorten im wesentlichen bestimmt. 

Wir beweisen den 

Satz. Wenn das Integral 

"' ! N(r,f!ldr (u>O) (2) 
r,u+l r 

für drei verschiedene Werte a konvergent ist, so ist das Integral 

"' f _T (r) dr (3) 
r.u+l 

ebenfalls konvergent, und (2) konvergiert dann für jedes a. 
Dies ergibt sich unmittelbar aus der Beziehung (1), falls man beider-

seits mit .ud: 1 multipliziert und zwischen den Grenzen r 0 und r ( 0 < r 0 < r) 
r 

integriert. Das von dem Restglied S herrührende Integral 

ist nämlich für r-+ oo endlich. In der Tat folgt aus der Voraussetzung 

1 G. VALIRON [2), R. NEVANLINNA [2], [4]. 
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3 

unseres Satzes, daß die Summe N (r) =.IN (r, a.) von endlicher Ordnung 
1 

(;S,u) ist (S. 210), und es ist dann nach dem zweiten Hauptsatz (Zusatz 
auf S. 241) S (r) = 0 (logr), woraus die Konvergenz des obigen Integrals 
für r-+ ro folgt. 

Beachtet man die Zusammenhänge, welche zwischen dem Grenz
exponenten ,u des Integrals (2) einerseits und der Ordnung (Klasse, Typus) 
des Integranden andererseits bestehen (S. 241), so ergibt sich der 

PICARD-BORELsche Satz. Für eine nichtkonstante meromorphe Funktion 
gibt es höchstens zwei Werte a, für welche die Anzahlfunktion N (r, a) 
(bzw. n(r, a)) von niedrigerer Ordnung (Klasse, Typus) als die Cha
rakteristik T (r) ist. 

215. Sei insbesondere w (z) von der ganzzahligen Ordnung q + 1. 
Aus dem PICARD-BORELschen Satz folgt dann: Falls das Integral 

divergent ist, sind die Integrale 

und 

und die Summe 

~ (r.~a) /+ 1 

höchstens für zwei Werte a konvergent sind. Dieses Ergebnis zeigt, daß 
der Fall, wo das Geschlecht einer meromorphen Funktion von der 
Divergenzklasse einer ganzzahligen Ordnung q+ 1 sich erniedrigt, tat
sächlich als ein Ausnahmefall zu betrachten ist, der nur dann eintritt, 
falls die Nullstellen und die Pole PICARD-BORELsche Ausnahmewerte 
sind, für welche die Anzahlfunktionen N(r, 0}, N(r, ro) zur Kon
vergenzklasse gehören. Mit Rücksicht auf die in Nr. 190 formulierte 
Regel zur Bestimmung des Geschlechts einer meromorphen Funktion 
ganzzahliger Ordnung, können wir folgendes behaupten: 

Falls die meromorphe Funktion w (z) zur Divergenzklasse des Minimal
typus der ganzzahligen Ordnung q+ 1 gehört, d. h. im Falle 

_!_(!]_ _,.. 0 
rq +1 

ist der Quotient1 

und 

w-a 
w-b (a =F b) 

vom Geschlecht q + 1, außer höchstens für ein Zahlenpaar (a, b). 

1 Falls eine dieser Zahlen, z. B. b, gleich <X> ist, so hat man den Quotienten 
einfach durch w- a zu ersetzen. 
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216. Wie weit läßt sich der PICARD-BüRELsche Satz auf Funktionen 
ausdehnen, welche nur t'm Einheitskreise meromorph sind (Fall R = 1)? 
Wir erinnern daran, daß eine für 0 ~r < 1 definierte positive und monoton 

wachsende Funktion s (r) von der Wachstumsordnung c ~r r (oder 

kürzer: von der Ordnung J.; A ~0) heißt, falls 

rrm. l~!P_r)=A. 
• ~ 1 log 1 :::::y 

ist. Wie auf S. 208 beweist man, daß s (r) dann und nur dann von der 
Ordnung A ist, falls A Grenzexponent des Integrals 

1 J s(r) (1-rji"- 1 dr 

ist, d. h. falls das Integral für f1>A konvergent, für f1<A divergent ist. 
s (r) gehört ferner der Konvergenz- oder Divergenzklasse an, je nachdem 
jenes Integral für f1 =). konvergiert oder divergiert. Ersterer Fall ist 
nur dann möglich, wenn s vom Minimaltypus der Ordnung A ist, d. h. 
wenn das Produkt 

s (r) (1-r/' 
für r-+ 1 verschwindet. 

Aus der Identität (O<r0 <r< 1) 

' f1 J N (t, a) (1- t)"- 1 dt = 
r, 

~' 1, fn(t) p =N(r,a) (1-r) -N(r0 ,a) (1-r0} - t-(1-t) dt 
r, 

schließt man, wie auf S. 210, daß die Integrale 
1 1 p 

jN(r,a)(1-r)"- 1 dr und jn(r,a)(!-r) dr (4) 

für f1 > 0 gleichzeitig konvergent und divergent sind. Die Beziehung 
r 

(f1+1)jn(t) (1-t}"dt= 
r, 

r 

= n (r) (1- r( + 1 - n (r0) (1- r0)"+ 1 - j (1- t)"+I dn (t, a) 
r, 

zeigt uns ferner, daß die Reihe 

1 p+1 1+p 
j(1-r) dn(r,a)=..!;'(1-rv(a)) 

für 11.+ 1 ~0 dann und nur dann konvergent ist, wenn dasselbe für das 
zweite Integral (4) gilt. 

Aus dem ersten Hauptsatz folgt, daß clie Konvergenz des ·Integrals 
1 J T (r) ( 1 ·- r( - 1 dr (5) 
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für ein gegebenes 11 > 0 die Endlichkeit der Größen 
1 1 

jN(r, a) (1-r}"'- 1 dr, jn(r,a)(1-r}"'dr, .2'(1-r.(a))l+P (6) 

nach sich zieht, wie immer die Zahl a gewählt wird. Ist also T von 
einer Ordnung ).. > 0, so ist n (r, a) höchstens von der Ordnung ).. + 1 
und der Grenzexponent der Reihe 

ist höchstens gleich ).. + 1. 
reguläre Funktion 

.2'(1-r.(a))il (7) 

Als Beispiel betrachten wir die für I z [ < 1 

(.A.>O)' (8) 
deren Ordnung, wie man leicht nachrechnet, gleich ).. ist (d. h. die 
Charakteristik T(r) ist von dieser Ordnung). Die Größen N(r, a) und 
n (r, a) sind bzw. von der Ordnung).. und)..+ 1 und der Grenzexponent 11 
der Reihe (7) gleich)..+ 1, außer für die beiden Ausnahmewerte a = 0, oo. 

217. Daß die Anzahl solcher Ausnahmewerte andererseits nicht 
größer als zwei sein kann, zeigt uns der zweite Hauptsatz. Durch Inte
gration beweist man nämlich genau wie in Nr. 214, folgenden Satz, der 
den PICARD-BORELschen Satz auf meromorphe Funktionen im Einheits
kreis erweitert. 

Falls w(z) für fzi<1 meromorph ist und die Ausdrücke (6), bei f1>0, 
für drei verschiedene Werte a endlich sind, so gilt dasselbe für fedes a. 

Dieses Resultat gilt nicht mehr für 11 = 0. Für diesen Wert 11 wird 
man auf die gleichzeitig endlichen oder unendlichen Größen 

1 

~(1-r.(a)) und N(1,a)=Jn(r;a)dr 
0 

geführt (vgl. S. 252). Wenn sie für drei Werte a endlich sind, so 
gestattet der zweite Hauptsatz nicht, auf die Beschränktheit der 
Charakteristik T (r) zu schließen, denn rechts steht das Restglied S (r), 
das nicht beschränkt ist. Und tatsächlich wissen wir schon auf Grund 
der Resultate von VII, § 5, daß es Funktionen gibt, die sogar eine Menge 
von PICARDschen Ausnahmewerten von der Mächtigkeit des Kontinuums 
aufweisen, ohne von beschränkter Charakteristik zu sein. Solche Fälle 
kommen unter denjenigen automorphen Funktionen vor, welche den 
Einheitskreis auf die universelle Überlagerungsfläche eines schlichten 
Gebiets abbilden, dessen Randpunktmenge vom harmonischen Maß 
Null ist. 

Die Gültigkeitsgrenze des PICARDschen Satzes wird durch den 
zweiten Hauptsatz richtig getroffen. Für das Restglied S haben wir die 

obere Schranke 0 (log 1 ~r) gefunden; sinkt also T(r) diese Wachs

tumsordnung, so wird S (r) nicht mehr die Rolle eines Restgliedes 
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spielen und der Hauptsatz ist nicht mehr für die Theorie der Ausnahme
werte verwertbar. Falls nun die Charakteristik für r-+ 1 nicht schneller 

als log 1 ~,.. ins Unendliche wächst, so hört andererseits auch der 

PICARD-BORELsche Satz auf, richtig zu sein. In der Tat läßt sich aus 
den Ergebnissen von IX, § 4 der Schluß ziehen, daß die Charakteristik 

der Modulfunktion sich asymptotisch genau wie log-1- verhält: die 
1-r 

Modulfunktion hat aber schon drei PICARDsche Ausnahmewerte. 

§ 2. Die Defektrelationen. 
218. Bisher haben wir den zweiten Hauptsatz nur für den besonderen 

Fall von q = 3 Stellensorten verwendet. Eine genauere Analyse des 
Satzes in seiner allgemeinen Form wird uns zu einer neuen, prägnanten 
und wohlabgegrenzten Klasse von Ausnahmewerten führen. 

Wir fassen zuerst den parabolischen Fall R = co ins Auge und be
trachten also eine für z + co meromorphe Funktion w (z), die als nicht
konstant vorausgesetzt werden soll. Dividiert man die dem ersten 
Hauptsatz entnommene Identität m(r, a) +N(r, a)'"" T(r) durch T(r), 
so ergibt sich für r -+ co 

lim (m (r,_~l + N (r~~l.) = 1 
r~oo T (r) T (r) ' 

woraus zu ersehen ist, daß die Unbestimmtheitsgrenzen der Quotienten 

; und ~ für r-+ co zwischen 0 und 1 liegen. Speziell gilt dies für die 

Größe 
lim m(r,_~=1-lim N(r~ 
r~oo T (r) r~oo T (r) ' 

deren Verhalten mit den Hilfsmitteln aus Abschnitt IX genau unter
sucht werden kann. 

Was sagt in der Tat der zweite Hauptsatz über jene Unbestimmt
heitsgrenzen aus ? Dividiert man die Beziehung (II) durch T (r), so 
wird die untere Grenze des Ausdrucks 

sein, und man findet 

lim S(r) =0 
r~oo T (r) 

lim (~~(~+ N,(r))<? 
r~oo ~ T(r) T(r) =~· 

1 

(9) 

Für eine in der punktierten Ebene z=f= co meromorphe Funktion gilt 
die Beziehung 

q 

~ lim 1n (r,_a~l + lim N, (~) ::; 2. 
~ - T(r) ---- TlrJ ·-

1 1=CD f=CD \ 

(10) 
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Die Beziehung (10) besteht a fortiori, wenn man das von den mehr
fachen Stellen der Funktion herrührende, jedenfalls nichtnegative Glied 
links wegläßt, und es wird also unter den Bedingungen des vorigen 
Satzes, falls 

s( ) ll' m (r, a) 1-.- N (r, a) u a - m --- -1- 1m ----
- r=ro T (r) - r=ro T (r) (11) 

gesetzt wird, 0 S t5 S 1 und 

(12) 

Die Anzahl derjenigen Werte, für welche die Größe t5(a), der Defekt 
des Wertes a, größer als eine gegebene positive Zahl !51 ist, ist also nicht 

größer als: . Ist nun !51 , !52 , ••• eine Folge von positiven Zahlen, welche 
1 

monoton gegen Null abnehmen, so existieren höchstens endlich viele 
Werte a, für welche der Defekt t5 (a) im Intervall !:5. ~ t5 (a)>t5v+ 1 liegt, 
und da dies für jedes v besteht, so schließt man, daß der Defekt höchstens 
für eine abzählbare Menge von Werten a positiv ausfallen kann. Die 
Relation ( 12), wo q beliebig groß gewählt werden kann, gibt uns jetzt den 1 

Satz über die Defektsumme. Wenn w (z) eine für z + oo meromorphe 
Funktion ist, so verschwindet der durch die Formel (11) definierte Defekt 
t5(a) für jedes a, außer höchstens für eine abzählbare Menge von Werten a. 
Die Summe aller Defekte ist höchstens gleich 2: 

.I t5(a) ~ 2. (13) 

219. Der Betrag des Defekts t5 ( a) , der im Intervall 0 ~ t5 < 1 liegt, 
gibt uns ein sehr genaues Maß für die relative Dichte derjenigen 
Stellen, wo die Funktion w(z) den betreffenden Wert a annimmt. Je 
größer der Defekt ist, um so spärlicher sind jene Stellen vorhanden. 
Seinen maximalen Wert 1 ·erreicht der Defekt, wenn letztere sehr dünn 
gesät sind, wie z. B. im äußersten Fall, wo der Wert a ein PICARDscher 
Ausnahmewert ist. 

Die Defektrelation (13) berechtigt uns jetzt jeden Wert von ver
schwindendem Defekt t5 (a) als einen Normalwert zu bezeichnen, im Gegen
satz zu den defekten Werten, für welche t5 (a) positiv ausfällt. Letztere 
sind Ausnahmewerte, welche höchstens in abzählbarer Anzahl vor
kommen können. Eine meromorphe Funktion hat höchstens zwei 
PICARDsche oder PICARD-BORELsche Ausnahmewerte. Daß die Anzahl 
der defekten Werte nicht beschränkt ist, findet seine Erklärung durch 
die offensichtliche Tatsache, daß der Defektbegriff feine Unterschiede 
in den Verteilungsdichten der verschiedenen Stellensorten hervorhebt, 
welche die ältere PICARD-BORELsche Wertverteilungstheorie nicht be
achtete. Trotz dieser Verschiedenheit hat man die Defektrelation als 

1 R. NEVANLINNA [4]. 
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eine sinngemäße Erweiterung des PrcARD-BORELschen Satzes zu be
trachten: die nämliche Zahl 2, die im PrcARDschen Satz eine obere 
Schranke für die Anzahl der Ausnahmewerte darstellt, gibt jetzt nicht 
mehr den Maximalwert der Anzahl der Ausnahmewerte, wohl aber eine 
obere Schranke für den totalen Defekt jener Werte an. In der Tat ist 
auch der Satz von PrcARD ein unmittelbares Korollar der Defektrelation: 
da nämlich ein PrcARDscher Ausnahmewert den maximalen Defekt 1 

hat, so können höchstens zwei derartige \Verte vorkommen. 
Wenn eine meromorphe Funktion zwei PrcARDsche Ausnahmewerte 

hat, so erreicht der totale Defekt sein Maximum, zwei. Interessanter vom 
Standpunkt der Defektrelation ist, daß Funktionen mit mehreren 
defekten Werten existieren, für welche der Gesamtdefekt ebenfalls 
gleich 2 wird. Eine solche Funktion ist z. B. 

z 

w= jc- 1''dt, (14) 
0 

deren asymptotische Eigenschaften in der vorhergehenden Darstellung 
wiederholt zur Sprache gekommen sind. Wir erinnern daran, daß diese 
F kt. . d w· k l .. w I V n : n . . un wn m en m e raumen · ,, : 

1 

argz- q-: < 2 q Je emen asym-

ptotischen oder Zielwert hat, und zwar sind die den geraden Werten v = 2fl 

entsprechenden Zielwerte a1, (!J = 1, ... , q) sämtlich untereinander ver
schieden und endlich, während w (z) in allen Winkeln W 2 " . 1 (p = 1, ... , q) 
gegen den Wert aq + 1 = ro strebt. Diese q + 1 Zielwerte a1 , ... , aq + 1 

sind zugleich defekte Werte; man berechnet unmittelbar mit Hilfe der 
asymptotischen Entwicklungen von VI, § 2 die Beträge der entsprechen
den Defekte auf 

1 
0 (al) = ... =o(aq) = ' o(aq+l) = 1' ,, 

so daß also tatsächlich Z o (a) = 2 wird. 

220. Die Defektrelation führt zu folgendem 

Problem. Jedem Punkt av einer gegebenen Punktfolge a1 , ... , av, ... 
sei eine Zahl ov des Intervalls 0 < Ov 5 1 zugeordnet, so daß Z o,, = 2 wird. 
Es gilt, eine meromorphe Funktion zu konstruieren, welche die Werte av 
als defekte Werte hat mit 

0 (av) = Ov (1• = 1. 2, ... ) . 

Im nächstfolgenden Abschnitt werden wir eine wohlabgegrenzte 
Klasse von meromorphen Funktionen untersuchen, welche das Problem 
vollständig unter der einschränkenden Bedingung löst, daß die Anzahl 
der Werte av endlich ist und daß die vorgegebenen Defekte rationale 
Zahlen sind. 

Sucht man nach Funktionen, die den größtmöglichen totalen 
Defekt 2 besitzen, so muß man darauf achten, daß das von den mehr
fachen Stellen herrührende Glied N1 (r) im Verhältnis zur Charakteristik 
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T (r) für r ~>- oo verschwindend klein werden muß, denn sonst sinkt gemäß 
(10) der Gesamtdefekt sicher unter jene Grenze. Man wird also Beispiele 
dieser Art unter denjenigen Funktionen zu suchen haben, welche nur 
wenig mehrfache Stellen haben oder, im extremen Fall, ganz ohne solche 
Stellen sind. Zu dieser Funktionenklasse gehört die ganze Funktion (14), 
deren Ableitung ja verschieden von Null ist, und allgemeiner auch die 
obenerwähnten meromorphen Funktionen mit endlich vielen rational
wertigen Defekten. 

221. Man wird sich nun fragen, ob eine meromorphe Funktion ohne 
mehrfache Stellen andererseits immer den maximalen Gesamtdefekt 2 
aufweist. In der Tat liegt aus verschiedenen Gründen die Vermutung 
nahe, daß diejenige Beziehung (II), welche wir als den zweiten Haupt
satz bezeichnet haben, in normalen Fällen in eine Gleichheit übergeht, 
sofern man sämtliche Werte a1 , a2 , •.• in Betracht zieht, die defekt 
sind. Dann würde sich im Falle N 1 = 0 für den totalen Defekt tatsächlich 
der Wert 2 ergeben. 

Andererseits ist es wichtig zu bemerken, daß Ausnahmen von dieser 
Regel vorkommen können. Eine solche ist z. B. die ganze Funktion 

z 

( ee' dt, 
ö 

( 15) 

welche den PICARDschen Ausnahmewert oo vom Defekt b ( oo) = 1 und 
überdies unendlich viele endliche Zielwerte hat, die jedoch sämtlich 
den Defekt Null haben, so daß der totale Defekt sich auf 1 reduziert. 
Diese Erniedrigung des Gesamtdefekts ist in diesem Beispiel eine Folge 
davon, daß die Annäherung der Funktion an die endlichen Zielwerte 
asymptotisch mit gleicher Geschwindigkeit erfolgt: wegen dieser Sym
metrie müssen diese Werte sämtlich gleiche Defekte erhalten und da ihre 
Anzahl unendlich ist, während der Gesamtdefekt beschränkt (;;s2) ist, 
so müssen diese Defekte sämtlich verschwinden. Hier ist es also die 
Verteilung des gesamten Defekts auf die einzelnen Werte av, welche 
einen Teil desselben zum Verschwinden bringt. Würde man den Gesamt
defekt durch eine andere Technik bestimmen, z. B. so, daß man in 
der Summe 

q 

T 1(r) ~ m (r, av) 
1 

q gleich einer passenden Funktion von r setzen würde, und dann r ins 
Unendliche wachsen ließe, so würde man für diesen "Gesamtdefekt" 
tatsächlich den Wert 2 finden 1. 

1 Der Leser wird aufgefordert, obiges, in mancher Beziehung lehrreiche Beispiel 
näher zu untersuchen; vgl. hierzu ULLRICH [J]. Es sei noch bemerkt, daß wegen 
des Zusammenhanges zwischen einerseits der Nullschmiegung, bzw. Unendlich
keitsschmicgung der Ableitung w', andererseits der Schmiegung von w an die 

NevaiiliiJna, Analyti..;che Funktionf'II. 17 
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222. Für alle bisher bekannten Beispiele gilt, daß ein defekter Wert 
gleichzeitig Zielwert der betreffenden Funktion ist. Dies scheint auch 
in der Natur der Sache zu liegen. Daß ein Wert a defekt ist, bedeutet 
ja, daß die a-Stellen der Funktion relativ spärlich sind oder, was mit 
Rücksicht auf den ersten Hauptsatz dasselbe bedeutet, daßdie Sehrniegong 
der Funktion gegen diesen Wert relativ stark ist. Auf dem Kreis I z I= r 
gibt es somit für jedes hinreichend große r gewisse Teilbogen, auf denen 
w (z) sehr wenig von a abweicht; damit a nun Zielwert von w (z) sei, 
müßten sich jene Bogen zu Gebieten vereinigen lassen, die keine ge
trennten endlichen "Inseln" bilden, sondern sich bis an die wesentliche 
Singularität z = oo erstrecken. 

Träfe. die Vermutung, ein defekter Wert ist Zielwert, zu, dann würden 
sich für gewisse Klassen meromorpher Funktionen endlicher Ordnung 
interessante Folgerungen über die Anzahl der defekten Werte als Funktion 
der Ordnung ergeben. Für die Anzahl der Zielwerte walten nämlich in 
dieser Hinsicht gewisse Gesetzmäßigkeiten, die in Abschnitt XI ein
gehender besprochen werden sollen (Satz von DENJOY-CARLEMAN
AHLFORS). 

Es ist wichtig zu bemerken, daß umgekehrt ein Zielwert nicht not
wendigerweise defekt ist. Das Vorhandensein eines Zielweges, auf dem 
die Funktion w (z) für z-+ oo einem Grenzwert a zustrebt, hat allerdings 
zur Folge, daß auf jeder hinreichend großen Kreislinie J zl = r ein Punkt, 
und daher ein umgebender Bogen B, liegt, wo sich w (z) nur wenig vom 

Werte a unterscheidet, und wo also die Größe l~g 
1
: -

1 -I relativ groß w-a 
wird. Es kann indes vorkommen, daß die Annäherung an den Wert a 
nicht hinreichend rasch und der Bogen B, nicht hinreichend lang ist, 
um dem Mittelwert m(r, a) jenes Pluslogarithmus auf JzJ=r einen der 
Charakteristik T (r) proportionalen Betrag zu geben, was erforder
lich ist um den Wert a defekt zu machen. Diese Erscheinung wurde 
bereits bei der Funktion (15) beobachtet. Entsprechendes kann auch 
bei Funktionen mit endlich vielen Zielwerten vorkommen. So hat 
beispielsweise die ganze Funktion 

z 

W= - t }
. sin tq d 

tq 
(16) 

0 

der Ordnung q (q ganz und >0)2q endliche Zielwerte 

!_!!_j_ J sinrq e q --dr 
rq 

(vc=1, ... ,2q) (16') 
0 

Ausnahmewerte der letzteren Funktion, die wir in IX, § 1 erörtert haben, die 

Vermutung naheliegt, daß die Größe lil1l ;. ( m (r, w') + m (r, ~')) als gutes 

Maß für den Gesamtdefekt dienen könnte. 
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und überdies noch den Zielwert CD. Die Konvergenz von w gegen jene 
Werte ist verhältnismäßig schwach und erfolgt nur in einem schmalen 

Streifen um die Halbstrahlen argz = v n (v = 1, ... , 2q). Dementsprechend 
q 

verschwinden die Defekte der Werte (16'). Dagegen strebt w auf allen 

Halbstrahlen argz = q; 9= v_n relativ schnell gegen Unendlich, und es 
q 

wird für diesen Wert, der ein PrcARDscher Ausnahmewert von w ist, 
b (CD)= 1. Daß hier der Gesamtdefekt nicht das Maximum 2 erreicht, 
findet seine Erklärung darin, daß das von den mehrfachen Stellen her
rührende Glied N 1 (r) einen Betrag "'T (r) erreicht, so daß der Quotient 
N 
Tt_ die Summe links in (10) bis auf den maximalen Betrag 2 erhöht. 

223. Wie verhält es sich mit der Defektrelation im hyperbolischen 
Fall, wo also die gegebene Funktion w nur im Einheitskreis [zl<1 
meromorph ist? Unter dieser Voraussetzung wird die Grundbeziehung 
( 1 0), wo der Grenzübergang r-+ 1 statt r-+ CD vorzunehmen ist, nur dann 
als eine Folgerung des Hauptsatzes erhalten, wenn die charakteristische 
Funktion T (r) für r-+ 1 schneller als das Restglied S (r) ins Unendliche 
wächst, oder genauer ausgedrückt, für 

1 
log 1~;; 

lim - · - = 0. ( 17) 
T (r) 

Falls die Charakteristik T (r) einer für [ z [ < 1 meromorphen Funktion 
w (z) für r-+ 1 so schnell ins Unendliche wächst, daß die Beziehung ( 17) 
besteht, so ist der totale Defekt ~ b (a) höchstens gleich zwei. 

In der Definition ( 11) des Defekts hat man selbstverständlich den 
Grenzübergang r- ~CD durch r-+ 1 zu ersetzen. 

Wenn die untere Grenze für r = 1 

A= lim _T(r)-
- 1 

log 1 ~1: 
(18) 

nicht mehr unendlich ist, so liefert der Hauptsatz für den totalen Defekt 
die obere Schranke 

V 1 
- b(a)."S2+ T• (19) 

welche für .A > 0 endlich ist. Auch dieses Ergebnis läßt sich nicht 
verschärfen. In der Tat läßt sich zeigen, daß die automorphe Funk
tion w (z; a1 , ... , aq), welche den Einheitskreis auf die universelle Über
lagerungsfläche der in w = a1 , ... , aq punktierten Ebene abbildet, für 

q 2'; 3 der Beziehung (19) genügt mit A= q ~ 2: andererseits sind jetzt 

a1 , ... , aq PrcARDsche Ausnahmewerte vom Defekt 1. Der totale Defekt 

wird gleich q = 2 + ! , und erreicht somit den größten Betrag, der bei 
J. 

17* 
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dem gegebenen Wert von A nach der verallgemeinerten Defektrelation ( 19) 
überhaupt möglich ist (vgl. R. NEVANLINNA [5]). 

Wenn der totale Defekt unendlich ist, so genügt die Charakteristik 
T (r) nach obigem der Beziehung 

A= !im T(r) · =0. 
r-. I log 1 = r 

Dies ist speziell immer dann der Fall, wenn die Menge der defekten 
Werte nichtabzählbar ist. 

224. Es liegt nun nahe die Frage zu stellen: Für wie mächtige Mengen 
von Werten a kann der Defekt ö(a) überhaupt positiv sein, ohne daß die 
Charakteristik beschränkt wird? Dieses Problem wurde vollständig von 
0. FROSTMAN gelöst!. Als eine Verschärfung eines früheren Satzes von 
AHLFORS [3.1 bewies er folgenden Satz, der wieder einmal die Bedeutung 
der Mengen vom harmonischen Maß Null hervorhebt: 

Die Menge D der defekten Werte einer im Einheitskreise nichtbeschränkt
artigen meromorphen Funktion hat das innere harmonische Maß Null, 
d. h. jede abgeschlossene Teilmenge von D ist eine harmonische Null
menge. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Integralform (18) (VI,§ 4) 
des ersten Hauptsatzes. Sei nämlich E eine beliebige abgeschlossene 
Punktmenge der w-Ebene, deren Punktea für eine gegebene, im Einheits
kreis iz i < 1 nichtbeschränktartige Funktion w (z) defekte Werte dar
stellen. Angenommen, daß E positive Kapazität hat, sei fl (a) die Gleich
gewichtsverteilungder positiven Einheitsmasse über E, welche das RoBIN
sche Problem löst. Der entsprechende logarithmische Potential u (w) 
hat eine endliche obere Schranke und die Beziehung (18) (VI,§ 4) ergibt 
nach Division durch T (r) für r _,. 1 

lim T 1(r) J N (r, a) d fl· (a) = 1 . 
r-l ' 1._. 

Hier ist die Belegung fl für jede im BmmLschen Sinne meßbare Teil
menge von E als eine vollständig additive Funktion erklärt. Der Inte-

grand ~ ist eine stetige Funktion von a und seine obere Grenze für r= 1 

daher eine im BoRELseherr Sinne meßbare Funktion. Der Grenzübergang 
kann also unter dem Integral ausgeführt werden uncl es wird 

r .-· N (r, a) 
. hm -T(r) ·· dtt (a) ~· 

E rcol · 

oder also 
fö(a)dp = 0. 

F 

1 Ü. FROSTMAN [2_1. 
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Sei nun r1 =1>r2 >r3 > ... , rv>O, rv---*0 für V---*OJ. Die Menge Ev 
der Werte a in E, für welche rv + 1 < ö (a) ;':::; rv (v = 1, 2, ... ) ist im BOREL
seben Sinne meßbar. Es ist für jedes v 

rvl-1! dfl(a) 5.! ö(a)dfl(a) sf ö(a)dt,t(a) =0 
J;v l·:v E 

und wegen der Additivität von fl (a), auch 

r dfl=i: r df.t=O. 
E v ~ 1 Ev 

im Widerspruch damit, daß die Gesamtmasse gleich 1 ist. Die Menge E 
ist folglich von der Kapazität Null, was zu beweisen war. 

225. Sei h (r) eine monotone Maßfunktion von der in V, § 6 be
trachteten Art. Angenommen, daß das Integral 

/ -'2 ~)_ dr (20) 
0 

konvergent ist, gilt (Nr. 123), daß jede Menge E vom harmonischen 
Maß Null auch ein verschwindendes h-Maß hat. Das obige Resultat 
enthält somit nachstehenden älteren, von AHLFORS [3] angegebenen 
Satz als Folgesatz: 

Die defekten Werte einer nichtbeschränktartigen Funktion sind von 
verschwindendem h-Maß fiir fede Maßfunktion h derart, daß das Integral (20) 
endlich ist. 

Der Satz von AHLFORS-FROSTMAN läßt sich indes wesentlich ver
schärfen. Hierzu muß die in der Fundamentalbeziehung ( 17) (VI, § 4) 
enthaltene Aussage nur genauer verwertet werden. Die Formel ( 17') 
(VI, § 4) gibt in Verbindung mit (17) 

T(r) = ( N (r, a)dfl (a)-u(w (0)) + <r+ log 6). (21) 
E 

Hier bedeutet E eine im Kreise [ w [ ;':::; 1 befindliche abgeschlossene 
Punktmenge, y die RoBINsche Konstante desselben 1, fl (a) die ent
sprechende RemiNsehe Gleichgewichtsbelegung von der Gesamtmasse 1 
und u(w(o)) den Wert des entsprechenden logarithmischen Potentials 

(22) 

in demjenigen Punkt w = w (0) + ro 2, auf welchen der Anfangswert der 
gegebenen, für [ z [ < R (;':::; ro) meromorphen Funktion w (z) fällt. 

1 Zur Abkürzung sprechen wir von der RoBINschen Konstante einer ab
geschlossenen Punktmenge; vollständiger heißt dies: RoBINsche Konstante des
jenigen von der Punktmenge begrenzten Gebietes, welches den unendlich fernen 
Punkt enthält. 

2 Die Annahme w (0) + ro bedeutet keine wesentliche Einschränkung. 
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Wir wählen nun eine beliebige für O<r<R monoton wachsende 
FunktionÄ(r) (O<Ä(r) < T(r)), so daß die Größe T(r) -Ä(r) mit rmonoton 
und unbeschränkt zunimmt, und bezeichnen durch e, diejenige, wegen 
der Stetigkeit von N (r, a) in bezugauf a, abgeschlossene Punktmenge (a) 

des Kreises Jwj::S ~, für welche N(r, a) <::: T(r)-Ä(r). Die Anwendung 

von (21) ergibt dann 

Ä (r) + 1t (w (o)) = (y, +log 6) 

oder mit Rücksicht auf (22) 

y,>Ä(r)-log(6Cw(o)! + 1)), 

wo y, die RoBINsche Konstante von e, ist. Sobaldreine gewisse Grenze 
r0 überschritten hat, wird Ä(r) größer als 2log (6 (!w(o) i + 1)) und somit 

;, (r) 
y,> ~i- für r>r0 • 

Sei nun r0 <r1<r2 < ... eine unendliche Folge Yon Werten, die 
gegen den Grenzwert R streben und E,.(n~1) die Vereinigungsmenge 
der Mengen e,.(v=n, n+1, .. . ). Wenn y,. die RomNsche Konstante 
von E,. istl, so wird nach dem Hilfssatz 2 von V, § 2 

1 ~1 ~ 1 

J',~ <..:::;.. i'rv < 2 ..:::;.. ): (r;:) · (23) 
V=n n 

Wird die Folge r. so gewählt, daß die rechtstehende Reihe konvergent 
ist, so strebt die Kapazität von E,. für n-+ ro gegen Null. 

Für das Bestehen dieses Resultats ist es nicht wesentlich, daß die 

betrachteten Werte (a) gerade im Kreise !w!;;::: ~ liegen. Dasselbe Er

gebnis gilt allgemeiner, wenn jener Kreis durch einen beliebigen ab
geschlossenen Bereich B ersetzt wird, der die Vollebene nicht umfaßt. 
Dieser allgemeine Fall läßt sich nämlich durch eine vorbereitende lineare 
Transformation der w-Ebene auf jenen Spezialfall zurückführen. 

Man lege jetzt, nach beliebiger Wahl des Anfangswertes r0 , die Wert
folge r. durch die Bedingung 

T(r,,+ 1) = T(r,.) +A.(r,, + 1) (v=O, 1, ... ) (24) 

fest, was möglich ist, da T-A eine unbeschränkt wachsende Funktion 
von r ist. Bezeichnet dann B einen beliebigen Bereich der w-Ebene, 
so gilt nach obigem die Beziehung N(r, a)> T(r)·--A.(r) für jedes 
r=r.(v=n, n+1, .. . ) und jedes a auf B, außer für eine Wertmenge 
E,., deren RoBINsche Konstante für n-+ ro ins L'nendliche wächst, 

1 Wenn En nicht abgeschlossen ist, so sei y,. die obere Grenze der RoBIN
schen Konstanten aller abgeschlossenen Teilmengen von E,.. Statt von der Kapa
zität von En, kann man dann von der inneren Kapazität e-Y" dieser Menge reden. 
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sofern nur die Reihe (23) konvergent ist. Sei nun a ein Wert außerhalb 
En und r.<r<rv+dv~ n). Dann wird 

N (r, a) ~N (r.)> T (r.) --Ä.(r.) = T(r) -Ä.(r) + T(r.) -Ä.(r.) 
- (T (r) - Ä. (r)) ~ T (r)- Ä. (r) + T (r.)- Ä. (r.)- (T (r. + 1)- Ä. (rv+ 1)) 

oder, wegen (24), 

N (r, a) ~ T (r) -Ä. (r) -Ä.(r.) > T(r)- 2Ä.(r). 

Für jeden Wert a des Bereiches B gilt somit, sobald r>rn ist, 

N (r, a) ~ T(r)- 2Ä.(r), (25) 

mit Ausnahme der Punkteader Menge En, deren Kapazität der Bedingung 
(23) genügt. 

Unter Beachtung der Beziehung (24) findet man 

und 

r" rv 
~--=~-- T(rv)-T(rv-1) =--1-jdT r <f-d!'_~)_ 
A (rv) Ä (rv) Ä (r.,) (Ä (rv))2 ( } = (Ä (r)) 2 

Y = YV-1 

CD CD 

~ 1 <fdT(r) 
~ Ä (rv) = (I{r))2- • 

P=n+l r=r11 

T= Yv-1 

Die Beziehung (25) besteht also für jedes r>rn und für jeden Wert a 
von B, mit Ausnahme einer Wertmenge derart, daß der reziproke Wert 
der entsprechenden RoBINschen Konstante Yn höchstens gleich dem 

doppelten Betrag des rechtsstehenden Integrals vermehrt um -ÄTrn) ist. 
1+• 

Sei nun ~ > e > 0 und Ä. (r) = ( T (r)) - 2-. Dann wird 

CD 

2~;;< 1+•+ -Tl+•= l+•+e(T(r~· 
1 1 r dT 1 1 1 

(T (rn)) 2- (T (rn)) -2-

'n 

Sobald n eine gewisse Grenze überschritten hat, wird dieser Ausdruck 

kleiner als -2- (T(rn))- •. Beachtet man noch, daß der Bereich B beliebig 
e 

gewählt werden kann, so gelangt man schließlich zu folgendem 

Satz. Sei w(z) eine für [z[<R:'S oo meromorphe Funktion, die nicht 

beschränktartig ist. Dann gilt für ein gegebenes e ( O<s< ~) und jeden 

hinreichend großen Wert r0 des Intervalls (0, R) die Beziehung 

1+• 
N(r, a)~T(r)-2(T(r)f2 (26) 

für r0 -;S r<R, mit möglicher Ausnahme einer Menge E0 von Werten a, 
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deren Kapazität höchstens gleich 

e 
ist. 

• r (r,) 8 

4 (27) 

226. Aus diesem Satz ergibt sich unmittelbar eine wesentliche Ver
schärfung des obigen Ergebnisses, wonach die Größe 

lim 1!. (~·A = 1-- b (a) 
r~R T (r) 

für jedes a, außer für eine Menge der Kapazität Null, gleich 1 ist, es sei 
denn T (r) für r-+ R beschränkt. Es zeigt sich nämlich, daß dasselbe 
Resultat besteht, wenn lim durch lim ersetzt wird, so daß also, für 
eine nichtbeschränktartige Funktion -

lim _N_(r. (l) = 1 (28) 
r=R 1 (r) 

ist, außer höchstens für eine Wertmenge (a) von verschwindender "innerer" 
Kapazität. Sei nämlich E die Menge der Werte a, für welche (28) nicht 

besteht. Wenn e im Intervall ( 0 < e < +) beliebig festgelegt wird, so wird 

jeder Punkt a von E der im obigen Satz erklärten Menge E 0 angehören, 
wie immer der Wert r0 im Intervall O<r0 <R auch gewählt wird. Die 
Kapazität einer vorgegebenen abgeschlossenen Teilmenge von E ist also 
höchstens gleich der Größe (27) und daher notwendig gleich Null, da jene 
Größe für r 0 -+ R verschwindet. Die Ausnahmemenge E ist folglich, 
wie behauptet wurde, von der "inneren" Kapazität Null. 

In Verbindung mit dem ersten Hauptsatz m(r, a) +N(r, a)"" T(r) 
ergibt sich aus (27) das schärfere Ergebnis 

m(r,a)=O((T(r)) ~ t-s) (29) 

für jedes a höchstens mit Ausnahme einer Wertmenge von der inneren 
Kapazität Null. 

Da jede Menge von verschwindender Kapazität das h-Maß Null 
hat, sobald das vermittels der Maßfunktion h gebildete Integral 

f-h_ I-0 dt 
0 

endlich ist, so folgt hieraus, daß die in den zuletzt gefundenen Sätzen 
auftretenden Ausnahmemengen E in jeder Maßbestimmung von der 
erwähnten Art vom h-Maß Null sind1 . 

1 In dieser Form sind die Sätze (2G) und (29) von L. AHI-FORS [3] aufgestellt 
worden als eine Verallgemeinerung gewisser älterer Sätze in derselben Richtung 
von G. VALIRON [5], ]. E. LrTTLEWOOD Cl] nnd vom Verfasser [5]. 
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§ 3. Sätze über verzweigte Werte. 
227. Wir haben bis jetzt die von den mehrfachen Wurzeln der Gleichung. 

w(z) = a (30) 

herrührende, im zweiten Hauptsatz (li) enthaltene Größe N 1 (r) ver
nachlässigt. Es sollen nun einige Folgesätze aus (li) zusammengestellt 
werden, die durch das Vorhandensein jenes Ausdrucks bedingt sind. 
Zu diesem Zwecke setze man, für ein gegebenes a, n1 (r, a) gleich der 
Anzahl der mehrfachen Wurzeln von (30) im Kreise [ z J ;;Sr, wobei eine 
k-fache Wurzel nur (k-1)-mal mitgezählt werden soll. Setzt man dann 

so gilt 

• 
N1 (r, a) = J !'2 (:,_C!)_ dt + n1 (0, a) logr, 

0 

N1 (r) =.I N1 (r, a), 
a 

wo man über sämtliche Werte zu summieren hat. Da die meromorphe 
Funktion w(z) im Kreise Jz[ ;:S r<R(;;Sro) nur endlich viele Werte mehr
fach annehmen kann, so enthält jene Summe auch nur endlich viele 
nichtverschwindende Glieder. Für r--* R gilt 

lim N 1 (r) ~ ~ lim Ni (r~, 
r~R T (r) ..:::... r=R T (r) 

a 
wo die Größe 

1J(a) = lim Nd!!~ 
.~g T (r) 

wegen N1 (r, a);;SN(r, a) sicher im Intervall o;;S'!9-(a);;S1 liegt, und ver
schwindet außer höchstens für diejenigen abzählbar vielen Werte, welche 
die Funktion w (z) mehrfach annimmt. Da solchen Werten a stets 
Windungspunkte endlicher Ordnung derjenigen RIEMANNschen Fläche F 
entsprechen, auf welche der Kreis I z I< R durch die Transformation 
w = w (z) abgebildet wird, so soll jeder solche Wert verzweigt heißen; 
1} (a) wird der Verzweigungsindex der Stelle a genannt. 

228. Sei nun R = ro und w (z) nicht konstant, so daß also T (r)--* ro 
strebt für r--* ro. Nach Division durch T (r) ergibt sich aus (li) durch 
den Grenzübergang r--* ro 

..,!;'<5(a) +.Iif(a) ;:;s2, (31) 
(a) (a) 

und daher, neben der Defektrelation .I<5(a) 52, der analoge Satz über 
die Verzweigtheitsindizes1. 

Der totale V erzweigtheitsindex ist höchstens gleich 2: 
.Iif(a) ;;S2. (32) 

1 Diese Sätze können als Erweiterungen gewisser älterer Sätze von C. CARA
THEODORY [1] angesehen werden. 
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Dieser Satz beschränkt in bemerkenswerter Weise das Vorkommen 
der mehrfachen Stellen. Der Betrag des Index ß(a) gibt ein Maß dafür 
an, wie groß die relative Häufigkeit der mehrfachen Wurzeln von w = a 
ist. Der Index wächst mit dieser relativen Häufigkeit und erreicht 
sein Maximum 1, falls die überwiegende Mehrzahl der Wurzeln jener 
Gleichung mehrfach ist und die Vielfachheit der Wurzeln in der Nähe 
von z= ro über alle Grenzen wächst, vorausgesetzt, daß. der Wert a ein 
nichtdefekter Wert ist, so daß also N(r, a) asymptotisch gleich T(r) 
ist. Man bemerke nämlich, daß nicht nur ö (a) ~ 1, {) (a) ~ 1, sondern auch 
die Summe 

ö(a) -f-{}(a) :S 1 
ist, wie aus der Beziehung 

1 = lim !"Jr0!.) I~ (r~ a) :::>: lim !:.' (J',_'t)_ i- 1~ (r,_ a) > lim 11! + lim N_l_ 
r~ro T(r) -r~ro T(r) -~ ;;:, T r~ro T 

erhellt. Ist also ö (a) > 0, so muß notwendig {} (a) < 1 sein. 

229. Wie die Defektrelation ist auch der Satz über den Verzweigungs
index genau: die obere Schranke 2 in 0 2) läßt sich durch keine kleinere 
Zahl ersetzen. Das einfachste Beispiel, wo die Beziehung in eine Gleichung 
übergeht, stellen die doppeltperiodischen Funktionen dar. Hier sollen nur 
gewisse besonders interessante Spezialfälle hervorgehoben werden. 

Das Integral 
i( 

z(w) = f (t--rx)~n -J (t - ß)~'- 1 (t- y)~ I 
dt' 

wo rx, ß, y reelle und m, n, p ganze, positive Zahlen sind, so daß 
1 1 

zn + -n + p =- 1 ' 

vermittelt eme konforme Abbildung der oberen w-Halbebene auf em 

Dreieck der z-Ebene mit den Winkeln :-r_' n, p:-r. Die inverse Funktion nz n 
w = w (z) ist eine eindeutige, doppeltperiodische Funktion von z (ScHWARZ
sehe Dreiecksfunktion). Man hat drei Fälle zu unterscheiden: 

1. m = n = p = 3. Beachtet man, daß die Funktion w (z) in jedem 
Paar von benachbarten Fundamentaldreiecken jeden \Vert a genau 
einmal annimmt, mit Ausnahme der Eckpunkte, in denen die vor
gegebenen Werte rx, ß, y dreifach angenommen werden, so ergibt sich 
leicht, daß N(r, a)~T(r) für jedes a, N1 (r, a)== 0 für a=f'rx, ß, y und 

N1 (r,a)"-':T(r) für a=rx,ß,y. Also wird 
.) 

ö(a)= a(a)=O 

außer für jene drei Werte a, für diese aber 
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Es ist also, wie behauptet wurde 

~{}(a)=2. 
(a) 

267 

2. m=2, n=P=4. Man findet, wieimFall1, b(a) ={}(a)=O, außer 

für a=rt., ß, y. Hier wird D(rt.)=~, iJ(ß)={}(y)= ~,also 

""' 1 3 3 ~ {)(a)= 2+ 4 + 4 = 2 · 

3· m= 2, n= 3, P=6. Es wird {}(a) =0 für a=f=rt., ß, y und ß(rt.) = ~, 
2 5 

{}(ß) = 3 , B(y) = G, also 

""' 1 2 5 ~ B(a)=-2-+ 3 + 6 =2. 

Besondere Beachtung verdient noch die doppeltperiodische Grund
funktion w(z), die p-Funktion. Sie nimmt sämtliche Werte a einfach an, 
mit Ausnahme von vier Werten a=a1 , •• • , a4 , für welche die Gleichung 
w = a lauter Doppelwurzeln hat. Es wird 

4 
.1: {}(a) = ~ {}(av) = 2. 

V=l 

Als Beispiel einer Funktion, welche sowohl defekte Werte wie Werte 
von positivem Index {} aufweist, sei w = cosz angeführt. In diesem 
Fall wird b(a) =0 für a =f=ro, b( ro) = 1 und {}(a) =0, außer für a= ± 1, 

für diese W ertc aber {} = { . Es ist also 

:2b+ :2{}=1+2· ~ =2. 

Ähnliches gilt für sämtliche einfachperiodischen Funktionen; einzig 
die Exponentialfunktion nimmt insofern eine Sonderstellung ein, als der 
totale Index .2: B verschwindet, wogegen .1: r5 = 2 ist. 

230. Die oben aufgezählten periodischen Funktionen zeichnen sich 
durch die Eigenschaft aus, daß diejenigen Werte a, welche die betreffende 
Funktion überhaupt mehrfach annimmt, vollständig verzweigte Werte 
darstellen. So nennen wir jeden Wert a, für welchen die Gleichung 
w (z) = a keine einfachen Wurzeln hat. 

Es gilt nun der bemerkenswerte 

Satz. Die Anzahl der vollständig verzweigten Werte einer meromorphen 
Funktion ist höchstens gleich vier. 

Zum Beweis müssen wir den zweiten Hauptsatz etwas genauer ver
werten, als es durch die Beziehung (31) geschehen ist. Aus Satz (II) 
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folgt für r ->- oo , daß 
q 

2,' m (r, av) + N 1 (r) 

l~m 1 T (r) - - 'S 2 ' 
f.::_ CD 

wo a1 , ••. , aq beliebige, untereinander verschiedene Werte bezeichnen. 
Hier ist 

und es wird also 

Die Größe 

q 

N 1 (r) ~ ~· N1 (r, av) 
1 

"", lim _·m (r~a) + N 1 (r, a) < 2 . 
..:::;.; i;~oo T (r) 

f) (a) = lim m (r, a) + N, (r, a) 
Y-ocoo - -- T (r) 

läßt sich einfacher schreiben, wenn man den Ausdruck 
r 

N(r, a) = j 11, (J~ dt+n(O, a)logr 
0 

(33) 

(34} 

(3 5) 

einführt, wo n (r, a) = n (r, a)- n1 (r, a) die Anzahl der Wurzeln von 
w=a im Kreis jz[~r bezeichnet derart, daß jede Wurzel, ohne Rück
sicht auf die Multiplizität, nur einmal mitgezählt wird. Es wird dann 
N (r, a) = N1 (r, a) + N (r, a) und folglich, wegen m -/- N "'-' T, 

fJ (a) = 1- llm N (r, a) 
r~co - T (r) 

Die Beziehung (33) ergibt nun den 

(34'} 

Satz. Die Größe fJ (a), welche ihrer Definition zufolgc im Intervall 
0 ~ e ~ 1 liegt, verschwindet für alle w ertc a, außer höchstens für eine 
abzählbare W ertmenge. Es ist ferner 

.2: e (a) :s 2. (36) 
Diese allgemeine Beziehung enthält den Satz ('31) als unmittelbaren 
Folgesatz, denn gemäß (34) ist 

1' m (r, a) 1' N 1 (r, a) 
fJ (a);;;; ,~~ -T(r)- + ,g:! -i(r)- = 15 (a) + 0 (a). 

231. Sei nun a ein vollständig verzweigter Wert der meromorphen 
Funktion w (z). Es ist dann also entweder a ein PrcARDscher Ausnahme
wert oder jede Wurzel von w (z) = a mindestens eine DoppelwurzeL 
Im ersten Fall ist 15 (a) = 1 und somit auch fJ (a) = 1. Im zweiten Fall 
wird n(r, a) =;;; 2n(r, a) und 

folglich fJ(a)2'; }. 

lim N (r, a) < 1 Hm N (r, a) < 1 
r=oo -T(rj" = 2 r=oo -T(r) -~ z' 

Für einen vollständigen verzweigten Wert a wird fJ(a) ~ ~ . 
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Nach (3 6) kann also die Anzahl der vollständig verzweigten Werte 
einer meromorphen Funktion höchstens gleich vier sein, was zu be
weisen war. 

Andererseits gibt es Funktionen mit genau vier vollständig verzweigten 
Werten. Eine solche ist die WEIERSTRASSsche p-Funktion. 

232. Der Satz über die vollständig verzweigten Werte gestattet eine 
interessante Anwendung auf die Uniformisierung algebraischer Kurven. 

Wenn das Geschlecht einer algebraischen Kurve f (x, y) = 0 gleich 
Null ist, so läßt sie bekanntlich eine Parameterdarstellung 

X= X (t) , y = y (t) (3 7) 

zu, wo x (t) und y (t) rationale Funktionen von t sind. Wenn das Ge
schlecht gleich Eins ist, so gelingt die Uniformisierung mit elliptischen 
Funktionen x(t), y(t). Eine wichtige Ergänzung hierzu gibt der 

Satz von PICARD1• Falls die Kurve f(x, y)=O vom Geschlecht P>1 
ist, so gibt es kein Paar von meromorphen Funktionen x(t), y(t), so daß 
f(x(t), y(t)) c- 0. 

Wie PrcARD (1. c.) bemerkt hat, genügt es, den Satz für den Fall 
einer hyperelliptischen Kurve 

y2 = (x--a1) ••• (x-aq) (q = 2P + 1 2;:5) (38) 
vom Geschlecht p (2;; 2) zu beweisen. Daß die Uniformisierung 
einer solchen Kurve mit Hilfe von zwei meromorphen Funktionen 
x(t), y(t) unmöglich ist, ist aber eine unmittelbare Folgerung aus dem 
obigen "Satz über die vollständig verzweigten Werte. Angenommen, 
daß die Uniformisierung mit einem solchen Funktionspaar gelingen 
würde, so folgt aus (38) mit Rücksicht auf die Eindeutigkeit der Funktion 
y(t), daß die meromorphe Funktion x(t) die q2;;5 Werte a1 , ••• , aq 
als vollständig verzweigte Werte haben müßte. Dies steht jedoch im 
Widerspruch mit dem erwähnten Satz2• 

Eine nähere Analyse der geometrischen Bedeutung der Größe@, welche 
bei den obigen Anwendungen eine wichtige Rolle gespielt hat, soll in den 
folgenden Abschnitten vorgenommen werden. 

XI. Die RIEMANNsche Fläche einer 
einwertigen Funktion. 

§ 1. Über die Singularitäten einwertiger Funktionen. 
233. Bisher haben wir die Theorie der für I z I< R :S oo eindeutigen 

Funktionen w = w (z) untersucht, ohne uns im allgemeinen um das Bild 
1 E. PICARD [2]. 
2 Dieser zuerst von A. BLocH [2] angegebene Beweis weicht von dem ursprüng

lichen PICARDschen Beweis völlig ab. Ein anderer, direkt auf jede Kurve vom 
Geschlecht p > 1 anwendbarer, auf den Hilfsmitteln der modernen Wertverteilungs
lehre fußender Nachweis ist nachher von H. SELBERG [2] gegeben worden. 
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zu kümmern, welches man vermöge der gegebenen Zuordnung z-+ w 
in der Ebene der Veränderlichen w erhält. Im ersten Abschnitt haben 
wir allerdings schon die RIEMANNschen Flächen eingehend untersucht, 
welche zu den speziellen automorphen Abbildungsfunktionen w (z; a1 , ••• , aq) 
gehören (universelle Überlagerungsflächen der an q Stellen punktierten 
Ebene); und wir haben im Laufe unserer Darstellung wiederholt vom 
allgemeineren Begriff der universellen Überlagerungsfläche eines be
liebigen, in der w-Ebene gelegenen schlichten Gebietes Gebrauch 
gemacht. Auch diese Flächen sind insofern noch als sehr spezielle zu 
betrachten, als auch die ihnen entsprechenden Abbildungsfunktionen 
automorph sind. Nun liefern gerade die automorphen Funktionen und 
die ihnen zugeordneten regulär verzweigten RIEMANNschen Flächen recht 
oft die interessantesten Beispiele für die allgemeine Wertverteilungs
lehre. Dessen ungeachtet wird es nützlich sein, einige allgemeine Eigen
schaften der Flächen kennen zu lernen, die vermittels einer beliebigen 
eindeutigen, für I z j < R :S co meromorphen Funktion als Abbild jenes 
Kreises entstehen. Auf dieser einfach zusammenhängenden Fläche ist 
die Umkehrfunktion z von w eindeutig und einwertig, und es wird sich 
also um die Untersuchung einer durch diese Eigenschaften charak
terisierten analytischen Funktion handeln. 

234. In einem Punkt w0 der w-Ebene sei ein reguläres analytisches 
Funktionselement E(w, w0) gegeben. Wir bezeichnen durch z(w) diejenige 
analytische Funktion, welche entsteht, wenn man das gegebene Element 
(mit rationalem Charakter) unbeschränkt fortsetzt. Speziell wird im 
folgenden angenommen: 

1. Die analytische Funktion z (w) ist einwertig, d. h. den Mittelpunkten 
von zwei verschiedenen Funktionselementen z(w) sind stets zwei ver
schiedene Funktionswerte z zugeordnet. 

2. Das (wegen der Einwertigkeit) schlichte Bildgebiet Gz in der 
z-Ebene ist einfach zusammenhängend. 

Die Umkehrfunktion w(z) ist unter diesen Voraussetzungen in G, 
eindeutig und meromorph. Was das Gebiet G0 betrifft, hat man drei 
Fälle zu unterscheiden (vgl. I, § 2). 

1. G. ist die Vollebene (elliptischer Fall). w(z) hat keine wesent
lichen Singularitäten und reduziert sich auf eine rationale Funktion. 

2. G. ist die punktierte Ebene, z. B. z + co (parabolischer Fall). 
Es ist w (z) dann eine in der ganzen endlichen Ebene meromorphe, 
transzendente Funktion. 

3. G. ist von einem Kontinuum Fz begrenzt (hyperbolischer Fall). 
Mit Rücksicht auf den RIEMANNschen Abbildungssatz bedeutet es 
dann keine Einschränkung anzunehmen, daß Gz mit dem Einheits
kreis [ z I< 1 zusammenfällt. Die Kreislinie J z: = 1 bildet dann die 
natürliche Grenze der Funktion u• ( z). 
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235. Wir kommen nun zu der Frage nach den Singularitäten einer 
einwertigen Funktion und fangen mit dem einfachsten Fall einer isolierten 
kritischen Stelle w0 an. Sei z(w) ein Zweig, der sich für 0< /w-w0 [ <e 
(mit rationalem Charakter) unbeschränkt analytisch fortsetzen läßt. 
Setzt man dann log ( w- Wo) = t, so wird z (wo+ e) in der Halbebene He: 
ffi t < log e unbeschränkt fortsetzbar und wegen des Monodromiesatzes 
eindeutig sein. 

Wenn nun der derart erklärte Funktionszweig in H 1 einwertig ist, 
so vermittelt er eine schlichte Abbildung von H 1 auf ein Gebiet H, 
der z-Ebene. Der Zweig z(w) hat dann die kritische Stelle w=w0 als 
logarithmischen Windungspunkt unendlich hoher Ordnung, in dessen 
Umgebung sich seine unendlich vielen Bestimmungen untereinander 
vertauschen. Man sagt, z(w) definiere ein logarithmisches Element der 
gegebenen Funktion. Wenn w gegen den Windungspunkt w0 rückt, 
so muß z(w) notwendig gegen die Berandung des Wertgebiets G, streben. 
Im parabolischen Fall gilt also z--+ oo, im hyperbolischen Fall wiederum 
[z[-+1. Ob im letztgenannten Fallzimmer einen wohlbestimmten Punkt 
der Peripherie [ z [ = 1 als Grenzlage hat, ist eine Frage, die bis auf weiteres 
noch nicht entschieden worden istl. 

Ist wiederum z in He nicht einwertig, so existiert ein Wert z0 , den z 
in mehreren Punkten t0 , t1 , t2 , ••• annimmt. Wegen der Einwertigkeit 
von z(w) müssen diese Werte ein und demselben Wert w entsprechen, 
und es ist also tv-t0 =m,2ni, wo mv eine ganze Zahl ist. Wenn nun m 
die kleinste der positiven Zahlen [ mv; ist, so sieht man unmittelbar 
ein, daß z in H1 periodisch ist mit der primitiven Periode m·2ni; in 
jedem Periodenstreifen ist z einwertig. Der gegebene Zweig z (w) erklärt 
in diesem Fall ein algebraisches Funktionselement, dessen m verschiedene 
Bestimmungen sich in der Umgebung des Windungspunktes w0 der 
Ordnung m -1 permutieren. Für w-+ w0 strebt z (w) gegen einen inneren 
Punkt z0 des Wertgebiets G,; z0 ist eine m-fache Stelle der Umkehr
funktion w (z). Umgekehrt entspricht stets einer m-fachen Stelle von w (z) 
ein algebraischer Windungspunkt von der Ordnung m-1 auf der RIE
MANNschen Fläche F. 

Für m = 1 ist z (w) an der Stelle w = w0 eindeutig. 

236. Es sei nun Lw ein stetiger Kurvenbogen, der in einem Punkt 
w0 der w-Ebene endigt. Wir nehmen auf Lw einen Punkt w1 =!=w0 , fixieren 

1 Aus den Sätzen von VII, § 4 schließt man, daß dies sicher dann der Fall ist, 
wenn die gegebene RIEMANNsche Fläche F beschränktartig ist. Denn würde für 
w-+w0 der Punkt im Kreise JzJ<1 eine KurveL beschreiben, welche in keinem 
Punkt von Jz! = 1 endigt, so würde L einen ganzen Bogen der Peripherie als Häufungs
bereich haben. Auf diesen Bogen würde dann die Funktion w (z), welche als eine 
beschränktartige Funktion fast überall auf Jz J = 1 radiale Grenzwerte hat, ein 
und denselben Randwert w = w0 besitzen, und sie würde sich folglich nach den 
Sätzen von VII, § 4 auf eine Konstante reduzieren, was nicht möglich ist. 
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hier ein Element der gegebenen einwertigen Funktion z (w) und nehmen 
an, daß sich dieses Element auf L,. mit algebraischem Charakter fortsetzen 
läßt bis zu w0 , mit möglicher Ausnahme dieses Endpunktes. Der Punkt z 
beschreibt hierbeieinen in Gz verlaufenden stetigen Bogen L., der dann und 
nur dann in eineminneren Punkt von Gz endigt, wenn z(w) auch noch in w0 

von algebraischem Charakter ist. Im entgegengesetzten Fall, wo also w0 

für den betrachteten Funktionszweig eine transzendente Singularität 
darstellt, wird Lz auf dem Rand F von Gz endigen, also im Punkt z = oo, 
falls die Fläche F parabolisch ist, und auf der Peripherie I z I= 1, falls F 
hyperbolisch ist; im letztgenannten Fall hat man noch zwei Möglichkeiten 
zu unterscheiden, je nachdem L, einen Grenzpunkt oder einen ganzen 
Grenzbogen der Peripherie als Häutungsbereich hatl. Wenn z auf Lz 
gegen r strebt, so nähert sich w dem Grenzwert Wo. 

Umgekehrt gilt, wenn L. ein Bogen obiger Art ist, auf welchem die 
meromorphe Funktion einen bestimmten Zielwert w0 hat, daß die Stelle w0 

für mindestens einen Zweig der Umkehrfunktion z(w) eine transzendente 
Singularität ist. 

Die auf der Berandung F des Wertgebietes Gz endigenden Zielwege 
der meromorphen Funktion w (z) und die transzendenten kritischen Stellen 
der Umkehrfunktion z(w) sind einander zugeordnet. 

237. Wir nehmen nun auf einem gegebenen, in eine transzendente 
Singularität w0 einmündenden Weg Lw einen Punkt w1 , so daß I w1 -- w0 I 
kleiner als eine vorgegebene Zahle >0 ist, und bezeichnen durch Gz(Wo, e) 
dasjenige schlichte Teilgebiet von Gz, welches von denjenigen Punkten z 
überdeckt wird, zu denen man gelangt, wenn man in w1 ein Funktions
element z (w) festlegt und dieses im Kreise i w- Wo:< e unbeschränkt 
(mit algebraischem Charakter) fortsetzt 2• 

Das Gebiet Gz(Wo, e) läßt sich offenbar auch folgendermaßen erklären: 
es ist dasjenige unter den durch die Bedingung i w (z)- Wo I< e bestimm
ten zusammenhängenden Teilgebiete von G,, welches den Punkt z1 =z(w1) 

enthält. Da Wo transzendent kritisch ist, so erstreckt sich G, (wo' e) bis 
an den Rand F von Gz. 

Die Berandung von Gz (w0 , e) besteht aus endlich oder unendlich vielen 
analytischen Kurvenbogen F(w0 , e) auf denen lw(z) -w0 [ =e. Diese 
Bogen sind entweder offen und münden dann auf r ein, oder sie sind 
geschlossen. Die geschlossenen Bogen begrenzen Teilgebiete von G., 
in denen w(z), mindestens in der unmittelbaren Umgebung der Rand
punkte F(w0 , e). die Eigenschaft [w- w0 [ > e besitzt und die je mindestens 
einen Pol von w(z) enthalten, weil sonst [w--w0 [ gemäß dem Maximum
prinzip konstant gleich e sein müßte. Fügt man diese geschlossenen 

1 Jener Fall tritt sicher dann ein, wenn die Fläche F beschränktartig ist. 
2 Falls w0 = co ist, so hat man hier und im nachfolgenden die Kreisscheibe 

! w-w0 I<,. durch das Kreisäußere 1
1 \ < o zu ersetzen. . , ~ UJ ~ 
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Teilgebiete zu Gz(Wo, e) hinzu, so entsteht ein Gebiet G.(wo, e), das 
einfach zusammenhängend ist. 

238. Falls nun w0 ein logarithmischer Windungspunkt ist, so wird 
G. (w0 , e) für hinreichend kleine Werte e > o von einem einzigen offenen 
Randbogen T(w0 , e) begrenzt. Außer dieser einfachsten Art einer trans
zendenten Singularität verdient folgender etwas allgemeinere Fall be
sondere Beachtung: Man nehme an, daß eine so klein~ Zahle >0 existiert, 
daß der Funktionszweig z(w) innerhalb des Kreises jw-w0 J<e über
haupt nicht bis zu w = w0 (mit algebraischem Charakter) fortsetzbar 
ist. Das zugehörige Gebiet Gz(w0 , e) ist dann durch die Eigenschaft 
gekennzeichnet, daß die meromorphe Funktion w (z) innerhalb derselben 
von w0 verschieden ist. Nach I VERSEN 1, der als erster die Umkehrfunktionen 
von meromorphen Funktionen einer systematischen Untersuchung unter
zogen hat, nennt man eine solche Singularität eine direkt kritische trans
zendente Singularität der einwertigen Funktion, im Gegensatz zu den 
indirekt kritischen transzendenten Stellen, bei welchen z (w) auf passenden 
Wegen in jw-wol < e bis zu W=Wo fortsetzbar ist, wie klein e>O immer 
gewählt werden mag. 

Aus obigem folgt, daß eine erreichbare Stelle w0, die ein PICARoscher 
Ausnahmewert der meromorphen Funktion w (z) ist, stets eine direkt 
kritische transzendente Singularität der Funktion w (z) definiert. 

Die einfachsten Beispiele für einwertige Funktionen mit nur isolierten 
Singularitäten liefern die Umkehrfunktionen der periodischen und 
automorphen Funktionen. Der Logarithmus hat insgesamt zwei logarith
mische Elemente (über w=O, oo), z=arcsinw hat über w=oo zwei 
verschiedene logarithmische Windungspunkte und über w = ± 1 unendlich 
viele algebraische Windungspunkte erster Ordnung. Die zu den doppelt
periodischen Funktionen gehörenden RIEMANNschen Flächen besitzen 
lauter algebraische Windungspunkte, die Fläche der Modulfunktion 
w (z; a1 , a 2 , a3) nur logarithmische Windungspunkte und zwar unendlich 
viele über sämtlichen drei kritischen Punkten a •. 

Die Windungspunkte der erwähnten regulär verzweigten Flächen 
sind über einer endlichen Anzahl von Grundpunkten der w-Ebene gelegen. 
Aber auch die nichtregulär verzweigten Flächen mit der gleichen Eigen
schaft liefern Beispiele, die vom Standpunkt der Wertverteilungslehre 
interessant sind. Von diesen Flächen, welche uns in § 2 dieses Abschnitts 
weiter beschäftigen werden, seien hier schon diejenigen erwähnt, welche 
zu der ganzen Funktion 

z 

w= ( e-t''dt 
0 

gehört, welche in einem früheren Abschnitt (VI, § 2) als Beispiel einer 

1 F. lVERSEN [J]. 

Nevanlinna, Analytische Funktioneu. 18 
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Funktion mit mehreren Zielwerten angeführt worden ist. Diese Zielwerte 
a0 =co und 

2vnif00 

av = e q e--r'' dr 
() 

1 
sind zugleich defekte Werte, und es ist o (a0) = 1, b (a1,) ~ ' q (v ~c 1, 2, ... , q) . 

Nun sieht man leicht ein, daß die Umkehrfunktion z (w) unverzweigt 
ist, außer über jenen Werten a0 , a1 , .•• , aq; die entsprechende RIEMANN
sche Fläche hat insgesamt 2q logarithmische Windungspunkte, von 
denen die halbe Anzahl q über der Stelle a0 gelagert ist, während 
die übrigen q über den Stellen a1 , ... , aq liegen; über diesen Stellen 
hat die Fläche außerdem je unendlich viele schlichte Blätter. 

Eine direkt kritische, aber nicht logarithmische transzendente 
Singularität ist die Stelle w = co für die Funktion zsinz. 

Als Beispiel einer indirekt kritischen Stelle betrachten wir die Stelle 
w = 0 für die ganze Funktion 

sin z 
W= z 

Diese strebt gegen Null, wenn z auf der positiven reellen Achse ins Un
endliche rückt. Nimmt man eine kleine positive Zahl e und betrachtet 
man diejenige Umgebung GQ jener Achse, welche durch die Bedingung 
I w I< e festgelegt wird, so wird der entsprechende Zweig der Umkehr
funktion z(w) den Wert w~~o als transzendente Stelle haben, und zwar 
als eine indirekt kritische solche Stelle, denn jener Wert wird in GQ 
unendlich oft, nämlich für z = vn (v = 1, 2, ... ) angenommen. Die Stelle 
w = 0 erscheint als Häutungspunkt einer Folge von algebraischen 
Windungspunkten erster Ordnung, welche den Wurzeln der Gleichung 
w' (z) = 0, d. h. tg z = z zugeordnet sind. 

239. Satz von IvERSE)J" über parabolische Flächen. Außer den oben 
betrachteten erreichbaren Singularitäten, können bei einer einwertigen 
Funktion auch nichterreichbare Singularitäten vorkommen. Nimmt 
man F z. B. als ein einfach zusammenhängendes schlichtes Gebiet an, 
das einen nichterreichbaren Randpunkt w0 besitzt, so liefert die konforme 
Abbildung von F auf den Einheitskreis I z! < 1 eine einwertige Funktion 
z (w), für welche die Stelle w0 nicht erreichbar ist. 

Diese besondere Fläche war vom hyperbolischen Typus. Bei einer 
parabolischen Fläche sind die Singularitäten von weniger verwickelter 
Art; hier sind speziell sämtliche Stellen w erreichbar. Dies schließt man 
aus nachstehendem, von lvERSEN [/] herrührenden Satz. 

Es seien F eine über der w-Ebene ausgebreitete RIEMANNsche Fläche 
vom parabolischen Typus und w = w0 ein beliebiger Punkt der Ebene. 
Sei ferner e > 0, wl ein innerer Punkt der Fläche F und i wl- Wo I ==c (!. 

Dann läßt sich ein stetiger Kurvenbogen L finden, der, ohne aus dem Kreis 
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j w- w0 j < 12 herauszutreten, die Punkte w1 und w0 verbindet und der mit 
möglicher Ausnahme des Endpunktes w0 aus lauter inneren Punkten 
der Fläche F besteht. 

Wenn z(w) die Funktion ist, welche die Fläche F auf die punktierte 
Ebene z + w abbildet, so gilt es zu zeigen, daß zu einem beliebigen, 
im Punkte w = w1 festgelegten Zweig ein von w1 bis w0 im Kreise 
j w- w0 1 < 12 verlaufender stetiger Weg L existiert, auf welchem jener 
Funktionszweig (mit algebraischem Charakter) fortsetzbar ist, mit mög
lichem Ausschluß der Stelle w0 • 

Zum Beweise 1 betrachten wir dasjenige an den gegebenen Anfangs
wert z1 =z(w1) grenzende zusammenhängende Gebiet GQ der z-Ebene, 
dessen Punkte durch die Bedingung j w (z)- w0 ; < 12 gekennzeichnet sind. 
Wenn dann die Funktion mindestens in einem Punkt z0 in GQ den Wert 
w0 annimmt, so braucht man nur z1 mit z0 stetig innerhalb GQ zu ver
binden, um eine Kurve der gewünschten Art auf der Fläche F zu erhalten. 

Ist dagegen w (z) =Fw0 in GQ, so grenzen wir um z1 dasjenige zu-

sammenhängende Teilgebiet G1 von GQ ab, wo e > j w- w0[ > ? ist. Dieses 

Gebiet enthält mindestens einen in G Q gelegenen Randpunkt z2 , mit 

'w (z) - w0j = 1!2 . Denn sonst würde die in G1 reguläre Funktion -(--)I __ 
I WZ-% 

in jedem endlichen Randpunkt von G1 den absoluten Betrag _1_ haben. e 
Da aber ihr Betrag in der Umgebung des unendlich fernen Punktes, 

falls dieser zum Rand von G1 gehört, beschränkt ist ( < ~), so müßte 

nach dem Maximumprinzip I 1 I :"S ~ in G1 sein, was unmöglich ist. w- w0 q 
Sei nun G2 das an den Punkt z2 grenzende Teilgebiet von GQ, wo 

-;- >; w- w0 i > ~-ist. Genau wieoben sieht man ein, daß G2 einen endlichen 

Randpunkt z3 hat mit j w (z)- w0 j = ~ . In dieser Weise geht man weiter, 

und definiert so eine Folge von nebeneinander gelagerten Teilgebieten 

G1 , G2, •.. ,so daß 2nel >[w(z)-w0 [>-2~- in Gn gilt und daß Gn und 

Gn + 1 einen gemeinsamen Randpunkt haben, wo i w (z)- w0 i = 2~ ist. 

Die Gebiete G,. konvergieren für n--->- w gegen z = w, denn im Durch
schnitt Dr von Ge mit einem vorgegebenen Kreis jzj:"Sr hat jw(z)-w0 [ 

eine positive untere Grenze, und Gn muß also für ein hinreichend großes n 
außerhalb jenes Kreises liegen. Verbinden wir nun, für jedes n = 1, 2, ... , 
den Punkt Zn mit z" + 1 durch eine in G" verlaufende stetige Kurve, so 
erhalten wir in Ge einen stetigen, von z = z1 bis z = w gehenden Weg Lz, 
auf welchem w (z) den Zielwert w0 hat. Die Bildkurve Lw in der w-Ebene 
besitzt dann sämtliche im Satze behaupteten Eigenschaften. 

1 Der folgende Beweis rührt im Prinzip von G. VALIRON [3] her. 

18* 
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Aus dem so bewiesenen Satz folgt unmittelbar als Korollar: 
Eine für z =!= oo meromorphe Funktion, die einen PICARDschen Aus

nahmewert besitzt, hat diesen Wert als Zielwert. 

240. Satz von GRoss 1• Wenn die einfach zusammenhängende RIEMANN
sche FlächeT vom parabolischen Typus ist und z (w) einen Zweig der zu
gehörigen Abbildungsfunktion bezeichnet, der in einer Stelle w0 =!= oo ein
deutig ist, so läßt sich dieser Zweig auf jedem Halbstrahl arg(w-w0 ) =cp 
bis zum Punkt w = oo analytisch fortsetzen, außer höchstens für eine Wert
menge cp vom Maße Null2. 

Wir verfolgen jeden Strahl arg (w- w0 ) = cp vom Anfangspunkt w0 

bis zur ersten transzendenten oder algebraischen Singularität oder, falls 
man keiner solchen Stelle begegnet, bis zum Punkt w = oo. Die so 
definierten Segmente Hq; überdecken den Stern des betrachteten Funk
tionselementes z(w). Der Satz von G1wss sagt also, daß diejenigen 
Werte cp, denen ein endlicher "Eckpunkt" des Sternes entspricht, eine 
Nullmenge bilden. Da die algebraischen Eckpunkte höchstens in ab
zählbarer Menge vorhanden sind, so genügt es diese Behauptung für die 
Menge M der transzendenten Eckpunkte zu beweisen. Ferner können 
wir unsere Betrachtung auf diejenigen Punkte M R beschränken, welche 
im Kreise [w-w0 [ ~R liegen, wobeiReine beliebige positive Zahl ist. 
Ist nämlich die Menge der entsprechenden cp-Werte vom Maße Null, 
so gilt dasselbe für die gesamte, den Eckpunkten M zugeordnete Wert
menge (cp), welche ja dann als Vereinigungsmenge der den Eckpunkt
mengen M R. (R1 <R2 < ... ; R"--+ oo) entsprechenden Nullmengen selbst 
das Maß Null hat. 

Es sei nun Sw der Durchschnitt des betrachteten Sterns mit dem 

Kreis [w-w0 f:SR. Durch dieFunktiont=-( -)- 1 ( -) wirddasinnere - z w - z ~Do 

von Sw auf ein schlichtes Gebiet S1 eineindeutig und konform abgebildet, 
welches den unendlich fernen Punkt enthält, während der Nullpunkt 
ein äußerer oder Randpunkt ist. Der letztere Fall trifft sicher dann zu, 
wenn die Menge M R der "transzendenten Rand punkte" von Sw nicht 
leer ist; denn bei Annäherung an einen solchen Punkt wird ja z->- co 
und also t--+ 0. 

Wir nehmen eine Zahl r > 0 und betrachten die Gesamtheit der 
endlich oder abzählbar vielen Teilbogen Ll 1 (r) des Kreises I t [ = r, welche 
in 51 fallen. Diese Querschnitte trennen den Randpunkt t = 0 vom 
inneren Punkt t = co und ihre Bildbogen Llw (r) im Sterngebiet Sw 

1 W. CROSS [2]. 
2 Die Sonderstellung des unendlich fernen Punktes ist unwesentlich. Statt der 

Strahlenschar arg(w-w0) c'l' könnte man z. B. eine Kreisschar Cq, betrachten, 
die durch w0 und einen beliebigen Punkt w1=f=w0 hindurchgeht, wobei der Parameter 
cp den löchtungswinkel der betreffenden Kreistangenten in w0 angibt. Für fast 
alle cp läßt sich dann z (w) längs C,p bi-; zum Punkt w1 analytisch fortsetzen. 
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stellen also Querschnitte dieses Gebietes dar, welche den Punkt w = w0 

von sämtlichen Punkten M R trennen. Hieraus folgt, daß das Maß 
m(cp) der entsprechenden cp-Werte nicht größer sein kann als die Summe 
der Schwankungen von arg(w-w0) auf diesen Bogen L1w (r). Die 
Schwankung von arg (w- w0) auf L1w (r) ist aber höchstens gleich der 
Länge des Bogens, dividiert durch (J,, wobei (J, die kürzeste Entfernung 
von w0 zu dem Bogen L1w (r) ist. Wählt man nun r kleiner als eine beliebige 
Zahl r0 >0, so werden sämtliche Entfernungen(), größer als eine gewisse, 
nur von der Wahl von r0 abhängige Zahl /)0 >0 ausfallen. Es genügt 
demnach zu zeigen, daß die Summe s (r) der Längen der Querschnitte 
L1w(r) durch passende Wahl des Radius r (O<r;:Sr0) beliebig klein gemacht 
werden kann. 

Wir setzen t=rei 0 , f(t)=w(zo++) und finden dann unter An

wendung der ScHWARzsehen Ungleichung 

(s(r)) 2 = ( /[f'(t)[[dtf) 2 ::S2nr (/f'(t)j 2 rd{}, 
Jt(r) Jt(r) 

Hier ist 

/II' (t)[2 rd{}= ~~ , 
J,(r} 

wo A (r) den Flächeninhalt desjenigen Teilgebietes des Sterns Sw be
zeichnet, welches den Punkt w0 enthält und das von den Querschnitten 
L1w (r) begrenzt wird. Durch Integration zwischen den Grenzen r und 
r0 (>r) findet man 

r, ! s• r dr ;S2n(A (r) -A (r0)) < 2n2R2. 

Dieses Ergebnis besteht für jedes O<r~r0 • Ist nun e eine beliebige 
Zahl <0, so ist für mindestens einen Wert r jenes Intervalles s(r)<e. 
Denn sonst würde 

r, 

-- dr 2::e2 log 0 ! s2 r 
r --- r ' 

r 

und das Integral würde, im Widerspruch zur obigen Ungleichung, für 
r-+ 0 ins Unendliche streben. 

Hiermit ist der Beweis des GRasssehen Satzes erbracht. 

241. Die Sätze von IvERSEN und GRass weisen darauf hin, daß die 
Singularitäten einer parabolischen Fläche auf dieser relativ dünn gesät 
sind. Dies hindert keineswegs, daß die Spurpunkte der Singularitäten 
sogar sehr dicht auf der w-Ebene liegen können. GRass [2] hat ein 
Beispiel einer ganzen Funktion konstruiert, welche jeden Wert als Ziel
wert hat; hier füllen also jene Spurpunkte die ganze w-Ebene aus. 
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§ 2. RIEMANNsche Flächen, deren Windungspunkte 
über endlich vielen Punkten liegen. 

242. Bei der großen Allgemeinheit der Hauptsätze der Wert verteilungs
lehre ist es von Gewicht, die darin enthaltenen Aussagen an konkreten 
Beispielen prüfen zu können. Unter Funktionen, die mit Rücksicht 
auf die Wertverteilung besonders interessant sind, verdienen vor allem 
die periodischen und automorphen (FucHsschen) Funktionen erwähnt 
zu werden. Die Windungspunkte der zugehörigen, regulär verzweigten 
RIEMANNschen Flächen liegen über einer endlichen Anzahl von Grund
punkten. Es liegt nun nahe, die allgemeinere Klasse der einfach zu
sammenhängenden RIEMANNschen Flächen zu untersuchen, welche, ohne 
notwendig regulär verzweigt zu sein, mit jenen Flächen eine zweite 
Eigenschaft gemeinsam haben, daß sich nämlich ihre Windungspunkte 
auf endlich viele Punkte der Ebene projizieren. Im Rahmen dieser 
Darstellung ist es nicht möglich, dieses Problem in allen Einzelheiten 
streng zu behandeln. Wir werden uns also damit begnügen, diese Flächen
klasse in großen Zügen zu beschreiben und den Weg anzugeben, auf 
welchem die erforderlichen Existenzbeweise durchgeführt werden können. 

243. Es sei also in der w-Ebene eine endliche Anzahl q"~2 von Grund
punkten a1 , ..• , aq gegeben. Vorerst wird es sich darum handeln, die 
topalogische Struktur einer einfach zusammenhängenden RIEMANN
schen Fläche F klarzulegen, welche höchstens über jenen Punkten 
a1 , .•. , aq verzweigt ist. Einen guten Einblick in den Aufbau einer 
solchen Fläche erhält man durch ein Verfahren, das derjenigen Be
trachtung vollkommen analog ist, welche im Abschnitt I, § 3 der topa
logischen Beschreibung der universellen Überlagerungsfläche der in 
den Grundpunkten a. punktierten Ebene zugrunde liegt; eine Fläche, 
welche unter den jetzt zu untersuchenden Flächen dadurch ausgezeichnet 
ist, daß sie möglichst hoch verzweigt ist. 

Man ziehe durch die in der Reihenfolge a1 , ... , a", a1 genommenen 
Punkte a. eine geschlossene Jordankurve y, welche die w-Ebene in zwei 
einfach zusammenhängende Gebiete, G1 und G2 , zerlegt, die einander 
insofern "spiegelbildlich" entsprechen, als eine gegebene Umlaufsrichtung 
auf y in bezug auf das eine der Gebiete G1 und G2 positiv, in bezug auf 
das andere dagegen negativ ist. Denkt man sich die Fläche längs y 
aufgeschnitten, so zerfällt sie in endlich oder unendlich viele unter
einander kongruente Exemplare G1 und in eine entsprechende Anzahl 
von unter sich kongruenten Exemplaren G2 • Wir wollen diese "Halb
blätter" G1 , G2 kurz als Polygone bezeichnen; die Randpunkte a1 , ••• , aq 
mögen Ecken, die Bogen (a1 a2), (a2a3), ••. , (aqa1) Seiten der Polygone 
heißen. 

Die Eckpunkte a1 , ... , aq eines gegebenen Polygons Gv('v = 1, 2) sind 
von dreierlei Art: 1. Windungspunkte unendlicher Ordnung; 2. Windungs-
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punkte endlicher Ordnung, wo eine endliche Anzahl m > 1 von Blättern 
G1 + G2 zyklisch vereinigt sind; 3. unverzweigte Stellen der Fläche. 
Die ersten Punkte nennen wir Eckpunkte unendlicher Ordnung, die 
zweiten Eckpunkte (m-1)-ter Ordnung, wobei also m-1 >0 die 
Ordnung des entsprechenden Windungspunktes bezeichnet, die dritten 
Punkte sollen uneigentliche Eckpunkte oder Eckpunkte nullter Ordnung 
heißen. 

Wie im Abschnitt I, § 3 stellen wir die RIEMANNsche Fläche F auch 
hier durch einen schlichten Graph G dar, der aus einer Anzahl den Halb
blättern G. zugeordneten, mit diesen topalogisch äquivalenten neben
einander gelagerten Kurvenpolygonen G~ (v=1, 2; p,=1, 2, ... ) zu
sammengesetzt ist, so daß zwei Polygone G';, G~ dann und nur dann 
längs einer Seite zusammenhängen, wenn die zugeordneten Polygone 
G1 , G2 auf F die entsprechende "Bildseite" gemeinsam haben. Für die 
Eckpunkte behalten wir die Bezeichnungen a1 , •.• , aq bei. Um die 
Konstruktion des Graphen geometrisch verwirklichen zu können, wollen 
wir den verschiedenen Polygonen G~, G~, ... (bzw. G~, G~, ... ) der 
Form oder Größe nach keine Beschränkungen auferlegen. Das einzig 
wesentliche ist, daß sie untereinander topalogisch äquivalent, d. h. 
Kurvenbogenpolygone mit q Ecken sind. 

Die inneren Eckpunkte des Graphen G sind entweder uneigentliche 
Eckpunkte (nullter Ordnung), an welche zwei Polygone grenzen, oder 
eigentliche Eckpunkte von positiver Ordnung m-1. Ein solcher Eck
punkt ist m Polygonen G1 und einer ebenso großen Anzahl von Polygonen 
G2 gemeinsam, welche bei einem Umlauf um den Eckpunkt abwechselnd 
aufeinander folgen. Die Eckpunkte unendlicher Ordnung sind "Rand
punkte" des Graphen. 

Abgesehen vom trivialen Fall, wo die Fläche F einblättrig ist und 
mit der schlichten V ollebene zusammenfällt, gilt, daß jedes Polygon G1 , G2 

mindestens zwei eigentliche Eckpunkte besitzt. 
Sei nämlich G1 ein Polygon, für welches die q- 1 Eckpunkte a1 , 

... , aq _ 1 uneigentlich (von nullter Ordnung) sind. An jedes Seitenpaar 
grenzt dann immer nur ein Polygon G2• Und da zwei aufeinander
folgende Paare eine Seite gemeinsam haben, so folgt hieraus, daß an G1 

überhaupt immer nur ein Polygon grenzen kann, so daß also die ganze 
Fläche durch das geschlossene Blatt G1 + G2 ausgeschöpft wird. 

Diese Bemerkung zeigt, daß eine mehrblättrige Fläche mindestens 
zwei Windungspunkte hat, die nicht übereinander liegen. Es bedeutet 
also keine Einschränkung, anzunehmen, daß die Anzahl der Grund
punkte a. mindestens zwei beträgt. 

244. Der Falt q = 2. Die verschiedenen Zweiecke G1 , G2 reihen sich 
nebeneinander, entweder in einer endlichen Anzahl 2m oder in un
endlicher Anzahl nach beiden Richtungen. Im erstgenannten Fall hat 
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man es mit der geschlossenen m-blättrigen Fläche einer Potenz zu tun, 
mit zwei Windungspunkten (m -·1 )-ter Ordnung, im zweiten Fall mit der 
Fläche des Logarithmus mit zwei Windungspunkten unendlicher Ordnung. 

Zur Veranschaulichung dieser Flächentypen kann man auch einen 
Streckenkomplex1 verwenden, welcher vermittels desselben Verfahrens 
wie die im Abschnitt I, § 2 besprochenen topalogischen Bäume von 
SPEISER gewonnen werden kann. Man nimmt in jedem Polygon 
G1 , G2 je einen inneren Punkt P 1 , P 2 und verbindet jeden solchen 
Knotenpunkt durch insgesamt q Strecken 512 , S23 , •.. , 5 0 mit den 
Knotenpunkten der unmittelbar angrenzenden Polygone G, und zwar so, 
daß s. v+ 1 über die Seite a.a,, .1 1 zu dem Knotenpunkt des an diese Seite 

0 

x/~x 

I I 
0~/0 

X 

-0---x---o--x-

Abb. rK. 

grenzenden Nachbarpolygons führt; sämtliche Strecken werden punkt
fremd gewählt. 

Im vorliegenden Fall q = 2lassen sich also die zwei möglichen Flächen
type (O<m< oo und m= ro) durch die Abb.18 darstellen (die erste 
Figur entspricht dem Wert m= 3). 

Durch den Streckenkomplex zerfällt die Ebene in gewisse Teilgebiete 
welche wir als Elementargebiete der RrEMANNschen Fläche bezeichnen. 
Man bemerke, daß im obigen Fall die Elementargebiete den Windungs
punkten der Fläche zugeordnet sind, so daß einem Windungspunkt 
(m-1)-ter Ordnung ein Elementargebiet mit 2m Ecken und Seiten ent
spricht. 

245. Der Fall q = 3. Der Graph G setzt sich aus lauter Dreiecken Gv 
zusammen. Diese sind zweierlei Art: entweder sind sämtliche drei Eck
punkte Windungspunkte, oder es gibt unter den drei Ecken eine, die 
uneigentlich ist, und wo also die Fläche F unverzweigt verläuft. Sind 
sämtliche Dreiecke von zweiter Art, so hat man es offenbar mit dem 
bereits behandelten einfachsten Fall zu tun, wo die Fläche nur über 
zwei Grundpunkte verzweigt ist. Liegt über einem jeden der Punkte 
a1 , a2 , a3 mindestens ein Verzweigungspunkt, so enthält also der Graph 
mindestens ein Dreieck, in welchem sämtliche Ecken verzweigt sind. 

Andererseits gibt es eine Fläche, welche ein einziges solches Dreieck 
enthält. Zu dieser Fläche gelangt man, wenn man jeder Seite des Dreiecks 
eine unendliche Reihe von nebeneinander gelagerten Dreiecken mit je 

1 Vgl. R. NEVANLINNA [10], G. ELFVING [J. 
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einer uneigentlichen Ecke anhängt, in der Art, wie es durch die Abbil
dung 19 zum Ausdruck gebracht wird. Es ist leicht einzusehen, daß 
diese unendlich vielblättrige Fläche, welche drei logarithmische Windungs
punkte, und zwar je einen über den Grundpunkten tlt, a2 , a3 hat, 
die einzige Fläche der erwähnten Art ist. 

Wir haben diese Fläche besonders hervorgehoben, weil sie auch 
sonst gewisse für uns wichtige Eigenschaften besitzt, auf die wir später 
noch zurückkommen werden. Es soll hier nur gezeigt werden, wie der 
entsprechende Streckenkomplex aufgebaut ist. Er läßt sich nach der 

3 
Abb. rg. 

oben gegebenen allgemeinen Regel mit Leichtigkeit konstruieren, in
dem man in jedem Dreieck einen Knotenpunkt wählt und die benach
barten Knotenpunkte durch Strecken miteinander verbindet; man be
merke, daß von sämtlichen Knotenpunkten, mit Ausnahme des Zentral
dreiecks, das drei verzweigte Ecken hat, stets zwei Strecken s zu einem 
der benachbarten Polygone führen. Zur Vereinfachung der Figur 
wollen wir die Vereinbarung treffen, zwei (oder mehrere f-l) Strecken, die 
ein und dasselbe Paar von Knotenpunkten P. verbinden, als eine Doppel
strecke (fJ.-fache Strecke) zu zeichnen. Die fragliche Fläche wird dann 
durch obenstehenden Streckenkomplex dargestellt. Umgekehrt genügt 
die Angabe des Streckenkomplexes um die Struktur der zugehörigen 
RIEMANNschen Fläche eindeutig festzulegen. - Der vorliegende Strecken
komplex weicht von einem topalogischen Baum (1, § 2) dadurch ab, 
daß er geschlossene Elementargebiete (die als Doppelstrecken gezeich
neten Zweiecke) enthält. Die unendlichen, an zwei benachbarte Ele
mentargebiete von unendlicher Ordnung grenzenden Züge eines topa
logischen Baumes (oder eines Komplexes) nennen wir mit SPEISER [2] 
ein logarithmisches Ende der Fläche. 

Einige weitere im Fall q = 3 vorkommende Beispiele seien noch 
erwähnt. Läßt man die geschlossenen, den rationalen Abbildungs
funktionen w (z) entsprechenden Flächen beiseite, so sind die Flächen 
mit nur zwei logarithmischen Windungspunkten die einfachsten Flächen 
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der betrachteten Kategorie. Als ein einfaches Beispiel führen wir die 
Fläche der Funktionze-zan, welcheüber a1 = O,a2 = oo je einen Windungs-

punkt unendlicher Ordnung und über a3 = -;- einen Windungspunkt 

erster Ordnung hat. Der entsprechende Graph und der Streckenkomplex 
sind in Abb. 21 nebeneinander abgebildet; der Zusammenhang dieser 
Darstellung dürfte ohne weiteres einleuchtend sein. 

246. Die regulär verzweigten Flächen F sind dadurch gekennzeichnet, 
daß es eine Gruppe von Transformationen (Decktransformationen) gibt, 
welche den Graph G in sich topalogisch überführen. Unter diesen sind 

1 1 1 1 (für q = 3) die einfachsten 
diejenigen, bei welchen 
sämtliche Dreiecke Gv in
sofern äquivalent sind, als 

J J J -o=x-o-~-o=x- sie ein und dasselbe Ver-
1 I zweigungsschema haben, 
x=O d. h. daß die Ordnungszah

len der Eckpunkte a1 , a2 , 

a3 drei vorgegebene Werte 
Abb. zr. m1 ~- 1, m2 - 1, m3 - 1 

haben. 
Es sind dies die Flächen der ScHWARZsehen Dreiecksfunktionen, 

von welchen bereits im vorhergehenden Abschnitt (§ 3) die Rede gewesen 
ist. Sie werden derart konstruiert, daß man ein Kreisbogendreieck P 

~I 

2 
2 
2 
2 

n 
2 

3 
3 
3 

n 
n 
3 
4 
5 

mit den Ecken z1 , z2 , z3 und den Winkeln 3~, 
ml 

_n , _n , wo die mv~ 1 ganze Zahlen sind, auf einen 
m2 ma 
Kreis K konform abbildet, und die Abbildungs-
funktion w (z) durch einen unbeschränkt zu wieder
holenden Spiegelungsprozeß analytisch fortsetzt. 
In der z-Ebene erhält man so den Graph G der 
über der w-Ebene ausgebreiteten Fläche F, deren 

Windungspunkte über drei Punkten w1 , w2 , w3 der Kreisperipherie ge
legen sind. Diese Konstruktion ist der im Abschnitt I, § 3 durchgeführten 
vollkommen analog; der früher behandelte Fall der Modulfunktion ist 
im obigen in der Tat als Spezialfall enthalten (m1 =m2 =m3 =oo). 

Was nun den Graph G betrifft, so hat man drei Fälle zu unterscheiden, 
je nachdem die Winkelsumme des Dreiecks P größer, gleich oder kleiner 
als n ist. 

1. _!_ + _!_ + 1_ > 1. Diese Bedingung ist nur für die Wertkom-
m1 m 2 m3 

binationen in obenstehender Tabelle erfüllt. Diese Flächen sind ge
schlossen. Projiziert man die z-Ebene auf die RIEMANNsche Kugel, 
so werden die Dreiecke untereinander kongruent und die Gruppe der 
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Deckformationen wird mit den Gruppen der Deckrotationen der regulären 
Polyeder zusammenfallen 1. Die Abbildungsfunktion w (z) ist rational 
und die Fläche F vom elliptischen Typus. 

2. __.!... + -1-· + __.!... = 1. In diesem Falle wird der Graph G die punk-
m1 m 2 m3 

tierte Ebene lückenlos ausfüllen. Man hat auch hier wieder nur endlich 
viele Möglichkeiten (s. nebenstehende Tabelle). 
Von den entsprechenden Abbildungsfunktionen 
sind die beiden ersten einfach periodisch (e' und 
sinz), die übrigen doppeltperiodisch. Die ent
sprechenden Flächen sind parabolisch. 

3. __.!... + -1_ + __.!... < 1. Dies ist der allgemeine 
m1 m 2 m3 

Fall, der bei beliebiger Wahl der positiven ganzen 

2 
2 
2 

3 

(X) 

2 

3 
4 
3 

(X) 

6 
4 
3 

Zahlen m. zutrifft, mit Ausnahme der unter 1. und 2. aufgezählten Wert
systeme. Die Gruppe der Spiegelungen läßt das Innere desjenigen, das 
Dreieck P enthaltenden Kreises E invariant, der die Dreieckseiten 

2 

J I I I [ 

4 5 

88® 
Abb. 22. 

orthogonal schneidet, und man sieht unmittelbar ein, daß die Figur G 
diese Kreisscheibe E, die bei geeigneter Normierung mit dem Einheits
kreis I z I < 1 zusammenfällt, schlicht und lückenlos ausfüllt. Diese 
RIEMANNschen Flächen sind also vom hyperbolischen Typus. 

In Abb. 22 haben wir die Flächen der Dreiecksfunktionen durch 
Streckenkomplexe dargestellt. Die fünf ersten entsprechen den ver
schiedenen Fällen 2, der letzte dem hyperbolischen Fall (4, 4, 4). Der 
Einfachheit halber sind alle Knotenpunkte hier als Kreispunkte ge
zeichnet. 

1 H. A. SCHWARZ [2]. 
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247. Der Fall q> 3· Wir beschränken uns hier darauf, die regulär ver
zweigten Flächen hervorzuheben, zu denen man gelangt, wenn man ein 
Kreisbogenpolygon P mit q > 3 Seiten auf einen Kreis K konform ab
bildet. Zu der lückenlos überdeckten z-Ebene gelangt man dann nur, 
wenn q=4 und Pein Rechteck ist; die zugehörige Abbildungsfunktion 
w (z) ist die p-Funktion. Es ist dies auch der einzige Fall, der zum 
parabolischen Typus führt. Sämtliche andere Fälle (q > 3) sind hyper
bolisch. Zu diesen gelangt man, wenn die Seiten von P als beliebige 
Orthogonalkreisbogen eines gegebenen Kreises, z. B. des Einheitskreises, 
genommen werden; es kommt dann wieder eine schlichte und lücken
lose Überdeckung dieser Kreisfläche zustande. 

248. Konforme Abbildung der Flächen F. Durch den Graph G und 
die zugehörigen Streckenkomplexe haben wir die Gesamtheit der einfach 
zusammenhängenden RIEMA'l'l'Nschen Flächen F topologisch charakteri
siert, die über einer endlichen Anzahl q von Grundpunkten w1 , w2 , ••• , w q 

verzweigt sind. Der RIEMANNsche Hauptsatz B (Abschnitt I, § 2) 
besagt, daß die topologische Abbildung F->- G konform ausführbar ist; 
d. h. wenn G ein gegebener Graph ist, so läßt sich bei beliebiger Wahl 
der Grundpunkte w1 , •• . , Wq und der zugehörigen Jordankurve y eine 
einwertige analytische Funktion z(w) finden, welche in sämtlichen Punkten 
w +w1, ••• , Wq unverzweigt ist, so daß das Polygonnetz G0 , welches 
in der z-Ebene als Bild erhalten wird, mit dem gegebenen Graphen topo
logisch äquivalent wird. Die Abbildungsfunktion ist bis auf eine lineare 
Transformation der z-Ebene eindeutig bestimmt. Hier tritt nun die 
Notwendigkeit ein, die unendlich vielblättrigen Flächen in zwei Typen, 
die parabolischen und die hyperbolischen, einzuteilen, je nachdem 
das Gebiet G nur von einem Punkt oder von einem ganzen Kontinuum 
begrenzt ist. 

Ein Verfahren zur Herstellung der konformen Abbildung liefert uns 
das Spiegelungsprinzip, allerdings nur in den sehr speziellen Fällen der 
oben besprochenen regulär verzweigten Flächen. In dem allgemeinen 
Fall müssen wir uns mit einem Hinweis auf den weniger elementaren 
RIEMANNschen Abbildungssatz B begnügen (I, § 2). Nur eine für die 
Konstruktion der Abbildungsfunktion brauchbare und für unsere späteren 
Ausführungen wichtige Bemerkung soll hier Platz finden. 

Vorausgesetzt, daß die endlich vielblättrigen, elliptischen Flächen F 
uniformisiert werden können, gelangt man durch einen naheliegenden 
Grenzprozeß zur Herstellung der Abbildungsfunktion für jede belie
bige Fläche der in diesem Abschnitt untersuchten Klasse F. Sei in 
der Tat F eine vorgegebene, über den Stellen w1 , ... , wq verzweigte, 
unendlich vielblättrige, einfach zusammenhängende RIEMANNsche Fläche 
und G den entsprechende Graph. Man nehme ein beliebiges G0 der 
Polygone von G, füge jeder Seite von G0 das unmittelbar angrenzende 
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Polygon G1 (erste Generation), an sämtlichen freien Seiten der Polygone 
G1 wieder die unmittelbaren Nachbarpolygone G2 (zweite Generation) 
usw. Wir wiederholen diese kranzförmige Erweiterung n-mal und be
zeichnen mit Gn das aus den Generationen G0, G1, ••• , cn bestehende 
Polygon. Durch eine stetige Deformation (topologische Abbildung) 
können wir bewirken, daß Gn kreisförmig wird. Spiegeln wir nun Gn 
an der Kreisperipherie und fügen wir das spiegelbildliche Polygon Gn zu 
Gn hinzu, so erhält man den Graph Gn + Gn einer elliptischen, endlich 
vielblättrigen Fläche Fn- Man konstruiere nun zu F,., deren Windungs
punkte über die gegebenen Grundpunkte w1 , .•. , Wq verlegt werden, 
die zugehörige Abbildungsfunktion z = z,. (w); diese ist bis auf eine lineare 
Transformation von w eindeutig bestimmt. Letztere kann derart fest
gesetzt werden, daß ein in einem beliebigen Flächenpunkt w = w0 fest
gelegtes Element Zn (w) der Abbildungsfunktion den Anfangsbedingungen 
Zn (w0) = 0, z~ (w0) = 1 genügt. 

Man betrachte nun die zu den Näherungsflächen Fn gehörigen 
normierten Abbildungsfunktionen z1 (w), z2 (w), . . . . Beschreibt man 
um Wo einen kleinen Kreis I w - Wo' < 2 e' der keine von den Ver
zweigungsstellen w1 , ••• , wq enthält, so sind die Funktionen Zn (w) darin 
eindeutig; und da sie ferner eine schlichte Abbildung vermitteln, so 
kann man nach dem KoEBEschen Verzerrungssatz schließen, daß sie 
im Kreise jw-w0 [ ;;;=;,e gleichmäßig beschränkt sind. Aus einer Folge 
von gleichmäßig beschränkten, eindeutigen analytischen Funktionen 
läßt sich aber nach einem Satz von VITALI eine in jedem abgeschlossenen 
Teilbereich gleichmäßig kongruente Teilfolge auswählen1• Indem man 
den Konvergenzbereich kettenartig fortsetzt, gelangt man derart zu 
einer Grenzfunktion z(w), die die gewünschte konforme Abbildung der 
gegebenen RIEMANNschen Fläche F liefert. Auf eine nähere Ausführung 
dieser Beweismethode muß hier verzichtet werden. 

Eine RIEMANNsche transzendente Fläche von der hier betrachteten Art 
läßt sich also in der beschriebenen Weise als Grenze einer Folge von 
endlich vielblättrigen rationalen Flächen herstellen. Es ist dies ein 
Grenzübergang, der genau dem elementaren Verfahren entspricht, nach 
welchem die Fläche des Logarithmus als Grenze der Fläche einer Potenz 
konstruiert wird. Es gibt indes auch kompliziertere Fälle, wo dieser 
Grenzübergang sich arithmetisch vollständig bewältigen läßt. Im fol
genden Paragraphen soll auf diese Frage zurückgekommen werden. 

249. Zum Schlusse sei bemerkt, daß die in diesem Paragraphen an
gewandte Darstellung einer RIEMANNschen Fläche durch Streckenkom
plexe für etwas allgemeinere Flächenklassen verwendbar ist als für die 
hier betrachteten Flächen F. Diese sind ja durch die Eigenschaft 

1 Nach der Terminologie von MoNTEL [J] sagt man, Zn(w) bilde eine normale 
Funktionsfamilie. 
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charakterisiert, daß ihre Windungspunkte über einer endlichen Anzahl 
von Grundpunkten w1 , ... , wq liegen. Wir denken uns nun um jeden 
Grundpunkt w. ein Gebiet W. abgegrenzt, so daß die verschiedenen 
Gebiete punktfremd sind, und ferner die Fläche so deformiert, daß 
die Windungspunkte stetig aus den Lagen w. verschoben werden, jedoch 
so, daß ihre Spurpunkte in der w-Ebene· nicht aus den betreffenden 
festen Gebieten W. heraustreten. Die topalogische Struktur des ent
sprechenden Graphen G wird hierdurch nicht verändert. Um die Lage 
der Windungspunkte in der w-Ebene festzulegen, hat man nur jedem 
eigentlichen Eckpunkt z! (i = 1, 2, ... ; v = 1, ... , q) der Polygone in G 
einen Punkt w~ des Gebietes G,, zuzuordnen, welcher den Spurpunkt des 
entsprechenden Windungspunktes angibt. 

Die derart definierten allgemeinen Flächen F (W1 , ... , Wq) besitzen 
folgende charakteristische Eigenschaft: Stanzt man aus der Fläche 
das Gebiet W. aus, so besteht der ausgeschnittene Flächenteil aus endlich 
oder unendlich vielen zusammenhängenden Stücken, die entweder schlicht 
(einblättrig) sind oder je einen Windungspunkt enthalten; das ent
sprechende Stück ist endlich oder unendlich vielblättrig, je nachdem 
jener Windungspunkt algebraisch oder logarithmisch ist. 

Die entsprechende einwertige Abbildungsfunktion z(w), welche die 
konforme Abbildung von F(W1 , ••. , Wq) vermittelt, ist eindeutig in 
der Umgebung eines jeden Punktes w, der außerhalb der Gebiete W. 
liegt. Fixiert man wiederum in einem Punkt von W,, einen Zweig E. 
der Funktion z(w) und setzt diesen über das Gebiet W. fort, so ist 
E. entweder eindeutig oder aber es definiert ein algebraisches oder 
logarithmisches Element der Funktion z (w), das also nur eine kritische 
Stelle (Windungsstelle) über w. hat. 

Ist umgekehrt eine einwertige Funktion z (w) dieser Art vorgegeben, 
so läßt sich der entsprechende Graph G und der entsprechende Strecken
komplex S unmittelbar konstruieren. Man braucht nur die Gebiete 
(W1 , W2), (W2 , W3), ••. , (Wq, W1) miteinander durch beliebige Jordan
bogen y12 , y23 , ••• , yq 1 zu verbinden, die außerhalb jener Gebiete ver
laufen und punktfremd sind. Das Äußere der Gebiete W. zerfällt hierbei 
in zwei Gebiete F 1 , F 2 • In der z-Ebene erhält man als Bilder dieser 
zwei Gebiete gewisse "Polygone", und die in dieser Art entstandene 
Abbildung G ist mit dem oben erklärten Graph äquivalent, falls man die 
den Gebieten w. zugeordneten "Eckgebiete" z. auf Punkte z. zu
sammenzieht. 

In dem zugeordneten Streckenkomplex sind, wie vorher, die Elementar
gebiete den Windungspunkten w! der Fläche F eineindeutig zugeordnet; 
außerdem gibt auch die um 2 verminderte Seitenzahl die doppelte 
Ordnung der Windungspunkte an. Die Knotenpunkte entsprechen den 
"Halbblättern" der Fläche. Von jedem Knotenpunkt gehen q Strecken 
s. •+I aus, welche zwei benachbarte Gebiete W,., W,,-H voneinander trennen; 
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wenn zwei benachbarte Strecken sv-1 V' Sv v+l zu einer Doppelstrecke 
vereinigt sind, so bedeutet es, daß die Fläche F über das entsprechende 
Gebiete Wv schlicht verläuft. 

250. Wir wollen F (W1 , ... , Wq) kurz als eine Fläche bezeichnen, 
deren Windungspunkte durch die Gebiete Wv getrennt werden. Es ist 
evident, daß diese Flächen eine sehr spezielle Unterklasse derjenigen 
Flächen darstellt, die lauter isolierte Windungspunkte haben. Im 
folgenden Abschnitt (§ 3) werden wir eine allgemeinere Methode be
sprechen, welche bei der topalogischen Beschreibung einer beliebigen 
Fläche mit isolierten Singularitäten verwendet werden kann. 

§ 3. RIEMANN sehe Flächen mit endlich vielen 
Windungspunkten. 

25 I. Unter den in § 2 betrachteten Flächen F (w1 , •.• , wq) sind 
diejenigen die einfachsten, welche nur eine endliche Anzahl von Windungs
punkten besitzen. Da eine endliche Anzahl algebraischer Windungs
punkte keinen wesentlichen Einfluß auf die Eigenschaften haben, welche 
für die Wertverteilung von Gewicht sind, können wir uns darauf be
schränken, sämtliche einfach zusammenhängenden RIEMANNschen Flächen 
mit endlich vielen Windungspunkten unendlich hoher Ordnung zu 
bestimmen. 

Es mögen wieder in der w-Ebene q Grundpunkte w1 , ... , Wq beliebig 
gegeben sein. Wir stellen uns zuerst die Aufgabe, diejenigen einfach 
zusammenhängenden Flächen Fq zu konstruieren, welche über jedem 
jener q Punkte genau einen Windungspunkt unendlich hoher Ordnung 
haben. 

Der zugehörige Streckenkomplex besitzt dann (vgl. § 2, S. 281) 
q logarithmische Enden, welche den q, den Windungspunkten wv zuge
ordneten Elementargebieten entsprechen. Um die möglichen Strukturen 
besser zu überblicken, wollen wir wieder die einfachsten Fälle näher 
betrachten. 

q = 2. Die in der Abb. 18 dargestellte Fläche ist die einzig mögliche. 
Über den kritischen Stellen w1 , w2 , wo die zwei logarithmischen Windungs
punkte liegen, verlaufen keine schlichten Blätter der Fläche. 

q = 3. Als einzig möglicher Typus kommt hier die in § 2, N r. 245 
beschriebene Fläche mit drei Elementarpolygonen und drei logarithmischen 
Enden vor. Es sei darauf aufmerksam gemacht, daß die logarithmischen 
Enden Doppelstrecken enthalten; grenzt eine derselben z. B. an diejenigen 
Elementargebiete, die den über w1 und w2 liegenden Windungspunkten 
entsprechen, so gibt die Doppelstrecke eine über dem Grundpunkt w3 

befindliche Stelle an, wo die Fläche F unverzweigt verläuft. Über jedem 
Grundpunkt wv liegt also, außer dem logarithmischen Windungspunkt, 
eine unendliche Anzahl von schlichten Blättern. 
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q = 4. Die vier Elementarpolygone, welche die Windungspunkte 
w1 , •.. , w4 darstellen, werden durch vier logarithmische Enden getrennt. 
Diese laufen entweder von ein und demselben Knotenpunkt aus, der 
einem Viereck (Halbblatt) entspricht, das an sämtliche vier Windungs
punkte angrenzt; oder aber sie gehen paarweise von zwei verschiedenen 
Knotenpunkten aus, welche zwei Vierecke mit drei verzweigten und 
einem uneigentlichen, unverzweigten Eckpunkt darstellen. Diese Anfangs-

~~1 z~l_ ~~~~~~~mw:~~~~h ~~~~~l~~~ndd~:c; e~~~~ 
geraden Anzah I 2 n von Doppelstrecken 

miteinander verbunden 'o 0/ ~ ~ (in der nebenstehenden 

3~~3 1 ((t3r'3 1 /o;)<~o, ~.;:~~~~~:~:~:;~~ 
#' ~ xe wie durch Graphen 

dargestellt), oder durch 
'I eine Streckenkette, wel-
2 ehe aus n dreifachen 

~_) )'11 1 ~~~~ \~31~ \_ x''x//x ~~!c~~n+ b~st:~~~achen .3} ~~ , Entfernt man aus 

II dem Graph allelogarith-
3 1 mischen Enden, die aus 

~z f?W x~)\,\,x [~~~~~?·~~~~!~:]; 1\'\ \ \ I f ("Ir übrigbleibende Teil des 
'I- Graphen, als das Kern-

polyf,on der Fläche be
zeichnet; ihm entspricht der K crn , welcher vom Streckenkomplex 
übrigbleibt, wenn man in jedem logarithmischen Ende immer nur die 
Anfangsstrecke übrig läßt. 

Die Angabe des Kernpolygons oder des Kerns des Streckenkom
plexes bestimmt die Fläche eindeutig. 

252. Wir kommen jetzt zu dem allgemeinen Fall. Es soll also die 
q 

Flächen F p bestimmt werden, die eine vorgegebene Anzahl p = .:!,' f.lv (?;_ q) 
1 

von logarithmischen Windungspunkten besitzt, und zwar so, daß von 
1 Als "Streifen" bezeichnen wir ein Halbblatt, das nur zwei verzweigte Eck

punkte hat, die beide von unendlicher Ordnung sind. Im Streckenkomplex wird 
ein Streifen durch einen Knotenpunkt <Ltrgestellt, d<'r an nur zwei Elementar
gebiete unendlicher Ordnung angr<'nzt. 
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diesen genau gewisse flv (:;;;; 1) den gegebenen Grundpunkt w. als Spur
punkt haben. Die ganzen Zahlen flv:;;;; 1 können beliebig vorgeschrieben 

werden, jedoch so, daßttv S ~- ist. Denn zwei benachbarte, an ein und das

selbe logarithmische Ende angrenzende Elementargebiete sind offenbar stets 
zwei verschiedenen Grundpunkten w. zugeordnet, und hieraus folgt, daß 
über einem gegebenen Grundpunkt höchstens die halbe Anzahl sämtlicher 
Windungspunkte liegen kann. 

Unter der angegebenen Bedingung existieren auch immer RIEMANN
sche Flächen, welche die gewünschten Eigenschaften haben (R. NEVAN
LINNA [9], G. ELFVING [1]). DieseFlächen sind eindeutig den Strecken
komplexen zugeordnet, die aus p logarithmischen Enden und einem, 
aus endlich vielen Strecken bestehenden Kern zusammengesetzt sind. 
Der Komplex zerlegt die Ebene in p Elementargebiete unendlicher 
Ordnung, entsprechend den p logarithmischen Windungspunkten. Die 
Anzahl der Flächen ist unendlich, außer in den einfachsten Fällen 
p = q = 2 und p =--= q = 3, in denen, wie wir gesehen haben, eine ein
zige Fläche der verlangten Art existiert. 

253. Die einfachste Fläche F p, welche ein Paar übereinander gelegener 
Windungspunkte hat, entspricht dem Fall p = 4, q = J. Liegt über w2 , w3 

je ein Windungspunkt, über w1 dagegen zwei solche, so ergeben sich 

2 

~~ 
1~@?1 

J 
Abb. 24-

sämtliche zugehörigen Flächen aus einem Streckenkomplex, der vier 
logarithmische Enden (bzw. Elementargebiete) besitzt, welche von 
zwei Anfangsknotenpunkten ausgehen, die durch eine ungerade Zahl 
2n + 1 von Strecken (n + 1 einfache und n Doppelstrecken) miteinander 
verbunden sind, wie es Abb. 24 zum Ausdruck bringt (links der Fall n = 0, 
rechts der Fall n= 1}. 

Aus dem Streckenkomplex ist unmittelbar zu ersehen, daß über 
der Stelle w1 , außer den zwei logarithmischen Windungspunkten noch n 
unverzweigte Blätter der Fläche zu finden sind. Es sei noch, ohne 

N evanlinna, Analytische Funktionen. 19 
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weitere Begründung, erwähnt, daß der einfachste Fall n = 0 dem Wahr-
scheinlichkeitsintegral z 

W== C t J -t'd 
0 

· h ( _ _ v'; _ v:1:) 1 entspnc t w1 - m, w2 - -z-, Wa- - 2 - . 

254. Das am Schlusse des vorstehenden Paragraphen beschriebene 
Verfahren durch rationale Approximation läßt sich mit Vorteil auch zur 
Konstruktion der zu den Flächen F1, zugehörigen Abbildungsfunktionen 
verwenden. :Man schneidet aus dem Streckenkomplex die logarithmischen 
Enden ab, so daß nur die v ersten Strecken eines jeden Endes übrig 
bleiben, und fügt dann einen "spiegelbildlich" angeordneten Komplex 
hinzu. Der derart entstandene Streckenkomplex entspricht einer ratio
nalen Abbildungsfunktion w = w'' (z), welche über der Stelle wi genau 
fli algebraische Windungspunkte hat, jeder von einer Ordnung 2: 2v - 1. 
Diese rationale Funktion, deren Existenz durch den allgemeinen RIE
MANNschen Abbildungssatz B (I, § 2) sichergestellt ist, kann in gewissen 
symmetrischen Fällen auf elementarem Weg hergestellt werden 2• Jedem 
Punkt w = wi entsprechen in der z-Ebene, außer gewissen einfachen 
Stellen entsprechend den über W; verlaufenden schlichten Blättern der 
Näherungsfläche Fj,, noch fli mehrfache Stellen zi der Funktion wv (z). 

Normiert man nun die rationalen Funktionen wv (z) für z = 0 in der 
auf S. 285 angegebenen Weise, so läßt sich aus der Folge wv eine Unter
folge auswählen, welche gegen eine analytische Grenzfunktion w (z) 
konvergiert 3 , die in einem einfach zusammenhängenden Gebiet G mero
morph ist. Bei diesem Grenzübergang wachsen die Ordnungen der 
p Windungspunkte unbeschränkt; die entsprechenden mehrfachen Stellen 
zi rücken hierbei gegen den Rand T von G. 

255. Es entsteht nun die Frage: besteht T aus einem Kontinuum 
oder aus einem einzigen Punkt; mit anderen Worten: ist die Grenzfläche 
vom hyperbolischen oder vom parabolischen Typus? Wir werden zeigen, 
daß letzteres der Fall ist, daß also die Grenzfunktion w (z), bei geeigneter 
Normierung, in der ganzen Ebene z + m meromorph ist. 

Zum Beweise betrachten wir die ScHWARzsehe Ableitung 

J J w"' ~- (, _7!w~'''_ '_)" l w, z = ----w~- --. .!. 

für w = wv. An jeder Stelle z der Vollebene, die von den p mehrfachen 
Stellen zf. der Funktion wv verschieden ist, ist dieser Ausdruck regulär. 

1 Wegen der analytischen Bestimmung sämtlicher Flächentypen im Falle p = 4 
vgl. R. NEVANLINNA [9]. Gewisse höhere Fälle sind später von H. V.'AGNER [1] 
klargelegt worden. 

2 R. NEVANLINNA [6], G. ELFVING [3]. 
3 Bei den erwähnten symmetrischen Flächen läßt sich dieser Grenzprozeß 

arithmetisch vollständig beherrschen. 
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Man rechnet ferner leicht nach, daß jede mehrfache Stelle einen Pol 
zweiter Ordnung ergibt. Also ist die rationale Funktion I wv, z) höchstens 
vom Grade 2p. 

Andererseits strebt, für V-+ co, wv _,. w (z) und daher 

(wv,z)-+(w,z). 

Eine Folge von rationalen Funktionen, deren Grade unter einer festen 
Schranke 2 p liegen, kann aber als Grenzfunktion immer nur eine 
rationale Funktion höchstens vom Grade 2P haben. Die ScHWARzsehe 
Ableitung der Grenzfunktion w (z) ist also rational und höchstens vom 
Grade 2 p. 

Nun läßt sich leicht schließen, daß die RIEMANNsche Fläche von 
F P vom parabolischen Typus ist. Die Funktion w (z) läßt sich nämlich 
analytisch bis in jede Stelle z der Ebene fortsetzen, wo der Ausdruck 
( w, z) regulär ist; also ist w (z) für jedes z meromorph, mit Ausnahme 
höchstens der Pole von (w, z). Andererseits wissen wir, daß das einfach 
zusammenhängende Gebiet G das vollständige Existenzgebiet von w (z) 
darstellt; jeder Punkt des Randes F von Gisteine wesentliche Singularität. 
Hieraus folgt, daß F kein Kontinuum sein kann, sondern sich auf einen 
einzigen Punkt reduzieren muß, den wir uns, ohne wesentliche Ein
schränkung, in z = co verlegt denken können. 

256. Hierdurch ist nicht allein bewiesen worden, daß die Flächen Fp 
parabolisch sind, sondern wir haben zugleich ein für die analytische 
Bestimmung dieser Fläche wichtiges neues Ergebnis gefunden. Da 
nämlich w (z) für z + ro keine mehrfachen Stellen hat, so ist die ScHWARZ
sehe Ableitung I w, z) für dieselben Werte z regulär. Andererseits ist 
sie eine rationale Funktion, und man schließt infolgedessen 

Die ScHWAHZsche Ableitung (w, z) reduziert sich auf ein Polynom P (z). 

Für die Gradzahl des Polynoms ergibt sich die obere Schranke 2p. 
Eine genauere Untersuchung, auf welche hier verzichtet werden muß, 
zeigt, daß P (z) tatsächlich vom Grade p- 2 ist. Umgekehrt gilt, daß 
die Lösung w der Differentialgleichung dritter Ordnung 

(w, z)=P(z) ( 1) 

wo P ein beliebiges Polynom vom Grade p- 2 ist, meromorph ist und 
die Ebene z + ro auf eine RrEMANNsche Fläche mit p Windungspunkten 
unendlicher Ordnung abbildet. Die Polynome P und die RIEMANN
schen Flächen Fp sind einander eindeutig zugeordnet. 

Die zu (1) gehörige meromorphe Funktion ist von der endlichen 

Ordnung -i. Die z-Ebene läßt sich in p gleiche Winkel Av der Größe 2pn_ 

einteilen, so daß w (z) auf jedem in Av fallenden Halbstrahl für z->- ro 
den Zielwert wv hat. 

19* 
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Diese Resultate lassen sich sämtlich durch asymptotische Integration 
der Differentialgleichung ( 1) streng begründen 1• So läßt es sich auch 
beweisen, daß die Zielwerte w,. auch defekte Werte der meromorphen 
Abbildungsfunktionen w (z) sincL Es würde uns jedoch zu weit führen, 
dies hier näher auszuführen; wir müssen uns darauf beschränken, unter 
Hinweis auf die betreffenden Originalarbeiten folgendes Resultat ohne 
Beweis anzugeben: 

Jeder Punkt w", über welchem mindestens ein logarithmischer Windungs
punkt von F P gelegen ist, ist in bezug auf die meromorplu Abbildungsfunktion 
w (z) defekt, und zzmr liefert jeder Windungspunkt zum entsprechenden 

Defekt den Beitrag ; . 

Der Gesamtdefekt ö (w,) von u·,. summiert sich also auf -2 ~,,. 

257. Diese Eigenschaft der Flächen Fp erlaubt das schon in Nr. 220 
aufgestellte Problem teilweise zu lösen: 

Gegeben sei ein System von q Punkten w1 , ... , wq und q Zahlen 
o1 , ... , Oq des Intervalls ( 0, 1) mit ~ b,. = 2. Es gilt eine meromorphe 
Funktion zu konstruieren, welche die Werte w, als defekte Werte hat mit 

o(w,)= 6,. (v ~ 1, ... , q). 

Eine solche meromorphe Funktion kann mittels der Flächen Fp 
stets dann bestimmt werden, wenn die Zahlen ö" ratio11al sind. Setzt man 

nämlich o" = 1rz-"-' wo m,. und m ganze Zahlen sind und VOraussetzungs-
m 

gemäß 2.' m" = 2m sein muß, so setze man fl, = m" und konstruiere eine 
Fläche Fp. von deren insgesamt P=-c 2m vYindungspunkten genau m" über 
dem vorgegebenen Punkt w" liegen. Jeder \Vindungspunkt liefert zum 

Defekt des Spurpunktes einen Beitrag p2_ ~c 1 , und der gesamte Defekt 
111 

des Punktes w" summiert sich also auf den vorgegebenen Wert 111 " = Ov 2 • 

"' 
§ 4. Über den Zusammenhang zwischen der Ordnung 
einer meromorphen Funktion und den kritischen Stellen 

der Umkehrfunktion. 
258. Oben wurde erwähnt, daß eine meromorphe Funktion w (z), 

welche die Ebene z =F w auf eine RrEMA~Nsche Fläche abbildet, die als 
einzige kritische Stellen eine endliche Anzahl von logarithmischen 

1 Vgl. hierzu: K ]\;EVANLINNA 1.'1], F. NEVAKLJN:<rA [31, E. BILLE [1], [2j, 
L. AHLFoRs [6:. c. ELFVING llJ, ~3], H. WAGNER 1 r 

2 Nach Beendigung der Eedaktion erschien eine interessante Arbeit von 
E. ULLRICH [4J, wo das obige Problem wesentlich erweitert wird. 1\lit Hilfe einer 
neuen Klasse von RrEMANNschcn Flächen (Flächen mit cncllich vielen periodischen 
Enden) beweist C'LLRICH die Existenz von meromorphen Funktionen, welche für 
endlich viele Stellensorten w 1 , ••• , w,1 vorgeschriebene rationalwertige Defekte 
oder Verzweigungsindizes mit der Summe 2 aufweist·n. 
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Windungspunkten hat, von der Ordnung ~- ist. Daß die Ordnung einer 

solchen Funktion mindestens gleich ~· sein muß, kann nach folgendem 

allgemeinen, von AHLFORS [ 5] herrührenden Satz geschlossen werden: 
Die Anzahl der direkten transzendenten Singularitäten der Umkehr-

funktion einer meromorphen Funktion von der Ordnung k ist für k ~ ~ 

höchstens gleich 2k und für k< } höchstens gleich 1. 

Zum Beweise betrachte man eine meromorphe Funktion w (z), deren 
Umkehrfunktion z (w) mindestens eine direkt kritische Stelle a hat. 
Vermittels einer linearen Transformation, welche die Charakteristik 
T(r, w) invariant läßt, bringen wir den Spurpunkt einer beliebigen dieser 
Stellen a nach w = oo . Es gibt dann eine so große Zahl A. > 1, daß der 
betreffende singuläre Zweig z=z(w), im Kreise Iw! ~A unbeschränkt 
fortgesetzt, kein über w = oo reguläres oder algebraisches Element besitzt. 
Das Bildgebiet G;. wird von gewissen analytischen Kurven begrenzt, 
auf denen I w i = A. ist. In G;. ist A< ! w I+ oo und man schließt hieraus, 
daß G;. sich ins Unendliche erstrecken muß, da ] w I sonst konstant gleich A. 
sein müßte. Man nehme A. > 1 w (O)j, so daß also der Nullpunkt z = 0 außer
halb G;. liegt, und bezeichne durch T;. diejenige äußere Randkurve 
von G;., welche den Punkt z=O vom Gebiete G;. trennt. T;. zerlegt die 
Ebene in zwei einfach zusammenhängende Gebiete, von denen das eine, G;., 
das Gebiet G;. als Teilgebiet enthält. Man ziehe in G;. einen Querschnitt L, 
der einen Randpunkt z0 + oo mit dem Randpunkt z = oo verbindet und 
bezeichne mit e, denjenigen auf dem Kreis I z I= r > 1 Zo! gelegenen, die 
Punkte z0 und oo trennenden Querschnitt, den der Punkt z zuerst trifft, 
wenn er sich auf L von z0 bis oo bewegt. Die Länge von e, sei r@(r). 

259. Nach dieser Vorbereitung bilde man das Gebiet G;. auf die obere 
Halbebene ~ C > 0 konform ab, so daß die Randpunkte z = z0 , oo in 
C = 0, m übergehen; die abbildende Funktion C (z) ist dadurch bis auf 
einen positiven Faktor eindeutig bestimmt. Der Querschnitt e, wird 
in einen Kurvenbogen transformiert, dessen kürzester Abstand vom 
Nullpunkt c = 0 gleich el (r) sei. Nach dem AHLFORSschen Verzerrungs
satz (IV, § 4) hat man dann bei geeigneter Wahl des obengenannten 
Faktors , 

loge1 (r)>n j r~~Yf' (2) 

wo r 0 > 0 so groß gewählt werden soll, daß el (r o) > 1 ist. 

260. Wir betrachten nun die zusammengesetzte Funktion w (z (C)). 
In der Halbebene ~ C ~ 0 ist sie meromorph und in dem dem Gebiete G;. 
zugeordneten Teilgebiet G~ regulär. Innerhalb G). ist ferner i w J > A., 
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und auf dem Rand, der aus der reellen Achse und gewissen innerhalb 
der Halbebene verlaufenden Kurven K;. zusammengesetzt ist, gilt 
I w I = A. Der Ausdruck 

u(() =log ]-;I 
definiert also eine in G}. harmonische, positive, in jedem endlichen Rand
punkt verschwindende Funktion. Auf dem innerhalb GA liegenden Teil 
cxa des Kreises :c =e hat u also ein positives Maximum m(g). 
' Aus dem Maximumprinzip folgt nun unmittelbar, daß u (C) in jedem 

Punkt C des Durchschnittes Du von { <(! und G) der Beziehung 

(3) 

genügt, wo w das harmonische Maß der Bogen cxu in bezugauf das Gebiet 
D 0 bezeichnet. Nach dem Erweiterungsprinzip (IV,§ 2) (oder direkt nach 
d~m Maximumprinzip) ergibt sich ferner, daß dieses harmonische Maß 
sich nur vergrößert, wenn man Du durch den Halbkreis R5(>0, lC[<e 
und cxe durch den oberen Halbkreisbogen C. = e ersetzt. Dieses har
monische Maß we(C), das sich elementar berechnen läßt (vgl. III, § 2, 
Satz von PHRAGME.:\-LI~DELÖF) verschwindet für (! __,. ro so, daß das 
Produkt (!Wu einem endlichen Grenzwert zustrebt. Da nun u (() > 0 
ist, so folgt aus (5) daß 

!im~':') >0 (4) 
fJ =CD 

sein muß. 
Es sei jetzt M (r) = max w (z) (> }.) auf demjenigen Teil des Quer

schnittes er der innerhalb G;., liegt. Aus dem Prinzip des Maximums 

folgt, daß log 1~~ :::0:m(g1 (r)) ist, und es wird also nach (4) 

lu•r .11 (rL 
b • 

lim --1: __ -> 0 
u~oo !h (r) ~ . 

Unter Beachtung der Beziehung (2) ergibt sich schließlich die Existenz 
emer von r unabhängigen Zahl C derart, daß die Ungleichung 

r dr 
log logM (r) > n. r-e(Y) + C (5) 

'" für r>r0 besteht. 
Aus (5) ergibt sich weiter leicht eine untere Schranke für die Charak

teristik T. Es sei r0 <r<r' und D,. der Durchschnitt zwischen dem 
Kreis l z I< r' und dem Gebiet G;_. \Vir konstruieren mittels des PmssoN
sehen Integrals eine für : z' < r' harmonische Funktion U (z), welche 
auf dem zu GA gehörenden ·Bogen (.),. gleich log U': ist und auf den 
übrigen Bogen :z' =r' den konstanten Wert ), annimmt. Da U(z) > A 
für 1z:<r', so folgt aus dem :.\Iaximumprinzip, daß log w -U;'SO in 
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jedem Punkt des Gebiets D,. ist. Speziell folgt für denjenigen Wertz, 
wo I w (z)j sein Maximum M (r) auf e, erreicht, daß 

2n 

1 J" i IJ r' 2 - r 2 
logM(r) <::::-- U(r' e ) - - - -- --- df} 

- 2 n r'2 + r 2 - 2 r r' cos ({} - rp) 
0 

2n 

r' + r 1 j' , iiJ <::::-,..--·-- U(r e )df} 
- r -r Zn 

0 

;S >!-: (m (r', w) +log?.), 

also für r' = 2r 
1 

T(2r) ~m(2r, w) :=:;: 3 logM(r)-log?.. 

Nach (5) wird endlich 

logT (2 r) > n J- dr_ · + C r E>(r) ' (6) 

wo C eine neue von r unabhängige Zahl ist. 

261. Wir nehmen an, daß die Umkehrfunktion z (w) von w (z) min
destens p 2'" 1 verschiedene direkt kritische Stellen a1 , ... , ap, . . . hat. 
Für jedes v = 1, ... , p konstruieren wir, wie oben, das zugehörige Ge
biet GA. Wegen der Einwertigkeit von z (w) können wir die Zahlen 
A > i w (0) i so groß wählen, daß diese Gebiete punktfremd sind. Be
zeichnet man also durch r@" (r) (v = 1, ... , p) die entsprechenden Längen 
der Bogen e" so wird ~@"(r) S 2n und man erhält, wenn man für 
jedes v die Ungleichung (6) ansetzt und addiert 

plogT(2r) >njr ( ~ -~-) dr + C' 
...:::::.,; E>v(r) r ' 

r, 1 

wo C' konstant ist. Nach der ScHWARZsehen Ungleichung ist 

(z ie~)" 2 2 1 z 1 P2= ~ <:::: e ---<:::: 2n --V e. - • e. - e. ' 
und es wird folglich 

logT(2r) > ~·logr+const 

oder, wenn r statt 2r geschrieben wird, 

logT ( r) >~·log r +const. 

Dies zeigt, daß die Ordnung k von w (z) mindestens gleich 1- ist, so daß 

also p S2k ist. Hiermit ist der Beweis zu Ende geführt. 

262. Der Satz von AHLFORS gestattet eine interessante Anwendung 
auf eine ganze Funktion w (z) von der Ordnung k. Es seien L1 und L 2 
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zwei punktfremde Zielwege, auf denen die Funktion w (z) endliche Ziel
werte hat. Diesen entsprechen zwei transzendente Singularitäten 
der Umkehrfunktion. Wir betrachten dann eines der zwischen L 1 und L 2 

liegenden Gebiete G12. \Venn w in G12 beschränkt ist, so müssen nach 
dem LINDELÖFschen Satz von III, § 6, Nr. 56 die Zielwerte auf L1 

und L2 einander gleich sein, und w (.::) strebt für ~.:: * co in G12 gleich
mäßig diesem gemeinsamen Zielwert a zu. Die den Wegen L 1 , L 2 

zugeordneten transzendenten Singularitäten sind dann untereinander 
identisch. :\I an schließt hieraus: Falls L1 , L 2 zwei verschiedenen 
kritischen Stellen der vorliegenden RIDIANxschen Fläche entsprechen, so 
kann die Funktion w (z) in G12 nicht beschränkt ~ein. Dann aber läßt 
sich wie in§ 1, Nr. 2')9 dieses Abschnitts ein Weg L12 in G12 konstruieren, 
auf dem w (z) den Zielwert co hat. Die entsprechende transzendente 
Stelle ist direkt, weil w (z) als eine ganze Funktion den Wert w == co 
nicht annimmt. 

Hat nun w (z) eine Anzahl p verschiedener endlicher Zielwerte, so 
enthält sie also mindestens eine gleich große Anzahl verschiedener über 
w = co liegender direkt kritischer Stellen, und es muß also nach obigem 
Satz p ~2k sein: 

Eine ganze Funktion von der Ordnung k hat höchslc11s 2k verschiedene 
endliche Zielwerte 1 . 

Wenn unter den endlichen Zielwerten m direkte und n nicht direkte 
sind, so ist die gesamte Anzahl der direkten kritischen Stellen mindestens 
gleich 2m+n und die obige Relation \·erschärft sich zu 2m+n~2k. 
Hieraus folgt insbesondere: 

Die Umkehrfunktion einer ganzen Funktion der Ordnung k hat höchstens k 
im Endlichen gelegene direkt kritische Singulardiiten. 

Wenn die Gesamtzahl der im Endlichen gelegenen transzendenten 
Singularitäten die maximale Anzahl2k erreicht, so ist keine von ihnen direkt. 

Letzteres gilt also z. B. für die 2k endlichen Zielwerte der ganzen 
Funktionen der ganzzahligen Ordnung k 

sin xk 
- ):T und 

0 

XII. Der Typus einer RIEMANNschen Fläche. 
§ 1. Verzweigtheit einer RIEMANNschen Fläche. 

263. Wir beschränken uns in diesem Paragraphen \·orerst auf die in 
XI, § 2 betrachtete Klasse von einfach zusammenhängenden RIEMANN-

1 Dieser Satz wurde im Jahre 19(17 von DENJOY r 11 als eine \'ennutung aus
gesprochen. Daß die Anzahl der endlichen Zielwerte endlich und < 5 h wurde von 
CARLEMAN [1] durch einen Beweis gezeigt, dessen (~run<lidee auch dem c\'C!LFORS
schen \'erfahren zugrunde liegt. \"gl. anch C.\RLF\IA:'-1 l.:! 1 . 
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sehen Flächen Fq deren Windungspunkte sich auf eine endliche Anzahl q 
von Spurpunkten w1 , ... , wq projizieren. Diese Flächen lassen sich 
durch die an der erwähnten Stelle erklärten Streckenkomplexe anschaulich 
darstellen. Jedem Halbblatt von Fq entsp~icht ein Knotenpunkt des 
Streckenkomplexes. Durch die Verbindungsstrecken der Knotenpunkte 
wird die Ebene in Elementargebiete zerlegt , welche den Windungs
punkten von F eineindeutig entsprechen, und zwar so, daß einem 
Windungspunkt der Ordnung m-1 ein Elementargebiet mit 2m 
Seiten zugeordnet ist. Den über den Grundpunkten unverzweigten 
Blättern entsprechen Zweiecke (Doppelstrecken) des Komplexes. 

Der Typus einer unendlich vielblättrigen Fläche Fq scheint in einem 
gewissen Zusammenhang mit dem Grad von deren Verzweigtheit zu 
stehen. Liegen nur relativ wenige Windungspunkte über den Spur
punkten w., so wird Fq zum parabolischen Typus gehören; umgekehrt 
scheint eine hochgradige Verzweigtheit den hyperbolischen Typus zu 
bedingen. So haben wir gesehen, daß die schwach verzweigten Flächen Fq 
mit nur endlich vielen Windungspunkten sämtlich vom parabolischen 
Typus sind; die stark verzweigte Modulfläche wiederum gehört dem 
hyperbolischen Typus an. Es liegt also die Vorstellung nahe, daß ein 
kritischer Verzweigtheitsgrad vorhanden sein muß, welcher die schwächer 
verzweigten parabolischen Flächen von den stärker verzweigten hyper
bolischen Flächen trennt. 

264. Zu einem einfachen Verfahren, um die Verzweigtheit einer Fläche 
Fq zu messen, gelangt man im Falle einer endlich-vielblättrigen, ge
schlossenen Fläche Fq folgendermaßen. Man bestimme die Summe 
~ (m-1) der Ordnungen der Windungspunkte und dividiere diese durch 
die Blätteranzahl n der Fläche. Der Quotient 

V=:~ (m-1) 

gibt die gesamte Verzweigungsordnung pro Blatt an und möge deshalb 
die mittlere Verzweigtkeif von Fq heißen. ~ach der RIEMANNschen Formel 
(EuLERsche Polyederformel) wird 

1 ~ 2 V=- (m-1) =2--. n n 

Die Berechnung der mittleren Verzweigtheit V einer geschlossenen 
Fläche läßt sich mittels des zugehörigen Streckenkomplexes auch folgender
maßen durchführen: Einem Windungspunkt von der Ordnung m -1 
entspricht ein Elementargebiet W mit 2m Seiten und Ecken (Knoten
punkten). Man verteile nun die doppelte Ordnung 2m-2 auf jene 2m 
K t kt d ß . d d V . b . "2m-2 1 no enpun e, so a Je er en " erzwe1gungs eitrag - 2-- = 1-

m m 
erhält. Wiederholt man dies für sämtliche Elementargebiete W, so wird 



298 Der Typus einer RIEMANNschen Fläche. 

jedem Knotenpunkt P des Komplexes die "gesamte Verzweigtheit" 

Vp=:2(1--Jt) 
w 

zugeteilt, wo über sämtliche an P grenzende Elementarpolygone W zu 
summieren ist. Die Gesamtanzahl der Knotenpunkte P ist gleich 
der doppelten Blätterzahl 2n und das arithmische Mittel 

_1_ ""V 
2 n ,.::;. P 

!' 

der Verzweigtheiten sämtlicher Knotenpunkte ist offenbar gleich der 
oben definierten mittleren Verzweigtheit V der Fläche Fq. 

265. Das zuletzt besprochene Verfahren läßt sich unmittelbar auf 
eine unendlich vielblättrige Fläche Fq anwenden. Jedem Knotenpunkt P 
des entsprechenden Streckenkomplexes wird als "Verzweigtheit" die 

Zahl V P zugeordnet. Da 1 - _ _1_ zwischen den Grenzen 0 (m = 1) und m 
1 (m = ro) variiert, und jeder Punkt P an mindestens 2 und höchstens q 
Elementargebiete von positiver Ordnung m -1 grenzt, so ist 1 ;S V'p ;Sq. 

Da Fq unendlich viele Blätter hat, so läßt sich die Mittelbildung 
der Verzweigtheiten Vq jetzt nur so ausführen, daß man den Strecken
komplex F q durch eine unendliche Folge von Teilkomplexen F; (v = 1, 
2, ... ) mit unbeschränkt wachsender Knotenpunktanzahl ausschöpft. 
Das Ergebnis eines derartigen Grenzprozesses wird im allgemeinen 
wesentlich davon abhängen, wie die Folge F~ gewählt wird. Eine nahe
liegende Methode besteht in einer kranzförmigen Ausschöpfung von Fq. 
Von einem beliebigen Anfangsknotenpunkt P 0 ausgehend, werden zu 
diesem die unmittelbar angrenzenden Knotenpunkte Pr (erste Generation) 
hinzugefügt, zu den Punkten P 0 , Pr dann die nachfolgenden neuen, von 
den Punkten Pr um eine Komplexstrecke entfernten Knotenpunkte P 2 

(zweite Generation) hinzugenommen, usw. in infinitum. Als Näherungs
komplex F; nehme man dann denjenigen Teil von Fq, der nur die v 
ersten Generationen enthält. 

Bezeichnet n. die Anzahl der Knotenpunkte von F~, so bilde man 
die mittlere Verzweigtheit der Näherungsfläche F~ durch den Ausdruck 

Der Grenzwert 

V,.= _1_ ""V P· nv,.::;. 
F'' q 

V= lim V,. 
V::-:-= 00 

werde jetzt als die mittlere Verzweigtheit der transzendenten Fläche Fq 
definiert. Falls dieser Grenzwert nicht existiert, so kann nur von einer 
"unteren" und "oberen" Verzweigtheit der Fläche (li_m V. bzw. lirri V,.) 
die Rede sein. 
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266. Bevor wir zu einer näheren Betrachtung der so erklärten Ver
zweigtheit übergehen, wollen wir noch eine andere für die später folgenden 
Erklärungen wichtige Methode zur Berechnung der oben definierten 
Näherungszahlen v. besprechen. Dem Streckenkomplex F~ entspricht 
ein aus 2 n = n. Halbblättern zusammengesetztes Stück der über die w
Ebene ausgebreiteten RIEMANNschen Fläche Fq. Es sei a ein beliebiger 
Punkt der Ebene, n (a) die Zahl der inneren Punkte von F~ über a 
und n (a) die Anzahl der innerhalb F; liegenden verschiedenen Blätter
zyklen: jedes über a schlicht verlaufende Blatt und jeder algebraische 
Windungspunkt über a von F; liefert also zu n (a) den Beitrag 1. 
Die über a befindlichen logarithmischen Windungspunkte, die ja 
Randpunkte von Fq sind und also nie innerhalb F~ liegen können, 
geben zu n (a) oder n (a) keine Beiträge. Es ist offenbar n (a) ;Sn (a) ;Sn, 
wo Gleichheit für alle Werte besteht außer für die Punkte a = wi (i = 1, 
... , q), auf die die Windungspunkte sich projizieren. Die Differenz 
n (a)- n (a) gibt die gesamte Ordnung der über w = a liegenden alge
braischen Windungspunkte von F~ an, während n-n (a) gleich der 
Anzahl derjenigen Blätter ist, welche an der Stelle w = a an einen 
logarithmischen Windungspunkt grenzen. 

Die Summe 

.I (n-- n(a)) =.I (n-n(a)) +.I (n(a)- n(a))' 
(a) (a) (a) 

wo über alle Werte· a zu summieren ist, erhält nur aus den Windungs
punkten positive Beiträge. Jedes Glied ist offenbar gleich dem halben 
Betrag der Summe .I V p, wo über die Knotenpunkte P derjenigen 
Elementargebiete zu summieren ist, welche der Stelle a zugeordnet 
sind. Die Gesamtsumme ist also gleich dem oben definierten Ausdruck 

~ L; V p, und es wird somit, da die Anzahl n. der Knotenpunkte von Fq 
gleich der doppelten Blätteranzahl ist, 

267. Die Verzweigtheit gestattet noch eine beachtenswerte geome
trische Deutung mittels des der Fläche zugeordneten Graphen G {vgl. 
XI, § 2). Als Bild eines Halbblattes der RIEMANNschen Fläche hat 
man in G ein q-Eck (Fundamentalpolygon P), dessen Eckpunkte den 
Spurpunkten w1 , ... , wq zugeordnet sind. Wir führen in G eine Winkel
metrik ein, indem wir einem Winkel, dessen Spitze einem Windungs-

punkt (m-1)-ter Ordnung entspricht, das Maß : erteilen. Aus nahe

liegenden Gründen bezeichnen wir die durch n geteilte Winkelsumme 

L; ~ , vermindert um q- 2 ( d. h. um die durch n geteilte Winkelsumme 
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eines euklidischen geradlinigen q-Ecks) als den Exzeß Ep des Polygons: 

Ep= ~ ...!--q+2. 
~m 

Andererseits hatten wir für die Verzweigtheit des zugeordneten 
Knotenpunktes P des Streckenkomplexes den Ausdruck 

V= ~(1--l)=q- ~...!.._ 
P ~ m ~ m 

und es ergibt sich also: 
Die Verzweigtheil V P eines Fundamentalpolygons P vermehrt um dessen 

Exzeß ist gleich 2. 

268. Was läßt sich nun über den Betrag der mittleren Verzweigtheit 
einer RIEMANNschen Fläche Fq schließen? Für die n-blättrige Fläche 

einer rationalen Funktion ist V= _.:!_ ~V P = 2 -- ~, also stets kleiner n~ n 

als 2, und der mittlere Exzeß -1-~ E P positiv. Mit Hilfe der EDLERsehen n~ 
Polyederformel ist es nun leicht einzusehen, daß die (untere) mittlere 
Verzweigtheit V einer transzendenten Fläche Fq mindestens gleich 2 sein 
muß; andererseits ist V P 5 q und daher auch der Mittelwert V ;'S q. 

269. Um die hier vorkommenden Verhältnisse näher zu beleuchten, 
betrachten wir vorerst den einfachen Fall einer regulär verzweigten 
Fläche, für welche die mittlere Verzweigtheit V mit der Verzweigtheit V P 

eines beliebigen Fundamentalpolygons übereinstimmt. Es sind drei Fälle 
zu unterscheiden: 

1. Der elliptische Fall tritt ein, wenn V< 2 ist. Führt man in der 
z-Ebene eine sphärische Metrik ein, so können die Fundamentalpolygone 
als ein geodätisches Kreisbogenpolygon so gewählt werden, daß der 
Winkelexzeß gleich nE wird, wo E = E P der oben erklärte Exzeß ist. 
Die entsprechende rationale Abbildungsfunktion w (z) ist eine Ikosaeder
funktion. 

2. Wenn V= 2, E = 0 ist, so hat man es mit dem parabolischen Fall 
zu tun. Die Fundamentalpolygone können als gewöhnliche euklidische 
Polygone mit verschwindendem Winkelexzeß genommen werden, und 
w (z) ist doppeltperiodisch (XI, § 2). 

3. Für V> 2, E < 0 tritt der hyperbolische Fall ein. Die Funktion 
w (z) ist in einem Kreis, z. B. in ; z: < 1, als eine automorphe Funktion 
definiert. Führt man hier die POINCAREsche Maßbestimmung (I, § 1) 
ein, so gilt die LoBATSCHEWSKYsche Geometrie und die Polygone P 
können als geodätische Kreisbogenpolygone gewählt werden mit dem 
Winkeldefekt n 1 Ei. Der Maximalwert V= q kommt bei der uni
versellen Überlagerungsfläche F'J' der bei w1 , ... , wq punktierten w
Ebene vor. 
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270. Geht man nun zu den nichtregulär verzweigten Flächen Fq 
über, so läßt sich, wie wir gesehen haben, immer noch eine Winkelmetrik 
einführen. Falls diese im Mittel sphärisch ist, d. h. falls V< 2, E > 0 ist, 
so liegt der elliptische Fall vor. Was nun die transzendenten Flächen Fq 
betrifft, so erhebt sich folgende Frage: 

Problem. Liegt allgemein der parabolische oder der hyperbolische Fall 
vor, je nachdem die Winkelgeometrie der Fläche Fq "euklidisch" oder 
"lobatschewskysch" ist, d. h. je nachdem der mittlere Exzeß E = 2- V 
gleich Null oder negativ ist? 

Dem Verfasser sind keine Beispiele von Flächen Fq bekannt, für 
welche die vermutete Beziehung nicht bestehen würde1. Außer für die 
regulär verzweigten Flächen, läßt sich dies noch für gewisse andere 
einfache Unterklassen der Flächen Fq mittels der Defektrelationen streng 
begründen, wie im § 2 dieses Abschnitts gezeigt werden soll. 

Alles was hier für die Flächen Fq ausgeführt worden ist, läßt sich 
unverändert für die allgemeinere Klasse von Flächen F (W1 , ... , Wq) 
wiederholen, deren Windungspunkte durch gegebene, punktfremde Ge
biete W. der w-Ebene getrennt sind (vgl. XI, § 2 Nr. 250). 

§ 2. Defektrelationen und Verzweigtheit. 
271. Daß die allgemeinen Defektrelationen als Aussagen über die 

Singularitäten der einfach zusammenhängenden RIEMANNschen Flächen 
gedeutet werden können, ist fast unmittelbar einleuchtend und wurde 
auch im Laufe unserer Darstellung bereits mehrfach betont. Die in 
§ 1 enthaltenen Auseinandersetzungen gestatten uns tiefer in das Wesen 
dieser Zusammenhänge einzudringen. Wir haben dort für die relativ 
einfach aufgebauten FlächenFq (oder F (W1 , ... , Wq)) mitlauter isolierten 
Windungspunkten eine Art von "kranzförmiger Ausschöpfung" der 
Fläche erklärt, die uns zum Begriff der mittleren Verzweigtheit V der 
Fläche führte. Nun beruht auch das Verfahren, welches der all
gemeinen Wertverteilungslehre einer ganz beliebigen, offenen einfach
zusammenhängenden RIEMANNschen Fläche F zugrunde liegt, auf einem 
Näherungsprozeß, durch welchen die Fläche, wenn auch in ganz anderer 
Art, ausgeschöpft wird. Hier wird nämlich die Näherungsfläche nicht 
durch das Zusammenfügen einer endlichen Anzahl von "Blättern" 
von F hergestellt; dies würde in den allgemeinsten Fällen gar nicht 
möglich sein, da eine natürliche, allgemein gültige Regel für die Zerlegung 
in "Blätter" sich kaum aufstellen läßt. In der Tat wird die Näherungs
fläche, ohne Rücksicht auf den Verzweigungscharakter von F, durch 

1 Dies gilt offenbar z. B. für die Flächen Fq mit endlich vielen Windungs
punkten. Für diese ist ja Ep = o, außer höchstens für endlich viele Punkte, und 
daher auch E = 0. In Übereinstimmung hiermit ist der Typus dieser Flächen para
bolisch. 
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Einführung einer gewissen Maßbestimmung auf F erklärt; für jedes r > 0 
werden diejenigen Punkte der Fläche in Betracht gezogen, deren Bild
punkte im Kreise ! z j < R ( :S cc) in das Innere des Kreises j z < r fallen. Die 
derart erklärte Teilfläche Fr geht für r -~ R in die gegebene Fläche F über. 

Obwohl die Fläche F, also vermittels eines ganz anderen Kon
struktionsprinzips hergestellt ist als die Näherungsflächen F~ der Flächen 
Fq in § 1, so lassen sich ihr gewisse, den Begriffen von § 1 analoge Größen 
zuordnen, welche in etwas modifizierter Form die Verzweigtheit jener 
Fläche beschreiben. Nach dem Vorbild von Nr. 266 könnte man nämlich 
folgendermaßen vorgehen: Für ein gegebenes r < R berechne man die 
Anzahl der Blätter des RIEMAN)fschen Flächenstücks F"' welche über 
einer gegebenen Stelle w = a liegen. Diese Anzahl ist nichts anderes als 
die früher durch n (r, a) bezeichnete Anzahl der Wurzeln der Gleichung 
w (z) = a im Kreise 'z I ';Sr. Alsdann fasse man sämtliche über a befind
lichen verschiedenen 'Blätterzyklen ins Auge: die Anzahl derselben ist 
gleich der Anzahl n (r, a) der verschiedenen Punkte z in :Z Sr, für welche 
w (z) gleich a wird. Die nichtnegative Größe n (r, a) -~ n (r, a) gibt die 
gesamte Ordnung der über w = a gelegenen algebraischen Windungs
punkte von Fr an. Bezeichnet man nun durch n (r) die größte der Anzahlen 
n (r, a) für alle Werte a (eine Größe, welche als die "Blätterzahl" von F, 
erklärt werden kann) und bildet man die Differenz (vgl. hierzu Nr. 266) 

n(r)-n(r, a)=(n(r)--n(r, a))+(n(r, a)--n(r, a)), 

so wird dieser Ausdruck für alle Werte a verschwinden, außer für die
jenigen, welche Spurpunktealgebraischer Windungspunkte vonF, sind, oder 
für welche die Blätteranzahl n (r, a) kleiner ist als die :VIaximalanzahl 
n (r) der Blätter der Fläche F,. Das erste Glied der rechten Seite der 
obenstehenden Identität gibt die Anzahl der fehlenden Blätter an; falls 
nun a eine direkte transzendente Singularität der Fläche Fist, so wird sich 
diese um a winden, und die Größe n (r)- n (r, a) wächst für r --o- R un
beschränkt. Jene Differenz gibt also gewissermaßen ein Maß für die 
Stärke der "transzendenten Verzweigtheit" der Fläche F über a an. 

Mittels des Ausdrucks n (r)- n (r, a) kann man in Analogie mit dem 
Verfahren von Nr. 266 eine Art von "mittlerer Verzweigtheit" bilden; 
für diese ergibt sich der Ausdruck 

n (r)- n (r, a) n (r)- n (r, a) -! n (r, a)- ii (r, a) 
----;,(?) ·- = ---;1(Y) ---- ---- ~Trr--·. 

272. Mit Rücksicht darauf, daß die Fundamentalsätze der Wert
verteilungslehre nicht mit den Größen n sondern mit den MittelwertenN 
operieren, wollen wir auch in den obigen Ausdrücken die Anzahlen 
n, n durch die Anzahlintegrale 

J'n (t, a) -- JZ (0, a) 
N(r,a)=- --1 ----dt+n(O,a)logr, 

() 
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N~~ ( ) Jn(t,a)-n(O,a)dt+ -(O )l 1 r, a = 1 n , a og r 
0 

ersetzen. Führt man noch, statt der Maximalanzahl n(r), das Maximum 
]\' (r) = max N (r, a) 

(a) 

ein, so wird nach dem ersten Hauptsatz und den in VI, § 4 gegebenen 
Zusätzen desselben 

für r--+ R 

für jede nichtbeschränktartige Funktion, deren Charakteristik also für 
r--+ Runbeschränkt wächst. Werden also die Größen N stattneingeführt 
und überdies noch N (r) durch den asymptotisch gleichwertigen Ausdruck 
T (r) ersetzt, so findet man für die "mittlere Verzweigtheit" der Fläche 
F, über der Stelle w = a den Ausdruck 

o(r, a) +~(r, a) =f9(r, a)' 
WO 

o( )- __ j:'(r,a) ~( )- N(r,a)-;V(r,__c1 r, a - 1 T (r) , r, a - T (r) , 

@(r a) -1- j!(!'.al 
' - T(r) · 

Hierbei kann ~ (r, a) als eine mittlere Ordnung der über a gelegenen 
algebraischen Windungspunkte gedeutet werden, während o (r, a) ein 
Maß für die "transzendente Verzweigtheit" der Fläche F, über der Stelle 
W=a angibt; e(r, a) ist die "totale Verzweigtheit" der Stelle a. 

In dieser Art haben wir auch den Anschluß an die Fundamental
größen der allgemeinen Wertverteilungslehre gewonnen. Die unteren 
Grenzen der obigen drei Ausdrücke für r = R sind nichts anderes als 
der "totale Verzweigungsindex 0(a)", der Defekt o(a) und der Index 
~(a) der algebraischen Verzweigtheit für den Wert a. Die Summen 

.Io(a)+.I~(a) 

oder auch der mindestens gleichgroße Ausdruck 

f9=.If9(a) 
können also als die "gesamte mittlere Verzweigtheit" der nichtbeschränkt
artigen RIEMANNschen Fläche F gedeutet werden. Die Analogie mit 
dem in§ 1 erklärten Begriff der mittleren Verzweigtheit V einer RIEMANN
schen Fläche der Klasse Fq [oder allgemeiner F(W1 , •• . , Wq)] leuchtet 
ohne weiteres ein. 

273. Über die Verzweigtheit e enthält der zweite Hauptsatz be
merkenswerte Aufschlüsse. Im Zusammenhang mit dem Typenproblem 
verdient vor allem die nachfolgende Folgerung desselben Beachtung 
(X, § 3): 
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Falls die totale V erzweigtheit einer einfach zusammenhängenden RIE
MANNschen Fläche größer als 2 ist: 

0=~0(a)>2, 

so gehört die Fläche dem hyperbolischen Typus an. 
Was läßt sich hieraus über die spezielle Flächenklasse Fq schließen, 

deren Verzweigtheit, außer durch die allgemein anwendbare Größe e, 
auch mittels der auf einer kranzförmigen Ausschöpfung beruhenden 
Größe V von § 1 charakterisiert werden kann? Würde die Beziehung 
V> 2 stets die Relation e > 2 nach sich ziehen, so würde es also für das 
Eintreten des hyperbolischen Typus hinreichend sein, daß die mittlere 
Verzweigtheit V der Flächen Fq größer als 2 ist. Mit Berücksichtigung 
der in § 1 gegebenen geometrischen Deutung der Größe V könnte man 
also dann schließen, daß, wie auf S. )01 vermutet wurde, das Bestehen 
der LoBATSCHEWSKYschen Winkelgeometrie im Mittel eine hinreichende 
Bedingung für das Eintreten des hyperbolischen Falles wäre. 

Daß nun aber e > 2 keine notwendige Folgerung aus V> 2 ist, läßt sich 
durch Beispiele nachweisen. Es gibt jedoch einen interessanten Spezial
fall wo dies sicher gilt: der Fall einer über q 2': 5 Grundpunkten w1 , ... , w q 

vollständig verzweigten Fläche; einer Fläche also, die über den Grund
punkten w. in keinem Blatt schlicht verläuft (vgl. X, § 3). Für diese 
Flächen wird, wie man unmittelbar bestätigt, die nach § 1 bestimmte 
mittlere Verzweigtheit V> 2; ihre "Winkelgeometrie" ist also im Mittel 
lobatschewskysch. Andererseits ist aber, wie bereits in X, § 3 gezeigt 
wurde, die zugehörige Größe @ auch stets > 2 und die Fläche gehört also 
zum hyperbolischen Typus. In sämtlichen bisher betrachteten Beispielen 
von Flächen der Klasse Fq besteht die Identität V= e. Gilt dies nun 
für jede Fläche jener Klasse? Wenn dem so wäre, so müßte es auch 
Flächen Fq vom hyperbolischen Typus geben, für welche V= 2 und die 
Winkelgeometrie also euklidisch sein würde, wodurch ein Teil der Ver
mutung von S. 301 widerlegt wäre, indem die nichteuklidische Winkel
geometrie sich als eine nicht unbedingt notwendige Eigenschaft des 
hyperbolischen Typus erwiesen hätte. In der Tat kann man leicht 
Beispiele von Flächen Fq angeben, welche dem hyperbolischen Typus an
gehören und bei denen die für r < 1 definierte Charakteristik T (r) für 
r -->-1 so schnell ins Unendliche wächst, daß 

1 
T (r) : log 1 _ r -+ ro . ( 1) 

Für eine Fläche dieser Art gelten noch die Defektrelationen (vgl. N r. 223), 
und es ist also 0$.2. Wäre nun also für jene Flächen allgemein V =8, 
so hätte man also auch V;'.'; 2. 

274. Es zeigt sich indes, daß die Beziehung V= e keineswegs für 
sämtliche Flächen F von der Eigenschaft ( 1) gilt. Im Gegenteil: dem 
Verfasser ist kein Beispiel der Klasse (1) bekannt, wo nicht V>2(::;;;0) 
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sein würde. Ohne Einzelheiten auszuführen, möge hier ein Beispiel 
Platz finden, das für die vorliegenden Verhältnisse aufschlußreich ist. 

Es sei F ( 0, 1, m) die universelle Überlagerungsfläche der dreifach 
punktierten Ebene, die auf S. 12 durch einen topalogischen Baum 
dargestellt ist, und f (z) die für ] z I< 1 erklärte automorphe Abbildungs
funktion (Modulfunktion). Die Funktion 

w=et(t) 

bildet dann den Einheitskreis auf eine RIEMANNsche Fläche F 4 ab, die 
über w = 0, m vollständig verzweigt ist und über w = 1 und w = e 
neben unendlich vielen logarithmischen Windungspunkten, eine unend
liche Anzahl von schlichten Blättern besitzt; diese hyperbolische Fläche 
gehört zur Klasse F (0, 1, e, m ). Man konstruiert den entsprechenden 
topalogischen Baum einfach aus dem Baum der Modulfläche (S. 12) 
indem man, in jedem dem Grundpunkt w = m zugeordneten Elemen
targebiet, an jeden Knotenpunkt ein logarithmisches Ende anhängt. 
Schöpft man nun diese Fläche kranzartig aus, so ergibt sich für die 
mittlere Verzweigtheit der Wert V= 3. Andererseits überzeugt man 
sich leicht da von, daß die Charakteristik T (r) von der Größenordnung 

1 

et=Y ist, und es muß also gemäß dem zweiten Hauptsatz B~2 sein; 
tatsächlich ist e = 2, weil w = 0, w = Q) als PICARDsche Ausnahmewerte 
den Defekt 1 haben und also schon .I c5 = 2 ist. 

Ein tieferes Eindringen in das Typenproblem setzt für die Flächen 
F (w1 , ... , wq) eine genauere Einsicht in die zwischen den Größen V 
und Q bestehenden Beziehungen voraus. 

§ 3. Hinreichende Bedingungen für den parabolischen Fall. 
275. Die Sätze der Wertverteilungslehre enthalten nur notwendige 

Bedingungen für den parabolischen Flächentypus bzw. hinreichende 
Bedingungen für den hyperbolischen Typus. Sie besagen, daß die Flächen 
dem letztgenannten Typus angehören, sobald ihre Verzweigtheit, ge
messen mit den Fundamentalgrößen der Wertverteilungstheorie, eine 
gewisse Grenze überschreitet. In gleicher Richtung können die Sätze 
von !VERSEN und GRass (XI, § 1) gedeutet werden. Alle diese Ergebnisse 
sind indes vom Standpunkt der Typenfrage immer noch als sehr un
vollständig zu betrachten, selbst dann, wenn man sich auf die Betrachtung 
der relativ einfachen Flächenklasse F (W1 , ... , Wq) beschränkt. 

Hinreichende Bedingungen für das Eintreten des parabolischen 
Falles sind im Laufe der vorangehenden Untersuchung nur im Zu
sammenhang mit gewissen ganz speziellen Flächenklassen zur Sprache 
gekommen. Für die regulär verzweigten Flächen ist das Bestehen der 
Beziehung V= Q = 2 sowohl eine notwendige als hinreichende Eigen
schaft des parabolischen Typus. \Vir haben ferner gesehen, daß die 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 20 
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Flächen mit nur endlich vielen Windungspunkten stets parabolisch sind. 
Im folgenden stellen wir uns die Aufgabe, allgemeinere hinreichende 
Kriterien für Flächen mit lauter isolierten Windungspunkten, also 
speziell für die Klasse F (W1 , ..• , Wq) aufzustellen. 

276. Zu diesem Zweck beweisen wir zuerst den 1 

Hilfssatz. Es sei U (z) eine auf der Kreisfläche [ z ! < R < co erklärte, 
bis auf isolierte Punkte stetige, reelle Funktion von z = x + i y, welche 
nachstehenden Bedingungen genügt: 

1 . An den Unstetig keilspunkten ist U = + co . 
2. Die partiellen Ableitungen erster Ordnung von U sind stetig, mit 

Ausnahme von gewissen glatten Kurvenbogen y die innerhalb I z j < R isoliert 
verlaufen, d. h. in der Umgebung jedes Punktes jener Kreisfläche liegt 
höchstens eine mdliche Anzahl glatter Kurvenstücke y, auf denen die Ab
leitungen möglicherweise unstetig sind. 

3. ( ~~ r + ( ~~ r >0, höchstens mit Ausnahme von isolierten Punkten 

des Kreisinnern jzj<R. 
4. Es strebt U(z)-++co für jzj-+R. 

Sei ferner jgradUj= vl~-~r+r~~)" und, für (?~minU, 

L(e)= /igradU!jdz = ~~~~~[dZ:, (2) 
U=Q U=e 

wo das Integral über die Niveaukurven U (z) = e zu erstrecken ist, welche 
für alle hinreichend großen Werte (! aus einer endlichen Anzahl geschlossener 
glatter Kurven zusammengesetzt sind. 

Unter diesen Bedingungen ist das Integral 

(3) 
konvergent . . 

Beweis. Es sei eo>U(O) und r0 (>0) die kürzeste Entfernung von 
z = 0 nach der Kurve U = (! ~ g0 • Diese enthält dann einen geschlossenen 
Zweig, der die Kreisfläche jzj =;sr0 umgibt und deren Bogenlänge also 
mindestens 2nr0 ist. Die Verwendung der ScHWARzsehen Ungleichung 

ergibt dann4n2r3=;s ( jJdzj)" = ( J Vi ~~ ~~J~~~)" 
U=e U=e V Ion I 

fl aull ')~ 'dz dA(e) :;s an dzj T~t~l =L((?)de' 
on' 

U=e U=e 

1 AHLFORS [9]. Die im Text gegebene Darstellung verdanke ich einer brief
lichen Mitteilung von Herrn AHLFORS. 



Hinreichende Bedingungen für den parabolischen Fall. 307 

wo 

die Ableitung des Flächeninhalts A (e) der Fläche U <eist. Durch Inte
gration findet man für e ~eo 

e 

A() A( ) >4 2 2/ df!_ 
Q - Qo = n ro L (f!)' 

Qo 

und es wird, da A < nR2 ist, für jedes e ~Qo 
Q 

f df! <-1_ (-!!...)" fl!!Y 4n r 0 ' 

Qo 

woraus die Behauptung folgt. 
Bemerkung. Der Satz gilt nicht mehr für R = ro. Setzt man nämlich 

U (z) = l~g )zl, so wird, für log ]zl =e > 1, ]gradU] = ~~= e-e und daher 

L (e) = 2 n] z I e- e = 2 n. Das Integral (3) wird also unendlich. 

277. Die Bedeutung dieses Ergebnisses für das Typenproblem beruht 
darauf, daß der Ausdruck L(e), und somit auch das Integral (3), eine 
gegenüber analytischen Transformationen der Veränderlichen z invariante 
Größe darstellt. Führt man nämlich statt z eine neue Veränderliche 
w=w(z), z=z(w) ein, wo w(z) eine für lzJ<R eindeutige analytische 
Funktion von z ist, so wird für die zusammengesetzte Funktion U(z(w)), 
die eine eindeutige Funktion der Punkte Pw derjenigen RIEMANNschen 
Fläche ist, auf welche der Kreis I z I< R abgebildet ist, 

/lgradwUi jdw:= j:gradzUI/ :~ IJdw]= /JgradzU)[dzl. (4) 
u~e u~e u~e 

278. Sei nun Fw eine über die w-Ebene ausgebreitete, offene, einfach 
zusammenhängende RIEMANNsche Fläche und U (Pw) eine auf dieser 
Fläche eindeutige reelle Funktion, welche nachstehenden Bedingungen 
genügt: 

a) In jedem inneren Punkt Pw der Fläche Fw ist U(Pw) stetig, 
höchstens mit Ausnahme isolierter Punkte. 

b) An den Unstetigkeitsstellen ist U = + ro. 

c) Die Ableitungen ~~-, ~~ (w = u + iv) sind stetig, höchstens mit 

Ausnahme von gewissen glatten isolierten Kurven Yw, d. h. in der Um
gebung jedes Flächenpunktes P w verläuft höchstens eine endliche Anzahl 
von Kurvenstücken Yw· 

20* 
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d) ( ~~ r + ( ~~ r > 0, außer höchstens für isolierte Flächen punkte. 

e) Wenn P~(v= 1, 2, ... ) eine unendliche Folge von Flächenpunkten 
ist, ohne Häufungspunkt innerhalb der Fläche, so strebt 

U (P~)-+ + :xJ für v -~ oo. 

Es sei rQ diejenige Kurve der Fläche FV.'> WO U(P,J=e(>minU). 
Dann gilt folgender 1 

Satz I. Es sei F"' eine offene einfach zusammenhängende RIEMANNsche 
Fläche. Angenommen, daß auf F". eine Funktion U(P",) existiert, welche 
den Bedingungen a), ... , e) genügt, so daß das Integral 

(5) 
divergent ist, mit 

L (e) = .f gradv. U , d w: , 
r(! 

so gehört die Fläche zum parabolischen Typus. 
Wäre nämlich Fw vom hyperbolischen Typus, so könnte es auf einen 

endlichen Kreis [zl <R< oo eineindeutig und, mit Ausnahme der 
Windungspunkte endlicher Ordnung, konform abgebildet werden. Wenn 
z = z (P w), P w = P", (z) die entsprechende analytische Abbildungsfunktion 
ist, so genügt die zusammengesetzte Funktion U ( P,c (z)) den Bedingungen 
des Hilfssatzes, und da ferner der Ausdruck L (e) invariant verbleibt, 
so müßte das Integral (5) entgegen der Voraussetzung endlich sein. 
Die Fläche kann also nicht vom hyperbolischen Typus sein, was zu be
weisen war. 

279. Wir werden das obige Kriterium zur Bestimmung des Typus 
einer einfach zusammenhängenden RIBIANXschen Fläche F mit lauter 
isolierten Windungspunkten anwenden. Im einfachsten Falle, wo F zur 
Klasse F(w1 , •. . , wq) oder etwas allgemeiner zur Klasse F(W1 , ... , Wq) 
(vgl. XI, § 2) gehört, läßt sie sich vermittels eines Streckenkomplexes 
topalogisch charakterisieren. Als eine Verallgemeinerung dieser Dar
stellungsweise werden wir mit KoBA Y ASHI 2 eine Konstruktion ausführen, 
welche für jede Fläche F mit isolierten Singularitäten hergestellt werden 
kann. 

Man denke sich die Fläche F über der RIEMAXNschen Kugel aus
gebreitet und grenze um jeden Windungspunkt w = av der Fläche eine 
Umgebung Qv ab, welche aus der Gesamtheit derjenigen Flächenpunkte 
Pw besteht, deren auf der Fläche gemessener (sphärischer) Abstand 
von av kürzer ist als die Abstände wm den übrigen \Vindungspunkten 
a1, (fl +v). Das derart entstandene iVormalpolygon Q,, wird von einer 

1 Vgl. L. AHLFORS [9]. 2 Z. h:OBAYASHI [lj. 
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Anzahl größter Kreisbogen B berandet, deren Punkte von mindestens 
zwei Windungspunkten die gleiche Entfernung haben. Das von den 
Bogen B gebildete KoBAYASHI-Netz stimmt in den einfachsten Fällen 
mit dem Streckenkomplex überein; jedenfalls sind die Normalpolygone 
Qv und die Elementarpolygone des Streckenkomplexes im Falle der 
Flächen F (w1 , ... , wq) einander eineindeutig zugeordnet. 

280. Wir gehen nun daran, auf der Fläche F eine den Bedingungen 
von Satz 1 genügende Funktion zu erklären. Zu diesem Zweck nehmen 
wir auf dem Netz B einen beliebigen Punkt P w; sofern dieser kein Eck
punkt ist, grenzt er an zwei Normalpolygone Q' und Q", welche die 
\\'indungspunkte w = a' und w = a" enthalten. Falls P w mittels zweier 

Großkreisbogen (s;~), G(Pw, a'), G(Pw, a") mit jenen Punkten ver

bunden wird, so drehen sich diese Bogen um gleiche Winkel, wenn P w 

sich auf der betreffenden Seite B (a', a") des Netzes B bewegt. 
Die Zunahme dr jenes Winkels auf einem Bogenelement ] dw j ist 

offenbar gleich dem Differential 

dr (P ) = i d arg 1 + a w I 
w w-a I' 

wo für a entweder a' oder a" zu setzen istl. 
Sei nun I' 0 ein beliebig festgesetzter Punkt und P w ein beweglicher 

Punkt auf B. Wir bestimmen das Minimum 

r (Pw) =min ( di(P~), 
Po~Pw 

wo P;o auf B von P 0 bis P w läuft. Hierdurch ist r als eine stetige, nicht
negative Funktion des Netzpunktes P erklärt. Sie wird jetzt in jeden 
von den Windungspunkten av verschiedenen inneren Punkt P w der Poly
gone Qv stetig fortgesetzt durch folgende Vorschrift: Man verlängere den 
Kreisbogen G ( P w, av) über P w hinaus, bis er dem Netz B im Punkt 
P~ begegnet, und setze dann T (Pw) = r (P!.). 

Außer diesem Winkelabstand r(Pw) der Flächenpunkte P 0 und Pw 
wird noch eine andere positive und für jedes P w =!= av stetige Funktion a 
durch die Festsetzung 

definiert, wo a derjenige, oder falls P w auf B liegt, ein beliebiger der
jenigen Windungspunkte a ist, der von P w den kürzesten (sphärischen) 
Abstand hat. 

281. Die Summe 
U (Pw) = a(Pw) + r(Pw) 

genügt sämtlichen Bedingungen von Nr. 278. Sie ist in jedem Flächen-

1 Dieses Resultat ist evident für a = 0. Ist a =!= 0, so hat man w durch diejenige 
Kugeldrehung zu ersetzen, welche a~o überführt. 
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punkt Pw =Fa. stetig. Das gleiche gilt für ihre partiellen Ableitungen 
erster Ordnung, mit Ausnahme der Seiten des Netzes B, auf denen 
a(Pw) ein konstantes (positives) Minimum erreicht, sowie gewisser Groß
kreisbogen G(Pw, a.), auf denen r(P",) einen extremen Wert annimmt. 
Führt man die Veränderliche t= a+ir ein, so erhält man als konformes 
Abbild derFlächeFeine über den ersten Quadranten der t-Ebene gelagerte, 
vielblättrige Fläche F1, die keine Windungspunkte enthält, statt dessen 
aber mit senkrechten und waagrechten Faltungen versehen ist, welche 
den oben genannten singulären Kurvenbogen zugeordnet sind 1 . 

Wir fassen jetzt die Niveaukurven U=a+r=const. ins Auge, und 
finden, wegen der in Nr. 277 erwähnten Invarianzeigenschaft des Aus
drucks I gradw Ui ! d w; 

I gradw u [ i d w l = i gradl u I : dt I = v2 : dt: . 
Das über die Niveaukurve Te (U=a+r=e) erstreckte Integral 

L(e)= j[gra<f,.,U(Pw)! [dw 1 

re 

ist also gleich der mit yi multiplizierten Gesamtlänge der auf der 
Faltungsfläche F1 liegenden Bildstrecken a+ r=e von Te. Um diese 
Länge weiter abzuschätzen, bezeichne man, für T > 0, durch n (r) die 
Anzahl derjenigen Punkte Pw auf dem Netz B, welche der Gleichung 

r(Pw) = i 

genügen. Falls der Punkt P w kein Eckpunkt von B ist, so bestimmt 
er zwei Kreisbogen G(Pw, a), auf denen T konstant ist, auf denen also, 
für ein gegebenes e>O, entweder ein oder kein Punkt (a=e-r, r) der 
Niveaulinie Te (a+r=e) liegt. Mit Ausnahme von isolierten Werten r 
befinden sich also über jedem Punkt t =e-r+ i r der Strecke a + r 
=(! (a>O, T>O) der t-Ebene höchstens 2n(r) Bildpunkte von re, und 
es wird also Q 

L(e) = {2j [dtl= 2 J !dr 1 ~4 J n(r)dr. 
re re r=O 

Aus Satz 1 folgt nunmehr der Satz von KoBAYASHI: 

Satz 2. Sei F eine einfach zusammenhängende RIEMANNsche Fläche 
mit lauter isolierten Windungspunkten, B das zugehörige Normalpolygon
netz und n(r) die Anzahl der Netzpunkte Pu., welche von einem beliebig 
gewählten Netzpunkt P 0 den Winkelabstand r haben. 

Falls dann das Integral "' 

J ;.::)d; (6) 

divergent ist, so gehört die Fläche zum parabolischen Typus. 

t Diese Veranschaulichung des KoBA v ASHischen Satzes verdanke ich gleichfalls 
einer brieflichen Mitteilung von Herrn AHLFORS. 
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282. Als Anwendung dieses allgemeinen Satzes betrachten wir den 
einfachen Fall einer Fläche, welche nur endlich viele Windungspunkte 
hat. Für eine solche Fläche bleibt die Anzahlfunktion n (r) offenbar 

"' 
beschränkt. Das Integral (6), das sich also wie j'!_g_ verhält, wird 

12 
divergent, und die Fläche muß also parabolisch sein, wie schon oben 
(XI, § 3) durch andere Erwägungen gezeigt worden ist. 

Für die allgemeine Klasse einer über {~3 Punkten w1 , ... , wq (oder 
allgemeiner: Gebieten W1 , ... , Wq) verzweigten Fläche F~ führt der 
obige Satz auch zu einem interessanten Ergebnis. Wir beschränken uns 
auf den Fall, wo die Fläche lauter logarithmische Windungspunkte 
hat, welche über drei Grundpunkten w1 , w2 , w3 liegen; ein Fall, der 
zuerst von SPEISER1 untersucht worden ist. Man stelle die Fläche durch 
einen Streckenkomplex dar (XI, § 2) und bezeichne mit cp (n) die 
Anzahl der Äste der n-ten Generation. Falls jedem Knotenpunkt P, von 
welchem v (2 :'Sv :'S 3) verschiedene Äste ausgehen, die Zahl v- 2 als 
Verzweigungszahl zugeordnet wird, und 1p (v) die Summe der Verzwei
gungszahlen sämtlicher Knotenpunkte der n ersten Generation bezeichnet, 
so ist 

cp(v) = 1p(v) + 2. 

Andererseits ist es einleuchtend, daß der KoBAYASHische Winkel
abstand T eines Punktes Pw der v-ten Generation des Baumes vom 
Anfangspunkt desselben, dividiert durch v, zwischen endlichen positiven 
Schranken variiert. Hieraus schließt man unmittelbar, indem man das 

e 
m (6) stehende Integral j ndr durch sein Maximum en(e) ersetzt 2 : 

0 

Satz 3. Falls die Fläche F(w1 , w2 , w3) mit lauter logarithmischen 
Windungspunkten versehen ist, und wenn die Verzweigungszahl1p (v) des 
zugehörigen Streckenkomplexes so schwach anwächst, daß die Reihe 

L: n1p\n) 
n=l 

divergent ist, so gehört die Fläche zum parabolischen Typus 3• 

Gewisseneuere Ergebnisse von MYRBERG scheinen darauf hinzuweisen, 
daß selbst bei den einfachsten Flächen F (w1 , w2 , u•3) sich zugleich hin
reichende und notwendige Kriterien kaum aufstellen lassen, solange man 

1 A. SPEISER [J], [2]. 
2 Dieser Satz wurde zuerst vom Verfasser [8] bewiesen durch eine Methode, 

als deren sinngemäße Erweiterung das KOBA Y ASHische V erfahren angesehen 
werden kann. 

3 Für Flächen mit lauter algebraischen \Vindungspunkten gilt ein nahe
verwandter Satz von AHLFORS [4]. Vgl. hierzu auch SPEISER [2], [3], ULLRICH [3]. 
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allein die Verzweigungsstärke der Fläche benutzt. Neben dem Grad der 
Verzweigtheit muß auch die Symmetrie bzw. Asymmetrie im Aufbau 
der Fläche als ein für die Typenfrage wesentliches Merkmal berück
sichtigt werden 1. 

XIII. Die AHLFORSsche Theorie der 
Überlagerungsflächen. 

§ 1. Topclogische Grundbegriffe. 
283. Im Laufe der vorhergehenden Darstellung der Wertverteilungs

lehre hat sich unser Interesse in immer höherem Grade auf die Eigen
schaften der RIEMANNschen Flächen F gerichtet, auf welche der Kreis 
lzj<R;;=;:;oo mittels der gegebenen meromorphen Funktion w=w(z) 
konform abgebildet wird. Für unsere Untersuchung war folgendes 
wesentlich: 1. Auf der Fläche F wurde eine Metrik eingeführt (z. B. 
eine sphärische Metrik im Falle des ersten Hauptsatzes, eine nicht
euklidische (oder noch allgemeinere) Metrik zur Gewinnung des zweiten 
Hauptsatzes). 2. Um die Eigenschaften der ganzen offenen Fläche F 
zu bewältigen, müßte eine Menge von Näherungsflächen erklärt werden, 
durch welche F ausgeschöpft wurde; als solche Näherungsflächen haben 
uns vor allem die Abbilder Fr der Kreise ~z~ <Sr<R gedient. 3. Die 
Abbildung z-+ w ist eindeutig und konform. ' · 

Neuerdings ist von L. AHLFORS 2 ein neuer Weg zu den Hauptsätzen 
angegeben worden, der auf einer direkten Untersuchung der Überlagerungs
fläche F einer gegebenen Grundfläche fußt. Diese Theorie bedeutet in 
mehreren Hinsichten einen bedeutenden Fortschritt. Erstens wird ein 
tieferer Einblick in den Mechanismus der Wertverteilung insofern erzielt, 
als das topalogische von dem metrischen sauber getrennt wird. Zweitens 
wird die Konformität der Abbildung nicht mehr unbedingt vorausgesetzt; 
die Hauptsätze werden auf viel allgemeinere Abbildungen ausgedehnt. 
Drittens ergeben sich jene Hauptsätze in einer neuen, allgemeineren 
Form, die auch für den speziellen Fall einer meromorphen Funktion 
zu Ergebnissen führt, die Verfeinerungen der früheren Ergebnisse dar
stellen, wenn sie auch andererseits jene Resultate nicht in der schärfst 
möglichen ursprünglichen Fassung enthalten. 

284. Um die nötige Grundlage für die Theorie herzustellen, müssen 
zunächst gewisse einfache topalogische Hilfsbegriffe für geschlossene 
oder berandete Flächen eingeführt werden. 

Es sei gegeben eine unendliche Menge F 0 von Punkten P0 . Jedem 
Punkt P~ sind gewisse, diesen Punkt P~ enthaltende Punktmengen 
(P0) als Umgebungen zugeordnet, welche die für den lJmgebungsbegriff 

1 P. J. MYRBERG [2]. 2 L. AHLFORS [JOj. 
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wesentlichen bekannten Eigenschaften besitzen1 . Durch den Umgebungs
begriff sind die Begriffe einer einfachen (Jordan-)Kurve, des Häutungs
punktes einer unendlichen Punktfolge (P0) usw. auf der Punktmenge F 0 

erklärt. Es sei schließlich F 0 außerdem zusammenhängend, d. h. zwei 
beliebige Punkte P~ und P~' auf F 0 sollen sich stet!'? durch eine auf F 
verlaufende stetige Kurve verbinden lassen. 

Auf der so definierten Fläche F 0 ist eine Dreiecksteilung möglich. 
Es läßt sich ( aufunendlich viele Weisen) ein System von, von drei einfachen 
Bogen (Kanten) ß begrenzten einfach zusammenhängenden Gebieten 
(Dreiecken) D1 , D2 , ••• angeben, welche keine inneren (von den Kanten
punkten verschiedenen) Punkte gemeinsam haben und welche sich in 
keinem Punkt P 0 der Fläche F 0 häufen. 

Zwei Fälle sind zu unterscheiden: Entweder ist die Anzahl der Drei
ecke D endlich, dann ist die Fläche F 0 geschlossen: eine unendliche Folge 
von Flächenpunkten hat stets wieder einen Flächenpunkt als Häutungs
punkt. Oder aber die Anzahl der Dreiecke ist unendlich. Dann ist die 
Fläche offen: es kann eine unendliche Punktfolge P 0 angegeben werden, 
welche keinen Flächenpunkt als Häutungspunkt besitzt. 

285. In diesem Paragraphen betrachten wir nur endliche, d. h. aus 
einer endlichen Anzahl von Dreiecken D zusammengesetzte Flächen. 
Neben diesen geschlossenen Flächen, bei denen also jede Dreieckskante 
zu genau zwei verschiedenen Nachbardreiecken gehört, ziehen wir 
auch die berandeten, endlichen Flächen in Betracht, welche ebenfalls 
aus einer endlichen Anzahl von Dreiecken in ähnlicher Weise aufgebaut 
werden, jedoch so, daß jetzt gewisse Kanten zu nur einem Dreieck 
gehören; diese bilden den Rand der endlichen Fläche. Man kommt zu 
dem Begriff einer berandeten, endlichen Fläche, wenn aus einer ge
schlossenen Fläche eine gewisse Anzahl von Dreiecken fortgelassen 
werden; und umgekehrt läßt sich eine berandete Fläche F 0 zu einer 
geschlossenen Fläche ergänzen, indem man zwei identische 2 Exemplare F 0 

nimmt und die zugehörigen Randpunkte identifiziert. 
Für die Zusammenhangseigenschaften einer geschlossenen oder be

randeten endlichen Fläche spielt die Charakteristik 

e=-e+k-p 
eine entscheidende Rolle; hier ist, bei einer gegebenen Dreiecksteilung, 
e die Anzahl der inneren Ecken, k die Anzahl der inneren Kanten und 
p die Anzahl der Dreiecke. Wir wollen als bewiesen voraussetzen, daß 
die Charakteristik von der gewählten Dreieckteilung unabhängig ist. 

Ihren kleinstmöglichen Wert, - 2, erhält die Charakteristik bei 
einer geschlossenen Fläche vom Geschlecht Null (z. B. für die Kugel-

1 Vgl. z. B. B. KEREKJARTO [1]. 
2 D. h. topalogisch aufeinander abgebildete. 
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fläche). Für ein Dreieck oder, allgemeiner, für eine einfach zusammen
hängende Fläche wird e = - 1. 

Wir denken uns eine gewisse Anzahl von inneren Kanten k und 
Ecken e einer gegebenen Dreiecksteilung außer acht gelassen. Es bleibt 
dann eine Anzahl von inneren Kanten k' und Ecken e' übrig. Die Fläche 
setzt sich aus gewissen Polygonen G zusammen, und man bestätigt 
unmittelbar, daß 

e= ~e(G) -e' +k' 

wird, wo e (G) die Charakteristik von G ist. 
Man setze jetzt speziell voraus, daß die inneren Kanten der Polygone 

G aus lauter punktfremden Querschnitten oder Rückkehrschnitten1 s 
der Fläche F 0 bestehen. Da jede solche Kante keinen inneren Eckpunkt 
hat, so wird k' -e' genau gleich der Anzahl n(s) jener Schnitte sein. 

Falls die endliche Fläche F 0 durch ein System von n(s) punktfremden 
Querschnitten oder Rückkehrschnitten (s) in gewisse Teilpolygone G zerlegt 
wird, so gilt 

e= .Ie(G) +n(s). ( 1) 

286. Wir kommen jetzt zu dem Begriff der Überlagerungsfläche. 
Es sei, außer einer gewissen endlichen (geschlossenen oder berandeten) 

Fläche F 0 , die im folgenden Grundfläche genannt wird, noch eine andere, 
ebenfalls endliche (geschlossene oder berandete) Fläche F gegeben. Wir 
denken uns ferner auf jenen Flächen je eine Dreiecksteilung erklärt, 
welche nachstehende Eigenschaften besitzt: 

1. Jedem Dreieck D von F ist ein wohlbestimmtes "Spurdreieck" 
D0 auf F 0 topalogisch zugeordnet. Der dem Punkt P von D zugeordnete 
Punkt P 0 vonF0 heißt Spurpunkt von P; man sagt auch, P liege über P 0 • 

2. Zwei, durch eine Kante k getrennten Nachbardreiecken D von F 
entsprechen stets auch zwei Nachbardreiecke D0 von F 0 , und zwar so, 
daß einem Punkt von k stets ein und derselbe Kantenpunkt auf F 0 

zugeordnet ist. 
Unter diesen Voraussetzungen nennt man F eine Überlagerungsfläche 

von der Grundfläche F 0• Diejenigen Randkanten von F, welche über 
inneren Kanten der Grundfläche F 0 liegen, bilden den relativen Rand 
von F. 

Es sei e ein innerer Eckpunkt auf F; er gehört einem Zyklus von 
DreieckenD als Eckpunkt an. Jedem Dreiecke D0 des entsprechenden 
Zyklus in F 0 ist ein und dieselbe Anzahl m von jenen Dreiecken zuge
ordnet. Falls m > 1, so heiße ist e ein Verzweigungspunkt der Über
lagerungsfläche F; die Zahl m-1 heißt seine Ordnung. 

287. Die Überlagerungsfläche F läßt sich durch folgende Vorschrift in 
"Blätter" zerlegen: Es sei F 1 die Menge derjenigen Dreiecke auf F 0, 

1 D. h. aus einfachen Kurven, die sich auf der Fläche schließen. 
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über welchen mindestens ein Dreieck von F liegt: F 1 heißt das "erste 
Blatt" von F. Das "zweite Blatt" F 2 besteht aus denjenigen Dreiecken 
auf F 0 , welche Spurdreiecke von wenigstens zweiDreieckenD sind usw. 
In dieser Weise wird die Überdeckung von F 0 durch F, insofern es sich 
um die Anzahl der Überdeckungen handelt, durch die Blätter F 1 , F 2 , 

... , F n vollkommen charakterisiert; n bedeutet hier die Höchstzahl der 
Überdeckungen. 

288. Mit Hilfe der Blättereinteilung läßt sich eine wichtige Beziehung 
für die Charakteristik der Überlagerungsfläche aufstellen. Bei einer 
gegebenen Dreiecksteilung der Grundfläche F 0 sei 

e.= -e.+k.-P. 
die Charakteristik des v-ten Blattes der n-blättrigen.Überlagerungsfläche. 

" n 
Man sieht nun sofort, daß für diese Fläche p =.I P. und k =.I k. 

" 1 1 
ist. Dagegen ist im allgemeinen e~.Ie., denn bei der Berechnung 

1 
von e wird die Vielfachheit der als Verzweigungspunkte vorkommenden e 
nicht berücksichtigt, sondern ein jeder solcher Punkt nur einmal mit-
gezählt. In der Tat gilt ,. 

e= .Ie.-v, 
1 

wo v die sog. Verzweigungszahl der Überlagerungsfläche ist, die definitions
gemäß gleich der Summe der Ordnungen sämtlicherVerzweigungspunkte 
von F ist. Für die Charakteristik e = - e + k- p findet man also: 

Die Charakteristik e der Überlagerungsfläche F ist gleich 
n 

e=.Ie.+v, (2) 
1 

wo e. die Charakteristik des v-ten Blattes und V die Verzweigungszahl 
der Fläche ist. 

289. Falls F keinen relativen Rand hat, so sind die Charakteristiken 
der verschiedenen Blätter sämtlich gleich der Charakteristik eo der 
Grundfläche F 0 , und (2) geht über in die sog. HuRwnzsche Relation 

e=neo+v, (2') 

welche also die Charakteristik einer relativ unberandeten n-blättrigen 
Überlagerungsfläche bestimmt. 

§ 2. Einführung einer Metrik. 
290. Es soll jetzt auf der endlichen Grundfläche F 0 eine gewisse 

Metrik erklärt werden. Um die Anwendbarkeit der Theorie nicht von 
vornherein unnötig einzuschränken, soll jede Metrik zugelassen werden, 
welche folgenden, sehr allgemeinen Postulaten genügt. Wir betrachten 
zunächst den Fall einer geschlossenen Fläche. 
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1. Jedem Bogen ß einer vorgegebenen Klasse (ß) von einfachen 
Kurven ist eine endliche positive Zahl L0 (ß) als Bogenlänge zugeordnet. 
Die Klasse (ß) umfaßt speziell sämtliche in der definierenden Dreiecks
teilung vorkommenden Bogen. 

2. Zwischen zwei beliebigen Punkten der Fläche verläuft mindestens 
ein Bogen ß. Die untere Grenze der Längen der verbindenden Bogefl, 
der Abstand der Punkte, ist positiv. 

3. Zu jedem Punkt (P) gehört fürs >0 eine Umgebung von P, deren 
Punkte von P einen Abstand < s haben. 

4. Jedes von einer einfachen, geschlossenen Kurve ß begrenzte Teil
gebiet D von F 0 hat einen endlichen, positiven Flächeninhalt I 0 (D). 

5. Das Längen- und Flächenmaß sind additiv. 
6. Zu jedem Punkt P der Fläche soll eine Umgebung U P und eine 

positive Zahl h(P) gehören, so daß jede in U P liegende, geschlossene 
Kurve von der Länge L ein Gebiet einschließt, dessen Flächeninhalt I 
der Beziehung 

I<hL (3) 
genügt. 

Diese Bedingungen sind sehr allgemeiner Natur. Sie sind bei allen 
m der Differentialgeometrie gebräuchlichen :Maßbestimmungen erfüllt. 

291. Die in der Bedingung 6. stehende Größe h ist zunächst vom 
Punkte P abhängig. Aus den obigen Postulaten folgt indes, daß die 
Bedingung (3) mit einem festen Wert h für alle Punkte gilt, sofern nur 
die Bogenlänge hinreichend klein gewählt wird: 

6'. Es existieren zwei positive Zahlen d und h, so daß jede geschlossene 
Kurve ß von der Länge L < d einen Flächeninhalt I< h L einschließt. 

Um dies einzusehen, bestimme man zu jedem Punkt die Umgebung 
U p und die zugehörige Konstante h = h (P) und bezeichne durch b (> 0} 
den kleinsten Abstand von P nach dem Rand von U P· Sei dann U'p 

eine Umgebung von P, deren Punkte höchstens um ~ von P entfernt 

sind. Nach dem HEINE-BoRELschen Überdeckungssatz läßt sich die 
geschlossene Fläche F mittels einer endlichen Anzahl von Umgehungen 

U'p überdecken; es seid(> 0) gleich der kleinsten der zugehörigen Zahlen~ 
und h die größte der entsprechenden Konstanten h(P). Ist nun ß eine 
einfache geschlossene Kurve von der Länge L < d, so muß ß innerhalb 
einer wohlbestimmten der ausgewählten Umgehungen U P liegen, und es 
gilt somit, gemäß 6., für das von ß berandete Teilgebiet die Beziehung 
I <h (P) L ~hL, was zu beweisen war. 

292. Hieraus ergibt sich weiter der 

Hilfssatz I. Es existiert eine endliche Konstante h>O folgender Art: 
Die geschlossene Fläche F 0 sei durch eine endliche Anzahl von geschlossenen 



Einführung einer Metrik. 317 

Kurven ß von der Gesamtlänge L in zwei Teile D' und D" zerlegt, welche 
aus fe endlich vielen Gebieten zusammengesetzt sind und die Flächeninhalte 
I', I" haben mögen. 

Es gilt dann 
min(I', I") ~hL. (4) 

Falls sämtliche Bogen ß eine Länge < d haben, so begrenzen sie 
gewisse (endlich viele) Gebiete, deren Gesamtinhalt nach 6'. kleiner 
als hL ist, wo h die in 6'. erwähnte Flächenkonstante ist. Die übrigen 
Punkte der Fläche gehören entweder sämtlich zu D' oder sämtlich 
zu D", und jener Gesamtinhalt majoriert somit entweder I" oder I', 
woraus (4) folgt. 

Ist wiederum die Länge von mindestens einem Bogen ß nicht kleiner 
als d, so ist auch L ~d. Bezeichnet I 0 =I'+ I" den Inhalt der ganzen 
Fläche F 0 , so wird also 

min (I' I") < ~ < ~ L 
' = 2 = 2d ' 

und (4) gilt, falls man h gleich der nur von der Flächenmetrik abhängigen 
h Io 

Za 1 Tli setzt. 

293. Falls die endliche Grundfläche F 0 berandet ist, so ergänzt man 
sie, wie in Nr. 285 angegeben wurde, durch Zusammensetzung von zwei 
identischen Exemplaren F 0 zu einer geschlossenen Fläche F0 • Es wird 
angenommen, daß die auf F 0 gegebene Längen- und Flächenmetrik so 
gewählt ist, daß die Bedingungen 1.-6. auf F 0 gelten. Dann besteht 
Hilfssatz 1 auf F0 und also auch auf F 0 , sofern die Kurven ß relativ 
zu F 0 geschlossen sind, d. h. sofern sie entweder sich innerhalb F 0 schließen, 
oder Querschnitte von F 0 sind, die also zwei Randpunkte von F 0 ver
binden; auf F 0 entspricht nämlich einem Querschnitt eine geschlossene 
Kurve. 

294. Es sei ß ein einfacher Bogen auf F 0 und P ein Punkt von ß. 
Wenn dann zwei positive Zahlen d (P) und h (P) existieren, so daß die
jenigen Teilbogen von ß, deren Punkte von P höchstens den Abstand 
d (0< d< d (P)) haben, eine Gesamtlänge 

'A<h(P) ·d 

besitzen, so möge ß im Punkte P regzflär heißen. Wenn der Bogen ß 
in P regulär ist, so genügt er offenbar auch folgender wichtigen Be
dingung: Es existiert eine Umgebung U P und eine Zahl h(P), so daß 
derjenige Teil von ß, der innerhalb einer in U p gezogenen, den Punkt P 
umgebenden geschlossenen Kurve von der Länge L liegt, eine Länge 
<h(P)L hat. 

Der Bogen ß heißt kurz regulär, wenn er in jedem Punkt diese Regulari
tätseigenschaft besitzt. 
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Im folgenden soll vorausgesetzt sein, daß sämtliche als Kanten der 
in Betracht kommenden Dreiecksteilungen regulär sind. In genauer 
Analogie mit dem Beweis von Hilfssatz 1 ergibt sich dann die Richtigkeit 
folgender Behauptung: 

Hilfssatz 2. Wenn ß eine einfache Kurve auf der geschlossenen Fläche F 0 

ist, so existiert eine endliche Zahl h > 0 von folgender Eigenschaft: Zieht 
man auf F 0 gewisse geschlossene Kurven von der Gesamtlänge L, welche F 0 

in zwei Teile zerlegen, die aus je endlich vielen Gebieten bestehen, und 
bezeichnen 11.', 11." die Gesamtlängen der in diese Teile fallenden Teilbogen 
von ß, so gilt 

min (/1.', /1.") < hL. (5) 

295. Auch dieser Hilfssatz gilt, falls die Fläche F 0 nicht mehr ge
schlossen, sondern endlich und berandet angenommen wird; dies wird 
man durch das Verfahren von Nr. 293 einsehen. Die zerlegenden Kurven 
von der Länge L sind dann nur relativ zu F 0 geschlossen: sie können 
also speziell Querschnitte von F 0 darstellen. 

Insbesondere ist zu beachten, daß man, im Falle einer berandeten 
Fläche, den Bogen ß als einen Teil des Randes von F 0 nehmen kann, 
sofern dieser nur regulär ist. Man gelangt so zu folgendem, für die spätere 
Untersuchung wichtigen 

Folgesatz. Wenn F 0 endlich und berandet ist, so existiert eine Kon
stante h folgender Art: Falls F 0 durch ein System von endlich vielen Quer
schnitten von der Gesamtlänge L in zwei Teile zerlegt wird, so zerfällt der 
Rand in zwei Teile, deren Gesamtlängen 11.', /1." der Beziehung 

min(/1.', A.")<hL (5 ') 
genügen. 

§ 3. Metrische Eigenschaften der Überlagerungsfläche. 
296. Die Metrik der endlichen Grundfläche F 0 wird auf die gegebene 

endliche Überlagerungsfläche F derselben übertragen, indem man jeder 
Kurveßund jederTeilfläche D vonF als Länge und Inhalt die LängeL und 
den Inhalt I der Spurkurve ßo bzw. der Spurfläche D0 auf der Grund
fläche F 0 zuordnet. Nunmehr wird es möglich sein, auf der Über
lagerungsfläche eine Fundamentalgröße einzuführen, welche für diese 
Fläche eine ähnliche Rolle spielen wird, wie in der Wertverteilungslehre 
die Charakteristik T (r) für die RIEMANKsche Fläche F,. 

297. Dividiert man den gesamten Inhalt I der Überlagerungsfläche F 
durch den Inhalt I 0 der Grundfläche F 0 , so erhält man als Quotient 
eine Größe 

(6) 
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welche die mittlere Blätteranzahl von F heißt. Wenn D ein gegebenes 
Gebiet der Grundfläche F 0 vom Inhalt I 0 (D) ist, so erklärt man ferner 
die mittlere Blätteranzahl von F über D als den Ausdruck 

S (D) = -i ~~~ , (6') 

wo I (D) den gesamten Flächeninhalt der über D liegenden Teile der 
Überlagerungsfläche F bezeichnet. 

Ähnlich wird schließlich die mittlere Blätteranzahl S (ß) von F über 
einer gegebenen Kurve ß der Grundfläche F 0 erklärt. Bezeichnet L 0 (ß) 
die Länge von ß und L (ß) die Gesamtlänge der über ß liegenden Bögen 
auf der Überlagerungsfläche F, so ist 

L ({3) 
S (ß) = Lo ({3). (6") 

298. Für die folgende Untersuchung ist es von großer Bedeutung 
zu wissen, in welcher Art und Weise die mittlere Blätteranzahl von 
dem Grundgebiet D oder von der Grundkurve ß abhängt. In dieser 
Hinsicht gilt zunächst der 

Überdeckungssatz I. Es existiert eine nur von der Metrik der Grund
fläche F 0 abhängige Zahl h > 0, so daß jede endliche Oberlagerungsfläche F 
von F 0 der Bedingung 

(I. 1) 

genügt, wobei L die Länge des relativen Randes von F bezeichnet. 
Zum Beweise zerlege man die Fläche F in die in Nr. 287 erklärten 

Blätter F 1 , ... , F n. Es gilt dann 
n n 

I=II., L=IL., 
1 1 

wo I. den Flächeninhalt, L. die Länge des relativen Randes des v-ten 
Blattes F. bezeichnet. Entsprechend gilt 

n 
I(D) =II.(D), 

1 

wenn I.(D) der Flächeninhalt des über D liegenden Teils von F. (d. h. 
des Durchschnitts von D und F.) ist. 

Es ist I.(D) ~I. und daher 

S _ Iv(D) < Iv 
.(D)= I 0 (D) = I 0 (D). 

Andererseits gilt 

und es wird folglich, da 

_ Iv < I. 
5.= Io = Io(D), 

s. und S.(D) nichtnegativ sind, 

15.-S.(D)j:S Io~;). 
auch 

(7') 
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und andererseits 

Io -- lv 1 - S (D) < - - -
v = Io(D) • 

1 _S =!0 -I"-<!0 -I~ 
v [ 0 = I 0 (D) ' 

also, da 1 -Sv (D) und 1 -Sv nichtnegativ sind, 

I Sv- Sv(D)[ =I (1- S,.)- (1-- Sv(D)): :=::/;o~~v. (7") 

Zusammenfassend erschließt man aus (7) und (7') 

I Sv- Sv(D)[ ~-.r;;+D)min(I,,, 10 -I,.), 

oder, gemäß Hilfssatz 1, 

[Sv- Sv(D): ~-dJ5) L •. 

Durch Addition ergibt sich schließlich 

: S-S(D): = 12 (Sv-Sv(D): S1o~D) 2 L,.= -~"~~D)L, 
1 ' 1 

(8) 

womit die Beziehung (I, 1) bewiesen ist. 

299. Für die mittlere Blätteranzahl S (ß) der Überlagerungsfläche F 
über einer gegebenen regulären Kurve ß der Grundfläche besteht ein 
analoger 

Überdeckungssatz 2. Es existiert eine nur von der Metrik der Fläche 
F 0 und von der Wahl der regulären Kurve ß attf F 0 abhängige endliche 
Zahl h, so daß 

IS-S(ß) <hL, (I. 2) 

wo L die Länge des relativen Randes von F ist. 
Durch die Zerlegung von F in die Blätter F 1 , ... , F,. erhält man 

für die Länge L (ß) der über ß verlaufenden Bogen den Ausdruck 

" L(ß) = ~Lv(ß), 
1 

wo Lv(ß) die Länge des im Blatte Fv befindlichen Teils von ß ist. 
Wir nehmen zuerst an, daß ß die Fläche F 0 zerlegt, und bezeichnen 

mit D das dem Inhalt nach klein-ere der entsprechenden, von ß be
randeten Teilgebiete. 

Sei nun Dv das Durchschnittsgebiet von D und F.; es hat den Flächen
inhalt Iv (D) und eine Randlänge :;:; Lv (ß) + L., wo L,. die Randlänge 
von Fv ist. Nach dem ersten Hilfssatz gibt es also eine nur von der 
Fläche F 0 abhängige Konstante h, so daß 

Jv (D):;:; h (Lv (ß) + L,,) · 
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Vertauscht man D. gegen das in bezug auf D komplementäre Gebiet 
15. (D.+D.=D), so findet man auf analoge Weise mit derselben 
Konstante h 

I 0 (D) -I.(D) :S h(L0 (ß) -L.(ß) +L.), 

wo L 0 (ß) die Länge der Kurve ß ist. Nach Division durch J0 (D) ergibt 
sich hieraus 

h 
S. (D) ~ Io (D) (L. (ß) + L.) 

und 
h 

1-S.(D) ~ Io (D) (Lo(ß) -L.(ß) +L.). 

Dieselben zwei Beziehungen gelten, auch wenn man links s. (D) durch 

s. {ß) ersetzt, denn die Größe ~~{~) ist nach dem ersten Hilfssatz 

mindestens gleich 1, und die rechten Seiten jener Beziehungen sind also, 
wegen L.?:;.o, sicher nicht kleiner als bzw. S.(ß) und 1-S.{ß). Beachtet 
man schließlich, daß die linksstehenden Ausdrücke andererseits nicht
negativ sind, so wird einerseits 

h 
. 1 s.(D)- s.{ß)l :S I (D) (L.(ß) + L.) 

und andererseits 0 

h 
I s.(D)- s.{ß)f :S Io (D) (Lo(ß) -L.(ß) +L.)' 

also 
I s.(D)- s.{ß)f ~ I.-lb) [L.+min(L.(ß)' Lo(ß) -L.(ß))]. 

Durch Anwendung des zweiten Hilfssatzes ergibt sich hieraus 
schließlich 

1 s.(D)- s.(ß)l < h' L., 

wo h' eine nur von der Wahl der Kurve ß abhängige Konstante ist. 
Gibt man hier v die Werte 1, ... , n und addiert man, so wird 

n 
1 S(D) -S{ß)l s~ 1 s.(D)-S.(ß)f~ h' L 

1 

und schließlich, unter Beachtung des ersten Überdeckungssatzes, 

IS-S(ß)[:ShL, (9) 

wo h wieder nur von ß abhängt. 

300. Hiermit ist der Beweis erbracht für den Fall, wo ß eine reguläre 
Kurve ist, welche die Fläche zerlegt. Um zu dem allgemeinen, im Über
deckungssatz 2 vorausgesetzten Fall zu gelangen, bemerke man, daß 
man durch Wiederholung der Schlußweise von Nr. 298 leicht die Gültig
keit der Relation 

IS{ß)- S (ß')f< Lo~ß'fL (10) 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 21 
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nachweist, wo ß' ein Teilbogen des beliebig gegebenen, regulären 
Bogens ß ist; h ist eine nur von der Wahl von ß abhängige Konstante. 

Schreibt man nämlich die Gesamtlänge der über ß' gelegenen Bogen 
der Überlagerungsfläche in der Form L (ß') =.I Lv(ß'), so hat man 
L. (ß') ;;:= L, (ß) , also 

Ferner wird 

und es wird also 

5 (ß') == Lv(ß~ < L::(ßl_ 
v . . Ln (ß') = Lo (ß') · 

5v(ß) 
Lv (/J) < Lv ({J) 
L~ßf = Zo (ß') ' 

. 5 (ß) 5 (ß')' < Lv (ß)_ 

. v = v I = Lo (ß') • (11') 

Andererseits ist, da der außerhalb des v-ten Blattes liegende Teil
bogen von ß' als Teil in dem entsprechenden Teilbogen von ß enthalten 
ist, L0 (ß')- Lv(ß') ;;:= L 0 (ß) -L0 (ß.,.) und somit 

1 _ 5 (ß') < !-o_({J) ~ Lo (ß0_ 
v = Lo (ß') · 

Es ist aber auch 

1 = 5 (ß) = }-o (ß)=_Lv_(ß]_ < Lo (ß)- Lv((i)_ 
v · L 0 (ß) = Lo (ß') ' 

und die Verbindung der zwei letzten Beziehungen ergibt 

I 5 (ß) = 5 (ß') I < Lo (ß) - 0_Jf!)_ 
v v = Lo (ß') . ( 11 ") 

Als Zusammenfassung von ( 11 ') und ( 11 ") erhält man nunmehr 

I 5,(ß) = 5v(ß')[;;:: Lo1(ß') min(Lv(ß)' Lo(ß) =L,(ß)) 

und, unter Beachtung des zweiten Hilfssatzes, 

] 5.(ß)- 5v(ß')[;;:: Lo ~') L,, ( 11) 

wo Lv die Randlänge des v-ten Blattes bezeichnet und h eine nur von 
der Wahl von ß abhängige Konstante ist. Die Summation dieser Un
gleichungen ergibt schließlich die in Aussicht gestellte Beziehung (10). 

301. Die endgültige Fassung des Überdeckungssatzes 2 ist nun eine 
Folge aus der letztgenannten Beziehung, zusammen mit der für 
einen geschlossenen, die Fläche F 0 zerlegenden Bogen ß bestehenden 
Relation (I. 2). Um einzusehen, daß die Behauptung (I. 2) für einen 
beliebigen regulären Bogen ß besteht, wähle man auf ß einen beliebigen 
Punkt P, nehme eine beliebige Umgebung U P von P und bezeichne 
durch ß' den in U P fallenden Teilbogen von ß. Dieser Teilbogen ß' läßt 
sich in U P zu einem geschlossenen Bogen ß P ergänzen, der die Fläche F 0 
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zerlegt. Nun wende man die Relation (10) einerseits auf ß und ß', anderer
seits auf ßp und ß' an, und setze dann die Beziehung (I. 2) für den zer
legenden Bogen ß P an. Die Zusammenfassung dieser drei Beziehungen 
ergibt alsdann die allgemeine Behauptung (I. 2). 

302. Bemerkung. Für das folgende ist es von großem Gewicht, zu 
beachten, daß der Überdeckungssatz 2 für berandete Flächen F 0 gilt 
(vgl. hierzu Nr. 295) und daß man dann insbesondere den Bogen ß als 
einen Randbogen von F0 nehmen kann, sofern der Rand regulär ist, 
was im folgenden stets vorausgesetzt werden soll. 

§ 4. Hauptsatz über endliche Überlagerungsflächen. 
303. Es wurde in § 1 schon hervorgehoben, daß die topalogische 

Relation 
(12) 

welche die Charakteristik einer n-blättrigen endlichen Überlagerungs· 
fläche F als Funktion von den Charakteristiken der Blätter F1 , ••. , F n 

und der Verzweigungszahl v (von F) bestimmt, als speziellen Fall die 
HuRWITZsche Beziehung 

(12') 

enthält, falls F relativ zur Grundfläche F 0 unberandet ist. Aus dieser 
Beziehung ist zu ersehen, daß die Charakteristik e der Überlagerungs
fläche F mindestens gleich ist der Charakteristik eo der Grundfläche, mul
tipliziert mit der Blätteranzahl n. Nachdem die Flächenmetrik ein
geführt worden ist, läßt sich aus der allgemeinen Charakteristikrelation 
(12) eine Beziehung ableiten, welche zeigt, daß die HuRWITZsche Un
gleichung e ~neo auch für berandete Überlagerungsflächen besteht, 
falls die Blätterzahl n durch die oben erklärte mittlere Blätterzahl S 
ersetzt wird, vorausgesetzt, daß auf der rechten Seite eine Größe hinzu
gefügt wird, welche im folgenden die Rolle eines unwesentlichen Rest
gliedes spielen wird. Dies ist der wesentliche Inhalt des nachstehenden 
fundamentalen Satzes1. 

Hauptsatz. Es sei F 0 eine geschlossene oder berandete endliche Grund
fläche von der Charakteristik eo, auf welcher eine Maßbestimmung von der 
in § 2 angegebenen Art eingeführt worden ist. Dann existiert eine positive 
Zahl h, so daß fede endliche Überlagerungsfläche F von F 0 der Beziehung 

e~e0S-hL (II.1) 

genügt, wobei e die Charakteristik und L die relative Randlänge von F 
bezeichnen 2. 

1 AHLFORS [10], S. 168. 
2 (j ist die größere der Zahlen e und Null. Der Satz ist offenbar für r!o So trivial; 

es kann also im folgenden r!o > 0 vorausgesetzt werden. 

21* 
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304. Es soll hier nur der Fall einer schlichtartigen Grundfläche be
trachtet werden 1. Die Fläche F0 möge von q(>2) geschlossenen Rand
kurven (oder Punkten) berandet sein; es ist dann (!0 =q-2. Man ziehe 
q punktfremde Querschnitte ßv ... , ßq und bezeichne durch F~, F'o' 
die zwei einfach zusammenhängenden Teile, in welche F 0 zerfällt. Es 
bedeutet keine wesentliche Einschränkung anzunehmen, daß eine Drei
ecksteilung der Fläche F 0 existiert, bei welcher die Querschnitte ß. aus 
lauter Kanten zusammengesetzt sind. 

Nach dieser Vorbereitung fassen wir sämtliche Kantenzüge der 
gegebenen Überlagerungsfläche F ins Auge, welche über den Quer
schnitten ß. liegen. Die von ihnen gebildeten Querschnitte a der Fläche F 
zerlegen diese in eine endliche Anzahl N (G) von einfach zusammen
hängenden Gebieten G. Bezeichnet n (a) die Anzahl der verschiedenen 
Querschnitte a, so hat man nach (1), § 1, für die Charakteristik (! der 
Überlagerungsfläche F den Wert n(a)+..!'e(G), wo e(G) die Charak
teristik von G ist. Die Charakteristik eines jeden berandeten Gebietes 
ist aber ~- 1, und es wird also (! ( G) ::;:=:; -1 und 

(! ~n (a) -N (G). (13) 

305. Um den Hauptsatz aus dieser Beziehung herzuleiten, muß 
eine gewisse Klasseneinteilung der Gebiete G vorgenommen werden. 
Angenommen, daß ein Gebiet G existiert, dessen Berandung genau einen 
Querschnitt a enthält, sei (G1) die Klasse sämtlicher solcher Gebiete 
und (a1) die Klasse der begrenzenden Querschnitte a. Die Klasse (G2) 

möge sämtliche Gebiete G umfassen, deren Rand genau einen, nicht 
zu (a1) gehörenden Querschnitt a enthält; sei (a2) die Gesamtheit dieser 
Querschnitte. In dieser Weise erklärt man zwei Folgen (G1), (G2), ••• , 

(Gp) (p 'S:. n) von Gebieten G und von zugehörigen Querschnitten (a1), 

(a2), ••• , (ap); jedes Gebiet G. hat genau einen, nicht zu den früheren 
Klassen gehörenden Querschnitt a=a. als Randbogen. Das Verfahren 
bricht ab, wenn die übrigbleibenden Gebiete G entweder von keinem 
neuen, noch nicht in Betracht gezogenen Querschnitt a oder von min
destens zwei solchen Querschnitten begrenzt werden; anderenfalls wird 
es fortgesetzt, bis alle Gebiete G miteinbezogen worden sind. 

Jeder Querschnitt a.(v= 1, ... , p) gehört definitionsgemäß zur Be
randung von einem Gebiet G.; weiterhin gilt, daß a. im allgemeinen 
zur Begrenzung von nur einem Gebiet G. gehört. Um dies einzusehen, 
fasse man zuerst die zwei Teile F;, F;' ins Auge, in welche ein gegebener 
Querschnitt a. die Fläche F zerlegt. Mindestens der eine dieser Teile 
enthält ein an a. grenzendes Gebiet G.; es möge z. B. F; diese Eigenschaft 

1 Eine Fläche heißt schlichtartig, wenn sie von jedem einfachen Polygon (Rück
kehrschnitt) zerlegt wird. - AHLFORS [10] hat auch den Fall einer nichtschlicht
artigen Fläche in Betracht gezogen. 
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besitzen. Unter dieser Voraussetzung gehören sämtliche innerhalb F; 
verlaufende Querschnitte a zu den Klassen (a1), (a2), ••• , (a._ 1). 

Nach der Konstruktion der Klassen (G.) und (a.) gehören nämlich 
sämtliche, das betrachtete Gebiet G. begrenzenden Querschnitte, mit 
alleiniger Ausnahme von a., zu den niedrigeren Klassen (a._ 1), ... , (a1). 

Sei a., (v1 < v) ein solcher Querschnitt; da a., mindestens ein Gebiet 
der Klasse (G • .) begrenzt, so muß das andere an a., grenzende Gebiet G 
zu dieser Klasse gehören, und sämtliche dieses Gebiet begrenzenden 
Querschnitte a gehören also zu den Klassen (a • .), ... , (a1). Indem 
man so weiter verfährt, sieht man ein, daß tatsächlich sämtliche in 
F; gelegenen Querschnitte zu den Klassen (a1), ... , (a. _ 1) gehören. 

Angenommen, daß auch das andere an a. grenzende Gebiet G zur 
Klasse (G.) gehört, so folgt aus obigem, daß auch der Teil F0' nur Quer
schnitte der niedrigeren Klassen (a1), ... , (a. _ 1) enthält; dann erschöpfen 
aber der gegebene Querschnitt a. und die Klassen (a1), ... , (a._ 1) die 
Gesamtheit der Querschnitte a. Hieraus folgt: 

Die Querschnitte a. und die Gebiete G. (v = 1, ... , p) sind einander 
eineindeutig zugeordnet, außer in dem einzigen Fall, wo die Gebiete 
(G.) (v= 1, ... , p) die Gesamtheit sämtlicher Gebiete G umfassen. In 
diesem Ausnahmefall gibt es genau einen Querschnitt a., und zwar von 
der höchsten Klasse v = p, der zwei Gebiete G. begrenzt. 

Wir gehen nun zu dem Fall über, wo die Klassen (G.) noch nicht 
die Gesamtheit der Gebiete G erschöpfen. Wenn G ein nicht abgesondertes 
Gebiet ist, so wird es, außer von gewissen abgesonderten Querschnitten 
(a.) entweder 1. von keinem nicht zu (a.) gehörenden Querschnitt a, 
oder 2. von mindestens zwei solchen Querschnitten a berandet. Ein 
einziger nicht abgesonderter Querschnitt kann nämlich nicht als Rand
bogen vorkommen, weil die Klasseneinteilung (G.) dann auch jenes 
Gebiet G mit einbeziehen würde, und zwar als ein Gebiet der Klasse 
Gp+ 1 , welche nach der Voraussetzung jedoch nicht existiert. 

Sei nun G ein nichtabgesondertes Gebiet von der Art 1 und sei 
ap(fl~P) ein begrenzender Querschnitt von möglichst hohem Index fl· 
An diese Seite grenzt ein Gebiet GJ.t=:I=G, und man schließt wie oben, 
daß derjenige Teil der Fläche, welcher durch aJ.t getrennt wird und GJ.t 
enthält, lauter Gebiete G. (v ~fl) enthält. Der entsprechende Schluß 
läßt sich in bezug auf die anderen Seiten von G wiederholen, und es ergibt 
sich so, daß die Querschnitte (a.) die Fläche F in Gebiete zerlegen, die 
mit alleiniger Ausnahme von G sämtlich zu den Klassen (a1), ... , (ap) 
gehören. Es muß also fl = p sein, und das Ausnahmegebiet G wird von 
mindestens zwei Querschnitten ap begrenzt, weil es ja anderenfalls schon 
zur Klasse Gp gehören würde. - Zusammenfassend gilt: 

Falls die Querschnitte (a.) sämtliche Querschnitte a umfassen, so 
sind zwei Fälle möglich: Entweder grenzen die Querschnitte (a.) an 
je ein Gebiet G. an; in diesem Fall gibt es genau ein Gebiet G, das nicht 
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zu den Klassen (Gv) gehört. Oder aber es gibt genau einen Querschnitt 
der höchsten Klasse (ap), der zwei Nachbargebiete Gp trennt; die Ge
biete (Gv) erschöpfen dann die Gesamtheit der Gebiete G. 

Falls es dagegen Querschnitte a gibt, welche zu keiner Klasse (av) 
gehören, so entsprechen die Gebiete Gv und die angrenzenden Quer
schnitte av einander eineindeutig. Jedes von den Gebieten (Gv) ver
schiedene Gebiet G wird dann an mindestens zwei nicht abgesonderte 
Querschnitte a grenzen. 

Wenn der zuletzt betrachtete Fall vorliegt, so teile man noch die 
nichtabgesonderten Gebiete G in zwei Klassen G', G" ein, je nachdem 
die Anzahl der begrenzenden, nichtabgesonderten Querschnitte a kleiner 
als q oder mindestens gleich q ist. Diese Querschnitte a werden schließlich 
durch a11 , a12 , a22 bezeichnet, je nachdem die zwei angrenzenden Ge
biete G beide zur Klasse G' gehören, das eine ein Gebiet G', das andere 
ein Gebiet G" ist, beide zur Klasse G" gehören. Es gilt also dann: 

a) Die Gv und av entsprechen einander eineindeutig. 
b) Die Begrenzung eines Gebiets G' enthält mindestens zwei, höchstens 

q- 1 Querschnitte a11 oder a12• 

c) Die Begrenzung eines Gebiets G" enthält mindestens q Quer
schnitte a12 oder a22• 

306. Wir kehren nun zu der Beziehung ( 13) zurück. Falls die Quer
schnitte av nicht alle Querschnitte a umfassen, so heben sich nach a) die 
jenen Querschnitten zugeordneten Glieder der Differenz n (a)- N (G) 
gegenseitig auf, und es wird also, unter Anwendung einer unmittelbar 
verständlichen Bezeichnung 

e~[n(en)+ ~ n(a12)-N(G')]+[n(a22)+~ n(a12)-N(G")]. (14) 

Bezeichnet Gi ein beliebiges der Gebiete G', dessen Begrenzung 
eine Anzahl n;(a11) ~0 von Querschnitten a11 und eine Anzahl n;(a12) 

von Querschnitten a12 enthält, so wird nach b) n;(a11) +n;(a12) ~ 2. 
Summiert man über alle G', ergibt sich hieraus weiter ~ n; (a11) +.In; (a12) 

~2N(G'). Hier ist .In;(a11)=2n(a11) und .In;(a12)=n(a12), also 

n(a11) + -} n (a12) -N(G') ~0. 

Analog beweist man, mit Rücksicht auf c) 

n (a22) + ~ n (a12) ~ ~ N (G"). 

Die erste dieser Beziehungen zeigt, daß das erste Glied rechts in 
(14) nichtnegativ ist. Unter Berücksichtigung der zweiten Beziehung 
wird nun 

e~n(a22)+ ~ n(ad-N(G")~ q~ 2-(n(a22)+ ~n(a12)), 
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also sicher 
( 15} 

307. Es gilt nun eine untere Grenze für die Anzahl n(a22} derjenigen 
Querschnitte, welche je zwei Gebiete G" begrenzen, zu finden. Zu diesem 
Zweck beachte man, daß jeder Querschnitt a über einer wohlbestimmten 
der Kurven ß1 , ... , ßq liegt, durch welche die Grundfläche F 0 zerlegt 
wurde. Bezeichnet man allgemein durch Ä. (a) die Länge von a, dividiert 
durch die Länge der entsprechenden Kurve ß, so ist die Summe der mittleren 
Blätterzahlen der Überlagerungsfläche F über ß1 , ... , ßq gleich 

q 

.I S (ß;) =.I Ä. (a.) +.I Ä. (an)+ .I Ä. (a12) +.I Ä. (a22) · (16} 
i~l 

Nach dem Überdeckungssatz 2 gibt es nun eine nur von der gegebenen 
Flächenmetrik und von der Wahl der Bogen ß1 , ... , ßq abhängige Zahl 
h>O, so daß q 

.IS(ß;)?::qS-hL (16') 
i=1 

gilt, wo S die mittlere Blätteranzahl und L die Länge des relativen Randes 
von F bezeichnet. Eliminiert man .I S aus den zwei letzten Beziehungen 
und bemerkt noch, daß jedes Ä. (a) ~ 1 undalsospeziell .I Ä. (a22} Sn (a22} ist, 
so ergibt sich die Beziehung 

n (a22) ?::q S- hL-.I Ä.(a.)-.I Ä. (an)-.I Ä. (a12) 

oder, gemäß (15} und wegen q- 2 < 1, 
q 

(J?:: (q- 2) S- hL- (.I Ä. (a.) +.I Ä. (a11) +.I Ä. (a12)), ( 17) 

wo also h eine nur von der gegebenen Metrik und der Wahl der Bogen 
ß1 , ... , ßq abhängige Zahl istl. 

308. Es gilt nun zu zeigen, daß die rechtstehenden drei Summen .I Ä. 
von der Größenordnung hL sind. Dies soll durch eine nochmalige An
wendung des Überdeckungssatzes geschehen. Wir betrachten, außer 
der Grundfläche F 0 , diejenigen zwei Grundteilflächen F~ und F~', in 
welche F 0 durch das Bogensystem ß1 , .•• , ßq zerfällt. Falls F' eine 
Überlagerungsfläche von F~ ist, so unterscheidet sich die mittlere Blätter
anzahl S (ß;) von F' über einer der begrenzenden Kurven ß; von der 
mittleren Blätteranzahl S (F') der ganzen Fläche F' um einen Betrag 
<hL', wo L' die relative Länge des Randes von F' ist. Entsprechendes 
gilt für eine beliebige Überlagerungsfläche F" von F~'. Hieraus 
schließt man: 

Es gibt eine Zahl h, so daß, für eine beliebige Überlagerungsfläche 
von F~ oder F~' , die Beziehung 

jS(ß;)-S(ßi)J~hL (18) 

1 Im folgenden wird jede solche Zahl mit h bezeichnet. 
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für jedes Bogenpaar ß;, ßi gilt; L bezeichnet die Länge des relativen 
Randes der Überlagerungsfläche in bezug auf Fb bzw. auf F0'. 

Dieses Ergebnis wird nun auf eines der Gebiete (G,) angewandt, 
welche ja sämtlich Überlagerungsflächen von entweder F0 oder F0' sind. 
Wenn wir uns fortan an den Fall halten, wo die Querschnitte (a.) nicht 
alle 0' umfassen, so entspricht einem gegebenen G. ein wohlbestimmter 
Querschnitt a.; es möge dieser z. B. über dem Bogen ß1 liegen. Es wird 
dann für i= 1, ... , q 

Ä (a.) ;;S S (ß1) ;;S S (ß;) + hL (G.), 

wo L (G.) die Länge des relativ zu F0 bzw. F0' bestimmten Randes von 
G. ist. Gibt man hier i die Werte 1, ... , q, so ergibt sich durch Addition 

q 

qJ.(a.) ;'S,I S (ß;) + qhL (G,). 
i=1 

Hier ist die Summe (.I 5) der mittleren Blätterzahlen von G. über den 
Bogenß; offenbar gleich der Summe ,IJ.(a), wo über sämtliche Seiten 
0' von G, zu summieren ist, und die letzte Relation läßt sich folglich 
auch in der Form 

qÄ(a.) ;;'S~Ä(a) + qhL (G.) (19) 
schreiben. Gl' 

Summiert man nun diese Beziehung über sämtliche Gebiete G., so 
ergibt das erste Glied rechts eine Summe, die höchstens gleich der zwei
fachen Summe .,IÄ(a.) ist, denn jede Seite a von G. gehört zu einer der 
Klassen ( 0' ,..) (p = 1 , ... , p) und grenzt an höchstens zwei der abgesonderten 
Gebiete (G,J. Beachtet man noch, daß die Summe (..I L (G.)) der relativen 
Randlängen der Teilgebiete G. in bezugauf F0 oder F0' höchstens gleich 
der Länge L des ganzen relativen Randes der gegebenen Überlagerungs
fläche F in bezug auf F 0 ist, so wird 

q_IÄ(a.) 52.2' Ä(a.) +qhL 

oder also, da q>2 ist, 
~Ä(a.) ~hL, (20) 

wo h eine neue nur von der Fläche F 0 und von dem Querschnittssystem ß. 
abhängige Konstante ist. 

309. Wir kommen schließlich zur Abschätzung der Summen .I Ä (a11) 

und.,IJ.(a12). Wenn das Gebiet G zur Klasse G' gehört, so wird es höchstens 
von q-1 Bogen a11 oder a12 begrenzt. Zu jedem G' läßt sich also min
destens ein Bogen ß; angeben, über welchem kein begrenzender Bogen 
O'w 0'12 liegt. Bezeichnet S (ß;) die mittlere Blätterzahl von G' über ß;, 
so wird, gemäß (18), 

..IJ.(an) + ..IJ.(a12) ~..I S(ß;) ~(q-1)S(ß;) + (q-1)hL(G'), 
G' G' j=j=i 

wo die Summation links über alle Seiten a11 , a12 von G' zu erstrecken 
ist. Addiert man noch über sämtliche G', so ergibt sich links die Summe 
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2.IÄ(a11) + .Ii(a12). Rechts erscheint eine Summe .I S (ß;), die nach der 
Definition des Querschnitts ß; nur von abgesonderten Querschnitten 
(a.) herrührt; da jeder solche Querschnitt höchstens ein Gebiet G' 
begrenzt, so wird jene Summe höchstens gleich .IÄ(a.). Schließlich hat 
die Summe .IL(G') die relative Randlänge L von F als Majorante, und 

G' 

es wird gemäß ( 20) 

2 .IÄ(a11) +.I Ä (a12) ;S (q-1) .I Ä (a.) + (q-1) hL 'S h' L. (21) 
G' G' 

Mit Rücksicht auf (20) und (21) ergibt die Beziehung (17) die Be-

hauptung (!~(q- 2)S-hL. 

310. Dieses Ergebnis haben wir unter der Voraussetzung gefunden, 
daß die abgesonderten Querschnitte (a.) nicht alle Querschnitte a um
fassen. Es ist nun leicht einzusehen, daß dasselbe Resultat in Kraft 
bleibt, auch wenn sämtliche Querschnitte a schon zu jenen Klassen 
(a.) gehören. In diesem Fall besteht nämlich jedenfalls die Relation 
(20)1. Die Identität (16) reduziert sich auf 

q 

.I S (ß;) = ,IÄ(a.) 
1 

und die Beziehung (16'), welche als eine Folgerung des Überdeckungs
satzes ganz allgemein gilt, ergibt 

q S 'S,IÄ(a.) +hL ;Sh' L. 
Die mittlere Blätterzahl S ist also im vorliegenden Fall von der 

Größenordnung hL und die Behauptung (II. 1) gilt infolgedessen sicher, 
wenn der rechtsstehenden Zahl h nur ein genügend großer Wert ge
geben wird. 

311. Bemerkung. Zum richtigen Verständnis der leitenden Idee beim 
obigen Beweis ist zu bemerken, daß der Satz (II. 1), wie aus dem letzten 
Teil des Beweises hervorgegangen ist, trivial wird, falls die mittlere 
Blätteranzahl S der Überlagerungsfläche von derselben Größenordnung 
ist, wie die relative Randlänge L derselben. Interessant ist allein der 
Fall, wo S im Verhältnis zu L groß ist. Aus dem Beweis ist zu ersehen, 
daß dies dann eintrifft, wenn die Anzahlen der Gebiete der Klasse G" 
und der entsprechenden Querschnitte a 22 im Verhältnis zur Gesamt
anzahl der Gebiete bzw. Querschnitte sehr groß sind 2• 

1 Die Begründung von Nr. 308 gilt auch im vorliegenden Fall. Der einzige 
Unterschied besteht darin: Falls nicht nur die Querschnitte (a.) alle a, sondern 
auch die Gebiete (G.) die Gesamtheit der Gebiete G erschöpfen, so existiert ein Quer
schnitt ap der gleichzeitig zwei Gebiete Gp begrenzt. In (20) könnte also diese Seite 
links zweimal mitgerechnet werden, und jene Beziehung besteht somit nur a fortiori, 
wenn jeder Querschnitt ap links nur einmal mitgezählt wird. 

2 Auf den Fall einer nicht schlichtartigen Fläche soll hier nicht eingegangen 
werden. 
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§ 5. Umkehrung des Hauptsatzes. 
312. Der Hauptsatz (!~(!0 5-hL wurde oben als eine Verall

gemeinerung der gerrauen HuRwnzschen Relation e = (!o n + v auf
gefaßt, welche für eine zur Grundfläche F 0 relativ unberandeten n
blättrigen Überlagerungsfläche F besteht. Falls F außerdem relativ 
zu F 0 unverzweigt ist, verschwindet die Verzweigungszahl v und es wird 
einfach (! = (!o n. Es liegt nun nahe, zu untersuchen, ob für eine relativ 
berandete, aber in bezug auf F 0 1~nverzweigte FlächeFeine dem Haupt
satz analoge Beziehung gilt, welche statt einer unteren Schranke eine 
obere Schranke für die Charakteristik (! enthält. 

Daß dem tatsächlich so ist, soll unter nachstehenden Voraussetzungen 
gezeigt werden (AHLFORS [10], § 5). 

Die endliche Überlagerungsfläche F der schlichtartigen Grundfläche F 0 

sei als Teil in einer endlich vielblättrigen, relativ zur Grundfläche un
verzweigten und unberandeten Überlagerungsfläche F* enthalten. 

Die Blätterzahl von F* sei N; nach der HURWITZschen Relation 
hat man für ihre Charakteristik den Wert N (!o· Der relative Rand von F 
zerlegt das Komplement von F in bezug auf F* in gewisse Teilflächen F. 
Bezeichnet man durch n (y) die Anzahl derjenigen Randbogen y von F, 
welche Querschnitte der Fläche F* darstellen, so ergibt sich nach dem 
Zerlegungssatz (1) andererseits der Wert e-t-..re(F)-t-n(y) für die 
Charakteristik der ganzen Fläche F* = F + ~ F, und es wird also 

N eo=e + ~e (F) +n(y). 
Für jedes einfach zusammenhängende F ist (! (F) = -1; wenn N1 die 
Anzahl solcher Gebiete ist, so wird 

N eo=e + ..J: e (F) -N1 + n(y). 
Nach dem Hauptsatz gilt nun für die Teilfläche F 

e (F) ~ :s eo- h I, 
wobei S die entsprechende mittlere Blätterzahl ist und L die Länge 
des relativen Randes ist. Durch Addition erhält man ~· S = N- S und 
.J; I= L, wo S und L die mittlere Blätteranzahl und die relative Rand
länge von F bezeichnen. Setzt man dies in die obige Identität ein, 
so wird 

(! ~Seo+ N1 -n(y) +hL. 
Besteht nun der Rand von F aus lauter Querschnitten von F*, so 

zerfällt F* in höchstens n (y) + 1 Teilgebiete, und es ist, da eines von 
jenen Teilgebieten mit F zusammenfällt, N1 ~n(y). Jede geschlossene 
Kurve y zerlegt F* in zwei Teile, von denen höchstens der eine einfach 
zusammenhängend ist. Enthält also der Rand von F eine Anzahl cx 
von geschlossenen Konturen y, so wird die Anzahl fv\ also höchstens 
gleich n (y) + cx, und man findet 

e5Se0 -t-hL-t-x. 
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Umkehrung des Hauptsatzes. Es sei F 0 eine schlichtartige endliche 
Fläche und F* eine relativ zu F0 unberandete und unverzweigte, endlich 
vielblättrige Überlagerungsfläche. Dann gibt es eine Konstante h, so daß 
für jede endliche Überlagerungsfläche F von F 0 , welche als Teil in F* 
enthalten t:st, die Beziehungen 

Se0 -hL·:;:::_)!~Se0 +hL+a. (II. 2) 

bestehen, wo S die mittlere Blätteranzahl, L die Länge des relativen Randes 
und a. die Anzahl der geschlossenen Konturen des relativen Randes von 
F bezeichnen. 

§ 6. Sätze ü1?er regulär ausschöpfbare offene 
Uberlagerungsflächen. 

313. Der Begriff der offenen, unendlichen Überlagerungsfläche F* 
einer gegebenen endlichen Grundfläche F 0 kann mittels einer unendlichen 
Folge von endlichen Überlagerungsflächen erklärt werden. Es sei 
F 1 , ... , F., ... eine unendliche Folge endlicher Überlagerungsflächen 
der Grundfläche F 0 , die ineinander geschachtelt sind, d. h. es sei Fv 
als Teil in Fv+l enthalten. Als Grenze erhält man für y-+ oo eine un
endliche, offene Überlagerungsfläche, für welche die Grundbegriffe 
"Punkt", "Umgebung", "Spurpunkt" in evidenter Weise durch die 
Näherungsflächen F. gegeben sind. Zwei Folgen F. und F; (Y = 1, 2, ... ) 
von Näherungsflächen erklären dann und nur dann ein und dieselbe 
offene Grenzfläche, wenn jede Fläche der einen Folge in allen, bis auf 
endlich viele, Flächen der anderen Folge als Teil enthalten ist, und 
umgekehrt. Eine definierende Folge F. nennt man eine Ausschöpfung 
der Grenzfläche F*. 

314. Mit Rücksicht auf den Überdeckungssatz und den Hauptsatz 
sind diejenigen Flächen von besonderem Interesse, für welche folgende 
Bedingung erfüllt ist : 

Die offene Fläche F* heißt regulär ausschöpfbar, wenn wenigstens eine 
Ausschöpfung F 1 , F 2 , ••. existiert, für welche 

lim !-__= 0 
5 

ist, wo L die Länge des relativen Randes und S die mittlere Blätterzahl 
von der Näherungsfläche F bezeichnen. 

Nur für diese Flächen spielt die Größe L in den erwähnten Haupt
sätzen die Rolle eines unwesentlichen Restgliedes. 

315. Es empfiehlt sich, im folgenden gewisse Bezeichnungen ein
zuführen, welche in nahem Zusammenhang mit einigen wichtigen Be
griffen der Wertverteilungslehre stehen. Es sei D ein beliebiges Teil
gebiet der Grundfläche F 0 • Die über D gelegenen, zusammenhängenden 
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Teile der Flächen F einer ausschöpfenden Folge von F* sind von zwei 
Arten: 

Entweder ist ein solches Flächenstück relativ zu D unberandet. 
Dann heiße es eine Insel. 

Oder es besitzt ein Randstück relativ zu D, das dann auch zum 
relativen Rand von F gehört. Ein solches Teilflächenstück von F heißt 
eine Zunge. 

Eine Insel gibt zu der mittleren Blätteranzahl 5 (D) von F über D 
einen Beitrag, der ganzzahlig und gleich der Blätteranzahl. der Insel 
ist; man nennt diese Zahl die Vielfachheil der Insel. Von sämtlichen, 
über D gelegenen Inseln der Fläche F rührt also ein ganzzahliger Teil 
n(D) der Größe 5(D) her, der gleich der Summe der Vielfachheiten 
jener Inseln ist. Setzt man nun 5 (D) = n (D) + m (D), wo also das zweite 
Glied m (D) von den über D liegenden Zungen herrührt, so existiert 
nach dem Überdeckungssatz eine nur von D abhängige Konstante 
h(D), so daß 

n(D)+m(D)=5 +h(D)L, (A) 

für jedes F besteht; 5 und L bezeichnen hierbei die mittlere Blätterzahl 
und die relative Länge des Randes von F. 

Die Analogie dieses Satzes mit dem ersten Hauptsatz der Theorie 
der meromorphen Funktionen ist auffallend. Die Anzahl n (D) der über 
dem Gebiet D liegenden Inseln entspricht der mittleren Anzahlfunktion 
N (r, a) der a-Stellen, der von den Zungen gelieferte Beitrag m (D) zur 
gesamten mittleren Blätterzahl 5 (D) über D entspricht der Sehrniegongs
funktion m(r, a); die mittlere Blätterzahl 5 hat die Rolle der charak
teristischen Funktion übernommen und hL ist ein Restglied von un
wesentlicher Bedeutung, sofern die Bedingung der regulären Ausschöpf
barkeil erfüllt ist. 

Wenn die letztgenannte Bedingung besteht, so wird nach (A) 

1-.- n (D} < 
Im--5 -= 1. (22) 

Diese Beziehung besteht also, wie immer das Gebiet D auch gewählt 
wird. Läßt man D sich auf einen Punkt a der Grundfläche zusammen
ziehen, so wird n (D) in die Anzahl n (r, a) der über a gelegenen inneren 
Punkte von F übergehen, sofern jeder Verzweigungspunkt so oft mit
gezählt wird, wie seine Vielfachheit angibt. Ob die Beziehung (22) 
noch für D-+ a in Kraft bleibt, ist jedoch ungewiß, denn die in (A) 
stehende Konstante h (D) kann hierbei über alle Grenzen wachsen. 

316. Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehen wir daran, einen 
Spezialfall zu betrachten, der immer noch sehr allgemeiner Natur ist 
und für die Anwendungen besonderes Interesse hat. Es soll fortan voraus
gesetzt werden: 
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1. Die Grundfläche F 0 ist eine geschlossene Fläche vom Geschlecht Null, 
z. B. eine Kugelfläche. 

2. Die offene Überlagerungsfläche F* ist einfach zusammenhängend, 
d. h. jede Fläche der ausschöpfenden FolgeFist einfach zusammenhängend. 

Unter diesen Voraussetzungen nehmen wir q > 2 außerhalb voneinander 
liegende Gebiete D1 , ..• , Dq auf der Kugel F 0 und betrachten die über 
denselben liegenden Inseln und Zungen der Überlagerungsfläche F. 
Jeder Insel haben wir eine ganze Zahl ;;;;1 als ihre Vielfachheit zuge
ordnet. Im folgenden empfiehlt es sich, eine Insel noch durch eine 
andere Zahl zu charakterisieren: die Charakteristik der Insel, genommen 
mit umgekehrtem Vorzeichen, soll die einfache Vielfachheit derselben 
heißen; für eine einfach zusammenhängende Insel hat diese Größe den 
Wert 1; sonst wird sie gleich Null oder negativ. 

Die Summe der einfachen Vielfachheiten der über einem Gebiet 
liegenden Inseln der Näherungsfläche sei p (D); es ist p höchstens gleich 
der Anzahl der Inseln; jedenfalls gilt p-;5.n. Aus der oben bewiesenen 
Beziehung (A) folgt q 

,Ip(D;) $.qS +hL. 
i=l 

Um eine untere Schranke für die linksstehende Summe aufzustellen, 
betrachten wir die über den GebietenD; liegenden Inseln Di und Zungen 
D• der Fläche F. Man entferne aus F zunächst alle Zungen D•; da F 
einfach zusammenhängend ist, so bleiben gewisse, ebenfalls einfach 
zusammenhängende Restgebiete F' übrig. Entfernt man alsdann aus 
F' noch sämtliche Inseln Di, so erhält man gewisse Flächenstücke F, 
welche sämtlich Überlagerungsflächen des zu den Gebieten D;(i=1, 
... , q) komplementären Teils F0 der Kugelfläche F 0 sind. Die Gebiete F 
sind von zweierlei Art: entweder sie sind relativ zu F 0 unberandet, oder · 
sie besitzen einen relativen Rand. Die Gebiete erster Art sind sicher 
mehrfach zusammenhängend. 

Da die Gebiete F' durch lauter Rückkehrschnitte in die Inseln Di 
und die Restgebiete F zerlegt worden sind, so gilt für die entsprechenden 
Charakteristiken 

.Ie(F') =.Ie(F) +.Ie(Di), 

und hieraus findet man für die Größe ,Ip(D;) = -.Ie(D;) den Wert 
q 

,Ip(D;) =.Ie(F) +N(F'), 
i=l 

wo N die Anzahl der Gebiete F' ist, welche ja sämtlich die Charak
teristik -1 haben. Bezeichnet nun N1 (F) die Anzahl der einfach zu
sammenhängenden F, so läßt sich die letzte Relation auch schreiben 

q 

,Ip(D;) =.Ie (F) +N(F') -Nl(F). (23) 
i=l 
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Jedes einfach zusammenhängende Gebiet ist nach obigem relativ 
zu F0 berandet; ein solches Gebiet fällt mit einem gewissen der Ge
biete F' zusammen. Die Differenz N (F') - Nt(F) ist also gleich der 
Anzahl N' (F') derjenigen Gebiete F', welche mindestens eine Insel 
enthalten. 

317. Nunmehr wenden wir den Hauptsatz (I I. 1) auf die Überlagerungs
flächen F von F0 an. Die Summe der mittleren Blätteranzahlen jener 
Flächen ergibt die mittlere Blätteranzahl S(F0) von F über F0 , und die 
Summe der Länge der relativen Ränder ist höchstens gleich der gesamten 
Randlänge L von F. Es wird also 

.Ie(F)> (q-2)S(Fo)-hL 

oder, da nach dem Überdeckungssatz S(F0)~5-hL ist, in Verbindung 
mit (23) q 

.Ip(D;)~(q-2)S+N'(F')-hL. (24) 
i=l 

Streicht man hier noch die nichtnegative Anzahl N' (F'), so ergibt sich: 
q 

Die Summe .I p (D;) =-.I(! (Di) der einfachen Vielfachheilen sämt
i=l 

licher über den Gebieten D; liegenden Inseln der Fläche F genügt der Un-
gleichung q 

.Ip(D;) ~(q- 2) 5 -hL, (B) 
i=l 

wo h eine nur von der Wahl der Gebiete D; abhängige Konstante ist. 
Bezeichnet man nun durch n1 (D) die gesamte Anzahl der Ver

zweigungsordnungender Inseln über D, so ergibt sich aus der HURWITZ
schen Relation (2') (§ 1), sofern D einfach zusammenhängend ist, 

p(D) =n(D) -n1 (D) 
und (B) geht über in 

q q 

.In(D;)- .In1 (D;) ~ (q- 2) 5 -hL 
i=l i=l 

oder q q 

,I(S-n(D;)) + .In1 (D;)=:::2S +hL. 
i=l i=l 

Mit Rücksicht auf (A) folgt hieraus noch 
q q 

.I m(D;) + .In1 (D;) =:::2S +hL. (C) 
i=l i=l 

Diese Relation läßt sich als eine sinngemäße Verallgemeinerung des 
zweiten Hauptsatzes 

q q 

:2m(r, a;) + :2 N1 (r, a;)<2T(r) +O(logrT) +0 (log R~r) 
i=l i=l 
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deuten. Die Summe ~n1 der Verzweigungszahlen der InselnDientspricht 
ihrem Bildungsgesetz nach genau der Summe ~ N1 , zu welcher ja jeder 
k-fache Windungspunkt der Fläche F, mit seiner Ordnungszahl k-1 
beiträgt. 

Was läßt sich andererseits aus (B) oder (C) für die Anzahlen der 
über einem gegebenen Grundpunkt a gelegenen inneren Punkte der 
Näherungsfläche F ablesen ? Bezeichnet man diese Anzahl, berechnet 
mit Hilfe der einfachen Vielfachheiten, so daß also auch jeder Windungs
punkt nur einmal mitgezählt wird, durch n(a), so wird jedenfalls, sobald 
der Punkt a im Gebiete D liegt, n (a) ?:;.p (D) und daher nach (B) 

q 

.In(ai) ?:;.(q-2} s -hL. (B') 
1 

Diese Beziehung ist der früheren, aus dem zweiten Hauptsatz folgenden 
Ungleichung (vgl. hierzu Nr. 230). 

q 

~N(r, ai) > (q- 2) T(r) -O(logrT(r)) -0 (log R~r) 
1 

an die Seite zu stellen. 

318. Man setze nun, tm Falle einer regulären Ausschöpfung, für 
F-+F* 

. m(D) -. n(D) 
hm-5-= 1-hm - 5~= t5(D), 

lim nllD) = -D (D). 

Die Größe t5(D), welche gemäß (A) im Intervall (0,1} varriiert, heißt der 
Defekt des Gebietes D in bezug auf die Überlagerungsfläche F*. 

Die Größe -D (D) (?:;.0) wird als Verzweigungsindex von D in bezug auf 
F* bezeichnet. 

Mit diesen Bezeichnungen gilt die allgemeine 

Defektrelation. Wenn die Überlagerungsfläche F* regulär ausschöpfbar 
ist, so gilt für eine beliebige Menge von außerhalb voneinander gelegenen 
Gebieten Di der Grundkugel F 0 

~ t5 (D) + ~ -D (D) < 2. 

Die Summe der Defekte und der Verzweigungsindizes der Gebiete D ist 
also höchstens gleich 2. 

319. Aus der Defektrelation folgert man: 

Satz I. Eine regulär ausschöpfbare Fläche überdeckt sämtliche Punkte 
der Kugel, höchstens mit Ausnahme von zwei Punkten. 

Gäbe es nämlich drei solche Ausnahmepunkte, so könnte man sie 
mit drei außerhalb voneinander liegenden Grundgebieten D1 , D2 , D3 
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überdecken. Über diesen würde dann keine einzige Insel liegen. Die 
entsprechenden Defekte würden also sämtlich gleich 1 werden und es 
wäre ~ b (D) =;;; 3 im Widerspruch mit der Defektrelation. 

320. Eine andere interessante Folgerung aus dem Hauptsatz (B) ist 
folgende: Es sei D ein Ge biet auf der Kugel; die Überlagerungsfläche 
F* sei so beschaffen, daß jede einfach zusammenhängende Insel der 
Fläche F* über D mindestens [l-blättrig ist. Man sagt dann: die Fläche 
F* ist über b mindestens [l-fach verzweigt. Unter dieser Voraussetzung 
gilt 5(D)=;;;n(D)=;;;flp(D), denn die einfach zusammenhängenden Inseln 
allein geben positive Beiträge zu der Größe p. 

Es sei nun die Fläche F* über den Gebieten Di (i = 1, ... , q) 
mindestens fl;-fach verzweigt. Die Beziehung (B) ergibt dann für jede 
Näherungsfläche F 

_2; -L- 5 (D;):;;; _2; p (D;) 2': (q- 2) 5 -hL. 

Andererseits gilt aber nach dem ersten Überdeckungssatz 

5 (D;) < 5 + h L, 
und es wird also 

..±(1-,;i) ~2+h-~' 
daraus folgt 1 

Satz 2. Falls die regulär ausschöpfbare Fläche F* über den außer
halb voneinander liegenden Gebieten D; mindestens fl;-fach verzweigt ist 
(i =1, ... , q), so gilt 

{25) 

Bemerkung. Dieser Satz gilt auch dann, wenn über einem Gebiet D; 
überhaupt keine Insel liegt, sofern man fl; = oo setzt. In der Tat liefert 
ein solches Gebiet D; zu dem Ausdruck p (D;) keinen Beitrag, und alle 
obigen Schlüsse bestehen unverändert, wenn man fl;= oo setzt. 

Ebenso wie die Beziehung (B) verbleibt auch Satz 2 in Kraft, wenn 
man die Gebiete D; durch Punkte a; ersetzt, wobei die Fläche F* über 
einer Stelle a fl-fach verzweigt heißt, falls sämtliche über a gelegenen 
inneren Flächenpunkte Windungspunkte von einer Ordnung =;;;[l-1 
sind (vgl. hierzu X, § 3). 

Falls sämtliche über dem Gebiete D (bzw. über dem Punkt a) ge
legenen Inseln (inneren Punkte) von F* mehrblättrig (Windungspunkte) 
sind, so heißt die Fläche über D (bzw. über a) vollständig verzweigt, eine 
Bezeichnung, von der wir bereits im Abschnitt X,§ 3 Gebrauch gemacht 

haben. Für ein solches D (bzw. a) ist offenbar fl=;;;2, 1- ~=;;;~'und man 

schließt aus (25): 
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Satz 3. Eine regulär ausschöpfbare Fläche besitzt höchstens vier voll
ständig verzweigte Gebiete oder Punkte. 

321. Wir kommen jetzt zu gewissen Anwendungen der Doppelun
gleichung (II. 2). Wie oben, betrachten wir ein System von q außerhalb 
voneinander liegenden GebietenD; der Kugel F 0 und zerlegen das Kom
plementärgebiet r 0 der D; durch q punktfremde Querschnitte in zwei 
Teilgebiete F~ und Fb'. Wir sagen, eine offene, einfach zusammen
hängende Überlagerungsfläche F* von F 0 sei über F0 unverzweigt und 
unbegrenzt, falls F* über Fb und Fb' lauter einblättrige Inseln hat, d. h. 
falls jeder Punkt der Näherungsfläche F, von einer gewissen Fläche 
ab, zu einer solchen Insel der Näherungsfläche gehört. Von einer solchen 
Fläche sagt man auch, daß sie nur über den Gebieten D; verzweigt und 
berandet sei1. 

Sei nun F* eine derartige Überlagerungsfläche der Kugel F 0• Wie 
in Nr. 316 betrachten wir die über F 0 gelegenen Teilgebiete F der 
Näherungsflächen F; durch Wiederholung derselben Schlußweise, schließt 
man, daß die Beziehung (23) gilt. Hier läßt sich nun die Größe b CF) 
mit Hilfe der Relation (II. 2) nach oben abschätzen. Die dieser Be
ziehung zugrunde liegende Voraussetzung, daß F als Teil einer über 
F 0 ausgebreiteten, relativ zu F 0 unberandeten und unverzweigten Über
lagerungsfläche aufgefaßt werden kann, ist nämlich erfüllt. Eine solche 
Überlagerungsfläche F 1 läßt sich in der Tat so herstellen, daß man aus F 
eine solche Menge von Inseln über F0 nimmt, daß die von diesen gebildete 
Teilfläche das Gebiet F enthält, und diese Teilfläche durch Ergänzung 
mit Hilfe eines symmetrischen Flächenstücks zu einer geschlossenen 
Fläche ergänzt, wie dies in Nr. 285 in anderem Zusammenhang aus
einandergesetzt worden ist. Da die Teilfläche F einfach zusammen
hängend ist, so hat sie höchstens eine geschlossene Randkurve in bezug 
auf F 1 , und die Beziehung (I I. 2) ergibt also 

q 

~'p (D;) < (q- 2) 5 + N' (F') + hL + 1. (24') 

In Verbindung mit (24) folgt hieraus: 

Wenn die offene, einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche F* 
der Kugel F 0 nur über den punktfremden GebietenD; (i = 1, ... , q) verzweigt 
und berandet ist, so gilt 

li~~p(D;) -N' (F')- (q-2) 5 I <hL + 1. (D) 

Hier bedeutet N' die Anzahl derjenigen, nach Entfernung der über 
D; (i = 1, ... , q) gelegenen Zungen übriggebliebenen Teile F' von F, 
welche mindestens eine über D; befindliche Insel enthält. 

1 Diesen Begriff haben wir schon in XI, § 2 eingeführt. 

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 22 



338 Die AHLFORssche Theorie der Überlagerungsflächen. 

322. Indem man die einzelnen Schritte des obigen Beweises verfolgt, 
überzeugt man sich davon, daß die Ungleichung (D) auch dann in Kraft 
bleibt, wenn man die Gebiete D; durch Punkte a; ersetzt. In diesem 
Fall fällt aber F' mit der ganzen Fläche F zusammen. Es wird also die 
Anzahl N' (F') entweder Null oder Eins, je nachdem F keinen oder 
mindestens einen über a; (i = 1, ... , q) gelegenen inneren Punkt hat, 
und man schließt infolgedessen aus (D): 

Wenn sämtliche Windungs- und Grenzpunkte der Fläche F über endlich 
vielen Grundpunkten a1 , ... , aq liegen, so wird 

I ~'n(a;)- (q- 2) SI <;hL + 2. (D') 

Ist nun a +a;, so hat man n (a) = n (a), und man findet durch An
wendung von (D') auf das Wertsystem a1 , ... , a;, a 

q 

1 ,.!'n(a;) + n (a) -- (q---1) s· 1 ~hL + 2, 
i 1 . 

was mit Rücksicht auf die ursprüngliche Beziehung (D') 

ergibt. 
:n(a) -S[;:=hL+4 

Dies zeigt, daß die Blätteranzahl n (a) für alle a + a; asymptotisch 
gleich der mittleren Blätteranzahl S ist, sofern die Fläche F* regulär aus
schöpfbar ist. Die Überdeckung der Grundfläche F 0 mittels der Näherungs
flächen F erfolgt also außerhalb der Punkte a; sehr gleichmäßig. 

§ 7. Anwendungen auf die konforme Abbildung einfach 
zusammenhängender RIEMANN scher Flächen. 

323. Wir werden jetzt untersuchen, was die allgemeinen Sätze von 
§ 6 in dem besonderen Fall enthalten, wo die Fläche F* als die RIEMANK
sche Fläche angenommen wird, auf welche eine gegebene, innerhalb 
eines Kreises iz/<R~co meromorphe Funktion w=w(z) jenen Kreis 
konform abbildet. Die Metrik der Grundfläche (w-Ebenc) soll wie in 
VI, § 3 gemäß der sphärischen Geometrie er klärt werden und als Näherungs
flächen F wählen wir, wie dies in der Wertverteilungstheorie üblich ist, 
diejenigen endlichen Flächen F,, welchen die Kreisscheiben 1z! ~r<R 
zugeordnet sind. Diese Metrik erfüllt sämtliche Voraussetzungen der 
oben entwickelten Theorie. 

Die oben eingeführte mittlere Blätteranzahl S (r) der Näherungsfläche 
F, wird dann gleich dem sphärischen Flächeninhalt von F" dividiert 
durch den gesamten Flächeninhalt n der RIEMA:-INschen Kugel, einem 
Ausdruck, den wir früher durch A (r) bezeichnet haben (VI, § 3): 

1 f w' (z) 2 d f . 
S(r)=A(r)== :7 -(1+ w(z) ')', 
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hier ist df das euklidische Flächenelement der z-Ebene. Dies ist aber 
nichts anderes als die Ableitung 

S (r) = A (r) = 3 T (r) 
d logr 

der Charakteristik T(r) in sphärischer Normalform, in bezug auf die 
Veränderliche logr. 

Für die Länge L (r) des Randes von F, hat man wiederum den 
Ausdruck 

L( )-! /w'(z)//dz/ 
r - 1 + / w (z) /2 ' 

lz I =r 

324. Es sei nun D ein Teilgebiet der RIEMANNschen w-Kugel, das 
von einer rektifizierbaren Kurve begrenzt wird; eine solche Kurve erfüllt 
offenbar die in § 2 vorausgesetzte Bedingung der Regularität. In Über
einstimmung mit den früheren Bezeichnungen setze man n (r, D) gleich 
der gesamten Anzahl der über D gelegenen Inseln des Flächenstücks 
F, und m(r, D) gleich dem durch den sphärischen Flächeninhalt l 0 (D) 
des Grundgebietes D dividierten Gesamtinhalt der über D befindlichen 
Zungen von F,. Es gilt dann gemäß der Beziehung (A) (§ 6) 

n (r, D) + m(r, D) = A (r) +0 (L (r)) (I) 

Sei ferner D1 , •.• , Dq ein System von q~3 punktfremden, einfach 
zusammenhängenden Gebieten der w-Kugel. Jedem Gebiet D ordnet 
man, außer den Größen n und m, noch die einfache V ielfachheit p (r, D) 
zu, welche gleich der Summe der mit umgekehrten Vorzeichen genommenen 
Charakteristiken der über D befindlichen Inseln ist. Es ist p (r, D) 
höchstens gleich der Anzahl n (r, D) der über D liegenden verschiedenen, 
einfach zusammenhängenden Inseln. Nach (B) gilt dann 

q q 
.:EP (r, D;) = ;En(r, D;)- ;En1 (r, D;) > (q- 2)A (r) -0 (L (r)); (II) 

hier ist n1 (r, D) die Summe der Verzweigungsordnungen der über D 
liegenden Inseln der Fläche F,. 

Diese letzte Bedingung gilt noch, wenn man die Gebiete D; durch 
Punkte a; ersetzt. Es wird dann 

q 

;En(r, a;) > (q- 2)A (r) -0 (L (r)), (II') 
i=l 

wo n(r, a), wie oben, die Anzahl der über a liegenden verschiedenen 
Blätterzyklen von F, angibt. 

Nimmt man insbesondere an, daß die Fläche F* höchstens über den 
Punkten a1 , .•. , aq verzweigt oder berandet ist, so gilt sogar die asymptotische 
Gleichheit q 

2:n(r, a;) = (q-2)A (r) +O(L(r)). (III) 
i=l 

22* 
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325. Alle diese Beziehungen stehen in offenbarem Zusammenhang 
mit den zwei Hauptsätzen der Wertverteilungslehre, deren wichtige 
Ergänzung sie bilden. Um diese Ergebnisse verwerten zu können, muß 
das Größenverhältnis der Ausdrücke 5 (r) = A (r) und L (r) untersucht 
werden. Vor allem interessiert uns hierbei die Frage, unter welchen 
Bedingungen die Eigenschaft der regulären Ausschöpfbarkeit 

1. L(r) f.. R 
1m S(r) =0 ur r-+ 

vorliegt. 
Dies läßt sich durch Heranziehung der ScHWARZsehen Ungleichung 

folgendermaßen entscheiden. Man hat 

2 ( jlw'(z)lldzi)"< J [w'(z)l 2 (d I dA(r) 
L(r) = lzl~r1+lw(z)"i =2n~z:~r(1+1w(z)!")" Z =2nr-----a,y 

und man findet durch Integration für O<r0 <r<R 

dr dA r < J dA (r) 
---;-<y.2n, log;;=2n L(r)•. (26) 

ro 

Hier müssen jetzt zwei Fälle unterschieden werden, je nachdem 
R = oo oder R < oo ist. 

326. Die Fläche F* ist vom parabolischen Typus (R = oo). Sei dann 
('[J (t) eine positive Funktion von t > 0, welche für t -+ oo so schnell ins 
Unendliche wächst, daß das Integral 

f dt 

tP (t) 

konvergent ist. Man bezeichne durch ..1, diejenigen Intervalle, 
r-Achse (r>r0 >0), wo L(r) ~ y'('[J(A(r)) gilt. Integriert man (26) 
über jene Intervalle, so wird 

J dlogr < 2n J :(;/~rr < 2n J tPd~e). 
Ar ~ 

Falls das Integral (27) endlich ist, so ist 

L (r) < y'(/)TA.{Y)) , 

(27) 

der 
nur 

außer höchstens für eine Wertmenge ..1, von endlicher logarithmischer 
Gesamtlänge. 

Setzt man z. B. tP (t) = tl+ 2 ', mit s > 0, so wird also außerhalb der 
Ausnahmeintervalle ..1, 

(28) 



Anwendungen auf die konforme Abbildung. 341 

Es sei nun r.(v=1, 2, ... ) eine mit v unbeschränkt wachsende Wert
folge, welche außerhalb der Ausnahmeintervalle L1 1 liegt. Es gilt dann 
gemäß (28) 

L(rv) f" 
A{r.) -+ 0 ur v-+ oo , 

und man gelangt also zu folgendem Ergebnis: 
Eine RIEMANNsche Fläche F* vom parabolischen Typus ist stets regulär 

ausschöpjbar. 

327. Sämtliche Sätze von § 6 sind also auf eine parabolische Fläche 
anwendbar. Speziell gilt die Defektrelation 

~f5(D;) + ~{)(D;) ~2, 
wo f5 und {) die Defekte und V erzweigtheitsindizes 

f5 (D) = 1-lim n (r, D) , {) (D) = lim n1 (r, D) 
1=oo A (r) 1=oo A (r) 

bezeichnen. Dieser Satz von AHLFORS ergänzt in interessanter Weise 
die frühere Defektrelation (X, § 2), welche sich nicht auf Gebiete D, 
sondern auf defekte bzw. verzweigte Werte a bezieht. Bemerkenswert 
ist, daß die Fundamentalgrößen der AHLFORsschen Theorie sich direkt 
mit Hilfe der Anzahlen n berechnen lassen, während in der Wertver
teilungslehre eine regularisierende Integration (Übergang zu den Mittel
werten N) wesentlich war. Dies bedeutet eine beträchtliche Verschärfung 
der früheren Resultate, denn wir haben gesehen, daß gewisse der Gebiets
sätze den Grenzübergang zu entsprechenden Punktsätzen gestatten. So 
gilt z. B. nach (II), außerhalb der Ausnahmeintervalle L1 1 , die Beziehung 

.l:n(r, a;)- .1:n1 (r, a;) > (q- 2)A (r) -O(At + •), 
i=l i=l 

als deren "integrierte Form" der zweite Hauptsatz 
q q 

~N(r, a;)-~N1 (r, a;) >(q-2) T(r) -O(logrT(r)) 
i=l i=l 

erscheint. Das mögliche Vorhandensein der Ausnahmeintervalle LJ, ver
hindert allerdings, die zweite Relation aus der ersten einfach durch 

Integration (nach Multiplikation mit ~r) zu gewinnen; für das Rest

glied würde man in dieser Art auch nicht die richtige Größenordnung 
finden. Umgekehrt ist es nicht möglich, aus dem zweiten Hauptsatz 
auf die Richtigkeit der ersten der obigen zwei Relationen zu schließen. 

328. Wenn sich also die Hauptsätze im "Punktfall" D-+ a auch 
nicht vollkommen decken, lassen sich die wichtigsten Konsequenzen 
der Wertverteilungslehre aus den AHLFORSschen Sätzen herleiten. Dies 
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gilt z. B. für den PrcARDschen Satz, wie aus Satz 1 (Nr. 319) unmittelbar 
hervorgeht. Dasselbe gilt für den Satz über die vollständig verzweigten 
Werte. Nach AHLFORS gilt nun aber dieser Satz für Gebiete, und man 
findet gemäß Satz 2 folgende interessante Erweiterung der Ergebnisse 
von X,§ 3: 

Scheibensatz. Wenn die Fläche F* vom parabolischen Typus ist und 
sämtliche über den punktfremden Grundgebieten D; (i = 1, ... , q) liegenden 
Inseln mindestens fl;-blättrig sind, so gilt 

(29) 

Falls über D; überhaupt keine Insel liegt, so kann man hier fl; = oo setzen. 

Der Satz gilt auch dann, wenn gewisse D; durch Punkte a; ersetzt 
werden; für die Ausdrücke ",u-blättrige Insel" ist dann "Windungs
punkt ([l-1)-ter Ordnung" zu schreiben. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Wie immer drei punktfremde Gebiete auf der RIEMANNschen Kugel 
gewählt werden, so besitzt die parabolische Fläche F* über mindestens einem 
Gebiet eine Insel. 

Dieser Satz enthält wieder den PICARDschen Satz als unmittelbaren 
Folgesatz. 

Ferner schließt man (vgl. X, § 3): 

Eine parabolische Fläche ist höchstens über vier punktfremden Gebieten 
vollständig verzweigt. 

Nimmt man also fünf beliebige Gebiete D, so liegt über diesen 
mindestens eine einblättrige Insel der Fläche F*. Wenn die Fläche einen 
Punkt unüberdeckt läßt, was z. B. für die Fläche einer ganzen Funktion 
w = w (z) der Fall ist, so wird die entsprechende Zahl fl = oo, und das 
letzte Ergebnis besteht schon für drei (statt für fünf) Grundgebiete D. 
Hieraus ergibt sich insbesondere folgender bekannte Satz von VALIRON 
und BLocH1 : 

Die über der w-Ebene liegende RIEMANNsche Fläche einer ganzen Funk
tion enthält beliebig große schlichte Kreisscheiben. 

329. Die Fläche F* ist vom hyperbolischen Typus (R<oo). Um in 
diesem Fall die Möglichkeit der regulären Ausschöpfbarkeit der Fläche 
zu untersuchen, betrachte man wieder, wie in Nr. 323, den Flächeninhalt 
A (r) und die Randlänge L (r) der Bildfläche Fr der Kreisscheibe 
iz! ~r<R, welche den Beziehungen (26) genügen. Angenommen, daß 
die Fläche F* nicht regulär ausgeschöpft werden kann, so existiert für 

1 G. VALIRON [6], A. BLOCH [1], K LANDAU [2]. 
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O<r0<R eine endliche Zahl h, so daß A(r)<hL(r) für r0 $.r<R gilt. 
Führt man das in (26) ein, so wird für r0<r<R 

und daher 

Hieraus folgt: 

R 

R 2! dA (r) < 2n h2 
log-y<Z:rr;h A (r) 2 = A (r) 

r 

A ( ) 2 n h2 2 n h2 R 
r <--R- < R-r · 

log-y 

Falls die Fläche F* auf den Kreis I z I< R konform abgebildet ist 

firn (R-r)A (r) = oo 
r~R 

gilt, so ist F* regulär ausschöPfbar. 

(30) 

und 

(31) 

Für die durch diese Bedingung charakterisierten Flächen bestehen 
also sämtliche oben bewiesenen Sätze (Sätze von PrcARD, Defekt
relation, Scheibensatz usw.). Es ist bemerkenswert, daß die gefundene 
Gültigkeitsschranke jener Sätze mit der in den Wertverteilungssätzen 
vorkommenden Grenze übereinstimmt. Die reguläre Ausschöpfbarkeit 

hört mit der Wachstumsordnung (30) der Größe A (r) = ddTI (r) auf. Durch ogr 
Integration ergibt sich aber aus (30) für r0 <r<R 

r 

JA (r) ( 1 ) T(r)-T(r0)= -r=dr=O log R-r . 
r, 

Dies ist genau diejenige Größenordnung, welche die charakteristische 
Funktion T (r) überschreiten muß, damit das Restglied des zweiten 
Hauptsatzes von verschwindend kleiner Ordnung sei, was für das Be
stehen der Defektsätze eine wesentliche Voraussetzung ist. 

§ 8. Erweiterungen auf Abbildungen von beschränkter 
Exzentrizität. 

330. Wir denken uns die einfach zusammenhängende, offene Fläche 
F*, mit der sphärischen Maßbestimmung ausgerüstet, über die w-Kugel 
ausgebreitet. Sie läßt sich topologisch auf einen schlichten Kreis 
[ z [ < R ($_ oo) abbilden. In § 7 haben wir den Fall untersucht, wo die 
Abbildung Z-+W konform ist. Es soll jetzt dieser Abbildung eine all
gemeinere metrische Bedingung auferlegt werden. 

Man nehme zunächst an, daß das Quadrat des sphärischen Linien
elements ds, welches vermöge der Abbildung Z-+W dem Element dz 
zugeordnet ist, als eine positiv definite quadratische Differentialform 
(z= X 1 +ix2) 
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von dx1 , dx2 bestimmt ist, wo g11 , g12 =g21 , g22 stetige Funktionen von z 
sind. Als Bild eines infinitesimalen w-Kreises vom Radius ds hat man 
in der z-Ebene eine Ellipse, deren Halbachsen, durch ds gemessen, die 
Quadrate 

gn + g22 ± V (gn + g22l2 - 4 (gn g22 - g'/2) 
. 2 (gu g•• - gi.) (32) 

haben. Wenn e(z) (O;'Se<1) die Exzentrizität dieser Indikatrixellipse 
ist und 

e(z) ;S 0 (0<0<1) (33) 

für jedes [ z[ <R gilt, so sagen wir, die Abbildung z -">-W sei von beschränkter 
Exzentrizität1• Man rechnet leicht nach, daß die Bedingung (33) äqui
valent ist mit 

(33') 
WO 

K = _1_ ( J1- 02+ 1 - ) • 
2 v ,!1-e• 

Für 0=0 wird K=1, also g11 =g22 , g12 =0; dies ist hinreichend und 
notwendig für die Konformität der Abbildung. 

Die Abbildungen von der Exzentrizität Null sind konform. 

331. Zweck der nachstehenden Betrachtungen ist, zu zeigen, daß 
sämtliche Sätze von § 7 auch für die allgemeinere Klasse der Abbildungen 
von beschränkter Exzentrizität bestehen. Zum Beweise hierfür genügt der 
Nachweis, daß die Sätze über die reguläre Ausschöpfbarkeit (Nr. 326, 329) 
unter der erwähnten allgemeineren Voraussetzung gelten. Dies ergibt 
sich in der Tat leicht durch Wiederholung des in Nr. 325 angesetzten 
Abschätzungsverfahrens. 

Bezeichnet man nämlich den Flächeninhalt und die Randlänge der 
Bildfläche F, des Kreises ; z [:Sr< R wieder durch A (r) bzw. L (r), so 
findet man mit Hilfe der ScHWARzsehen Ungleichung 

(L(r)) 2 = j 1 ~;: !dzl :s 2nr j( 1 ~;~:Jfdzi. (34) 
lzl=• l:,=r 

Hier ist ( I~; i ) 2 höchstens gleich dem reziproken Wert des kleineren 

der Werte (32), also gemäß (33') 

( ~~:1 r:s ~ (gn+g22+y(gn+g~~)2-=--4(g~lg;2:::_-i;~)) 
;S (K +yK2-1) {g~~g~-g;2 ;S 2K Jlg~~g2~--g;2 • 

1 Man braucht hierfür auch die Bezeichnung "quasikonforme Abbildung" 
(vgl. Z. B. AHLFORS [10]). 
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Beachtet man noch, daß man für den Flächeninhalt A (r) den Ausdruck 

hat, so wird also 

und somit 

r 

A(r)=J dr j ygng22-gi2fdz[ 
0 1•1 =r 

L(r)2 <4:n:Kr d~;r) 

.!:..!__ < 4 K dA (r) 
r = :n; L (r)Z • (3 5) 

332. Diese Beziehung unterscheidet sich nun von der in Nr. 325 
aufgestellten Ungleichung (26) nur durch den Faktor K, welcher dem 

Faktor ~ in (26) entspricht. Da K eine ein für allemal festgesetzte Kon

stante ist, so sieht man unmittelbar ein, daß sämtliche aus (26) gezogenen 
Folgerungen auch ausgehend von (35) möglich sind. Mit diesem Er
gebnis sind wir an unser Ziel gelangt. Sämtliche Sätze, welche in § 7 
über die konforme Abbildung einer einfach zusammenhängenden Fläche 
gegeben worden sind, gelten unverändert für Abbildungen von be
schränkter Exzentrizität. 
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Vermutung über defekte Werte und 
Zielwerte 258. 

von DENJOY 296. 
über den Zusammenhang zwischen 

Typus und Winkelmetrik 301. 
Verzerrungssatz von AHLFORS 92. 
- von KOEBE 81. 
- von PICK 85. 
Verzweigtheit einer RIEMANNschen 

Fläche 297-300, 303. 
Verzweigte Werte 265. 
Verzweigungsindex 265. 
Vollständig verzweigte Werte 267. 
Vollstetige Funktionen 189. 

Wertverteilungslehre, Aufgabe der 159. 
Winkelgeometrie 301. 

Zetafunktion 208. 
Zielwege 296. 
Zielwerte 160, 258, 296. 
Zweikonstantensatz 41. 
Zweiter Hauptsatz über meromorphe 

Funktionen 240. 



VERLAG VON JULIUS SPRINGER IN BERLIN 

Fastperiodische Funktionen. Von H. Bohr. <Ergebnisse der 
Mathematik, Band I, Heft 5.) Mit 10 Figuren. IV, 96 Seiten. 1932. RM 11.40 

Vorlesungen über die hypergeometrische Funk
tion. Von Felix Klein. Gehalten an der Universität Göttingen im 
Wintersemester 1893/94. Ausgearbeitet von Ernst R i t t er, herausgegeben 
und mit Anmerkungen versehen von Professor Otto Haupt, Erlangen. 
(Grundlehren der mathematismen Wissensmaften, Band XXXIX.) Mit 96 
Figuren. IX, 344 Seiten. 1933. RM 22.- 1 gebunden RM 23.60 

Vorlesungen über allgemeine Funktionentheorie 
und elliptische Funktionen. Von Adolf Hurwitz, weil. 
ord. Professor der Mathematik am Eidgenössismen Polytemnikum Zürim. Heraus
gegeben und ergänzt durmeinen Abschnitt überGeometrische Funktionen= 
theor ie von Professor R. Courant. (Grundlehren der mathematismen·Wissen= 
smaften, Band III.) Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 152 Ab
bildungen. XII, 534 Seiten. 1929. RM 29.701 gebunden RM 31.32 

Lamesche-, Mathieusche- und verwandte Funkti
onen in Physik und Technik. Von M. J. o. Strutt. <Er= 
gebnisse der Mathematik, Band I, Heft 3.) Mit 12 Figuren. VIII, 116 Seiten. 
1932. RM 13.60 

Tafeln der Besselschen, Theta-, Kugel- und anderer 
Funktionen. Von Professor Keiichi Hayashi. Mit 14 Textabbil
dungen. V, 125 Seiten. 1930. RM 21.60; gebunden RM 23.40 

Fünfstellige Funktionentafeln. Kreis-, zyklometrische, Expo .. 
nential-, Hyperbel., Kugel=, Besselsche, elliptische Funktionen, Thetanullwerte, 
natürlicher Logarithmus, Gammafunktion u. a. m. nebst einigen häufig vor= 
kommenden Zahlenwerren. Von Professor Keiichi Hayashi. Mit 17 Text= 
abbildungen. VIII, 176 Seiten. 1930. RM 25.20; gebunden RM 27.-

Tafeln fUr die Differenzenrechnung sowie für die Hy
perbel-, Besselschen, elliptischen und anderen 
Funktionen. Von Professor Keiichi Hayashi. VI, 66 Seiten. 1933. 

RM 12.--

Sieben- und mehrsteilige Tafeln der Kreis- und 
Hyperbelfunktionen und deren Produkte sowie 
der Gammafunktion nebst einem Anhang: Interpolations= und 
sonstige Formeln. Von Professor Keiichi Hayashi. VI, 284 Seiten. 1926. 

RM 40.50 1 gebunden RM 43 20 

Die elliptischen Funktionen von Jacobi. Fünfstellige Ta= 
fein, mit Differenzen, von sn u, cn u, dn u mit den natürlichen Zahlen als 
Argument, nach Werten von m ( = k2) rangiert, nebst Formeln und Kurven. 
Von L. M. Milne • Thomson, Assistant Professor (Greenwim). XIV, 
69 Seiten. 1931. Gebunden RM 10.50 

Funktionentheorie und ihre Anwendung in der 
Technik. Vorträge von R. Rothe, W. Schottky, K. Pohlhausen, 
E. Weber, F. Ollendorff, F. Noether. Veranstaltet durm das Außen= 
institut der T emnismen Hornschule Berlin in Gemeinschaft mit dem Elektro= 
temnischen Verein, E. V., zu Berlin. Herausgegeben von Professor Dr. R. 
Rothe, Berlin, Dr.-Ing. F. Ollendorff, Berlin, und Dr. K. Pohlhausen, 
Berlin. Mit 108 Textabbildungen. VII, 173 Seiten. 1931. 

Gebunden RM 16.-

Zu beziehen durch jede Buchhandlung 
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David Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Drei Bände. 
Erster Band: Zahlentheorie. XIV, 539 Seiten. 1932. RM 48.
Zweiter Band: Algebra. lnvariantentheorie. Geometrie. Mit 

12 Abbildungen und einem Bildnis. Vlll, 453 Seiten. 1933. RM 45.-
Dritter Band: Analysis. Grundlagen der Mathematik. Physik. 

Verschiedenes. Nebst einer Lebensgeschichte. Mit 12 Abbildungen. 
VIL 435 Seiten. 1935. RM 45.-

Felix Klein, Gesammelte mathematische Abhand
lungen. Drei Bände. 
Erster Band: Liniengeometrie. - Grundlegung der Geometrie. - Zum 

Erlanger Programm. Herausgegeben von R. Fr i c k e und A. 0 s t r o w s k i. 
(Von F. K I ein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit einem Bildnis. 
XII, 612 Seiten. 1921. Unveränderter Neudruck 1925. RM 32.40 

Zweiter Band: Anschauliche Geometrie. - Substitutionsgruppen und 
Gleichungstheorie. - Zur mathematischen Physik. Herausgegeben von 
R. Fr i c k e und H. Ver m e i I. (Von F. K I ein mit ergänzenden Zu~ 
sätzen versehen.) Mit 185 Textfiguren. VI, 714 Seiten. 1922. Unver~ 
änderter Neudruck 1925. RM 37.80 

Dritter Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, Hy• 
perelliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funktionentheorie und 
automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene Verzeichnisse. Heraus# 
gegeben von R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel~Hagen. (Von 
F. K I ein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit 138 T extfiguren. IX, 
774 Seiten sowie 36 Seiten Anhang. 1923. Unveränderter Neudruck 1929. 

RM 43 20 

Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis. Von Pro
fessor G. P61ya, Zürich, und Privatdozent G. Szegö, Berlin. 
Erster Band: Reihen. Integralrechnung. Funktionentheorie. 

XVI, 338 Seiten. 1925. RM 13.50; gebunden RM 14 85 
Zweiter Band: Funktionentheorie. Nullstellen. Polynome. 
D e t er m inan t e n. Z a h I e n t h e o ri e. 
X, 407 Seiten. 1925. (Grundlehren der mathematisdlen Wissenschaften, 
Band XIX und XX> RM 16.20; gebunden RM 17.55 

Analytische Dynamik der Punkte und starren Körper. 
Mit einer Einführung in das Dreikörperproblem und mit zahlreichen übungsauf~ 
gaben. Von Professor E. T, Whittaker, Edinburgh. Nach der zweiten Auf~ 
Iage übersetzt von F. u. K. Mitteisten Scheid, Marburg a. L. (Grundlehren 
der mathematischen Wissenschaften, Bd. XVII.) XII, 462 Seiten. 1924. 

RM 18.90, gebunden RM 20.25 

Topologie. Von Paul Alexandroff, Professor der Mathematik an der 
Universität Moskau, und Heinz Hopf, Professor an der Eidgen. Technischen 
Hochschule in Zürich. Erster Band. Mit 39 Textabbildungen. XIV, 
636 Seiten. 1935. (Grundlehren der mathematisdlen Wissenschaften, Bd. XL V.) 

RM 45.-; gebunden RM 46.80 

Einfachste Grundbegriffe der Topologie. Von Paul 
Alexandroff. Mit einem Geleitwort von Da v i d H i I b e rt. Mit 25 Abbildungen. 
V, 48 Seiten. 1932. RM 3.60 

Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. von 
Professor Dr. Erwin Madelung, Frankfurt a. M. Unter Mitarbeit von Dr. 
K. Boehle, Göttingen und Dr. S. Flügge, Leipzig. Dritte, vermehrte und 
verbesserte Auflage. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV.) 
Mit 25 Textfiguren. Xlll, 381 Seiten. 1936. RM 27.-; gebunden RM 28.80 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung 
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