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Vorwort.

In den wenigen Jahren, die seit dem Erscheinen meiner zusammen-
fassenden Darstellung der neueren Theorie der ganzen und meromorphen
Funktionen (Gauthier-Villars, Paris 1929) verflossen sind, hat sich
die Lehre von der Wertverteilung der analytischen Funktionen durch
die Arbeiten verschiedener Forscher wesentlich weiter entwickelt. Die
Forschungen auf diesem funktionentheoretischen Gebiete sind keineswegs
zu einem Abschlull gebracht; die erzielten Fortschritte haben im Gegen-
teil den Weg zu neuen ungeldsten Fragen angebahnt. Andererseits
findet man unter den neueren Ergebnissen eine Menge von solchen, die
definitiven Charakters sind und die zu einer gréBeren Einheitlichkeit
in verschiedenen funktionentheoretischen Gebieten beigetragen haben.
Eine Darstellung der Hauptziige der Theorie in dieser Sammlung erscheint
deshalb berechtigt.

Bei der Darstellung einer Lehre, die sich in steter Entwicklung
befindet, bietet eine zweckmiBige Abgrenzung gewisse Schwierig-
keiten. Einige Bemerkungen iiber die Gesichtspunkte, welche bei der
Auswahl des Stoffes bestimmend gewesen sind, findet der Leser in der
nachstehenden Einleitung. Der Verfasser hat insofern Vollstindigkeit
angestrebt, als die zur Anwendung kommenden Hilfsmittel, welche
auBerhalb der Elemente der Funktionen- und Potentialtheorie, der
nichteuklidischen Geometrie oder der Topologie liegen, soweit als moglich
begriindet werden. In vielen Féllen gelang dies im Zusammenhang
mit der Darstellung gewisser allgemeiner Prinzipien, die wegen ihrer
Bedeutung fiir verschiedene Fragen der Wertverteilung vollstindig dar-
gestellt werden. Eine Ausnahme bilden die fundamentalen Existenz-
sitze der Theorie der konformen Abbildung, sowie die klassischen Sitze
tiber die Randerzuordnung bei konformer Abbildung schlichter Gebiete;
diese Sitze muBten als bekannt vorausgesetzt werden. Uberhaupt hitte
eine systematische Darstellung der Lehre von der Uniformisierung, von
den automorphen Funktionen und den diesen Funktionen zugeordneten,
regulir verzweigten RiemanNnschen Flichen der vorliegenden Arbeit,
die sich zum ganz wesentlichen Teil mit gewissen héheren Stufen jenes
Lehrgebiudes beschiftigt, vorausgehen miissen.



VI Vorwort.

Herrn Professor Dr. R. CouranT, der mich zur Veréffentlichung
dieser Darstellung aufgefordert und meine Arbeit mit freundlichem
Interesse verfolgt hat, spreche ich hiermit meinen aufrichtigen Dank
aus. Mein Dank gilt auch der Verlagsbuchhandlung, die meinen Wiinschen
mit Bereitwilligkeit entgegengekommen ist und die mit Priizision und
Schnelligkeit fiir die technische Herstellung der Arbeit Sorge getragen hat.

Herrn Professor Dr. L.. AHLFORs bin ich fiir seinen wertvollen Beistand
bei der Abfassung des XII. Abschnittes zu Dank verpflichtet. Verschiedene
wichtige sachliche Bemerkungen verdanke ich Herrn Dr. E. ULLRICH,
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Einleitung.

Die eindeutigen analytischen Funktionen konnen von verschiedenen
Gesichtspunkten aus untersucht werden. Die in der vorliegenden Arbeit
zur Darstellung gelangenden Fragen gruppieren sich um ein groBes
Hauptproblem. Einige allgemeine Bemerkungen tiber diese zentrale Frage-
stellung sollen hier vorausgeschickt werden.

Wir denken uns ein gegebenes analytisches Funktionselement unbe-
schrankt fortgesetzt. Angenommen, daB die so entstehende analytische
Funktion w=w(2) eindeutig ist, existiert ein schlichtes Gebiet G, mit
nachstehenden Eigenschaften.

1. Jedem inneren Punkt z von G, entspricht ein und nur ein Element
von rationalem Charakter der Funktion w(2).

2. Jeder Randpunkt z* von G, ist eine wesentliche Singularitit
von w(2).

Falls G, die ganze geschlossene Ebene umfaBt (elliptischer Fall),
so ist w(z) eine rationale Funktion. Schliet man diesen einfachsten
Sonderfall aus, so hat man zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem G,
einfach oder mehrfach zusammenhidngend ist. Wir beschrinken uns
auf den erstgenannten Fall und haben dann weitere zwei Mdglichkeiten
zu beriicksichtigen: die Berandung [, von G, ist entweder ein Punkt
(parabolischer Fall) oder ein Kontinuum (hyperbolischer Fall).

Das Gebiet G, wird durch die Funktion w=w(z) auf eine iiber der
w-Ebene ausgebreitete RiemaNNnsche Fliche G, konform abgebildet.
Die Umkehrfunktion z=z(w) von w(z) ist eine auf dieser Fliche G,
eindeutige und wegen der Eindeutigkeit von w(z) einwertige Funktion,
d. h. den Mittelpunkten von zwei verschiedenen Elementen von z(w)
sind stets zwei verschiedene Punkte z zugeordnet.

Umgekehrt gilt nach dem Hauptsatz der Theorie der konformen
Abbildung, daB eine beliebige, tiber der w-Ebene liegende, einfach zu-
sammenhingende RiemaNNsche Fliche stets auf eins der folgenden
drei schlichten Normalgebiete G, eineindeutig und konform bezogen
werden kann: 1. die Vollebene (elliptischer Fall); 2. die punktierte
Ebene (parabolischer Fall); 3. den Einheitskreis oder, allgemeiner, ein
beliebiges, von einem Randkontinuum [, begrenztes Gebiet (hyper-
bolischer Fall).

Die Wertverteilungslehre der eindeutigen analytischen Funktionen
beschiftigt sich mit der Untersuchung des Systems (z,) derjenigen

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 1



2 Einleitung.

Punkte in G,, wo die Funktion w(z) einen vorgegebenen Wert w=aqa
annimmt; simtliche Werte a werden hierbei in Betracht gezogen. Das
klassische Resultat auf diesem Gebiet ist der berithmte Satz von PICARD,
nach welchem eine in der punktierten Ebene meromorphe, transzendente
Funktion simtliche Werte a, mit Ausnahme von héchstens zwei Werten,
unendlich oft annimmt. Hieran schloB sich die Wertverteilungslehre
von HADAMARD, BOREL, JuLiA u.a. Bei diesen weitgehenden Ver-
allgemeinerungen und Verfeinerungen des PIicARDschen Satzes spielten
die Gesichtspunkte der konformen Abbildung eine untergeordnete Rolle.
Aufstellung und Behandlung der Probleme geschah ohne Riicksicht auf
die RremMannsche Fliache G,,, auf welche die meromorphe Funktion die
punktierte Ebene G, abbildet. Umgekehrt hatten die ersten Unter-
suchungen iiber die RiEMANNsche Flache einer ganzen oder meromorphen
Funktion (Hurwitz, BouTtrouX, IVERSEN, GROSS u.a.) nur wenige
Beriihrungspunkte mit den Ergebnissen der Wertverteilungslehre.

Die Begriindung der neueren Theorie der meromorphen Funktionen
hat eine Briicke zwischen den beiden Forschungsrichtungen geschlagen.
An Stelle der WEIERSTRAsSschen kanonischen Darstellung einer ganzen
oder meromorphen Funktion treten funktionen- und potentialtheoretische
Hilfsmittel von groBerer Tragweite. Auf der neuen Grundlage 148t sich
die HapAaMARD-BORELsche Theorie einfach darstellen und verschirfen.
Allein der wichtigste Fortschritt besteht darin, daBl die neuen ana-
lytischen Begriffsbildungen zugleich eine geometrische Bedeutung be-
sitzen. Die FundamentalgréBen (Charakteristik, Defekte, Verzweigungs-
indizes) setzen das asymptotische Verhalten einer eindeutigen ana-
lytischen Funktion w (z) in Beziehung zu den Eigenschaften der RiEMANN-
schen Fliche G,, auf welche das schlichte Existenzgebiet G, konform
abgebildet wird. Der Picarpsche Satz und seine Verallgemeinerungen
kénnen auf diese Weise als Aussagen lber den Verzweigungscharakter
der Uberlagerungsfliche G, aufgefaBBt werden. Diese neue Wendung
verlegt den Schwerpunkt der Wertverteilungslehre auf die Untersuchung
der Verzerrung der Abbildung G, G, im Innern und vor allem in der
Umgebung der Rénder dieser Flichen; es handelt sich also um eine
weitgehende Verallgemeinerung der klassischen Sitze iiber die Ver-
zerrung und die Rinderzuordnung bei konformer Abbildung von
schlichten Gebieten.

Die Wertverteilungslehre ordnet sich so in die allgemeine Theorie
der konformen Abbildung ein. Als zentrale Frage jener Lehre erscheint
nach dieser Auffassung das Typenproblem, eine interessante und kompli-
zierte Aufgabe, welche von der klassischen Uniformisierungstheorie offen
gelassen wird. Auf Grund der topologisch-metrischen Eigenschaften einer
offenen Uberlagerungsfliche gilt es zu entscheiden, ob der parabolische
oder der hyperbolische Fall vorliegt, d. h. ob die Fliche auf die punktierte
Ebene oder auf das Innere des Einheitskreises konform abbildbar ist.



Einleitung. 3

Diejenigen Erweiterungen des PicarDschen Satzes, welche man unter
dem Namen ,Defektrelationen” zusammenzufassen pflegt, enthalten
notwendige Kriterien fiir den Grenzpunktfall. Obwohl auch verschiedene
hinreichende Bedingungen bekannt sind, ist man selbst bei relativ
einfachen Klassen von RiemManNschen Flichen noch nicht im Besitz
einer vollstindigen Losung der Typenfrage.

Unter den RiEMANNschen Fliachen vom parabolischen Typus zeichnen
sich speziell diejenigen durch einfache Verzweigungseigenschaften aus,
welchen eine meromorphe Abbildungsfunktion w(z) von endlicher Ord-
nung entspricht. Zu diesen gehéren u. a. die Flichen mit endlich vielen
Windungspunkten.

Auch unter den Grenzkreisflichen sondern sich gewisse bemerkens-
werte Flachenklassen aus. Es 14Bt sich fiir die Charakteristik der Ab-
bildungsfunktion eine kritische Wachstumsordnung angeben, oberhalb
welcher die Sdtze von PIcARD und sidmtliche Defektrelationen noch
gelten. Mit abnehmender Wachstumsordnung der Charakteristik nimmt
die Michtigkeit der Verzweigtheit der RiEmanNschen Fliche zu. Eine
wohlabgegrenzte Klasse bilden schlieBlich die beschrinktartigen Flichen,
denen eine beschrinkte Charakteristik entspricht. Um den Umfang
der Singularititen einer beschrinktartigen Fliche genau beschreiben
zu konnen, muf3 der Begriff einer Punktmenge von der Kapazitit Null
herangezogen werden. Diese Punktmengen spielen auch bei anderen
Fragen der Wertverteilungslehre eine wichtige Rolle. In unserer Dar-
stellung wird der Kapazititsbegriff in die Theorie des sog. harmonischen
MaBes eingeordnet. Durch die Einfithrung und systematische Benutzung
dieses eineindeutigen konformen Abbildungen gegeniiber invarianten
MaBes wird es moglich, verschiedene mit der Wertverteilungslehre nahe

zusammenhingende Sonderfragen einheitlich und iibersichtlich zu be-
handeln.

1*



I. Konforme Abbildung ein- und mehrfach
zusammenhingender Gebiete.

§1. Konforme Abbildung durch lineare Transformationen.

1. Die Gruppe der eineindeutigen und konformen Abbildungen der
Vollebene auf sich selbst wird analytisch durch die Gesamtheit der
linear gebrochenen Transformationen
az+b
bestimmt. Jede lineare Transformation vermittelt eine solche Abbildung,
und umgekehrt reduziert sich jede Transformation ¢(z), welche eine der-
artige Abbildung vollzieht, auf die Form (1); denn #(z) ist dann regular
in jedem Punkt der z-Vollebene, mit Ausnahme eines einzigen Punktes z,,
welcher dem Wert {= o zugeordnet ist; als einzige Singularitit hat
t(2) somit einen Pol erster Ordnung, woraus nach einem elementaren
funktionentheoretischen Satz folgt, daB sie eine rationale Funktion
erster Ordnung ist.

S (2) == (ad —bec+0) (1)

2. Geht man mittels stereographischer Projektion von der z-Ebene
zur RiEmaNNschen Kugel tiber, die mit dem Durchmesser 1 die Ebene
im Anfangspunkt berithrt, so erbdlt man aus (1) die Gesamtheit der
konformen Abbildungen der Kugel auf sich selbst. Unter diesen Ab-
bildungen verdient die Gruppe der Drehungen der Kugel besondere
Beachtung. Die allgemeine Form einer Drehungstransformation, welche
die Punkte z und £, sowie z=a und =0 einander zuordnet, ist

Z—a o {0 (2)

= -
1+az 14ne]
wo der Querstrich den Ubergang zu der konjugiert komplexen GroBe
angibt und « ein reeller Parameter ist.
Durch den Grenziibergang z—a, {—b ergibt sich

sl jal|
1+ 3’2*1_% 5‘27
woraus zu sehen ist, dafl sich der Ausdruck
do = "{"jjb;z‘: (2)
wo ds die euklidische Linge und » der Nullpunktsabstand eines Bogen-
elementes der z-Ebene ist, gegeniiber einer Kugeldrehungstransformation
invariant verhilt. Dies wird geometrisch dadurch erklart, daB der



Konforme Abbildung durch lineare Transformationen. 5

Ausdruck (2') die sphdrische Ldinge des betrachteten Bogenelementes
darstellt. Die geodatischen Linien sind in der durch (2') definierten
MaBbestimmung diejenigen Kreise der z-Ebene, welche den gréBten
Kreisen der Kugel entsprechen; sie sind durch die Eigenschaft charak-
terisiert, den Einheitskreis |z| =1 in zwei diametralen Punkten zu
schneiden.

Fiir spitere Anwendungen soll noch darauf aufmerksam gemacht
werden, daB der Logarithmus des Verhéltnisses zwischen dem sphirischen
und dem euklidischen Bogenelement

1
1+ 7

u(3) = log% = log
der partiellen Differentialgleichung
Au = — 4¢"" 2"
geniigt, wo A der LarLacEsche Operator ist.

3. AuBer den Kugeldrehungen verdient die Gruppe derjenigen linearen
Transformationen besondere Aufmerksamkeit, welche das Innere (und
somit auch das AuBere) des Einheitskreises in sich iiberfiihren. Die
allgemeine Form einer solchen Transformation, welche die Punkte z=a
und =10 einander zuordnet (jal<1, |b|<1), ist
z—a ia £—0
i PAL AN v 6)

Umgekehrt gilt, daBl jede eineindeutige und konforme Abbildung
{=((2) des Einheitskreises auf sich selbst von einer linearen Trans-
formation vermittelt wird. Durch eine geeignete lineare Transformation
der Gruppe (3) beider Variablen z und { bewirkt man ndmlich zunichst,
daB die Abbildung die Nullpunkte z=0, {=0 einander zuordnet. Auf
dem Kreis |z/=7(0<7<1) liegt der Wert der fiir |z/<1 reguliren

Funktion -’- dem absoluten Betrag nach unter :, und dasselbe gilt

somit nach dem Prinzip des Maximums fiir |z| =r. Fir »—>1 ergibt
sich hieraus, daB |{| < |z| fiir jedes |z2|<1. Vertauscht man den Platz
der Variablen, so ergibt sich auch iz‘ = [C | und also notwendigerweise
{|=|z|, woraus {=¢'7z folgt. Da man mittels linearer Transformation
von hier aus zu den urspriinglichen Verdnderlichen gelangt, so folgt, da3
auch diese durch eine lineare Substitution miteinander verbunden sind.

Setzt man in (3) z2=a, {=05b, so folgt wie in Nr. 2 die Invarianz

des Differentialausdruckes

do=—22 (3)

1— 72

gegeniiber der Transformationsgruppe (3). Deutet man diesen Ausdruck
als die Linge des betrachteten Bogenelementes, so gelangt man, wie
zuerst von POINCARE [1] gezeigt wurde, zu einer Metrik, die innerhalb



6 Konforme Abbildung ein- und mehrfach zusammenhangender Gebiete.

|z]<1 den Regeln der hyperbolischen (BoLYAI-LOBATSCHEWSKYschen)
Geometrie gehorcht; dabei wird die Rolle der kiirzesten Linien von den-
jenigen Kreisbogen iibernommen, welche den Grenzkreis |z]=1, der
das ,,unendlich Ferne“ darstellt, orthogonal schneiden!. Man rechnet
leicht nach, daB3 das Verhiltnis der nichteuklidischen und der euklidischen
Bogenelemente einer der in Nr. 2 besprochenen verwandten Differential-

gleichung geniigt. Setzt man nimlich % =1log i(: so wird nach (3')
Ay = 4", (3")

4. Zu einer anderen wichtigen Invariante gelangt man, wenn man die
Beziehung (3) logarithmisch differenziert. Es wird

_1—{(1?27 _{z_ 1—[b? d

und 148t man hier z gegen einen Peripheriepunkt ¢'¢ riicken, wobei
gegen den zugeordneten Peripheriepunkt ¢'” strebt und der Differential-

. dl a .
quotient fil%iji gegen ,;Z:{;, konvergiert, so folgt

A—a® g 1= 08
iet? g2 - let? b2
Der Differentialausdruck
1 — 2
! -d P

142 —27cos (& — )
behilt also seinen Wert, wenn man die Punkte z=7¢'? und w = ¢ ? gleich-
" zeitig einer Substitution der Gruppe (3) unterwirft.

Der Ausdruck
1 — 7 _ 1—|z[?

147 —2vcos (@ —¢)  w—z[2
der als Realteil der Funktion
w +z
dw w— z

eine harmonische Funktion des Aufpunktes z dar-
stellt, gestattet eine einfache, zuerst von SCHWARZ [1]
angegebene geometrische Deutung. Nach einem elementargeometrischen
Satz ist namlich

Abb. 1.

ot = o= 2 — 3
wo @' der zweite Endpunkt der von den Punkten w und z bestimmten
Sehne des Einheitskreises ist (s. Abb. 1); und da ferner

ad dw

lw—z = w2z
1 Fir den kiirzesten ,,Abstand‘ zwischen den Punkten 0 und z findet man den

1
Wert e} log ——.



Konforme Abbildung durch lineare Transformationen. 7

wo dw das von w’ bei einer infinitesimalen Drehung der Sehne um den
Aufpunkt z beschriebene Bogenelement ist, so ergibt sich schlieBlich die
einfache Beziehung

dw 1— 2

a9 1 + 72— 27cos (—¢)°

Als Niveaulinien dieses Ausdruckes hat man die Schar derjenigen

Kreise, welche den Einheitskreis im Punkte ¢¢? beriihren ; nichteuklidisch
gedeutet, stellen sie Orizykeln oder Grenzlinien dar, welche die Schar
der gegen den ,unendlich fernen Punkt ¢'? gerichteten parallelen
,,Geraden" (Orthogonalkreise von |z|=1) senkrecht schneiden.

5. Wegen der Invarianz des Differentials dw ist auch das zwischen
zwei beliebigen Grenzen 9, ¥, (0=, — 9, =27) genommene Integral

92
1— 72

. —_— 1 —_— 1
o (z; D1, ) _?;/dw— 2;/1 -*-;«2—2¢'cos(19—tp)d?9

invariant gegeniiber der Transformationsgruppe (3); d. h. iibt man auf
die drei Punkte z=r¢'?(0<7r<1), ¢'®, ¢'* eine und dieselbe beliebige
Transformation der Gruppe aus, und werden hierbei diese Punkte in
2, é", ¢'% transformiert, so gilt

! ’ ’ 7&
w(z; Y9y, ) =w(; 91, 95).
Nach obigem ist w (z; 9, ¥,) gleich der durch 2#
dividierten Linge des Bogens, der von den einerseits ‘

durch z, andererseits durch ¢% und &' ?: bestimmten
Sehnen aus der Peripherie des Einheitskreises ausge-
schnitten wird. Ist « der von diesen Sehnen gebildete
Winkel, so ist, wie man unmittelbar einsieht, auch 2w
Abb. 2.
2nw=2a—(0y—d).

Hieraus wird ersichtlich, daB die GréBe w (z; &y, ) fur (2| <1
zwischen Null und Eins variiert; als Niveaulinien hat sie die Schar der
die Punkte ¢, ¢'* verbindenden Kreisbogen, welche in der POINCARE-
schen Deutung die Rolle der Abstandslinien spielen, d.h. derjenigen
Linien, welche auf konstantem nichteuklidischen Abstand voneinander
laufen. Auf dem Bogen ¢ <#<8#, nimmt w den Wert Eins, auf dem
Komplementirbogen dy<d<d; 4+ 27 den Wert Null an.

Fiir z=0 wird o einfach gleich der durch die Linge 27 der ganzen
Peripherie | 2| =1 gemessenen Bogenlinge des gegebenen Bogens (J;, 95).
1L4Bt man nun z variieren, so kann man den Wert von w als eine ver-
allgemeinerte ,,Linge” dieses Bogens auffassen, welche also relativ zu
dem innerhalb des Einheitskreises beweglichen Aufpunkt z gemessen wird.
Da w ferner eine harmonische Funktion von z ist, so nennen wir sie
,,das harmonische MapB des Bogens (81, 0y) tm Punkte z tn bezug auf den
Einheitskreis*.
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Das harmonische MaB w (z, «) eines Bogens a der Peripherie |2} =1
in bezug auf den Einheitskreis hat also nachstehende Eigenschaften:

1. w(z, &) ist fiir |z'<1 harmonisch und beschrankt.

2. In jedem inneren Punkt von « nimmt w den Randwert 1 an; es
verschwindet auf dem Komplementirbogen f von «.

Man sieht unter Anwendung des Prinzips vom Maximum und
Minimum einer harmonischen Funktion sofort ein, dal das harmonische
MaB durch diese zwei Bedingungen eindeutig bestimmt ist.

6. Die Fixpunkte ¢;, ¢, einer Transformation der Gruppe (3) sind
entweder zum Einheitskreis spiegelbildlich (elliptischer Fall), oder sie
liegen beide auf der Peripherie des Einheitskreises (hyperbolischer Fall),
wo sie auch zusammenfallen konnen (parabolischer Fall). Die Normal-
formen der entsprechenden Substitutionen sind:

elliptisch: ij—%‘ =" Zl (le; 1, cico=1, O reell);
hyperbolisch: 2 =1 %E—fl (e ==lcy =1, A1>0);

parabolisch: 711!?:'51@ +ide {c|=1, 4 reell).

§ 2. Hauptsatz der konformen Abbildung. Abbildung der
universellen Uberlagerungsfliche eines mehrfach
zusammenhingenden Gebietes.

7. Uber die Abbildung allgemeinerer Gebiete als der in § 1 betrachteten
setzen wir vor allem folgenden Abbildungssatz als bekannt voraus.

A. Jedes emnfach zusammenhingende schlichte Gebiet G, dessen Be-
randung I' mehr als einen Punkt enthdilt, kann auf das Innere des Einheits-
kreises eineindeutig und konform bezogen werden.

Falls I cinen freien Jordanbogen' centhilt, so wird diesem eineindeutig
und stetig esn Bogen der Kreisperipherie entsprechen.

Der erste Teil dieses Fundamentalsatzes ist als spezieller Fall im
nachstehenden Hauptsatz der konformen Abbildung enthalten.

B. Jede einfach zusammenhingende RIEMANNsche Iliche I Laft sich
eineindeutiy und, bis auf eventuelle innere Windungspunkte endlicher
Ordnung, konform auf eines der nachsichenden Normalgebiete abbilden:

1. Die Vollebene (elliptischer Fall);

2. Die pumktierte Ebenc (parabolischer I7all);

3. Der Einheitskreis (hyperbolischer Fall).

Die Abbildungsfunktion, welche die Fliche F auf eines der drei
Normalgebiete bezieht, ist bis auf eine eineindeutige und konforme

1 Als ,,frei” bezeichnet man einen solchen zum Rand /" gehorigen Jordanbogen ¥,

dessen innere Punkte nicht als Hiufungspunkte auBerhalb von y gelegener Rand-
punkte vorkommen.
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gegenseitige Abbildung dieser Normalgebiete eindeutig bestimmt. Nach
§1 wird eine solche Abbildung stets von einer linearen Transformation
vermittelt. Ein Ubergang von einem der drei Normalgebiete zu einem
anderen wird hierbei nicht moglich sein: es lassen sich also simtliche
einfach zusammenhidngende Riemannsche Flichen in drei Typen ein-
teilen, entsprechend den drei Normalgebieten, in die sie konform abbild-
bar sind.

Unter Beachtung wohlbekannter Eigenschaften linearer Trans-
formationen, welche teilweise auch in §1 besprochen wurden, schlieBt
man, daB die Abbildung eindeutig festgelegt wird, wenn man fordert,
daB im Falle 1 drei Paare vorgegebener Punkte, im Falle 2 zwei Paare
vorgeschriebener Punkte (falls der einzige Randpunkt des Normalgebietes
festgehalten wird) und im Falle 3 ein Paar von Punkten und zwei
Richtungen in ihnen einander entsprechen sollen.

Sofern es sich um ein schlichtes, von einer Jordankurve begrenztes
Gebiet handelt, 148t sich wegen der Stetigkeit der Abbildung auf den
Réandern die Unitat der Abbildung auch derart erzielen, daB drei Paare
von Randpunkten einander zugeordnet werden.

8. Von dem allgemeinen Uniformirisierungssatz B wird im folgenden
nur selten, und wenn, dann immer unter ausdriicklichem Hinweis
darauf, Gebrauch gemacht werden. In diesem vorbereitenden Ab-
schnitt werden wir eingehender nur einen speziellen Fall dieses Satzes
besprechen, der fiir das folgende von besonderem Gewicht ist. Es handelt
sich um diejenige Klasse Riemannscher Flichen, auf welche das
Problem der konformen Abbildung mehrfach zusammenhidngender Ge-
biete fihrt.

Ein derartiges Gebiet kann auf einen Krers nicht mehr eineindeutig
konform bezogen werden, denn die Zusammenhangszahl ist eine topo-
logische Invariante, die bei einer topologischen, d. h. stetigen und ein-
etndeutigen Abbildung erhalten bleibt. Dagegen kann zwischen diesen
Gebieten eine vieldeutige, ndmlich eine unendlich-eindeutige konforme
Abbildung hergestellt werden. Diesc lieBe sich durch gewisse cha-
rakteristische Eigenschaften der gesuchten analytischen Abbildungs-
funktion analytisch priizise definieren. Wir wollen uns indes auf einen
allgemeineren Standpunkt stellen, indem wir den topologischen Teil der
Abbildungsaufgabe (Forderung der Stetigkeit und der umkehrbaren
Eindeutigkeit im Kleinen) von der speziellen Bedingung der Analytizitat
(Konformitat) trennen. Dies geschieht durch die Einfiihrung des Begriffes
der universellen Uberlagerungsfliche des gegebenen mehrfach zusammen-
hingenden Gebietes folgendermaBen.

9. Wir beschrinken uns auf die Betrachtung eines schlichten Gebietes G
von endlicher Zusammenhangszahl p. Die Berandung eines solchen Ge-
bietes setzt sich aus p verschiedenen Kontinuen oder Punkten y,,...,y,



10 Konforme Abbildung ein- und mehrfach zusammenhingender Gebiete.

zusammen. Wir verbinden die Mengen y; und y, durch einen innerhalb
G verlaufenden Jordanbogen ¢;, und verfahren in gleicher Weise mit
yeund yg, ..., ¥, und p;. Das Gebiet G zerféllt durch die derart gezogenen
Querschnitte ¢, ..., ¢,, welche punktfremd gewihlt werden konnen,
in zwei einfach zusammenhingende Gebiete G; und G,, welche von den
Querschnitten ¢, und den p Randpunktmengen y, begrenzt werden.

Um nun zu der universellen Uberlagerungsfliche von G zu gelangen,
nehmen wir andererseits ein schlichtes, einfach zusammenhingendes
Kurvenpolygon GY, das von p Jordanbogen begrenzt ist. ¥ konnte
ganz beliebig gewahlt werden; nur um eine anschauliche und in den
folgenden Untersuchungen oft vorkommende wichtige Figur zu erhalten,
wollen wir die Seiten des Polygons speziell als einander beriihrende Ortho-
gonalkreisbogen des Einheitskreises wihlen, falls p >2ist; fiir p = 2 nehme
man das Zweieck GY als einen Parallelstreifen an. Wir vervielfiltigen
alsdann das Polygon durch einen unbeschrinkt fortzusetzenden Spiege-
lungsprozeB: G wird zuerst an jeder seiner p Seiten gespiegelt; dem aus
G? und den durch die Spiegelung entstandenen p Polygonen G} zu-
sammengesetzten Polygon F;, dessen Seitenanzahl p(p-—1) betragt,
wird durch wiederholte Spiegelung ein Kranz von p(p—1) Polygonen
angehdngt; mit dem in dieser Weise konstruierten Polygon F, verfihrt
man dann in analoger Weise und so weiter in infinitum fort.

Im Falle p=2 fillt das System der Parallelstreifen F, die ganze
Ebene aus. Entsprechendes gilt fiir p >2; da jede Spiegelung den Ein-
heitskreis invariant 1aBt, so dringen die Polygone allerdings nie ins
AuBere dieses Kreises, auf dessen Peripherie simtliche Polygonspitzen
belegen sind; es 1483t sich aber andererseits unschwer zeigen, daf das
Polygonnetz schlicht und liickenlos das Innere dieses Kreises ausfiillt,
und zwar so, daB jeder Peripheriepunkt als Haufungspunkt der Polygone
G%», GE*+1 erscheint.

Auf die so hergestellte Netzflaiche I wird nun das Gebiet G durch
eine stetige und im kleinen eineindeutige Abbildung folgendermaBen
bezogen: Zuerst denken wir uns das Innere des Teilgebiets G; von G
auf das Innere eines beliebigen der Gebiete G’ topologisch und bis auf
den Rand stetig abgebildet, so daB sich die inneren Punkte der begrenzen-
den Querschnitte g, und die der Seiten des Polygons eineindeutig ent-
sprechen; auBlerdem werden den Randpunktmengen y, die Spitzen des
Polygons zugeordnet (diese letzte Zuordnung ist also nur dann einein-
deutig, wenn jede Menge y, sich auf einen Punkt reduziert). Durch den
oben erklidrten unendlichen SpiegelungsprozeB sind andererseits simt-
liche Polygone G%*(v=0, 1, ...) aufeinander topologisch (und sogar
konform) bezogen, und die Zusammensetzung beider Abbildungen ergibt
eine Abbildung des Gebietes G; auf simtliche Gebiete G3?, so daB jedem
Punkt von G, eine unendliche Menge dguivalenter d. h. durch eine gerade
Anzahl aufeinander folgender Spiegelungen verbundener Punkte der
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Fliche F entspricht. In analoger Weise verfahren wir auch mit dem
Gebiet G,, indem wir es auf ein beliebiges Polygon G2%”*1! topologisch
abbilden, wobei die Ridnderzuordnung so bewerkstelligt wird, dafl die
Bildpunkte der Querschnittspunkte g, stets mit den in den ersteren
Abbildungen (von G;) vorkommenden Bildpunkten derselben Punkte
zusammenfallen.

Als Ergebnis dieser Konstruktion ist eine stetige, im kleinen um-
kehrbar eindeutige, im ganzen dagegen unendlich- eindeutige Abbildung
zwischen den Inneren der Gebiete G und F hervorgegangen. Jedem
Punkt von G entspricht eine unendliche Folge Aquivalenter Punkte
von I, Zwei nebeneinander gelegene Polygone G2*, GZ**! bilden einen
Fundamentalbereich der Fliche; die 2p — 2 Seiten eines solchen Gebietes
sind paarweise dquivalent. Identifiziert man zwei dquivalente Rand-
punkte, so entsteht ein Gebiet, das als topologisches Abbild des Ge-
bietes G erscheint. Die dquivalenten Punkte sowie die Fundamental-
gebiete sind durch eine Gruppe von Transformationen aufeinander be-
zogen, welche aus einer geraden Anzahl sukzessiver Spiegelungen zu-
sammengesetzt sind und die, wie schon jede einzelne Spiegelung, die
Figur F in sich selbst tiberfithrt. Diese Gruppe der Decktransformationen
kann durch Zusammensetzung von p —1 Fundamentalsubstitutionen und
deren inversen Substitutionen erzeugt werden, wofiir diejenigen Trans-
formationen gewihlt werden kénnen, die ein beliebiger Punkt von F
erfahrt, wenn man den Bildpunkt in G einen Umlauf um je eine gewisser
#—1 der Randpunktmengen y, beschreiben lift; sie kénnen offenbar
auch als diejenigen speziellen Decktransformationen definiert werden,
welche den p—1 Paaren dquivalenter Seiten eines beliebigen Fundamental-
gebietes zugeordnet sind durch die Vorschrift, daB sie je eine Seite in
die dquivalente tberfiihren.

Durch die Abbildung von G auf F haben wir die universelle Uber-
lagerungsfliche eines p-fach zusammenhidngenden Gebietes eindeutig
definiert. Die Fliche F ist als eine Darstellung der Uberlagerungsfliche
zu betrachten; diese Darstellung ist eine spezielle unter unendlich vielen
anderen mdglichen. Der Begriff der Uberlagerungsfliche ist topo-
logischer Natur: als Repriasentant dafiir kann, statt der besonderen
Flache F, jede Fliche F' angenommen werden, welche aus der Figur I
durch eine topologische Abbildung hervorgeht. Eine Abbildung des
Gebietes G auf ein Gebiet F’', welche durch Zusammensetzung der oben
definierten Abbildung von G auf F mit einer topologischen Abbildung
von F auf F’' entsteht, wollen wir zu der Abbildung G- F isomorph
nennen. Die universelle Uberlagerungsfliche wird durch den Inbegriff
dieser isomorphen Abbildungen erklart.

Unwesentlich vom Standpunkt der Definition der Uberlagerungs-
fliche aus ist also z. B., daB wir im Falle p > 2 diese Fliche durch
eine offene endliche, im Falle p = 2 dagegen durch eine wunendliche
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Kreisscheibe (punktierte Ebene) dargestellt haben, denn diese Flichen
sind aufeinander topologisch abbildbar. Gewdéhnlich denkt man sich die
Uberlagerungsfliche iiber das betreffende Gebiet G unendlich vielblittrig
ausgebreitet : man gibt sich eine unendliche Folge kongruenter Exemplare
der beiden Teilgebiete G; und G,, mit denen diese iiberdeckt werden,
indem man die einzelnen Exemplare lings der Querschnitte g, genau
wie die Gebiete G2* und G2"*! in der Figur F zusammenheftet. In der
so entstandenen mit der Fliche I topologisch dquivalenten, unendlich
vielblittrigen Fliche G* sind die unendlich vielen, einem gegebenen
Punkte von G zugeordneten dquivalenten Punkte simtlich tiber jenem
Punkt gelegen, wodurch die Benennung ,,Uberlagerungsfliche’* ihre
Erklirung findet. Die Fundamentalbereiche sind hier mit den ver-
schiedenen Bldttern von G* identisch. -— Als topologisches Abbild
einer Kreisscheibe ist die universelle Uberlagerungsfliche eines p-fach
zusammenhingenden Gebietes einfach zusammenhingend.

10. Das Wesentliche im Begriffe der universellen Uberlagerungs-
fliche (wie {iberhaupt in dem Begriffe einer RiemanNschen Fliche) ist
nach obigem die Regel, nach welcher die Fundamentalbereiche (,,Blatter’)
aneinander gefiigt sind. Diese Regel, das Verzweigungsschema der Fliche,
kann analytisch durch die Gruppe der Deckformationen charakterisiert
werden; geometrisch 148t sie sich noch einfacher als durch die Figur F
durch folgende, mittels F herstellbare Konfiguration veranschaulichen?.

Man nehme in den Gebieten Gy und G, je einen Punkt, P, und P,,
und verbinde dieselben durch $ Jordanbogen /,(v=1, ..., p), so daB [,
nur den Querschnitt ¢, schneidet. Dem Liniensystem /, entspricht auf der
Fliache eine baumartige Linie, welche in der untenstehenden Abbildung

I
o

/ \ N e 2
o N
o \/O/x\o/ X\O\/ ——>o—>><——c|>—x—/-o<—
TS

—o/ \o— P <l3\°<
o | I | I |
| Abb. 3.

fir p=2, 3, 4 schematisch gezeichnet ist. Die Kreispunkte (1) und
Kreuzpunkte (2) dieses ,,topologischen Baumes” sind den Gebieten
G, und G,, die ,,Glieder* (12), (21) wiederum den Seiten dieser Gebiete
eineindeutig zugeordnet. Der topologische Baum lilt sich offenbar
umgekehrt zur Herstellung der Figur FF verwenden, woraus hervorgeht,

1 A. See1sEr [2], R. NEvanrLinNa [10].
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daB die Uberlagerungsfliche durch dieses Schema topologisch voll-
kommen definiert ist.

I1. Nachdem die topologische Seite des Problems durch die obigen
Ausfithrungen vollstindig klargelegt worden ist, kénnen wir jetzt, indem
wir auch die spezielle Forderung der Konformitit beriicksichtigen,
unsere Abbildungsaufgabe folgendermalBen genau formulieren:

Es soll eine zu der oben erkldrten Zuordnung G— F isomorphe konforme
Abbildung von G auf ein schlichtes Gebiet K hergestellt werden.

Indem wir die Gebiete G und K in der komplexen z- bzw. x-Ebene
gelegen denken, nehmen wir an, x = x(2) sei eine analytische Funktion,
welche die gesuchte Abbildung G— K vermittelt. Aus den definierenden
Eigenschaften dieser Abbildung schlieBt man unmittelbar, daB} die
Abbildungsfunktion nachstehenden Bedingungen geniigt:

1. x(2) ist innerhalb G unbeschrinkt analytisch fortsetzbar;

2. x(z) ist einwertig, d. h. den Mittelpunkten von zwei verschiedenen
Funktionselementen entsprechen stets verschiedene Funktionswerte;

3. Das von den Funktionswerten (zufolge der Einwertigkeit) schlicht
iiberdeckte Wertgebiet K ist einfach zusammenhidngend.

Diese Eigenschaften sind umgekehrt fiir die abbildende Funktion
charakteristisch: nimmt man nimlich an, eine analytische Funktion
erfiille die drei obengenannten Bedingungen, so 16st sie unsere Abbildungs-
aufgabe. Um dies einzusehen, zeichne man die Querschnitte ¢, und
verfolge, bei Beriicksichtigung der drei Voraussetzungen, die Art und
Weise, in welcher sich die Abbilder der zwei Teilgebiete G; und G, neben-
einander lagern; man tiberzeugt sich davon, da3 die Abbildung tatsichlich
mit der topologischen Zuordnung G —F isomorph ist. Die obenstehenden
drei analytischen Bedingungen geniigen also schon, um die Abbildungs-
aufgabe vollstindig zu definieren. Auf die Mdglichkeit einer analytischen
Formulierung des Problems wurde bereits hingewiesen.

Als topologisches Abbild der Kreisscheibe F ist das Gebiet K einfach
zusammenhingend, und es wird folglich entweder von einem Punkt oder
von einem Kontinuum begrenzt. Da im letzteren Falle, nach dem
Fundamentalsatz iiber konforme Abbildungen schlichter Gebiete, eine
weitere konforme Abbildung von K auf den Einheitskreis moglich ist,
so bedeutet es keine Einschrinkung der Allgemeinheit, von vornherein
anzunehmen, dafl K entweder mit der punktierten Ebene oder mit dem
Innern des Einheitskreises zusammenfillt.

Die Umkehrfunktion z=2(x) von x=ux(2) ist eine innerhalb K
eindeutige, aber vielwertige Funktion, die jeden Wert 2, der durch einen
inneren Punkt von G reprisentiert wird, in einer unendlichen Anzahl
dquivalenter Punkte x annimmt. Es seien nun x;(z) und x,(2) zwei ver-
schiedene Elemente der Funktion x(z), deren Mittelpunkte iibereinander
liegen (d.h. denselben Zahlenwert z haben) und die diese Mittelpunkte in
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die Punkte x = x; bzw. x = x, iiberfiihren. Diese zwei dquivalenten Punkte
sind aufeinander bezogen durch die Decktransformation x,= x, (z(%,)),
welche in K unbeschrinkt fortsetzbar ist und nach dem Monodromie-
satz somit eine fiir |x|<1 eindeutige Funktion definiert; dasselbe
gilt nun aber auch fiir die Umkehrfunktion, woraus folgt, daB} die
zwischen x; und x, bestehende Relation eine eineindeutige und konforme
Abbildung von K auf sich selbst erkliart, die sich nach dem in Nr.3
angegebenen Satz auf eine lineare Transformation reduzieren muB.

Die Decktransformationen bilden also bei einer konformen Abbildung
der Uberlagerungsfliche eine Gruppe von linearen Transformationen (S),
welche den Kreis K invariant lassen. Die mehrdeutige Abbildungsfunktion
x=2x(2) ist eine lnear polymorphe Funktion, deren Zweige sich den
Transformationen (S) gemiB vertauschen, wenn der Punkt z einen ge-
schlossenen Weg beschreibt. Die eindeutige, fiir |x/ <1 definierte
meromorphe Umkehrfunktion z=12z(x) wiederum ist eine aufomorphe
Funktion, die ihren Wert behilt, falls man auf die Verdnderliche x
eine beliebige Substitution der Gruppe (S) ausiibt.

Die Existenz dieser automorphen Funktion ist durch den Hauptsatz B
gesichert. Da wir nun aber, wie bereits weiter oben bemerkt wurde,
die Anwendung dieses allgemeinen Satzes soweit als moglich vermeiden
wollen, werden wir in dem folgenden Paragraphen einige Fragen etwas
genauer erdrtern, die fiir die Herstellung der Abbildung der hier be-
trachteten Uberlagerungsfliche von Bedeutung sind und die uns zugleich
zu einigen fiir das folgende wichtigen Eigenschaften der Abbildungs-
funktion fithren werden.

§ 3. Fall der p-fach punktierten Ebene.

12. Wir betrachten vorerst einen besonderen Fall, der spiter eine
wichtige Rolle spielen wird. Die Berandung des p-fach zusammen-
hingenden Gebietes G mége sich auf p =2 Punkte a, ..., a, reduzieren;
es handelt sich also um die konforme Abbildung der universellen Uber-
lagerungsfliche G, (a;, ..., a,) der an diesen p Stellen punktierten Ebene.

Im einfachsten Falle, p=2, wird diese Fliche, die sich unendlich
vielblattrig um die zwei Randpunkte a;, a, windet, durch die elementare
Transformation

v=alog’ .} —B, (4)
wo o und § willkiirliche Konstanten und die Randpunkte 4;, a, vom
unendlich fernen Punkte z= o verschieden angenommen sind, auf
die punktierte Ebene x = o konform abgebildet. Die Fliche G (4;, a,)
gehort also dem parabolischen Typus an.

Nimmt man als Querschnitte ¢,(»v==1, 2) die zwei Bogen, in welche
ein beliebiger durch die Randpunkte a,, a, gehender Kreis durch diese
Punkte geteilt wird, so findet man als Bilder des Kreisinnern G; und des
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KreisduBern G,, die einander spiegelbildlich zugeordnet sind, ein System
von kongruenten, paarweise symmetrischen Parallelstreifen, die die
x-Ebene iiberdecken; eine Figur also, die mit der zur topologischen
Definition der Uberlagerungsfliche konstruierten Figur F identisch ist.
Die Existenz der Abbildungsfunktion (4) hitte man auch unter
Vermeidung der Theorie der elementaren Transzendenten, in genauer
Analogie mit dem bei der Konstruktion der topologischen Abbildung
G.— F verwendeten Verfahren, so nachweisen konnen, da3 man zuerst
den Kreis G; auf einen Parallelstreifen G abbildet, so daB die zwei Rand-
punkte a,, a, in die beiden unendlich fernen Randpunkte iibergehen,
was nach dem Fundamentalsatz A moglich ist; durch analytische Fort-
setzung der derart gewonnenen Abbildungsfunktion mittels des SCHWARZ-
schen Spiegelungsprinzipes ergibt sich schlieBlich die gesuchte Abbildung.

Die konforme Abbildung der Fliche G (a,, a,, a;) 14Bt sich ebenfalls
auf dem zuletzt beschriebenen Wege ausfithren. Man teilt das Gebiet G
wieder in zwei Gebiete G, und G, durch den von den Punkten 4,, a,, a4
bestimmten Kreis, und bildet das Gebiet G; auf das Innere eines von
drei beliebigen, einander berithrenden Orthogonalkreisen des Einheits-
kreises | x| <1 gebildeten Spitzendreiecks konform ab, so daB die drei
Randpunkte «, in die drei Spitzen {ibergehen. Durch analytische Fort-
setzung mittels des Spiegelungsprinzips entsteht eine unendlich viel-
deutige analytische Funktion ¥ =x(z; a,, a,, as), welche die gewiinschte
Abbildung leistet. In der x-Ebene wiederum entsteht die vorhin kon-
struierte Figur I (Modulfigur). Die so gewonnene automorphe Umkehr-
funktion z=12(x;, a;, a,, a;) ist die Modulfunktion. — Die Fliche
G (ay, ay, a3) ist vom hyperbolischen Typus.

In den hoéheren Fillen >3 laft sich die obige Konstruktion der
Abbildungsfunktion x(z; a,, ..., a,) nicht mehr wiederholen (auBler
fir spezielle symmetrische Lagen der Windungspunkte a,); denn selbst
wenn die Randpunkte a, auf einem Kreise liegen, ist der Nachweis
dafiir, daB das Innere des Kreises auf ein geeignetes Spitzenpolygon
von der in Nr. 9 betrachteten Art so abbildbar ist, daB die » >3 Rand-
punkte a, den p Spitzen zugeordnet werden, nicht mit Hilfe des Funda-
mentalsatzes zu erbringen.

Zur Konstruktion der Abbildung empfiehlt es sich, in den Fillen
p>3 zuerst eine vorbereitende Hilfstransformation mittels der oben
konstruierten Modulfunktion vorzunehmen. Bevor wir dazu iibergehen,
wollen wir jedoch, unter der Annahme der Existenz der Abbildungs-
funktion, einige Eigenschaften derselben beweisen.

Zuerst soll gezeigt werden, daB die Uberlagerungsfliche G, (ay, . . ., 4,)
auch fir >3 zum hyperbolischen Typus gehért.

Wire namlich die Flache G, (4, ..., a,) fiir p=3 vom parabolischen
Typus, also auf die offene Ebene x= oo schlicht und konform abbildbar,
so wiirde die Umkehrfunktion z=z(x; @, ..., a,) eine in der ganzen
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endlichen Ebene eindeutige, bis auf isolierte Pole regulire Funktion,
also eine meromorphe Funktion sein, welche die Werte 4, ..., a, und
insbesondere also die Werte a,, a,, a3 nicht annimmt. Daf dies nicht
moglich ist, folgt aus dem

Satz von PICARD. Eine fiiv t # o eindeutige meromorphe Funktion f(f),
welche drei verschiedene Werle ay, a,, ay auslift, reduziert sich auf eine
Konstante.

Zum Beweise dieses berithmten Satzes fixiere man, dem klassischen
Vorbild Picarps [1] folgend, einen beliebigen Punkt ¢4 o und in dem
entsprechenden Punkt z=/(f) einen beliebigen Zweig der linear poly-
morphen Funktion x=x(z; a;, a,, a;). Durch Zusammensetzung dieser
zweil Funktionselemente wird die Verinderliche x als eine Funktion
x=2x(f(t); ay, ay, a5) = (f) von ¢ erklart, die in der offenen Ebene
¢+ oo unbeschrinkt fortsetzbar ist, da die innere Funktion f die einzigen
fiir die duBere Funktion x(z) kritischen Werte a,, a,, a; vermeidet.
Wegen des einfachen Zusammenhanges des Gebietes ¢+ « ist ¢(f) nach
dem Monodromiesatz eindeutig, und da es ferner beschrinkt ist (j¢|<1),
so muBl es nach dem LiouviLLeschen Satze konstant sein. Da die
duBere Funktion x(z) keine Konstante ist, so folgt hieraus, daf die
innere Funktion f(f) sich auf eine Konstante reduzieren muB}, was zu
beweisen war.

Die automorphe Umkehrfunktion z-=z(x; a;, ..., a,) ist nicht
konstant; aus dem Prcarpschen Satz folgt also, daB sie fiir p=3 als
Existenzgebiet nicht die punktierte Ebene haben kann; sie ist somit
innerhalb des Einheitskreises |x <1 erklirt, und die Uberlagerungs-
fliche G, gehort folglich dem hyperbolischen Typus an, sobald die
Anzahl p der Grenzpunkte gréBer als zwel ist.

13. Wir kommen nun zu der Frage, wie sich das Fundamentalgebiet
der automorphen Funktion z—=z(x; a,, ..., a,) in den hoheren Fillen
>3 konstruieren lafBt!.

Es 148t sich zeigen, daB, wie in den Fillen p = 2,3, die Kreisfigur K,
welche vermittels der Funktion x-=x(z; a,, ..., a,) als Bild des Gebietes
G =G, + G, entsteht, mit der oben (Nr. 9) erkliarten Figur F nicht nur
topologisch 4quivalent, sondern, bei gecigneter Wahl der zwei Teil-
gebiete G, und G,, sogar zdentisch ist. Zu diesem Zweck untersuchen
wir die Fundamentalsubstitutionen der zugehérigen Gruppe (S) der
Decktransformationen von K, als welche, wie wir gesehen haben, ein
System von p—1 Substitutionen S,, ..., S, ; genommen werden kann,
die einen Unlauf um je einen der Punkte z=g4,, ..., a, , entsprechen,

Wir wihlen, nachdem der Punkt a, durch einen kleinen Kreis vom
Radius g isoliert worden ist, in der Kreisscheibe 0<iz—a,' <o einen
beliebigen Punkt, und fixieren in ihm ein Funktionselement, das

1 Vgl. F. NEva~NLinNa [2].
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die Substitution S, erfihrt, wenn der Punkt z einen Umlauf um a4, be-
schreibt. Setzt man dieses Element in der Kreisscheibe unbeschrinkt
fort, so entsteht eine vieldeutige Funktion, deren Zweige durch die
von den Potenzen S#(k=0, -1, ...) der Substitution S, gebildeten
Untergruppe der Gruppe (S) zusammenhingen.

Als eine Substitution, die den Einheitskreis invariant 148t, ist S,
entweder elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch (Nr. 6). Wir werden
zuerst zeigen, dal} die letztgenannte Moglichkeit zutrifft. Hierbei werden
wir wesentlich die evidente Tatsache benutzen, daB der Punkt x(2)
fiir z—~a, gegen den Rand |x|=1 riicken muB.

Nehmen wir zunichst an, S, sei eine elliptische Transformation

x—ec 1 i9 E—c 1

Py =G L=

¥ —C, §—C &

mit den Fixpunkten ¢;, ¢, (j¢;|<1, ¢;¢,=1), so erfihrt der Ausdruck

27

Ed log g (x (2))

bei einem Umlauf von z um den Punkt a,, der den Wert x in den durch
die Transformation S, bestimmten Wert & iiberfithrt, den Zuwachs
+2x¢. Die Funktion

27 2n

T logg =7
et Tl

ist also in dem Kreisring 0<|z—a,|<¢ eindeutig, und da sie wegen
der leicht bestatigten Relation |@|<1 fiir dieselben Werte z beschrankt
ist, so folgt aus dem CAucHy-RiEMANNschen Satz iiber hebbare Singu-
larititen analytischer Funktionen, daB sie fiir z=a, regulir ist; sei
@(a,)=>~,. Beachtet man den Zusammenhang zwischen ¢ und x, so
folgt, daB auch x sich in z=ga, regulir verhalten wiirde, falls b,<¢,,
wihrend es sich im Falle b,=¢, in eine Reihe der Form

m| |
=0+ (z—a) ' Plz—a,)
entwickeln lieBe. Beide Fille sind ausgeschlossen, weil x fiir hinreichend
kleines ¢ dann die Kreisscheibe |z—a,|< ¢ auf ein ganz innerhalb |x|<1
liegendes Gebiet abbilden miiBte, wihrend doch |x|—1 fiir z—a, sein muB.
Man nehme zweitens an, S, sei eine hyperbolische Transformation.

Wenn ihre auf der Peripherie des Einheitskreises gelegenen Fixpunkte
mit ¢,, ¢, bezeichnet werden, so kann S, in der Form

v E—¢

(p(x) € X —Cy = E—c,

geschrieben werden, wo A eine reelle Zahl ist. Wir bilden alsdann
den Ausdruck
2 tog g ()
¢

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 2

»
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wobei stets derjenige Zweig des Logarithmus genommen wird, der durch
die Ungleichung « <arg ¢ < o+ 7z definiert ist, wo o den von der Kreis-
peripherie |x' =1 und der Sehne (¢, ¢,) gebildeten Winkel bezeichnet.
Setzt man fiir x die Funktion %(z; a1, ..., ap) ein, so wird der Exponent
bei vollen Umlaufen von z um den Randpunkt «, stets um ein Multipel
von 2x¢ vermehrt, und die durch den Exponentialausdruck definierte
analytische Funktion von «x ist infolgedessen eindeutig in der Umgebung
von a,. Ferner ist sie daselbst beschrdnkt, denn ihr absoluter Betrag ist

2o 270 2n°

auf das Intervall <e Poe b7 ) eingeschriankt. Nach dem Cavucny-

RieMaNNschen Satz schlieBt man wieder, dafl diese Funktion fiir z=a,
regulir und, da ihr Modul nach unten beschrinkt ist, von Null ver-
schieden sein muB. Hieraus ergibt sich dann weiter, dal auch der Exponent
des betrachteten Ausdruckes, sowie schlieBlich auch die Funktion x
selbst im Punkte z = a, reguldr ist, was jedoch ihren definierenden Eigen-
schaften widerspricht.

Die Substitution S, kann also auch nicht hyperbolisch sein, und
es bleibt als einzige Moglichkeit iibrig, da S, parabolisch ist. Hieraus
1aBt sich iiber das Verhalten der Abbildungsfunktion x im Punkte z=a,
eine wichtige SchluBfolgerung ziehen: Wenn S, den Peripheriepunkt
x=c, des Einheitskreises zum Fixpunkt hat, so ist sie in der Form

Edc ¥+
f—a T x—o
darstellbar, wo w eine von Null verschiedene, positive Konstante ist
(Nr. 6). Wie oben schlieBt man nun, unter Anwendung des Caucmy-
RiemANNschen Satzes, daBl der Ausdruck
27 146y
w(z> ::Cu) X — Cp
eine im Punkte z=ga, regulire Funktion von z darstellt. Ferner muf3
y(a,) gleich Null sein, denn andernfalls wiirde man auf denselben Wider-
spruch wie oben, ndmlich auf die Regularitit der Funktion x im Punkt
z=a,, stoBen. Man hat also in der Umgcbung von «, eine Entwicklung

pE) =b(z—a) +... (=1, b=£0)
und also
T —pylogle—a) +ele—a),
wo ¢(z—a,) flir z—+4a, verschwindet!.
Aus dieser Entwicklung ist zundchst zu sehen, daf3 der betrachtete
Funktionszweig fiir z > a, den Fixpunkt x =c¢, als Grenzwert hat. Ferner

sieht man, daBl der Punkt x*, dessen Lage in der Nihe von z=gq, sich

X% ==

1 Falls der Grenzpunkt @, unendlich fern liegt, so hat man in den obigen Ent-

. 1
wicklungen z-—a, durch , 2 ersetzen.
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asymptotisch durch den Ausdruck g4y log (z— a,) bestimmt, asym-
ptotisch eine Gerade L, beschreibt, wenn z eine kleine Kreislinie |z2—a,| = o
in beiden Richtungen umkreist; da andererseits die Variabilitit von x*
auf die linke Halbebene beschrankt ist, so folgt, daBl L, mit der imagindren
Achse parallel sein muB3, und daB also die Bildkurve des genannten
Kreises in der x-Ebene eine geschlossene Kurve ist, die den Einheits-
kreis im Fixpunkt x = ¢, beriihrt. Jeder Kurve, die mit einer be-
stimmten Richtung in z=a, einmiindet, entspricht wieder in der x*-Ebene
eine Kurve, welche eine zur reellen Achse parallele Gerade als Asymptote
hat; als Bildkurve im Einheitskreis |x|<1 ergibt sich infolgedessen ein
Bogen, der die Peripherie |x|=1 in x=c, orthogonal schneidet. — Die
Gesamtanzahl aller Punkte c¢,, welche durch verschiedene Wahl des
Anfangselementes x(z) als Bildpunkte dem Grenzpunkt a, zugeordnet
werden konnen, ist unendlich; diese Fixpunkte liegen auf der Peripherie
|x|=1 iiberall dicht.

Nunmehr laBt sich die Gestalt des Fundamentalgebietes der auto-
morphen Umkehrfunktion leicht bestimmen. Man wihle die p Jordan-
bogen g¢,, durch welche wir das Gebiet G in zwei Halbblitter G; und G,
geteilt haben (Nr.9), so daB sie mit bestimmten Tangenten in den
Grenzpunkten 4, miinden. Dann entspricht nach obigem jedem Halb-
blatt immer ein Spitzenpolygon P, des Einheitskreises |x|<1, das von
#, den Bogen ¢, entsprechenden Orthogonalbogen A, des Kreises |x|=1
begrenzt wird, und dessen Spitzen Fixpunkte der den Punkten a, zu-
geordneten parabolischen Substitutionen sind. Zwei benachbarte Polygone
P, bilden einen Fundamentalbereich F, der automorphen Funktion.

Durch geeignete Wahl der Kurven ¢, kann man es immer so einrichten,
daB die Polygone P, von lauter Orthogonalkreisbogen des Einheitskreises
begrenzt werden. Man braucht nur von einem beliebigen, in oben
erklarter Weise konstruierten Polygonsystem P, auszugehen und dann
in jedem Polygon die Kurven A, durch einen, die Endpunkte desselben

verbindenden Orthogonalkreisbogen A, zu ersetzen. Ist nun S eine
Substitution, durch welche zwei, einem ,,Schnitt” ¢, zugeordnete
Seiten A,, A, aufeinander bezogen sind, so fithrt S die Endpunkte von
A, in die Endpunkte von 2 {iber und transformiert folglich auch die

Orthogonalbogen 4, und 4, durch welche wir jene Seiten ersetzt haben,
ineinander. Zwei beliebigen derartigen Bogen entspricht somit es# wohl-
bestimmter Bogen g,, welcher die Endpunkte von ¢, verbindet. Durch
diese Kurven ¢, miissen wir somit die Einteilung G = G, 4+ G, vornehmen,
um zu einer Figur zu gelangen, in welcher simtliche Fundamentalgebiete
von lauter Orthogonalbogen des Einheitskreises begrenzt sind?.

1 Die beiden ,,Hilften‘ eines Fundamentalgebietes sind auch bei dieser be-
sonderen Wahl der Kurven ¢, im allgemeinen nicht spiegelbildlich zueinander.
Man kann zeigen, daB dies nur dann zutrifft, wenn samtliche Punkte a, auf einer
Kreislinie liegen.

2*
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14. Wir miissen hier auf eine vollstandige Darstellung des Beweises
tiir die Existenz der Abbildung G — K, welche oben in den Féllen $>3
vorausgesetzt wurde, verzichten. Am einfachsten gestaltet der Existenz-
beweis sich bei Anwendung des CARATHEODORY-K0OEBEschen Schmiegungs-
verfahrens (durch welches auch der Fundamentalsatz A (Nr. 7) unschwer
begriindet werden kann)!. Wir beschrinken uns hier darauf, an folgende
Hauptpunkte eines nach dieser Methode gefithrten Beweises zu erinnern.

a) Vermittels der linear polymorphen Funktion x—x(z; a;, a,, as)
wird das Gebiet auf den, an den unendlich vielen Bildpunkten ai
(#=1, 2, ...) der Randpunkte z=a, (v==4, ..., p) punktierten Ein-
heitskreis G' konform und unendlich-eindcutig abgebildet.

b) Durch wiederholte Anwendung der bekannten CARATHEODORY-
KoeBEschen Wurzeltransformation wird G' auf eine Folge von Gebieten G*
sukzessiv abgebildet, welche aus dem, an den Bildpunkten der Punkte a,
punktierten Einheitskreis bestehen. Wird der innerhalb dieses Kreises
liegende Windungspunkt stets in den, dem Nullpunkt zunichst liegenden
Randpunkt von G* verlegt, so ist die Abbildung G ->G* konform und
unendlich-eindeutig. Die Randpunkte vermehren sich bei wachsendem £,
riicken aber fiir £— c sdmtlich gegen die Peripherie des Einheitskreises.

¢) Die Abbildung G- G* nihert sich fiir £ o einer Grenzabbildung,
welche sdmtliche geforderten Eigenschaften besitzt.

Dieser Existenzbeweis zeigt zugleich daB, wie bereits oben bewiesen
wurde, die abzubildende universelle Uberlagerungsfliche vom hyper-
bolischen Typus ist.

§4. Der allgemeine Fall eines p-fach zusammenhéidngenden
Gebietes.

15. Wenn das Gebiet nicht mehr von lauter isolierten Punkten
begrenzt wird, und also mindestens eine der Randpunktmengen y, ein
Kontinuum ist, so lassen sich die wichtigsten Eigenschaften der Ab-
bildung G- K durch eine Kombination der Resultate der vorigen
Nummer mit dem Fundamentalsatz A herleiten. Wir beschrinken uns
hierbei auf denjenigen, fiir die Anwendungen wichtigsten Fall, wo die
Randkontinua y, Jordankurven sind. Einfachheitshalber wollen wir
weiter voraussetzen, dall keine der p Mengen y, sich auf einen Punkt
reduziert ; wie die nachstehenden Resultate fiir die derart ausgeschlossenen
Mischfille zu modifizieren sind, diirfte ohne weiteres einleuchtend sein,
weswegen wir auf diese Fille auch spaterhin nicht niher eingehen wollen.

Um die gesuchte Abbildung G- K herzustellen, nehmen wir nun
auBerhalb der duBersten Kurve 9, und innerhalb der inneren Rand-
kurven y,, ..., y, je einen duleren Punkt z=a, (=1, ..., p) des

1 Vgl. z. B. CARATHEODORY [4].
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Gebietes G und bilden zunichst das Gebiet G (ay, ..., a;) durch die
Abbildungsfunktion x(z; a,, ..., a,;) auf das Innere des Einheitskreises
ab. Das AuBere von y, und das Innere von p,, ..., y, werden hierbei
auf gewisse Gebiete H), H, ..., H} abgebildet, welche innerhalb des
Einheitskreises gelegen sind, so dafl ihre Rénder, die aus den, den
Konturen 7, entsprechenden Jordanbogen yi(i=1,2,...) bestehen,
den Kreis |x|=1 in je einem der den Punkten a, zugeordneten Fix-
punkte ¢ beriihren, auBer im Falle p=2, wo die Linien y!(v=1, 2)
durch den unendlich fernen Randpunkt gehen. Als Bild von G hat man
also dasjenige von den Jordanbogen ¢ begrenzte einfach zusammen-
hingende Gebiet G’, welches aus der Kreisscheibe \x]<1 entsteht,
wenn die Gebiete H} entfernt werden. Die gewiinschte Abbildung erhalt
man einfach dadurch, daf3 das schlichte Gebiet G’ weiter auf den Einheits-
kreis abgebildet wird, was nach dem Fundamentalsatz 4 méglich ist.

DaBl die Figur K, die durch die derart hergestellte Abbildung im
Einheitskreise entsteht, mit der Figur F isomorph ist, sofern man die
inneren Punkte des Einheitskreises ins Auge faBt, ist evident; in der
Tat beziehen sich ja auch die Bedingungen unseres Problems ausschlief3-
lich auf das Verhalten der Abbildung im Innern der Gebiete G und K.
Was nun aber das Randverhalten der Abbildung betrifft, so unterscheidet
sich der hier betrachtete Fall, wo die Punktmengen », Jordanbogen sind,
von dem Falle G, (ay, ..., a,) darin, daB auch auf dem Kreisrande diesen
Mengen keine Punkte, sondern eine Folge von Bogen y: entsprechen.
In der Tat folgt aus dem Fundamentalsatz A {iber die Rénder-
zuordnung bei konformer Abbildung schlichter Gebiete, daB jedem
Jordanbogen y¢ ein bestimmtes Segment 9% des Kreises zugeordnet ist.
Im Falle p=2 reduziert sich die Anzahl dieser Segmente auf zwei zu-
einander komplementiren Bogen y; und v, der Kreisperipherie. Ein
kompliziertes Bogensystem entsteht dagegen fir $=3, wo jedem ¥,
unendlich viele 9! entsprechen. Eine interessante Frage ist, ob die
zusammengelegte Linge dieser Bogen den vollen Betrag 2 z erreicht. Dal3
dem tatsichlich so ist, daBl also die Komplementirmenge der Peripherie-
punkte das MaB Null hat, soll im folgenden Abschnitt gezeigt werden.

II. L6sung des DIRICHLETschen Problems
fur ein schlichtes Gebiet.

§1. Das PoissoNsche Integral.

16. Als wesentliches Hilfsmittel in den nachfolgenden Untersuchungen
werden einige Sitze aus der Theorie der harmonischen Funktionen ver-
wendet. Die Grundlage dieser Sitze bildet die Losbarkeit der ersten
Randwertaufgabe, d.h. die Moglichkeit, mit vorgegebenen Randwerten
eine in einem Gebiet G harmonische Funktion zu konstruieren. Unter
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Anwendung der Ergebnisse des ersten Abschnittes soll in diesem Para-
graphen folgender spezielle Fall dieses allgemeinen Satzes vollstindig
begriindet werden.

In jedem Randpunki z==C eines in der z-Ebene gelegemen schlichten,
von den Jordankurven I, ..., I'y berandeten p-fach zusammenhingenden
Gebietes G ser ein reeller Wert w(l) vorgeschrieben, so daf diese Funktion
auf jedem Bogen I', beschrinkt und bis auf hochstens eine endliche Anzahl
von Punkten stetig ist. Es existiert dann eine und nur eine innerhaldb G
harmonische und beschrinkte Funktion, welche bei Anndherung an einen
Stetigkeitspunkt z=7_ dem betreffenden Randwert u(l) zustrebt.

17. Falls G der Einheitskreis |z <1 ist, so wird die Randwertaufgabe,
wie zuerst von H. A. ScCHWARZ gezeigt worden ist, durch das Poissonsche
Integral ) 2n e

7 70 —7
wlre' )= 50 [l s e 47 (1)
0
gelostl. Wie in I, §1, bewiesen wurde, ist der Kern des Integrals eine
harmonische Funktion des Aufpunktes z=7¢'? und dasselbe gilt somit
auch fiir das Poissonsche Integral, in jedem Punkt des Einheitskreises.
Um weiter einzusehen, daB3 die durch das Integral definierte Funktion
fiir z—>( gegen den vorgegebenen Randwert % ({) strebt, empfiehlt es sich
zunichst, die speziellere Randwertaufgabe zu betrachten, wo #(f) auf

einem Bogen {;¢, (6, =¢'", {, = ¢'*) des Einheitskreises von der Linge
Py —h=a (0<a<2x) den Wert 1 annimmt, wihrend es auf dem
Komplementirbogen verschwindet. Das Poissonsche Integral geht
dann in i

1 1— 7
an [ in e 4
‘,‘)‘
iiber; dieser Ausdruck stimmt mit dem auf S. 7 definierten, ,harmoni-
schen MaB" w(z; 9y, ¥,) des Bogens (J,9,) iberein und hat also, wie
daselbst gezeigt wurde, die geforderten Randeigenschaften.
Nach dieser Vorbereitung kehren wir zu dem allgemeinen Integral (1)

zuriick, das sich auch in der Form

u(z):j;(e”)dw(z; 0, 9 (19

schreiben 148t. Sei {={,=¢'" ein Stetigkeitspunkt von %({), & eine
beliebig kleine positive Zahl und ¢, <4 <¢, ein den Wert {, umgebendes
Intervall, wo die Schwankung von #({) kleiner als ¢ ist. Es wird dann
2
w(z) —u(lo) = [ (w(e"") —u(Zy) do
#=0
942

By y
::ﬁf(e)dw + [w(e”) —u () do,

1 H. A. Scuwarz [1].
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wo (&) eine GréBe von einem Betrag < ¢ bezeichnet!. Hier ist der Betrag
des ersten Gliedes rechts kleiner als ¢, wihrend das zweite Glied héchstens

2Mw(z; 9y, 9 +27)

betrigt, wo M das Maximum von |« ({)| bezeichnet. Strebt nun z gegen

den Punkt ¢y = €' %, wo jad) <¥,<,ist, so verschwindet das harmonische

MaB w(z; 9y, ¥+ 2x) gleichméBig. Es 14Bt sich somit eine Zahl g,

finden, so daB w< ¢ wird fir |z—{,|<p,; fir dieselben Werte z gilt dann
(@) —u(Cy) |<e@M+1),

woraus zu sehen ist, daBl u(z) fir z—>{, dem vorgegebenen Randwert

u(C,) gleichmiBig zustrebt.

An jedem Unstetigkeitspunkt {,, wo der links- und rechtsseitige
Grenzwert u (¢! 9) bzw. u(e!(%—9) existiert, hat man, auf einem
Wege, der mit der positiven Tangente des Kreises |z|=1 den Winkel
Am bildet, fir % (z) den Grenzwert

Au @ L (4 —Ru ).

Der Beweis gestaltet sich dem obigen, einen Stetigkeitspunkt betreffenden,
vollkommen analog.

18. Es soll noch gezeigt werden, daf das PoissonNsche Integral u(z)
die eimzige fiir |z|<1 beschrinkte Losung des vorgelegten Randwert-
problems darstellt. Sei in der Tat #,(z) eine gegebene solche Losung;
die Differenz v(z) =u(z) —u,(z) definiert dann eine fir |z|<1 har-
monische und beschrinkte Funktion, welche in jedem Randpunkt (
verschwindet, auBer moglicherweise in den Unstetigkeitsstellen (3, ..., ¢,
der Randfunktion #({), in deren Nidhe sie jedenfalls beschrankt bleibt.
Die Anwendung des Prinzips iiber das Maximum und Minimum einer
harmonischen Funktion zeigt nun, daB die Differenz v(z) identisch ver-
schwindet, womit die Unitit der Losung der Randwertaufgabe be-
wiesen ist.

Wir werden spiter sehen (Abschnitt VII), daB das Poissonsche
Integral unter viel allgemeineren Voraussetzungen als den obigen zur
Lésung des DiricHLETschen Problems fiihrt.

§ 2. Losung der allgemeinen Randwertaufgabe.

19. Nimmt man an, das Gebiet G sei von einer Jordankurve I be-
grenzt, so 1dBt sich die Konstruktion einer harmonischen Funktion,
die den in §1 angegebenen Randbedingungen geniigt, auf den Kreisfall
zuriickfiihren, indem das Gebiet auf den Einheitskreis K konform ab-
gebildet wird. Da gemiB dem Fundamentalsatz A diese Abbildung
noch auf den Rindern stetig und eineindeutig ist, so wird die auf

1 Diese von E. LINDELGF herrithrende Bezeichnung werden wir auch im folgenden
oft benutzen.
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I' gegebene Randwertmenge #(f) in eine auf der Peripherie von K
erklirte, hochstens mit Ausnahme endlich vieler Punkte, stetige Funktion
iibergehen. Mittels des Poissonschen Integrals wird nun eine sich
diesen Randwerten stetig anschlieBende harmonische Funktion kon-
struiert, welche, wenn man vermoge der Abbildung KX -G wieder zum
Gebiet G zuriickgeht, in eine innerhalb G erklarte Funktion #(z) trans-
formiert wird, die die gegebenen Randwerte # () besitzt. Diese Funktion
ist auch harmonisch, da diese Eigenschaft Variabeltransformationen
gegeniiber, die eine konforme Abbildung vermitteln, invariant ist.

20. Um nun die vorgelegte Randwertaufgabe fiir den allgemeinen
Fall zu 16sen, wo die Berandung von G aus mehreren verschiedenen
Jordankurven I7, ..., I', zusammengesetzt ist, nehmen wir die in I,
§ 4 untersuchte konforme Abbildung der universellen Uberlagerungs-
flache des mehrfach zusammenhédngenden Gebietes G auf den Einheits-
kreis K zur Hilfe. Diese Abbildung wird durch eine linear polymorphe
Funktion x= x(z) vermittelt, und zwar so, daB jeder Kurve I', im Falle
$ =2 ein einziger Randbogen y,, im Falle p> 2 dagegen eine unendliche
Folge punktfremder offener Bogen y), y;, ... der Peripherie |x|=
zugeordnet ist (vgl. Nr. 15); die zwischen dem Bogen [, und je einem
der Bildbogen ! bestehende Abbildung ist eineindeutig und stetig.

Wir definieren nun auf dem Bogen 9 eine Randwertmenge u(£),
indem wir # (&) =u({) setzen, wobei & den dem Punkt { eindeutig zu-
geordneten Punkt von 9¢ bezeichnet. Erginzen wir dann noch die
Definition von #(£), indem wir #=0 erkliren fiir jeden Punkt des
Kreises [5%:1, der keinem der offenen Bogen y% angehort, so kénnen
wir das Porssonsche Integral (x=re'?, E==¢'")

i 2
u)= 57 (56 g0

ansetzen. Der Integrand u (¢*”) weist allerdings im allgemeinen Unstetig-
keiten verwickelter Art auf; daB das Integral dessenungeachtet (sogar
als Caucuysches Integral) einen Sinn hat, geht aus dem Umstand hervor,
daB es als eine konvergente Reihe geschrieben werden kann, als deren
Glieder die iiber die einzelnen Segmente p! erstreckten Teilintegrale
auftreten. Diese Reihe ist, wie man sofort einsicht, in jedem inneren
Teilbereich von K absolut und gleichmaBig konvergent und die Summe %
ist somit nach dem WEeIERSTRASSSchen Reihensatz eine harmonische
Funktion in K.

Bei Anniherung an einen beliebigen Punkt eines Bogens %, der
Stetigkeitspunkt der Wertmenge # (£) ist, strebt # (x) gegen diesen Rand-
wert, denn der von dem betreffenden Bogen ¢ herrithrende Teil des
Integrals konvergiert nach den Ergebnissen von II, §1 gegen den vor-
gegebenen Randwert, wihrend der Rest des Integrals verschwindet.
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Die Funktion u(x) besitzt noch eine andere, fiir uns wichtige Eigen-
schaft: sie ist ein awfomorphes Potential, das bei den Substitutionen der
Gruppe 2, welche der linear polymorphen Funktion x = x(z) zugeordnet
ist, invariant verbleibt. Um dies einzusehen, betrachten wir das einem
inneren Punkt ¢'” eines Bogens p? entsprechende Element des Poisson-
schen Integrals. Fiihrt man hier eine Substitution S der Gruppe 2 aus,
so verbleibt der erste Faktor u(¢!?) gemidB der Definition der Rand-
funktion # invariant. Was nun den zweiten Faktor, den Differential-
ausdruck

1 — 72
1472 —27cos (& — @)

ad

betrifft, so ist er, wie schon in I, § 1 gezeigt wurde, eine Invariante fiir
tiberhaupt jede den Einheitskreis erhaltende Transformation. Jedes Element
des Poissonschen Integrals behilt also bei den Substitutionen S seinen
Wert, und dasselbe gilt somit auch fiir das Integral.

Aus dieser Invarianzeigenschaft folgt nun, da8 die harmonische
Funktion #(2) =u(x(z)) innerhalb G eindeutrg ist. Denn 148t man den
Punkt z, von einem beliebigen Punkt z, ausgehend, lings eines ge-
schlossenen Weges in seine Anfangslage zuriickkehren, so erleidet die
Abbildungsfunktion x(z) eine Substitution S der Gruppe 2, und der
Endwert von #(z) wird also mit dem Anfangswert {ibereinstimmen.

Aus den oben auseinandergesetzten Stetigkeitseigenschaften der Ab-
bildung G - K in den Randpunkten von G folgt ferner, daB u (z) fir z >
dem betreffenden Randwert # () zustrebt. Die harmonische Funktion
u(z) stellt somit eine Lisung der gestellten Randwertaufgabe day.

DaB die derart hergestellte Funktion # andererseits die einzige Losung
des Problems ist, ergibt sich durch einen Beweis, der dem in Nr. 18
gegebenen nachgebildet werden kann.

Wir sind jetzt in der Lage den am Ende des ersten Abschnitts in
Aussicht gestellten Beweis dafiir zu erbringen, daB die Bogen y, welche
bei der Abbildung G-—+>K den Randbogen I, entsprechen, die volle
Kreisperipherie |x|=1 ausfiillen. Das harmonische MaB der ganzen
Berandung I ist konstant gleich 1. Nach obigem gestattet es anderer-
seits die Darstellung

1 11—
1 :%7/1—{-72—27005(&—(]7)‘“9’

Yy

und es wird demnach fir =0
/ dd=2m,
¥y

woraus zu ersehen ist, daB das MaB der Bogen y, tatsichlich den vollen
Betrag 2 erreicht.
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§ 3. Integraldarstellung der Losung der Randwertaufgabe
mittels des harmonischen Mafes.

21. Es sei « eine aus endlich vielen Randbogen des Gebietes G zu-
sammengesetzte Punktmenge. Nach den Ergebnissen von §2 dieses
Abschnittes existiert eine und nur eine innerhalb G harmonische und
beschrinkte Funktion, welche in jedem inneren Punkie von o den Randwert 1
annmimmt, wihrend sie in jedem inneren Punkt des zu o Romplementirven
Teiles B der Berandung I'=o -+ 8 verschwindet.

In Analogie mit der Definition von Nr. 5 wollen wir den Wert dieser
Funktion in einem inneren Punkt z von G das harmonische Maf der
Bogen o tm Punkte z in bezug auf G nennen; wir bezeichnen ihn durch
w(z,,G) oder, falls kein MiBverstindnis zu befiirchten ist, kiirzer
durch w(z, o).

Das harmonische MaBl w ist konstant gleich 1, falls « die ganze Be-
randung ' umfaBt; andernfalls variiert es innerhalb G zwischen den
Grenzen 0 und 1. Wenn « und § zwel punktfremde Bogen sind, so ist
stets w(z, &) +w(z, B)=w(z, y), wo y die Vereinigungsmenge y=o - f§
der Punkte « und § bezeichnet; speziell gilt w(z, o) +-w(z, f)-—1, falls
o und f Komplementirbogen sind (x4 p-=1I"). Das harmonische Mal
ist also eine additive Funktion des gemessenen Randbogens.

Um das harmonische MaB in seiner Abhingigkeit von dem Bogen «
niher zu untersuchen, denke man sich die Einheitsstrecke 0 <i{<1
in p beliebige Teilstrecken ¢, _,<t<t, (v=1, ..., p; =0, {,=1) ein-
geteilt und, fir jedes v=1, ..., p, die »-te Teilstrecke eineindeutig
und stetig auf die Jordankurve I', bezogen, welche zur Berandung von G
gehort (I'=Iy-+...41%), so daB3 der Randpunkt {(/) von G den
Rand I' in positiver Richtung in bezug auf G durchliuft, wenn ¢ stetig
von 0 bis 1 wichst. Es sei a(f) derjenige Teil des Randes I", der dem
Intervall (0, f) entspricht.

Man beweist nun, daBl w(z, «(f)) fiir jedes feste z eine monoton zu-
nehmende und stetige Funktion von ¢ ist. Sei namlich A¢>0 und A«
derjenige Teil von I, welcher dem Intervall ¢, {4+ A¢ zugeordnet ist.
Wegen der Additivitit von w ist Aw=w (2, a(t+A4t)) —w (2, (f)) =w (2,
Aa), also der Zuwachs Aw positiv und w somit zunehmend. Um den
Endpunkt £ () von A« schlage man den kleinsten Kreis |z—((f) [ <oy,
der diesen Bogen A« enthidlt. Wegen der Stetigkeit des Randpunktes
¢ als Funktion von ¢ ist g, —0 fiir A¢—0. Ist nun |2 (f)| =d ein
Kreis, der das ganze Gebiet G enthilt, so hat man in

d

d
u(z) =log Te—af log o,

eine in G harmonische Funktion, die daselbst #nicht negatrv und im Kreise
z—C|< o4, also speziell auf dem Bogen Ao, groBer als 1 ist. Diese
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Funktion bildet somit eine Majorante des harmonischen Males Aw=w (z,
Aa), und wegen #(z) -0 fir ein festes z und 4¢-—>0, g, 0 gilt hierbei
auch Aw—0. Das harmonische MafB} ist rechtsseitig stetig; die links-
seitige Stetigkeit ergibt sich durch eine vollkommen analoge Betrachtung.

Es besteht somit eine eineindeutige und stetige Zuordnung zwischen
den Intervallen 0<<¢{<1 und 0=w<1. Durchliuft @ dieses Intervall,
so beschreibt also der Randpunkt {(f) den vollen Rand I" in positiver
Richtung und umgekehrt.

22. Nach dieser Vorbereitung kénnen wir nun zeigen, daB3 die Losung
u(z) des S. 22 vorgelegten Randwertproblems die Darstellung

u(2) :Ofu(f)dw (2)

gestattet, mit w=w(z, «(f)) und {=_(!). Fir den besonderen Fall,
wo G der Einheitskreis ist, wurde dies bereits in Nr. 17 gezeigt; in
diesem Falle geht nimlich die obige Darstellung in das Poissonsche
Integral iiber. Im allgemeinen Fall sieht man durch eine, der auf S. 22
durchgefithrten vollkommen analogen Betrachtung leicht ein, daB das
Integral die geforderten Randeigenschaften besitzt. Ferner ist u(z)
beschrinkt; es variiert namlich, wie aus (2) ersichtlich ist, zwischen der
oberen und unteren Grenze der als beschrankt vorausgesetzten Rand-
belegung # (). SchlieBlich ist das Integral (2) eine innerhalb G har-
monasche Funktion.

Die letzte Eigenschaft ergibt sich am einfachsten als eine Folgerung
aus der Definition des Integrals als Grenzwert der Funktion

0o (2) =%"‘ (@) A,

fir n— o, wod,w (v=1, ..., n) die harmonischen MaBe eines Systems
S,, von Teilbogen des Randes I" sind, auf denen die Punkte {, beliebig
zu nehmen sind, und die so gew#hlt werden miissen, daf3 ihre Durch-
messer (maximale Entfernung zwischen zwei Punkten ein und desselben
Bogens) fiir #—> o verschwinden. Diese Niherungsfunktion ist eine
harmonische Funktion von z in G und da die Konvergenz in jedem
inneren Teilbereich von G gleichmiBig ist?, so folgt die Harmonizitat der
Grenzfunktion % (z) mit Hilfe des WEIERSTRASSSchen Satzes {iber gleich-
miBig konvergente Folgen analytischer (oder harmonischer) Funktionen.

Aus den oben bewiesenen Eigenschaften des Integrals geht hervor,
daB es, wie behauptet wurde, tatsichlich die Losung des Randwert-
problems darstellt.

1 Fir den Beweis der Gleichm#Bigkeit hat man zunichst die Unstetigkeits-
stellen von % ({) durch kleine Bogen zu isolieren, die fiir einen gegebenen inneren
Bereich von G vom harmonischen Maf3 <C ¢ sind; der iibrige Teil der Summe unter-
scheidet sich dann vom Integral durch einen Betrag, der kleiner ist als die
Schwankung von % ({) auf den entsprechenden Bogen Sj.
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§4. GREENsche Funktion und harmonisches MaBg.

23. Unter gewissen spezielleren Voraussetzungen {iber den Rand I'
des Gebietes &, liBt sich fir die Losung u(z) eine zweite Integral-
darstellung mit Hilfe der GREENSchen Funktion g(x, y) des Gebietes G
aufstellen. In diesem Paragraphen wollen wir einige grundlegende Eigen-
schaften dieser Funktion besprechen.

1. g(x, y) ist eine innerhalb G harmonische Funktion des Punktes
z=x, auBer fiir x =1y, in welchem Punkt sie positiv unendlich ist, so daB3

g(x, y)+1log x—y;

auch fiir x=1y harmonisch ist.

2. g(x,vy) verschwindet in jedem Randpunkt x={_ des Gebietes G.

GemiB dem Minimumprinzip ist g(x, y), die in jedem Randpunkt
des in x=1y punktierten Gebietes nichtnegativ ist, in jedem inneren
Punkt von G positiv.

Die unter 1 erwihnte, im ganzen Gebiete G harmonische Funktion
hat die Randwerte log ! — v und ldBt folglich nach 2 die Darstellung zu:

. , 1 |
glx,y) +log x—y = anlogig—y!dw(x,m(/»-
E

Hieraus ist speziell ersichtlich, daB ¢(x, y) auch in bezug auf die
Veranderliche v harmonisch ist. Diese Bemerkung erlaubt auf eine
wichtige Symmetrieeigenschaft der GrREENschen Funktion zu schlieflen:
Der Ausdruck d(x, y)=g(x, v)-~g(v, %) ist eine harmonische Funktion
von sowohl x als y; laBt man zundchst x variieren, so hat g(x, v) die
Randwerte Null, wahrend g(y, x) jedenfalls nicht negativ ist. Also ist
limd =< 0 in jedem Randpunkt x={ und es folgt aus dem Maximum-
prinzip, daB dann tiberhaupt d<<0 ist. Wiederholt man nun dieselbe
SchluBweise fiir die Verdnderliche vy, so ergibt sich andererseits, da(
d=0. Also muB d(x, y) identisch verschwinden, und es gilt demnach
die Symmetrie .

g, v)=gly, %)

24. Wir nehmen nun speziell an, da3 die Randkurven /" von G glatt!
und die GREENsche Funktion daselbst stetig differenzierbar sind. Beide
Voraussetzungen sind gleichzeitig z. B. dann erfiillt, wenn I” analytisch
ist; denn dann laBt sich g(x, v) gemiB dem Spiegelungsprinzip har-
monisch iiber I' fortsetzen. Weiter setzen wir voraus, daBl auch die
mittels der Randwerte #(f) konstruierte harmonische Funktion u(z)
auf dem Rand [I' stetig differenzierbar sei®. Wir koénnen dann von der
GreENschen Integrationsformel

J (UG =V )ds=— [(UAV—VAV)do
I G

1D h. stetig und mit einer stetig verianderlichen Tangente versehen.
% Falls I" analytisch ist, so ist hierzu hinreichend, daB die Randfunktion # ({)
in bezug auf die Bogenlinge von I” stetig differenzierbar ist.



GrEENsche Funktion und harmonisches MaB. 29

Gebrauch machen, wo U und V in G zweimal und auf dem Rande I"
einmal stetig differenzierbare Funktionen sind, ds das Bogenelement von
I'und d o das Flichenelement von G bezeichnet ; A bedeutet den LAPLACE-
schen Operator und die Ableitungen links sind nach der inneren Normale
von I' zu nehmen. Fiir U (z) setze man die oben konstruierte Funktion
#(2) ein; als Funktion V (2) nehme man die GREENsche Funktion g (z, z,)
von G. Isoliert man nun den Pol z=2, durch einen kleinen Kreis vom
Radius ¢ und setzt dann die Transformationsformel im iibriggebliebenen
Teil von G an, so ergibt sich unter Beachtung der Eigenschaft 1 der
GreENschen Funktion durch den Grenziibergang p -0 folgende Dar-
stellung, wo wir statt z, einfach z geschrieben und den beweglichen
Randpunkt durch { bezeichnet haben,

u@) =55 [0 5 as ®)

2m
Ir
25. Setzen wir speziell die Randkurven I, analyiisch an und halten
die fiir die Giiltigkeit der Formel (3) nétigen Voraussetzungen iber
das Verhalten der Funktion % (z) auf I' aufrecht, so kénnen wir diese
Formel auf eine einfachere Form bringen, wenn wir die zu g({, z) kon-
jugierte harmonische Funktion ¢n bezug auf die Verdnderliche ¢ einfithren.
Diese Funktion —%({, 2) ist bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt und gestattet nach 1, Nr.23 eine Entwicklung der Form

h(C, z)=arg({—2) +v(2),

wo v (2) eine in der Umgebung von { = z eindeutige harmonische Funktion
ist. Beschreibt { einen kleinen Kreis in positiver Umlaufsrichtung um
den Pol z, so erhidlt # den Zuwachs 2n. Ist G mehrfach zusammen-
hingend, so erfahrt auch v (z) im allgemeinen gewisse additive Zuwichse
(Periodizitditsmoduln), wenn { die inneren Randkurven I, ..., I}
umbkreist.

Nach den CaucHy-RiEMANNschen Gleichungen ist in einem Rand-
punkt ¢

9¢(8,2) _ on(E )

on s !

wo die letzte Ableitung in der positiven Richtung des Randbogen-
elements ds zu nehmen ist, und es wird also gemiB (3)

=—/ 8dh(C, ), (4)

wobei der Punkt { den Rand in positiver Richtung durchliuft.

Ein Vergleich mit der Integraldarstellung (2) (II, § 3) weist auf einen
Zusammenhang zwischen der Funktion %2 und dem harmonischen Maf3
w(z, a) eines Bogens a«=w({) hin, der von einem willkiirlichen festen
Randpunkt £, und dem beweglichen Randpunkt { begrenzt wird. In
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der Tat findet man auch, wenn man das harmonische MaB des Rand-
bogens «(¢;) durch die Formel (4) darstellt, wobei man also #({)=1
fiir alle Punkte von o und #({)=0 fir alle iibrigen Randpunkte zu
setzen hat,

1 1
o(z,0) = ‘2“;,;"/“(5: 2) =, G, 2)—h(C, 7).
gﬂ cl
Das harmonische Maf o (z, o) ist also gleich dem durch 2 7 dividierten
Zuwachs, den die zur GREENschen Funktion g(C, z) (wn bezug auf {) kon-
Jugrerte harmonische Funktion —h(L, 2) erfihrt, wenn C den Bogen o in
negativer Richtung durchliuft.

26. Dieses Resultat haben wir unter gewissen speziellen Stetigkeits-
voraussetzungen tiber den Rand I hergeleitet. Kehren wir nun wieder
zu der urspriinglichen Annahme zuriick, dall nimlich die Randkurven [,
ganz beliebige Jordankurven sind, so existiert immer noch sowohl die
GREENsche Funktion von G und somit auch ihre konjugierte Funktion
—h, wie auch das harmonische MaB eines jeden Randbogens «, und
es entsteht also die Frage, ob der obige Zusammenhang auch unter diesen
allgemeinen Voraussetzungen gilt. Es soll gezeigt werden, daf dies
tatsdachlich der Fall ist.

Zu diesem Zweck mull zunichst die Stetigkeit der Funktion 4 auf
dem Gebietsrand nachgewiesen werden.

Geht man mittels der Funktion z=2z(x), welche den Einheitskreis
'x/<1 auf die universelle Uberlagerungsfliche G* abbildet, zu der
Funktion g(z(x), z,) iber, so ist sie, wegen der eineindeutigen und
stetigen Zuordnung der Bogen I, und y¢ (vgl. Nr. 15) auf jedem solchen
Peripheriebogen y? stetig gleich Null und somit nach dem Spiegelungs-
prinzip harmonisch. Hieraus folgt, daB die konjugierte Funktion
—h(z(x), z,) ebenfalls auf ¢ harmonisch und also jedenfalls stetig ist.
Folglich ist auch #%(z, z,) auf den Randbogen I, stetig, was zu be-
weisen war.

Die Niveaulinien von g(x, ) und A(x, v) sind, fiir eine feste Lage
des Poles y, zueinander orthogonal. Fiir groBe Werte der Konstante
A> 0 schlieBt sich die Linie g(x, ¥)=24 um den Pol x=y, erweitert sich
bei abnehmenden A, um im Falle eines mehrfach zusammenhingenden
Gebietes G (p>1) fiir einen gewissen Wert A sich selbst zu schneiden.
Nachher zerfillt die Niveaulinie in mehrere getrennte, geschlossene Teile,
deren Anzahl von einem gewissen Wert A ab gleich ¢ ist; diese p ge-
schlossenen Kurven gehen fiir 10 in die p Randkurven I, stetig tiber.
Dies alles ist mit Hilfe des Prinzips tiber das Minimum einer harmonischen
Funktion leicht einzusehen.

Von besonderem Interesse sind diejenigen Punkte des Gebietes, in
denen die GREENschen Niveaulinien sich selbst schneiden. Die Anzahl
dieser Punkte betrigt p—1.
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Um dies einzusehen bemerke man, daB die analytische Funktion
f(x)=g(x, y)—ih(x,y) von x in jedem Punkt x4y von G regulir
ist und auf geschlossenen, den Punkt y vermeidenden Wegen wegen der
Eindeutigkeit ihres reellen Teiles Zuwichse erhilt, die sich aus rein
imagindren Periodizititsmoduln linear (mit ganzzahligen Koeffizienten)
zusammensetzen; die Periodizititsmoduln sind gleich den Zuwichsen,
welche & (x, y) erfihrt, wenn « je eine der Randkurven I, ..., I', oder
den Pol y umkreist. Hieraus folgt, daB die Ableitung f'(x) innerhalb G
reguldr und eindeutig ist. In jedem Punkt x, wo f' 0, ist die von der
Funktion f vermittelte Abbildung konform und durch den Punkt geht
also eine reguldre g-Linie und eine zu dieser senkrechte A-Linie. Ist
dagegen f'(x)=0 von der Ordnung k=1, so ist jene Abbildung nicht
konform; die Stelle x erscheint dann als Schnittpunkt von k41 ver-
schiedenen Zweigen einer g-Linie und von k-1 trennenden Zweigen
einer 4-Linie; die Tangenten dieser Zweige im Punkte x teilen die Ebene
in gleiche Winkel der GréBe 5(1?1 ik
punkte der g-Linie sind also mit den Nullstellen von f'(x) identisch.

Um die Anzahl dieser Stellen zu berechnen, nehme man jetzt eine so
groBe Zahl 4, >0 und eine so kleine Zahl 4,>0, daB die Niveaulinie
g=2A fiir A=A, eine den Pol x=1v umgebende Jordankurve ist, wihrend
g=1A, in p getrennte Jordankurven zerfillt. In den Gebieten g=4,,
und g =4, ist dann sicher f'(x) 4+0. Nach dem Prinzip der Variation
des Arguments einer analytischen Funktion ist die Anzahl der Null-
stellen von /' innerhalb des Gebietes ;> g> A, gleich dem Zuwachs von
argf bei einem positiven Umlauf um den gesamten Gebietsrand, dividiert

Die obenerwihnten Schnitt-

. . . L 0
durch 2 7. Nun ist, wenn ds ein Bogenelement einer g-Linie ist, afi':o

und daher, wenn man das Differential dx mit dem positiv gerichteten
Element des Randes vom Gebiete 4,> g> 4, zusammenfallen 148t, in
jedem Randpunkt

, af .dh
FW=gy=—""4x
somit argf (x) =—argdx-}-const. Bei einem positiven Umlauf erhilt

der Richtungswinkel dx den Zuwachs 2z auf der duBersten Kurve
g=2»2, wihrend er auf jeder der p—1 inneren Kurven g=4, und auf
g=274, um 27 abnimmt. Die gesamte Zunahme von arg/’ ist somit gleich
27(p—1), woraus ersichtlich wird, daB die gesamte Anzahl der Null-
stellen von /', welche mit den Verzweigungsstellen der g-Linien zu-
sammenfallen, tatsichlich gleich p—1 ist.

Uber den Verlauf der h-Linien ist folgendes zu bemerken: Falls G
einfach zusammenhingend ist, so ist —g ¢4 einfach gleich dem Log-
arithmus der Abbildungsfunktion, welche G in den- Einheitskreis iiber-
fiihrt, so daBl der Pol x=7v dem Nullpunkt entspricht. Die A-Linien
erscheinen also als Bilder der Radien des Einheitskreises; sie stromen
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folglich vom Pole x=1y aus, so daBl zwei Linien, welche den Werten
hy, hy entsprechen, sich unter dem Winkel %, — /4, schneiden, und miinden
in bestimmte Randpunkte aus. Wenn der Randpunkt einen vollen Umlauf
(in positiver Richtung) beschreibt, so nimmt der A-Wert um 27z zu.

Im Falle eines mehrfach zusammenhiingenden Gebietes ist die Funktion

—g tih

t—=e¢ °

nicht mehr eindeutig in G. Beschrinkt man sich jedoch auf ein Teil-
gebiet g>A>0, wo A so groB3 gewidhlt wird, daB dieses Teilgebiet G,
einfach zusammenhingend wird, so gibt die obige Exponentialfunktion
eine eineindeutige und konforme Abbildung von G, auf den Kreis
|t|<e=* woraus zu ersehen ist, daB die A-Linien im Gebiete G, das
oben beschriebene einfache Verhalten aufweisen. Auch im Falle eines
mehrfach zusammenhingenden Gebietes gilt also, daBl die vom Pole
ausstrémenden A-Linien dem Wertintervall (0,2x) zugeordnet sind,
so daBl zwei den Werten %, %, entsprechende Linien einen Winkel der
GroBe hy,— h; einschlieBen.

AuBerhalb des Gebietes G; werden gewisse (endlich viele) A-Linien
einander schneiden, und zwar in den oben besprochenen Verzweigungs-
stellen der g-Linien. Jede solche A-Linie spielt die Rolle einer Grenzlinie,

welche die unmittelbar kleineren und gro-

Beren Werten entsprechenden #-Linien in

zwel Gruppen teilt, die auf wverschiedenen

Randkurven I', enden. Durch jeden Ver-

zweigungspunkt gehen mindestens zwel

Zweige ciner solchen Grenzlinie und aus

Segmenten dieser Zweige lift sich stets

ein Bogen zusammensetzen, der jene zwei

Randkurven miteinander verbindet, ohne

durch den Pol zu gehen. Man vergleiche

Abb. 4. hierzu Abb. 4, welche den Verlauf der Grenz-
linien im Falle p=2 darstellt.

Nunmehr ldBt es sich leicht zeigen, dal das harmonische MaBl w (z, «)
eines Randbogens a gleich dem Zuwachs von %4 (£, z) auf diesem Bogen
ist. Zieht man ndmlich die den Indpunkten von o entsprechenden
h-Linien: h="hy, h="hy (0=hy—h; =2m), so schneiden diese aus der
Niveaulinie g=A4> 0 einen Bogen «, aus, der fiir A1->0 stetig in « iiber-
geht. Ist nun G, das durch g> 4 definierte Gebiet, so ist nach S. 30

2wz, oy, G))=hy—h.

Andererseits strebt die Kurve g=A1 fiir A—0 gegen den Rand I,
woraus unter Beachtung der definierenden Eigenschaften des har-
monischen MaBes folgt, daBl der absolute Betrag der Differenz

w(E, o G —o, o, G,)
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fiir hinreichend kleines A auf g=21 beliebig klein gemacht werden kann;
nach dem Prinzip vom Maximum gilt also dasselbe im ganzen Gebiet G,
und man schlieBt infolgedessen, daf die obige Differenz im gegebenen
Punkte z fiir -0 verschwindet. Also ist auch

2nw(z, o, G)=hy—h, W.2.b. w.

Aus dem Obigen ergibt sich gleichzeitig eine neue geometrische
Deutung des harmonischen MaBes:

Das harmonische Maf eines Randbogens in einem Pumkt z ist gleich
dem durch 27 dividierten Winkel, den die von 2z zu den Endpunkten des
Bogens laufenden h-Linien einschliefen.

§5. Uber die Niveaulinien des harmonischen MaBes.

271. Falls G der Einheitskreis und « ein Peripheriebogen ist, der
die volle Peripherie nicht umfaBt, so fallen die Niveaulinien K;:

oz, a G)=1 (0=<1=<1)

mit denjenigen Kreisbogen zusammen, welche die Endpunkte von o
verbinden. Durch konformie Abbildung schlieBt man hieraus, daB das
System der Niveaulinien ein analoges Verhalten aufweist, wenn « ein
Randbogen eines von einer Jordankurve I” begrenzten Gebietes G ist:
Die Linie K; endet in den Endpunkten von « und streicht einmal tiber
die Flache G, wenn A von O bis 1 wichst.

28. In dem allgemeinen Fall, wo & aus mehreren (endlich vielen) Rand-
bogen eines von endlich vielen Jordanbogen I',(v=1, ..., p) begrenzten
Gebietes G ist, zerfallen die w-Linien im allgemeinen in mehrere getrennte
Zweige. Da w=1 oder 0 in jedem inneren Punkt von «, bzw. von dem
Komplementirbogen f ist, so kénnen die Linien fiir 0<<A<1 hier nicht
enden. Es sind also nur zwei Fille moglich: entweder sie enden in den
Endpunkten von «, oder aber sind sie geschlossen, in welchem Falle sie
ein oder mehrere Randbogen I', einschlieBen miissen (wie iiberhaupt
jede geschlossene Teilbogen einer Niveaulinie).

Wir betrachten nun die analytische Funktion

ez, %, G)=w(, o G)+in(, a, G)

wo w die zu @ konjugierte Funktion bezeichnet; w ist bis auf eine additive
Konstante bestimmt. Im Falle eines mehrfach zusammenhingenden
Gebietes (p> 1) erhilt sie auf geschlossenen Wegen Zuwiéchse, die von
p —1, den inneren Randkurven I, ..., I', _; entsprechenden Periodizi-
tatsmoduln linear abhingig sind.
Wenn nun G speziell eine Halbebene und « ein Segment (z;, z,) ihrer

Begrenzungsgeraden ist, so hat o die Form

1 Z— Zy

o 8 T 2y

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 3
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und es ist also
) 33—z
Y=z log Z—z,
woraus zu sehen ist, daB diese Funktion das Innere von G auf den

Parallelstreifen
0<w<1 (P)

der ¢ =w + 7 w-Ebene eineindeutig und konform abbildet. Entsprechendes
gilt somit auch, wenn G von einer beliebigen Jordankurve I begrenzt
ist, auf welcher der Bogen o liegt. In der Abbildung G — P entsprechen
die Unstetigkeitspunkte von w(z) den unendlich fernen Randpunkten
w=4 ©.

29. Falls p>1 oder o aus mehreren Bogen zusammengesetzt ist, so
fallen die Werte der Funktion ¢ offenbar immer noch auf den Parallel-
streifen P; die Abbildung ist aber nicht mehr im Innern von G aus-
nahmslos konform. Als Ausnahmestellen erscheinen die Nullstellen, der
Ableitung ¢’ (z), die, wie aus den oben erklirten Eigenschaften von
@(z) folgt, innerhalb G eindeutig und regulir ist. Diese Nullstellen
sind Verzweigungsstellen der Niveaulinien w=A1.

Wir beweisen zunichst, daB die Verzweigungsstellen sich nicht gegen
den Rand I" hiufen kénnen. Zu diesem Zwecke nehmen wir einen Rand-
punkt ¢, der z. B. auf der duBersten Randkurve I liegen moge, und
bilden das von I3 begrenzte Gebiet, das G als Teilgebiet enthilt, auf die
Halbebene J x>0 konform ab. Die Funktion ¢ geht in eine, in einem
Teilgebiet G* dieser Halbebene definierte reguldre Funktion ¢* (x) iiber;
der Kurve I entspricht die reelle Achse und dem Punkt ¢ ein Punkt &,
in dessen Umgebung das Verhalten von ¢* untersucht werden soll

Wenn nun ¢ ein Stetigkeitspunkt des harmonischen MaBes w ist,
so nimmt diese Funktion auf einem den Punkt & umgebenden Segment
entweder den Wert 0 oder den Wert 1 an und ist also gemiB dem
Spiegelungsprinzip in einer gewissen Umgebung |¥—&|<r von & har-
monisch; die Funktion ¢* ist also hier reguldr. Ferner ist ¢'(§)=0.
Denn ¢* nimmt fiir x =¢ einen auf die Begrenzung des Parallelstreifens P
fallenden Wert an, wihrend seine Werte in dem Teil des Kreises
Ex~§]§r oberhalb der reellen Achse innerhalb P liegen. Wire nun
@* (£)=0, so miiBte ¢* in diesem Halbkreis auch Werte auBerhalb
von P annehmen.

Da also ¢*' (&) 0 ist, so kann man eine Umgebung von & finden, wo
die Ableitung ¢*  iiberall von Null verschieden ist. Dieser Umgebung

entspricht in der z-Ebene eine Umgebung des Randpunktes (; hier
a . . .
ist ¢ (2) = d—dg Z; , und da E—j wegen der Konformitit der Hilfsabbildung

von Null verschieden ist, so schlieBt man, daB der Punkt { nicht ein
Haufungspunkt der Nullstellen von ¢’ sein kann.



Uber die Niveaulinien des harmonischen MaBes. 35

Dasselbe gilt auch, wenn { Endpunkt eines Bogens « ist. Sei ¢ ein
,,LAnfangspunkt* eines Bogens a; d.h. der Randpunkt bewege sich in
positiver Umlaufsrichtung, wenn er, von { ausgehend, den Bogen «
durchlduft. Der reelle Teil w der transformierten Funktion ¢* (x) nimmt
dann auf dem Segment 0<x—&<p der reellen Achse den Wert 1, auf
dem Segment 0>x — &> -—p den Wert Null an (fiir hinreichend kleines
0>0). Dieselbe Eigenschaft besitzt die Funktion

1 1
=7yl

welche die obere Halbebene auf den Parallelstreifen P abbildet, so daB
dem Teil x>¢& der reellen Achse die Gerade w=1, dem Teil x<§
die Gerade w =0 zugeordnet ist. Also ist der reelle Teil von

p(*)=¢*—q
in jedem Punkt 0< |x—£y = der reellen Achse stetig und gleich Null,
wihrend er in der Umgebung von x = 0 jedenfalls beschrinkt ist. Folglich
ist nach dem Spiegelungsprinzip y(x) im Kreise |v—&| = regulir
analytisch, und man hat also fiir ¢p* die Entwicklung

¢t ()= log T + v (%) (5)

und

P (%)= 71,; 4?;1_7 +v' (%),

woraus zu ersehen ist, daB die Funktion w(z, «, G) fir 2 —~{ gegen —

strebt und daB ddl: den Grenzwert unendlich hat. Die Ableitung
@' (2) :%;Zj ist somit in der Umgebung von { von Null verschieden.

Aus (5) ist weiter zu sehen, daB die Funktion ¢*(x) den Halbkreis
lx—§\<r, J x>0 auf ein gewisses Teilgebiet P, von P eineindeutig
und konform abbildet, sobald 7 hinreichend klein ist. Um dies streng
zu beweisen, schreiben wir x — & =7r¢'? und erhalten aus (5), wenn wir
wieder p*=w <47 @ schreiben und yp=wu-+7v setzen,

w:—% +u41

und
ow ou
8= a9
. . . ou ov
Nach den Caucny-RIEMANNschen Gleichungen ist hier 9=""3,

0 .. .
wo a—j wegen der Harmonizitit von v in der Umgebung von x=§ be-

schrankt ist. Also strebt %;‘,_, 0 fiir » =0 und es ist folglich 273) jedenfalls
negativ fiir jedes hinreichend kleine 7.
3*
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Wir nehmen nun 7 so klein an, daB die letzte Eigenschaft im
Halbkreis |x—&| <7 gilt. Auf dem Halbkreisbogen |x—§& =7 ist dann

0 .- . S g
5%—< 0, und der Punkt ¢* =w + i w beschreibt also, wenn x=7¢'? jenen

Bogen durchliuft, einen Kurvenbogen b,, der doppelpunktfrei ist und die
Geraden w=0, w=1 miteinander verbindet. Dieser Querschnitt b,
teilt P in zwei einfach zusammenhingende Teile, von denen der untere,
P,, als Bild des Halbkreises erscheint. Aus obigem folgt, daB3 die Be-
randungen dieser beiden Gebiete eineindeutig und konform aufeinander
bezogen sind. DaB auch die Inneren der Gebiete eineindeutig und
konform einander entsprechen, folgt bei Beachtung der Relation

de*2 (0w \*? 1 (aw‘z
lW' ~<"37> + . (57

in bekannter Weise aus dem Argumentprinzip oder auch daraus, daB
sowohl ¢* im Halbkreis als auch seine Umkehrfunktion in P, unbe-
schrinkt fortsetzbar ist; beide definieren somit nach dem Monodromie-
satz eindeutige Funktionen.

Es sei noch bemerkt: Wenn man einmal die Zahl r so klein gew4hlt
hat, daB das obenstehende Resultat im Halbkreis |x—&|<r fiir eine
gewisse Wahl des Zweiges ¢* gilt, so besteht dasselbe Ergebnis fiir alle
Zweige von ¢* in demselben Halbkreis. Zwei Zweige von ¢* unter-
scheiden sich ndmlich nur durch eine additive, imaginire Konstante
und die Vertauschung von Zweigen hat also nur eine Parallelverschiebung
des Gebietes P, zur Folge.

Ein analoges Verhalten weist die Funktion in einem ,,Endpunkt® {
eines Bogens a auf. Ein solcher Punkt ist dem unendlich fernen Punkt
w =+ ® des Parallelstreifens P zugeordnet.

30. Wir isolieren nun samtliche Unstetigkeitspunkte ¢ durch kleine
Bogen B, auf welchen w = const ist. Nach obigem kénnen diese so gewihlt
werden, dalBl sie einfach zusammenhingende Umgebungen jener Un-
stetigkeitspunkte abtrennen, in welchen die Ableitung ¢’ nicht ver-
schwindet. Ferner konnen wir ein so kleines > 0 finden, daB die Kurven
w=¢, w==1— ¢ doppelpunktfrei sind und ein Teilgebiet von G definieren,
das sdmtliche Nullstellen von ¢’ enthalt. Es sei G, das von diesen Kurven
und den Bogen B begrenzte Gebiet. Fiir ein hinreichend kleines & setzt
sich die Berandung I', von G, aus p verschiedenen Jordankurven zu-
sammen, entsprechend den p Randkurven I,.

Um jetzt die Anzahl der Nullstellen der Ableitung ¢’ zu bestimmen,
berechnen wir den Zuwachs von arg ¢’ = argd ¢ --argd z fiir einen positiven
Umlauf auf I',. Wenn auf I', insgesamt 2%, (k,=0) Unstetigkeitspunkte
liegen, so wird das Argument des Bogendifferentials d¢ auf I', um
k,.2 n zunehmen, das Argument von dz wiederum um 2z oder —2 =,
je nachdem »=1 oder »>1 ist. Der totale Zuwachs von arge’ ist
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also 2w (2k,+p—2) und wir schlieBen infolgedessen mit Hilfe des
Argumentprinzips:

Die Funktion ¢’ (2) hat im Gebiete G insgesamt n--p— 2 Nullstellen,
wo n die Anzahl derjenigen Bogen o ist, welche nicht mit einer ganzen
Randkurve T, von G zusammenfallen.

Dieselbe Zahl gibt die Anzahl der Verzweigungsstellen der Niveau-
linien des harmonischen MaBes w(z, «, G) an.

III. Prinzip tiber das harmonische Maf
und seine Anwendungen.

§1. Aufstellung und Begriindung des Prinzips.

31. Von den Ergebnissen der zwei ersten Abschnitte brauchen wir
im vorliegenden Kapitel vor allem die Existenz des harmonischen MaBes
w(z, «, G) eines Bogens « in bezug auf ein von endlich vielen Jordan-
bogen (x-+pf) begrenztes Gebiet G im Punkte z dieses Gebietes; dieses
MaB ist durch folgende Bedingungen eindeutig bestimmt:

1. w (2, o, G) ist in G harmonisch und beschrinkt;

2. Auf o nimmt o den Wert 1, auf dem Komplementirbogen B den
Wert 0 an.

Im folgenden werden wir das Verhalten des harmonischen MaBes
bei konformen Abbildungen des gegebenen Gebietes G untersuchen.

Fiihrt man eine eineindentige, im Innern von G konforme und auf
dem Rand I'==a+ f stetige Abbildung des Bereiches G4 I" auf einen
Bereich G’ + 1" aus, so daB die Bogen «, § in die Bogen o', ' iibergehen,
so transformiert sich das harmonische MaBl w(z, «, G) in eine Funktion
des Bildpunktes 2’ von z. Da sich die Harmonizitit einer Funktion bei
konformen Abbildungen erhilt, so ist diese letzte Funktion eine har-
monische Funktion von 2’; ferner ist w beschrinkt in G’ und nimmt
auf o’ den Wert 1 an, wihrend es auf f’ verschwindet. Die transformierte
Funktion stimmt somit mit dem harmonischen Mall w (', «’, G') iiberein,
und es ist also

o, o, )=w(z, «, G).

Das harmonische Maf 1ist gegeniiber eineindeutigen konformen Ab-
bildungen des Bezugsgebietes tnvariant.

Diese Eigenschaft gilt auch dann, wenn die Gebiete G und G’ mehr-
fach iberdeckt, also RiEmaNNsche Flachenstiicke sind.

32. Bei eindeutigen, aber nicht umkehrbar eindeutigen, d. h. mehr-
wertigen konformen Abbildungen verhilt sich das harmonische Maf(
i. a. nicht mehr invariant. Als Beispiel transformieren wir den Einheits-
kreis [z| =1, auf dessen Peripherie wir gewisse beliebige Bogen o wihlen,
durch die Funktion z’=22, welche 2| =1 in |z'| =<1 und « in gewisse
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Bogen o’ des Kreises |z'|=1 iiberfithrt. Dann ist im allgemeinen nicht
w(z, o) gleich w (2, ), wo beide MaBe in bezug auf den Einheitskreis
berechnet sind. Denn der Kreis \21 =1 wird emneindentig auf die zwei-
blattrige Kreisfliche |z'| <1 abgebildet; und bei dieser Abbildung ent-
spricht den {ber «’ liegenden Bogen, welche in bezug auf den zwei-
blittrigen Kreis ebenfalls das harmonische MaBl w(z’, «') haben, eine
Punktmenge von |z|=1, welche, auler den Bogen «, i. a. noch gewisse
andere Bogen « enthilt. Wegen der Invarianz des harmonischen MaBes
gegeniiber eineindeutigen Abbildungen ist nun das harmonische MaB
dieser Punktmenge gleich dem MaB von o', also

o, d)=w(E, )tz ),

woraus zu sehen ist, daB3 das harmonische Mall der Bogen o sich durch
unsere Abbildung wvergrifert hat, auBler in dem einzigen Fall, wo « die
Gesamtheit der den Bogen o’ zugeordneten Bogen enthilt; d. h. falls «
gegeniiber dem Automorphismus z| — z, welcher den Wert 2’ = 2? invariant
148t, selbst invariant ist.

33. Diese VergroBerung des harmonischen MaBes ist nun eine all-
gemeine fiir eindeutige, mehrwertige Abbildungen geltende Tatsache,
die sich unter gewissen speziellen Voraussetzungen durch eine der oben
durchgefiithrten analoge Betrachtung begriinden lieBe. Wir wollen indes
dieses Prinzip, welches von groBer funktionentheoretischer Bedeutung
ist, sogleich in einer hinreichend allgemeinen, fiir die Anwendungen
geeigneten Fassung aussprechen und beweisen!:

Prinzip iiber das harmonische MaB. I« einem von endlich vielen Jordan-
bogen I, begrenzien Gebiet G, sei eine eindeutige und regulire analytische
Funktion w=w(z) gegeben, welche nachstehenden Bedingungen geniigt:

1. Die Werte w, welche w(2) in G, annimmt, fallen in ein von endlich
vielen Jordanbogen I, begremzies Gebiet G,,.

2. In jedem Punkt { gewisser gegebemer Teilbogen o, von I', ist w(z)
stetig und nimmt hier Werte an, die auf einen von endlich vielen Jordan-
bogen o, begremzten (oder gebildeten)? Teilbereich A, von G, fallen.

Unter diesen Voraussetzungen gilt in jedem Pumkt z von G,, wo w(z)
etnen auferhald A, liegenden Wert annimmi,

w(z, 0, G) S0 (), oy, Gg), (1)
wo Gy, dasjenige Teilgebiet von G, ist, welches w(z) enthdilt und vwon den

Punkten I'y, und o, begrenzt wird.

Beweis. Sei z ein Punkt, wo w(z) auBerhalb A4, fillt, und G}
dasjenige wohlbestimmte Teilgebiet von G, welches den Punkt z enthilt

1 R. NEVANLINNA [12].
2 Wir beachten also auch die Méglichkeit, daB der ,,Bereich’* 4, eindimensional,
aus den Bogen oy allein zusammengesetzt ist.
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und, auBer von I',, von der Punktmenge o, begrenzt wird, wo w(z)
Werte der Bogen a, annimmt. Die Differenz

u(@) =0 @), %, Go) — 0z, @, G) (2)

ist in G; harmonisch und eindeutig. Beziiglich der Randpunkte z*
von G sind vier Fille zu unterscheiden.

1. z* liegt innerhalb G, und gehort somit der Menge «, an. Hier ist
w (z*, &, G,) harmonisch und jedenfalls =1. Die Funktion w (w(2), &, G})
ndhert sich wieder dem Wert 1, wenn der Punkt z (innerhalb GJ)

&

@z

Abb. 5.

gegen z* strebt; denn w(z) nimmt fiir z=2z* einen Wert auf o, an, und
hier wird das betreffende harmonische Ma@ gleich 11, Die Differenz # (2)
ist also im Randpunkt z* stetig und nichtnegativ.

2. z* gehort den Bogen «, an. Dann ndhert sich fiir z—>2* das erste
(sowie auch das zweite) Glied rechts in (2) dem Grenzwert 1 und die
Differenz u(2) ist also wieder fiir z=2z2* nichtnegativ (sogar genau
gleich Null).

3. z* liegt auf den Komplementidrbogen f, von «,. Hier verschwindet
das zweite Glied der rechten Seite von (2), und da das erste Glied jeden-
falls nichtnegativ ist, so schlieBt man, daB limu(2*) =0 ist.

4. z* ist ein gemeinsamer Endpunkt von «, und f3,; die Anzahl dieser
Unstetigkeitspunkte ist nach Voraussetzung endlich.

Wir haben also gefunden, daB die beschrinkte harmonische Funktion
#(z) in allen Randpunkten von G, auBer héchstens endlich vielen,
eine nichtnegative untere Grenze hat. Da # jedenfalls beschrinkt ist,
so ist nach dem Prinzip vom Minimum folglich iiberhaupt # (z) =20, und
es besteht also die Beziehung (1), was zu beweisen war.

34. Das in Nr. 32 betrachtete Beispiel zeigte uns schon, daB die
Relation (1), selbst bei mehrwertigen Abbildungen, unter Umstinden

1 Durch eine eventuelle Erweiterung des Bereiches A, kann man namlich
immer erreichen, da w hierbei gegen einen inneren (Stetigkeitspunkt) von oy
strebt; nachtriglich kann man dann wieder den Grenziibergang zu dem urspriing-
lichen Bereich A, vornehmen.
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in eine Gleichheit iibergeht. Nehmen wir fiir einen Augenblick an, daB
dies flir einen inneren Punkt z von G, zutrifft. Da die harmonische
Funktion #(2) =w(w(2), oy, G*) — w(z, «,, G,) jedenfalls nichtnegativ
ist, so muB sie nach dem Prinzip vom Minimum identisch verschwinden:
Die Bezichung (1) geht fiir einen inneren Punki z des Gebietes G, dann
und nur dann in eine Gleichheit iber, wenn fiir jedes Paar zugeordneier
Punkte z und w
w(wtaw:GZ):w(zraz»Gz)' (3)

Es fragt sich nun, wenn G, und G} beliebige Gebiete und «,, o,
gegebene Randpunktmengen derselben sind: Was fiir eine Funktion
w=1w(z) wird durch die Gleichung (3) definiert?

Eine vollstindige Antwort hierauf ergibt sich aus den Ergebnissen
von II, §5. Setzen wir ¢ =w -7 w, wo o die, bis auf eine reelle Konstante
bestimmte, konjugierte Funktion von w bezeichnet, so wird (3) dqui-
valent mit

<P(w:°€w,G:J)Z”P(Z:az’(;z)—i"iﬂ’ (3,>
wo p ein reeller Parameter ist.

Falls nun die linksstehende Funktion eine von Null verschiedene
Ableitung hat, d. h. falls die zu G, gehorige Zahl -} p—2=0 ist (vgl
Nr.30), was dann und nur dann eintrifft, wenn entweder p =1, n=1
oder n=0, p=2 ist, so bildet diese Funktion das Gebiet G,, bzw., falls
p=2, die Uberlagerungsfliche G}® ausnahmslos konform auf den
Parallelstreifen 0 <w< 1 ab, wihrend der Wert von ¢ (z, «,, G,) jedenfalls
innerhalb dieses Streifens variiert. Ein durch (3') gegebenes Funk-
tionselement w=w(2) 148t sich also in G, unbeschrinkt fortsetzen
und definiert somit eine in jedem Punkt von G, regulire Funktion.

Falls G, einfach zusammenhingend ist, so ist w(z) eine im ganzen
Gebiet G, eindeutige Funktion, welche G, auf eine endlich vielblattrige
(p=1) oder unendlich vielblittrige (p == 2) Uberlagerungsfliche von G,
abbildet. Dieses Ergebnis besteht, wie immer der Parameter u gewihlt
wird ; eine Anderung des u-Wertes hat nur eine Strémung der Punkte w
langs den Niveaulinien von w(w, o,, G,) zur Folge.

Ist dagegen G, mehrfach zusammenhingend, so wird die Funktion
w(z) 1. a. nicht mehr eindeutig sein. Dies wird nur dann der Fall sein,
wenn die Periodizitditsmoduln von w(z, «,, G,) genaue Multipla der
Periodizititsmoduln von o (w, «,, G,) sind, was nur fiir ganz spezielle
Konfigurationen (G,, G,) zutrifft.

Falls die zu G, gehérige Zahl -+ p—2>0 ist, so hat die Ableitung
¢’ (@, oy, Gy) Nullstellen innerhalb G,,, und ihre Umkehrfunktion hat im
Streifen 0< w < 1 gewisse algebraische Windungsstellen. Die Gleichung (3”)
definiert jetzt w als eine Funktion von z, die innerhalb G, mit alge-
braischem Charakter fortsetzbar ist, und nur unter ganz speziellen, so-
wohl die Periodizitaitsmoduln, wie die Lage der Verzweigungsstellen
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der Niveaulinien der Funktionen w(z, «,, G,) und w(w, «,, G;) be-
treffenden Bedingungen in G, eindeutig ist.

Bemerkung. Die Tatsache, daB die beim obigen Prinzip vorkommenden
Extremalfunktionen w(z, u) i. a. mehrdeutig sind, legt die Frage nahe,
ob das Prinzip auch fiir mehrdeutige Funktionen w(z) besteht. Eine
Erweiterung in dieser Richtung ist tatsichlich moglich; so gilt z. B. das
Prinzip, wenn w (z) in jedem Punkt von G, eindeutig ist, auBer héchstens
fiir gewisse Stellen, welche tiber endlich vielen Stellen des Gebietes G,
liegen. Auf derartige Verallgemeinerungen wollen wir indes hier nicht
niher eingehen (Vgl. HOssJER [1).

35. Es ist niitzlich, das Prinzip iiber die VergroBerung des har-
monischen MaBes geometrisch zu deuten.

Unter den Voraussetzungen von Nr. 33 wird fiir jedes 0<A<1 der
Punkt w=w(z) innerhalb des Gebietes 1>w(w, a,, G.)>21 liegen,
sobald z im Gebiet 1>w (2, «,, G,)> 4 liegt. Dies gilt auch, wenn z auf
die Niveaulinie w (z, o, , G,) = A fillt, auBer fiir die durch die Gleichung (3")
definierten Funktionen w=w(z,y) (falls diese eindeutig sind), welche
die einem und demselben Wert A entsprechenden Niveaulinien in G,
und G, ineinander transformieren.

§ 2. Anwendungen auf den absoluten Betrag einer
analytischen Funktion.

36. Zu einem ersten Spezialfall des Prinzips vom harmonischen Maf
nehmen wir als Gebiet G, einen Kreis |w|<M und als Bereich 4, einen
kleineren konzentrischen Kreis |w | <m< M. Fir das harmonische MaB
o(w, o, Gi), Wo a, also die Kreislinie |w|=m und G,, der Kreisring
m<|w|<M ist, hat man dann den Ausdruck

log£

e Tl
M )

logW

und unser Prinzip gibt den sogenannten?!

Zweikonstantensatz. Es set w(2) eine im Gebiete G reguldre analytische
Funktion, deven absoluter Betrag daselbst der Ungleichung

w() | =M
geniigt, wihrend auf gewissen gegebemen Randbogen o von G
lim |w (z) | Sm<M.

Dann gilt in jedem Punki des Gebietes 0<i<w(z, a, G)<1 die Un-
gleichung
log lw () |<Alogm + (1 —4)log M .

¥ F. u. R. NEVANLINNA [I], A. OsTROWSKI [I].
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Auf der Niveaulinie w(z, o, G)=21 (0<A<1) st
log |w(z) | <Alogm + (1 —A)log M .

Tritt, hier Gleichheit fiir einen Wert z ewn, so gilt dasselbe fiir alle z in G
und fiir jedes 2 (0 =1 =1) und die Funktion w(z) hat die Form

w (Z) — e’iﬂm'P(Z)Ml“l‘\z)

wo u ewne beliebige reelle Zahl und @ (2) diejenige analytische Funktion ist,
welche als reellen Teil das harmonische MaB w(z, «, G) hat.

37. Dieser Satz erlaubt eine interessante Folgerung in bezug auf den
Maximalbetrag M, einer in G definierten Funktion w(z) auf der Niveau-
linie w(z,,G)=A. Wir fixieren zwei Werte A;, 1, (0=, <1,=1) und
betrachten das Gebiet

h<w(z, o, G)<ly.

Das harmonische MaB der Bogen 4, in bezug auf dieses Gebiet ist offenbar
gleich %;—Ei—i und der Zweikonstantensatz ergibt die fir 4, <11,
giiltige Beziehung

gy O G

*Errichtet man also in jedem Punkt des Intervalls 4, <A =4, als Ordinate y

die Zahl log M ;, so wird der Kurvenbogen y=1og M ,, welcher die Punkte
4y, logM; und 2y, logM;_ verbindet, nicht oberhalb der diese Endpunkte
verbindenden Sehne verlaufen, deren Ordinate durch die rechte Seite
der obigen Ungleichung gegeben wird. Hieraus schlieBt man:

Der Logarithmus des Maximalbetrages log M ; ist eine konvexe Funktion
des Parameters 4. Er hat also eine monoton wachsende, bis auf abzihlbar

dlog M
viele Sprungstellen stetige erste Abteilung - - d—g] -* und fiir fast alle Werte 4
eine zweite Ableitung.

Nimmt man speziell auch G als einen Kreisring an, so wird o eine
lineare Funktion von log|z!, und man findet den HADAMARDschen Drei-
kreissatz, wonach der Logarithmus des Maximalbetrages

max |w(2) | = M (v)
(2] =7

eine konvexe Funktion von logz ist.

38. Als zweite Anwendung betrachten wir eine analytische Funktion
die innerhalb der Halbebene < z > O regulir und in jedem endlichen Punki
2=t der reellen Achse beschrinkt ist, so daf

lim |w (2) | =<1
fiir z=1t gilt.
Den Maximalbetrag von w(z) auf einem oberhalb der reellen Achse
befindlichen Halbkreisbogen |z|= r bezeichnen wir durch M (r). Wir
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konnen dann das Prinzip ansetzen, indem wir das Innere dieses Halb-
kreisbogens als Gebiet G, und den von |w|=1 und |w|= M () begrenzten
Kreisring als Gebiet G, nehmen. Fiir das harmonische Ma des Halb-
kreisbogens findet man den Wert

) Z—7

1
w:2<1—;)=2<1——5argz+y),

wo & der Winkel ist, unter dem der Durchmesser (— 7, ) vom Auf-
punkte z erscheint.
Der Zweikonstanten-
satz ergibt uns dann fir
jeden Punkt z des Halb-

kreises
log | (z) L}i \ .- - i S
;2( ~—5)logM(7). | @ o

Fixiert man nun einen

Punkt z, so wird aus der Figur sofort ersichtlich, da w=2 (1 — E)

42 /
fiir - c verschwinden wird. Eine leichte Rechnung ergibt uns die

Entwicklung (z=¢+1:7)

2 rc il’l T .n T 4rt
—_ o~ .
w=-—_-|arcs p— -} arcsi p— P r—

Wir bezeichnen durch o die untere Grenze

7=

Es wird dann gemil (4), wo wir, fiir ein festes z, den Wert 7 eine Folge

von Werten 7,, 7,, ... durchlaufen lassen, die ins Unendliche wachsen

log M
v

und fiir die der Quotient gegen ¢ konvergiert,

log |w (z)| = 7 .

Hieraus folgt insbesondere?!:

Satz von PHRAGMEN-LINDELOF. Falls w(z) in der oberen Halbebene
reguldr und in jedem endlichen Punkt der reellen Achse beschrinkt ist,
so daf hier lim |w(2)| =<1, so sind nur zwei Fille moglich:

Entweder wichst der absolute Betrag |w| fiir |z|—> o so schnell ins
Unendliche, daf die untere Grenze

lim 108 M(r)
r— e r

1 E. PHRAGMEN u. E. LINDELSF [1]. Eine noch scharfere Fassung dieses Satzes
wurde von F. u. R. NEVANLINNA [I] gegeben.
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positiv ausfdllt, oder aber die Funktion ist beschrinkt, so daf
| (z) | =1
wm jedem Punkt der Halbebene gilt.
Ferner ergibt sich der Zusatz!:
Falls unter den Voraussetzungen des obigen Satzes w(2) auf einer Folge
von Halbkreisbogen gegen Null strebt, so daff
lim 18 M) __
r=w ¥

so verschwindet w(z) identisch.

39. Als dritte Anwendung betrachten wir eine in der oberen Halb-
ebene beschrinkte Funktion w(z)(|w|=1), welche auf der positiven
reellen Achse stetig ist und hier gegen einen bestimmten Grenzwert
(z. B. gegen Null) strebt, wenn z—~ co. Fiir ein gegebenes beliebig kleines
0<e(<1) wird dann |w(z)|<e sein, sobald z auf der positiven reellen
Achse einen gewissen Punkt z=1{, passiert hat. Wir kénnen also, wenn
wir die obere Halbebene als Gebiet G, und das erwihnte Segment der

positiven reellen Achse als Bogen
o wihlen, den Zweikonstanten-
satz anwenden mit M =1, m=¢,
und finden

7 B /%/////// log |w(2)| =Aloge  (5)

AbD. 7. in jedem Punkt z des Gebietes
' Aoz, «, G)=1.

Nun sieht man unmittelbar ein, daB das harmonische MaB « gleich
dem durch 7 dividierten Betrag des Winkels ist, unter dem das rechts
von f, liegende Segment der reellen Achse vom Punkte z erscheint
(rw=m—arg(z—1t,)), und das Gebiet A<w<1 besteht also aus dem
Winkel, dessen Scheitel in z=1{; liegt und der von der positiven reellen
Achse und dem Halbstrahl arg(z—¢£,) =z (1 —A) begrenzt wird.

Wird also 7> 0 beliebig gewihlt, so gilt, sobald A im Intervall O</1<*Z'

genommen wird, die Beziehung (5) in jedem Punkt des Winkels
O0<argz<n—7, der oberhalb des Strahls arg (z—¢,) =7 (1 —A) (im schraf-
fierten Gebiet der Figur) liegt. Man folgert hieraus:

Wenn eine in der oberen Halbebene beschrinkie Funktion auf der
positiven reellen Achse fiir z—> o gegen einen Grewzwert konvergiert, so
strebt sie gleichmdfig gegen denselben Wert in jedem Winkel

O<argz<am—mn (n>0).

Wir bemerken, daB simtliche harmonische MaBe, die wir hier
gebraucht haben, zu so einfachen Gebieten gehéren, dal3 die Bestimmung

1 Fur weitere Ergebnisse aus demselben Ideenkreis vgl. F. u. R. NEVANLINNA [1].
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der entsprechenden MaBe eine elementare Aufgabe ist, die unmittelbar
zu l6sen ist, ohne allgemeine Existenzsitze aus der Theorie der
konformen Abbildung heranzuziehen.

§ 3. Prinzip vom hyperbolischen MaR.

40. Es sei w(z) wieder eine innerhalb eines Gebietes G, regulire,
eindeutige analytische Funktion, deren Werte fiir jeden Punkt z von
G, in ein Gebiet G, der w-Ebene fallen. Es sei ferner z, und wy=w (z,)
ein Paar von einander zugeordneten Punkten und g (z, z,, G,) und
g(w,w,, G,) die GREENschen Funktionen der Gebiete G,, G,, welche die
Punkte z, bzw. w, als Pole haben.

Wir fixieren eine Zahl 4> 0 und betrachten die Werte von w(z) im
Bereiche g (2, 25, G,)= 4; bezeichnet man das Minimum von g (@ (2) , w,, G,)
in diesem Bereich mit u(u=0), so liegt also der Punkt w=w(z)
fiir dieselben Werte z im Bereiche g(w, w,y, G,)=u. Wir kénnen nun
unser Prinzip ansetzen fiir die Gebiete G,: 0<g(z, z,) <A und G, indem
wir als Bogen o, die Niveaulinie g=4, als Bogen «, die Linie g=pu
nehmen. Es wird dann

oz, a, G)= %g(z, 2z, G.), w (@, ay, Gp)= %g(w, o, Gy,

und es gilt folglich fiir jeden Punkt z des Bereiches 0<g<4

g@(), @, Gu)> 2 glz, 5, G).

Fiir die GREENschen Funktionen hat man die Entwicklungen
1
g(z, 2, Gz):bg“z‘_’tg“*‘”l(z)’ g(w, w,, Gw)zlog‘w*:’@‘+”2(w): ©

wo #y und u, fiir 2=z, bzw. w = w, stetig sind. Weil nun w (2) im Punkte
7, regulir angenommen wurde, so ist der Ausdruck

w—wg

z— 2,
in der Umgebung von z, beschrinkt, und es folgt aus (6)
g(w: Wo» Gw)>g(zr 20 Gz) (1—8)
mit >0 fiir z—>2,. Also ist die obere Grenze des Quotienten % fur
A—c sicher =1, und es wird somit
gw(2), wy, Gu) Z g(2, 2, G2)
fiir jeden Punkt z des Gebietes G,.

Als Grenzfall unseres Prinzipes haben wir so das Prinzip von LINDELOF
gewonnen?!:

Es seien G, und G, zwer Gebicte und z,, w, innere Punkte derselben.
Wenn w(2) eine in G, eindeutige, mevomorphe Funktion ist, deven Werte

1 E. LINDELOF [2].
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n Gy, fallen und die filr z =2z, den Wert w==w, anmimmt, so wird jedem
Punkt des Gebietes
g(z, 29, G)>1>0

ein Punkt w=w(2) des Gebietes

g(w’ wO: Gw)>2'
entsprechen.

41. Es wurde schon oben bemerkt, dall wir in unserer Darstellung
Gewicht darauf legen, die innere Einheitlichkeit und den gegenseitigen
Zusammenhang verschiedener wichtiger funktionentheoretischer Sitze her-
vorzuheben; in dieser Richtung liegt die prinzipielle Bedeutung des Satzes
iber das harmonische MaB. Strebt man dagegen zu moglichst kurzen
Beweisen der verschiedenen Folgesitze, so bedeutet das Zuriickgreifen
auf das allgemeine Prinzip oft einen Umweg. Dies gilt auch fiir das
LINDELOFsche Prinzip, das sich einfacher als oben begriinden 148t, wenn
man bemerkt, daB die Differenz g(w(z), w,, G,) —g(2, 2y, G.) innerhalb
G, harmonisch ist, auBler méglicherweise fiir z=2,, wo sie unendlich
mit positivem Vorzeichen werden kann, und daB sie auf der Berandung
von G, eine nichtnegative untere Grenze hat. Die Anwendung des
Prinzips des Minimums in G, oder, falls z, ein Pol jener Differenz ist,
in dem in z= 2z, punktierten Gebiete G,, gibt das erwiinschte Resultat.

Auf der Niveaulinie g(z, z,, G,) =4 ist g(w(2), w(,, ) = A, wo Gleich-
heit fiir jedes z und jedes A2 >0 besteht, sobald sie in einem Punkt z
und fiir einen Wert 4 gilt. Die Funktion w(2) =w(z, #) bestimmt man
dann aus der Gleichung

gz, 29, G.) —1h(z, 24, G) =g (w, w,, G,)—1h(w, wy, G,)+1u,
wo —# die konjugierte Funktion von g und u ein reeller Parameter ist.

42. Die Extremalfunktionen w(z, u) werden allerdings fiir mehrfach
zusammenhingende Gebiete i. a. nicht eindeutig sein. In diesen Fillen
erhilt man eine exakte Abschitzung, wenn man die universellen Uber-
lagerungsflichen G° und G; auf den Einheitskreis konform abbildet,
wodurch die Extremalaufgabe auf einfach zusammenhingende Gebiete
zuriickgefithrt wird, fiir welche das LinDELOFsche Prinzip jedenfalls die
bestmdgliche Abschitzung gibt.

Diese letzte Bemerkung ist von grof3er Bedeutung, weil sie die An-
wendung des Prinzips auch in solchen Fillen erlaubt, wo die Gebiete G,
und G, eine so ,,schwache’’ Randpunktsmenge besitzen, dal sie keine
GREENSsche Funktion besitzen; dies ist z. B. dann der Fall, wenn sie von
isolierten Punkten begrenzt sind'. Als einzige Bedingung fiir die An-
wendbarkeit des Prinzips erscheint so die Forderung, dalB} die universellen

1 Notwendig und hinreichend, damit ein schlichtes Gebiet G eine GREENsche

Funktion besitzt, ist daB seine Randpunktmenge nicht ,,vom harmonischen MaB
Null* ist. Diese Frage wird im Abschnitt V naher untersucht.
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Uberlagerungsflichen G*, Go auf den Einheitskreis abbildbar sind, d. h.
daB diese Flichen vom hyperbolischen Typus sind, was dann und nur
dann der Fall ist, wenn die entsprechenden Randpunktsmengen min-
destens dre: Punkte enthalten (vgl. Nr. 12).

Eine besonders priagnante Form erhilt das Prinzip von LINDELOF,
wenn man mit PIck [I] und CARATHEODORY [2] auf diesen Flichen
vom hyperbolischen Typus eine PoiNcARrEsche, nichteuklidische MaB-
bestimmung einfiihrt, wie dies schon in I, §1 fir die Kreisfliche dar-
getan wurde.

43. Um zu dieser allgemeinen Formulierung zu gelangen, miissen
wir etwas eingehender den einfachsten Fall besprechen, wo sowokl G, als
G, der Einheitskreis ist. Setzt man dann zy=w,=0, so geht das LINDE-
LOFsche Prinzip in das ScHwARzsche Lemma iiber, das am einfachsten
direkt durch Anwendung des Maximalmodulprinzips auf die fiir [z]<1

. . w . .
regulire Funktion —- bewiesen wird:
z

Falls w(2) fiir |2|<1 regulir und beschrinkt ist:

|w(2)| =1
und w(0)=0, so gilt
()| = 2]

fiir jedes |z|<1. Gleichheit trifft hier fiir einen Punkt z 40 nur fiir die
Funktion w=¢'%z ein, wo O eine reelle Konstante ist.

Ersetzt man hier die Bedingung w (0) =0 durch die allgemei-
nere: w (z)) =, (|w,|<1), so stimmen die Niveaulinien g(z, z,) =4 und
g(w, wy) =24 mit den um 2z, und w, beschriebenen nichteuklidischen
Kreisen vom nichteuklidischen Radius

iiber (vgl. Nr.3) und das LINDELOFsche Prinzip besagt somit, daf die
nichteuklidische Distanz der Punkte 2z, z, mindestens so groB ist, wie
die nichteuklidische Distanz der Bildpunkte w, w,, und ferner, daf3
Invarianz dieser Distanz nur bei einer Transformation des Einheits-
kreises in sich selbst, also bei einer nichteuklidischen Bewegung vor-
kommt. Durch einen Grenziibergang ergibt sich hieraus, daB das Ver-
hiltnis von zwei nichteuklidisch gemessenen, durch die Transformation
w=w (z) einander zugeordneten Bogenelementen |dw | und |dz| héchstens
gleich Eins ist.

Dies 148t sich auch direkt durch das Maximumprinzip folgendermaBen
begriinden. Ist w,=w(z,), so definiert der Quotient

w—w, | Z—2

1—wyw 1—2,2
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eine fiir |2/ <1 regulire Funktion, deren absoluter Betrag auf der Peri-

pherie |z/=1 die obere Grenze 1 hat; daraus folgt, daB ihr Betrag auch

in jedem inneren Punkt des Einheitskreises héchstens gleich 1 ist, wobei

Gleichheit nur dann zutrifft, falls der Quotient konstant gleich einer

Zahl vom absoluten Betrag 1 ist, so daB8 die Funktion w=w(z) diesen

Kreis konform auf sich selbst abbildet. Fiir z==z, ergibt sich hieraus
ldw| - ldz]

1_}w\é’:fr1_:z‘{’zy

was gemiBl der Definition des nichteuklidischen Bogenelementes (vgl.
Nr. 3) die obige Behauptung enthiilt.

Durch Integration findet man hieraus folgenden Satz:

Wenn man den Einheitskreis |z| <1 durch eime regulive analytische
Transformation w=1w(z) abbildet, so daf |w| <1 fir |z| <1, so wird
die nichteuklidische Linge eines beliebigen Bogens verkleinert, aufer wenn
w(z) den Einheitskreis konform auf sich selbst abbildet, in welchem Fall
die wnichteuklidischen Lingen erhalten werden.

Diese interessante Formulierung des ScHwaRzschen Lemmas rithrt von
G. Picx [I] her. Durch konforme Abbildung des Einheitskreises kann
die nichteuklidische MaBbestimmung auf allgemeinere Gebiete iiber-
tragen werden, und so 148t sich das LINDELOFsche Prinzip in einer ent-
sprechenden allgemeinen, konformen Abbildungen gegeniiber invarianten
Formulierung aussprechen, worauf schon oben hingewiesen wurde.

44. Diese Ubertragung gelingt in der Tat fiir jede einfach zusammen-
hingende RiemanNsche Fliche F, die vom hyperbolischen Typus ist, die
also auf den Einheitskreis eineindeutig und konform abbildbar ist;
speziell also, wie oben bereits bemerkt wurde, fiir die universelle Uber-
lagerungsfliche G* eines schlichten, mehrfach zusammenhingenden Ge-
beites G, dessen Berandung mindestens dre: Punkte enthilt. Um die
hyperbolische Linge do eines Linienelementes dz, das von dem Punkt
z der Fliche F ausgeht, in bezug auf diese Fliche F zu definieren, ver-
fahrt man einfach so, daB man F auf den Einheitskreis K abbildet; es
moge hierbei z in den Punkt x iibergehen (|x|<1), so daB dz in das
Linienelement dx transformiert wird. Die hyperbolische Linge d ¢ wird
dann als die hyperbolische Linge des transformierten Linienelements
dx erklart, also

dO’ _ 1*:’: ;{2’. (7)

do

ldz|
punkt z und die Fliche F eindeutig bestimmten Wert; denn die rechte
Seite behilt einen invarianten Wert, wie immer der Bildpunkt x von z
im Einheitskreise K gewihlt wird.

Diese Erklarung erteilt der GrofBe einen durch den Flichen-
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Nehmen wir nun insbesondere F als die universelle Uberlagerungs-
fliche G* eines schlichten Gebietes G mit mindestens drei Randpunkten
do
Tdzl
in der Grundfliche G eindeutig definiert; denn in zwei ,,iibereinander*
liegenden Punkten der Uberlagerungsfliche G* hat sowohl |dz| als auch
do, wegen der Invarianz des Ausdruckes (7) gegeniiber eineindeutigen
konformen Transformationen des Einheitskreises, gleiche Werte.

Durch (7) ist also wicht nur auf der Uberlagerungsfliche G, sondern
auch in der Grundfliche G eine hyperbolische Mafbestimmung eindeutig
erkldrt.

an, so ist der Differentialquotient nicht nur auf ¢G*, sondern auch

45. Sei nunmehr w(z) eine analytische Funktion, die den Voraus-
setzungen des LINDELOFschen Prinzips geniigt, d. h. die in jedem Punkt
eines Gebietes G, regulir ist (bis auf eventuelle Pole) und hier Werte
annimmt, die in ein gegebenes Gebiet G, fallen. Wir transformieren die
entsprechenden universellen Uberlagerungsflichen G2 und Gg konform
in den Einheitskreis |¥|<1 bzw. i, <1 und bilden die Funktion
t(w(2(x))) =@ (x), welche fiir |x|<1 unbeschrinkt fortsetzbar ist und
Werte aus der Kreisfliche |¢|<1 annimmt. Bezeichnen wir die hyper-
bolischen ILingen von vier einander zugeordneten Linienelementen
dx,dz, dw, dt bzw. durch do,, do,, do,, do,, so ist nach der definitions-
miBigen Invarianz dieser Linge gegeniiber den Abbildungen x->z
und w—¢, do,=do, und do,=do,. Nach dem Pickschen Satz ist
ferner do,=do,, und es wird also schlieBlich

do,Zdo,.

Gleichheit trifft hier dann und nur dann zu, wenn sich ¢t=¢(x) auf
eine lineare Transformation reduziert, die den Einheitskreis invariant
laBt, in welchem Fall die gegebene Funktion w(z) eine eineindeutige
und konforme Abbildung zwischen den universellen Uberlagerungs-
flichen G und G2 bewerkstelligt. Diese Extremalfunktion ist allerdings
im allgemeinen auf G, nicht eindeutig. Es ist aber zu bemerken, daf} die
obige Uberlegung nicht die Eindeutigkeit von w(z) in G, voraussetzt.
Ist diese Funktion nur in G, mit rationalem Charakter unbeschrinkt
fortsetzbar, so gilt dasselbe fiir die Funktion ¢{=¢(x), welche nach
dem Monodromiesatz jedenfalls dann auch eindeutig ist.

Wir koénnen das Ergebnis jetzt folgendermaBen zusammenfassen:

Prinzip des hyperbolischen MaBes. Es seien G, und G, zwei schlichte
Gebicte. welche mindestens drei Randpunkte haben, und w (z) eine analytische
Funktion, die innerhalb G, unbeschrinkt fortsetzbar ist, in der Weise, daf
thre Werte inmerhalb G, fallen. Ist dann 1, ein beliebiger Kurvenbogen
auf G, und 1, sein vermittels der Abbildung w=w(2) erklirter Bildbogen
n G, so ist die hyperbolische Linge von I, (gemessen auf G,) mindestens
so groB wie die hyperbolische Linge von L, (mit G, als Mafgebiet).

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 4
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Die Lingen sind einander gleich in dem emnzigen Fall, wo w=w(z2)
die universellen Uberlagerungsflichen G und GE eineindeutig aufeinander
bezieht.

Im Falle einfach zusammenhingender Gebiete G, und G, decken sich
die Prinzipien von LINDELOF und des hyperbolischen MaBes. Fiir mehr-
fach zusammenhingende Gebiete gibt dagegen das letztgenannte Prinzip
vielfach eine schirfere Abschitzung als das LiNDELOFsche. Nimmt man
z. B. G, einfach, G, hingegen mehrfach zusammenhingend an, so wird
die GreEENsche Niveaulinie

8%, 2, Go)=u
gleichzeitig eine nichteuklidische Kreislinie vom Radius

1 4e

1—e

A= _-log

darstellen. Entsprechendes gilt dagegen nicht im Gebiete G,. Zieht
man die uniformisierende Hilfsabbildung w-—-¢ heran, so sieht man
nimlich leicht ein, daf das Gebiet g(w, w,, G,) = p die Kreisfliche vom
nichteuklidischen Radius 2 um den Mittelpunkt w, als echies Teilgebiet
enthilt. Das Prinzip des hyperbolischen Ma@es fiithrt also im vorliegenden
Falle zu einer engeren Einschrinkung der Variabilitit der Funktions-
werte als der LINDELOFsche Satz. Es sei ferner noch einmal betont,
daB jenes Prinzip auch den Vorteil hat, fiir mehrdeutige Funktionen
zu gelten und fiir jede Fliche anwendbar zu sein, deren universelle
Uberlagerungsfliche vom hyperbolischen Typus ist ; unter diesen Flichen
gibt es eine Menge von solchen, deren Randpunktmenge so schwach ist,
daB sie keine GREENsche Funktion besitzen, und fiir welche also das
LinpELOFsche Prinzip versagt.

46. Bei verschiedenen Fragen spielt der Logarithmus des Quotienten
zwischen der nichteuklidischen und euklidischen Linge eines Bogen-
elementes eine wichtige Rolle.

d . . .. . .
Setzt man u(z, G) =10g|—d—;%, so ist u eindeutig in G definiert und

zwar unabhingig davon wie der Bildpunkt x= x(z) von z bei der Hilfs-
abbildung G*® —~ K gewiahlt wird. Es ist

G, . K
do=e""" dzi=¢"" |dx|

der gegeniiber der erwihnten Abbildung invariante Wert der hyper-
bolischen Linge d¢ von dz und dx.
Hier ist
1
M(x,K):log '1;_"}§,

eine GroBe, die nach Nr. 3 der Differentialgleichung
Au=4¢™" )
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geniigt. Nun gilt allgemein fiir den LaPrLAcCEschen Ausdruck Au(x),
wenn man x analytisch transformiert: x=x(f),

2

Au(x@)=A4,u |-

’

ax
dt

und man findet demnach, unter Beachtung der Relationen
ue, G)=u(x, K)+log |47
und (8),

2 2u(x, K) + 2log
4e

dx
dz

Au(z, G)=Aulx, K)=Au(x, K) | %"

Der Logarithmus u(z, G) des Quotienten aus der hyperbolischen und der
euklidischen Ldnge eines Bogenelements dz geniigt also der Differential-
gleichung Au=4¢>*, unabhingig von der Wahl des Bezugsgebietes G.

§ 4. Satze iiber Kreisgebiete.

47. Wir wenden uns einigen anderen Erweiterungen des SCHWARz-
schen Lemmas zu. Nimmt man G, und G, als den Einheitskreis und o,
und o, als zwei Randbogen an, so ergibt das Prinzip iiber das har-
monische Mal3 ohne weiteres folgenden Satz (vgl. Nr. 35):

Wenn |w(z)| =1 st fiir |2|<1 und wenn ferner w(z) auf einem Rand-
bogen a, stetig ist und hier Werte annimmi, die auf einen Randbogen o,
der Peripherie |w|=1 fallen, so unterliegt die Variabilitit des Punktes
w=1w/(z) folgender Einschrinkung:

Wéhit man den Punkt z innerhalb desjenigen Gebietes, das von dem
Bogen a, und einem Kreisbogen K, () begrenzi wird, der die Peripherie
\z| =1 in den Endpunkien von o, unter dem Winkel Am(0<A<1) schneidet,
so wird der Bildpunkt w=w(2) innerhalb desjenigen Zweiecks fallen, der
von den Bogen o, und K,(o,) begrenzt wird.

Zwei Punkte der Bogen K,(o,) und K;(o,) entsprechen einander dann
und nur dann, wenn w=1w(z) den Kreis |z| <1 in |w| =1 konform so
transformiert, daf o, in o, iibergeht.

Der Satz gilt unverindert, falls man die Gebiete « und a,, als beliebige
Kreise (oder Halbebenen) wihlt.

Nimmt man insbesondere w(0)=0 an, so folgt unter den Voraus-
setzungen des obigen Satzes, daB «, nicht kiirzer sein kann als «,; denn
sonst wiirde der Bogen K («,) zusammen mit o, ein Zweieck begrenzen,
das den Nullpunkt w=0 nicht enthilt, falls 1 so gewidhlt wird, daB

K;(o,) durch z=0 geht; das ist aber nach dem Satz nicht moglich.
Dies ist das?!

Lemma von LOWNER. Ser |w|<1 fiir |z|<1 und w(0)=0. Wenn
w(z) auf einem Randbogen o stetig ist und hier Werte annimmt, die
1 K. LOownNER [I].

4%
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auf der Peripherie |w|=1 liegen, so wird der Bildbogn o, von a,
mindestens so lang wie o, sein. Gleichheit gilt nur fiir
w=¢"z.

48. Der LowNERsche Satz besagt in Ubereinstimmung mit unserem
Prinzip, dall das harmonische MaBl w (0, «,) des Bogens «, im Nullpunkte
durch eine Transformation w=w(z) obiger Art i. a. vergréBert wird;
in der Tat sind die harmonischen MaBe der zwei Bogen «, und
o, im vorliegenden Fall nichts anderes als die betreffenden Bogen-
lingen dividiert durch 2s. Wir fixieren nun auf «, einen beliebigen
Punkt z*=¢'?; aus dem ScHwArzschen Spiegelungsprinzip folgt, daB
w(z) noch auf «,, also speziell in z*, analytisch ist; wihlt man also mit
z* als Endpunkt einen Teilbogen o von «, und bezeichnet den Bildbogen
von o mit B, so ergibt sich, falls man w(z*)=¢" schreibt, aus der
Ungleichung o @), B) .,

oz, o)

durch den Grenziibergang « —0 die Beziehung

|Gt

oder, unter Beachtung des Ausdruckes dw (Nr. 4),

=1
a=0— "

1—|wl ,d'?_ - 11— ‘Qz_

}e“)-—wfz do = keiw —z[? )

Hier ist g% der absolute Betrag der Ableitung »’(z) im Randpunkte

z=2z*%._ Die geometrische Deutung dieser Ungleichung ist folgende:
Wenn der Punkt z tnnerhalb des Orizykels

0, AR ) (0<h<o)

@ 1
\e Y. _z ‘2
liegt, so fallt der Pumkt w=w(2) in den Orizykel
1— wp?

e =g,

O10.5° .
Agq, 9 i 9
q [ezz)__w%z

wo qz’%‘: %’i fiir z=¢'%, w=e"".
49. Dies ist das Juriasche Lemma', das indes unter wesentlich
allgemeineren Voraussetzungen als den obigen besteht. Es laBt sich

ndmlich folgendes nachweisen:

Satz von JULIA-CARATHEODGRY. ES seien z*=¢i? und w*=¢'? zwer
beliebige Punkte des Einheitskreises. Wenn w=w (2) eine tm Einheits-
kreise vegulire und beschrinkte Funkiion ist:

w@) | =1 fir  zi<1,

1 G. Juria [1], C. CARATHEODORY [4].
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so existiert der endliche oder unendliche Gremzwert

e lim | €2 | 0=c=w),
z-> 2% ‘ el — 2

wenn der Punkt z dem Randpunkt z* = e'% in Winkelanndherung zustrebt,

d. h. so daf er sich innerhalb eines von zwei aus diesem Randpunkt aus-

gehenden Sehmen des Einheitskreises gebildeten Winkels bewegt. Falls c

endlich und == 0 1ist, so gilt hierber ferner

ew—-w(z)
arg T - J9—¢,
und es ist w'(z) >ce'? —9),
Schlieflich st
1~—\w[2 -~ 1 1.—[zj2
e —w|r T ¢ oI —zp

fiir jeden Punkt |z|<1, wobei Gleichheit dann und wur dann gilt, wenn w
und z durch die Gleichung
14+ e, 1+e Py

= +ip

1 —e~ i, 1—e 0y

verbunden sind, in welchem Fall w=w(z) also den Kreis |z|<1 auf den
Kreis |w| =1 konform so abbildet, dafj die gegebenen Randpunkte einander

entsprechen und der Abbildungsmodul l%' daselbst gleich ¢ ist.
Fiir ¢=0 st identisch w=¢e'?.
Beweisl. Durch die linearen Transformationen

und Lm—iui 9)

et —w

et? + 2

e'? — 2z

werden die Einheitskreise |z) <1, |w| <1 zunichst auf die rechte Halb-
ebene abgebildet. Wir kénnen also vorerst eine Funktion w(z)=u(z) + 7 v(z)
von z= x -7y betrachten, die fiir x> 0 einen nichtnegativen reellen Teil
besitzt, und dann, nachdem wir sein asymptotisches Verhalten fir
x— co untersucht haben, wieder zum Einheitskreis ibergehen.
Es sei fiir 0<x< o die untere Grenze

lim ulx+iy) =c;

I x
es ist 0=c< o, auBer wenn w= o, welchen Fall wir hier sogleich
ausschlieBen.

Wir nehmen zunéchst c=0 an. Seien dann zy,= xy-+19,, 2y =%, +1%;
zwel beliebige Punkte der Halbebene. Nach dem LiNDELOF-Pickschen
Prinzip ist die nichteuklidische Entfernung zwischen w(z;) und w(z,)
héchstens gleich dem nichteuklidischen Abstand der Punkte z, und 7,

3 Der Satz wurde in der obigen endgiiltigen Fassung von CARATHEODORY [4]
gegeben. Der nachfolgende einfache Beweis rithrt von LANDAU und VALIRON [I] her.
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wie es die Figur zum Ausdruck bringt, in der wir zwei ,kongruente‘
nichteuklidische Kreise um zy=x,+1y, und w(2)) =w,=1uy+1v, ge-
zeichnet haben, so daB der erste durch z, ==x,+7¢y; geht; der zweite
Kreis wird also den Punkt w(z) enthalten.

Die Kreise gehen auseinander durch die lineare Transformation

w=1vy+ Z" (2—1vy)
0

hervor. Aus der Figur sieht man, daB

() = 04+ AB=vy| + ﬁ;’{'

0

Ty iy
a uy*iy Y4
Zy#iyy, +3p
g
Abb. 8.
Hier ist
_ ({1 ‘“7“)72 + (01 - Yo)z
b=a- 220 e
oder, da a< x,, %,
Y1l Yl )
| (2
2 — 2
b<x1+x1+(3’1 ¥o) <% |1+ Y1 %1
X == %, X,
'1 _
1

<% 3+2(;k+1))=xK,

wenn x> 2%, %> |y, und |y, <kx (k>0).

Ist also %;‘— <k, so gilt fiir jedes hinreichend grofle x,
1
w(z)| < vy —}—KZE %,
woraus fiir x; ~ oo folgt
iim jf”,(z,l),, <K Yo
ol %1 | Yo ’

Dieses Resultat besteht, wie immer der Punkt z; im Winkel l%‘ <k
gegen Unendlich strebt. Da nun ¢=0, so kann der Quotient 1; % beliebig
0

klein gemacht werden und der Quotient % hat also fiir |z~ co den

Winkelgrenzwert Null.
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Ist ¢>0, so kann man die obige Uberlegung auf die Funktion
w—cz anwenden, welche nach der Definition von ¢ einen nichtnegativen

reellen Teil u—cx hat. Innerhalb eines beliebig groBen Winkels |y| <kx

w—cCc2z
ist dann — 0, also -~ >¢.
Z

Wenn also w(z) eine beliebige fiir x> 0 regulire Funktion ist mit

nichtnegativem reellen Teil, so hat der Quotient i;’_ fir |yl<kx, x—>oc

einen reellen, nichtnegativen Grenzwert ¢, der gleich hﬂ % fiir x> 0 ist.
Es ist also

u(z)=cx,
wo Gleichheit nur dann stehen kann, wenn u (z) =c x und also w (z) =cz+iu,
wo u ein reeller Parameter ist.

Was nun die Ableitung »’(z) betrifft, so findet man nach der CAucHY-
schen Integralformel fir 0<p<g<1 im Kreise |[z—7/<pr die Un-
gleichung ({=7r- qre“’) o

|l< i HL L
= =
0

Fiir ein gegebenes ¢ > 0 gilt nach Obigem, wenn ¢=0 ist,
20 <.

sobald 7 eine gewisse Schranke 7, {iberschritten hat, und es wird somit,
da [Z|=(1 7 ist,
Z[=(1+9) ) e LLENP
(gr—lz—r])*’

also fiir |z—7|=<pr

)| <g 111 0)
el

woraus zu sehen ist, daB lim w’=0, wenn 2z innerhalb des Winkels
largz| < arcsin p gegen Unendlich strebt.

Fiir ein endliches ¢ ergibt sich wiederum
w=c+4+ (W' —c)=c+ Edz_ (w—c2)—>c¢

wie immer der Punkt in Winkelanniherung gegen z=co konvergiert.

Geht man durch die Transformationen (9) zum Einheitskreis zu-
riick, so findet man durch eine leichte Rechnung, deren Ausfiihrung
dem Leser iiberlassen wird, den JuLiaschen Satz in der oben gegebenen
Formulierung.

§ 5. Sitze von LANDAU und SCHOTTKY.

50. Als Anwendung des Prinzips iiber das hyperbolische Mal wollen
wir die von LaANDAU und ScHOTTKY gegebenen Verschirfungen des
PrcarDschen Satzes herleiten®.

1 E. Lanpavu [I], F. ScHoTrTKY [I].
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Es sei w(z) eine fir 'z|<R definierte Funktion. Nimmt man an,
es gebe p =13 Werte a;, a,, ..., a,, welche die Funktion im Kreise
|2|< R nicht annimmt, so daB also w(2) +a, (v=1, ..., p) gilt fir die
erwahnten Werte z, so 148t sich mittels des Prinzips des hyperbolischen
MaBes eine Beziehung aufstellen, welche eine obere Schranke fiir den

Radius R gibt mittels der Werte »(0), »’(0) und q,, ..., a,.
Die universelle Uberlagerungsfliche der punktierten Ebene w + a,
(v=1, ..., p) gehort, da voraussetzungsgemil p == 3, zum hyperboli-

schen Typus und es wird somit, wenn wir als Gebiete G, und G, bzw.
|z|<R und w + a, annehmen,

doy,
_Y 10
do, = =1, ( )

wo d o, die hyperbolische Linge

eines Bogenelementes dz in bezug auf |2|<R ist und dg, die in bezug
auf die punktierte Ebene G, gemessene hyperbolische Linge des Bild-
bogens dw. Bezeichnet man, wie in I, §3, durch x=x(w; a;, ..., ap)
die Funktion, welche die universelle Uberlagerungsﬂéche Gy auf den
Einheitskreis | x| <1 konform abbildet, so daB der Punkt w in den Null-
punkt x=0 iibergeht, so wird ferner do,=do,=d x| und die Un-
gleichung (10) ergibt

|27 | dz |
ldw | = R? z{z iw’
oder also
R )
=@ U0 a, .. a),
wo ((x; a, ..., a;) die Umkehrfunktion von x(w; a;, ..., a,), also

diejenige automorphe Funktion bezeichnet, welche den Einheitskreis
|#|<1 so auf die Fliche Gg abbildet, da} der Nullpunkt in den Punkt
w=1w(z) ibergeht.

51. Fiir z=0 folgt insbesondere die Beziehung

= @’ (0) ’
welche den LanDAUschen Satz enthilt:
Falls die fiir |z|<R meromorphe Funktion w(z), welche im Null-
punkte die Entwicklung

R<<C (0 ay, ...,ap)]

w(2)=co+cz+... (¢, 4+ 0)
hat, von den p =3 Werten 4, ..., a, verschieden ist, so gilt
R< 187(0: ay, ':’,“?l,‘,,’ (11)

e
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wo {(x; ay, ..., a,) diejenige automorphe Funktion ist, welche den
Einheitskreis |x|<1 auf die universelle Uberlagerungsfliche der punk-
tierten Ebene waq,, ..., a, so abbildet, daB =0 in den Punkt w=¢,
itbergeht.

Die gefundene obere Schranke hingt nur von den Ausnahmewerten
a4y, ..., ap und den zwei Koeffizienten ¢, und ¢, ab. Sie 1Bt sich durch
keine kleinere ersetzen. Denn aus dem Prinzip folgt, daB die Beziehung (11)
dann und nur dann in eine Gleichheit ibergeht, wenn w(z) mit der Ab-

bildungsfunktion C(%; a, ..., ap> iibereinstimmt, welche den Kreis

z|<R in die Fliche G transformiert. Tatsichlich gilt ja fiir diese
Funktion

' 1 srin.
a=w'(0)=7%50(0;a, ..., a),

was eingesetzt in (11) zu einer Identitdt fiihrt.

Der LaNpausche Satz enthilt den PicarDschen als unmittelbaren
Folgesatz. Ist nimlich w(2) eine in jedem endlichen Punkt der Ebene
meromorphe Funktion und nimmt man drei beliebige Werte a;, a,, as,
so folgt aus jenem Satz, daB w (z) mindestens einen dieser Werte fiir | 2| <R
annehmen muB, sobald R groBer als die in (11) stehende Schranke
gewidhlt wird.

52. Bemerkung. Es ist evident, dal man den LANDAUschen Satz
ohne Heranziehung des Prinzips iiber das hyperbolische Mall direkt
begriinden konnte durch Anwendung des ScawaARzschen Lemmas auf
die zusammengesetzte Funktion x(w(2); &, ..., a,), welche fiir ]z'<R
regulir und beschrédnkt ist und fiir z= 0 verschwindet. Diese Bemerkung
erlaubt auch eine obere Schranke fiir R aufzustellen fiir den Ausnahme-
fall, wo die Nullpunktsableitung c¢;=w"(0) verschwindet, in welchem
Fall die obige Abschitzung versagt. Hat man im Nullpunkte

w(z)=cot+ 2 4...  (R=1, ¢, +0),

so hat die obige zusammengesetzte Funktion fiir z=0 eine A-fache
Nullstelle. Der Quotient

x(w(2); ay, ..., ap)
2k

=a"(Co; @y, -, Ap)CpF ..

ist fiir |z|<R regulir und die obere Grenze ihres absoluten Betrages
in jedem Randpunkt |z| = R héchstens gleich R=*. Nach dem Maximum-
prinzip wird also der Betrag des Quotienten auch fiir [z2|<R unter-
halb dieser Schranke liegen, woraus fiir z=0 folgt

RkSLC'(O; aL...,ap)i'

leel

53. Der Satz von ScHOTTKY ergibt sich durch Integration des LANDAU-
schen Satzes (in der Form (10)). Wihlt man den Punkt z beliebig in
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der Kreisscheibe |2/ <7, so wird nach dem Prinzip des hyperbolischen
MaBes der Funktionswert w=w(2) in diejenige nichteuklidische, auf
der Fliche G, liegende Kreisfliche fallen, die als Mittelpunkt den
Punkt w(0) =, hat und deren (nichteuklidischer) Radius A dem nicht-
euklidischen Radius von |z| = r gleich ist, also gleich

R dt 1 R47
}':/Rizj—tz’ - 2 log— .
0

R—v7

Die kleinste Entfernung der Peripherie dieser Kreisfliche von den
p Randpunkten a,, .. ., a, der Fliche G, ist eine Zahl d ( ;?, Cos s -+ .,a,,),
die nur von der Lage dieser Randpunkte, von dem Funktionswert c,
und vom Quotienten% abhingig ist; mit wachsendem 7 nimmt 4 monoton

ab. Um auch den Spezialfall bequem berticksichtigen zu kénnen, wo
einer der Werte a, unendlich ist, empfiehlt es sich die Entfernung 4 in
sphérischer MaBbestimmung zu bestimmen (wozu man also die w-Ebene
durch stereographische Projektion auf die w-Kugel zu projizieren hat).
Der ScuHorTKysche Satz erhdlt dann nachstehende Fassung:

Wenn w(2)=co+c;z+... fiir [2{<R regulir ist und die p=3
Werte a,, ..., a, ausldfit, so hat die sphirische Entfernung des Punktes
w=1w(z) von den Ausnahmewerten @, ein Minimum

lz .
d[—R~,co,a1, cee, @,

das nur von den in den Klammern stehenden GréBen abhingig ist.
Durch das Obige ist fiir 4 auch der bestmogliche Wert hervorgegangen.

§ 6. Anwendungen zur Untersuchung von Grenz- und
Haufungswerten beschrinkter Funktionen.

54. Wir gehen wieder zum Prinzip des harmonischen MaBes zuriick,
so wie es in Nr. 33 ausgesprochen worden ist. Die Randpunktmenge «,
denken wir uns jetzt in zwei punktfremde Teilmengen «; und o zerlegt,
welche beide aus einer endlichen Anzahl von Randbogen zusammen-
gesetzt sind. In entsprechender Weise teilen wir das Gebiet 4, in zwei
punktfremde Teilmengen A, und A4, des Gebietes G, ein, welche von
endlich vielen Jordanbogen «, und o begrenzt werden.

Nunmehr nehmen wir speziell an, dafl die Funktion w (z), deren
Werte auf das Gebiet G, fallen mogen, wenn z in G, variiert, auf den
Randbogen a, stetig ist und zwar so, daB} ihre Randwerte auf «; in die
Punktmenge A;, und auf «, in die Punktmenge A, fallen. Lassen wir
dann den Punkt z innerhalb G, stetig einen Kurvenbogen I, beschreiben,
der die Bogen «, und «. verbindet, so wird sich auch der Bildpunkt
stetig bewegen auf einem Weg /,, welcher innerhalb des Gebietes G,
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verliuft und die Punktmengen A, und A4, verbindet (Abb.9). Nach
unserem Prinzip muf} andererseits diese Bewegung derart vor sich gehen,
daB jedesmal wenn der Funktionswert w(z) aullerhalb der zwei Gebiete
Al und A, liegt, das harmonische Maf der Bogen «,,, der Bogen o) und
auch das der Vereinigungsmenge o,=os,+of, , gemessen im Punkte
w==w(2) in bezug auf dasjenige diesen Punkt enthaltende Restgebiet
G*, welches nach Abtrennung der Gebiete 4;,, A, aus G, iibrig bleibt,
mindestens so grof wird wie das harmonische Maf bzw. der Mengen ., o,
und o =o, o, L.

Es bezeichne m(l,) das Minimum des harmonischen MaBes w (2, «,, G,)
auf einem Bogen [,, welcher die Mengen «, und &, verbindet, ohne aus G,

az’ | .

Abb. 9.

auszutreten; es ist also 7 ([,) =1 und =1 nur wenn «, den ganzen Gebiets-
rand I, umfaBt. Die obere Grenze simtlicher solcher Minima sei
m,= limm (lz) .

In entsprechender Weise bezeichnen wir durch m(l,) das Minimum
des harmonischen MaBes w(w, «,, Gj) auf einem Bogen [,, welcher
innerhalb eines beliebigen der Restgebiete G} die Mengen A, und 4;
verbindet, und durch m, die obere Grenze der Zahlenmenge m (l,)

My, = limm (I,) (0<m, =1).

Nach dem Prinzip vom harmonischen MaBe gilt, wie immer der
Bogen /, gewihlt wird,
m (L) =y

und, da der Ausdruck links bei passender Wahl des Bogens beliebig wenig
von der oberen Grenze m, abweicht, also auch

M, =y (12)

Diese Beziehung enthilt eine bemerkenswerte Einschrinkung be-
ziiglich der von den Mengen o', «’' und den Gebieten G gebildeten

1 Vgl. R. NEVANLINNA [I2].
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Konfigurationen. Liegen die Bogen o, und o« in G, verhiltnismiBig
,,nahe’ aneinander, so daB3 der Punkt z von jener zu dieser Menge gelangen
kann, ohne daBl das harmonische MaB w(z, ,, G,) sehr tief unter den
Maximalbetrag 1 sinkt, so kénnen auch die Bogen o, und o relativ
zum Gebiete G, nicht sehr ,,weit voneinander entfernt sein, da ja das
harmonische MaB3 o (w (2), a,, G;) nie unter den Betrag des erstgenannten
MaBes sinken darf.

55. In folgendem Abschnitt werden wir uns in einigen speziellen
Fillen mit den durch den obigen Satz bedingten Einschrinkungen
fir die Konfiguration (', ', G) in den 2- und w-Ebenen niher
beschiftigen. Hier wollen wir nur einen besonders einfachen Fall be-
handeln, der zu interessanten Folgerungen leiten wird. Nehmen wir an,
daB die zwei Bogenmengen o, und o, in einen Randpunkt P, zusammen-
stoBen, der dann eine eventuelle Unstetigkeitsstelle der Funktion w(z)
darstellt, so wird ja das harmonische MaB3 der Menge a, =« o, in der
Nihe von P, beliebig wenig vom Maximalwerte 1 abweichen, woraus
folgt, daBl die obere Grenze m,=1 sein muB. Nach unserem Prinzip
ist also dann auch m,,=1. Man sieht unmittelbar ein, dafl dies mdglich
ist, nur wenn einer der zwei nachstehenden Fille eintritt:

1. Die Distanz zwischen den Mengen o, und o, ist Nulll.

2. Die Bogen a, und «, begrenzen ein Teilgebiet G von G, welches
keine anderen Randbogen als jene aufweist. — Besitzt also G, noch
weitere Randstiicke, so wird die eine Menge (z. B. «;,) durch die andere
(ey) von diesen Randstiicken isoliert.

Eine Konfiguration wie z. B. die in Abb. 9 gegebene, wo die Mengen
ay, und o, im Gebiete G, isoliert ,nebeneinander® liegen, ist also unter
der gegebenen Voraussetzung (daB nimlich die Distanz zwischen o

und « verschwindet) nicht mdglich.

Als Beispiel eines Falles, wo die Moglichkeit 2. vorliegt, nehmen
wir w(z)=¢’ (z=x+414y) und wihlen als Gebiet G, den Streifen
— 1< x<1, den wir noch lings der positiven imaginiren Halbachse
aufschlitzen. Nimmt man dann «, als die Gerade x=—1 und «, als
jene Halbachse x=0, y= 0, so kann man fiir G,, a,, o, wihlen bzw.

<e, die Kreislinie \w\: -~ und die Kreislinie

den Kreisring ,Z,< K
|w|=1. Man sieht, daB in Ubereinstimmung mit 2., die Kreise a,

und « tatsichlich einen Ring Gj vollstindig begrenzen (wo also das

harmonische MaB von o+« konstant =1 ist), so daBl der innere
Kreis <\w\ = —: durch den duBeren (1w =1) von dem iibrigen Rand des

Gebietes G (d. h. vom Kreise w —e) getrennt wird.

1 Um die Sonderstellung des unendlich fernen Punktes aufzuheben, empfiehlt
es sich, die Distanzen auf der Kugel zu messen.
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56. Als Anwendung des obigen Ergebnisses betrachten wir ein Gebiet
G, zu dessen Begrenzung zwei, in einem Punkt P zusammenstoBende
Jordanbogen &, und «, gehdren. In G sei eine eindeutige und beschrinkte
analytische Funktion w(z) definiert (jw|<M). Wir nehmen an, w(z)
sel in jedem inneren Punkt von «; und «, stetig, und bezeichnen durch
H, und H, die Hdufungsbereiche von w(z) fir z— P auf o, bzw. oyl

Nach unserem Satz konnen dann die Punktmengen H; und H, nicht
,,hebeneinander’ im Kreise [w}<M liegen. Sind sie punktfremd, so
miissen sie also eingeschachtelt sein, so daf3 die eine die andere einhiillt
und sie von der Peripherie |w|=M brennt. Insbesondere wird also
die Moglichkeit ausgeschlossen, daBl beide Hiufungsmengen sich auf
Punkte reduzieren, woraus die Richtigkeit des nachstehenden wichtigen
Konvergenzsatzes von LINDELOF ersichtlich wird 2:

Wenn eine in der Umgebung eines singuldren Pumktes P eindeutige
analytische Funktion lings zweier in P endenden Jordanbogen fiir z—> P
2wet verschiedenen Grenzwerten zustrebt, so kann die Funktion in der
Umgebung von P nicht beschrinkt sein.

57. Durch die Méglichkeit die universelle Uberlagerungsfliche der
dreifach punktierten Ebene auf den Einheitskreis konform abzubilden,
lassen sich die obigen Sitze auf eindeutige Funktionen erweitern, die
in einem gegebenen einfach zusammenhingenden Gebiet G, drei Werte
a;, a4y, ay auslassen. Nimmt eine derartige Funktion auf den Rand-
bogen «; bzw. o] Werte an, welche in eine von gewissen Jordanbogen
oy, bzw. o begrenzte Teilmenge G, bzw. G; der punktierten Ebene
w=+a,, a,, ay fallen, so wird durch Zusammensetzung mit der unformi-
sierenden Abbildungsfunktion x=x(w; a,, 45, a5) eine, ausgehend von
einem beliebig festgelegten Anfangselement in G, unbeschrinkt fort-
setzbare und also nach dem Monodromiesatz etndeutige Funktion

@) =x(w(2); ar, a, as)

erkldrt. Liegen nun die Bogen «y, und o, ,,nebeneinander®, d. h. gibt es
einen geschlossenen, durch einen Randpunkt a, gehenden Weg, der
diese Bogen voneinander trennt, so wird die Funktion ¢ (z), deren Werte
innerhalb des Einheitskreises ]x|<1 variieren, auf den Bogen «; und
«, Randwerte annehmen, die auf zwei ,,nebeneinander‘‘ liegenden Bogen-
mengen o, und o« im Kreise |x|<1 liegen; diese Mengen sind zwei wohl-
bestimmte unter den abzihlbar vielen Bildern der Mengen o, und o, .
Wenn nun «, und « einen gemeinsamen Endpunkt haben, so ist dies
nach Obigem nicht moglich.

1 H,(v=1,2) besteht also aus der Gesamtheit derjenigen Punkte w, denen
der Funktionswert w(z) in beliebiger Nahe von P auf «, beliebig nahe kommt.
Nach dieser Definition ist H, entweder ein Punkt oder ein Kontinuum.

2 E. LINDELOF [3].
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Hieraus folgt u.a. daB eine zwischen zwei in P endenden Jordan-
bogen o, und «, eindeutige analytische Funktion, welche fir z—P
auf diesen Bogen verschiedene Grenzwerte hat, nicht nur, wie oben gezeigt
wurde, in der Umgebung von P Werte von beliebig groBem Betrag,
sondern tiberhaupt jeden Wert annehmen mufl, auBer héchstens zwes
Werten. DaB andererseits unter obigen Voraussetzungen zwei solche
Ausnahmewerte vorkommen koénnen, zeigt wieder die Exponential-
funktion, welche auf der positiven und der negativen reellen Achse
fiir z—>co gegen die verschiedenen Grenzwerte 0 und o strebt, welche
gleichzeitig Ausnahmewerte der Funktion sind.

IV.Beziehungen zwischen nichteuklidischen
und euklidischen Mafibestimmungen.

§1. Allgemeine Bemerkungen.

58. Die Anwendbarkeit verschiedener nichteuklidischer MaBbestim-
mungen (harmonisches Mal}, hyperbolisches MaB}) in der Funktionen-
theorie ist einerseits darin begriindet, daB diese MaBe funktionen-
theoretische Invarianten sind; so bezeichnen wir jede GroéBe die sich
gegeniiber der Gruppe der konformen Abbildungen invariant verhilt.
Andererseits zeigt es sich bei verschiedenen Fragekomplexen, dal} sich
gewisse Erscheinungen gerade unter Anwendung von Begriffen der
nichteuklidischen Geometrie scharf abgrenzen lassen; dies trifft z. B.
bei der Charakterisierung verschiedener Extremaleigenschaften oft zu.
Die Einfithrung solcher MaBbestimmungen liegt also durchaus in der
Natur der Sache und es scheint deshalb von Bedeutung zu sein, die
Theorie dieser MaBe systematisch aufzubauen, ohne sich sogleich um
die Frage zu kiimmern, wie sich diese MaBbestimmungen zu den ge-
wohnlichen MaBen (euklidischen oder sphirischen) verhalten.

Andererseits ist es evident, daB die im vorigen Abschnitt entwickelten
Prinzipien erst dann zu ihrer vollen Anwendbarkeit gelangen kénnen,
wenn man die erwdhnten Beziehungen bis zu einem gewissen Grade
bewiltigt. In konkreten, dem soeben erdrterten Fragekreis angehérenden
Problemen liegen gewdhnlich einige mehr oder weniger genaue Angaben
tiber die euklidischen MaBverhiltnisse der gegebenen geometrischen
Konfigurationen (z.B. G,, «,, z) vor, und die allgemeinen Prinzipien
lassen sich in solchen Fillen nur dann verwerten, wenn man aus den
gegebenen Bestimmungsstiicken entsprechende Bedingungen iber die
nichteuklidischen MaBverhiltnisse der Abbildung ablesen kann und
umgekehrt.

Nun sind die gegenseitigen Beziehungen zwischen den verschiedenen
MaBen in den einfachsten Fillen unmittelbar auf Grund der Definitionen
dieser Begriffe bekannt. So z.B. ist ja das harmonische MaB eines
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Bogens des Einheitskreises, im Nullpunkte gemessen, nichts anderes als
der durch 2z dividierte Betrag des entsprechenden Zentriwinkels; und
die hyperbolische Linge eines vom Nullpunkte ausgehenden Linien-
elementes (mit dem Einheitskreis als Bezugsgebiet) ist gleich der euklidi-
schen Linge desselben Elements. Fiir allgemeinere Flle, wo jene Be-
ziehungen sich mit Hilfe elementarer Funktionen nicht genau ausdriicken
lassen, ist zu bemerken, daB das Problem auf den Einheitskreis zuriick-
gefithrt werden kann, indem man die betreffenden Bezugsgebiete oder,
falls diese mehrfach zusammenhingend sind, deren universelle Uber-
lagerungsflichen auf jenen Kreis eineindeutig und konform abbildet.
Hierbei verhilt sich das harmonische bzw. hyperbolische Maf} invariant;
die euklidischen MaBverhiltnisse indern sich dagegen. So sieht man
ein, daB das Problem des vorliegenden Abschnitts im Grunde identisch
ist mit der Frage nach der Verzerrung, welche ein Gebiet im Innern und
auf dem Rande erleidet, wenn es auf ein gegebenes Normalgebiet (z. B.
auf den Einheitskreis) konform abgebildet wird. Als derartige Ver-
zerrungsaussagen koénnen die im folgenden zu besprechenden Sitze
gedeutet werden. Hierbei werden wir allerdings die Theorie der Ver-
zerrung nicht als eine selbstindige Lehre vollstindig darstellen, sondern
vor allem dasjenige herausgreifen, was vom Standpunkt der Frage nach
den gegenseitigen Relationen der verschiedenen MafBbestimmungen
wesentlich ist.

§ 2. CARLEMANs Prinzip der Gebietserweiterung.

59. In vielen Fillen 148t sich das harmonische MaB eines Randbogens
mit gentigender Schirfe vermittels des nachstehenden Satzes abschitzen,
von dem zuerst CARLEMAN in seiner bekannten Arbeit iiber die asympto-
tischen Werte ganzer Funktionen
Gebrauch gemacht hat und der spi-
terhin von verschiedenen Autoren,
namentlich von OsTrROWSKI und
dessen Schiilern verwendet wor-
den ist?. V4

Prinzip der Gebietserweiterung.
Das harmonische Maf o (z,a,G) ver-
grofert sich, wenn man das Gebiel G 4
tiber den zu o komplementiren Terl Abb. 10.
f des Randes I'=o + f erweitert.

Dies bedeutet folgendes: Man ersetze das Gebiet G durch ein weiteres
Gebiet G’, das G als Teilgebiet enthilt und dessen Berandung [, auler
von den gegebenen Bogen «, aus gewissen Jordanbogen g’ besteht,
welche also entweder vollstindig auBerhalb G verlaufen oder teilweise

1 T. CARLEMAN [I], A. OstrOWSKI [3], S. WARSCHAWSKI [I].
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mit Stiicken der Bogen p zusammenfallen. Dann gilt in G:
oo G <ok a 6, (1)

und Gleichheit besteht hier nur fiir G- G'.

Zum Beweis bildet man die Differenz u (2) =w(z, o, G') — (2, o, G),
welche eine in G regulire und beschrinkte harmonische Funktion dar-
stellt. In jedem inneren Punkt der (voraussetzungsgemalB endlich vielen)
Bogen « werden die rechtsstehenden harmonischen MaBe beide gleich 1
und daher # = 0. In den inneren Punkten von f ist wiederumw (z, «, G) =0,
wihrend o (z, «, G') jedenfalls nichtnegativ ausfillt und es ist somit
hier #= 0. Da diese Funktion in den noch iibrigen Randpunkten (End-
punkten von « und f) beschrankt bleibt, so folgt aus dem Minimum-
prinzip, daB die Beziehung %= 0 und folglich auch die Behauptung (1)
in jedem Punkte des Gebiets G gilt. Gleichheit kommt fiir einen inneren
Punkt z von G dann und nur dann in Betracht, wenn # identisch ver-
schwindet. Da dies dann insbesondere fiir den Randbogen f# gilt, wo
ja @ (z,a G) =0, so ist daselbst auch w (z, «, G') =0, was offenbar nur so
moglich ist, daB die Bogen ' und f und somit auch die Gebiete G’ und G
vollstindig zusammenfallen. Hiermit ist der Nachweis des CARLEMAN-
schen Prinzips beendet.

Da w(z,a, G)+w(z, B, G)=1, so folgt aus dem Prinzip weiter
oz p,6)Z ok f,G) (19

Das CARLEMANsche Verfahren liefert also ein Mittel, das harmonische
Map sowohl nach oben wie nach unien abzuschdtzen.

Auf Grund der Bemerkungen in §1 kann das obige Resultat so ge-
deutet werden: Wenn G und G’ oder, falls sie mehrfach zusammen-
hingend sind, ihre universellen Uberlagerungsflichen auf den Einheits-
kreis so abgebildet werden, daB z in den Nullpunkt iibergeht, so wird
der Menge o im ersten Falle (G) eine Randbogenmenge von kiirzerer
Gesamtlinge entsprechen als im letzten Falle (G7).

60. Die Bedeutung des CARLEMANschen Prinzips beruht darauf, daB
es oft gestattet, komplizierte Konfigurationen (G, «, 2) durch einfachere
(G', &, z) zu ersetzen, bei welchen die rechnerische Beherrschung der
Beziehungen zwischen dem harmonischen MaB  und den euklidischen
Bestimmungsstiicken der Konfiguration (G, o, z) ohne weiteres gelingt,
so daB man Majoranten und Minoranten des harmonischen MaBes auf-
stellen kann.

Die direkte Anwendung dieser harmonischen Majoranten und Mi-
noranten gestattet iibrigens in vielen Fillen allgemeine Sitze elementar
zu beweisen, ohne das Prinzip des harmonischen MaBes in seiner all-
gemeinsten Fassung heranzuziehen, in welcher Form dieses Prinzip
nicht als ,elementar”” bezeichnet werden darf, weil es ja die ziemlich
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tiefliegenden Fundamentalsitze iiber konforme Abbildung und die
Rinderzuordnung bei einer solchen Abbildung voraussetzt.

Um dies an einem Beispiel zu erldutern, beweisen wir, bei Benutzung
des CARLEMANschen Gedankenganges, nachstehenden Grenzwertsatz iiber
beschrinkte Funktionen, der zur Begriindung der Hauptsitze iiber die
Réanderzuordnung bei konformer Abbildung mit Erfolg benutzt werden
kann:

Es set w(z) eine in der vechten Halbebene vegulive und beschrinkte
analytische Funktion und 1 ein in dieser Halbebene verlaufender Jordan-
bogen, der im Nullpunkt z=0 endet. Wenn dann w(2) fiir z—>0 auf | einen
Grenzwert a hat, so gilt

limw(z)=a
z2=10
gleichmdfig in jedem Winkel |arg z| < % — 0 (0>0).

Beweis. Fiir ein beliebig gegebenes 0<< << 1 kénnen
wir nach der Voraussetzung eine so kleine Zahl » >0
finden, daB8 jw—a| <e in jedem in den Kreis |z|=r
fallenden Punkt der Kurve / ist. Wir verfolgen / vom
Nullpunkt bis zum ersten Schnittpunkt P, mit dem
Kreis |z| =7; durch diesen Teilbogen von !/, zerfillt
der Halbkreis D,(z| <7, s=0; z=s-+if) in zwei
Gebiete D, und D), welche bzw. an die Segmente Abb. 11.

(0, 27), (0, —77) der imagindren Achse grenzen.

Es sei nun w(z, I,, D,) das harmonische MaB von /, in bezug auf D;,
gemessen in einem inneren Punkte z dieses Gebietes. Nach dem Zwei-
konstantensatz gilt dann! (vgl. S. 41)

log |w(z) —a| <w(z,1, D;)loge. (2)

Hier wird das harmonische MaB von /, mit Hilfe des CARLEMANschen
Prinzips nach unten abgeschitzt. Als Minorante ergibt sich das har-
monische MaB desjenigen Teils der Berandung des Halbkreises D,, der
aus dem Segment s, (0,—¢7) der imagindren Achse und dem Kreisbogen
(—i7, P,) zusammengesetzt ist. Dieses MaB verkleinert sich noch,
wenn man den letztgenannten Bogen wegldaBt, und es wird somit

w(z L, D))>w(zs,D,). 3)

Nun koénnte man leicht einen expliziten Ausdruck fiir das letzte
harmonische MaB bestimmen. Fiir unsere Zwecke geniigt es indessen
folgendes zu bemerken. Ist #(z) das harmonische MaB des Radius
(0, —1) des Halbkreises D,, mit »=1, so ist offenbar

w(z, s, D,)y=u (%)

1 Da w voraussetzungsgemiB beschrinkt ist, kénnen wir ohne Einschrinkung
annehmen, es sei in der rechten Halbebene |w—a|<{1.

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 5
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Nun hat #(2) im Kreissektor 1z,§; 7 <argz< T 68 ein nur
von § abhingiges posmves Minimum 4, und es gilt dann auch, so-
bald z in den Sektor S,('z‘_; S, — o <argzs 7 —a) fallt,

Nunmehr folgt aus (2) und (3), daB
log |w(z) —a | <Asloge
fir jeden Wert z, der in den Durchschnitt des Sektors S, und des

Gebiets D, fallt.
Dasselbe Ergebnis findet man auch im Durchschnitt des Sektors

|z = 2, — Z +oZargz=< 725 mit dem Gebiet D), und es wird also

schlieBlich

lw(z)—al <e’s,
sobald 125_5_—72—, !argz}_i%»——é, woraus die behauptete Konvergenz-
eigenschaft folgt.

Bei diesem Beweis haben wir den Umweg iiber das Prinzip vom
harmonischen MaB gemacht, und insbesondere die nicht ganz elementare
Tatsache der Existenz des harmonischen MafBes des Jordanbogens /,
benutzt. Wie oben bemerkt wurde, 148t sich dieser Umweg vermeiden,
indem man das CARLEMANsche Prinzip direkt zur Konstruktion einer
elementaren harmonischen Majorante verwendet. Der Beweis gestaltet
sich dann einfach folgendermafen:

Die Funktion

u(yi) log ¢ —log |w (z) —a| (4)

ist im Gebiete D, harmonisch bis auf die Nullstellen von w— a, in denen
sie positiv unendlich wird. In der N#he jedes Randpunktes von D,
ist sie ferner nichtnegativ, auBler hichstens in den zwei Unstetigkeits-
stellen (0 und P,) von u(r,z). In der Tat: auf /, ist 0<u<1 und
log |w—a|<loge, also die Differenz (4) positiv; auf dem iibrigen Randteil
Verschwmdet u, wihrend log w—a hier eine negative obere Grenze
hat. Da die Differenz schlieBlich in der Nihe der zwei Unstetigkeits-
punkte von # jedenfalls nach unten beschrinkt bleibt, so ist gemiB dem
Prinzip vom Minimum der Ausdruck (4) auch in jedem inneren Punkt
von D; nichtnegativ. Der Beweis wird dann wie oben zu Ende gefiihrt.

61. Als zweite Anwendung nehmen wir ein allgemeines Problem auf,
das zuerst von CARLEMAN (l. ¢c.) aufgestellt und untersucht wurde und
spater insbesondere von MiLLoux [7] behandelt worden ist, weshalb es
oft das ,,MiLLoUXsche Problem'* genannt wird. Diese Aufgabe, die fiir
verschiedene Anwendungen von Bedeutung ist, wird uns noch in den
spateren Paragraphen dieses Abschnitts beschaftigen.
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Problem von CARLEMAN-MILLOUX. Man beschreibe um einen Randpunkt
oder um eimen duferen Punkt { eines von endlich vielen Jordanbogen be-
randeten, einfach zusammenhingenden Gebiets G einen Kreis |2—( ! =R,
und bezeichne mit o die innerhalb dieses Kreises liegende Randpunktmenge
von G und mit Gy den Durchschnitt von G und jener Kreisscheibe. Es gilt
fiir das harmonische Maf

(32, o, Gg)

etne untere Schranke aufzustellen, die nur vom Radius R und dem Abstand
(12— abhingt.

Zur Losung! empfiehlt es sich, das Gebiet G durch ¢t=log({-—2)
in ein in der {= o+ ¢1-Ebene gelegenes schlichtes Gebiet D zu trans-
formieren, das den unendlich fernen Punkt {= o als duBeren oder als
Randpunkt haben wird. Es sei D, das Bild des Durchschnitts Gz und
@, die Menge der auf der Geraden o=IlogR liegenden Randpunkte
von D,. Es gilt also dann das harmonische Mafl der Bildbogen von «
nach unten oder, was auf dasselbe herauskommt, das harmonische
MaB des Komplements, d. h. gerade der Punktmenge @, in bezug auf
das Gebiet D, nach oben abzuschitzen.

Zu diesem Zwecke machen wir von dem Erweiterungsprinzip Gebrauch
und zwar so, daB3 das Gebiet D, durch die Halbebene ¢ =logR ersetzt
wird. Das harmonische MaB der Bogenmenge @, vergrofert sich hierbei
und wird einfach gleich der Summe der Winkel, unter denen diese Menge
vom Aufpunkte #,=1logz erscheint, dividiert durch  (vgl. Nr. 39). Durch
eine leichte Erwigung, die dem Leser iiberlassen wird, sieht man ferner
ein, da3 diese Winkelsumme bei gegebener Gesamtlinge @ (o) (0 =1ogR)
der Bogen ihr Maximum erreicht, wenn @, aus einem einzigen Segment
besteht, das zur Geraden 7= 7, (f{y= 0, %7,) symmetrisch orientiert ist.
Der entsprechende maximale Winkel ist dann gleich

0 (o)

2 arc tg E’(U";*U:)' ,

und man hat also fiir das harmonische MaBl der Menge @, die obere
Schranke » 6(0)
w(to, @m Du) é .- arCtgm.
62. Dieses Ergebnis verdient wegen seiner groBen Anwendbarkeit
als ein selbstindiger Satz ausgesprochen zu werden.

Satz von CARLEMAN. Es sei D ein tn der t= ¢ +it-Ebene gelegenes
schiichtes, einfach zusammenhingendes Gebiet. © (o) bezeichne die Gesami-
linge der innerhalb oder auf die Begrenzung von D fallenden Segmente O,

der Geraden Rt=o0 und D, denjenigen Teil von D, der links von dieser
Geraden liegt.

! Fir das Folgende vgl. CARLEMAN [I].

5*
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Unter diesen Voraussetzungen hat man fiir das harmonische Maf der
Bogen O, die fiir jedes ty= oy+171y, 0y<< 0 giiltige Abschitzung
2 O (o)
o(ty, ©,, D,) = - arctg 27('077—(—700) . (5)
Wir bemerken noch, daB3 diese Beziehung wegen des Erweiterungs-
prinzips a fortiori gelten muB}, wenn man links D, durch D und @, durch
den rechts von diesen Querschnitten fallenden Randteil von D ersetzt.
Aus der obigen Herleitung folgt auch, daB die in (5) gegebene
Schranke sich unter den gegebenen Voraussetzungen durch keine kleinere
ersetzen 1iBt. In der Tat geht (5) in eine Gleichheit tiber, wenn man D
als die Halbebene $f{=<o¢ nimmt und @, als die zur Geraden T=r1,
symmetrisch liegende Teilstrecke von der Linge @ (o) der Begrenzungs-
geraden R (f)=o wihlt.

63. Der Satz von CARLEMAN enthilt folgende Aussage {iber die
Randverzerrung bei konformer Abbildung: Wenn das Gebiet D auf
den Einheitskreis derart konform abgebildet wird, daBl der Punkt
ty= 09+ 17, in den Nullpunkt iibergeht, so bildet sich die Randpunkt-
menge O, auf eine Peripheriebogenmenge ab, deren Gesamtlinge
héchstens gleich 0(0)

) 4arctg—2(0_;(;;
ist. o
Dieses Resultat gestattet im Falle eines konvexen Gebietes D eine

interessante Anwendung. Ist « ein beliebiger Randbogen eines solchen
Gebiets, so erhdlt man fiir (¢, «, D) die obere Schranke .?i,(;'_“l
der Winkel ist unter dem der Bogen o vom Aufpunkte ¢ erscheint. Also:

Wenn emn konvexes Gebiet D auf den FEinheitskreis so konform ab-
gebildet wird, daf der innere Punkt P in den Nullpunkt iibergeht, so wird
einem Randbogen, der vom Punkte P aus unter dem Winkel y erscheint, ein
Pervpheriebogen entsprechen, dessen Linge kletner als 27y ist, aufer wenn D
eine Halbebene ist, fiir welche dieser Bildbogen genau gleich 2y wird.

Da dieses Ergebnis besteht, wie klein immer der Bogen a gewihlt
wird, so gilt es auch fiir ein Bogendifferential. Nimmt man den Auf-
punkt P als Anfangspunkt eines Polarkoordinatensystems (7, ¢), in
welchem die konvexe Randkurve von D die Gleichung »=7(¢) hat,

, WOy

so ist also dw = -:;d(p. Denkt man sich nun auf dem Rande eine Folge
von nichtnegativen Randwerten u(r, ¢) gegeben, so bestimmt sich
die durch diese Randwerte erklirte, in D harmonische Funktion durch
(vgl. Nr. 22)

u(P)=[u(r, ¢)do,
und es wird also

%Uﬂi%/%%wﬂ¢
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eine Abschitzung, die wegen ihrer Einfachheit und Genauigkeit bei
der Untersuchung der Eigenschaft harmonischer Funktionen in der
Umgebung eines singuliaren Randpunktes eines konvexen Gebietes sehr
anwendbar ist.

64. Wir kehren zu der CARLEMANschen Ungleichung (5) zuriick und
wollen nachsehen, was aus i1hr iiber die CARLEMAN-MILLOUXsche
Frage (Nr. 61) geschlossen werden kann. Gehen wir durch die Variabel-
transformation ¢=1log ({—=2) zu der z-Ebene zuriick, so ergibt sich fiir
die in (5) stehende Majorante des harmonischen MaBes der Ausdruck
(logR =0, log7==0,) 2 6(R)

7 8 2log§ ’

wo REO(R) die Linge der in das Gebiet G fallenden Kreisbogen
]z—Cf:R ist. Man gelangt also zu folgendem Ergebnis:

Satz 1. Esset G ein von endlich vielen Jordanbogen begrenztes schlichtes
emnfach zusammenhingendes Gebiet, das den Nullpunkt z=0 nicht als
inneren Punkt enthilt. Wenn die Linge der in G fallenden Bogen des
Kreises |z|=R gleich RO (R) ist, so geniigt das harmonische Maf der im
KreisiupPeren |z| = R liegenden Randbogen B von G fiir jeden Gebietspunkt z,
der in den Kreis ‘2]< R fallt, der Ungleichung

w(z, B, G)g%arctg—@(ﬁg—i—. (6)

Fiir das MaB des komplementiren, in |z|<R liegenden Teiles o der
Berandung von G gilt somit R
N 210g]zv|

w (2’, «, G) .z ; arc tg -@W . (6')

Wegen © =27 gelten die Beziehungen (6) und (6") a fortiori, wenn man @
durch 27z ersetzt.

Die Bedeutung dieses Resultats liegt darin, daB es fiir die be-
treffenden harmonischen MaBe Schranken angibt, die fiir ’z|§r<R

allein durch das Verhiltnis {é, bestimmt sind, unabhingig vom Verlauf

der Randkurve des Gebietes G sowie von der Wahl des Aufpunktes z
im Kreise.

Die oben gegebenen Schranken sind, im Gegensatz zu der rechts
in (5) stehenden, nicht die bestméglichen. Ubertrigt man nimlich den
dem Satz (5) entsprechenden Extremalfall auf die z=¢-Ebene, so wird
man allerdings zu einem harmonischen MafB3 gelangen, welches der in
Satz 1 stehenden Schranke gleich ist, die aber nur auf der, der Halb-
ebene Nt=o entsprechenden, unendlich vielblittrigen Kreisfliche
0<§2§<R, also nicht (wie Satz 1 voraussetzt) auf einem schlichten
Gebiet G eindeutig ist.
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65. Bei Anwendung von Satz 1 ergibt sich als Spezialfall des all-
gemeinen Zweikonstantensatzes (Nr. 36)?!

Satz 2. Es set w(z) eine in einem Gebiet der tn Satz 1 erwihnten
Art reguldre und beschrinkte Funktion (w|<1). In jedem Randpunkt
des Gebietes, der innerhalb des Kreises

=R
liegt, ser o
lim [w (2)| =m (0<m<1).
Dann gilt in jedem Gebietspunkt z, der innerhalb jenes Kreises liegt, die
Beztehung

Als ein Beispiel fiir die Anwendbarkeit dieses Satzes beweisen wir
folgenden Grenzwertsatz von LINDELOF [3], der in der Theorie der
Réanderzuordnung bei konformer Abbildung eine wichtige Rolle spielt.

Satz von LINDELOF. Ser G ein von eimer [ordankurve begrenzies
Gebiet, y ein Randbogen desselben und { ein innerer Punkt von yp. Set
ferner w(z) eine innerhalb G erkldrte, regulive und beschrinkte analytische
Funktion, die auf dem Randbogen y noch stetig ist, hichstens mit Ausnahme
des Pumktes {. Falls dann w(z) bet links- und rechtsseitiger Anndherung
des Randpunktes (' an den Punkt { ein und demselben Grenzwert a zustrebt,
so ist w(2) auch im Punkte z=7C stetig, d. h. es ist w(2) ~a, wie tmmer
der Punkt z tm Bereiche G gegen dem Randpunkt { Ronvergiert.

Beweis. Ohne Einschrinkung kann angenommen werden, daB
|w(z) —a <1 innerhalb G sei. Fir ein gegebenes, beliebig kleines &
(0<<e<1) 148t sich nach der Voraussetzung eine Zahl » >0 finden, so daB
in jedem innerhalb 0<}C —{'|«<27 liegenden Randpunkt ' die Be-
ziehung |w({')—a|<e gilt. Nach (¢') ist dann fiir jeden in dem Kreis
| z—C|<7 gelegenen Gebietspunkt z

lw(z)—a <&,

wo
log 2

2
d=_-arctg—-—,
woraus die behauptete gleichmiBige Konvergenz hervorgeht.

66. Die in den obigen Sitzen gegebenen Abschitzungen lassen sich
durch ein ebenfalls von CARLEMAN herriihrendes Verfahren so abdndern,
daB sie nicht nur die Linge eines speziellen Querschnittes % ¢=o bzw.

1 Der Leser wird aufgefordert, den nachfolgenden Satz direkt als Folgerung des
Minimumprinzips unter Betrachtung der harmonischen Funktion log | w | und An-
wendung der oben konstruierten harmonischen Minorante zu beweisen. Dieser
direkte Beweis hat den Vorteil, zu zeigen, daB der Satz ohne irgendwelche ein-
schrankende Voraussetzungen iiber den Gebietsrand gilt.
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|z]=R des Gebietes D bzw. G, sondern gewissermaBen die mittlere
Linge eines solchen Querschnittes beriicksichtigen, was fiir viele An-
wendungen bedeutsam ist.

Bezeichnet man mit 6, die Gesamtheit der Querschnitte Ri=0¢
des Gebietes D und mit @(s) deren Gesamtlinge, so wird nach (5)

fiir ¢’ <o 2 O (o)
w(e'+i71,0,,D,) §-ﬂ—arctg2—(m;

wo D, den links von @, liegenden Teil des Gebietes D bezeichnet!. Also ist

2 O(o

7 arctgm_(j)?ﬂ w (t, @o": Da’)
fir }¢= ¢’ mindestens so groB wie w (¢, ©,, D,), denn der zweite Faktor
des Produktes wird hier gleich 1. Auf dem iibrigen Teil des Randes
von D, verschwinden definitionsgemil3 beide obige harmonische MaBe,
woraus mittels des Maximumprinzips folgt

2 6 (o
Q)(to, @6’ Do) é% arCtgz—(U—ﬁ_)T’)w(tOJ @a" DU’)Y

wie immer der Punkt {, im Gebiete D, gewihlt wird. Schreibt man
der Kiirze halber statt w(ty, 0., D,) kurz w(t,, 6), so wird also

o (ty, 0) —w(ty, 0)=— % arctg%(jg—)@ w(ty, o).

Hieraus wird ersichtlich, daB (¢, o) eine monoton abnehmende
Funktion von ¢ ist? und als solche fiir fast alle Werte ¢ eine wohl-
bestimmte Ableitung hat. Durch Division mit ¢— ¢’ und den Grenz-
iibergang ¢’ — ¢ findet man fiir diese Ableitung die Abschitzung

d w (t, o) 4

 do = - 7 O (o) (o, 0),
welche auch fiir diejenigen Werte ¢ besteht, fiir die @ keine bestimmte
dw
do
1aBt. Durch Integration dieser Differentialungleichung zwischen den
Grenzen ¢; und o, gelangt man zu folgendem Ergebnis

Ableitung hat, wenn man die obere linksseitige Derivierte bedeuten

Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Nry.62 hat man fiir ty= o4+ 17,
L [do
4S5
D°'=) iw(to’ 901: Dn;)e o (7)

w (to, @ ]
wie immer die Zahlen 6, = 0,< 0, gewdhit werden migen. D, bezeichnet
hierbei dasjenige links von der Geraden Rt=oc liegende Teilgebiet des

gegebenen Gebietes D, welches den Punkt t=", enthdlt.

0

1 D, besteht moglicherweise aus mehreren getrennten zusammenhangenden
Teilgebieten. Wenn ¢ ein Gebietspunkt ist, so verstehe man unter D, stets das-
jenige jeder Teilgebiete, welches diesen Punkt ¢ enthilt.

2 Dies ist iibrigens schon eine unmittelbare Folgerung aus dem Prinzip der
Gebietserweiterung.
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Um die Genauigkeit dieses Satzes zu priifen, nehmen wir speziell
D als den Parallelstreifen |7| < Z an. Eine einfache Rechnung ergibt
dann fir das Maximum des harmonischen MaBes w der Strecke

T 2%, Ri= o in bezug auf den Halbstreifen D, gemessen auf dem
Querschnitt Rt=g,, 7| < Z den Wert

4 (00 —0)
o arctge .
Die allgemeine Beziehung (7) liefert andererseits fiir den vorliegenden
Spezialfall, wo o,=0, 6,=0; und also w(fy, 0,,, D,)=1 zu setzen ist,
die obere Schranke

{00 —0)

’

w<e”

welche fiir groBe Werte o— o, von richtiger GroBenordnung ist. Ein
Vergleich der im Exponenten stehenden Koeffizienten legt die Ver-
mutung nahe, daBl der vor dem Integral stehende Faktor --—% rechts in

(7) durch den schérferen — o ersetzt werden kénnte. Daf3 dem tatsichlich
so ist, soll in § 4 dieses Abschnitts gezeigt werden, wo wir auf die Frage
iiber die Randverzerrung bei konformer Abbildung zuriickkommen
werden.

Bemerkt sei noch, daB die in (5) enthaltene Abschitzung asymptotisch,
d. h. fiir > o, viel ungenauer als (7) ist. In der Tat findet man nach
(5) im oben betrachteten Beispiel fiir w die Schranke

2 t g
n 4re gz(a—(ro)

)
welche flir 60— verschwindet wie
3», wahrend die richtige GréBen-
ordnung ja doch e=7 ist.

67. Wir gehen zu der Be-
ziehung (7) zuriick und bemerken,

b daB eine analoge Ungleichung auch
4, & rechts von den Querschnitten @
Abb. 12. gilt, d.h. wenn o, <oy <oy und D,,

das rechts von O, liegende Teil-
gebiet von D ist, so bleibt (7) in Kraft, wenn man die Grenzen im Integral
der rechten Seite vertauscht. Setzt man speziell o; =0, und also w (%,
0, ,D,)=1, so wird man durch Addition dieser zwei Ungleichungen
auf folgendes Ergebnis gefiihrt.

Es sei wie oben, D ein schlichtes Gebiet, O, die Menge der auf der Geraden
R it= o gelegenen Querschnitie von D und © (o) die Gesamtlinge derselben.
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Sei ferner Dy, der von den Querschnittmengen @, und @, (0,< a,) begrenzte
Teil von D.

Unter diesen Voraussetzungen hat man filr die Summe der harmonischen
Mape der Querschnitte O, , O, gemessen in bezug auf D, in einem inneren
Punkt t=0+1it(0y<0o<0,) die obere Schranke

4 ads 4 aads
"n/(—)(s) ’;/@(s)
w(t, 0,,, Dp)+ o, 0, Dy)<e = +e 7

Wir wihlen nun den Wert o so, dal die zwei Integrale der Exponenten

einander gleich werden. Man gelangt dann zu folgendem

Satz 4. Wenn 0,< 0o, und Dy, der zwischen den Querschnitten @, und
O, liegende Teil des Gebietes D ist, so lift sich ein Querschnitt @, (0, <0< 0,)
finden, so daf die Summe w,, der harmonischen Mafe der Querschuitte
und O,, in jedem Punkt t des Querschnitts O, in bezug auf dasjenige
zusammenhingende Teilgebiet von D,,, welches den Punkt t enthdilt, der
Ungleichung o

2[4
a) 6@
wp=2e @ (8)
geniigt, wo O (o) die Gesamilinge der Querschnitimenge O bezeichnet.

Bemerkung. Nach dem Erweiterungsprinzip besteht dieses Er-
gebnis a fortiori, wenn man w,, die Summe der harmonischen MafBe
der auBerhalb des Streifens ¢, =0 =0, liegenden Randbogen von D be-
deuten 1iBt, welche also durch die Querschnitte @,, 6, vom Auf-
punkt ¢ getrennt werden.

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, daB man zur Abschitzung
der GroBe w,, auch (5) verwenden kann. Eine einfache Rechnung,
die der Leser leicht nachpriifen kann, liefert das Resultat

0(0) + 6 (cz)

2(6;— 0y

o2

4
W S - arctg

was fiir groBe Werte von o,—0; im allgemeinen bedeutend unschirfer
als (8) ist.

68. Satz 4 erlaubt aus den allgemeinen Ergebnissen von III, § 6
einige interessante Schliisse zu ziehen. Es sei D,, ein Gebiet, das, auBer
von gewissen Segmenten @, und 6, der Geraden x=o0;, x=0,(z=x+1Y)
von einer Anzahl von Jordanbogen begrenzt wird, von denen genau
zwei, L, und L,, die Begrenzungsgeraden x = g,, 0, verbinden (Abb. 13);
zu jenen Bogen koénnen, auller L, und L,, auch gewisse L; gehdren,
welche nur eine der Begrenzungsgeraden x—=g,, 6, begegnen. Wir
nehmen ferner an, daB eine in D;, gegebene eindeutige Funktion w (z)
hier Werte annimmt, die in ein Gebiet G der w-Ebene fallen, welches von
einer endlichen Anzahl Jordanbogen berandet ist. Auf L,, L, und L,
sei w (2) stetig und zwar moge es auf L, und L, Werte annehmen, die auf
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zwei vorgegebenen Punktmengen H; bzw. H, liegen, die eine positive
Entfernung voneinander besitzen; die den Bogen L; entsprechenden
Funktionswerte mogen entweder auf H; oder auf H, fallen. Durch
eventuelle Erweiterung dieser Mengen H; und H, konnen wir erreichen,
daB ihre Grenzpunkte aus einer endlichen Anzahl Jordanbogen a, «,
bestehen, welche sich ebenfalls in positivem Abstand voneinander be-
finden. Die Menge o; + ay=o liegt moéglicherweise teilweise oder voll-
stindig auf dem Rand von G; wir setzen indes voraus, dafl der zu o
komplementire Randteil f von G nicht leer ist. SchlieBlich nehmen wir
an, daB die Mengen o; und «, nicht ineinander geschachtelt sind, so daf3
also jedes der zusammen-
hingenden Gebiete G¥,
das nach Entfernung der
Mengen H,, H, aus G
iibrig bleibt, auBer von
gewissen Bogen oy, o
noch von gewissen an-
deren, zu f gehérigen
Bogen begrenzt ist.
#Ebene Abb. 13. w-Ebene Jetzt bezeichnen wir
(vgl. Nr. 54) durch m (/)
das Minimum des harmonischen MaBes der Bogenmenge a, 4 ap =a auf
einem Bogen [, der innerhalb G* die Mengen «, und «, verbindet (ge-
messen in bezug auf G*), und setzen

My =limm (),
wobei alle Wege [ zur Konkurrenz zugeiassen werden. Unter den obigen
Voraussetzungen ist dann
O<m,<<1.

In analoger Weise sei m (o) das Minimum des harmonischen MaBes
der Bogen L, + L,+ L, auf der Geraden x=¢, gemessen in bezug auf
Dy, und m, die obere Grenze

m, = limm (o)
von m (o) fir o;<o6<o,. Nach dem Satz iiber die VergréBerung des
harmonischen MaBes (III, §6) ist dann
m, =m,, . 9)

Hier 14Bt sich m, vermittels des Satzes 4 dieses Paragraphen weiter
abschitzen. Nach der Ungleichung (8) findet man, wenn beachtet wird,
daB das harmonische MaB von L; + L, -+ Ly vermehrt um die harmonischen
MaBe von O, und @, gleich 1 ist, fir das Minimum # (o), entsprechend
einem geeignet gewahlten Wert ¢, und folglich auch fiir die obere Grenze
m, die untere Schranke o

-2 e

m,=1—2e o , (10)
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und es wird also gemil (9)

O2

dx
WEK’ (11)
WO o
2 ’
K_vlogl-__mw (11

nur von m,, also nur von der Konfiguration G, H,, H, abhingig ist.

69. Eine interessante Aufgabe ist es nun, unter gegebenen speziellen
Voraussetzungen iiber die Abbildung w = w () auch m, zu berechnen.
Es gilt offenbar fiir diese GréBe eine obere Schranke zu finden. Unter
Anwendung des Erweiterungsprinzips soll dies fiir zwei besondere Fille
niher ausgefithrt werden.

Wir nehmen vorerst an, da3 die Funktion w(z), welche in dem im
Satz erwihnten Gebiet D,, reguldr ist, folgenden speziellen Bedingungen
genitigt:

1. Auf den Bogen L, und L, nimmt w(z)=wu-+4iv Werte an, die
bzw. in den Halbebenen v =—b, v=b (b>0) liegen.

2. Auf den Bogen Lj ist [v[=b.

3. Es ist im ganzen Gebiet Dy, ju(z) =a(a>0).

Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir den obigen Satz anwenden,
in dem wir als Gebiet G den Streifen |u|<a, als Gebiete H,, H, wiederum
die von den Geraden v =— b bzw. v =250 und » = + a begrenzten Halb-
streifen nehmen, so daB also die Bogen a,, &, durch die Strecken v= 415,
lu| <a dargestellt sind und G* aus dem Rechteck \u|=Za, |v| =< besteht.
m, ist also jetzt die obere Grenze des Minimums des harmonischen
MaBes der Strecken v=+b, lu|=a (in bezug auf das Rechteck) auf
einer Kurve, die diese Strecken innerhalb des Rechtecks verbindet.
Aus Symmetriegriinden erhellt unmittelbar, daB diese obere Grenze
im Nullpunkt erreicht wird. Vermittels des Erweiterungsprinzips findet
man weiter, daB m,, kleiner ist als das harmonische MaB jener Strecken
fiir w=0, gemessen in bezug auf den vollen Streifen |v|<b.

Dieses MaB3 148t sich einfach so berechnen, daBl man den Streifen
durch die Transformation

25 *
e

in die rechte Halbebene iiberfiihrt, wobei jene zwei Strecken in die
Ta nﬂ na .7!!¢

Strecken( 26 ,ie?t ) und \__je 20 _4¢?" ) der imaginiren Achse

iibergehen. Das zu berechnende harrnomsche MaB wird nun einfach

gleich der durch 7 dividierten Summe der Winkel, unter denen die letzt-

genannten Segmente vom Punkt 1 der reellen Achse aus erscheinen,

woflir man den Wert

na

4
1— _arctge
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findet®. Es wird also na

4 R
1—m,= arctge

und somit, gemill (11) und (11'),

Da arctgti= th fir 0=¢=1, so ergibt sich hieraus weiter die einfachere

Abschitzung o
dx 4 n? a

Nimmt man speziell D,, als ein von zwei Strecken 6, , @, und zwei
verbindenden Kurvenbogen L,, L, begrenztes ,,Viereck an, und denkt
man sich dieses auf ein Rechteck mit den Seiten 24, 2b konform ab-
gebildet, so daB die Kurvenbogen L,, L, in zwei Segmente der (einander
gegeniiberliegenden) Seiten der Linge 24 tibergehen, so hat man also, wenn
O (x) die , Breite* des Streifens ist (d. h. die Linge des Querschnitts 6,),
die Beziehung (12), welche zeigt, daBl der Streifen D;, in der Lings-
richtung (d. h. in der Richtung der x-Achse) nicht beliebig weit aus-
gedehnt sein kann. Hat der Streifen insbesondere dieselbe Breite (25)

und Linge (2a) wie das Rechteck, so wird der Ausdruck links gleich —Z-;

2
vermutlich kann also der Faktor % vor dem Ausdruck Z rechts durch

die kleinere 1 ersetzt werden?.

70. Als zweites Beispiel fiir die all-
gemeine Beziehung (11) wihlen wir
die Gebiete G, H,, H, folgendermafen:
G sei von einer Jordankurve I be-
grenzt; H,, H, seien zwei Teilgebiete
von G, welche von zwei punktfremden
Querschnitten «', @’ aus demselben ab-
geschnitten werden. Das Restgebiet G*
wird auBer von o', o' von zwei Teil-
bogen f’, "’ der Randkurve I" berandet
(Abb. 14).

Wir verbinden diese zwei Bogen f durch einen reguliren Kurven-
bogen [/ innerhalb G*. Die Bogenlinge von /, berechnet von einem be-
liebig festgesetzten Anfangspunkt, sei s; sie soll auf / in der Richtung

1 Eine genauere Abschatzung von #1, findet man unter Zuhilfenahme der ellip-
tischen Funktionen durch konforme Abbildung des Rechtecks auf eine Halbebene.

2 Mit anderen Methoden wurde das obige Problem behandelt von L. AHLFORS [6].
Vgl. auch G.POoLva [1].
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von ' nach §’ von s; bis s, zunehmen. Die kiirzeste Entfernung eines
Punktes w=w, von / zu den Randbogen o', o sei g(s).

Wir betrachten nun das harmonische Mal w(w, '+ 8", G*) und
bezeichnen, wenn % eine beliebige Zahl des Intervalls 0< k<1 bedeutet,
mit m(s) das Minimum von w im Durchschnitt des Gebietes G* mit
dem Kreis

}w—wsyékg(s).

Zur Abschitzung von m(s) machen wir von dem Ausdruck

e(s)

log P———
(@) =m(s) — 2 (13)
log e

Gebrauch, welcher im Kreisring % (s) < |w—w,| < o(s) harmonisch ist
und auf dem inneren Kreis den Wert m(s) annimmt, wihrend er auf
dem AuBeren verschwindet. Ist nun w ein Gebietspunkt, der in diesem
Kreisring liegt, so wird w(w, '+ 8/, G*) sicher mindestens so gro8
ausfallen wie der Ausdruck (13) angibt. Der Durchschnitt D; vom
Kreisring mit G* wird ndmlich von drei Arten von Punkten w begrenzt:
1. von Punkten des Kreises |w—uw,|=kg(s); hier ist w=m(s) und
u(w) =m(s), also @ —u=0; 2. von Punkten der Peripherie |w —w;| =g (s),
wo w=0 und =0, also w—%u=0; 3. von Punkten der Bogen '+ ",
hier gilt w=1, u=m(s)<1, somit wieder w—u =0. Bei Anwendung
des Minimumprinzips ergibt sich dann, da » tatsdchlich eine Minorante
von o darstellt.

Nimmt man nun auf / einen Punkt w, , 4, so wird also fiir ein
hinreichend kleines 4s>0

log e
m(s+As)= Ar+kg1(s+As) m(s),

logrk‘

wo Ar der Abstand der Punkte w,, 4, und w, ist. Unter Beachtung
der Erklirung der Grofe ¢ hat man ferner

o(s+4s) Zo(5)+47,
und es wird folglich
o fom(ie(+ 512
m(s+A4s)= 1 m(s),
log s

also

(1)

1
o(s)log x

m s+ 4s) = m (o
Ar

v



78  Beziehungen zwischen nichteuklidischen und euklidischen Mafbestimmungen.

Durch den Grenziibergang As—0 findet man hieraus, da j;—ﬂl,

. . d .
fiir die untere Ableitung ;lns—l die untere Schranke

1
an_ T r )
ds = 1 o(s)
log S
1
T
Setzt man hier 2= o =1+e< 4, so erhilt man durch Integration
log- -
R
zwischen den Grenzen s, und s .
4 [ s
o(s) ,
m(s) = m(s))e = . (14")

Es gilt nun m(s;), d. h. das Minimum von o (w, §'+ ", G*) auf dem
Kreis |w—w,, <ko(s;) abzuschitzen, wo also w, jetzt auf dem Rand-
bogen ' gelegen ist. Hierzu konnen wir unmittelbar das Ergebnis von
Satz 1, Nr. 64 verwenden. Die Beziehung (6) ergibt uns fiir R=0(sy),

S
2| =|w—w, {éfg( 1)
I 1 e

und somit # (s) >217.
Durch eine ganz analoge Betrachtung findet man die Beziehung

$

4 /: 2(13
, Joefs) .,
m(s) Zmis)e | (14”)
mit m(sy) > 72—1;, und es wird durch Addition
Sd S2 S

s ds ds

| _tf 0 - Zf I ot ~“S/ o

ms)> o \e > +e Z 5.6 7

Wir gelangen so zu

Satz 5. Wenn das Gebiet G* von einer Jordankurve o' + " +o” + p’
begrenzt ist, deven Teilbogen o, B in der angegebenen Reihenfolge auf-
einander folgen, so genwiigt das harmonische Maf der Bogen B+ p"
jedem Punkt w eines Querschnitls I von G*, welcher die Bogen f verbindet,
der Ungleichung .

) ds

-2
ols)

o f 6= e v (14)

27
wobei s die zwischen s, und s, variierende Bogenlinge von 1 ist und o(s)

die kiirzeste Entfernung desjenigen Punkles w, von | von den Bogen o + o'’
bezeichnet, welcher dem Parameterwerl s entsprich.
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71. Gehen wir nun zu der Frage von Nr. 69 S. 75 zuriick, so finden
wir aus (14) fiir die durch e, bezeichnete obere Grenze der Minima
des harmonischen MaBes w(w, «’' 4+ a’/, G*) auf Kurven, welche «’ und

r

o'’ verbinden, die obere Schranke

Sa
ds_

1 —2 ()

mw<1——5;i-e 51 , ('15)

und die fundamentale Beziehung m,< m, gibt uns unter den Voraus-
setzungen von Nr. 68, mit Riicksicht auf (11) und (11'),

(73 Sa
do F4 2 das 4
o =S lg, Cno<a [+ ] logda, (16)

Hieraus folgert man speziell:

Satz 7. Es sei G, ein in der z=x-1y-Ebene gelegenes Gebiet, das
von einer Jordankurve I'y=o,+ B, +o, + B, berandet ist, die aus vier
Teilbogen oy, B,, o, , B, tn der angegebenen Reihenfolge zusammengesetzt
ist, so daf fiir %, <x<x, die Gerade Rz=x nur die zwei Bogen o, o,
trifft. Die totale Linge O (x) der innerhalb G, liegenden Segmente dieser
Geraden habe das Maximum

max O (x)=60 fir 2=x=x,.

In G, sei eine regulir analytische Funktion w(z) von folgenden Eigen-
schaften gegeben:

1. w(z) mimmt innerhald G, Werte an, die in ein von gewissen Jordan-
kurven I, berandetes Gebiet G, fallen.

2. Auf den Randbogen a,, «, ist w(z) stetig und nimmt hier Werte an,
welche auf zwei punkifremde abgeschiossene Punktmengen H, bzw. H,
fallen, die so liegen, daf sie durch einen Querschnitt des Gebiets G, getrennt
werden kénnen. Es sei Q ein solcher Querschnitt, a die kiirzeste Entfernung
von Q zur Menge H, -+ H, und b die Linge von Q.

Unter diesen Voraussetzungen gilt die Ungleichung

Yo — 4

b
) <z, +C, (17)

wo C eine numerische Konstante ( C< ;i log 4n> 1st.

Dieses Ergebnis ist eine unmittelbare Folgerung aus der allgemeinen
Beziehung (16), wenn man hier als Gebiet G} dasjenige Teilgebiet von
G, annimmt, welches von einem Kreis mit dem Radius a iiberstrichen
wird, falls dessen Mittelpunkt den Bogen Q durchliuft. Die Mengen H,
und H, koénnen dann nidmlich durch diejenigen Teilgebiete H;, H,
ersetzt werden, in welche G, durch das Streifengebiet G, zerlegt wird,
und von denen H, die Menge H,, H, die Menge H,, enthilt.
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§ 3. Abschitzung des hyperbolischen MafBles durch
Gebietserweiterung.

72. Jedem durch einen Punkt P eines Gebietes G vom hyperbolischen
Typus gehenden Bogenelement der (euklidischen) Linge ds haben wir in
Nr. 44 eine nichteuklidische Liange do zugeordnet. Das Prinzip iber
das hyperbolische Maf3 (Nr. 45) besagt, da} die hierdurch erklirte nicht-
euklidische Bogenldnge durch eine analytische eindeutige Transformation
w=1w(2) verkleinert wird, falls man als Bezugsgebiet in der z-Ebene ein
Gebiet G,, wo w (2) eindeutig und analytisch ist, in der w-Ebene wiederum
ein Gebiet G, nimmt, wo die entsprechenden Werte w liegen. Nach dem
in §1 dieses Abschnitts angedeuteten Programm miissen wir, um das
Prinzip auch fiir solche Fille anwendbar zu machen, in denen die
hyperbolische MaBbestimmung nicht elementar rechnerisch bewiltigt
werden kann, Mittel aufsuchen zur Aufstellung approximativer Be-
ziehungen zwischen den hyperbolischen und euklidischen MaBverhéltnissen
der gegebenen Abbildungen.

Hierzu bietet uns das erwdhnte Prinzip selbst eine einfache Methode,
die in vielen Fillen zu anwendbaren Ergebnissen in der gewiinschten
Richtung fithrt. Es seien G, und G, Gebiete vom hyperbolischen Typus,
und G, in G, als Teilgebiet enthalten. Wenn P ein innerer Punkt von G,
ist, so gilt fiir die hyperbolischen Lingen d o, und d o, eines entsprechenden
Bogenelements ds, gemessen in bezug auf G, bzw. G,,

do,=do,. (18)

Dies ist tatsichlich eine spezielle Folgerung aus dem Prinzip iiber
die Verkleinerung des hyperbolischen MaBes. Denn nimmt man G,=G,,
G, =G, so geniigt die Funktion w 2 sidmtlichen Bedingungen unseres
Satzes, und das Prinzip liefert uns unmittelbar die Beziehung (18), wo
Gleichheit dann und nur dann zutrifft, wenn G, = G, ist.

LaBt sich nun G, so wihlen, dal die konforme Abbildung von G,
(oder G, falls G, mehrfach zusammenhingend ist), auf den Einheits-
kreis E (|| <1) moglich ist, so ist durch (18) eine Minorante fiir das
hyperbolische MaB do; gegeben. Ist namlich x(z) diejenige einwertige
Funktion, welche die genannte Abbildung so ausfithrt, daB P in den
Nullpunkt x=0 iibergeht, so wird definitionsgemiB (vgl. Nr. 44)

4
dog=|dx = S1gs,

dz
wo ds=|dz| und die Ableitung f:lv im Punkte P zu nehmen ist. Es

wird also
doy - ldx 1

ds =!d:z p_ |7(0)’

wo z(x) diejenige Funktion ist, welche den Einheitskreis |x|<1 so auf
Gy konform abbildet, dafl x=0 dem Punkt P zugeordnet wird.
In analoger Weise findet man Majoranten fiir das Verhiltnis %?
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73. Der KoeBesche Verzerrungssatz. Als Anwendung untersuchen
wir die Verzerrung bei konformer Abbildung des Einheitskreises |z]<1
auf ein schlichtes Gebiet D, das den Unendlichkeitspunkt nicht enthilt.
Die abbildende Funktion

w(z)=z+a,22+. .. (19)
sei derart normiert, da die Nullpunkte einander entsprechen und der
entsprechende Abbildungsmodul gleich 1 ist, was durch eine Ahnlich-
keitstransformation des Gebietes stets erreicht werden kann. Die kiirzeste
Entfernung des Nullpunktes z=0 vom Rande I" von D sei gleich 4.

Satz von KoeBe. Wenn die Potenzreihe (19) fiir |x!<<1 konvergiert
und den Einheitskreis schlicht abbildet, so ist die kiirzeste Entfernung d
des Randes des Bildgebiets vom Nullpunkt grifer als eine positive numerische
Konstante k& (KOEBEsche Konstante).

Beweis. Sei de® ein Randpunkt des schlichten Bildgebiets D,
der in der Entfernung 4 vom Nullpunkt liegt. Wir transformieren w
durch die Wurzel

w1=1/d7—w2:"":1/d+ bz4..., (20)
welche fiir w =0 den positiven Wert }/ d annimmt. Die derart definierte
Funktion w, ist fir |z|<1 unbeschrinkt fortsetzbar, also eindeutig
(Monodromiesatz) und, infolge der Einwertigkeit von w(z), einwertig;
sie bildet somit den Einheitskreis auf ein schlichtes Gebiet D, der w;-
Ebene eineindeutig und konform ab. Wenn w, ein innerer Punkt von D,
ist (w; +0), so liegt —w,; nicht
in D;. Denn sonst wiirden diese
Werte, vermége der Trans-
formation w, =w, (2), zwei ver-
schiedenen Punkten 2; und z,
entsprechen ; diesen wiirden dann
in der w-Ebene die gleichen
Werte w=e'®(d—wi) zuge-
ordnet sein, was wegen der
vorausgesetzten Einwertigkeit
von w(z) unmoglich ist.

Da nun der Kreis |w|<d in D
liegt, so wird von der ihm durch
(20) zugeordneten Lemniskate

Abb. 15.

d—wi <d

die rechts von der imaginiren Achse befindliche Hilfte H dem Gebiet D,

zugehoren, wihrend die symmetrische, links liegende Hilfte H, keinen

Punkt von D enthilt. Entfernt man also aus der w,-Ebene das Gebiet

H,, so hat man im Restgebiet D} ein Majorantgebiet zu D,. Eine noch
1 P. KoEBE [I].

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 6
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bequemere Majorante erhdlt man, wenn man D; durch

RN (e
x—x(z)—]/é+wl_ i it (21)

transformiert. Als Bildgebiet ergibt sich ein schlichtes Gebiet D,, das
vollstindig in D7, dem Bildgebiet von D7, liegt. Fiir die gréBite Null-
punktsentfernung des Randes von D7 ergibt sich der Wert 3 427)/2<6

und man hat also

|x(2)] <6
fir |z]<1.

Mittels des Prinzips des hyperbolischen MaBes (oder, was gleich-
bedeutend damit ist, des ScawARzschen Lemmas) ergibt sich nunmehr
fiir die Nullpunktsableitung x'(0) die Beziehung

1

, 1
2 (0)) = 7 <6, >0, (22)

womit die Existenz der behaupteten universellen Konstante nach-
gewiesen ist.

74. Das Bildgebiet D, hat als Abbild des Gebietes D, vermdge der
Transformation (21) die Eigenschaft, dall es kein Paar von Punkten
%, %, enthilt, welche durch die Beziehung

Xy %=1
verbunden sind. Aus Symmetriegriinden erwartet man, daB der groBt-

mogliche Wert des Abbildungsmoduls |’ (0)| :Tii dann vorkommt,

wenn D, der Einheitskreis ist und also x -z, | %" (0)| =1 fiir die KOEBE-
sche Konstante wiirde sich dann der genaue Wert l— ergeben. Das ent-
sprechende Bildgebiet D in der w-Ebene ist die mit einem Schlitz:
argw=29, |w| 2;;1 versehene Vollebene, welche nach (20) und (21) ver-
mittels der Transformation

6——1:62 = 1*:]11*_14‘tuif—‘" , w = - *Z*_'.d' -

1+1/1——4we““5 (1 ze ")

auf den Einheitskreis |z| <1 abgebildet wird. Wir werden sogleich die
Richtigkeit dieser Vermutung nachweisen.

Fiir die kiirzeste Nullpunktsentfernung 4 des Randes des Gebietes D,
welches durch die Transformation (19) als Bild des Einheitskreises
erhalten wird, findet man andererseits unmittelbar eine genaue obere
Schranke. Beachtet man ndmlich, daBl die Umkehrfunktion z=z(w)
den Kreis |w| <d auf ein Teilgebiet des Einheitskreises abbildet, so ergibt
sich unter Anwendung des ScumwARzschen Lemmas die Abschitzung

ER
lw|= a’
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also fiir z=w=20

<1, (22')
wo Gleichheit dann und nur dann besteht, wenn w=2z und D also mit
dem Einheitskreis zusammenfillt.

75. Wir werden jetzt den genauen Wert der KoeEBEschen Konstante
ermitteln unter Anwendung eines einfachen von ERHARD SCHMIDT her-
rithrenden Verfahrens!. Oben wurde gezeigt, daB3 ein schlichtes Gebiet
D,,, welches den Nullpunkt, dagegen nicht den unendlich fernen Punkt
als inneren Punkt enthilt, und dessen Berandung vom Nullpunkt die
kiirzeste Entfernung 4 hat, auf ein Gebiet D, von folgenden Eigen-
schaften schlicht und konform abgebildet werden kann:

A. Wenn der Punkt x in D, liegt, so liegt der Punkt % auBerhalb D,.

B. D, hat den Punkt x=1 als Randpunkt.

Diese Abbildung 148t sich ferner so normieren, daB3 x =0 fiir w = 0 und

ldx 1 .
{W =27 fir w=x=0.

Unter der Annahme, daB die Funktion w(2)=2z+4a,224... den
Einheitskreis auf D, konform abbildet, soll jetzt also gezeigt werden,

d= %. Zu diesem Zwecke bemerke man, daB3 die Funktion % far 2| <1

reguldr und von Null verschieden ist. Es wird folglich nach dem Gauss-
schen Mittelwertsatz fiir x=Re'?, z=re'?(r<1)

2n
1 1 R
0

Andererseits stellt das Integral
2n R
J10g 7 a@— ) =10)
=0

den Flacheninhalt desjenigen Gebietes D’ dar, auf welches ein beliebiger

Zweig der Funktion log ; den Kreis |z| <7 abbildet. Dieser Ausdruck
ist somit nichinegativ, und es wird

J1og % aw = [log T dp+10). (24)
Aus (23) und (24) folgt nun

2n
1 1
log 7 =5~ /longQ — logr—I(7). (25)
=0
Das letzte Integral kann in folgender Weise gedeutet werden:

1 Den ScuMipTschen Beweis findet man bei CARATHEODORY [§]. Vgl. auch
W. Grunsky [1].

6*



84 Beziehungen zwischen nichteuklidischen und euklidischen MaBbestimmungen.

Man denke sich aus dem Gebiet D, (r), in welches der Kreis [z|<7
durch die Abbildung z— x transformiert wird, eine kleine Kreisscheibe
|x| =R, entfernt. Wird nun das Restgebiet aufgeschlitzt lings eines
radialen Querschnitts, der die zwei Randkurven  x/ =R, und R=R(®)
(welche als Bild von fz?:r erscheint) verbindet, so wird dieses auf-
geschlitzte Ringgebiet durch irgendeinen Zweig von logx auf ein Gebiet
D, (r) abgebildet, dessen Flacheninhalt offenbar gleich

/long(D+ 2 log "I%

q z 0 ’
ist. Unter Anwendung der Eigenschaft .1 des Gebiets D, liBt sich
zeigen, daf} dieser Flicheninhalt andererseits nicht grofler als das zweite
Glied des obigen Ausdrucks ist. Dies sieht man am einfachsten derart
ein, daf3 in der w-Ebene ein beliebiges Gebiet D* genommen wird, welches
D(r) (das Bildgebiet von |z <7) enthilt, und von einem vom Rand-
punkt de’® von D bis zu w=co verlaufenden Schlitz begrenzt wird.
Transformiert man dieses Gebiet gleichzeitig mit D auf die x-Ebene,
so erhdlt man als Bild ein Gebiet D, welches D, (r) enthilt und dessen

Rand durch die Beziehung x' = ; in sich selbst iibergeht. Die Gleichung

des Randes sei R=R*(®). Verfihrt man nun mit D wie oben mit
D,(r), so erhilt man als Bild in der logx-Ebene ein Gebiet D,, welches
Dy(r) als Teilgebiet enthilt und dessen Flicheninhalt also

2n 2

1 o 1
/logR*d®+2nlog A >/ logRAD + 27 log R,
=0 ¢=0
ist.
Wegen der erwihnten Eigenschaft der Randkurve R= R*(®) ver-
schwindet jedoch das erste Integral, und es wird somit

27
1
) /1ong<1><o,
=0
Nach (25) erhalten wir nunmehr
1
log 2a <~ logr - I (7)
und also fiir » > 1
.
d - 4 €, (26)
wo I der Flicheninhalt desjenigen Gebietes ist, auf welches die Funktion
log © den Kreis |z <1 abbildet.

Hieraus folgt nun

IS
v
|-



Abschiatzung des hyperbolischen MaBes durch Gebietserweiterung. 85

. 1 .. .
und es wird d = T dann und nur dann, wenn I =0. Dies ist nur so mog-

lich, daBB x=cz, wo ¢ konstant ist. Da nun das vermittels der Abbildung
z->x erhaltene Bildgebiet D, den Punkt x=1 als Randpunkt hat, so
wird |¢/=1 und D, fillt mit dem Einheitskreis zusammen. Dann ist
aber D das KoeBEsche Schlitzgebiet; fir dieses und nur fiir dieses Bild-

gebiet erreicht also die kiirzeste Nullpunktsentfernung ihr Minimum %.

76. Ist man einmal im Besitz des genauen Wertes der KoeEBEschen
Konstante, so gelangt man auch zu den genauen Verzerrungsformeln
von PiIck, welche Schranken fiir den Betrag der Abbildungsfunktion
und ihrer Ableitung geben. Dies geschieht durch folgende einfache
Erwigung.

Es sei w=1w(z) eine Funktion, welche den Einheitskreis |z| <1 auf
ein schlichtes, im Endlichen gelegenes Gebiet D konform abbildet.
Unter a und b zwei beliebige Punkte verstanden, denken wir uns durch
diese Punkte einen Orthogonalkreis C (a, b) zu | z| =1 gelegt und schlitzen
den Einheitskreis lings desjenigen Bogens von C(a, b) auf, der & mit
|z =1 verbindet und den Punkt & nicht enthilt. Der aufgeschlitzte
Einheitskreis E (a, b) wird auf dasjenige Teilgebiet D(a, b) von D schlicht
abgebildet, welches aus diesem Gebiet entsteht, wenn man D lings des
Bildbogens von C(a, b) aufschneidet.

Wir bilden jetzt E(a,b) auf den vollen Einheitskreis so ab, daB
a in den Nullpunkt iibergeht. Durch die Transformation

WO o= arg —f—:ba , wird E(a, b) zunichst auf den oberen Halbkreis

ent-

|7/ <1 abgebildet, so dal z=a dem Punkt zl—c——z]/!1 Z
—oba

spricht. Durch die Beziehung

Z1—Cc 1—c¢c5

L= 1—c 2y 24— ¢C

fithrt man nun den Halbkreis weiter in den Einheitskreis |¢| <1 tiber,

so daB3 ¢~ 0. Die gesuchte Transformation ¢=1{(z) ergibt sich nun durch

Zusammensetzung der zwei obigen Abbildungen. Es wird fiir z=a, t=0
dt , dz,

’ dz| “t |¥77

}dzll

1 (1= b (1 —ba| + la—b)
4a—b] H—abd(1—ba —la—b])
Nun hat man in

w (2 (8)) - ¥(a) w(a) t'(a)
pt)=- @ T wa) =t+cyt2+. ..
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eine Funktion, welche den Kreis || <1 auf dasjenige schlichte Gebiet
D, (a, b) konform abbildet, welches aus D (a, b) durch die Transformation

A C)

hervorgeht und dessen Rand eine kiirzeste Nullpunktentfernung héch-

stens vom Betrag il o)

w'(a)

|w(a) —w(b)

hat. Nach dem obigen Satz ist dieser Ausdruck = —1— und es wird somit

1= 11~ bal + la—0b]

‘{—b H1—ab\‘1——bal }a“b‘<1 (27)

lw’ (a)| i — =

Aus dieser Bemehung, die zu verschiedenen interessanten Folgerungen
leitet, schlieBen wir zunichst fiir a =0, b=z, dal}

e T <
@1+ ) =
ist, oder also, falls w=2z2-+4a,22+..., d. h. @' (0)=1,
\>_,,JZ .
W= e (28)
Ferner ergibt sich fiir b=0, a=2z:
w'(2) 11415
‘w(z)‘iﬁ 1=l (29)

woraus durch Integration von 0 bis z=z|¢'? lings des Radius argz=¢
@@=l (30)

Um noch eine untere Schranke fiir den Betrag der logarithmischen
Ableitung zu ermitteln, betrachte man fiir ein gegebenes z die von ¢
abhingige Funktion

t+z ’ I
w (\1—1—27) =w(z)+w' (&) (1—|z23t+...,
welche den Einheitskreis [¢£|<1 schlicht abbildet. Nach (30) wird also

lizm) =0

W@ (1=]B) = (1 )

! w'(2)

w (2) |

oder fiir {=—z

11—z
Z e e (31)

Durch Multiplikation der Formeln (31) und (28), sowie (29) und (30)
erhalten wir noch 1=z Ltz
— , 2y

G (s =1 S e 62

Alle diese Formeln enthalten genaue Schranken, welche bei dem
Koeseschen Extremalgebiet, und nur bei diesem erreicht werden.
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77. Zum SchluB machen wir auf eine spezielle Folgerung aus den
obigen Formeln aufmerksam. Aus (28') folgt

14az+ag22+... | S142)2+3 |22 +. ..,
also, falls a, +0, fiir z=¢~"*|z|(x=arga,)
1+ [ay|[2]+ () =1+ 2 2]+ (23),
wo (x) jede GroBe angibt, die dividiert durch x fiir x=0 endlich ver-
bleibt. Folglich wird
|az| =2+ ((2])
und

lag| =2. (33)

Aus dieser Ungleichung lassen sich umgekehrt simtliche obigen Ver-
zerrungsformeln einfach ableiten?.

§ 4. Verzerrungssitze von AHLFORS?2

78. In der 2= x+ ¢ y-Ebene denken wir uns ein einfach zusammen-
hingendes Gebiet G gegeben, welches den unendlich fernen Punkt nicht
enthilt. Esseien Z; =X, 4+ 7Y, und Z,=X,+1Y, (X; < X,) zwei erreich-
bare Randpunkte von G; hierbei werden auch die Méglichkeiten
X,=—o®, X,=+ o mitberiicksichtigt.

Die Gerade R z= x hat ein oder mehrere Segmente mit dem Gebiet G
gemeinsam. FEine jede dieser Strecken ist ein Querschnitt® Q des einfach
zusammenhingenden Gebietes G und zerlegt dieses somit in zwei einfach
zusammenhingende Gebiete, deren Punkte durch @ voneinander.getrennt
werden. Wir werden im folgenden einige wichtige Eigenschaften dieser
Querschnitte zusammenfassen.

Wir verbinden Z; und Z, durch einen Querschnitt z=2(¢) (0={=1;
Z;=12(0), Zy=2(1)). Man kann diesen ohne Einschrinkung derart
wihlen, daB3 er aus einer abzihlbaren Menge von Strecken zusammen-
gesetzt ist, von denen keine der y-Achse parallel ist und deren End-
punkte sich héchstens in Z;, Z, hiufen. Wir beweisen:

I. Wenn 2= 2%, +1v;, 29= %3+ 1Yy (%< %) zwer Gebietspunkte sind,
so gibt es auf der Geraden Rz=x (x,<x<x,) mindestens einen Quer-
schmitt Q,, der z, und z, tremnt.

Verbindet man ndmlich z und 2, durch einen in G verlaufenden
Polygonzug C, so wird die Gerade R z= x von diesem in einer ungeraden
Anzahl von Punkten geschnitten. Unter den auf dieser Geraden ge-
legenen Querschnitten existiert also mindestens einer, der dieselbe
Eigenschaft besitzt, und dieser trennt z von z,.

1 G. Pick [2], R. NEVANLINNA [I].

2 L. AHLFORS [I].

3 So bezeichnen wir jeden stetigen Jordanbogen, dessen Endpunkte Randpunkte
sind, wihrend alle tibrigen Punkte innerhalb des Gebietes gelegen sind.
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Der Satz gilt auch dann, wenn z;, z, erreichbare Randpunkte sind.

Wir betrachten speziell fir ein gegebenes X, <x< X, diejenigen
Querschnitte Q,, welche die Punkte X; und X, trennen. Da der vor-
gegebene Polygonzug C jede Gerade Mz=ux in einer endlichen Anzahl
von Punkten trifft, so muB} es unter den Querschnitten (), einen wohl-
bestimmten geben, dem der Punkt z(¢) zuerst begegnet, wenn ¢ von 0 bis 1
wichst; dies moge fir die Werte t=1(x), z, =z (f(x)) eintreten. Der be-
treffende Querschnitt Q, sei durch @, seine Linge durch & (x) bezeichnet.

Die Funktion @ (x) ist im all-
\_/ ) gemeinen von komplizierter Be-
schaffenheit. Es laBt sich jedoch
C _ beweisen:

II. Wenn die Berandung von G

i den berden Endpunkten des Quer-
"~ schuitts O, eine zur y-Achse nicht
parallele Tangente hat, so ist O (x)
fiir den betreffenden Wert x stetig.

Abb. 16.

Bewers. Es sei f, der Wert, fiir welchen der Polygonzug z=z()
zuerst die Gerade Mz=x, schneidet; dieser Schnitt liegt auf dem
Querschnitt @,,, in dessen Endpunkten die Berandung von G die in
dem zu beweisenden Satze vorausgesetzte Eigenschaft besitzen moge.
Man kann dann eine so kleine Zahl 2> 0 finden, daB fiir jedes ¢ des Inter-

valles t,—h=t=t,-+h der Schnittpunkt z(f) auf einem Segment 0,
der Geraden Mz=x(f) liegt, das einen Querschnitt von G darstellt
und dessen Endpunkte auf zwei, durch die Endpunkte von @, gehenden

stetigen Zweigen der Begrenzung von G gelegen sind. Die Linge O (x)
von @, ist eine stetige Funktion von £, und es geniigt also jetzt zu

zeigen, dal} der Querschnitt @, fiir die betreffenden Werte von ¢ mit
dem Querschnitt @, ibereinstimmt, sobald % hinreichend klein ge-
wahlt wird.

Um dies einzusehen, betrachten wir die von @,, verschiedenen Quer-
schnitte 6, , welche auf der Geraden R (z) = x, liegen. Falls unter diesen
Querschnitten keiner von dem Polygonzug C getroffen wird, so gilt

dasselbe fiir jeden von 6@, verschiedenen Querschnitt der Geraden
N z=x(f), sobald 'x— x,| hinreichend klein gewdhlt wird, und damit
ist der Beweis des Satzes erbracht. Im entgegengesetzten Falle seien
z,=2z(t,) (v=1, 2, ..., n) diejenigen gemeinsamen Punkte von C mit
den Geraden 9%t z=x,, welche nicht auf &, gelegen sind. Grenzen wir
nun um die Werte ¢, beliebig vorgegebene punktfremde Intervalle 4,
ab, so kénnen wir eine so kleine Zahl ¢> 0 bestimmen, daB jede Gerade
Rz=x fur [x—xog<e von C in Punkten z, geschnitten wird, welche,

sofern sie auBerhalb @, liegen, gewissen Werten ¢, der Intervalle 4,
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entsprechen, und zwar so, da die Anzahl der in 4, gelegenen Punkte
gleich Eins ist, falls ¢, ein Schnittpunkt von C und % z= x ist, wihrend
sie entweder Zwei oder Null betragt, falls ¢, ein Eckpunkt von C ist, wo C
durch die Gerade Mz =x nicht hindurchgeht. Hieraus folgt, daB,
falls z=1z(t,) einen Querschnitt % z= x bestimmt, der von C in #» Punkten
geschnitten wird, der oder die in das Intervall A, fallenden Werte t,’,
einen Querschnitt auf der Geraden %z = x bestimmen, welche in
m Punkten von C so geschnitten wird, daB die Differenz m—#n eine
gerade Zahl ist.

Aus obigem schlieBt man, daBl @, =0, ist, sobald ¢ =¢(x) hinreichend
wenig von ¢, abweicht. Nimmt man namlich % so klein, daB3 |x (f) — x| <&
fiir '£—1#,/ <%, und wihlt man gleichzeitig auch h< 4, (v=1, ..., #n),
so wird jeder Querschnitt, der auf der Geraden Rz==x(f) gelegen
und von @, verschieden ist, fiir < {, von dem Polygonzug C in einer ge-
raden Anzahl von Punkten geschnitten. Anderenfalls miite ndmlich unter
den Werten {,< ¢, mindestens einer existieren, der einen auf der Geraden
R (2) = x, gelegenen, von in einer ungeraden Anzahl von Punkten ge-
schnittenen und also die Punkte Z,, Z, trennenden Querschnitt bestimmen
wiirde, was der Definition des Querschnitts @, widerspricht. Durch-

lauft ¢ das Intervall (0, 1), so ist folglich @x der erste von der Geraden
R (z) = x definierte Querschnitt, den der Polygonzug C schneidet und

es ist somit @,=@,, was zu beweisen war.

79. Unter der Voraussetzung, daB das Gebiet G in jedem endlichen
Randpunkt der in der vorigen Nummer (Satz II) aufgestellten Regu-
laritatsbedingung geniigt, auBer héchstens fiir isolierte Punkte, sei
w=wu-+1v=w(z) eine Funktion, welche das Innere von G auf den

Streifen |v|< % (a>0) konform so abbildet, daB der Randpunkt Z; in

den Punkt #=—o0, der Randpunkt Z, in #= -+ o iibergeht. Der
Querschnitt @, geht hierbei in einen
stetigen Kurvenbogen L, tiber, welcher

die zwei Begrenzungsgeraden v= 4 Z Us
des Streifens miteinander verbindet.
Der grofte bzw. kleinste Wert von » auf
L, sei durch u,(x) bzw. u, (x) bezeich-
net. Diese Gréflen sind offenbar als
wachsende Funktionen von x definiert.

%, w U
Abb. 17.

Um nun die Funktionen #,, #, niher zu untersuchen, bemerke man,
daB die Linge des Bogens L, mindestens gleich der Diagonale des um-
a

~, d. h. mindestens gleich

schriebenen Rechtecks u; = u = u,, [v]|=-

Y@t ar
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ist, mit w=w/(x)=wu,y(x)—u,(x). Andererseits ergibt sich fiir diese
Linge der Ausdruck
[l @dy,

6.

der gemiB der ScHwarzschen Ungleichung! hdchstens gleich
Vi) iy
o, 6.
ist. Zusammenfassend wird somit
a4+ w(x 2</dyf>w ) 2dy =0 (x f\w ) 2dy.
o, e,

Wir dividieren durch @ und integrieren dann in bezug auf x zwischen
den Grenzen x; und x, (X; < %, < %,< X,), was erlaubt ist, da @ (x) unter
den aufgestellten Regularitdtsbedingungen héchstens isolierte Unstetig-
keitsstellen aufweisen kann (vgl. Nr.78). Man erhilt also

Xg dx xew 2 "_‘3‘
@ | 6 +,/ oc 4= [ [|w @) dxdy.

0, %

Der rechtsstehende Ausdruck stellt den Flicheninhalt A (%, x,)
desjenigen schlichten Gebiets dar, welches der Bogen L, beschreibt,
wenn x stetig von x, bis x, wichst. Da diese Fliche als Teil im Rechteck

k2 g%, uy (%) = u = uy(x,) enthalten ist, so ist A (%, %) = a (uy (%) —

ty (%)) = a (4 (%5) — 1y (%;) + 0 (%) -+ (%)), und es wird
o)) = 0 | g1 / Cdr— o) - o). ()

1 Die Scuwarzsche Ungle1chung lautet:

b 2 b b
(/g(x) k(%) dx) < [e(x)?dx [h(x)dx. (34)

Thre Begriindung erfolgt einfach vermittels der LacraNGEschen Identitat
n 2 n n
(Za”b”) :Zail}_‘ b;lJrZ(u”b,,*a,,b”)“;
1 1 1 ulwv
wonach

(Za,b,) = Xa 20
folgt. Gleichheit tritt hier dann und nur dann ein, wenn die Zahlen a, zu den
Zahlen b, proportional sind.
Durch einen Grenziibergang ergibt sich

b 2 b
(/g(x)h(%)d?f) = [g(¥)?2dx [ h(x)dx + /dyfy(g(x)h(y)~g(y)h(x))2d%~

Die Beziehung (34) gilt hiernach, und zwar so, daB Gleichheit dann und nur dann
vorkommt, wenn das Verhaltnis g: # konstant ist (auBer hochstens fiir eine Wert-
menge x vom MaBe Null).
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Um dieses Ergebnis auf eine brauchbare Form zu bringen, soll jetzt
die Schwankung w von # auf L, weggeschafft werden. Wir fixieren einen
beliebigen Wert x, (X;< x,<X,) und setzen

x

e e ) (36)

%y

Sei ferner m eine beliebige positive Zahl und, fiir ein gewisses x> x,,

Ax)<o(x)—m. (37)
Dann wird
=202 > (1(x) +mp?
und somit
dx < _ adl )
O(x) = A+ m)p?

Hieraus folgt, daB das Integral

dx
[o (38
erstreckt iiber diejenigen Intervalle rechts von x,, wo die Ungleichung (37)
besteht, héchstens gleich

r di a
a(f(l+m)2=m (39)

ist. In genau derselben Weise sieht man ein, daB das Integral (38)
iiber diejenigen Werte x< x, erstreckt, fiir welche die Ungleichung
—Ax)<w(x)—m (40)
besteht, hochstens gleich dem Ausdruck (39) ist.
Wir wihlen jetzt x, im Intervall x, < x,<x,, so daB

xodx _ xgdx 1 ngx
IO ACIC Y ECION
Falls dann ' ’ l
- dx 2a
1% > (41)

Xy

ist, so seien 7, x5 (%, <] <x;,<4x,) die durch die Gleichungen

x; Xy
/dx_ dx _ a
o O m
X x5

definierten Zahlen. Es existiert dann im Intervall (x,, %}) eine Zahl &
und im Intervall x;, x, eine Zahl &,, so daB

—AE) Zw () —m, &) Zw(E)—m
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und daher 5

tf O Ax=A(E) = (&) Zo (&) + o () —

&
Die Beziehung (39), angewandt im Intervall & < x <¢,, ergibt dann also

1 (£) — 13(8) Za ’i@”~zm,

3
S1

woraus, da #, und u, wachsende Funktionen sind und x]< &, &< x, ist,

/'t

d
y (%5) — 15 (27) ,,a/ @—2m /O*[ P

dx 2a?
= i "
,a/ G —2m— =,

X1

Setzt man speziell m=a, so folgt hieraus der

Satz von AHLFORs. [s?
A dx
= ~>2,
O(x) ~
so wird X
a.x
y (Xo) — 5 (%) Z @ 1) —4a. (42)
DaB der vor dem Integral stehende Faktor a durch keinen kleineren
ersetzt werden kann, wird ersichtlich, wenn man als Gebiet G einen zur
x-Achse parallelen Streifen von konstanter Breite ® wihlt. Es wird
dann w= ﬁ@i und

Xza’x
ul(xz)—‘uz(xl):‘( ) ’)‘ﬂ 6"

80. Es soll sogleich eine Anwendung des AHLFORsschen Satzes
besprochen werden. Sei

s=[{l) =cit 4yt 4. .. (43)

eine fiir ft[<1 regulire Funktion, welchen den Einheitskreis E, auf
ein schlichtes Gebiet D; konform abbildet. Man schneide D, lings der
positiven reellen Achse von s=0 bis zum nichsten Randpunkt auf,
E, wiederum lings der Bildkurve y dieses Schnittes, und bilde die auf-
geschnittenen Gebiete durch zwei beliebig festgelegte Zweige der Funk-
tionen w=1logs und z=x+iv=Ilogt auf zwei Streifengebiete D, und
E, konform ab.

Es sei nun Z; der unendlich ferne, und Z, ein beliebiger, auf der
imaginidren Achse befindlicher Randpunkt von E.. Wie in Nr. 78
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definieren wir jetzt einen zur y-Achse parallelen Querschnitt @, von E,,
der die Randpunkte Z; und Z, trennt; seine Linge @ (x) ist offenbar
=2x und seine Bildkurve /, in dem Gebiete D, hat eine Linge /(x) = 2.
Das in Nr. 79 befolgte Verfahren ergibt nun die fiir jedes x< 0 giiltige

Ungleichung
0

[rdx=<2mA(x), (44)
wo A (x) der Flicheninhalt desjenigen Teilgebiets von D, ist, welches
durch die Kurve /, abgetrennt wird und rechts von dieser liegt.

Diese Ungleichung wollen wir jetzt verwenden, um den genauen
Wert der KoEBEschen Konstante zu bestimmen, die bereits in § 3, Nr. 75
vermittels einer anderen Methode ermittelt wurde. Wir sahen dort:
Wenn die fiir [¢/<1 konvergente Potenzreihe

pl)=t+a2+...

den Einheitskreis auf ein schlichtes Gebiet abbildet, dessen Berandung
die kiirzeste Nullpunktsentfernung 4 hat, so ergibt die Zusammen-
setzung dieser Funktion ¢ mit Hilfe einer einfachen Wurzeloperation
(S. 81) eine Funktion f(¢), deren Nullpunktsentwicklung (43) als ersten
Koeffizienten

e-—zd

“="7a
hat, und die den Einheitskreis E, auf ein schlichtes Gebiet D, abbildet,
welches den Punkt s=1 als Randpunkt hat, die ganze Strecke (0,1)
der reellen Achse enthilt und nachstehende spezielle Eigenschaft besitzt :

Wenn der Punkt s innerhalb D; liegt, so liegt der Punkt % auBerhalb D;.

Wir setzen nun die Ungleichung (44) an, nehmen |x| so groB an,
daB der Bogen [, vollstindig links von der imaginiren Achse zu liegen
kommt und zerlegen die Fliche 4 (x) in zwei Teile durch eine zur v-Achse
(w=wu-+1v) parallele Strecke mit der Abszisse #,<0. Da der rechts
von u=1u, gelegene Gebietsteil, wegen der obenerwihnten speziellen
Eigenschaft von D,, kein Paar in bezug auf w =0 symmetrischer Punkte
enthalten kann, so findet man, daB dieses Teilgebiet von D; einen Flichen-
inhalt hat, der hochstens 2 |uy betrigt, und es ist also

A(x) DAy (%) —2mu,,

wo Ay(x) den Inhalt der durch die Ungleichung #< %, bestimmten Teil-
fliche von A (x) bezeichnet. Wenn noch #,(x) den kleinsten Wert,
#, (%) +w(x) den groBten Wert von # auf /, bezeichnen, so ist 44(x) =
278 (g — 4y (%)), also

(6 reell) (45)

A(x) S —2muy (%) (46)
und

((x))2=4n?+w? (47)
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so dafl schlieBlich gemilB (44)

0

~x+w4%2\/w2dx§—ul(x). (48)
Fiir "
#; (%) = min log /(f)]

logt==x

hat man aber nach (43) die Entwicklung
0
(1) =log e+ 2+ ], (49)
WO (;v—) fiir {x} — oo verschwindet, und es wird also nach (45) und (48)
0
——logiclizlog(4d),>:~4%/w2dx

— ®

oder

(50)

. 1 .
Die Grenze 7 kann nur dann erreicht werden, wenn w =0, d. h. wenn

bei der Abbildung ¢{—s die Kreise |¢|=const. in konzentrische Kreise

. 0 d
]s“l = const. verwandelt werden. Es ist also dann 6Z = 3% =0 und, da
Ju ov 02u 0%v
a}{:g; und AM:*a;:O, A’U:E;giio, u:ux+b1, U:dy+bz,

w=u+iv=az-+b, mit b=>b+ib,.
Nun ist aber nach (49) & =1log (4d)=0, a=1, und somit w =z + 7 b,,

s=¢%%¢. Der Wert d = ; kommt also nur bei dieser speziellen Ab-

bildung vor; das entsprechende Bildgebiet in der ¢-Ebene ist dann
das KoeEBEsche Extremalgebiet (vgl. Nr. 74).

Der Amrrorssche Randverzerrungssatz leitet einfach also auch zu
den klassischen Verzerrungsformeln, welche die Deformation bei schlichten
konformen Abbildungen im Innern der Gebiete bestimmen.

§ 5. Das Problem von CARLEMAN-MILLOUX.

81. In §2 dieses Abschnitts haben wir unter Anwendung des Er-
weiterungsprinzips fiir das harmonische MaB einige Abschitzungen
gegeben, welche, ohne die bestmoglichen zu sein, immerhin einen
Genauigkeitsgrad besitzen, der fiir viele Anwendungen als geniigend
betrachtet werden kann. Im folgenden sollen einige anschlieBende
Extremalprobleme, die zu dem schon in § 2 behandelten Problem von
CARLEMAN und MILLOUX in enger Beziehung stehen, genau gelést werden.
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Die zur Anwendung kommende, von BEURLING und vom Verfasser
herrithrende Methode! griindet sich auf eine Integraldarstellung des
harmonischen MaBes, welche jetzt aufgestellt werden soll.

Wir gehen von einem Gebiet G aus, dessen Berandung vorerst
aus einer endlichen Anzahl analytischer Bogen I’ zusammengesetzt
angenommen werden soll. Durch endlich viele analytische Jordan-
bogen (5, die sich entweder innerhalb G schlieBen oder Querschnitte
von G sind, trennen wir nun gewisse Teilgebiete ab, so daB aus G ein
zusammenhingendes Teilgebiet G* iibrig bleibt. Die Berandung I'*
von G* besteht aus einem Teil « von I" sowie aus den Bogen f.

Es gilt nun das harmonische MaB der Randkurven « in bezug auf G*
durch die GrREENsche Funktion g({, 2) von G auszudriicken. Zu diesem
Zweck wenden wir die GREENsche Transformationsformel (Nr. 24) mit
U=g, V=ow(, a, G*) im Gebiete G* an, aus dem zuvor der Pol { =z
durch einen kleinen Kreis vom Radius g isoliert worden ist. Durch den
Grenziibergang p ~>0 findet man dann

2nw(z, o, G¥) = f d _/ o C oG

oder, wegen

/Egéi'i)ds :/dh(c, 2)=2mw(z a, G)

0 ow . — . .
und —6%2 TT’ wo — £ die zu g und — w die zum harmonischen MaB w

konjugierte harmonische Funktion ist, schlieBlich
o(z a0, G*) =z a, G)— /g ¢ 2)dw(C, « G¥). (51)

Wir haben diese Darstellung unter der Voraussetzung hergeleitet,
daB die Bogen o und § analytisch sind. Tatsichlich gilt die Formel auch
wenn o und f aus einer endlichen Anzahl von Jordanbogen zusammen-
gesetzt sind. Genau wie in Nr. 26 sieht man zunichst ein, daB die zu w
konjugierte Funktion —w noch auf dem Rande f stetig ist; da o hier
verschwindet, somit gegen das Innere des Gebietes G zunimmt, so muB
auch o stetig wachsen, wenn der Punkt { die Bogen f in positiver
Richtung durchlduft. Man setze nun die Formel (51) in demjenigen
Teilgebiet G} von G* an, das von den analytischen Kurven w (z, «, G*)

=1—¢ (; >¢ >0> und w = ¢ begrenzt wird. Das harmonische MaB der

ersteren Bogen «, in bezug auf G} ergibt sich als eine lineare Funktion
von o:
(2, 0,G*)—e

1—2¢

oz, o, GF)=

1 A. BEURLING [1], R. NEVANLINNA [I]].



96 Beziehungen zwischen nichteuklidischen und euklidischen MaBbestimmungen.

Setzt man diesen Ausdruck ein und nimmt dann unter Beriicksichtigung
der Stetigkeit der GREENschen Funktion auf dem Rande o+ 8 den
Grenziibergang ¢~ 0 vor, so ergibt sich in der Grenze die Formel (51).

Man sieht daf3 diese Formel, welche in der Folge eine wichtige Rolle
spielen wird, das Prinzip {iber die Gebietserweiterung als unmittelbaren
Folgesatz in sich schlieBt. In der Tat ist das Integral rechts in (51),
wegen dw =0, nichtnegativ und es ist also

oz, o G oz o G),

was gerade das Erweiterungsprinzip enthilt.

82. Wir stellen uns nun folgende Aufgabe! (Problem von CARLEMAN-
MILLOUX):

Es sei G ein schlichtes Gebiet von der Art, daf jeder Kreis 2! =7 (0 <r<R)
mindestens einen Punkt enthdlt, der nicht zu G gehort, Sei ferner 1(2)
etne innerhalb G eindeutige harmonische Funktion, welche nachstehenden
Bedingungen geniigt:

1. Innerhalb G st u(z) =0.

2. In jedem im Kreise z <R gelegenen Randpunkt z von G ist

limau (z) =1.

Es gilt, fiir 0Sr <R, eine nur von r abhingige, auf dem Kreise |z|=7r
giiltige untere Schranke der Funktion u(z) zu finden.

Vorbemerkung. Falls die Berandung von G so regulir ist, dal
man vom harmonischen MaB der innerhalb 'z <R liegenden Randbogen
o von G sprechen kann (dies ist z. B. dann der Fall, wenn G von lauter
Jordanbogen begrenzt ist), so handelt es sich also um eine Abschitzung
nach unten des harmonischen MaBes w(z, o, G) fiir 'z, =7(0=7=R).
Als trivial kann der Fall beiseite gelassen werden, wo simtliche Rand-
punkte von G und also auch G selbst innerhalb des Kreises 'z < R gelegen
sind, denn dann umfaBt « den ganzen Rand von G, und es ist also w =1.
Nehmen wir also an, da G Randpunkte enthilt, die auBerhalb jenes
Kreises oder auf diesem liegen. Nach dem Erweiterungsprinzip wird
dann w nicht gréBer, wenn man G durch sein innerhalb des Kreises |2/ <R
liegendes Teilgebiet Gy ersetzt, und es geniigt somit, das harmonische
MaB w(z, &, Gg) nach unten abzuschidtzen. Fixiert man nun einen
inneren Punkt z=7¢'? von Gg, scheint es anschaulich fast evident zu
sein, daB das harmonische Maf3 der Bogen « in diesem Punkt moglichst
klein ausfillt, wenn simtliche Punkte « dem Aufpunkt re'? diametral
gegeniiberstehen, so daB also « aus dem Radius (0, —Re’?) und Gg
aus dem lings dieser Strecke aufgeschlitzten Kreis z < R besteht. Dal
dies tatsichlich der Fall ist, wird aus der unten folgenden exakten Lésung

1 Vgl. hierzu, auBer den oben genannten Arbeiten von BEURLING und vom
Verfasser, E. Lanpau [3], W. FExcHEL [/]. E. ScumIDT [1°.
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des CARLEMAN-MiLLouxschen Problems hervorgehen. Um die dieser
Losung zugrunde liegende anschauliche Idee klarer hervortreten zu
lassen, sollen hier einige vorbereitende heuristische Bemerkungen voraus-
geschickt werden, die den Schliissel zur Losung geben, obwohl sie fiir das
nachfolgende nicht unbedingt notwendig sind.

Wir stellen uns zunichst folgende einfachere Aufgabe: Gegeben sei
eine Funktion #(z), die im Gebiete G nichtnegativ und harmonisch ist,
auBer in gewissen logarithmischen Polen z,, die auf vorgegebenen Kreisen
z =7, (0<7r,<R; r=1, ..., n) gelegen sind; und zwar gelte in z,

1
u(z) = d,log I

ol -+ harmonische Funktion,

wo 8, vorgegebene positive Zahlen sind. Es soll fiir [z|=7 eine nur
von den Zahlen 7,d, und 7, abhangige untere Schranke von u(z) ge-
funden werden.

Nun sieht man unmittelbar ein, daf3 die Differenz

u(z) — X 0,¢(z 2,),
wo R2: Z_’V"Z

g(z, z,) =log \ R (z — 2)

die GreExsche Funktion des Kreises z| =< R ist, eine fiir |z|<R har-
monische Funktion ist, die in jedem Punkt der Peripherie |z|=R eine
nichtnegative untere Grenze hat und die also im ganzen Kreis z|<R
nichtnegativ sein mul}, so dafB

u(x) = 26,82 2,).

Fir die GreEnsche Funktion g gilt aber, wie leicht zu bestitigen ist,

R+ 2| 2| ()_Rz—[zv“z[
08 R+ + =) =88 %) = o8 R T,

oder
g(— 'z, 15 Sele z) = g2l |2), (52)

wo Gleichheit links nur fiir argz=argz, +x, rechts nur fiir argz=arg z,
besteht. Also ist

2y

ulre’) = X o,8(—r7); (53)
das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn z,= — r,e'?, d.h.

wenn simtliche Pole dem Punkt re’? diametral gegeniiberliegen.
Hiermit ist die Hilfsaufgabe vollstandig gelost. Durch dieses Er-
gebnis wird aber auch der Weg zur Losung des urspriinglichen Problems
angebahnt. Denkt man sich niamlich die Anzahl der Werte », un-
beschrinkt wachsen und sucht man die Zahlen ¢, so zu wihlen, daf3 die
rechts in (53) stehende Summe sich einem Integral nihert, das, wenn
anstatt —7 die Variable z geschrieben wird, eine Funktion darstellt,
welche auf dem Radius (0, R) den Randwert 1 annimmt, eine Funktion
also, die nichts anderes als das harmonische MaB dieses Radius in bezug

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 7
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auf das lings desselben aufgeschlitzten Kreis |z/ <R ist, so wird die
Ungleichung (53) gerade die in Aussicht gestellte Losung des Problems
enthalten; zugleich ist mit den obigen Bemerkungen ein Verfahren vor-
gezeichnet zur Begriindung jener Ungleichung, welche aus (53) durch
Grenziibergang entstehen wird. Es kommt alles auf die Moglichkeit
des Grenziiberganges an; daf} dieser tatsichlich gelingt, wird durch die
Integraldarstellung des harmonischen MaBes gezeigt, welche in Nr. 81
hergeleitet worden ist.

Wir gehen nun an die direkte Losung des Problems von CARLEMAN-
Mizroux. In der Formel (51) S. 95 nehme man fiir G den Kreis 2/ <R
und fiir G* dasjenige Teilgebiet dieses Kreises, welches entsteht, wenn
man den Kreis lings des durch den Radius (0, R) definierten Schlitzes 8
aufschneidet; der Bogen « ist also durch die volle Kreisperipherie z =R
gegeben. Es ist also w (2, a,G) —1 und da w(z, B, G*) =1—w(z, «, G¥),
so wird

o@)=—;" [ ¢ 9dw (@), (54)
f

wo wir kiirzer w (2) @ (2, f, G*) und w ({) = w ({, B, G*) geschrieben haben.

Fiir das harmonische MaB (z) hat man andererseits den expliziten
Ausdruck

2 1 i(YR —/2) 2 . R—|z|
w(@)=, R <7 log JR v VVZ )Z 2 aresin 7
und es ist also fiir ein reelles, positives z
2 ‘R — 1z
o(z)= _ log ,,V/, 1/,
T VR — V=2

bis auf eine additive Konstante. Setzt man diesen Wert in (54) ein
und beachtet man, da8 der Schlitz # mit zwei Ufern versehen ist, so wird
schlieBlich

R
o (2) = -35/ ¢z, t)dlog 1‘/71}%% (55)
mit =0

2,
gz, 1) = log!f]:(z_}t) [
Es sei jetzt z=re'? (0<r<K) ein innerer Punkt des Gebietes G,
wo die gegebene Funktion #(z) die auf S. 96 aufgezihlten Eigenschaften
besitzt. Wir fixieren fiir jedes 0<<{<R einen duBeren oder Randpunkt
¢ =1te'? des Gebietes G und nehmen vorerst an, daB dies derart geschehen
kann, daB die hierdurch definierte Funktion & =9 (f) meBbar ist. Es sei
dann
VRV

: <0< K).
VYR —t (0<e<k)

v, (0) = 2 [ ¢z, O)d log
t==0
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Man sieht unmittelbar ein, daB diese Funktion nachstehenden Be-
dingungen geniigt:

1. v,(2) ist in jedem Punki z+( des Kreises |z| <R harmonisch.

2. v,(2) verschwindet fiir |z| =R

Neben diesen evidenten Eigenschaften hat v, noch die folgende:

3. Fiir |z| <R ist v,(z) =1.

Zum Beweise machen wir von den elementaren Abschdtzungen (52)

Gebrauch. Nach der rechtsstehenden Beziehung wird unter Beachtung
der Formel (55)

/g ) d log %i]‘x —o(z)=1.

Wir betrachten nun den innerhalb des Kreises |z [<R gelegenen
Teil Gy des Gebietes G. Unter Beachtung der Voraussetzungen des
vorgelegten Problems folgt aus den oben genannten Eigenschaften 1.,
2. und 3., daB die Differenz #(z)—u,(2) welche eine in Gy harmonische
Funktion darstellt, in jedem Randpunkt von Gy eine nichtnegative
untere Grenze hat. Nach dem Minimumprinzip ist also #(2) =v,(z) in
jedem Punkt von Gjp. Ferner ergibt sich bei Anwendung der ersten
Bedingung (52)

u(rei")z (re'? ~n2/g

woraus fiir p—~ R folgt (vp=1im vg) :

VE 41
YR—vyt’

tyd log -

VR +Vt
VR —Vi (56)

R
wlre') = oglre'") = % [g(— 2], Hdlog
0

) 2 . R—vr

=w(—,z) = arcsin =
Es soll noch gezeigt werden, daB3 die rechtsstehende untere Schranke
nur dann von der Funktion # erreicht werden kann, wenn G der von
0 bis —e'? radial aufgeschlitzte Kreis |z|<R, also u (z) = (— ze™ %)
ist. Nach (52) erfordert das Bestehen der Gleichheit vz (r¢e'?) = (— 7),
daB ¥ =@ + 7 auBer hochstens fiir eine Nullmenge von {-Werten. Hieraus
folgt, daB die Strecke (0, — Re'?) keinen inneren Punkt von G enthalten
kann. In der Vergleichsfunktion v, kann daher @#(f)=¢+ 7 gesetzt
werden und es wird somit vg (2) =w(— z¢7*%). Soll nun die in G har-
monische und nach (56) nichtnegative Funktion # —vg im inneren Punkt
z=re'? verschwinden, so mufl gemdB dem Minimumprinzip identisch

u(2)=vg(2) zw(——ze_i‘p)

sein. Hiermit ist auch der das Gleichheitszeichen betreffende Teil des
Problems gelost worden.

7*
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Die oben gegebene Losung griindet sich auf die Voraussetzung, dal
die Funktion &(f) meBbar konstruiert werden kann. Falls die Be-
randung von G so kompliziert ist, daf dies nicht gelingen sollte, so
modifiziere man die Definition von 9 (¢) folgendermaBen: Nachdem ein
innerer Punkt z=7¢'? von Gy fixiert worden ist, nehme man eine positive
Zahl & und, auBlerhalb oder auf dem Rand von G, eine Punktmenge
=t (m=0,1, ...; t4=0, t,<t,.,, t,~ R fir n>o), so daB
w(z)>1—e fir |z2—(,|=t,,,—t,, was gemidB der Voraussetzung 2
moglich ist; jede Differenz £, _,—¢, soll hierbei kleiner als die kiirzeste
Entfernung von z=7¢'* zum Rande von G, gewihlt werden. Dann
setze man ¢ () =49, fur £, =<f<i, .,

Mit dieser Funktion ¥ (f) wiederhole man nun die Konstruktion der
Hilfsfunktion v,. Die Ldsung erfolgt dann wie oben; nur wird diesmal
das Minimumprinzip auf die Funktion #—v, in jenem Teilgebiet von G
angewandt, das den Punkt 7¢7¢ enthilt und von den Punkten =te¢'?
begrenzt wird. Durch den Grenziibergang ¢ —0 gelangt man dann zum
Endergebnis, das dem obigen genau gleich lautet.

Bemerkung. Aus den oben stehenden Erdrterungen folgt nicht nur
(56), sondern sogar die schérfere Beziehung

ulre ") Z w nzflog R? ‘z ‘dlo TRy

T

= il 2 _,
= (—7)+ - 12163]/16 j Vlcox di.

0

83. Das CARLEMAN-MILLoUXsche Problem und die oben gegebene
Lésungsmethode lassen sich in verschiedener Richtung verallgemeinern.
Zu einer naheliegenden Erweiterung gelangt man, wenn die oben ge-
machte Annahme iiber den Rand des Gebietes G durch folgende etwas
allgemeinere ersetzt wird:

Es existiert eine Folge wvon Intervallen A,:v,—r,(v=1,2,...,%;
0=7,<7,<7,,1=R), so dapf jeder Kreis z =v fiir v,=~ r <=7, mindestens
einen Rand- oder duBeren Punkt des Gebietes G enthdlt.

Es gilt dann der

Satz 1. Falls die Funktion u(z) in dem oben definievten Gebiet G
den Voraussetzungen 1 und 2, S. 96 geniigt, so isl in jedem inneren
Punkt z ((z/<R) des Gebietes

u(@) = w(—2). (57)

wo w(2) das harmonische Mafi desjenigen Tetlgebietes G, des Kreises
\z| <R bezeichnet, das entsteht, falls dieser Kreis lings der Strecken A,
der positiven rveellen Achse aufgeschlitzt wird.
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Gleichheit kommt in (57) dann und nur dann in Betracht, wenn G
aus diesem Schlitzgebiet durch eine Drehung um den Winkel ¢ hervor-
geht, und zwar dann fiir alle Werte z des Radius (0, — Re’?).

Der Beweis wird genau in derselben Weise wie oben erbracht unter
Anwendung der aus (54) flieBenden Darstellung

ol A) == [ 9da, 4)
A4

fiir das harmonische Mal3 der Schlitze; hier bedeutet g die GREENsche
Funktion des Kreises |2/<R und o die zu o konjugierte harmonische
Funktion; die Integration ist {iber die Menge A in positiver Richtung zu
fithren (dw=0).

84. Die oben angestellten Betrachtungen legen folgende, von BEUR-
LING [I] geloste Frage nahe:

Wie sollen die Intervalle A bei gegebener Gesamilinge m (0<m<R)
auf dem Radius (0, R) gelegen sein, damut das harmonische Maf w (0, A)
moglichst klein ausfdllt?

Es ist fast einleuchtend, daB diese Extremallage dann vorliegt, wenn
die Strecken A moéglichst weit vom Nullpunkt liegen und somit ein
einziges Intervall (R—m, R) bilden. Es soll dies jetzt streng gezeigt
werden.

Fir den Beweis empfiehlt es sich, neben dem gewdhnlichen Maf

m:/d7:£(7;~7v)
b/

der Intervalle A, deren logarithmisches MaB

'

1= [ dlogr =log >0

r
P
P 1o ¥n
< ﬁ;
’ ’ —I(Jg',*
r,—v,=r\1—e v>,

woraus zu ersehen ist, daB das logarithmische MaB eines Intervalls
(v,, 7)) sich verkleinert, wenn das Intervall sich vom Nullpunkt entfernt.
Die logarithmische Lange der Intervallfolge A von der gegebenen Gesamt-
lange m erreicht also ihr Minimum /;, wenn A mit der Strecke (R—m, R)
zusammenfillt. Gemal obiger Identitit ist aber fiir diese besondere Lage

m=R(1—e"),
und es gilt also zwischen dem gewéhnlichen und dem logarithmischen
MaB3 einer Punktmenge A der Strecke (0, R) allgemein die Beziehung
m<R(1—e Y, (58)
wo Gleichheit nur im obenerwihnten speziellen Fall eintrifft.

Nach dieser vorbereitenden Bemerkung nehmen wir vorerst an,
daB A4 aus einem einzigen Intervall (r,, 7;) (0<7;<<#{ <R) besteht. Wir

einzufithren. Es ist
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vergleichen das harmonische MaB w(z, 4) dieser Strecke mit dem har-
monischen MaB w(z, 4,) des Segments

. 1N \
Ay <Re ~ "R, R),
welches dieselbe logarithmische Linge / hat wie die Strecke A. Zu

diesem Zwecke beachte man, dall w (z ;éf A) eine im Schlitzgebiet G,

harmonische und nichtnegative Funktion ist, die auf 4, den Wert 1
annimmt. Die Randwerte von

7
w2z

: R,A’)gw(z,Ao)

sind somit nichtnegativ und man schlieBt also nach dem Maximum-
prinzip, daB3 diese Differenz in G, nichtnegativ sein mufl und dafB also

speziell fiir z=0
P 00, 4) =0 (0, 4,), (59)

wo Gleichheit dann und nur dann besteht, wenn 4= A, ist.
Falls A aus mehreren Teilintervallen zusammengesetzt ist, so setze
man folgendes Reduktionsverfahren an. Es ist

(@A) =0y (2) + 0 (2),
WO ””
1 .
w, (2) = n/g(g,z)do)(é',zl)
und w,=w/(z, 4)—w; () also in analoger Weise durch ein {iber die
Gesamtheit der iibrigen Strecken erstrecktes Integral definiert ist.
Der Ausdruck

v(2) =, ( 2 z) + 0y (2)

stellt eine in den auBerhalb der Strecken

¥y ¥
4 (—‘7,-’,, 1'2), (r,, 7)) =3, ...,n)
N 1

gelegenen Punkten 'z < R harmonische, nichtnegative Funktion von z
dar. Um ihre Randwerte zu untersuchen, bemerke man, daB3 die GREEN-
sche Funktion g (¢, 7) (0<7 << R) mit wachsendem 7 zunimmt und daB

folglich fiir [z =7, 7;,72 <r<r, gilt

Andererseits ist, fiir 0<i<7<R, g({,7) eine mit wachsendem 7 ab-
nehmende Funktion, und es gilt also fiir r,<r<<7, (»=2)

V() >0 (r) + o, ()=o) =1.
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Aus obigem folgt, daB die im Gebiete G, harmonische Funktion
v(2) —w(z, 4,) nichtnegative Randwerte hat und man schlieft also
unter Anwendung des Minimumprinzips daBl v(0)=w (0, 4)> w (0, 4,).
Das harmonische MaB w (0, 4) wird also verkleinert, wenn man die
n-Strecken A durch die #-—1-Strecken ersetzt, welche die gleiche
logarithmische Linge / wie jene A besitzen.

Wiederholt man nun den obigen SchluB (#--1)-mal, so kommt man
auf den Fall eines einzigen Intervalls 4 von der gegebenen logarithmischen
Linge [ zuriick, und es 148t sich folgender Satz aussprechen:

Wenn die gegebenen Strecken A das logarithmische Gesamtmafl | haben,

so st
0(0,4) = w(0, 4y), (60)

wo Ay das Intervall
Ay: (Re=', R)
bezeichnet. Gleichheit kommt nur im Falle A= A, vor.

Unter Verwendung der Beziehung (58) folgt hieraus weiter, daB fiir
eine Menge A von gegebenem MafB ein analoges Ergebnis besteht:

Falls die Intervalle A die Gesamilinge m(0<<m<R) haben, so gilt

w(0,4) Z w(0, 4y), (60')

wo Ay das Intervall (R—m, R) bezeichnet, und zwar gilt das Gleichheits-
zeichen nur filr A— A,.

85. Die in den Formeln (60) und (60') stehende GréBe w (0, 4,),
wo A, das Intervall (o, R) (o=R—m = Re~") der positiven reellen Achse
bedeutet, ist leicht zu berechnen. Fiihrt man namlich die lineare Trans-
formation

R (2 +0)

TR fzo (61)

aus, welche den Kreis |z| <R in sich iiberfiihrt, so daf3 die Strecke (0, R)
in (g, R) ibergeht und z= —p dem Nullpunkt entspricht, so folgt wegen
der Invarianz des harmonischen MaBes gegeniiber konformen Ab-
bildungen

w(0,4p) =w (—p)= i arcsin g o
2
= ar

2 1—1
= Z arcsin- = resin L ©
T

1 7 1+6"

wo m=(1—6O)R (0=0=1).
Die Beziehungen (60) und (60’) lassen sich also in die Ungleichung

w(0,4) =2 arcsin 1= T g (62)

zusammenfassen. Diese gilt fiir ]ede Punktmenge A der Strecke (0, R),
deren Gesamtmal der Zahl (1 —6O) R, oder deren logarithmisches Gesamt-

maB dem Wert /=log 1@ gleich (oder groBer) ist. Gleichheit tritt nur
dann ein, wenn 4 mit der Strecke (@R, R) zusammenfillt.
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Noch eine weitere Deutung dieses Ergebnisses ist der Beachtung wert.
Es sei 4 die zu A komplementire Punktmenge der Strecke (0, R); ihre
in bezug auf den Kreis 'z' <R bestimmte hyperbolische Linge

~ody
R
A

erreicht fiir ein gegebenes m = (1 — @) R offenbar ihr Minimum A, wenn A
mit der Strecke (0, ®R) zusammenfillt, und zwar ist

14-6

1—0°

A= ; log -
Man schlieBt hieraus:
Die Beziehung (62) gilt, sobald diejenigen Punkte 4 der Strecke
(0, R), welche von den Intervallen 4 nicht iiberdeckt werden, ein hyper-
bolisches Mal} haben, das héchstens gleich

1 14 6
)”'t 2 lOg 1__ @7 (63)

ist. Gleichheit besteht nur, wenn 1 mit der Strecke (0, ® R) identisch ist.

86. In Verbindung mit den Sdtzen von Nr. 84 ergibt sich nun

Satz 2. Es sei R>0, 0= 0 <1 und G cin Gebiet, das den Nullpunkt
2 =0 enthdlt und auferdem einer der nachfolgenden drei Bedingungen geniigt:

a) Das Maf derjenigen Werte v (0=<7=NR), fiir welche die Kreislinie
izi=r mindestens einen Rand- oder dufleren Punkt von G enthdll, betvigt
mindestens (1 —O)R.

b) Das logarithmische Mafs der unter a) erwdihnten Wertmenge Q(r)
ist micht Kleiner als log gy .

¢) Das in bezug auf den Kreis 'z <R gemessene nichteuklidische
(hyperbolische) Maf der zu Q(r) komplementiren Wertmenge P(r), die
also aus sdamtlichen Werten r des Intervalls (0 =<v-<R) besteht, fiir welche
die Kreislinie 'z =r vollstindig innerhalb G verliuft, ist hichstens gleich

1 1+ 6
A= ElogT* Q-
Sei ferner u(z) eime Funktion mit folgenden Eigenschaften:
1. u(2) ist tn G endeutig, harmonisch und nichinegativ.
2. In jedem innerhalb des Kreises z < IR liegenden Randpunkt von G
ist limau (z) =2 1.
Unter diesen Bedingungen ist
2 . 1— 06
u(0) = arcsin = o, (64)
wo Gleichheit dann und nur dann bestehi, wenn G die lings der, duvch die

Ungleichung OR = z <R definierten Strecke A, cines belichigen Radius
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argz=gq aufgeschnittene Kreisfliche |z|<R ist, und u(z) das in bezug
auf dieses Schlitzgebiet Ga, bestimmie harmonische Maf der Strecke A,
bedeutet.

Wir machen auf zwei unmittelbare Folgesitze dieses allgemeinen
Satzes aufmerksam.

Die Voraussetzungen 1. und 2. sind speziell dann erfiillt, wenn man
#(z) durch das harmonische MaB w(z, , G) derjenigen Randpunkte «
von G ersetzt, welche in |z|<R fallen. Unter Beachtung der mehrmals
erwihnten geometrischen Bedeutung des harmonischen MaBes bei
konformer Abbildung des Bezugsgebietes auf ein Kreisgebiet, folgt der

Satz 3. Wenn G ein Gebiet von der im obigen Salz angegebenen
Art und o die Menge seiner im Kreise |z| <R liegenden Randpunkte ist,
so wird bei konformer Abbildung von G (oder der universellen Uberlagerungs-
fliche G= von G, falls dieses Gebiet mehrfach zusammenhdingend ist) auf
den Einheitskreis | x| <A, so dafi der Nullpunktinvariant bleibt, die Menge o
wn eine Punktmenge o' der Peripherie x|=1 iibergehen, deren Gesamt-
linge mindestens

. 1—0
4 arc sin Tre
betrigt. Gleichheit kommt nur im Falle des Schlitzgebietes Ga, in Betracht.

Eine zweite unmittelbare Anwendung bezieht sich auf den Zwei-

konstantensatz:

Satz 4. Es sei w(2) eine analytische Funkiion, welche in dem oben
definierten Gebiel G nachstehenden Bedingungen geniigt:

1. w(2) ist innerhald G eindeutrg und reguldr.

2. In jedem inneren Punkt von G gilt |w(z) <1 und in jedem, im
Kreise |z < R liegenden Randpunkt von G : lim |w| <6, wo 8 eine vorgegebene
Zahl des Intervalles (0<d<<1) dst.

Unter diesen Voraussetzungen ist filr z=0

2 . 1~-06
—- arcsin

}w(o)J<6n 1+@’
wo Gleichheit nur fiir das Gebiet Ga, und fiir die Funkiion

2 log d (.]/R—z@j—]/z——R@)
== loglt == et = —
T ]/R—z@—i—]/z—R@
besteht, deren absoluter Betrag auf der Peripherie |z| =R konstant gleich 1,
und auf der Strecke A, konstant gleich & ist.

log w(z) =

87. Fiir manche Anwendungen ist es wichtig auch fiir von Null
verschiedene Punkte z des Kreises |z| <R #hnliche Abschitzungen zu
kennen. Aus den obenstehenden Sitzen lassen sich derartige Beziehungen
ableiten, indem man den Kreis |2/ <R auf sich so abbildet, daB der
gegebene Punkt z, in den Nullpunkt iibergeht. Am einfachsten geschieht
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dies unter Anwendung der hyperbolischen MaBbestimmung, welche
gegeniiber solchen Transformationen invariant ist. Aus Satz 2 schlieBt
man unmittelbar

Satz 5. Das Gebiet G, welches den Punkt z,(zy' <R) als inneren
Punkt enthdlt, moge folgende Eigenschaft besitzen: Das Maf derjenigen
Werte o, fiir welche die hyperbolische Kreislinie K, (2,), mit z, als Muittel-
punkt und mit esnem Radius von der hyperbolischen Lénge o, vollstindig
innerhalb G verlduft, ist hichstens gleich A.

Wenn dann die Funktion den Bedingungen 1 und 2 des Satzes gendigt,
so wird

% (z0) = i arcsin e *%. (65)

Gleichheit kommt nur dann vor, wenn G ein Schlitzgebiet ist, das so
aus dem Kreis [Z<R entsteht, daB man diesen von einem beliebigen
Punkt P, der Kreislinie K;(z,) bis zur Peripherie .z =R lings der
Verlingerung der nichteuklidischen Strecke (0, P;) aufschneidet. Die ent-
sprechende Extremalfunktion # ist das harmonische Mal} dieses Schlitzes.

Im Falle eines einfach zusammenhidngenden Gebietes G schlieBt man,
daB die Ungleichung fiir jede Funktion # besteht, die in G den Be-
dingungen 1, 2 von Satz 2 geniigt, wobei A die kiirzeste nichteuklidische
Entfernung vom Punkte z, bis zum Rande von G bezeichnet; als Bezugs-
gebiet der nichteuklidischen MaBbestimmung wird nach wie vor der
beliebig vorgegebene Kreis 'z' =R benutzt.

V. Punktmengen vom harmonischen
Maf} Null.

§ 1. Definition der Punktmengen vom harmonischen
Maf Null

88. Auf die Moglichkeit einer Erweiterung der Theorie des harmonischen
MaBes wurde bereits im II. Abschnitt hingewiesen. Eine unmittelbare
Verallgemeinerung ergibt sich schon auf Grund der Betrachtungen jenes
Abschnitts, wenn man, unter Festhaltung der Voraussetzung, daB das
gegebene Bezugsgebiet von einer endlichen Anzahl Jordanbogen I
berandet ist, die Punktmenge « nicht als eine Menge von Randbogen,
sondern als eine beliebige Punktmenge auf I" annimmt. Bildet man
wiederum die universelle Uberlagerungsfliche G* von G auf den Einheits-
kreis K konform ab, so wird der Menge « eine gewisse Menge «, von
Punkten der Peripherie |x'=1 eineindeutig zugeordnet. Gesetzt diese
Menge sei meBbar, so nennen wir « in bezug auf G harmonisch mefbar.
Unter Anwendung der Theorie des Porssonschen Integrals in der er-
weiterten Form, in welcher sie von Fatou [1] auf Grund der LEBESGUE-
schen MaBtheorie entwickelt worden ist, und in welcher sie spiter
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(Abschnitt VII) zur Sprache kommen wird, kénnte man nun das har-
monische MaB w(z, «, G) in genauer Analogie mit den Erklirungen des
II. Abschnitts definieren. Es wiirde uns indes zu weit fithren, hier
auf derartige Erweiterungen einzugehen. Uns interessieren vor allem
die Mengen vom harmonischen MaB Null; diese werden unter den
obigen Voraussetzungen folgendermaBen erklirt:

Die Punktmenge o ist in bezug auf G vom harmonischen Maf Null,
wenn die Bildpunktmenge o, das (lineave) Maf Null hat, d. h. falls a,
durch eine Folge von Bogen von beliebig Rleiner Gesamtlinge itiberdeckt
werden kann.

Nach dieser Definition kommt der Wert Null dem harmonischen MaBe
w (2, 2, G) einer Randpunktmenge « unabhingig von der Wahl des
Aufpunktes z zu.

89. Dagegen verbleibt das Verschwinden des harmonischen MaBes
in dem Sinne relativ, daB es eine vom Bezugsgebiet G abhingige Eigen-
schaft ist. Man kénnte Beispiele von Punktmengen « angeben, die relativ
zu einem Gebiet harmonische Nullmengen sind, wihrend sie relativ zu
einem anderen Gebiet ein positives harmonisches MaB erhalten. Im
folgenden werden wir einige besondere Punktmengen sehr allgemeiner
Natur in Betracht ziehen, fiir welche das Verschwinden des harmonischen
MaBes so definiert werden kann, daf3 es ein absolutes Merkmal der Punkt-
menge wird.

Wir betrachten zunichst eine abgeschiossene Punktmenge o, welche die
Vollebene nicht umfaBt. Die zu « komplementire Punktmenge G besteht
auseinem oder mehreren (jedenfalls abzihlbar vielen) zusammenh4ngenden
Gebieten; im letzteren Falle werden je zwei der verschiedenen Teil-
gebiete G durch ein zu I' gehoriges Kontinuum getrennt.

Wir entfernen nun aus G einen kleinen, von einer Jordankurve f
begrenzten oder gebildeten Bereich, und bezeichnen das iibrig bleibende,
an f§ grenzende, zusammenhingende Teilgebiet von G mit Ggz. Als-
dann fassen wir eine Folge von Teilgebieten G” von G ins Auge, welche
von je endlich vielen Jordanbogen a«, begrenzt werden, ineinander ge-
schachtelt sind und G ausschopfen:

Gl<Gi<...; GG,
so daB also jedes vorgegebene Teilbereich B von G in G* enthalten ist,
sobald # hinreichend groB3 ist.

Bezeichnet man durch G} das von «, und der Hilfskurve § berandete
zusammenhingende Teilgebiet von G”, so kénnen wir das harmonische
MaB o (z, a,, Gj) der Bogen a, in bezug auf G} bilden. Nach dem Er-
weiterungsprinzip (IV, § 2) nimmt diese GréBe, deren Werte im Intervall
(0,1) liegen, mit wachsendem » monoton ab, und es existiert somit in
jedem Punkte des Gebietes G4 der Grenzwert limw (z, «,, G}), den wir
in natiirlicher Weise als das harmonische Maf der Punkimenge o in bezug
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auf das Gebiet G4 definieren und demgemal durch w (2, «, Gg) bezeichnen.
Wir werden zeigen, dal} diese Grenzfunktion, die ihrer Definition nach
in jedem inneren Punkte von G der Bedingung 0=~w <1 geniigt, daselbst
harmonisch ist. Dies wird mit Hilfe des nachstehenden allgemeinen
Satzes geschehen, der auch spiter zur Anwendung kommen wird
und das Wesentliche eines klassischen, von HARNACK herriihrenden
Prinzips enthilt.

Hilfssatz. Es sei wu(2) eine in einem zusammenhingenden Gebiet D
etndeutige harmonische und wichtnegative Funktion. Wenn zy ein innerer
Punkt und B ein Teilbereich von D 1st, so existiert eine nur von der Kon-
figuration (2o, B, D) abhingige Zahl 0<k<1, so daf die Beziehungen

u(z) (1)

Ru(z) =u(z) =

1
= r
in jedem Punkie des Bereiches B gelten.

Es bedeutet keine. Einschrankung anzunehmen, daf der Bereich B
zusammenhidngend ist und den Punkt z, enthilt, denn dies kann stets
durch geeignete Erweiterung von B erreicht werden. Die kiirzeste Ent-
fernung zwischen den Réndern von B und D ist eine positive Zahl d.
Wir iiberdecken die Ebene mit einem Quadratnetz, das z, als einen

Eckpunkt hat und dessen Seitenlange »< i genommen wird. Diejenigen

Quadrate, die mindestens einen inneren oder Randpunkt mit B gemein-
sam haben, bilden eine zusammenhingende, den Bereich B iiberdeckende
Polygonfliche P. Jeder Randpunkt von P hat von mindestens einem
Punkt des Bereiches B einen Abstand <r]/2< 27. Also liegt P voll-
stindig in D und hat von der Berandung desselben eine kiirzeste Ent-
fernung >d—27>27.

Nunmehr fassen wir die auf P’ gelegenen Eckpunkte z,, z;, . . . 2,
ins Auge und tberdecken das Polygon P°, und somit auch B, durch die
m+1 Kreise | z—z, =27 (v=0,1, ..., m), welche andererseits simtlich
innerhalb D liegen. Mittels des Poissonschen Integrals erhalten wir

i 4 — 2
: .49

i 1
(e e ) =5 fulat 2re™) o LBy ices (9 )

2n
0

und es wird, da der Kern des Integrals fiir / =<y zwischen den
1 ..
Grenzen ( 3 3) variiert und da ferner

27

1 i : i
i';/u(zoJrZre ’)d’ﬁ:u(zo), = (gt te ) S3u(zg).

0
Diese Beziehung besteht somit insbesondere in den zu z, benachbarten
Eckpunkten z,. Durch schrittweise Wiederholung dieses Schlusses in

den verschiedenen Uberdeckungskreisen gelangen wir zu dem Ergebnis,
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daB die behauptete Relation (1) sicher dann im ganzen Bereich B gilt,
wenn die Konstante £ gleich 3=" gesetzt wird.

90. Wir gehen nun zu der monoton abnehmenden Folge w (z, «,, G})
zuriick und fixieren einen beliebigen Punkt 2z, und einen Teilbereich B
von Gg. Sobald # eine gewisse Schranke iiberschritten hat, werden z,
und B in G} enthalten sein. Da nun der Grenzwert

w (ZO, o, Gﬂ) == limw (ZO’ Xy, » Gg)
existiert, so wird fiir ¢e>0 und z = 2, die Differenz
—_Mm,n(z) = C()(Z, % s G;’in)*w(zy ) GE):

welche fiir m> 7 eine in B nichtnegative harmonische Funktion darstellt,
kleiner als ¢ sein, sobald # hinreichend groB3 gewihlt wird. Fiir dieselben
Werte # wird dann in einem beliebigen Teilbereich By, von B,

1
U, (2) < 5 €

sein, wo % die durch die Konfiguration (z4, By, B) bestimmte, im Hilfs-
satz erwihnte Konstante ist. Hiermit ist gezeigt worden, daB die Kon-
vergenz der Folge w(z, «,, G}) in B, gleichmiBig und folglich die Grenz-
funktion w(z, «, G4) in Gz harmonisch ist.

Wichtig ist zu bemerken, daB der Ausdruck w(z, o, Gg), den wir der
Punktmenge « als das harmonische MaB3 zugeordnet haben, unabhéingig
von der Wahl der Folge Gj ist. Ist namlich G3" eine zweite Niherungs-
folge, welche das Gebiet G4 ebenfalls ausschopft, so kénnen wir fiir ein
gegebenes m eine so groBe Zahl # finden, daBl das Ndherungsgebiet G}
das Gebiet G als Teilgebiet enthdlt, und es ist dann gemdB8 dem Er-
weiterungsprinzip

oz, o, Gh<w(z,d,, G§")

und also die Grenzfunktion der linksstehenden Folge nicht groBer als
der Grenzwert der rechten Seite. Eine Ungleichung in entgegengesetzter
Richtung findet man aber in genau derselben Weise, woraus die Identitit
der Grenzfunktionen folgt.

91. Bemerkung. Die Frage liegt nahe, ob die Konstruktion des
harmonischen MaBes w (2, o, G4), unter Vermeidung des obigen Ndherungs-
prozesses, nicht direkter mittels einer Methode moglich wire, welche
dem bei der Herstellung der harmonischen MaBe einer Jordankurve
benutzten Verfahren dhnlich ist. Dies ist tatsdchlich der Fall, erfordert
aber allgemeinere Hilfssitze iiber die konforme Abbildung von Uber-
lagerungsflichen als die in den Abschnitten I-—IV angewandten, weshalb
wir oben einen elementareren Weg eingeschlagen haben.

Es lohnt sich indes, auch jenes direkte Verfahren mit einigen Worten
anzudeuten. Zum Gebiet G, laBt sich die einfach zusammenhidngende
universelle Uberlagerungsfliche G§ konstruieren und diese kann mittels
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einer linear polymorphen Funktion x = x(2) auf den Einheitskreis 'x <1
abgebildet werden. Der Jordankurve § wird eine abzdhlbare Menge von
punktfremden Segmenten f, der Peripherie |x =1 entsprechen. Setzt
man dann

o(x, f)=2ox,B),

wo w(x, f,) das harmonische MaB des Bogens (3, in bezug auf den Einheits-
kreis ist, so stellt w eine harmonische Funktion von x dar, welche auf
den Bogen f, gleich 1 wird und, wie man mittels des sog. FaTouschen
Satzes (VII, § 3) leicht beweisen konnte, auf der komplementdren Rand-
punktmenge o’ fast {iberall, d. h. hochstens mit Ausnahme einer Null-
menge, verschwindet. Es liegt infolgedessen nahe w (x, &) -1 —w(x, B)
als das harmonische MaB3 von o’ zu definieren. Fithrt man nun x = x(2)
ein, so laBt es sich beweisen, daB die Funktion w (x(z), ') mit dem oben
definierten Mal w(z, @, G4) tibereinstimmt.

92. Was nun die Eigenschaften des harmonischen MaBes w (z, o, Gj)
betrifft, so bemerken wir zunichst, dafl o auf der Hilfskurve g ver-
schwinden muB. Dies folgt in der Tat unmittelbar daraus, daB die
Niherungsfunktion o (z, o,, G3) dieselbe Eigenschaft besitzt und fiir
# — c© monoton abnimmt.

Uber das Verhalten von o (z, o, Gg) auf der gegebenen Punktmenge o
konnen dagegen keine sicheren Schliisse gezogen werden. Die Ndherungs-
funktionen nehmen auf den Rindern o, allerdings den Wert 1 an, da sie
aber monoton abnehmen, so darf man nicht erwarten, daB die Grenz-
funktion auf o stetig und gleich 1 sei. Es kann sogar der extreme Fall
eintreten, dafB3 w identisch verschwindet. Dies trifft z. B. dann zu, wenn «
aus einem Punkt, z. B. aus z=0 besteht. Nimmt man dann als Hilfs-
kurve z. B. den Kreis |z'=1 und als Naherungsgebiet den Kreisring
r<|z|<1, so wird die entsprechende Niherungsfunktion gleich dem
harmonischen MaB log z|:log7 des Kreises 'z/=7 in bezug auf den
Kreisring und strebt fiir » ~0 gegen Null.

Wenn dagegen o nicht identisch verschwindet, so hat lime auf o«
eine positive untere Schranke. Umgibt man nimlich « durch eine in Gg
verlaufende geschlossene Kurve 8, so hat w auf f, ein positives Minimum
©(<1). Sei nun z, ein beliebiger Punkt desjenigen Teilgebietes G,
von Gz, welches von o und f, begrenzt wird. Wir nehmen » so groB,
daB sowohl 8, wie z, in G} enthalten sind. Da w(z, «,, G}) sicher gréBer
als w (3, o, Gg) ist, so gilt auf f,

w(z, a,, Gp>0.

Auf o, nimmt dieses harmonische Mal3 den Wert 1 an und man schlieBt
gemil dem Minimumprinzip, dal die obige Ungleichung im ganzen
Gebiet G, gelten muB. Fiir # ~ o ergibt sich hieraus, daB in G, auch
w(z, 0, Gg) =6, woraus die Behauptung folgt.
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Es lohnt sich noch zu bemerken, daB das harmonische Mall von «
auch folgendermaBen definiert werden kann:

o (2, a, Gg) ist gleich der oberen Grenze derjenigen in Gz harmonischen
Funktionen v(z), welche auf § verschwinden und innerhalb Gy kleiner
als 1 sind.

Da w selber zu der Klasse (v) gehort, so geniigt es zu zeigen, daBl in G,

w(z, a, Gg) —v(z) =0,
wenn v eine beliebige Funktion der betrachteten Klasse bezeichnet.
In der Tat gilt im Ndherungsgebiet G}, als eine unmittelbare Folgerung
des Minimumprinzips, o (z, «,, G3) —v(z) =0, und die Behauptung folgt
nun durch den Grenziibergang # — .

93. Der obenerwihnte besondere Fall, wo die Grenzfunktion
o (2, o, Gg) tdentisch verschwindet, wird in der Folge unser Interesse in
Anspruch nehmen. Wir werden hier diesen Fall etwas niaher untersuchen.

Zunichst folgt aus dem Minimumprinzip dal, wenn das harmonische
MaB o fiir einen Punkt verschwindet, dies fiir jeden Punkt zutreffen
mufB. Die Eigenschaft der gegebenen Punktmenge, eine ,harmonische
Nullmenge*“ zu sein, ist also unabhingig von der Lage des Aufpunktes z.
Das gleiche gilt nun aber auch in bezug auf die Hilfskurve g:

Wenn fiir eine gewisse in G gelegene Hilfskurve f

w(z, &, Gg) =0,
so gilt dasselbe fiir jede Hilfskurve f in G.

Beweis. Es sei w(z, & Gg)=0 und f* eine beliebige zweite in
liegende Hilfskurve; es gilt zu zeigen, daB auch w(z, o, Gg) =0. Wir
wiihlen einen zusammenhingenden Teilbereich T, von G, der sowohl f
als f* enthilt und von einer Jordankurve y, begrenzt wird, und ziehen
innerhalb T, eine Jordankurve y;, welche f und f* umgibt. Die Kurven
7o und (* begrenzen ein Teilgebiet G, von G. Es sei

O=maxw(z, v, G fir z auf y,.
Dieses Maximum liegt im Intervall 0<®<1.

Nunmehr wihlen wir eine beliebige Zahl ¢>0 und kénnen dann
ein Niherungsgebiet G" von G finden derart, daB die Ungleichung
w(z,&,, G§)<e besteht, wie immer der Punkt z im Bereich T, auch
gewihlt wird. Speziell gilt dies also auf der Kurve y,.

Mit demselben Gebiet G" bilden wir nun zusammen mit der Hilfs-
kurve f* das harmonische MaB w (z, a,,, Gj+); die Maxima dieser GréBe

auf den Kurven y, und y, seien bzw. 4, und 4;; diese liegen zwischen
Null und Eins. Die Differenz

w(z, 2 Gg*)'— w(Z, %y 5 Gg)

ist eine in dem von der Kurve 9, und dem Bogen «, begrenzten gemein-
samen Teilgebiet G} der Gebiete G3 und Gj. harmonische Funktion,
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welche auf o, verschwindet und auf y; kleiner als 4, ausfallt. Nach dem
Maximumprinzip ist diese GroBe also kleiner als 4, im ganzen Gebiet G}
und somit speziell auf y,, woraus folgt, daB A,<<A, + e.

Nunmehr bilden wir den Ausdruck
oz, o, Ghs) — Ao (2, vo, Go),

der eine im Gebiete G, harmonische Funktion definiert. Auf der Be-
grenzungskurve (* verschwindet er und auf p, nimmt er nichtpositive
Werte an. Gemil dem Maximumprinzip ist diese Gréfe also auch
innerhalb G, nichtpositiv, und hieraus ergibt sich, wenn wir z mit dem-
jenigen Punkt der Kurve y; zusammenfallen lassen, wo w(z, «,, Glgx)
sein Maximum 4, erreicht, 4, <4,0. Verbindet man dies mit der oben
gegebenen Relation 4, <1, +¢, so folgt, dal
(©]
h=iZgt
und es wird also a fortiori
w (Z, %y, Gﬁ*) :<_ 1 —6 &
fir jeden Punkt der Kurve w;. Da ¢ hier beliebig klein gewihlt
werden kann, so muB also die untere Grenze lime (2, «, Gg+) = 0 im Gebiete
G, sein, wodurch die Behauptung o (z, «, Gg) = 0 nachgewiesen ist.

94. Der obige Satz zeigt, daB das Verschwinden des harmonischen
MaBes eine von der Wahl der Hilfskurve § unabhingige Eigenschaft
der Punktmenge « ist, sofern § stets innerhalb eines und desselben zu-
sammenhingenden Teils des Komplementes G von o genommen wird.
DaB dies tatsichlich keine Einschrinkung bedeutet, wird aus folgendem
Satz hervorgehen:

Wenn die Menge o ein Kontinuum enthdlt, so ist
oz, o, G)>0

in jedem inneren Punkt z von G.

Nimmt man némlich einen beliebigen Punkt 2z, von , so wird voraus-
setzungsgemdB3 dasjenige zusammenhingende Teilgebiet G, von G,
welches jenen Punkt enthilt, von einem gewissen Kontinuum K begrenzt.
Durch eine eventuelle Quadratwurzeltransformation (vgl. Nr. 74) kann
man dann erreichen, dafl G, duBere Punkte hat. Als Majorantgebiet
samtlicher Nidherungsgebiete G} kann man dann das von # und von einer
auBerhalb von G, verlaufenden Jordankurve o, begrenzte Ringgebiet D,
einfithren und es wird zufolge des Erweiterungsprinzips

(2, oy, G§) > w(z, oy, Do) >0

wie immer z innerhalb G, gewahlt wird, woraus die Behauptung folgt.
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Wenn also umgekehrt
w(z,a G =0
sein soll, so kann die Menge o kein Kontinuum enthalten. Sie ist ,,punkt-
haft” und ihre komplementire Punktmenge G bildet ein eimnziges zu-
sammenhdngendes Gebiet.

Aus den obenstehenden Sitzen ist hervorgegangen, dall das Ver-
schwinden bzw. Nichtverschwinden des harmonischen MaBes w (2, a, Gp)
sowohl von der Lage des Aufpunktes als von der Wahl der Hilfskurve
unabhingig ist und also einzig und allein durch die Stirke der ge-
gebenen abgeschlossenen Punktmenge o bedingt ist. Wir sagen deswegen:

Falls eine abgeschlossene Punktmenge « die Eigenschait w (2, &, G5) =0
besitzt, so heilt sie eine Menge vom absoluten harinonischen Mafe Null.

Als Kriterium fiir eine derartige Punktmenge ergibt sich aus den
obigen Ausfithrungen:

Die Menge o tst vom harmonischen Maf Null im absoluten Sinne
dann und nur dann, wenn filr eine vorgegebene, im Komplementirgebiete G
liegende Jordankurve B und fiir einen inneren Punkt z von G

o (2, a, Gg) =limw (2, a,, Gj) = 0.

Ferner gelten folgende Sitze:

Jede abgeschlossene Teilmenge einer harmonischen Nullmenge hat wieder
das harmonische Maf Null.

Es folgt dies in der Tat unmittelbar aus dem obigen Kriterium.

Die Vereimigungsmenge von zwei harmonischen Nullmengen ist wieder
etne harmonische Nullmenge.

Es seien ndmlich o und a, zwei Nullmengen. Wenn f eine in dem
zur Vereinigungsmenge «; + oy —=o komplementiren Gebiet G gezogene
Hilfskurve ist, so lassen sich zu einer beliebig kleinen Zahl & > 0 zwei
Niherungsgebiete ¢’ und G"" und ein Punkt z finden, so daB

o (2, o}, Gp) < ;f, (2, o, G < %,

wo o und of die Berandungen von G’ und G’ bezeichnen.

Nimmt man nun den Durchschnitt D von G’ und G'* als Niherungs-
gebiet D von G, und bezeichnet man dessen Rand mit o' (die
Niherungsgebiete konnen derart gewihlt werden, daB nicht nur of, of
sondern auch o' aus endlich vielen Jordanbogen bestehen), so wird
der Ausdruck

(2, o', D) —w (2, oy, Gj) — o (2, &, GF)
auf B verschwinden und auf o’ jedenfalls nichtpositiv ausfallen, woraus
dem Maximumprinzip gemidB folgt, daB im betrachteten Punkt z
w(z, o, Dg)<e,
woraus die Behauptung folgt.

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 8
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Im vorstehenden ist der Begriff des absoluten harmonischen MaBes
fir beliebige abgeschlossene Punktmengen erklirt worden. Durch die
Einfihrung ,,innerer und ,,iulerer’* harmonischer MaBe wire es moglich,
die entsprechenden Begriffe fiir beliebige Punktmengen zu erkldren.
Da jedoch derartige Erweiterungen von geringer sachlicher Bedeutung
fiir unsere Zwecke sind, soll hierauf nicht niher eingegangen werden.

§ 2. Punktmengen von der Kapazitat Null.

95. In diesem Abschnitt wollen wir dic Punktmengen vom absoluten
MaB Null vermittels eines anderen, von der obigen Methode verschiedenen
potentialtheoretischen Verfahrens einfiihren.

Wir fassen ein von endlich vielen Jordanbogen I begrenztes Gebiet G
ins Auge, das den unendlich fernen Punkt z=co enthilt. Die zugehorige
GreENsche Funktion g(z, ) hat in der Umgebung des Poles z==c
eine Entwicklung

g(z, ) =log |z +u(z)
wo u(z) flir z=co stetig ist und einen endlichen Wert

y=u(®) (2)

annimmt, derim folgenden eine wichtige Rolle spielen wird. Aus Griinden,
die im nichstfolgenden Paragraphen niher auseinandergesetzt werden
sollen, nennt man y die Rosinsche Konstante von (- und die GroBe

C = ¥

die Kapazitit des zu G komplementiren Bereiches G 1.

Falls G, und G, zwei Gebiete obiger Art sind und G; als Teilgebiet
in G, enthalten ist, so gilt fiir die zugehdrigen GrEENschen Funktionen
g, &, fir die RopiNschen Konstanten y,. y, und fiir die Kapazititen
C,, C,

G5 ©) =gz, ©), M=y, GZC.

Die Differenz g,—g; ist nimlich in G; regulir harmonisch und fiir
z=co gleich y,—7;. Da sie ferner auf der Berandung von G; nicht-
negative Randwerte annimmt, so ist sie iiberall in G; nichtnegativ,
und speziell folgt fiir z = co hieraus y,-—-y, 20, und damit die Behauptung.

96. Die obige Erklirung der Kapazitit eines Bereiches G setzt die
Existenz der GREENschen Funktion des AuBengebietes G voraus, welche
ja nur unter besonderen, die Berandung I betreffenden Regularitits-
bedingungen sichergestellt ist. Durch einen Grenziibergang, der dem
in §1 durchgefithrten vollkommen analog ist, 146t sich dieser Begriff
fiir ganz beliebige abgeschlossene Punktmengen definieren.

1 Vgl. hierzu Szecé6 [1], PoLva nund Szecd [1], MYRBERG [1], DE LA VALLEE-
Poussin [1], Frostman [1], [3].
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Sei o eine beschrinkte abgeschlossene Punktmenge und G dasjenige
der zu o komplementiren, zusammenhingenden Gebiete, welches den
unendlich fernen Punkt enthilt. Wie in Nr. Q0 betrachten wir dann
eine Folge von ineinander geschachtelten Teilgebieten G, von G, welche
fiir » oo dieses Gebiet ausschépfen. Die zu G, gehérende GREENsche
Funktion sei

gn 2, ) =log|z[+u,(2)
und
die entsprechende RosiNsche Konstante.

LaBt man nun » monoton wachsen, so nimmt g, (z) monoton zu und
es existiert somit fiir jeden Punkt von G der endliche oder unendliche
Grenzwert .

g(z, ©)~"limg, (2, ®).
Unter Anwendung des in Nr. 89 dargestellten Hilfssatzes beweist man
unmittelbar, daB8 dieser Grenziibergang in jedem Teilbereich von G
gleichmiBig vor sich geht.

Die Grenzfunktion g (z, o) ist entweder in jedem endlichen Punkt
von G harmonisch oder es ist g(z, ©)=co .

Wie in Nr. 90 sieht man ein, da3 das Ergebnis dieses Grenzprozesses
unabhingig von der Wahl der Niherungsfolge G, ist.

Falls g endlich ist, so definieren wir sie als die GREENsche Funktion
von G. Fir z=o hat sie eine Entwicklung

2] +u(2),

wobei #(z) =limu, (2) in G harmonisch ist; der Grenzwert

g(z, @) =log

Y=y (@) =u(o)=limy,
wird als die RoBINsche Konstante von G erklirt und die Kapazitit C («)
der gegebenen Punktmenge o wird gleich
Clw=e"
gesetzt,

97. Die GreEnsche Funktion g(z, ) ist offenbar in G nichtnegativ.
Was ihr Verhalten auf der Berandung o betrifft, so kann man nicht
schlieBen, daB sie hier iiberall verschwindet. Es konnen im Gegenteil
Fille eintreten, wo sie in gewissen Punkten a positive Werte annimmt;
dies ist z. B. immer in einem isolierten Punkt von o« der Fall; eine
solche Singularitdt ist ndmlich hebbar: dort ist also g(z) harmonisch
und gemiB dem Minimumprinzip positiv.

Jedenfalls ist aber g(z) in der Umgebung von « nach oben beschrinkt.
Ist nimlich |z[=¢ ein Kreis, der die Menge o umfaBt, so ist gemal
dem Maximumprinzip fiir jeden Punkt z von G,, der in |z =p liegt,
g2, ©)=M,, wo M, das Maximum von g, auf | z| =g bezeichnet. Fir

8*
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n—co strebt die monoton wachsende Zahlenfolge M, einem endlichen
Grenzwert M zu und es gilt also, fiir die erwihnten Werte 2z, g,=M,
also auch g=Ilimg, <M, was zu beweisen war.

Genau wie in Nr. 92 kann man weiter beweisen, daf sich g (z, «) durch
nachstehende Minimumeigenschaft auszeichnet: g ist in jedem Punkt z
von G gleich der unteren Grenze derjenigen harmonischen Funktionen
v(z), welche in jedem endlichen Punkt von G harmonisch und positiv
sind und in z=c eine Entwicklung

v=log |z + v, (2)

haben, wo v, (2) fiir 2=co harmonisch ist.
Die Kapazitit C («) ist nach obigem die untere Grenze der Kapazititen
samtlicher abgeschlossenen Mengen, welche o als Teilmenge enthalten.

98. Falls G keine endliche GreENsche Funktion besitzt, so gilt
w, () == gn (2, ) —log |z, >,
und zwar gleichmiBig in jedem Teilbereich von G. Speziell wird also
Y=t (0)

sein. Die Rosinsche Konstante » von G wird dann gleich + o und
die Kapazitit e~ von G verschwindet.

Ein beliebiges Gebiet 148t sich immer durch eine Polygonfolge P,
ausschopfen z. B. so, daf} P, als die Vereinigungsmenge der in G,, liegenden
Quadrate eines Quadratnetzes von der Seitenlinge 2= "(n=1, 2, ...)
definiert wird. Hieraus ergibt sich folgendes wichtige Kriterium:

Damat eine abgeschlossene Punktmenge o von der Kapazitdt Null sei,
st notwendig und hinveichend, daf3 sich dic Menge fiir jedes >0 durch
endlich viele Polygonflichen iiberdecken lifit, deven Gesamtkapazitit <e ist.

99. Die Mengen von verschwindender Kapazitit sind fiir uns von
besonderem Interesse. Es besteht nimlich der beachtenswerte Zusammen-
hang, daB eine Menge vom absoluten harmonischen Nullmaf stets von der
Kapazitiat Null ist und umgekehrt. Dieser wichtige Satz kénnte schon
hier bewiesen werden; da indes der Nachweis sich einfacher gestaltet
unter Anwendung einer Integraldarstellung der Grienschen Funktion,
die uns auch spiterhin niitzlich sein wird, wollen wir zunichst jene
Integralformel herleiten.

Sei g(l, 2) die GreENsche Funktion eines Gebietes G der {-Ebene,
das von endlich vielen Jordanbogen I' berandet ist und den Punkt
{=oo als inneren Punkt enthilt. Die in bezug auf die Verinderliche ¢
konjugierte harmonische Funktion sei — (g, 2).

Wenn der Punkt z+4 o in G liegt, so ist der Ausdruck logiC~—z{
eine in G harmonische Funktion von £, mit Ausnahme der Stellen =2z
und {=o, wo er negativ bzw. positiv logarithmisch unendlich wird.
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Also ist die Summe
u(l, z) =log [{—z|+¢g(C, 2) — g({, =) 3)

iiberall in G harmonisch, und es ergibt sich folglich, unter Anwendung
der GrREENschen Formel,

w(t,2) =5 [loglex—zlanex, 1), 4)

wo {* den Rand I' von G im positiven Sinn durchliuft.

Besonders interessant wird diese Formel fiir { =o. Die GREENsche
Funktion g(f, ) hat in der Umgebung des Poles {=c eine Ent-
wicklung der Form

g, @) =log (¢ +y-te(f),

wo v die Rosinsche Konstante des Gebietes G ist und ¢ ~0 fiir { - o,
Setzt man dies in den Ausdruck # ein, so wird fir {— o

u(e, z)=g(o,2)—y,

und es folgt aus (4), wenn man statt {* einfacher { schreibt und die
Symmetriebeziehung g(w, 2) =g(z, ) beachtet,

gz, ©)—y= ;n»/log}é'—z\dh(c,w). (5)

Liegt der Punkt z awuferhalb G, so kann das Glied g(, z) in dem
Ausdruck (3) gestrichen werden, ohne daB #(l, 2) aufhért, eine in G
harmonische Funktion von ¢ zu sein. Die Anwendung der GREENschen
Formel fithrt uns dann, statt zu (5), zu der einfacheren Beziehung

r= s [ log g L HC ). )

Falls der Parameterpunkt z auBerhalb G variiert, so behilt also der
rechtsstehende Mittelwert einen konstanten Wert, der gleich der RoBIN-
schen Konstante von G ist.

Falls schlieBlich z auf den Rand [I” fillt, so stimmen die linken Seiten
der Formeln (5) und (5') miteinander iiberein. Um zu zeigen, daB3 die
Beziehung (5’) auch dann gilt, braucht man nur nachzuweisen, daB3 das
rechtsstehende Integral eine stetige Funktion von z ist. Wir wollen
hier auf diese Frage, die in diesem Zusammenhang von unwesentlicher
Bedeutung ist und die bei Anwendung der in IV. Abschnitt behandelten
Hilfsmittel leicht erledigt werden kénnte, nicht néher eingehen.

100. Aus (5) folgt eine einfache, wichtige Ungleichung, indem man
fiir einen gegebenen Punkt z von G den Integranden durch seinen kleinsten
bzw. groBten Wert ersetzt.

Es gilt
log d, (z) gz, ) —y <log dy(2) (©)
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wo dy, dy den kleinsten bzw. groften Abstand des Punkics z von dem
Gebietsrand I bezeichnet.

Unter Anwendung dieser Beziehungen wollen wir jetzt den in Nr. 99
in Aussicht gestellten Beweis dafiir erbringen, dafl die Klasse der har-
monischen Nullmengen mit der Klasse der Punktmengen von ver-
schwindender Kapazitit identisch ist.

Sei also a eine abgeschlossene beschrinkte Punktmenge; durch eine
Ahnlichkeitstransformation, die ohne EinfluB auf den zu untersuchenden
Zusammenhang ist, verlegen wir o in das Innere des Kreises [z|<1. Mit G
bezeichnen wir dasjenige von « berandete, zusammenhingende Gebiet,
welches den Punkt z==co enthilt. Wir wdhlen eine Zahl p>1 und
ein den Punkt z=o enthaltendes Naherungsgebiet G' von G, welches
von endlich vielen, innerhalb §z§<1 verlaufenden Jordanbogen o
begrenzt wird.

Wir bezeichnen dann durch g’ (z, @) diec GrREENsche Funktion von G’
und durch w,(z, «') das harmonische Mal} von & in bezug auf das inner-
halb |z|<p liegende Teilgebiet G, von G'.

Ist nun o von positiver Kapazitit und also dic Rosinsche Konstante
y(>0) endlich!, so wihlen wir p =1 -} ¢** und bezeichnen mit M, und m,
das Maximum und Minimum von g’(z, ©) auf dem Kreis |zl=7. Die
Differenz

g--(1--w,)m,
ist offenbar in G, harmonisch und auf dem Rande nichtnegativ. Nach
dem Minimumprinzip gilt also dasselbe auch innerhalb G, und es wird
folglich, wenn wir fiir z den Punkt z des Kreises 'z =1 nehmen, wo
gi=my st, (1=, (2, &) m,<m,.

Als Minimum der fiir |2/ =1 harmonischen Funktion u (z) =g’ — log |2/
auf |z]=1 ist m; Su(w)=9"<y, wo y' dic RoBinsche Konstante von
G' ist. Ferner ist gemal (6) m, = log (p-- 1)+ 9y =2y + 9 >27y. Also
wird .

1—o,&, o)< 5
und es gilt somit, fiir jedes Niherungsgebiet ', dall das Maximum
des harmonischen MaBes von o’ auf z!-=1 (in bezug auf G;) nicht kleiner

als ; ist. Dasselbe besteht folglich auch fiir den Grenzwert o (z, «, G,),

dem jenes MaB zustrebt, falls man G’ gegen G konvergieren 146t. Hieraus
geht hervor, daB3 das harmonische Mall von o positiv ist.

Wenn umgekehrt « von der Kapazitit Null und also y=limy’ =
ist, so nehme man p>1 beliebig an und findet, daf3 die Differenz

M~w)M, - ¢

1 Da G und G’ das KreisduBere z; =1 cnthalten, welches die RoBinsche
Konstante Null hat, so sind ihre Rosinschen Konstanten positiv.
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in G, nichtnegativ ist. Setzt man hier fiir z den Punkt des Kreises | z| =1
ein, wo g’ sein Maximum >’ erreicht, so wird, da nach (6)

M,=logle+1) 47"
gilt,
y' = (0glo+1) 1) (1 — ) Slog (o +1) +7' (1 — w,)

und somit
min o, < '8¢+ 1)
0 =
|2] =1 d
Fiir o’ —a strebt 9’ ins Unendliche und das Minimum des harmonischen
Mafes w, auf [2/=1 also gegen Null, woraus zu sehen ist, daB das
harmonische MaB o (z, , G,) =lim w, identisch verschwindet.

Eine abgeschlossene Punktmenge ist dann nur und dann vom absoluten
harmonischen Maf Null, wenn sie die Kapazitit Null hat.

101. DaB die abgeschlossenen Punktmengen vom harmonischen Maf3
Null identisch sind mit denjenigen der Kapazitit Null, gilt nach dem
oben Gesagten unter der Voraussetzung, daB die Punktmengen be-
schriankt sind.

Sofern diese Voraussetzung nicht erfiillt ist, kann die gegebene
Menge o durch eine geeignete lineare Transformation S(z) in eine be-
schrinkte Punktmenge iibergefiihrt werden. Es soll dann o als eine Menge
von der Kapazitit Null erklirt werden, falls o’ eine solche Menge ist.
Ob diese Definition die Fallunterscheidung C («)=0 eindeutig festlegt,
ist allerdings nicht unmittelbar einleuchtend; denn es mul} die Méglich-
keit beriicksichtigt werden, daB das Verschwinden oder Nichtver-
schwinden der Kapazitit C(a') der transformierten Menge von der
Wahl! der benutzten linearen Transformation abhingig sein konnte.

DaB diese Moglichkeit tatsichlich ausgeschlossen ist, mufl besonders
bewiesen werden. Ein Nachweis kénnte direkt mittels der in diesen
Paragraphen eingefithrten Begriffe gegeben werden. Am einfachsten
folgt dies indes aus dem oben bewiesenen Aquivalenzsatz. Da nimlich
das harmonische Mal3 eineindeutigen konformen Abbildungen gegeniiber
invariant verbleibt, so fiihrt eine beliebige lineare Transformation stets
eine harmonische Nullmenge in eine Menge {iiber, die ebenfalls vom
harmonischen MaB Null ist. Hieraus folgt unmittelbar, da zwei be-
schrankte Mengen, die lineare Transformierte ein und derselben Menge o
sind, entweder beide von positiver oder beide von verschwindender Ka-
pazitit sind.

102. Eine weitere wichtige Folgerung aus dem obigen Aquivalenzsatz
ist nach §1, Nr. 94, daB die Kapazitit einer abgeschlossenen Menge,
die Vereinigungsmenge einer abzihlbaren Anzahl von Mengen von der
Kapazitit Null ist, verschwindet.
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Diese Eigenschaft 148t sich auch einfach direkt beweisen als eine
Folgerung aus nachstehendem Hilfssatz, der an sich nicht ohne Inter-
esse ist.

Hilfssatz 1. Falls oy, o5, ..., o, abgeschlossene, itnnerhalb des Kreises

[z}<v127 gelegene Punktmengen sind, so gilt fiir die Vercinigungsmenge

=20
v 1 3
7 () SZ’V(%)

Es geniigt, diese Beziehung fiir den Fall aufzustellen, dal} die
Mengen «, von endlich vielen analytischen Bogen berandet sind; all-
gemeinere Punktmengen und die entsprechenden Kapazititen lassen
sich ndmlich mittels solcher speziellen Mengen bzw. ihrer Kapazititen
beliebig genau approximieren.

Bezeichnet G, das von o, begrenzte, den uncndlich fernen Punkt
enthaltende Gebiet, so wird

/ log - dp,(C)

fir jeden Punkt z von «,, fall.s fir 27 p, () dic in der Integral-
darstellung (5') enthaltene Belegung 4, (f, o) substituiert wird, wo
—h, die zur GREENschen Funktion g, (£, «) von G, konjugierte har-
monische Funktion ist.

Andererseits gilt, wie immer die nichtnegative Belegung u () vom
Gesamtbetrage 1 iiber die Vereinigungsmenge auch verteilt wird,

>m1n(/log[ du ) (7)

z auf o

Denn die Summe aus dem rechtsstehenden Integral und der GREEN-
schen Funktion g(z, ©) von G ist in G harmonisch; fir z=co ist ihr
Wert gleich y(«) und auf der Berandung o verschwindet g. Die Be-
ziehung (7) folgt hieraus mit Hilfe des Minimumprinzips.

Nimmt mannun# Zahlen 9, des Intervalls 05,1, so daB ¥ ¢,=1,
und setzt man u=_2Y9, ,uv, so wird

/log deu MZ(S /log By du,
o

und weiter, da [z—{|< 1 und der Integrdnd also jedenfalls nichtnegativ ist,

flog“'i’z'dﬂ >/10g‘i'” dp, =y (@),

sobald z auf o, liegt.
Somit wird fiir z auf «,

PR
min/log 7:—[ d y = min (6V/ logr‘:—i 3 d/a,,) =0,y (),
« o

/
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woraus gemiB (7) ersichtlich wird, daB

y(e) =Zmin (6, y (o)) (=1, ..., n).
Fiir
8, = —

werden nun alle Zahlen 6,7y («,) einander gleich, und man gelangt so
zu der nachzuweisenden Beziehung.
Aus obigem folgert man leicht den

Hilfssatz 2. Es sei o, eine Folge von abgeschlossenen, in ‘z[<~f ge-

legenen Punkimengen. Dann gilt fiir jede abgeschlossene Teilmenge o der
Veresnigungsmenge X o, ®

1 1
FCRP AT &)

Falls die rechtsstehende Reihe divergent ist, so ist die Behauptung
trivial. Andernfalls nehme man eine beliebige positive Zahl e<1 und
iberdecke jede Menge o, durch ein Gebiet A4,, dessen Berandung in
lz] < ; verliuft und aus endlich vielen analytischen Bogen a, zusammen-
gesetzt ist, so dal3 . , .

P e T

Da o abgeschlossen ist, so gibt es unter den Bereichen 4, + «, gewisse
endlich viele, 4,, + d,,(: =1, ..., m), welche jene Menge « bereits iiber-
decken®. Ist dann A die Vereinigungsmenge dieser Bereiche, so wird

nach Hilfssatz 1
S <Z e

i=1

1 1

(@) =y )

HA
A

und die Behauptung ergibt sich fiir é—0.

Aus (8) folgt speziell, daB} jede abgeschlossene Teilmenge a der Ver-
einigungsmenge N o, von der Kapazitit Null ist, falls simtliche «, diese
Eigenschaft besitzen. Dies gilt tatsiichlich ohne die zusdtzliche Voraus-

setzung, daB jene Mengen im Kreise |z |< liegen. Zerlegt man sdmtliche
vorkommenden Mengen in zwei Teilmengen, entsprechend dem Kreis-
. 1 ) .

innern |z| <r< 5 und dem KreisiuBern |z| =7, so kann das KreisiuBere

durch eine lineare Transformation in das Innere abgebildet werden
und so lassen sich auch in diesem Fall die Voraussetzungen des
Hilfssatzes erfiillen.

1 Heive-Borerscher Uberdeckungssatz.
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§ 3. GREENsche Funktion und logarithmisches Potential.

103. Auf einem beschrinkten Bereich £ der z-Ebene sei eine Massen-
belegung mit der Flichendichte p (2) verteilt. Falls g stetig ist, so definiert
das logarithmische Potential

wig) = [log-. " dn, )
I

wo du=g(()df, das vom Flichenelement df, getragene Massenelement
bezeichnet, eine Funktion #%(z), welche nachstehende Eigenschaften
besitzt:

1. Auf E geniigt # der PorssoNschen Gleichung Adu=-2np.

2. AuBlerhalb E ist #(z) regulir harmonisch, auBer fiir z=0c, wo
sie logarithmisch unendlich wird:

u(z):—log;zi»{-e({—) (¢ >0 fur z-—»o).
Durch diese zwei Eigenschaften ist # eindeutig bestimmt.

104. Das logarithmische Potential # der Massenbelegung p 1Bt sich
durch die Formel (9) auch unter allgemeineren Voraussetzungen iiber
diese Belegung bilden. Es sei E eine beschrinkte, abgeschlossene
Punktmenge der Ebene und (¢) eine Menge von Teilmengen derselben
von folgender Art:

1. Wenn die endlich oder abzihlbar unendlich vielen Mengen e,
€y, ... zu (¢) gehoren, so gilt dasselbe fiir ihre Vereinigungsmenge Ye,.

2. Die in bezug auf E komplementire Punktmenge ¢ von e gehort
wieder zur Menge (e).

3. Der Durchschnitt von einer Menge ¢ mit einem beliebigen offenen
oder abgeschlossenen Quadrat (oder Kreis) gehort zu (e).

Jeder Menge e sei eine nichtnegative Zahl u(e) zugeordnet, so dalBl
die Bedingung der Additivitit erfllt ist: Falls ¢, ¢,, ... punktfremde
Teilmengen von (e) sind, so ist

mley+eo+. ) =ple) +pleg) +. .. - (10)

Es sei nun ¢ (2) eine auf E definierte, stetige und beschrinkte
Funktion der komplexen Variablen z. Das StiELTJESsche Integral

Eftp(@)du(é) (11)

wird in bekannter Weise als die Grenze einer Summe

XA Q)

fiir n-—>o erklart, wo die Punkte {, und die Massen 4y, einer Ein-
teilung der Ebene in punktfremde, quadratférmige Gebiete entsprechen,
deren Seitenlinge fiir # —~co verschwindet; der Grenzwert ist unabhingig
von der Wahl dieser Quadratgebiete und der Punkte ,.



GreENsche Funktion und logarithmisches Potential. 123

Falls ¢(0) nicht stetig ist, so liBt sich das Integral im LEBESGUE-
StiELTJESschen Sinn definieren, sofern ¢ ({) in bezug auf die Belegung u
mefbar ist, d. h. sofern die Menge der Punkte £, wo ¢ <1 ist, fiir jedes A
zu der gegebenen Mengenklasse (¢) gehort. Schaltet man zwischen die
obere Grenze M und die untere Grenze m von ¢ die Zahlen 4, <1, <
...=A,_, ein, so ergibt sich das Integral (11) als Grenzwert der Summe,

Arlvé]v,u (ZOZM) ln:M)’
0

wo A,u die tiber der durch die Beziehungen 2, _; = @< A4, definierten
Punktmenge ¢, verteilte Masse ist, indem man # ins Unendliche wachsen
14Bt, so daB die Differenzen 4,—A,_; gleichzeitig gegen Null streben.

Wenn ¢ nicht beschrankt ist und z. B. eine unendliche obere Grenze
hat, so nehme man cine endliche Zahl M und setze gy =¢ oder M, je
nachdem ¢ =M oder ¢ >M ist. Man erklirt dann das Integral (11)
als den Grenzwert des entsprechenden Integrals von ¢, indem man M
iiber alle Grenzen wachsen li3t. Hierbei muf} der Fall mitberiicksichtigt
werden, dal} dieser Grenzwert - oo ist.

105. Die oben erorterten Begriffe gestatten fiir eine Belegung u =0
der erklirten Art, das logarithmische Potential als das STIELTJES-
Integral

u) = [1og, L, dn)

zu definieren. Man sieht unmittelbar ein, dall #(z) die charakteristische
Eigenschaft 2 des logarithmischen Potentials besitzt. Dagegen kann von
einer Erfiillung der Bedingung 1 auf E nicht mehr die Rede sein, denn
hier ist #(z) selbst nicht ausnahmslos endlich oder stetig.

Jedenfalls ist aber #(z) auf £ eine nach unten halbstetige Funktion;
es ist also, falls m(r) die untere Grenze von u(z) im Kreise |z—a| =7
bezeichnet, m () >~u(a) fiir » ~0. Sei zunichst #(a) endlich; fiir ein
gegebenes ¢ >0 existiert dann eine Zahl p>0, so dal} das Teilintegral

u, ()= [ log L du(@)
lz—a| 2o
fiir z—=a groBer als u(a) —e¢ ausfillt. In demselben Kreis ist u,(z) eine
stetige Funktion von z und die untere Grenze dieser Funktion fiir z=a
ist somit gleich u, (a) >u (a) —e. Da schlieBlich u (2) Zu, (2) fiir |2—a|<p,

sobald Q<—; gewdhlt wird, so gilt jene Ungleichung a fortiori fir die

untere Grenze m(0)=Ilimm (r) der Funktion #(z) im Punkte z=a.
=0

Man hat also #u(a)-—e<m(0) =u(a), woraus fiir e—~>0 die Behauptung

u(a) =m(0) folgt. — Im Fall u(a) = 4 o gestaltet sich der Beweis ganz

analog.
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106. Wir gehen nun zu den Voraussetzungen von § 2, Nr. 95 dieses
Abschnitts zuriick und betrachten also wieder ein von endlich vielen
Jordanbogen I" begrenztes Gebiet G und die entsprechende GREENsche

1') , fiir welche wir die Formeln (5)

z

Funktion g(z, ®)=log|z + vt (
und (5') hergeleitet haben; y ist die Rosinsche Konstante von G. Faft

man 5 als eine auf den Rand [ verteilte Belegung auf, so daB3

SR @) (G, @)

den Wert der Belegung eines Randbogens ({,, {) angibt, den der Rand-
punkt ({) bei einem positiven Umlauf aufl I', in der Richtung von {,
nach { durchlduft?, so hat also das entsprechende logarithmische Potential
der positiven Einheitsbelegung

*21,, /101% f27~1<é“\ dh(g, o) (12)
;

in einem Punkt z von G den Wert g (z, o) -, wihrend es in dem zu G
komplementdren Bereich ¢ konstant gleich y ist.

Es liegt nun nahe zu fragen, wie sich dieses besondere Potential zu
anderen Potentialen verhalt, welche beliebigen, iiber den komplementiren
Bereich G verteilten Belegungen 1 vom Gesamtbetrage eins entsprechen.
Vor allem interessiert uns hier die Frage, wie sich die extremen Werte
dieser Potentiale auf dem Bereiche G zucinander verhalten.

107. Um Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir sogleich den
allgemeinen Fall betrachten, wo G ein ganz beliebiges den unendlich
fernen Punkt z= o enthaltendes Gebiet ist. Angenommen, daB G
nicht die volle Ebene umfaBt, ist das Komplement von G eine beschrinkte,
abgeschlossene Punktmenge E.

Es sei nun u eine beliebige, nichtnegative Massenbelegung vom
Gesamtbetrage 1, welche iiber I verteilt wird, und

E

das zugehorige Potential. Da #u(z) nach unten halbstetig ist, so erreicht
es auf der abgeschlossenen Menge £ ein wohlbestimmtes Minimum m.
Die obere Grenze von lim # (z) auf E sei M (m <M < o).

Der Fall m= o ist ausgeschlossen, sofern die Punktmenge E von
positiver Kapazitit ist. Nach §2 hat G ndmlich dann eine endliche
GreENsche Funktion

gz @) =log z +y e ),

! Die Belegung von ({,, {) ist offenbar gleich dem Wert des harmonischen
MaBes dieses Bogens in bezug auf G, gemessen im Punkte z== oo,
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wo y die RoBinsche Konstante ist. Man betrachte nun den Ausdruck

v(2) =gz o) Fu(2),
der eine im ganzen Gebiet G harmonische Funktion ist. In jedem Rand-
punkt ¢ gilt limg =0, limu =m, also auch limv=m, und es folgt aus
dem Minimumprinzip, daB »>m fiir jeden Punkt von G gilt. Fiir 2= o0
ergibt sich hieraus speziell, daBl v(o)=y=m.

Ist nun G speziell von einer endlichen Anzahl von Jordanbogen
berandet, so ist auf jenen Bogen g =0, und die Anwendung des Maximum-
prinzips auf die Summe v(2) ergibt die Beziehung v(w)=y=M.

Dies gilt aber auch in dem allgemeinsten Fall, wo E eine beliebige
abgeschlossene, beschrinkte Punktmenge ist. Im AuBengebiete G,
welches den Punkt z=oo enthilt, bestimme man ein Néaherungsgebiet
G,, dessen Berandung die obige Regularititsbedingung erfiillt; dann ist
die entsprechende Rosinsche Konstante p; hochstens gleich der oberen
Grenze M, (= M) des Potentials % (z) auf dem zu G, komplementiren
Bereich G,. Da nun u eine fiir 2= @ in G regulire, fiir 2= co negativ
unendliche harmonische Funktion ist, so ist nach dem Prinzip vom
Maximum #<M in jedem Punkt von G, und somit M, < M. Folglich
wird y, =M und, da y, >y fir G, G, auch y =M, was zu beweisen war.

Wenn u(z) das logarithmische Potential einer beliebigen iber der ab-
geschlossenen beschrinkten Punkimenge E ausgebreiteten wichinegativen
Einheitsbelegung ist, mit dem Minimum m und mit der oberen Grenze M
auf E, so gilt

i m=y=M, (13)
wo y die RoBINsche Konstante von E ist.

108. Das sog. Problem von RoBIN! verlangt die Bestimmung einer
nichtnegativen Einheitsbelegung u einer gegebenen Punktmenge E, so dal3
das entsprechende Potential in jedem Punkt von E einen konstanten
Wert annimmt. Aus dem vorstehenden Satz ist zu ersehen, daB dieser
Wert kein anderer als die Rosinsche Konstante y sein kann. Ferner
folgt aus den Ausfithrungen in § 2, daB das Rosinsche Problem sicher
dann lésbar ist, wenn E von endlich vielen Jordanbogen begrenzt (oder
zusammengesetzt) ist. In der Tat erklirt die dem Potential —g(z, @) +y

entsprechende Belegung u <d M:gz ) eine Losung des Problems (vgl
Nr. 106). '

109. Bevor wir zu der Frage nach der Existenz eines RoBINschen
Gleichgewichtspotentials im allgemeinen Fall einer beliebigen, ab-
geschlossenen Punktmenge E iibergehen, soll erst noch gezeigt werden,
daB die obige Uberlegung zu einer Konstruktion der GREENschen
Funktion des AuBengebietes G fithrt, wenn diese fortan einen aus endlich
vielen Jordanbogen zusammengesetzten Rand hat. Wir wollen dies

! G. RoBIN [I].
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an der Hand eines Verfahrens ausfithren, zu welchem man durch eine
naheliegende Spezialisierung der oben benutzten Hilfsbegriffe gelangt,
und das zu weiteren bemerkenswerten Zusammenhingen fithren wird.

Es seien z, ..., z, beliebige Punkte der Ebene und u eine Belegung,
welche durch die Vorschrift erklart wird, daB sie fiir jede Punktmenge e,

welche genau m (0 =m =) jener Punkte enthilt, den Wert ZI haben soll.

Das zugehorige Potential wird dann gleich dem Mittelwert

n

1 1

.- o -

n Z log E-TT
1

Man betrachte nun das Minimum dieses Ausdrucks auf ¢ und bestimme
ein Punktsystem z;, ..., z,, fiir welches dieses Minimum seinen groSten
Wert 9, annimmt. Das entsprechende Potential sei u, ().

Wir bilden nun den Ausdruck

v, (2) = u, () +g(z, ©)—yp,
und schlieBen wie oben, unter Anwendung des Minimumprinzips, da3
v, eine in G nichtnegative, harmonische Funktion ist. In der Tat: auf
der Berandung von G ist #,= 7y, und ¢=0, also jedenfalls v,Z0. Da
ferner v, in G harmonisch ist, mit Ausnahme derjenigen Punkte z,,
welche eventuell in G liegen und wo v,== |- wird, so ergibt sich mit
Hilfe des erwahnten Prinzips, daB v, iiberall in G nichtnegativ ist. Man
hat also speziell
V() =y—9,0.

Fiir n > ist 9,—~y. Um dies einzusehen, gehen wir von der Dar-
stellung (12) der GreENschen Funktion von G aus. Fiir ein gegebenes
£>0 konnen wir eine so grolle Zahl », finden, dall die Schwankung
von log ]C —z!, wie immer der Punkt z auf der Niveaulinie g =¢ auch
gewidhlt wird, auf jedem Teilbogen I von I"kleiner als ¢ ausfillt, sobald nur

1 . 1
27 _/dh(L" OO)§ e
It

h

Teilt man nun I" in #=#n, Teilbogen, auf denen die Variation von py= -

genau gleich ;— ist, und nimmt man auf den Teilbogen je einen Rand-

punkt {,(v=1, ..., n), so unterscheidet sich das Integral (12) vom

Mittelwert ”
1 1
n 2 log [Ev -
1

um eine Gréfle vom Betrage < &, und zwar fiir jede Lage des Punktes z
auf der Linie g(z, ©)=¢. Hier gilt also

H
1 Q) 1
y = — g
712 10{’ R =Yl
1
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Diese Ungleichheit besteht nach dem Minimumprinzip auch snnerhalb
des von der Niveaulinie g = ¢ begrenzten, zum Aufengebiet g >¢ komple-
mentiren Gebietes und also speziell auf G. Fiir die obere Grenze y,
gilt folglich nZy—2e,
sobald # >#,. In Verbindung mit dem fritheren Resultat y, <49 folgt
nun die behauptete Beziehung y,—y fir n—>oo.

Nunmehr kénnen wir beweisen, daBl die Funktion v, (z) nicht nur fiir
z2=00 , sondern iiberall in G verschwindet, wenn »# unbeschrinkt wichst.
Zu diesem Zweck wollen wir vorerst zeigen, dafl jeder vorgegebene Teil-
bereich G, des Gebietes G von Polen z, des Potentials #, frei ist, sobald »
eine gewisse Schranke iiberschritten hat. Die GREENsche Funktion
g (2, ©) hat nimlich auf G, ein gewisses Minimum g, >0. Gesetzt, u, habe
in G, einen Pol z,, so schlieBft man, wie oben, daB die Differenz v, (2)
—g(2,2,) in G nichtnegativ ist. Fiir z= o ergibt sich hieraus, da

2,2)=g(2,,2
e m) =) 0=y —¥u—8(&, ©)SVo—Vu—E:
folglich y—y,=g,. Da aber y,—y fiir n—>c, so kann dies hochstens
fiir endlich viele Werte # bestehen, und es existiert somit tatsichlich
eine Zahl n,, so daB das Gebiet G, polfrei ist, sobald #>n,.

Wir fixieren nun einen beliebigen Teilbereich G,, der den Punkt
2= als inneren Punkt enthilt, und schlagen um den Nullpunkt einen
Kreis vom Radius R, der den Rand von G, umschlieBt. Fiir jedes
2=reé'%, ¥>R, n>n, gilt die PoissoNsche Integraldarstellung

— R2

119
v (2) = _*_/ (Re 72+R2—~27Rcos(19—¢p)dﬁ’
und es wird also, wegen anO
O<v 119
r+ R r~|—R
Z;“_'fvn(w)~ 27—

und somit v,—~0 fiir n— co. DalB dasselbe, und zwar gleichmiBig, auf
G, gilt, folgt durch Wiederholung des obigen Schlusses fiir eine Kette
von endlich vielen, {ibereinandergreifenden Kreisscheiben, mit welchen G,
iiberdeckt wird.

Die Funktionenfolge u,(z) konvergiert in G gegen —g(z, ©) -y und

das Minimum y,=minu, (z) fir z auf E

gegen die ROBINsche Konstante .

110. Es lohnt sich zu bemerken, daB die Niherungsfuriktion u,
folgendermaBen erklirt werden kann:

e~ Y146,
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wo f, dasjenige Polynom #n-ten Grades
L=2"4-a2" "4 ... +a,

ist, dessen Maximum M, auf E méglichst klein wird: dies ist das sog.
TsCHEBYSCHEFFsche Polynom n-ten Grades der Punktmenge E!. Es
gilt also der Satz:

Es set E der abgeschlossene Komplementbereich cines zusammen-
hingenden Gebietes G, das den unendlich fernen Punkt enthdlt und von
endlich vielen Jordanbogen berandet ist. Sei ferner t,(2) das zu E gehdrige
TSCHEBYSCHEFFsche Polynom n-ten Grades und M, sein Maximalbetrag
auf E. Dann gilt

lim log 1/ el =g(z, ©)
My ’

n =

gleichmdfig tn jedem Teilbereich von (.
Fiir 2= oo geht diese Relation in

lim VM": e "
iiber, wo y die RoBiNsche Konstante ist. Diese letzte Beziehung ist
zuerst von SzeGO [I] entdeckt worden.

Die Existenz des Grenzwerts limMY" hatte FEKETE schon frither
nachgewiesen und diesen als transfiniten Durchmesser von E bezeichnet?.
Durch den obigen Zusammenhang hat sich die Identitit der Kapazitit
und des transfiniten Durchmessers der Punktmenge E herausgestellt3.

I11. Die obigen Ausfithrungen lassen sich durch den in §§1 und 2
dargestellten GrenzprozeB auf beliebige abgeschlossene, beschrinkte
Punktmengen E ausdehnen. Insbesondere ist es moglich, sobald E von
positivem harmonischem MaB ist, die GREENsche Funktion des AuBen-
gebietes G auch in diesem allgemeinen Fall als das logarithmische Potential
einer iiber E verteilten Massenbelegung darzustellen, wie jetzt im An-
schluf an DE LA VALLEE-Poussin? gezeigt werden soll.

1 G. FaBErR [I].
2 M. FExeTE [I]. Hier wird auch folgende interessante, mit der obigen aqui-

valente Erklirung des transfiniten Durchmessers angefithrt: Man nehme auf
n n(n—1

E n Punkte 2z, ..., z, und bilde das P’rodukt simtlicher (2>= - '(*2’"' ) gegen-

seitigen Entfernungen zwischen zwei von jenen Punkten. Fir eine bestimmte

Lage der Punkte 2, erreicht das Produkt sein Maximum #,. Fiir # >« strebt die

n
<2>—te Wurzel von m, gegen den transfiniten Durchmesser von E.

3 Vgl. hierzu G. Pérva und G. Szeg6 [I]. In dieser inhaltsreichen Arbeit
befindet sich auch eine Zusammenstellung der Literatur (bis 1930), welche sich
auf den Kapazitatsbegriff und den transfiniten Durchmesser bezieht.

4 C. pE LA VarLrge-Poussin [1].
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Man iiberdecke die Ebene mit einem Netz von Quadraten @, von
—217, so daB fiur jedes =1, 2, ... die Quadrate Q, in
vier Quadrate Q,, ., zerfallen. Es sei E, derjenige Bereich, der aus simt-
lichen abgeschlossenen Quadraten (), zusammengesetzt wird, welche
mindestens einen Punkt mit E gemeinsam haben. Dasjenige zusammen-
hingende, zu E, komplementire Polygongebiet G,,, welches den unendlich
fernen Punkt enthilt, ist ein Teilgebiet des entsprechenden, von E
berandeten AuBengebietes G. Wir bilden die GREENsche Funktion

g (2, °°)=10gl2{+yn+e<%)

von G, und wissen dann gemif §1 und § 2, daB3 die RoBINsche Konstante

y, fiir n— o gegen die RoBiNsche Konstante y von G strebt, ferner, da

g, (2, @) in jedem Teilbereich von G gleichmiBig gegen + « oder gegen

die GREENsche Funktion g(z, ) von G konvergiert, je nachdem E von

der Kapazitit Null (y= + o) oder von positiver Kapazitit (y< -+ ) ist.
Fiir g, hat man die Darstellung

= gl @) + = /1og,c ), (14)

der Seitenldnge

wo u, die vermittels der zu g, kon]ug1erten Funktion —#, erklirte,
iiber den AuBeren Rand des Polygons E, verteilte positive Einheits-
belegung ist (2ndu,=dh,). Auf E, nimmt das rechtsstehende Integral
den konstanten Wert y, an.

Aus der Folge der gleichmiBigen beschrinkten, additiven Mengen-
funktionen u, 148t sich nach einem allgemeinen Satz der Theorie der
Mengenfunktionen eine konvergente Teilfolge auswihlenl. Die Grenz-
funktion y ist eine tiber die Randpunkte ¢ von E verteilte nichtnegative
Belegung, die fiir die Klasse der im BorELschen Sinne meBbaren Teil-
mengen (¢) von E additiv ist [Eigenschaft (10) Nr. 104].

Sei nun y< -+ und z ein innerer Punkt von G. Da der Integrand
log C 7l des Integrals (14’) hier stetig ist, so 148t sich der Grenziibergang
n—>oo unter dem Integral ausfithren (vgl. DE LA VALLEE-PoussIN [7])

1 Vgl hlerzu C. DE LA VALLEE-Poussin [1], Note. Uber den Beweisgang, dessen
vollstindige Wiedergabe hier zu weit fithren wiirde, sei folgendes bemerkt: Die
abzahlbar vielen Quadrate Q,, Q,, ... lassen sich in eine Folge Q1, Q% ... an-
ordnen, und es 1aBt sich unter Anwendung des BoLzANO-WEIERSTRASsschen
Haufungspunktsatzes und des sog. Diagonalverfahrens eine Folge ty, iy, - ..
erklaren, die in jedem Quadrat Q konvergiert. Die Grenzfunktion y ist fiir jede
abgeschlossene oder offene Teilmenge ¢ von E definiert und wird infolgedessen
mindestens fiir die Familie der im BorErschen Sinne meBbaren Teilmengen (e)
von E (vgl. z. B. H. LEBESGUE [1]) als eine additive nichtnegative Mengenfunktion
vom Gesamtbetrage 1 erklart. Vgl. auch O. FRosTMAN [3]. In der letzten, nach
Beendigung der Redaktion dieses Buches erschienenen Arbeit findet man eine
vortreffliche Darstellung der Theorie der Kapazitit von Punktmengen.

Nevanlinna, Anpalytische Funktionen. 9
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und man hat also, da andererseits g,->g, y,~y, fiir die GREENsche
Funktion des Gebietes G die Darstellung

_.g(z,oo)+y:/logmiél du(). (14)
K

In dhnlicher Weise findet man in jedem ¢uneren Punkt z des zu G
komplementiren Bereiches G (falls es solche Punkte gibt)
uie= flogy, Lo dp)=y.
Sei schlieBlich z ein Randpunkt von G. In beliebiger Nihe von z
gibt es Punkte des Gebietes G, wo wegen g >0 und gemill (14) die Be-
ziehung u <y gilt. Folglich ist die untere Grenze von » im Randpunkte z

héchstens gleich ¢ und, da #(2) als eine nach unten halbstetige Funktion
gleich dieser unteren Grenze ist, wird in jedem Randpunkt von

u(z) =y.

DaBl das Ungleichheitszeichen hier wesentlich ist, folgt aus der Be-
merkung von Nr. 97, § 2. Falls nimlich G einen isolierten Randpunkt
hat, so ist hier g harmonisch und >0, somit tatsichlich u<y.

112. Falls G von endlich vielen Jordanbogen berandet ist, so erschien
die RoBinsche Konstante v einerseits als das Maximum der Minima,
andererseits als das gleichgroBe Minimum der oberen Grenzen simtlicher
logarithmischer Potentiale % (z) auf der Punktmenge E, welche von einer
iiber E verteilten, nichtnegativen Einheitsbelegung herrithren. In dem
obenbetrachteten allgemeinen Fall, wo E eine beliebige abgeschlossene,
beschrinkte Punktmenge von positiver Kapazitit ist, stellt die der
Funktion —g(z, @)+ entsprechende Belegung u einen extremen Fall
dar, insofern als das von ihr erzeugte Potential die kleinstmégliche obere
Grenze y besitzt. Dagegen kénnen Ausnahmepunkte von E vorkommen,
wo das extremale Potential kleiner als y ausfillt. Solche Punkte sind
z. B. stets die isolierten, an das AuBengebiet G grenzenden Punkte
der Menge E.

Jedenfalls ist also die RoBinsche Konstante y gleich dem Minimum
der oberen Grenze simtlicher oben definierten Potentiale #(z) auf E.

§ 4. Verhalten einer analytischen Funktion in der Um-
gebung einer Punktmenge vom harmonischen MaB Null.

113. In der Theorie der Singularititen harmonischer und analytischer
Funktionen spielen die Punktmengen vom harmonischen Mal3 Null oder,
was nach den Erdrterungen der vorhergehenden Abschnitte dasselbe
bedeutet, von der Kapazitit Null eine wichtige Rolle. Es sollen hier einige
in dieser Richtung liegende Siitze besprochen werden.
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Nach dem in Abschnitt IIT dargestellten fundamentalen Prinzip
vergréBert sich das harmonische Maf3 durch eine analytische Abbildung.
Diese Tatsache legt die Vermutung nahe, daB eine Punktmenge von
positiver Kapazitit durch eine analytische Transformation stets in eine
Punktmenge ibergefithrt wird, die ebenfalls positive Kapazitit hat.
Dies ist auch unter den unten folgenden Bedingungen tatsichlich der Fall.

Satz 1. Es set w(z) emne in einem Gebiet G, eindeutige meromorphe
Funktion und o, eine in G, gelegene abgeschlossene Punktmenge. Falls
diejenige Punktmenge o, auf welche die Funktion w=w(z) die Menge o,
abbildet, eine harmonische Nullmenge ist, so gilt dasselbe auch fiir die
Menge a,, es sei denn daf w(z) konstant ist.

Bewers. Die Menge a, ist als Bildmenge einer abgeschlossenen Punkt-
menge selber abgeschlossen. Da sie voraussetzungsgemidB vom har-
monischen Maf3 Null ist, hat sie als Komplement ein zusammenhingendes
Gebiet G,. In diesem wihlen wir eine Kreisscheibe 4, und entfernen
aus G, simtliche Punkte z, in denen w(z) auf 4, fillt. Angenommen,
daB w(z) nicht konstant ist, bleibt aus G, ein Gebiet G, iibrig, das aus
einem oder mehreren zusammenhingenden Teilen besteht, welche von
den Bildpunkten der Randpunkte gewisser Gebiete 4, und von gewissen
Teilen der Berandung von G, begrenzt sind. Da die Teilgebiete G,
sich nur gegen den Rand G, hiufen kénnen, wihrend die abgeschlossene
Punktmenge «, im Innern von G, liegt, so folgert man, daf héchstens
endlich viele der Gebiete G, Punkte «, enthalten k6nnen. Mit Beriick-
sichtigung der in Nr. 102 besprochenen Additivitatseigenschaft der Mengen
vom harmonischen Mall Null, geniigt es jetzt zu zeigen, daB die in einem
beliebigen der Gebiete G, befindliche, notwendigerweise abgeschlossene
Teilmenge der gegebenen Menge «, das harmonische MaB Null hat.

Zu diesem Zweck fixieren wir ein Gebiet G, und wihlen in demselben
einen beliebigen Punkt z* (w (z*) + «,). Sei ferner 8, eine in G4 gelegene
geschlossene Jordankurve, welche die Punkte z* und «, umgibt, und D,
das innerhalb von f, liegende Teilgebiet von G4, welches also sowohl
o, als z* enthilt. Entfernt man nun aus D, noch die Punkte «,, so bleibt
ein Restgebiet G, iibrig, in bezug auf welches man das harmonische Ma8
w(z, «,, G;) bilden kann. Es gilt zu zeigen, dafl dieses MaB identisch
verschwindet.

Da «, eine harmonische Nullmenge ist, konnen wir ein von endlich
vielen Jordanbogen a, begrenztes Teilgebiet D, von G, finden, so daB,
fiir ein vorgegebenes £ >0,

o (w*, o, Dy) <e,
wo w¥*=w(z*) und D) den Durchschnitt des Gebietes D, mit dem
AuBeren der Kreisscheibe 4,, bezeichnet. Wir schlieBen alsdann aus dem

Gebiet G alle Punkte z aus, wo w=1w/(z) aulerhalb D, liegt, und be-
zeichnen mit D}, dasjenige der nachbleibenden Teilgebiete von G}, welches

9*
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den Punkt z* enthilt. Die Berandung von D; besteht aus Punkten, die
entweder auf der Jordankurve f, oder auf den Bildkurven «; der Bogen
o, liegen.
Wir vergleichen nun die durch die Ausdriicke
w(z o, G) und o), o, D)

definierten, in D, harmonischen Funktionen miteinander. In den Rand-
punkten 5, von D; verschwindet die erste Funktion, wihrend die zweite
hier, wie iiberhaupt, nichtnegativ ist; auf den Randbogen «; ist wiederum
die erste Funktion, wie iiberhaupt, héchstens gleich 1, wihrend hier die
zweite Funktion offenbar denselben Wert 1 erreicht. Also ist die erste
dieser Funktionen hochstens gleich der zweiten auf der ganzen Be-
randung von D;; zufolge dem Maximumprinzip mul} dasselbe dann
auch im Innern von D; gelten, woraus fiir z=2z* folgt:
(2%, oy, G;) S (w*, o, Dy)<e.

Die Zahl ¢ kann aber beliebig klein gewihlt werden, und es wird
also w(z*, a,, G;)=0, und somit iiberhaupt w(z, «,, G;)=0, was zu
beweisen war.

114. Ein klassischer CAucHy-RieMANNscher Satz, von dem wir schon
mehrmals Gebrauch gemacht haben (I, § 3) besagt, dal} eine harmonische
oder analytische Funktion, welche in der Umgebung einer isolierten Stelle
z=a eindeutig und beschrinkt ist, an dieser Stelle auch harmonisch
bzw. analytisch sein muB. Eine wichtige Frage ist nun, wieweit dieser
Satz iiber ,hebbare Singularititen® verallgemeinert werden kann. Wie
michtig muB eine abgeschlossene Punktmenge o sein, damit eine in der
Umgebung dieser Menge eindeutige und beschrinkte Funktion existiert,
welche mindestens eine Teilmenge von « als Singularitit hat? Fir
harmonische Funktionen wird dieses Problem durch nachstehenden
Satz restlos geldst!:

Satz 2. Es ser o eine abgeschlossene Punkimenge der Ebene. Falls
ste vom harmonischen Maf Null ist, so ist jede in der Umgebung von o
eindeutige und beschrinkte harmonische Funktion in jedem Pumkt von o
harmonisch. Ist dagegen o von positivem harmonischen Maf, so gibt es
in der Umgebung von o eindeutige und beschrinkte harmonische Funktionen,
die nicht in allen Punkien von o harmonisch sind.

Sei « vom harmonischen Maf Null und #(z) in der Umgebung von «
eindeutig und beschrinkt. Man schlage um « eine Jordankurve § und
bestimme vermittels der GREENschen Formel (I, Nr. 25) eine harmonische
Funktion #,(z), welche in dem von f# berandeten Gebiet G, also speziell
in den Punkten o harmonisch ist und auf § dieselben Randwerte wie
#u(z) annimmt. Wir behaupten, daB u(z) —u,(2) in jedem Punkt 2z o
von Gg gilt.

! Vgl. hierzu |. W. LINDEBERG (1], P>. [. MYRBERG [7].
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Um dies einzusehen, nehmen wir einen beliebigen Punkt 254 o
von Gy und konstruieren fiir ein gegebenes >0 ein Teilgebiet D des
von o begrenzten Gebietes G, so dall sowohl f§ als z, in D enthalten
sind und

w(zy, 0, Dp)<e,
wo 0 der aus endlich vielen Jordanbogen zusammengesetzte Rand von
D ist und Dy den Durchschnitt der Gebiete Gz und D bezeichnet.

Es sei nun M die obere Grenze von |u| auf Gg; es gilt dann auch
l1g| =M und die Differenz v(z) = u(z) —uy(z) ist also ihrem absoluten
Betrag nach hochstens gleich 2M. Wir bilden alsdann den Ausdruck
v+2Mw. Er verschwindet auf der Kurve § und ist auf dem Bogen ¢
nichtnegativ. Also nimmt er iiberhaupt in D nur nichtnegative Werte
an und es gilt somit speziell

V(zg) Z—2Mw(z) >—2Me.
Fiir e >0 folgt hieraus v(z;) =0.

Eine umgekehrte Beziehung (v(zy) <0) ergibt sich, wenn die obige
SchluBweise auf die Funktion v—2M® angewandt wird, und es muB
also, wie behauptet wurde, v(zy) = (2y) — % (2,) =0 sein.

Da also #(2) mit u,(z) identisch ist, ist #(z) in jedem Punkt & har-
monisch, was zu beweisen war.

Der zweite Teil des Satzes folgt unmittelbar aus den Ergebnissen
des ersten Paragraphen. Hat nidmlich e« positives harmonisches MaB,
so stellt der Ausdruck

w(z, &, D),
wo D, dasjenige Teilgebiet von G ist, welches von Gg iibrig bleibt, falls
die Punkte o ausgeschlossen werden, eine in D, harmonische, positive
und beschrinkte Funktion dar. Sie kann nicht in jedem Punkt « har-
monisch sein, denn sonst wiirde sie identisch verschwinden, da sie ja
auf der Begrenzungskurve f von Gj gleich Null ist.

115. Im Laufe der vorhergehenden Darstellung haben wir wiederholt
von einer wichtigen Erweiterung des Prinzips vom Maximum fiir eine
harmonische oder analytische Funktion Gebrauch gemacht. Um schlieBen
zu koénnen, daB eine in einem Gebiet G harmonische Funktion u(z)
daselbst kleiner als eine gegebene Zahl M ist, geniigt es zu wissen, dal}
lim#({) =M in jedem Randpunkt ¢ gilt, auBer moglicherweise fiir eine
endliche Anzahl von Randpunkten {, sofern # auch in der Umgebung
dieser Ausnahmepunkte beschrinkt bleibt. Hier erhebt sich nun die
Frage, wie michtig diese Ausnahmemenge angenommen werden darf,
ohne daB das erweiterte Prinzip seine Giiltigkeit einbiiBt. Auch fiir
dieses Problem spielen die harmonischen Nullmengen eine entscheidende
Rolle. Es gilt ndmlich die?

1 Ein anderes allgemeines Kriterium ist von E. PHRAGMEN und E. LINDELOF [1]
gegeben worden.
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Erweiterung des Maximumprinzips. FEs set u(z) cine im Gebiete G
harmonische und nach oben beschrinkte Funktion. Falls dann eine Zahi M

existiert, so daf L
lim » (§) =M (15)

in fedem Randpunkt £ von G, aufer hochstens fiir eine Menge o vom har-
monischen (absoluten) Maf Null, so ist u(z) <M in jedem Punkt von G.

Zum Beweis nehmen wir einen beliebigen Punkt z, von G. An-
genommen, es wire u(z,) > M, so kénnen wir gemdl (15) einen Punkt
z; von G finden, so dal} u(z)<<wu(z,). Wir schlagen um 2, cinen kleinen
Kreis 8, so daB u(2) <M, (M <M, <u(z)) in jedem Punkt von f gilt.

Nach dieser Vorbereitung wihlen wir eine beliebig kleine Zahl >0
und bezeichnen mit G’ ein Teilgebiet des zu a komplementiren Gebietes,
derart daB3 .

(7, &, Gp) <&,

wobei o' die Berandung von G’ ist und Gj den Durchschnitt von G’
mit dem AuBeren der Kreislinie 8 bezeichnet.

Sei nun K =M die voraussetzungsgemil endliche obere Grenze von
#(z) in G. Wir bilden den Ausdruck

V(@) =u(z)—M-—(K—Mo o, G,

der eine im Durchschnittsgebiet D von G und Gj harmonische Funktion
ist. D hat einen zusammenhingenden Teil D,, der den Punkt z, enthilt;
die Randpunkte { von D, liegen entweder auf der Berandung I" von G
oder auf den Begrenzungsbogen o’ und f von Gj. In den erstgenannten
Punkten, die nach unserer Konstruktion keinen Punkt der Menge o ent-
halten, gilt nach (15) imv <0; auf o’ ist w stetig gleich 1 und « héchstens
gleich K, also wieder limv <0; auf f# schlieBlich wird # <M, und =0,
also limv <M,— M. Nach dem Maximumprinzip ist also, iiberall in
D,, v=M,--M, woraus fir z=z, folgt:

u(zg) =M, + (K— M) (zy, o', ()
<M,+ (K—M)e,

oder da ¢ beliebig klein gemacht werden kann, u(zy) =M,, wider die
oben gemachte Festsetzung. Dieser Widerspruch zeigt, da3, wie behauptet
wurde, #(z,) =M sein mul.

Wenn keinerlei zusitzliche Voraussetzungen tber die Lage des
Ausnahmepunkts o im Verhéltnis zu den iibrigen Randpunkten gemacht
werden, so 148t sich das obige Prinzip, sofern es sich um den Umfang
der Menge « handelt, nicht weiter verscharfen. Ist ndmlich « eine beliebige
Menge von positivem harmonischen Maf}, so 1a8t sich immer ein Gebiet G
angeben, das eine Teilmenge von « zu Randpunkten hat, und wo eine
harmonische Funktion # konstruiert werden kann, welche in jedem von o
verschiedenen Randpunkt von G z. B. der Ungleichung lim# =<0 geniigt,
ohne im Inneren ausnahmslos nichtpositiv zu sein.
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Es geniigt, eine Teilmenge der gegebenen Menge zu betrachten,
welche ebenfalls positives harmonisches MaB3 hat und ein zusammen-
hingendes Gebiet begrenzt. SchlieBt man aus letzterem eine Kkleine
Kreisscheibe f§ aus, so stellt das harmonische MaB w(z, «, G) der be-
trachteten Teilmenge « in bezug auf das Restgebiet G eine in G har-
monische Funktion dar, welche in jedem von « verschiedenen Rand-
punkt von G, d. h. auf §, verschwindet, im Innern von G jedoch positiv ist.

In diesem Beispiel hat « eine positive Entfernung vom tbrigen Teil
der Berandung (f). Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so stellt der obige
Satz im allgemeinen nicht mehr die schirfstmégliche Form des Maximum-
prinzips dar. Die ,,absoluten harmonischen Nullmengen kénnen in
diesem Fall durch die zum Bezugsgebiet G relativen Nullmengen ersetzt
werden, von denen in § 1 dieses Kapitels kurz die Rede war. Diese rela-
tiven Nullmengen konnen einen méchtigeren Umfang haben als die
absoluten; hierauf werden wir noch im folgenden zuriickkommen. Auf
eine erschopfende Darstellung dieser Zusammenhidnge, wie auch auf
eine nihere Darstellung des Maximumprinzips in der angedeuteten all-
gemeineren Fassung miissen wir allerdings verzichten. Um ein richtiges
Verstandnis der wahren Bedeutung der harmonischen MaBbestimmung
fiir diese und andere Fragen der Funktionentheorie zu gewinnen, ist es
jedenfalls notwendig, den Unterschied zwischen ,,relativen” und ,,abso-
luten harmonischen MaBen nicht aus dem Auge zu verlieren.

116. Als Korollar des obigen Satzes kénnen wir folgendes Theorem
beweisen, das als eine Erweiterung eines bekannten klassischen Satzes
von LIOUVILLE betrachtet werden kann:

Satz 3. Falls eine auflerhalb einer harmonischen Nullmenge o, eindeutige
analytische Funktion w(z) im Gebiete 2o, Werte auslift, die eine
Menge o, von positivem harmonischen Maf bilden, so reduziert sich die
Funktion auf etne Konstante.

Aus der Annahme, daB w(z) nicht konstant wire, 148t sich ein Wider-
spruch in folgender Weise herleiten: Aus der zu «, komplementéren,
offenen, nicht leeren Punktmenge schlieBen wir eine kleine Kreisscheibe 4,,
aus; das an 4, grenzende Restgebiet sei G,,. Aus dem gegebenen Gebiet
z =+ «, entfernen wir ebenfalls simtliche Gebiete A,, in denen der Wert
w=uw(z) auf A4, fillt und bezeichnen mit G, ein beliebiges der von der
Punktmenge «, und den Randkurven der Gebiete A, begrenzten zu-
sammenhingenden Restgebiete.

Wir bilden alsdann das harmonische MalB w(w, o, G,), welches
eine in G, positive, nicht konstante Funktion ist. Andererseits ist auch
die zusammengesetzte Funktion w(w(2), «,, G,) in G, harmonisch. In
denjenigen Randpunkten, welche auf den Begrenzungen der Gebiete 4,
liegen, verschwindet diese Funktion. Die {ibrigen Randpunkte von G,
gehoren zur Menge o, und bilden somit eine Menge vom harmonischen
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MaB Null. Da die betrachtete Funktion in G jedenfalls beschrinkt ist
(w=1), so schlieBt man nach dem erweiterten Maximumprinzip auf
® <0 oder, da w nichtnegativ ist, o (@ (2), %y, Go) =0 in jedem Punkt
von G,. Da der entsprechende Punkt w=w(z) auf das Gebiet G, fillt,
und w (w, &, G,) hier positiv ist, so ist der in Aussicht gestellte Wider-
spruch hergestellt. Die Funktion w (z) mul sich also auf einec Konstante
reduzieren, was zu beweisen war.

§ 5. Hilfssatze iiber additive Mengenfunktionen.

117. Um in der Theorie der harmonischen Nullmengen weiter vor-
dringen zu koénnen, bendtigen wir einige Hilfssitze aus der Theorie der
reellen Funktionen, welche die in §3 dargelegte Theorie weiterfithren.
Diese Hilfssiitze spielen auch bei anderen funktionentheoretischen Fragen
eine wichtige Rolle.

Die Sitze dieses Paragraphen sind unter Weiterfithrung ilterer Ideen
von P. BouTroUux und BrocH im wesentlichen von HENRI CARTAN gegeben
worden; wir folgen hier einer von AHLFORS herrithrenden Darstellung?.

In der komplexen Ebene denken wir uns eine beschriankte Punkt-
menge E gegeben und auf jeder meBbaren Teilmenge ¢ von E eine Be-
legung u (=0) definiert, welche vollstindig additiv ist: Wenn die Menge ¢
in endlich oder abzihlbar unendlich viele punktfremde Teilmengen
¢, €, ... zerlegt wird, so ist

ple)= e + e + - ..
Den Gesamtwert p(E) der Belegung wollen wir der Einfachheit halber
wieder gleich der Einheit voraussetzen.

Durch u(r, a) bezeichne man die Belegung, welche der im Innern

eines um den Punkt @ mit dem Radius # beschriebenen Kreises liegenden
Teilmenge von E entspricht. Es gilt dann der

Hilfssatz. Es sei h(r) eine belicbige, fiir 0 <r <<co sictige, mit v zu-
nehmende Funktion, mat

h(O)=0, h(wo)>1. (16)
Dann gilt fiir r >0 die Bezichung
pulr, a) =hr) (17)
n jedem Punkt a der Ebene, aufer hichstens fiir cine Mcenge A die sich
durch eine Folge von Kreisen Cy, C,, ... iiberdecken lipt, fir deren Ra-
dien vy, 7y, ... die Ungleichung besteht:
Xh(r,) =6. (17)

Beweis. Es sei fiir ein gegebenes 7 >0
A(r)=1limu(r, a)

1 A. BrocH [3], H. CartaN [1], L. AaLrors [3].
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die obere Grenze von u (7, a) fiir variables a. Diese, gemiB ihrer Definition
mit » zunehmende Funktion ist hochstens gleich 4, () =u (E)=1, und

somit ist nach (16) W) <h() (18)

fiir alle hinreichend groBen Werte von 7.

Wenn nun die obige Ungleichung fiir alle » >0 gilt, so besteht die
behauptete Beziehung (17) fiir alle Werte a =+ .

Im entgegengesetzten Fall sei 7, die obere Grenze der Werte 7, fiir
welche 4, () >h(r); es ist 0<#;<co, und die Beziehung (17) besteht
fiir jedes »>7,. Es ist also 4,(r,—0)=h(r,) =4,(r; +0) und somit, da
andererseits A, (v, —0) =4, (r; + 0), notwendigerweise A, (r; —0) =24, (r +0)

und I =h(r). (18)

Danach wihlen wir irgendeinen Punkt a,, wofiir

M) =pu(n, “1)‘*’%;

und schlagen um g, einen Kreis C; mit dem Radius #,. Es sei alsdann
A5 (r) die obere Grenze von u(r, a) fir alle Punkte a, die auBerhalb C;

liegen: -
A (r) =limu(r, a) (@ auBerhalb C,).

Da nun 2,(r) seiner Definition zufolge nicht gréBer als 4,(r) sein kann,
und die Beziehung (18) fiir alle » =7, gilt, so ist auch
i = Ja() Sk () (19)
Wenn nun diese Beziehung fiir alle >0 gilt, so besteht die Be-
hauptung (17) fir jedes >0, wo immer der Punkt a auBerhalb des
Kreises C; auch liegen mag, dessen Radius 7, die Bedingung (18') erfiillt.
Im entgegengesetzten Fall sei 7, die obere Grenze der Werte 7, fiir
welche A,(r) >h(r); es ist 0<7,<7,, und die Beziehung (19) gilt fiir
r=r,. Speziell wird
Ay (r5) = h(rg).

Man nehme dann einen Punkt a,, so daB

Aa(ra) = u(re, as) + ;r;‘,

schlage um a4, einen Kreis C, mit dem Radius 7, und bezeichne

Ay () =Tim u (7, a) (@ auBerhalb C,, C,).
Es ist 2;(r) =45(r) und daher

fir r=7,. Jar) =h(7)

Ist nun die letzte Beziehung fiir alle Werte » >0 in Kraft, so wird
die Beziechung (17) fiir jedes a4 auBerhalb der Kreise C;, C, bestehen,
deren Radien den Gleichheiten A,(r;)=%(r)), A(r,) =h(r,) geniigen.
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Im entgegengesetzten Fall it sich das eingeleitete Rekursions-
verfahren weiterfithren. Man bestimmt derart der Reihe nach die Kreise

C;, Cy, ...; der Radius 7, und der Mittelpunkt a, von C, werden hierbei
durch folgende Vorschriften bestimmt:
Es sei
A ()= Tlim u(r, a) (a auBerhalb Cy, ..., C,_)) (20)

und 7,>0 die obere Grenze der Werte von 7, woflir 4,(7) >A(7); es ist
dann r, =7, = =7,,

/1,, (r,)=h(,) und A,@) =Zh() fir r=7,. (21)

Der Mittelpunkt a, wird auBerhalb der Kreise C,, ..., C,_; beliebig

gewidhlt, so dal ]
2’1' (711) <; /U/ (7’,,, av) + ;; ) (22)

was nach der Definition der GroBle 4,(r) moglich ist.
Nach (21) gilt fir » =7,
(v, a) =h(7), (23)

wie immer der Punkt a auBlerhalb der Kreise C,, ..., C, _; auch liegt.

Wenn nun fiir ein gewisses v diese Beziehung fiir simtliche Werte
#>0 besteht (a auBerhalb Cy, ..., C,), so bricht das Verfahren ab. Es
gilt dann nur noch zu zeigen, dall die Radien die behauptete Eigenschaft

2 h(r;) <6 besitzen.
1

Um dies einzusehen, bemerke man, dal} der Konstruktion nach ein
jeder der Mittelpunkte a, auBerhalb aller Kreise C, + C, liegt. Hieraus
folgt, daB jeder beliebige Punkt z der Ebene héchstens von fiinf Kreisen
tiberdeckt wird; verbindet man nimlich z mit den Mittelpunkten der
iiberdeckenden Kreise, so bilden immer je zwei der Verbindungsstrecken
wegen der erwihnten Eigenschaft der Mittelpunkte einen Winkel > 1;

woraus die Behauptung folgt.
Nach (21) und (22) ist nun

v

D)= D2 = Dlntaa) + D) (24

1
Wenn ¢, diejenige Teilmenge von F ist, deren Punkte von den Kreisen

Cy, ..., C, mindestens A-mal {iberdeckt werden, so ist wegen der Addi-
tivitit von u, und da nur die Werte 2 <5 in Betracht kommen,

Sulr, a)= X ule) Ssu(E) =5, (24)

1 k=1
und es ergibt sich aus (24) die Behauptung
2 h(r)=6. (179
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Setzt sich dagegen das Rekursionsverfahren in infinitum fort, so
erhilt man eine unendliche Folge von Kreisen C, (|z—a,| =7,). Ist dann
a ein Punkt auBerhalb aller dieser Kreise (falls es solche Punkte a
gibt) so besteht hier die Beziehung (17) fiir jedes » >0. Nach obigem
besteht sie in der Tat sicher fiir » >7,, wo » beliebig gro genommen
werden kann. Es bleibt also nur noch 7,0 fiir ¥ ~o nachzuweisen.

Dies folgt unmittelbar daraus, daBl die Summe X k(7)) nach (24)
1

und (24") fiir jedes » kleiner als 6 ist. Es ist also A(#,) ~~0 und folglich
auch 7, -0 fiir v~ . Gleichzeitig ergibt sich die behauptete Relation

Sh(r) <6.
1

Hiermit ist der Hilfssatz vollstindig bewiesen.

118. Als leichtes Korollar des Hilfssatzes ergibt sich nun der CARTAN-
sche Satz. Es sollen ihm hier einige Bemerkungen {iber STIELTJESs-
Integrale vorausgeschickt werden.

AuBler der weiter oben erklirten, monoton wachsenden stetigen
Funktion /4 () betrachten wir eine fiir » > 0 erklarte, monoton abnehmende
Funktion g(r)>0. Dann gilt fiir 0<r<p die Formel der partiellen
StieLTjES-Integration

t=0 t=o0

[ewant) =g h)—gr)h)— [ hOdg(), (25)

i=vr t=vr
wo g(0)=g(—0) und g(r)=g(r+0). Hieraus folgt, da} die Integrale

4

/gdh und fehdg
1=0

t=0

gleichzeitig endlich oder unendlich sind und, im erstgenannten Fall,

)

¢dh=glo)hlo)— [ hdg.

t=0 t=10

In der Tat gilt, wenn der Grenzwert
0 [
fgdh:lim/gdh
0 4
endlich ist, fiir jedes 0<r<p
g h()=g() [dh=[gdh-0
0 0

fir » ~0, und die behauptete Beziehung folgt aus (25) fiir » 0.
Wenn umgekehrt
/9 hdg
0
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endlich ist, so gilt fiir 0<r<r7,<p:

[hldgl =hi)gt) gl
also

h(r) g () =h(r)g(r) +/h‘dg

woraus /4 (7) g (v) -> 0 fiir » > 0 folgt. Die Behauptung ergibt sich hieraus
wie oben.

119. Auf der Menge E sei nun, aufler der Belegung s, eine nicht-
negative mefBbare Funktion f(2) des Punktes z gegeben, die endlich ist
auBer hochstens fiir eine Menge ¢, mit u(¢,) =0. Wegen der MeBbarkeit
von f ist fiir jedes =0 die durch die Ungleichung /> bestimmte Menge
E, von Punkten z meBbar. Durch die Beziehung

nle)=glr)
wird ¢ als eine nichtnegative, mit wachsendem » monoton abnehmende
Funktion von » erklart; es ist ¢(r) =0 fiir r > co.
Unter diesen Voraussetzungen ist das LEBESGUE-STIELTJEssche

Integral von f(z) in bezug auf die Belegung u und erstreckt iiber E
(vgl. Nr. 104):

[HE)dn
E
wohlbestimmt als der Grenzwert
[He)dp—=— /rdw - lim [rdg. (26)
E r=0 2= ()

Wir wollen annehmen, daB8 dieses Integral endlich ist. Fiir ein be-
liebiges 9 >0 wird dann durch partielle Integration

/Qrdqﬂ oplo)- /fp (27)

Lassen wir nun p unbeschrinkt wachsen, so nihert sich der absolute
Betrag des Integrals links dem endlichen Grenzwert (26). Ferner beweist
man, wie oben, daB g ¢ (g) =0 fiir p 0. Man schlieBt hieraus, daB auch
das Integral rechts in (27) gegen einen cndlichen Grenzwert strebt,
und daB also

@

J1@dn=—[rig) = [y0)ar. (28)

0

120. Im folgenden betrachten wir von einem Parameter a4 abhingige
Funktionen von der Form

fe) =g (=),
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wo g(7) =0 eine monoton abnehmende Funktion von >0 ist, so dal
g(0) =1lim g(r) = oo
r=0

Wir fiigen noch die Annahme hinzu, daB g fiir » >0 so langsam wiichst,
daB3 das STIELTjES-Integral

(4
[gdh
0
endlich ist, wobei % eine Funktion von der im Hilfssatz erkliarten Art ist.

Satz von H. CarRTaN. Unier den oben gemachten Voraussetzungen iiber
die Funktionen g, h und p ist

h=1

[e(z—a)dp@)< [ ¢(dhp), (29)

aufer moglicherweise fiir eine Menge von Punkien a, die man mattels einer
Folge von Kreisen mit den Radien vy, r,, ... iiberdecken kann, fiir welche

Zh(n) 6.

Zum Beweise bestimme man die Zahl p durch die Gleichung % (g) =1.
Es wird dann nach (28), fir ein gegebenes a,

S glo) @
Jelz—ahdu= [ plg(lz—a) >ndr= | +(/),

wo u (g >7) die Belegung derjenigen Teilmenge von E ist, wo g(|z—a]) >7.
Hier ist, wegen u <1,
g (o)

[ug>rdr=glo)

i
und, unter Anwendung von (17), da dg =0,

@

[ 1lg> dt=— [ p(g(iz—al)>g ) dg(r

2 (v) r=0

=—[plr, a)dg()

r=20

< [hdgl)

r=20
h=1
=—glo)+ [ gdh,
k=0
auBer fiir eine Kreisfolge, deren Radien 7, der Bedingung (17’) geniigen.

Durch Addition der zwei letzten Beziehungen ergibt sich dann die
Behauptung.
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§ 6. Metrische Eigenschaften einer Punktmenge
vom harmonischen Maf Null.

121. Wie in der allgemeinen Theorie des harmonischen MaBes erhebt
sich auch fiir die harmonischen Nullmengen die Frage, wie sich das
harmonische MaB zu anderen metrischen Bestimmungen derselben Mengen
verhilt. In den vorhergehenden Paragraphen haben wir dieses Problem
bereits gestreift; wir fanden namlich, daf3 eine Menge von endlich vielen
Punkten stets das harmonische Maf3 Null hat, wihrend ein Kontinuum
immer von positivem harmonischen Maf ist. Der Sprung von endlich
vielen zu kontinuierlich vielen Punkten ist indes ein gewaltiger, und
es soll deswegen in der Folge der Versuch gemacht werden, durch Heran-
ziehung geeigneter Malbestimmungen die harmonischen Nullmengen
moglichst genau metrisch zu charakterisieren.

Zuerst wollen wir eine einfache hinreichende Bedingung angeben,
damit eine Punktmenge « vom harmonischen Maf3 Null sei. Diese Be-
ziehung ergibt sich als Korollar eines von LINDEBERG [I] schon im Jahre
1918 bewiesenen Satzes. Als eine hinreichende Bedingung, damit eine
in der Umgebung einer Punktmenge « eindeutige und beschrinkte
harmonische Funktion noch in den Punkten o harmonisch sei, fand
LINDEBERG folgendes:

Fiiy jedes € >0 soll die Punkimenge o durch eine Folge von Kreisscheiben
C, iiberdeckt werden konnen, deven Radien v, dev Bezichung

1
- <e (30)
h})g !
geniigen. r

Man sagt, eine solche Menge sei vom logarithmischen Maf Null.

Vergleicht man nun diesen LINDEBERGschen Satz mit dem in §4
gegebenen Satz 2 und dessen Zusatz (Nr.114), so folgt

Satz 1. Eine abgeschlossene Pumnkimenge vom logarithmischen Maf
Null ist auch vom harmonischen MafS Null.

Der Satz ist eine leichte Folgerung aus dem Hilfssatz von § 2 dieses
Abschnitts. Wenn die gegebene Punktmenge o vom logarithmischen

MaB Null innerhalb des Kreises | 2| < ; gelegen ist, was ohne Einschriankung

angenommen werden darf, so iiberdecke man sie durch eine Folge von
Kreisen C, mit den Radien 7,. Die Kapazitit e~ % von o ist hochstens
gleich der Kapazitit der Vereinigungsmenge der Uberdeckungskreise C,.
Die Kapazitit von C, ist aber gleich 7, und es wird also nach dem er-
wahnten Hilfssatz

woraus ersichtlich ist, daBl y==c0 sein mul}, was zu beweisen war.
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122. Einige allgemeine Bemerkungen iiber die Messung der Inhalte
von Punktmengen sind uns hier nétig. Eine Menge « heiBt vom Flichenmaf
bzw. linearen MaB Null, falls sie sich durch eine Kreisfolge C, iiber-
decken 1ldBt, so daB die Summe

X727 bzw. X7,

beliebig klein ausfillt. Allgemeiner heiBt sie vom A-dimensionalen Maf
Null (A>0), falls entsprechendes fiir die Summe

=r

gilt. Wenn « vom A;-dimensionalen MaB Null ist, so ist auch ihr A,-
dimensionales MaB gleich Null, sofern ;< 4, ist.

Wir haben oben noch ,,logarithmische Nullmengen‘ eingefiihrt. Eine
solche Menge ist offenbar stets eine A-dimensionale Nullmenge, und zwar
fiir jedes A>0.

Es ist fiir unsere Zwecke niitzlich, folgende allgemeine Erklirung
aufzustellen?:

Sei h(r) eine fiir >0 stetige und monoton wachsende Funktion
von 7 und % (0)=0.

Jeder Punktmenge « kann eine nichtnegative, endliche oder un-
endliche Zahl m(«, k), das h-Maf der Menge o, folgendermaBen zu-
geordnet werden. Man iiberdecke o durch eine beliebige Folge von
Kreisen C, mit den Radien 7, =e&(e>0) und bezeichne mit m, («, #) =0
die untere Grenze der entsprechenden Summen X A(7,). Diese Zahl
nimmt mit abnehmenden ¢ monoton zu. Man setzt m(«, %) gleich dem
Grenzwert lim m, (o, ) (0= m(x, b)) =< + ®). Fir h==nr? findet man

e=0

das (duBere) FlichenmalB, fiir #=27 das lineare MaB, fir A= !

1
das logarithmische MaB. log -

123. Wir gehen dazu iiber, notwendige metrische Bedingungen fiir
Punktmengen vom harmonischen MaB Null aufzustellen. Dies gelingt
einfach mit Hilfe der Resultate der beiden letzten Paragraphen.

Sei a eine abgeschlossene, beschrinkte Punktmenge vom harmonischen
MaB Null; es bedeutet keine wesentliche Einschrinkung, wenn wir die

Annahme hinzufiigen, daBl o im Kreise |z'< ; liegt. Wir breiten iiber

diesen Kreis eine nichtnegative Belegung u vom Gesamtbetrag 1 aus und
bilden das Potential

du.

1
u(z)= /logkf_z
1

i<

1 F. HAUSDORFF [I].
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Da die RoBinsche Konstante y (&) = + oo ist, so wissen wir (§ 2 und §3),
daBl die Belegung u so gewihlt werden kann, daB das Minimum von
u auf « beliebig gro3 wird?.

Wir setzen nun g(|z-—-{ [):I(;g -‘E{—CT Hierdurch ist ¢ als eine

nichtnegative, monoton abnehmende Funktion von {zﬁ-&‘ ‘ erklart, so
daB g(0)=co. Sie erfiillt somit die Bedingung des CarTANschen Satzes.

Sei ferner £ (r) eine fiir » =0 definierte monoton zunehmende, stetige
Funktion von 7, welche fiir » —0 so schnell gegen Null konvergiert, dal

das Integral
" ar=— [ hinage)
0

r=0

endlich ist. Ersetzen wir nun % durch die Funktion A%, wo A so groB
ist, daBl Akh(o)>1, so kénnen wir das Integral

N 1
/log Py du

£y

mittels des CARTANschen Satzes nach oben abschiitzen, und finden

1
= —
A =0

W) <A [ gdh=g@)—4 [ hidgw)
h=0 T 0 ) (31)

o1 Qh
=log fé—JrZ/ y)—dr
0

fiir jedes z, auBer moglicherweise fiir die Punkte gewisser Kreise C,,
deren Radien 7, der Ungleichung

Zh(n)gi

geniigen; hierbei bedeutet p die durch die Gleichung % (p) = ; eindeutig

bestimmte positive Zahl.
Aus dem obigen Ergebnis schlielt man, dall die gegebene Menge o
das A-MaB Null haben muB. Ist nidmlich £>0, so fixieren wir 4, so

daB auBer Ai()>1 auch die Bedingung 2 < ¢ erfiillt ist. Sodann gibt

es eine Belegung u, fiir welche das Potential # in jedem Punkt von «

gréfer als die Zahl 0
1 h(r)
log v + Z/ , ar
0

1 Nimmt man namlich ein von endlich vielen Jordanbogen begrenztes Naherungs-
gebiet G, des AuBengebietes G von o, und I8st fiir &; das Rosinsche Problem,
so wird das Gleichgewichtspotential auf dem zu G; komplementiren Bereich, und
also speziell auf « einen konstanten Wert annehmen, der fiir G,— G ins Unendliche
wachst.
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wird. Andererseits ist nach obigem # hochstens gleich dieser Zahl in
jedem Punkt z auBerhalb der Kreise C,. Also wird « von diesen Kreisen
iiberdeckt, und da ferner

D)= <e

ist, so verschwindet das #-MaB von «, was zu beweisen war.

Satz 2. Eine Punktmenge vom harmonischen Map Null ist vom h-Maf
Null fiir jede Maffunktion h, bei welcher das Integral

/ZL—(:)— dr (32)

endlich ist. 0

124. Als zulissige Funktion # kann man z. B. s =7*(1>0) nehmen.
Eine harmonische Nullmenge ist also stets vom A-dimensionalen MaB
Null. Man kann sogar

e 1

1 1 1\1+n
log710g2 , logk—r;—
\

setzen, wo log, der k-mal iterierte Logarithmus und # >0 ist. Man sieht
also, dal} die gefundene notwendige Bedingung sich sehr nahe an die obige
hinreichende Bedingung anschlieft (Nr.121). Dem logarithmischen Mal
entspricht namlich die MaBfunktion

fiir welche das Integral (32) allerdings schon unendlich wird; das Ver-
schwinden des harmonischen MaBes gestattet uns also nicht den Schlufl zu
ziehen, daB die gegebene Menge o vom logarithmischen MaB Null ist. Dal
diese letzte Bedingung in der Tat kein notwendiges Kriterium fiir eine
harmonische Nullmenge ist, soll spiter durch ein Beispiel gezeigt werden.

Wenn das A-MaB einer Punktmenge « positiv ist fiir eine MaBfunktion,
bei welcher das Integral (32) endlich ist, so hat « nach Satz 2 ebenfalls
positives harmonisches MaB. Die Vermutung liegt nun nahe, dal anderer-
seits folgendes gilt:

Wenn die Punktmenge « endliches h-MaB hat fiir eine MaBfunktion #,
bei welcher das Integral (32) divergent ist, so ist « vom harmonischen
MaB Null.

Wenn dem so wire, so hitte man das Problem der metrischen Charak-
terisierung einer Punktmenge vom harmonischen Maf8 Null mit aller
erwiinschten Genauigkeit gelost. Ein Beitrag zu dieser Frage soll am
Schlusse des Paragraphen gegeben werden.

125. Ein interessantes Beispiel fiir die oben erdrterten Zusammen-
hiinge liefern uns die sog. CANTORschen Punktmengen. Diese werden durch
das folgende einfache Konstruktionsprinzip erklart:

Nevanlinna, Analytische Funktionen. 10
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Aus der Einheitsstrecke A (0=<z<{1) entferne man eine offene Strecke
A, von der Linge A (1 — ;) =1-— ; (p>1), so daB} beiderseits eine ab-
geschlossene Teilstrecke 4; von der Linge 7'2Ap :-;i)— iibrig bleibt; wir
sagen kurz, diese zwei Strecken 4, seien durch die Operation (p) aus 4
hervorgegangen.

Die Vereinigungsmenge der Strecken A; heile E(p). Wiederholt
man die Operation (p) auf den Strecken A;, so erhilt man eine aus vier

abgeschlossenen, gleichen Teilstrecken A, der Gesamtlinge ff:; bestehende

Teilmenge E (p%) von E (p). Dieser ProzeB 1iBt sich weiter unbeschrinkt
fortsetzen, und man definiert in dieser Weise eine unendliche Folge von
ineinander geschachtelten Punktmengen

E@) (=01,...; E@°-:4),

von denen E (p*) aus 2’ punktfremden, abgeschlossenen Teilstrecken
A, der Liange (29)~” zusammengesetzt ist. Die komplementire Menge
E (p*) enthilt 2*—1 offene Intervalle A, von der Gesamtlinge 1 —p~".

Der Durchschnitt simtlicher Mengen E (p") oder, was auf dasselbe
herauskommt, das Komplement der Vereinigungsmenge der komple-
mentdren Intervalle A, ist eine abgeschlossene, nirgends dichte, perfekte
Punktmenge E(p*). Der Umfang dieser CaNTORSchen Menge soll jetzt
niher untersucht werden.

126. Zunichst ist E(p™) als eine abgeschlossene, perfekte Menge
von der Michtigkeit des Kontinuums. Was nun das Maf der Menge
betrifft, so bemerke man, daf sie sich durch die Intervallfolge E(p,)
von der Gesamtlinge ;v— iberdecken 148t; jedenfalls ist sie also vom
linearen Mafl Null. Dies hindert nicht, da ihr harmonisches MaB positiv
ausfillt; daB dem tatsichlich so ist, soll jetzt bewiesen werden.

Wir betrachten zu diesem Zweck die Folge der RoBinschen Konstanten
Yo=y=... der Uberdeckungsmengen E (p°), E (p?), . . . ; da diese Mengen
als Grenze die CaxTORsche Menge I (p®) haben, so ist limy, gleich der

Rosinschen Konstante p jener Menge, und es gilt also zu zeigen, daBl y
endlich ist.

Das Anwachsen der Zahlen y, {iberblickt man leicht mit Hilfe folgender
einfachen Bemerkung: Es seien G und G’ zwei Gebiete, welche den
Punkt o enthalten und durch eine Ahnlichkeitstransformation 2’ =az-+b

ineinander iibergefithrt werden kénnen. Wenn g(z, ) =log |2/ 4y + F(j;)
die GrEENsche Funktion von G ist, so ist g(‘ ; b, oo> = log|2'| +

y — log M -+ & < 1) die GrEENsche Funktion von i/, und die RoBINsche
Konstante 9" von G’ ist also gleich y- -logla .
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Die Menge E (p") setzt sich aus zwei, durch die Strecke A, getrennte,
kongruente Teilmengen E; und E, zusammen, welche im Verhiltnis
1:2p der Menge E (p*~1) dhnlich sind. Es ist also

Y (Ey) =y (Ey) = yu 1 +10g2p. (33)

Andererseits hat man fiir diese RoBinschen Konstanten die Integral-
ausdriicke

/log\ @) G=12),

wo z auf E; beliebig gewihlt werden darf. Hier ist das dem Element
tdC ] entsprechende Differential du; gleich dem harmonischen MaB jenes
Bogenelementes, gemessen in bezug auf das AuBengebiet von E; im

Punkte z=co. In zwei, in bezug auf den Mittelpunkt { :% symmetrischen

Punkten der Mengen E; und E, sind die Differentialquotienten I*-

d iy
und “’d‘c

einander gleich.

Wir setzen nun das Integral

mit der Belegung [u,:%(ll,tl+1u2) vom Gesamtbetrage 1 an. Nach §3

liegt die RoBINsche Konstante y,, zwischen dem Maximum und Minimum,
welches dieses Integral auf E (p”) erreicht.
Es ist

Hier ist 0 <log \z—1—C\ <log

und es wird also, fiir z au

<
|\>

Dieselbe Relation gilt wegen der Symmetrie auch auf E,.
Setzen wir nun

d=log ;7 1, 64

so folgt in Verbindung mit (33)
Vu-1t10g2p =2y, =y, 1 +log2p+d. (35)

Durch wiederholte Anwendung dieser Beziehung wird schlieBlich, da
yozlog4 die Roninsche Konstante der Einheitsstrecke ist?,

1 Dies bestatigt man leicht durch eine explizite Berechnung der GREENsChen
Funktion des Aullengebietes.

10*



148 Punktmengen vom harmonischen Maf3 Null.

2

log 4 1
BL g og2p ) D)

lo

g 4 1
1 . E< =
— -+ log2p : 2”'*7}"‘

2

also

2 2
log - log

log 2 -+ '73 =y, =log2p + ;1) 4.

Die Rosinsche Konstante y der Menge E (p=) geniigt also den Un-
gleichungen

2
log 2p <y <log 2p+d == 10g,ﬁ2f7.

Die entsprechende Kapazitit liegt zwischen den Grenzen

1 1 1
p— 2y SCEPNE

127. Eine Modifikation des obigen Verfahrens liegt auf der Hand.
Man nehme eine Folge von Zahlen

Po=1, P1, Ps, -.. (py=>p>1 fir »=1)

und definiere, ausgehend von der Einheitsstrecke E (p,), eine Folge von
Punktmengen

E(popr.--p0)  (n—0,1,...),

von denen E (pop,) aus E(p,), I (popips) aus E(pep;) usw. durch die
Operation (p,), (p,) usw. entstehen. Die Menge E(p,...p,) besteht aus
2" gleichen abgeschlossenen Strecken von der Gesamtlinge
1
Pobr--- P,

Als Durchschnittsmenge dieser Folge erhalten wir wieder eine ab-
geschlossene, nirgends dichte, perfekte Menge E (p,p,...) von der
Michtigkeit des Kontinuums.

Das MaB3 dieser Menge liBt sich wie oben abschiitzen. Bezeichnet
man durch y,, die RoBinsche Konstante von E (pop,p, 1. . .0.) =1,

.., n), wobei also y,,, =7, die abzuschitzende Konstante ist, so findet
man mittels Wiederholung der obigen SchluBweise [vgl. (35)]

y".‘l-lm 10g2p1 Ezynl E’})n,z_*_log 2?51 +’ d;

wo d=log Fji?' Wendet man nun diese Beziehung statt auf (y,,, y,.)
auf das Paar (y,.4, ¥n3), Vs, Yua) usw. an, so folgt durch Aufldsung der

erhaltenen Ungleichungen schlieBlich

n n

y log2p, o log2p, +d
log 4 + E' _® P, <y, < log 4 + E',, 82, .
o 1 AP == SN 5"

- - 1
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Fiir #—~ o geht hieraus hervor:

Satz 3. Die Punkimenge E (Popy...) ist dann und nur dann vom
harmonischen Mafs Null, wenn die Reihe

zghkiﬂg (36)
T 2

128. Dieses Resultat gestattet eine interessante Priifung der Genauig-
keit der obigen zwei allgemeinen Bedingungen fiir das Verschwinden bzw.
Nichtverschwinden des harmonischen MaBes einer beliebigen Punktmenge.

Wir bezeichnen mit

divergent 1st.

2—n
by 67)
die Linge des Intervalls 4, der Uberdeckungsmenge E (pyp;. . .p,) und
definieren eine stetige, monoton abnehmende Funktion #(f) von ¢
(0<t=1), so daB

n(t)=v fir t=t¢, (r=0,1,...). (38)

Wie # () zwischen den Werten £, und ¢, , , gewdhlt wird, ist fiir unseren
Zweck ohne Belang; es erbietet indes einen gewissen Vorteil, #(f) so
festzulegen, daB3

13

dn 1 1 ’
Wz_TlogziJ' (38

Dies kann stets z. B. dadurch erreicht werden, daB3 man # als eine lineare
Funktion von logf im Intervall (4, £,,,) bestimmt, denn dann wird

log/t
n(t) = 'V+ ‘7k7tp B
logt—»
und daher v+1
dn ottt o1
dat t log o ¢ log2p, ,;— t log2p
ty +1
- Die Funktion
pl)=2""9

geniigt folgenden Bedingungen:
1. @(¢) ist im Intervall 0<f{=1 positiv und monoton zunehmend.
I
2. Es ist fj{l({gfp <O<1.
Ogt
3. Fir t=t,(n=0,1,...) gilt ¢(t,)=2""

Jede solche Funktion ¢(f) nennen wir zu der CANTORschen Menge
E(popy...) assozitert.
Sei umgekehrt ¢ (f) eine beliebige Funktion, welche die zwei ersten
Eigenschaften 1. und 2. besitzt. Setzt man dann
1

1 .,
n(f) = Tog2 loqu(t)—, wobei ' (f) > —tlog 2’
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so wird #(t) stetig wachsend das Intervall (0, o) durchlaufen, wenn
¢ stetig von 1 zu 0 herabsinkt. Die Folge der Wurzeln ¢,(>0) der
Gleichungen #(f)=v(¥=0,1,...; {,=1) ist also mit wachsendem »
monoton abnehmend, und es ist wegen 2.

ty
0] ty
— 4= s e— = = y -
1 / dn > Inglog b1
Leidyiy

und folglich

Setzt man also p,=:1 und fiir » =1
iy 41
27) p Aiy )
so ist damit eine unendliche Folge

Pis Pas -
1

von Zahlen ;bn>2"”)*]>1 definiert, so daB dic gegebene Funktion ¢ (f)
z2u der CANTORschen Punkimenge E (popy...) assozivert ist.

129. Wir beweisen nun den Satz:

Satz 4. Eine CANTORsche Menge E (popy...) hal positives endliches
h-Map in derjenigen Mafbestimmung, wo als Maffunktion h die assoziierte
Funktion ¢ benutzt wivd.

Sei in der Tat (I,) eine Menge offener Intervalle, welche die CANTOR-
sche Menge iiberdecken. Wegen der Abgeschlossenheit dieser Menge gibt
es dann endlich viele (m) punktfremde I,, welche bereits diese Eigenschaft
besitzen!, und es geniigt also zu zeigen, dafl die entsprechende Summe

.
Z ¥ ( 2 ) '
=1
wo 7, die Linge des Intervalls I, ist, iiber einer von der Wahl der Uber-
deckungsfolge (I,) unabhingigen positiven Schranke liegt.
Tatsichlich ist es hinreichend, dies fiir die Summe

m

2o
1
zu zeigen. Diese ist allerdings groBer als die obige Sumime; es gilt aber

nach der Eigenschaft 2 von ¢

log pr(:); < [ dlogt=1log2,
(2

R4
2

1 Dies folgt aus dem HEiNe-Borerschen Uberdeckungssatz.
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also (p(?’)<2(p<‘g>, so daf

2ol5)>5 200

Da E abgeschlossen ist, so enthilt I, ein abgeschlossenes Teil-
intervall I,, das die in I, liegenden Punkte E {iberdeckt und deren End-
punkte P,, P, zu E gehéren. Der Konstruktion von E zufolge sind
diese zwei Punkte zugleich, von einem gewissen » ab, Endpunkte gewisser
ineinandergeschachtelter Intervalle 4,. Es sei #, die grofere der ganzen
Zahlen 7, und #,’, welche so bestimmt sind, daB 4,; und A4, die gréften
an P, und P,’ grenzenden Intervalle 4, (n=1, 2,...) sind, welche in I,
liegen, und sei » die groBte der endlich vielen Zahlen n, (v=1, ..., m).
Dann ist die Uberdeckungsfolge E (popy- - - Pn) vollstindig in den Intcrvallen
I,, und also auch in I, enthalten.

Es sei nun ¢, die Anzahl der in I, gelegenen Intervalle A,; es ist also

2 g,=2"
v=1
Sei ferner A, die kleinste ganze Zahl, fiir welche I, mindestens ez Intervall
A;, enthilt; es ist also 4, <#. Dann ist, da die Linge #,, dieses Intervalls
=7, ist,
pr) Zo,)=2"".

Zwei aufeinanderfolgende gleiche Intervalle A; gehoren nicht immer
einem und demselben der Intervalle 4;_, an; von zwei aufeinander-
folgenden Paaren hat aber stets das eine diese Eigenschaft. Wiirde nun
I, drei Intervalle 4, enthalten, 