K. Hohenemser - W. Prager

Dynamik der
Stabwerke

Eine Schwingungslehre fiir Bauingenieure



Dynamik der Stabwerke

Eine Schwingungslehre fiir Bauingenieure

Von

K. Hohenemser «.« W. Prager

Dr.-Ing., Gottingen Prof. Dr.-Ing., Géttingen

Mit 139 Textabbildungen

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH 1933



ISBN 978-3-662-23878-3 ISBN 978-3-662-25983-2 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-662-25983-2

Alle Rechte, insbesondere das der Ubersetzung
in fremde Sprachen, vorbehalten.

Copyright 1933 by Springer-Verlag Berlin Heidelberg
Urspriinglich erschienen bei Julius Springer in Berlin 1933.
reprint of the original edition 1933



Vorwort.

Da iiber die Auswahl und Anordnung des Stoffes in der Einleitung
das Notige gesagt ist, mOchten die Verfasser an dieser Stelle nur allen
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volle Hilfe geleistet haben.
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Priv.-Doz. Dr.-Ing. F. W. Waltking schon bei fritherer Gelegenheit
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vollstindigung der Tabelle VII A wurde von Frau K. Hohenemser
vorgenommen. Die Tabelle VII D wurde von Herrn Dipl.-Ing. S. Grad-
stein berechnet und ist einer fritheren Arbeit von S. Gradstein und
W. Prager entnommen. Bei der Korrektur wurden die Verfasser in
wertvoller Weise unterstiitzt von Herrn Dipl.-Ing. W. Hackenschmidt,
Herrn Ing. G. Trem! und Herrn Priv.-Doz. Dr.-Ing. F. W. Waltking.

Zuletzt, aber nicht am wenigsten, sei dem Verleger Herrn Dr.-Ing.
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lichen Uberschreitung des urspriinglich vorgesehenen Buchumfangs.

Gottingen, im September 1933.
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Einleitung.

Die Methoden der modernen Baustatik sind auBerordentlich weit
entwickelt und gestatten eine miihelose Behandlung vieler Aufgaben-
gruppen. So sind wohl alle Aufgaben aus der Statik ebener Stabwerke
nicht nur grundséitzlich l6sbar, sondern es liegen bis ins einzelne
ausgearbeitete Verfahren zur mdglichst einfachen Behandlung der
meisten dieser Aufgaben vor. Stellt man sich nun die Frage nach dem
mechanischen Gehalt dieser zweckmiBigen Losungsverfahren, so er-
kennt man, daB es nur ganz wenige Lehrsitze der Mechanik sind, auf
welche letzten Endes alle diese Verfahren zuriickgehen. Diese Tatsache
ist es, die vielfach die Methoden der Baustatik in den Augen derer
trivial erscheinen l4Bt, welche sich noch nicht im Konstruktionsbiiro
von ihrer auBerordentlichen praktischen Bedeutung iiberzeugen konnten.
Die Entwicklung der Baustatik in den letzten Jahrzehnten kann gekenn-
zeichnet werden als Entwicklung von prinzipiell ausreichenden mecha-
nischen Lehrsdtzen zu wirklich verwendbaren und bequemen Rechen-
verfahren.

Trotzdem die Zahl der ausgesprochen dynamischen Fragestellungen
im modernen Bauwesen kaum wesentlich geringer sein diirfte als die-
jenige der vorwiegend statischen Fragestellungen, haben die dynami-
schen Berechnungsmethoden noch lange nicht jenen Grad der Voll-
kommenheit erreicht, welchen die statischen aufweisen. Die Sorgfalt,
mit welcher hiufig Nebeneinfliisse in der statischen Berechnung beriick-
sichtigt werden, steht in auffallendem MiBverhiltnis zu der groBen
Ungenauigkeit, mit welcher durch rohe Faustformeln den dynamischen
Einflissen fast ausnahmslos Rechnung getragen wird. Nun ist es aber
keineswegs so, daB eine strengere Behandlung dieser dynamischen Ein-
fliisse nach dem heutigen Stand der Mechanik unméglich wire, vielmehr
liegen die entsprechenden Lehrsitze durchaus vor, und im Maschinen-
bau, wo sich schon frither als im Bauwesen ein Bediirfnis nach der
Beriicksichtigung dynamischer Einfliisse geltend gemacht hat, bestehen
fiir manche Fragestellungen bereits zweckmiBige Rechenverfahren.
Allerdings fehlt eine iibersichtliche Zusammenstellung, welche die gegen-
seitigen Beziehungen dieser zum Teil eng miteinander verwandten Ver-

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 1



2 Einleitung.

fahren darlegt und die empfehlenswerten von den weniger brauchbaren
scheidet. Es ist daher fiir den nicht véllig Eingearbeiteten schwierig,
sich eine kritische Ubersicht iiber diese Verfahren zu verschaffen.

Mit dem vorliegenden Buch haben nun die Verfasser den Versuch
gemacht, einmal die fiir die Entwicklung strenger dynamischer Berech-
nungsmethoden unumginglich notwendigen klassischen Grundlagen der
Dynamik elastischer Systeme mit stetig verteilten Massen dem Bau-
ingenieur nahezubringen (Kap.I u. II), dann aber auch ein Stiick
jenes Weges von prinzipiell ausreichenden Lehrsidtzen der Mechanik
zu wirklich brauchbaren Rechenverfahren zuriickzulegen, auf welchem
die Baustatik schon so weit vorangeschritten ist' (Kap. III bis V). Die
Verfasser haben dabei teils sich an dynamische Berechnungsmethoden
aus dem Maschinenbau angelehnt unter Beriicksichtigung der mitunter
etwas anders gearteten Fragestellungen des Bauwesens, teils Ver-
fahren der Baustatik nach der dynamischen Seite hin ausgebaut. Sie
haben Wert darauf gelegt, einerseits moglichst vereinfachte Verfahren
zur Behandlung der wichtigsten Fragen der Dynamik der Stabwerke
zu bringen, andererseits aber auch die verschiedenen Nebeneinfliisse
mit moglichster Strenge und Vollstindigkeit zu behandeln. Selbst-
verstindlich ist ein Teil der letztgenannten Verfahren nicht unmittelbar
fiir den praktischen Gebrauch bestimmt, sondern soll nur dazu dienen,
einen Vergleich strenger Werte mit Niherungsverfahren der Praxis
zu ermoglichen. Es entspricht dabei durchaus dem Sinn des Buches,
daB nicht eingegangen wurde auf die Diskussion der mannigfachen
Faustformeln, welche in der einschligigen Literatur oft ohne geniigende
Kenntnis allgemeingiiltiger elastokinetischer Beziehungen umstritten
werden. Die Verfasser sind im iibrigen der Ansicht, daB viele dieser
Faustformeln schon deshalb wenig Berechtigung besitzen, weil die
strenge Beantwortung der betreffenden Frage kaum mehr, mitunter
sogar weniger Mithe macht als die Anwendung der Faustformel.

Die in dem vorliegenden Buch behandelten Schwingungserschei-
nungen lassen sich in zwei groBe Gruppen einteilen, die man als statio-
nére Schwingungen und Ausgleichsschwingungen bezeichnen kann. Bei
den ersten handelt es sich um die Bestimmung der Forméinderungen
und Beanspruchungen eines Stabwerks, welches periodisch verénder-
lichen Lasten ausgesetzt ist. Die hierhergehdérenden praktischen Ver-
fahren werden in.Kap. IV gebracht. Bei den zweiten handelt es sich
um die Bestimmung der Forminderungen und Beanspruchungen eines
Tragwerks, welches plétzlich be- oder entlastet wird oder Stéfen aus-
gesetzt ist oder durch iiber das Stabwerk sich hinwegbewegende Lasten
beansprucht wird. Diese Aufgaben werden in Kap. V behandelt. Die
meisten Verfahren zur Loésung dieser beiden Aufgabengruppen setzen
die Kenntnis von Eigenschwingungszahlen des. Stabwerks voraus. Den



Einleitung. 3

wichtigsten Verfahren zur Bestimmung dieser Eigenschwingungszahlen
ist daher das Kap. III gewidmet. Da in die Kap. III bis V der gréBeren
Ubersichtlichkeit halber nur die wichtigsten Rechenverfahren aufgenom-
men worden sind, schien es den Verfassern zweckmiBig, die Grund-
begriffe der Schwingungslehre sowie die allgemeinen Grundlagen der
Dynamik der Tragwerke in den Kap.I und II zu bringen. Hierdurch
werden die vom Leser dieses Buches geforderten Vorkenntnisse stark
eingeschrankt, und es wird dem Leser ein Uberblick geboten, welcher
ihm eine kritische Stellungnahme auch zu den in diesem Buche nicht
naher behandelten Rechenverfahren und Faustformeln erméglicht.
In Kap. VI sind die wichtigsten Rechenverfahren aus den vorher-
gehenden Kapiteln noch einmal so dargestellt, daB3 sie auch von dem-
jenigen angewendet werden koénnen, der diese Kapitel entweder
iiberhaupt nicht systematisch durchgearbeitet oder doch die dort
gebrachten Gedankenginge nicht mehr vollstindig gegenwirtig hat.
Kap. VII schlieBlich enthidlt mehrere Funktionentafeln, welche zur
Durchfithrung verschiedener dynamischer Rechenverfahren unumging-
lich notwendig sind. Im Anhang sind nach den entsprechenden
Kapiteln des Buches geordnet die wichtigsten Quellen- und einige
weitere Literaturangaben zusammengestellt.

In den folgenden Zeilen dieser Einleitung soll noch kurz eingegangen
werden auf die idealisierenden Voraussetzungen, welche in diesem
Buch stets zugrunde gelegt werden. Die Voraussetzung vollkommener
Elastizitdt und die Voraussetzung kleiner Forminderungen bediirfen
kaum einer ausfiihrlichen Begriindung, da diese Voraussetzungen auch
in der Baustatik fast ausschlieBlich gemacht werden. Man darf freilich
die Augen nicht vor der Tatsache verschlieBen, daB3 in manchen Fillen
diese Voraussetzungen weniger deshalb eingefithrt werden, weil sie
physikalisch begriindet sind, als vielmehr, weil ohne sie die Rechnung
sich zu verwickelt gestalten wiirde. In solchen Fillen sollte man ver-
suchen, wenigstens einige hinreichend einfache Sonderfille unter Ver-
zicht auf diese Voraussetzungen zu behandeln, um zu erkennen, in
welchem Sinne die Ergebnisse durch Einfithrung der vereinfachenden
Voraussetzungen beeinfluB3t. werden.

Eine andere in diesem Buche stets gemachte Voraussetzung ist die
der Dampfungsfreiheit der betrachteten Systeme. Man unterscheidet
bekanntlich zwischen 4duBerer und innerer Dampfung. Bei der duBeren
Dampfung nimmt man gewthnlich in jedem Punkte des schwingenden
Systems dampfende Krafte an, welche der Geschwindigkeit dieses
Punktes proportional sind. In diesem Falle beeinfluBt die Dimpfung
die Form der erzwungenen harmonischen Schwingungen des Systems
nicht, es entsteht lediglich eine Amplitudenverringerung und eine

Phasenverschiebung zwischen Ausschlag und erregender Kraft. Anders
]*



4 Einleitung.

liegen die Verhiltnisse bei der inneren Dimpfung, welche den Zihig-
keitskriften bei der Stromung einer zidhen Fliissigkeit entspricht und
von den relativen Verschiebungsgeschwindigkeiten benachbarter Teilchen
abhidngt. Die mathematische Behandlung von Schwingungsproblemen
unter Beriicksichtigung der hierhergehérenden Ansitze der Kontinuums-
mechanik gestaltet sich auBerordentlich verwickelt, da jetzt nicht mehr
alle Korperelemente mit gleicher Phase schwingen. Dazu kommt, daf
auch die physikalische Seite des Dimpfungsproblems noch keineswegs
in ausreichendem MaBe geklirt ist, so daB auch aus diesem Grunde
eine Beriicksichtigung der Baustoffdimpfung bei der Behandlung von
Aufgaben aus der Dynamik der Stabwerke sich verbietet. Gliicklicher-
weise sind die praktisch vorkommenden Dimpfungen meist so klein,
daB dadurch die dynamischen Forminderungen und Beanspruchungen
nur wenig beeinflult werden, wenn man sich nicht gerade in der
unmittelbaren Umgebung einer Resonanzstelle befindet. Da man solche
Resonanzstellen ohnedies vermeidet, begeht man mit der Vernach-
lassigung der Dampfung nur einen sehr kleinen Fehler, der im {ibrigen
noch dazu fithrt, die dynamische Sicherheit der Stabwerke etwas zu
unterschitzen.

Weiter werden in diesem Buche die Lager und Einspannungen in
der Regel als vollkommen starr vorausgesetzt, d. h. es wird angenommen,
daB keine Energie vom schwingenden System in das Erdreich aus-
gestrahlt wird. Auch diese Voraussetzung wird in manchen Fillen
keineswegs erfiillt sein, doch liegt noch zu wenig experimentelles Mate-
rial {iber das dynamische Verhalten von Griindungen bei Beriick-
sichtigung der Energieabwanderung vor, als da8 wirklich vertretbare
Rechenvorschriften daraus abgeleitet werden kénnten.

Ferner sind in diesem Buch lediglich ebene Schwingungen ebener
Stabwerke behandelt. Die angegebenen Methoden kénnen unschwer
auch auf riumliche Systeme ausgedehnt werden, doch wurde von einer
Durchfithrung dieser Erweiterung im Interesse des Buchumfanges ab-
gesehen.

SchlieBlich wird in diesem Buch nicht eingegangen auf alle Fragen,
welche mit den Ermiidungserscheinungen der Werkstoffe zusammen-
hingen. Wenn auch die wirkliche Dimensionierung des Stabwerkes
auBer der Berechnung der dynamischen Beanspruchung die Kenntnis
der Dauerfestigkeit des Stabmaterials erfordert, so schien es doch den
Verfassern nicht angezeigt, auf diese verwickelten, z. T. auch noch
nicht in geniigendem MaBe erforschten Beziehungen einzugehen.



I. Grundbegriffe der Schwingungslehre.

A. Kinematische Grundbegriffe der Schwingungslehre.

1. Die harmonische Schwingung und ihre

Bestimmungsstiicke.

Wir wollen in diesem Abschnitt die geometrischen Eigenschaften
der Schwingungsbewegungen betrachten, ohne auf die Krifte einzu-
gehen, welche diese Schwingungsbewegungen verursachen. Wir betrach-

ten daher die Bewegung eines
Punktes eines schwingenden
Systems ohne Riicksicht auf den
Zusammenhang dieses Punktes
mit dem System, welchem er
angehort. Als Schwingungs-
bewegung im engeren Sinne
wollen wir eine geradlinige Be-
wegung eines Punktes bezeich-
nen, wenn jeweils nach Ablauf
einer gewissen Zeit, der Schwin-
gungszeit oder Schwingungs-
dauer, der Punkt wieder den
gleichen  Bewegungszustand,
also die gleiche Lage, Ge-
schwindigkeit, Beschleunigung
usw. besitzt. Man nennt einen
solchen Bewegungsablauf peri-
odisch und bezeichnet die
Schwingungszeit auch als Peri-
ode der Schwingung. Abb. 1
stellt fiir verschiedenartige peri-

N/

Y

o

Abb. 1.

odische Bewegungen den Ausschlag v als Funktion der Zeit ¢ dar, die
Schwingungsdauer T ist fiir alle dargestellten Bewegungen die gleiche.
Neben der Schwingungsdauer 7 ist fiir die Schwingung kennzeich-
nend noch der gréBte Ausschlag «, der als Amplitude bezeichnet
wird. Da wir den Ausschlag stets von der Mittellage des bewegten



6 I. Grundbegriffe der Schwingungslehre.

Punktes aus messen wollen, erreichen die Ausschlige nach beiden
Seiten hin den gleichen GréBtwert, ohne da deshalb die Bewegung
im einzelnen nach beiden Seiten gleichartig verlaufen mus.

Unter den unzihligen, nach diesen Ausfiihrungen als Schwingungen
zu bezeichnenden Bewegungen nehmen nun die sog. harmonischen
Schwingungen eine besondere Stellung ein. Einmal, weil die meisten
natiirlichen Schwingungsvorgdnge genau oder doch wenigstens mit
groBer Anniherung dem Gesetze der harmonischen Schwingung folgen,
dann aber vor allem auch wegen der groBen Einfachheit, mit der sich
die harmonischen Schwingungen rechnerisch behandeln lassen. Wie wir
spater sehen werden, 1aBt sich ferner eine beliebige periodische Bewe-
gung aus harmonischen Bewegungen aufbauen. Wir wollen uns daher
mit der harmonischen Schwingung eingehender befassen.

Eine harmonische Schwingung mit der Amplitude 4 wird dargestellt
durch

V() =gcoswi. (1)

Nach Ablauf von einer oder mehreren Schwingungsdauern T soll der
bewegte Punkt wieder seine alte Lage einnehmen. Die Schwingungs-
dauer T ergibt sich daher aus der Bedingung

acoswt=acosw({+ T).

Da die Kosinusfunktion die Periode 2z besitzt, mufl die VergréBerung
des Argumentes der rechten Seite gegeniiber demjenigen der linken
Seite gerade 27z oder ein ganzzahliges Vielfaches dieses Wertes betragen.
Die Schwingungszeit T ist also gegeben durch

ol =2x
oder
2m

Man nennt o die Kreisfrequenz der Schwingung. Der reziproke
Wert v = zw—n der Schwingungszeit wird als Frequenz der Schwin-

gung bezeichnet, er gibt die Anzahl der Schwingungen in der Zeit-
einheit an.

Die Geschwindigkeit eines nach (1) bewegten Punktes zur Zeit ¢
ist gegeben durch

V() = —awsinwt. * (3)

* Hier ist Gebrauch gemacht von der im ganzen Buch beibehaltenen Be-
zeichnung der Differentiation nach der Zeit durch iibergesetzte Punkte. Es ist

also

. dv d . 0%v
V=7, un V=35
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Die Geschwindigkeit schwankt also wiahrend einer Schwingung zwischen
den Werten + aw und — aw. Diese Grenzwerte der Geschwindigkeit
werden beim Durchgang des Punktes durch seine Mittellage erreicht.
Die Beschleunigung eines nach (1) bewegten Punktes zur Zeit ¢

ist gegeben durch
V() = —aw?coswi.* 4)

Die Grenzwerte F- aw? der Beschleunigung werden also gleichzeitig
mit den Grenzwerten - a des Ausschlags erreicht.

Wir besprechen noch an Hand von Abb. 2 eine einfache Darstellung
der Bewegungsverhiltnisse bei einer harmonischen Schwingung. Ein
Punkt P befinde sich zur Zeit ¢ =0 in P, und durchlaufe mit der
Winkelgeschwindigkeit « einen Kreis vom Halbmesser a. Ist O der
Mittelpunkt dieses Kreises, so ist die Lage P des bewegten Punktes
zur Zeit { dadurch festgelegt, daB der Winkel P,O P die GréBe wt
haben muB. Ist P’ die Projektion von P
auf den Durchmesser O P,, so gilt

0P = O/I\’-coswt= acoswt.

Die harmonische Bewegung des Punktes P’
kann also aufgefafit werden als Projektion

Geschwindigkerf aw

der gleichférmigen Kreisbewegung des Punk-
tes P auf einen Durchmesser dieses Kreises.
Die Geschwindigkeit ¥ von P’ ergibt sich
dabei in Ubereinstimmung mit (3) als Pro-
jektion der in Richtung der Kreistangente
verlaufenden Geschwindigkeit aw des Punk- Abb. 2.

tes P, und die Beschleunigung ¢ von P’

ist in Ubereinstimmung mit (4) gegeben durch die Projektion der
nach dem Mittelpunkt O hin gerichteten Zentripetalbeschleunigung a w?
des Punktes P.

2. Zusammensetzung harmonischer Schwingungen
gleicher Richtung.

Treten zwei harmonische Schwingungen gleichzeitig auf, so geniigt
zur Kennzeichnung der einzelnen Schwingung nicht mehr die Angabe
von Frequenz und Amplitude, vielmehr muf z. B. noch angegeben
werden, in welchem Stadium des Bewegungsablaufs sich die eine Schwin-
gung befindet, wenn bei der anderen gerade der gréBte positive Aus-
schlag erreicht ist.

Wir betrachten zunichst den Fall, daB beide Teilschwingungen

* Siehe FuBnote auf S.6.
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gleiche Richtung und gleiche Frequenz besitzen. Es sei die eine der
beiden Schwingungen gegeben durch

v; (§) = a,coswt
und die andere durch

Uy (£) = agcos (wi + &) .

Die erste Schwingung wird dargestellt durch die Projektion des End-
punktes P; eines mit der Winkelgeschwindigkeit w umlaufenden Vek-

tors (71)31 von der Linge a, (Abb. 3). Zur Zeit ¢ = 0 fillt die Richtung
dieses Vektors mit der Richtung der v-Achse zusammen. Die zweite
Schwingung wird dargestellt durch die Projektion des Endpunktes P,
eines ebenfalls mit der Winkelgeschwindigkeit e umlaufenden Vek-

tors OI->’2 von der Linge a,. Zur Zeit ¢ = 0 bildet die Richtung dieses
Vektors mit der v-Achse den Winkel . Da beide Vektoren mit der
gleichen Winkelgeschwindigkeit umlaufen, bleibt auch wihrend des
Umlaufs zwischen ihren Richtungen der feste
Winkel ¢ bestehen. Der zweite Vektor eilt, wie
man sagt, dem ersten um den Phasenunter-
schied e voraus. Um nun die resultierende
Bewegung

v(t) = a,coswt + aycos (wi -+ &)

in unserer Darstellung zu erhalten, miissen wir
in jedem Augenblick die Lingen der Projek-
tionen O P} und O P; der beiden Vektoren auf
die v-Achse addieren unter Beriicksichtigung ihres Richtungssinnes.
Wie aus Abb.3 hervorgeht, ist die Summe dieser Projektionen in
jedem Augenbhck gegeben durch die Projektion des resultlerenden

Vektors OP OP1 + OPZ, und da die beiden Vektoren O P1 und 0 ] P2
unter Beibehaltung ihrer gegenseitigen Lage mit der Winkelgeschwindig-
keit o umlaufen, behilt auch der resultierende Vektor seine GroéBe
und Lage gegeniiber den Teilvektoren bei und liuft mit der Winkel-
geschwindigkeit w um. Die resultierende Schwingung ist also gleich-
falls eine harmonische Schwingung von der Kreisfrequenz w und einer

Amplitude, welche sich aus dem Dreieck O P; P mit den Seiten O/ﬁl = a,
und I/’;}’ = a, und dem Zwischenwinkel (180° — &) berechnen 1i8t zu

a=7Va:+ a4+ 2a,a,c05¢. ()

In dem besonders wichtigen Fall einer Phasenverschiebung von 90°
ergibt sich somit die resultierende Amplitude a als Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks, welches die beiden Amplituden a4, und a, der
Teilschwingungen zu Katheten hat. Haben dagegen die beiden Teil-
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schwingungen gleiche Frequenz und gleiche Amplitude, aber eine Pha-
senverschiebung von 180°, so léschen sie sich vollig aus. Man nennt
diese Erscheinung Interferenz.

Weniger einfach liegen die Verhiltnisse, falls die beiden Teilschwin-
gungen zwar gleiche Richtung, aber verschiedene Frequenzen besitzen.
Auch hier gibt uns das Vektordiagramm Aufschluff iiber den Verlauf

—> —_
der resultierenden Bewegung. Die Vektoren OP; und 0132, welche

die beiden Teilschwingungen darstellen, laufen jetzt mit verschiedenen
Winkelgeschwindigkeiten w; und w, um. In jedem Augenblick wird
der Ausschlag v der resultierenden Bewegung dargestellt durch die

i . . —> —> —>
Projektion des resultierenden Vektors OP =OP; -+ OP, auf die
v-Achse. Da aber jetzt die beiden Vektoren 0_1)31 und 5132 infolge

P v/
/
3
4
5
G
7
s
g
v
77
Y3
A
Abb. 4. Abb. 5.

ihrer verschiedenen Winkelgeschwindigkeiten ihre gegenseitige Lage

nicht mehr beibehalten, 4dndert auch der resultierende Vektor 0_;
dauernd seine GréBe und seine Lage gegeniiber den Vektoren der
Teilschwingungen. Um uns iber das allgemeine Verhalten der resul-
tierenden Bewegung Klarheit zu verschaffen, betrachten wir zunichst
einige Sonderfille.

Es sei wy, = 2w,, a; = a, und zur Zeit { =0 mogen die beiden
Schwingungen den Phasenunterschied &(0) = 0 besitzen. Abb. 4 zeigt
verschiedene Lagen der beiden Vektoren wihrend eines vollen Um-
laufs des sich langsamer drehenden Vektors der ersten Teilschwin-
gung. In Abb. 5 ist die entstehende Bewegung v(¢) als Funktion der
Zeit dargestellt, sie ist naturgemdB nicht mehr harmonisch, ist aber
streng periodisch, da nach einem vollen Umlauf des sich langsamer
drehenden Vektors der ersten Teilschwingung sich alle Stellungen der
beiden Vektoren wiederholen.
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Als zweites Beispiel wollen wir den Fall w, =12 w;, a, = a,,
£(0) = 0 behandeln. Wahrend der Vektor der ersten Teilschwingung
fiinf volle Umdrehungen ausfiihrt, vollzieht der Vektor der zweiten
Teilschwingung sechs volle Umldufe. Nach dieser Zeit, welche also
durch die fiinffache Schwingungszeit der ersten oder durch die sechs-
fache Schwingungszeit der zweiten Teilschwingung gegeben ist, befinden
sich beide Vektoren wieder in ihren Ausgangslagen. Die resultierende
Bewegung ist also streng periodisch mit der Periode

T =5T,=6T,.

Sind allgemein w,; und w, die Kreisfrequenzen der Teilschwingungen, so
kann eine streng periodische Bewegung offenbar nur dann entstehen,
wenn sich eine Zeit 7 so angeben 148t, daB in dieser Zeit der Vektor
der ersten Teilschwingung eine ganze Zahl #; und der Vektor der
zweiten Teilschwingung eine ebenfalls ganze Zahl #, von Umdrehungen
ausfiihrt. Es gilt also

0,7 =27mn 1
und (6)
W, T = 27N, . J
Das Verhiltnis

@1 _ "

W, Ny

der Kreisfrequenzen der Teilschwingungen 148t sich daher als Verhiltnis
zweier ganzer Zahlen schreiben, ist also rational. Die Periode I der
zusammengesetzten Schwingung ist von allen denjenigen Zeiten 7,
welche den Gleichungen (6) geniigen, die kleinste. Um die Periode T
zu finden, reduziert man den Bruch #,/n, durch Wegkiirzen aller gemein-
schaftlichen Faktoren von #; und %, so, dafl der Zihler N; und der
Nenner N, teilerfremd sind. Es ist dann

o, T =2aN,
und

w, T =27 N,

und die gesuchte Periode kann aus einer dieser Gleichungen bestimmt
werden.

Sind die beiden Teilfrequenzen nur wenig voneinander verschieden,
so dandern die beiden Vektoren der Teilschwingungen ihre gegenseitige
Lage nur langsam. Wahrend hinreichend kurzer Zeiten verlauft also
die resultierende Bewegung angenihert so, als ob es sich um die Zu-
sammensetzung zweier harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz
handelte, d. h. wie eine harmonische Schwingung. Abb. 6 stellt den
Bewegungsablauf fiir unser zweites Beispiel dar. Man erkennt, dafB
die Bewegung angenihert als harmonische Bewegung mit periodisch
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verdnderlicher Amplitude beschrieben werden kann. Man bezeichnet
derartige Bewegungen, welche durch Uberlagerung zweier harmonischer
Schwingungen von nahezu gleichen Frequenzen entstehen, als Schwe-
bungen.

Als drittes Beispiel betrachten wir den Fall w, =, V2, ay = a5,
€(0) = 0. Wegen des irrationalen Verhiltnisses der Teilfrequenzen lassen
sich nun die Gleichungen (6) nicht mehr mit ganzen Zahlen #, und #n,
erfilllen, der Bewegungsablauf ist also nicht streng periodisch. Da aber
mit wachsender GréBe der Zahlen n, und #, die irrationale Zahl 2
sich immer besser als Quotient der ganzen Zahlen #, und #, darstellen

\ N A /\
IAREA)

U

Tt e, —oA = e[

R A T e

[ T ——=
Abb. 6

laBt, wird sich ein einmal vorhandener Bewegungszustand um so ge-
nauer wiederholen, je linger man wartet. Man bezeichnet eine derartige
Bewegung als fastperiodisch.

8. Zusammensetzung von harmonischen Schwingungen
mit zueinander senkrechten Richtungen.

Wir betrachten zunichst den Fall, daB beide Teilschwingungen
zueinander senkrechte Richtungen und gleiche Frequenz besitzen. Be-
zeichnet man die zueinander senkrechten Schwingungsrichtungen mit x
und y, und sind a,, und a, die Amplituden der-beiden Teilschwingungen,
so wird die resultierende Bewegung dargestellt durch

% =a,cosmt, }

y = a,cos (wt -+ ¢

(7)

Die Bahn des schwingenden Punktes ergibt sich durch Elimination der
Zeit aus diesem Gleichungspaar.

Verschwindet die Phasenverschiebung &, so erhilt man als Bahn-
gleichung

a

-
v ay
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Die Bahn ist also eine Gerade, die resultierende Schwingung ist eine
harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz w und der Amplitude

a=7Va+ ;72,. (8)
Betrigt der Phasenunterschied ¢ gerade 90° so nehmen die Glei-

chungen (7) die Form an

¥= a,coswt,

y=—a,sinwt.
Durch Elimination von ¢ erhdlt man aus diesen Gleichungen als Glei-
chung der Bahnkurve

x2 y2
w =1
x Yy

Die Bahnkurve ist also eine Ellipse mit den Halbachsen a, und a,.

Abb. 7.

Fir den Sonderfall @, = a, ergibt sich als Bahnkurve ein Kreis
vom Halbmesser a,,, der mit der Winkelgeschwindigkeit w durchlaufen
wird. Von diesem Sonderfall kann man wieder zu dem vorher bespro-
chenen allgemeineren Fall zuriickgelangen, wenn man die gleichférmige
Kreisbewegung orthogonal auf eine Ebene E, projiziert, die gegen
die Ebene E, der Kreisbewegung um einen Winkel . geneigt ist (Abb..7).
Der einfacheren Ausdrucksweise halber wollen wir uns die Ebene FE,
als Horizontalebene vorstellen. FaBt man die gleichférmige Kreisbewe-
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gung des Punktes P in der Ebene E; auf als zusammengesetzt aus
zwei geradlinigen harmonischen Schwingungen von gleicher Ampli-
tude, welche in Richtung der Schichtlinie ¥ und der Fallinie y der
Ebene E; erfolgen und eine Phasenverschiebung von 90° besitzen,
und bedenkt, daB eine geradlinige harmonische Bewegung sich auch
als solche projiziert, so erkennt man, daB3 die Bewegung des Projek-
tionspunktes P’ in der Ebene E, sich aus zwei harmonischen Schwin-
gungen verschiedener Amplituden zusammensetzen 148t, welche in den
zueinander senkrechten Richtungen %’ und y’ erfolgen und ebenfalls
eine Phasenverschiebung von 90° besitzen. Man kann aus dieser Dar-
stellung noch Aufschlufl {iber das Zeitgesetz erhalten, nach welchem
der Punkt P’ seine Bahnellipse durchliuft. Da sich der Punkt P in
der Ebene E, gleichférmig auf einem Kreise um O bewegt, {iberstreicht
der Radiusvektor OP in gleicher Zeit gleiche Flichen. Da aber die
Projektionen einander gleicher Fliachenstiicke der Ebene E; auf die
Ebene E, ebenfalls gleichen Flicheninhalt haben, mufl auch der Pro-
jektionspunkt P’ seine elliptische Bahn so durchlaufen, daB der Radius-
vektor O’ P’ vom Ellipsenmittelpunkt nach dem bewegten Punkt in
gleichen Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht.

Wihlt man als Teilschwingungsrichtungen bei der Zusammensetzung
der gleichformigen Kreisbewegung an Stelle der Richtungen x und y
die Richtungen zweier anderer senkrecht aufeinanderstehender Kreis-
durchmesser, so ergibt sich, daf3 die elliptische Bewegung des Projek-
tionspunktes P’ auch zusammengesetzt werden kann aus zwei harmo-
nischen Schwingungen, welche einen Phasenunterschied von 90° be-
sitzen und deren Richtungen und Amplituden durch zwei konjugierte
Ellipsenhalbmesser gegeben sind.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall der Gleichungen (7). Die
zweite dieser Gleichungen kann auch geschrieben werden in der Form

Y = @,C08ECOS Wi — a,SNgsSINWE.

Man kann somit die Bewegung auch aufbauen aus den drei geradlinigen
harmonischen Schwingungen

X = azcoswt,
Y1 = @,COSECOSWI,
Vg = —a,sin esin w¢.

Die ersten beiden Teilschwingungen lassen sich infolge ihrer gleichen
Phase zusammensetzen zu einer geradlinigen harmonischen Schwingung,
deren Richtung gegen die y-Achse geneigt ist. Die dritte Schwingung
verliauft in Richtung der y-Achse und besitzt gegen die Resultante der
beiden ersten eine Phasenverschiebung von 90°. Nach den obigen Aus-
fithrungen ist also die aus allen dreien zusammengesetzte Bewegung
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eine elliptische Schwingung. Die Resultante zweier senkrecht zuein-
ander gerichteten Schwingungen beliebiger Amplituden und Phasen
ist also stets eine elliptische Schwingung, bei welcher der Radiusvektor
vom Ellipsenmittelpunkt nach
dem bewegten Punkt in glei-
chen Zeiten gleiche Flichen
iiberstreicht!. Selbstverstind-
lich kann die Bahnellipse auch
zu einem Kreis oder einer ge-
raden Strecke ausarten.

Haben beide Teilschwin-
gungen im Gegensatz zu den
bisher betrachteten Fillen
verschiedene Frequenzen, so
ergeben sich resultierende
Bahnen, die als Lissajous-
kurven bezeichnet werden. Je
nachdem die beiden Fre-
quenzen in rationalem oder
irrationalem Verhiltnis zuein-
ander stehen, ist die resultierende Bewegung streng periodisch oder
fastperiodisch. Abb. 8 zeigt einige Lissajouskurven fir

¥ =cos(w!+ ¢,
y=-cos2wt

bei verschiedenen Werten der Phasenverschiebung e.

B. Kinetische Grundbegriffe der Schwingungslehre.

4. Freie Schwingungen eines Systems mit einem
Freiheitsgrad.

Wir betrachten einen Balken auf zwei Stiitzen, der bei x = x;
eine punktférmige Masse M tragt (Abb. 9). Die Achsen y und z unseres

== r Koordinatensystems sollen parallel sein zu
Z X~ den Haupttrigheitsachsen des Balkenquer-
T ADb. 9. schnitts. Die Balkenmasse sei klein gegen-
( itber der Masse M. Wir wollen daher die

Balkenmasse bei den folgenden Uberlegungen vernachlissigen, uns also
den Balken als masselos vorstellen.

1 Dues gilt iibrigens auch fiir den hier nicht betrachteten allgemeineren Fall,
daB die beiden Schwingungsrichtungen nicht senkrecht zuemander sind.
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Wir wollen ferner die folgenden Ausfilhrungen beschranken auf
Schwingungen, bei denen alle Punkte des Systems sich parallel zur
x-y-Ebene bewegen. Der masselose Balken folgt ohne Trigheit den
Kriften, welche die Masse M auf ihn iibertrigt. Die Lage aller System-
punkte in einem gewissen Augenblick der Bewegung ist also bestimmt
durch die Lage der Masse M in diesem Augenblick. Diese Lage wird
aber durch eine GréBe eindeutig festgelegt, ndmlich durch die Aus-
lenkung v (%, ¢) der Masse M aus ihrer Gleichgewichtslage (Abb. 10).
Wir bezeichnen daher das System als ein System mit einem Freiheits-
grad. Beschrinken wir unsere Betrachtungen nicht auf solche Schwin-
gungen, bei denen sich alle Punkte parallel zur x-y-Ebene bewegen,
so hat das System zwei Freiheitsgrade, da zur Bestimmung seiner
Lage die beiden Auslenkungskomponenten v(x;,%) und w(x,,¢) der
Masse M in Richtung der y-Achse und der z-Achse angegeben werden
miissen.

Wir schreiten nun zur Aufstellung der Differentialgleichung fiir die
Bewegung der Masse M. Der Einfachheit halber wollen wir dabei fiir
die Auslenkung v(x,,?) der Masse M - z z
die Bezeichnung v(#) gebrauchen und gﬂ, ~Y =
uns der genaueren Schreibweise v (x4, ) ly Abb. 10
nur dann bedienen, wenn die Aus- T
lenkung v (#,, ¢) der Masse M mit der Auslenkung v (x,, ¢) eines anderen
Punktes ¥ = x, des Balkens verglichen wird.

Der ausgelenkte Balken {ibt infolge seiner Elastizitit auf die Masse M
eine Riickstellkraft R aus, deren GréBe von der GroBe der Auslenkung »
abhingt. Diese Riickstellkraft ist derjenigen Kraft entgegengesetzt
gleich, welche bei ¥ = x, am Balken angreifen miiite, um dort die
Auslenkung v hervorzubringen. Fiir kleine Ausschlige kénnen wir die
Riickstellkraft dem Ausschlag proportional setzen:

R=—Cu.

Das negative Vorzeichen in diesem Ansatz deutet an, daB es sich um
eine Kraft handelt, welche die Masse M in ihre Gleichgewichtslage
zuriickzuziehen sucht. Es ist wichtig, schon hier darauf hinzuweisen,
daB diese lineare Beziehung zwischen Ausschlag und Riickstellkraft
die Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes fiir das Balkenmaterial voraus-
setzt, also sicher nur bis zu einer gewissen Grenzauslenkung richtig ist.
Fiir groBere Auslenkungen nimmt das anfinglich konstante Verhiltnis
zwischen Riickstellkraft und Auslenkung ab. Wir werden spiter diese
Verhiltnisse noch etwas eingehender behandeln.

Greift wihrend der Bewegung an der Masse M nur die Riickstell-
kraft des Balkens an, so bezeichnen wir die entstehenden Schwingungen
als freie Schwingungen. Das Produkt aus der GréBe der Masse M und
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ihrer Beschleunigung 9 muB fiir die freien Schwingungen in jedem
Augenblick der Bewegung gleich der Riickstellkraft R sein. Die
Differentialgleichung fiir die freien Schwingungen lautet also

M3+ Cv=0. 9)

Mit w, = VMC ist die Losung dieser Differentialgleichung bekanntlich

gegeben durch
v(f) =Acosw,t+ Bsinw; ¢.

Die Integrationskonstanten 4 und B dieser Lésung miissen aus den
Anfangsbedingungen bestimmt werden. Soll z. B. zur Zeit ¢ =0 die
Masse M die Auslenkung v(0) und die Geschwindigkeit 9 (0) besitzen,
so ist

v(¢) = v(0) cos w; ¢ + ?Sinwlt. (10)
1

Die freien Schwingungen sind also harmonische Schwingungen von
einer ganz bestimmten Frequenz, welche nur von den elastischen Eigen-
schaften und der Masse des Systems, nicht aber von der Amplitude
abhingt. Man nennt diese Frequenz die Eigenfrequenz des Systems.

Ist die Masse M unter der statischen Einwirkung einer bei x =

angreifenden Kraft P um v (0) = i; ausgelenkt, und wird zur Zeit { = 0

diese Kraft plotzlich beseitigt, so ist die Bewegung der Masse M gegeben
durch

V() = gcos Wy k. (11)
Der Grofitwert des Ausschlages wiahrend der nach der Entlastung ein-
setzenden Schwingung ist der statische Ausschlag P/C. Bei den
Schwingungen, die infolge plétzlicher Entlastung eines
ruhenden Systems von einem Freiheitsgrad entstehen,
treten also keine gr6Beren Beanspruchungen auf als unter
der statischen Einwirkung der beseitigten Last.

5. Erzwungene Schwingungen eines Systems mit einem
Freiheitsgrad.

Greift wihrend der Bewegung des Systems auBler der Rickstell-
kraft des Balkens noch eine duflere Kraft P(f) an der Masse an, so
spricht man von erzwungenen Schwingungen. Fiir diese Schwingungen
muB in jedem Augenblick der Bewegung das Produkt aus der GréBe
der Masse M und ihrer Beschleunigung ¥ gleich der Summe von Riick-
stellkraft R = — Cv und erregender Kraft P (f) sein. Die Differential-
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gleichung der erzwungenen Schwingung lautet also
Mi+Cov=P()*. (12)

Wir betrachten zunichst den Sonderfall, dafl die erregende Kraft
fiir das unendlich kleine Zeitintervall ¢’ — d¢' < ¢ <<¢' den Wert P (')
annimmt und fiir alle anderen Zeiten verschwindet. Wir bezeichnen
eine solche nur fiir einen Augenblick wirkende Belastung als StoB-
belastung. Die Intensitit des StoBes messen wir durch das Produkt
aus der StoBkraft P (¢') und ihrer Einwirkungsdauer 4¢'. Man bezeichnet
dieses Produkt als Impuls und sagt, der Masse M werde zur Zeit ¢
der Impuls P(#) d¢" erteilt. Ist die Masse anfinglich in Ruhe, also
2(0) = 0 und v(0) = 0, so vereinfacht sich die Bewegungsgleichung (12)
fiir das Zeitelement d¢’ zu

Mi=P({).

Wihrend des Zeitelements d¢’ erfihrt also die anfangs ruhende Masse

P 4
die Beschleunigung % Nach Ablauf dieses Zeitelements besitzt die

P

Masse daher die unendlich kleine Geschwindigkeit — " d#', wihrend

4
ihr Ausschlag %E\tl') dt'? von hoherer Ordnung klein ist. Die weitere Be-
wegung kann wegen des vorausgesetzten Verschwindens von P(¢) fir

¢ >1¢ als freie Schwingung behandelt werden mit den Anfangs-
P !

werten v(¢') =0 und 9() = —]‘(}l dt’, sodaB auf Grund der Glei-

chung 4, (10) zur Zeit ¢ >¢ der Ausschlag der Masse gegeben ist

durch
"o P (t’) s ’

v(t)—mdt Slnwl(t—t). (13)
Besitzt die Masse M zur Zeit ¢ = ¢’ — d¢’ bereits eine Bewegung, so
iberlagert sich dieser fiir £ > ¢’ die durch (13) dargestellte Bewegung.
Indem wir die Wirkung einer erregenden Kraft als Summe derartiger
Impulswirkungen auffassen, erhalten wir die Losung der Differential-
gleichung (12) in der Form

13
v(£) = v(0) cos w, ¢ + zJ;u(OT)sincult + M—‘l—wl fP(t’) sineo, (t — ¢)dt’ . (14)
8

Die durch das Integral auf der rechten Seite ausgedriickte einfache

* Sind @, und a, die statischen Auslenkungen der Punkte ¥ = #, und v = x,
des Balkens infolge einer bei » = #; angreifenden Einheitskraft, so kann eine
bei ¥ = #, angreifende erregende Kraft P (¢) ersetzt werden durch eine an der

Masse M angreifende Kraft —Zi P2).
1

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 2
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Uberlagerung der verschiedenen Impulswirkungen ist natiirlich nur
infolge der Linearitit der Differentialgleichung (12) statthaft. Die Aus-
wertung dieses Integrals fiir eine bestimmte Zeit ¢ = ¢, kann auf die
folgende Weise erfolgen. Wir zeichnen auf zwei getrennte Blatter die
Kurven y = P(f) und % = sinw,7 und legen diese Blitter nach Art
der Abb. 11 so untereinander, da die Geraden ¢ = #;, und 7 = 0 sich
decken und daB die positive 7-Achse entgegengesetzt zur positiven
t-Achse gerichtet ist. Untereinanderliegende Ordinaten beider Kurven
werden dann miteinander multipliziert, und {iber die Produkte wird
von ¢ = 0 bis ¢ = ¢, integriert.

Wir betrachten einige typische Fille erzwungener Schwingungen,
wobei wir fiir £ = 0 das System stets als ruhend voraussetzen wollen,
sodaB nur das letzte Glied der rechten Seite von Gleichung (14) zu
beriicksichtigen ist. Zunichst wollen wir den Fall plétzlicher Belastung

des ruhenden Systems behandeln. Fiir £ >0

¥
\—\ habe also die erregende Kraft eine konstante
\g’_ GroBe P. Die erzwungene Bewegung wird
dargestellt durch
~—t"— Z :
! smaltt) |7 o(l) = fsinw (t —t)at
aa ol W) S
— l o o

!/\/ t7\/ | —W(l——coswlt) =7 (].—COSCOlt) . (15)

Abb. 11

Die Bewegung ist also eine Schwingung um

P
die zur Last P gehérende statische Auslenkung = . Der grofite Wert der

Auslenkung wird erreicht, wenn die Kosinusfunktion in (15) den Wert
~— 1 annimmt, er betrigt

2P
Max v = —.

C

Die groBte Beanspruchung eines Systems von einem Frei-
heitsgrad bei plétzlichem Aufbringen einer Last ist also
doppelt so groB als die statische Beanspruchung durchdiese
Last, wiahrend, wie in 4 gezeigt wurde, die Beanspruchung bei plétz-
licher Entlastung nicht gréBer als die statische Beanspruchung unter
der beseitigten Last werden kann.

Die periodische erregende Kraft P (¢) = P cos wt¢ erzwingt die Be-

wegung
i

v(t) = Mito; fcoswt’sin w, (t—¢t)ar.
V]
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Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich

P
V() = M (wf — af) (coswt — cosw, t) . (16)
Fir o = w; nimmt dieser Ausdruck die unbestimmte Form 0/0 an,
sein in der bekannten Weise ermittelter Wert ist

v(t)=2—]l;~})ltsinw1t:;;cwltsinwlt. (17)
Die Lésung (16) besteht aus zwei harmonischen Schwingungen gleicher
Amplitude, von denen die eine mit der Frequenz der erregenden Kraft,
die andere mit der Eigenfrequenz des Systems erfolgt. Bei Anwesen-
heit von (praktisch stets vorhandenen) Bewegungswiderstinden erlischt
mit der Zeit diejenige Schwingung, welche mit der Eigenfrequenz des
Systems erfolgt, sodaB schlieflich nur noch die Schwingung besteht,
welche durch die erregende Kraft aufrechterhalten wird und mit der
Frequenz dieser Kraft erfolgt. Vielfach nennt man daher diesen Be-
standteil der Losung (16) allein die erzwungene Schwingung; soll er
von der vollstindigen L&sung (16) unterschieden werden, so wollen
wir den genaueren Ausdruck stationdrer Anteil der erzwungenen Schwin-
gung gebrauchen.

Kommt es aus irgendeinem Grunde lediglich auf diesen stationiren
Anteil der erzwungenen Bewegung an, so kann man bei der Integra-
tion der Differentialgleichung (12) von dem Umstand Gebrauch machen,
daB diese Schwingung mit der Frequenz der erregenden Kraft erfolgt.
Setzt man in der Differentialgleichung (12)

P(f) =Pcoswt und v(}) =acoswt,
also

U(t) = —aw?coswt,

so ergibt sich nach Wegkiirzen des allen Gliedern gemeinsamen Fak-
tors cos wt die Beziehung

—Mw2a-+Ca=P
oder
P

= Mol — o)

Das Verhiltnis dieser Amplitude der erzwungenen stationdren Schwin-

gung zum statischen Ausschlag 5— = M—Pa;»é infolge der Kraft P ist
1

*
ot

i S — (18)

%
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Abb. 12 zeigt a* als Funktion des Verhiltnisses w* = g von Erregungs-
1

frequenz » und Eigenfrequenz w;. Der Vorzeichenwechsel bei w* =1
bedeutet, daB fiir w* > 1 eine Phasenverschiebung von 1809 zwischen
erregender Kraft und erzwungenem stationdrem Ausschlag besteht,
wihrend fiir w* <1 Kraft und Ausschlag in Phase sind. Da meist
nur die absolute Gré8e von a* von Inter-
}]/ ;[ || ‘esse ist, trigt man in der Regel den

l Betrag von a* als Funktion von w* auf

S
gEEEzEee:

\

IR e \

| |

Abb. 12. Abb. 13.

(Abb. 13). Wir wollen diese Darstellung als Resonanzkurve fiir den Aus-
schlag der Masse M bezeichnen.

Im sog. Resonanzfall w = @, wichst, wie aus der Beziehung (17)
hervorgeht, die Amplitude der erzwungenen Schwingung linear mit
der Zeit (Abb. 14). Bei der Ableitung der Differentialgleichung (12)
wurde eine lineare Beziehung zwi-
schen Ausschlag und Riickstellkraft
zugrunde gelegt, die fiir groBe Aus-
schlige sicher nicht mehr zutrifft.
Aus der Beziehung (17) darf daher
nicht gefolgert werden, daB nach

Abb, 14, ' geniigend langer Zeit der Ausschlag
im Resonanzfall beliebig grofl wird,
vielmehr gibt die Gleichung (17) nur den anfinglichen Verlauf
der Bewegung richtig wieder. Auch die in Gleichung (12) ver-
nachlissigten, in Wirklichkeit aber immer vorhandenen Bewegungs-
widerstinde wirken auf ein Endlichbleiben des Ausschlags hin.
Immerhin aber treten im Resonanzfall besonders gefihrliche Be-
anspruchungen auf. Riihrt {ibrigens die erregende Kraft P cos wi
von mangelhaft ausgeglichenen hin- und hergehenden oder unvoll-
kommen ausgewuchteten rotierenden Massen her, so ist zu beachten,
daBl die Kraftamplitude P selbst wieder von der Kreisfrequenz o
abhingt. Die Resonanzkurve Abb. 13 ist dementsprechend in Ordi-
natenrichtung zu verzerren.
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SchlieBlich wollen wir noch kurz auf die Schwingungen eingehen,
welche erzwungen werden durch in regelmiBigen Zeitabstinden
wiederholte Impulse. Aus Abb. 15, welche der Abb. 11 fiir den hier
zu betrachtenden Belastungsfall ent-
spricht, geht hervor, dafBl sicher dann
die einzelnen Impulswirkungen sich un-
beschrinkt verstirken, wenn der zeit-
liche Abstand zweier Impulse ein

<=—ShBperiode 27, —=

Stolf

erster Stolf

ganzes Vielfaches der Eigenschwin-

1
. . ! |
gungsdauer des Systems ist. Wahrend { Eigenperivde ], Eyenperinde
. . . . |
also bei einer rein harmonischen Er- b= =< ;
t
|

regung nur dann Resonanz eintritt, m

wenn die Erregungsfrequenz gleich =

der E vV
I

{

{
t
1
|

Eigenfrequenz des Systems ist,
haben wir hier immer dann Re- ADD. 15,
sonanz, wenn die Frequenz der Im-
pulse ein ganzzahliger Bruchteil der Eigenfrequenz des Systems ist.

6. Energetische Betrachtungsweise.

Wir wollen die Bewegungsverhiltnisse eines Systems mit einem
Freiheitsgrade nun auch vom energetischen Standpunkt aus betrachten.
Um die Masse M um den Betrag y in statischer Weise auszulenken,
ist eine Kraft Cy notwendig. Bei einer kleinen VergroBerung dy der
Auslenkung leistet diese Kraft die Arbeit C y dy. Wenn die Masse um
den Betrag v ausgelenkt ist, ist also insgesamt die Arbeit

v

fcyay=

¢
3 2
geleistet worden. Diese Arbeit ist als potentielle Energie im System
gespeichert. Lassen wir nun die Masse los, so bewegt sie sich nach der
Ruhelage zuriick, und die potentielle Energie setzt sich in kinetische
Energie um. Hat die Masse die Geschwindigkeit 9, so betrigt ihre
kinetische Energie

2

5 0%,

Da wihrend einer freien Schwingung keine Arbeit von duBeren Kriften
geleistet wird, und bei Abwesenheit von Bewegungswiderstinden auch
keine Energie zerstreut wird, bleibt die Summe aus kinetischer und
potentieller Energie wihrend der Bewegung konstant:

Sur() 45020 = S02(0) + 5 9%(0). (19)
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Durch Differentiation nach der Zeit erhidlt man hieraus die Bewegungs-
gleichung 4, (9). Man kann aber auch unmittelbar die Differential-
gleichung (19) integrieren, die von erster Ordnung, aber im Gegensatz
zu 4, (9) nicht linear ist.

Die Eigenfrequenz des Systems kann man durch eine energetische
Betrachtung bestimmen, die uns spiter bei der Ermittlung der Eigen-
frequenzen verwickelterer Systeme von groBem Nutzen sein wird. Wenn
das System wihrend einer freien Schwingung gerade seine grofte Aus-
lenkung besitzt, verschwindet seine kinetische Energie, da alle System-
punkte die Geschwindigkeit Null haben. Im Augenblick des Durch-
gangs durch die Ruhelage haben alle Systempunkte die Auslenkung
Null, es verschwindet also die potentielle Energie des Systems. Da die
gesamte Energie wihrend einer freien Schwingung konstant bleibt,
muf3 die potentielle Energie im Augenblick der gréBten Auslenkung
gerade gleich der kinetischen Energie im Augenblick des Durchgangs
durch die Ruhelage sein. Fiihrt die Masse eine harmonische Schwin-
gung v = a cosw,¢ aus, so ist ihre grofte Auslenkung a, und die Ge-
schwindigkeit im Augenblick des Durchgangs durch die Ruhelage
betrdgt - aw,;. Die potentielle Energie im Augenblick der gréBten

. C . . . ..
Auslenkung ist also 4 = 5 a? und die kinetische Energie im Augen-

., M .
blick des Durchgangs durch die Ruhelage ist 5-a? w?. Bezeichnet

man den Quotienten aus dem GroéBtwert der kinetischen Energie und
dem Quadrat der Kreisfrequenz der Schwingung als bezogene kine-

tische Energie 7' = —- a?, so ergibt sich aus der Gleichheit von groBter

potentieller Energie 4 und gréBter kinetischer Energie w?T die Kreis-
frequenz der Eigenschwingung des Systems zu

W, = V? = V;Ig (20)

Fiir die erzwungenen Schwingungen ist in der durch Gleichung (19)
ausgedriickten Energiebilanz noch die Arbeit zu beriicksichtigen, welche
die erregende Kraft leistet. Ist die erregende Kraft z. B. harmonisch
veranderlich, P ({) = P cos w¢, und betrachten wir nur den stationdren
Anteil der erzwungenen Bewegung, so ergibt sich aus der Energie-
bilanz fiir dasjenige Viertel der Schwingungsdauer, welches zwischen
dem Augenblick ¢ =0 des gréBten positiven Ausschlags und dem

Augenblick ¢ = 2lw des darauffolgenden Durchgangs durch die Ruhe-
lage verstreicht, daB die potentielle Energie zur Zeit ¢ = 0 vermehrt
um die Arbeit, welche die erregende Kraft in der Zeit 0.<_t£—2%—0
4

5 ist. Da der
w

leistet, gleich der kinetischen Energie zur Zeit ¢ =
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stationdre Anteil der erzwungenen Bewegung mit der Frequenz der
erregenden Kraft erfolgt, kénnen wir fiir den Ausschlag » den An-
satz v = a cos wt machen. Die Arbeit der Kraft wihrend des betrach-
teten Viertels der Schwingungsdauer ist

%0 %
fP(t) V() dt = —Pawfcoswtsinwtdt-: _ Lt
0 0

2

(21)

Die oben durchgefiihrte Energiebilanz liefert somit die Gleichung

C Pa M
Y% __ M 2
5 @ 3 5 W a2,
aus der sich die Amplitude a des stationidren Anteils der erzwungenen

Schwingung in Ubereinstimmung mit 5, (18) ergibt zu

7= P . P/C
'_C_sz_l w\2 '
(w1)

7. EinfluB} einer der Geschwindigkeit proportionalen
Dampfung.

Bisher haben wir die Bewegung eines Systems mit einem Freiheits-
grad unter moglichst vereinfachenden Voraussetzungen betrachtet. Wir
wollen im folgenden kurz eingehen auf die Anderungen, welche im
Verhalten unseres Systems eintreten, wenn wir diese vereinfachenden
Voraussetzungen fallen lassen.

Zunichst wollen wir einen Bewegungswiderstand W einfithren, den
wir der jeweiligen Geschwindigkeit der schwingenden Masse M pro-

portional setzen
W=—-K9,

Das negative Vorzeichen in diesem Ansatz bedeutet, daB der Wider-
stand der augenblicklichen Bewegungsrichtung entgegen wirkt. Durch
den obigen Ansatz wird z. B. der Widerstand recht gut wiedergegeben,
welchen die Masse M bei langsamen Schwingungen in einer zihen
Fliissigkeit erfihrt.

Wihrend einer freien Schwingung ist das Produkt aus der GréBe
der Masse M und ihrer Beschleunigung in jedem Augenblick gleich der
Summe von Riickstellkraft und Widerstand, die Bewegungsgleichung
lautet also

M3+ Ko+ Cv=0.

_1/ ¢ R
=Y T o

Mit
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ist die Losung dieser Differentialgleichung gegeben durch

. E

V() = [v (0) {cos w, ¢+ 2Miwl sin @, t} + %(?l sin @, t} ¢ 2’ (22)
Sie geht fir K =0 in die Losung 4, (10) der Differentialgleichung
der ungedidmpiten Schwingung {iber. Das sich selbst iiberlassene Sy-
stem fiihrt also Schwingungen mit der Kreisfrequenz w, aus, die Ampli-
tuden dieser Schwingungen klingen exponentiell ab.

Die Differentialgleichung fiir die durch eine Kraft P (f) erzwungenen
Schwingungen lautet

M3+ Ko+ Co=P().

Durch Zerlegung der Kraftwirkung in einzelne Impulse kann ihre
Loésung aus derjenigen der Differentialgleichung fiir die freien Schwin-

gungen des geddmpften Systems gewonnen werden. Man erhalt

K

K . 5(0) . -t

v(f) = [v (0) {cos Wt + S, SO t} + oy SID 1 t:| e 2M

! K
4 f sinw, ((—t) ¢ 2% pyar (23)
M w, 1 °
0

Das auf der rechten Seite dieser Beziehung auftretende Integral 1483t
sich in entsprechender Weise auswerten wie das Integral in Glei-

chung 5, (14), es tritt nur an Stelle der Kurve % =sinw,7 der
K

Abb. 11 die Kurve p =¢ 2¥ “sin o, 7.

Wir verzichten darauf, alle oben behandelten Fille erzwungener
Schwingungen noch einmal unter Beriicksichtigung des Bewegungs-
widerstands zu diskutieren, und beschrinken uns auf einige Bemer-
kungen iiber den Fall einer harmonisch veridnderlichen Erregungs-
kraft P(f) = Pcoswt. Ahnlich wie in Gleichung 5, (16) setzt sich
auch hier die erzwungene Bewegung aus zwei Schwingungen zusammen,
von denen die eine mit der Eigenfrequenz w, des Systems, die andere
mit der Frequenz o der erregenden Kraft erfolgt, und zwar ist die
erste gedampft, wihrend die zweite durch die erregende Kraft in kon-
stanter GroBe aufrechterhalten wird. Nach geniigend langer Zeit
besteht daher nur noch die letztere, der stationire Anteil der erzwun-
genen Bewegung. Die genauere Untersuchung lehrt, daB dieser statio-
nire Anteil der erzwungenen Bewegung eine Phasenverschiebung
gegeniiber der erregenden Kraft besitzt, welche von den Systemkon-
stanten und der Frequenz der erregenden Kraft abhingt. Fiir Schwin-
gungen, welche im Verhiltnis zu den Eigenschwingungen des Systems
sehr langsam vor sich gehen, sind erregende Kraft und stationére
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erzwungene Bewegung nahezu in Phase, im Resonanzfall, d.h. fir

= VM'-, bleibt die stationire erzwungene Bewegung um 909 hinter

der erregenden Kraft zurfick, und fiir 5

sehr rasche Schwingungen betrigt der g ’ j

Phasenunterschied nahezu 180°. Die I ’ =00

Amplitude ¢ des stationiren Anteils *# ” T

der erzwungenen Schwingung bleibt v

infolge der Dampfung fir alle Werte ” o 4%

der Erregungsfrequenz endlich. In \\

Abb. 16 ist das Verhiltnis a* dieser Am- \\

plitude zum statischen Ausschlag P/C 2 iy

iiber dem Verhaltnis w* = ——— auf- \‘ETW I
o yent A1 N\

getragen. Die einzelnen Kurven dieser 7 \

\\§
Abbildung entsprechen verschiedenen ]

Werten des Dampfungsverhiltnisses

K . . . Vj 10 5 w*20
———_. Dawir uns aus den in der Ein- ® i’ 4 ’
CM Abb. 16.

leitung angegebenen Griinden in diesem

Buche lediglich mit den ungeddmpften Schwingungen von Stabwerken
befassen wollen, kénnen wir von einer eingehenderen Behandlung des
Einflusses der Bewegungswiderstinde absehen.

8. EinfluB unvollkommener Elastizitit.

Eine weitere fiir unsere seitherigen Betrachtungen wichtige Vor-
aussetzung ist die Proportionalitit zwischen Ausschlag und Riickstell-
kraft. Eine Abweichung von dieser Proportionalitit tritt wegen der
beschrinkten Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes
sicher bei geniigend groBen Ausschligen ein. Da Uy —>
die Beriicksichtigung eines beliebigen nicht line-
aren Elastizititsgesetzes erhebliche mathematische
Schwierigkeiten bereitet, wollen wir hier lediglich <%

einen besonders einfachen Fall behandeln, der uns )¢ 7
wenigstens qualitativ den Einflu8 einer Abweichung
vom Hookeschen Gesetz erkennen lift. Der Zu-

sammenhang zwischen Auslenkung » und Riick- - u

stellkraft R sei der durch Abb. 17 dargestellte. Ly |
. . . . ‘e—l’z*%‘

Bis zu einer gewissen Grenzauslenkung v, ist Abb. 17,

die Riickstellkraft dem Ausschlag proportional,

R = — Cv. Wichst der Ausschlag iiber diesen Grenzausschlag hinaus,

so bleibt die Riickstellkraft zunichst konstant, R = R = — Cwv,. Dieses
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Gesetz gilt bis zur Erreichung des gréBten Ausschlages v,. Wihrend
des nun einsetzenden Abnehmens des Ausschlags ist die Riickstell-
kraft dem von einem neuen Bezugspunkt, v, =v, — v;, aus gemessenen
Ausschlag proportional, R = — C (v —wv,). Diese Beziehung gilt, bis die
Masse den Ausschlag v, = v; — v; erreicht, von da ab bis zum Umkehr-
punkt der Bewegung bleibt die Riickstellkraft wieder konstant, R =-+Cw,
usw. Diese Beziehung zwischen Ausschlag und Riickstellkraft ent-
spricht einem idealplastischen Verhalten des Balkens und kann als
niherungsweise Beriicksichtigung der inneren Dimpfung des Werkstoffs
aufgefal3it werden.

Dem zur Zeit { = 0 ruhenden System werde nun ein Impuls er-
teilt. Bis zur Erreichung des Grenzausschlags v; wird die Bewegung

vy —=!

Us=Uy

wegen der Proportionalitit von Ausschlag und Riickstellkraft im
Zeit-Weg-Schaubild durch eine Sinuslinie dargestellt (Abb. 18).
Nach Uberschreitung dieses Grenzausschlags v, bleibt die Riickstell-

kraft zunichst konstant gleich R und die Bewegungsgleichung lautet
M%—R=0.

Cuy
M
und die Bewegung wird im Zeit-Weg-Schaubild durch eine Parabel dar-

gestellt, die sich stetig und mit stetiger Steigung an die erwihnte
Sinuslinie anschlieBt. Der erste Umkehrpunkt der Bewegung wird
erreicht (im Parabelscheitel) fiir v = v,. Aus v, und v; kénnen wir den
neuen Bezugspunkt fiir den Ausschlag bestimmen, v3 = v, — v, (strich-
punktierte Gerade in Abb. 18). Die weitere Bewegung wird wegen der
Proportionalitat zwischen Riickstellkraft und dem von diesem Bezugs-

. . . R
Die Beschleunigung der Masse M hat also den konstanten Wert 5=



Kinetische Grundbegriffe der Schwingungslehre. 8. a7

punkt aus gemessenen Ausschlag durch eine Sinuslinie dargestellt. Im
Augenblick des Durchgangs durch die neue Gleichgewichtslage v = v,
soll nun der Masse M ein solcher Impuls erteilt werden, daB sie eine
Geschwindigkeit erhilt, welche der zur Zeit ¢ = 0 erteilten Geschwin-
digkeit entgegengesetzt gleich ist. Von der neuen Gleichgewichts-
lage v = v, aus wiederholt sich dann nach der anderen Seite hin dér
soeben besprochene Bewegungsablauf, wobei die Punkte 3, 4, §, 6
der zweiten Halbschwingung den Punkten 0, 1, 2, 3 der ersten Halb-
schwingung entsprechen. Wenn die Masse die urspriingliche Gleich-
gewichtslage » = 0 wieder erreicht (Punkt 6 im Zeit-Weg-Schaubild),
soll ihr abermals ein Impuls erteilt werden, so daB ihre Geschwindig-
keit gleich der Geschwindigkeit ,, 7,
zur Zeit ¢ =0 wird. Dieser Impuls Zo/
ist offenbar dem am Ende der 44~

ersten Halbschwingung erteilten 44

entgegengesetzt gleich. Man er- %
kennt, daBl eine periodische N
Bewegung moglich ist, bei wel- fzi
cher dem System am Ende einer 514'7
jeden Halbschwingung ein die )

augenblickliche Geschwindigkeit g4
vergréBernder Impuls erteilt wird. g5
Wihrend bei einem unbeschrinkt 44
elastischen System eine solche im %/
Takt der Eigenschwingungen %
erfolgende Erregung zu unendlich
groBen Ausschlidgen fiihrt, bleiben
hier die Ausschlige infolge der
unvollkommenen Elastizitit end- 4,,
lich. ’
In Abb. 18ist die entsprechende
Bewegung des Systems fiir eine gréBere Anfangsgeschwindigkeit ge-
strichelt eingetragen. Man erkennt, daB mit dem gréBeren Ausschlag
auch die Schwingungszeit wichst. Abb. 19 gibt in dimensionsloser
Darstellung den Zusammenhang zwischen der GréBe der im Takt der
Schwingungen erfolgenden Impulse J, dem groBten Ausschlag vmax
und der Schwingungsdauer T wieder, v, ist die Grenzauslenkung,
bis zu welcher die Riickstellkraft linear mit der Auslenkung wichst
(vgl. Abb. 17), w, ist die Eigenkreisfrequenz des Systems, wenn die

Abb. 19.

Amplitude unterhalb v, bleibt, es ist also w? = % Auf die Ableitung

der in dieser Abbildung dargestellten Beziehungen wollen wir nicht
eingehen.
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II. Allgemeine Methoden der
Schwingungslehre.

A. Der mit Einzelmassen belegte Stab.

1. Aufgabenstellung.

Im folgenden Abschnitt werden allgemeine Sitze und Methoden
der Lehre von den Schwingungen elastischer Korper entwickelt, welche
zur praktischen Berechnung von Bauwerkschwingungen notwendig sind.
Um den Zusammenhang mit der Anschauung zu wahren, wollen wir
unseren Berechnungen ein einfaches elastisches System zugrunde legen,
niamlich den in einer Ebene transversal schwingenden Balken auf zwei
Stiitzen (Abb. 20). v(x, f) sei die Auslenkung an der Stelle x zur Zeit ¢,
nach unten positiv gerechnet. Auf den Balken, der die Masse u(x) je
Lingeneinheit besitzt, moégen 4uBere transversale Krifte p(x,?) je
Lingeneinheit und duere transversale Einzelkrifte P;(¢) wirken, die

Funktionen des Ortes x und der Zeit ¢

)| _nxt) sind. Die duBeren Krifte sollen positives

i | | Vorzeichen erhalten, wenn sie in Rich-

A £ tung der positiven Auslenkung v wirken,
¢ =z also ebenfalls nach abwirts gerichtet
Y Abb. 20, sind. Die Haupttriagheitsachsen der Stab-

querschnitte mégen wieder senkrecht und
parallel zur Zeichenebene verlaufen, so daB eine vertikale Belastung
des Balkens lediglich eine vertikale Auslenkung verursacht. Gefragt
wird nach der Bewegung des Balkens unter der Wirkung der duBeren
Krifte, wenn die Anfangslagen und die Anfangsgeschwindigkeiten aller
Punkte der Stabachse zur Zeit # = 0 gegeben sind. Aus den mit der
Zeit veranderlichen Auslenkungsformen des Balkens lassen sich dann
die vor allem interessierenden Beanspruchungen des Materials in jedem
Augenblick berechnen. Eine allererste Niherungslsung fiir die gestellte
Aufgabe erhilt man dadurch, daBl man die gesamte Masse des Balkens
mit einem geeigneten Reduktionsfaktor versieht und in der Balken-
mitte konzentriert. Die duBeren Kréfte sind in der auf S.17 (FuBnote)
besprochenen Weise zu ersetzen durch eine in Balkenmitte angreifende
zeitlich verdnderliche Einzellast. Die Losung der auf diese Art verein-
fachten Aufgabe ist in I, 5 behandelt worden. Ehe wir dazu iibergehen,
den Balken mit stetiger Massenbelegung zu betrachten, wollen wir die
Aufgabe wiederum, wenn auch nicht so stark wie vorher, vereinfachen
und uns zunichst die Balkenmasse in drei verschiedenen Punkten der
Stabachse konzentriert denken. Die duleren Krifte sollen wieder ersetzt
werden durch Einzelkrifte, die in den betreffenden Punkten angreifen.
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Es sei vorliufig vorausgesetzt, daB die Masse gleichmiBig auf die drei
Punkte verteilt wird, jede Einzelmasse hat also die GréBe

!
M:Bl-dflu(x)dx.

Man teilt den Stab so in drei Abschnitte, daB3 die Massen der Ab-
schnitte untereinander gleich werden, und bringt die Einzelmassen M
in den Schwerpunkten der Massenbelegungen jedes Abschnittes an.
Man hat in dem so vereinfachten System einen in vielen Fillen voéllig
ausreichenden Ersatz fir den Balken mit stetiger Massenbelegung.
Uberdies kénnen alle hier gebrauchten Sitze der Schwingungslehre
an diesem System erldutert werden.

2. Die EinfluBzahlen fiir die Verschiebungen und die
EinfluBzahlen fiir die Kréfte.

Es handelt sich jetzt darum, die elastischen Eigenschaften des

Balkens in geeigneter Weise zahlen- )

. : 4 1] 4
miBig zu beschreiben. Die elastischen ll
Eigenschaften des Balkens sind be- % w =
stimmt durch den Verlauf der Steifig- Eéaewz ) W :M”

keit EJ(x) tber die Balkenlinge [=—

und durch die Art der Lagerung. _ z
Da Massen und duBere Krifte ledig- I Abb. 21
lich in drei Punkten des Balkens v o
angreifen, ist es zur Untersuchung des dynamischen Verhaltens
unseres elastischen Systems ausreichend, die EinfluBzahlen fiir die
drei betreffenden Punkte zu kennen. Die Verwendung von EinfluB-
zahlen fiir Verschiebungen ist aus der Baustatik geliufig. Dagegen
ist die Benutzung von EinfluBzahlen fiir Krifte, welche bei der Auf-
stellung der Bewegungsgleichungen unseres Balkens mit Vorteil ver-
wendet werden, dem Bauingenieur vielleicht etwas ungewohnt. Die
Bestimmung der Biegelinie zu gegebenen Kriften bei vorgegebenem
Verlauf der Balkensteifigkeit wird als bekannt vorausgesetzt.

Wir behandeln zunichst die EinfluBzahlen fiir Verschiebungen. Die
an den Punkten a, b, ¢ angreifenden duBeren Krifte seien P,, P,, P,,
die Auslenkungen dieser Punkte seien v,, v,, v, (vgl. Abb. 21). Wenn
im Punkt @ die Einheitslast angreift, erfahren die drei Punkte Ver-

C ={

schiebungen nach abwirts, welche mit C,,, C,;, C, . bezeichnet werden
sollen, und zwar sind die statischen Verschiebungen gemeint, d. h.
diejenigen, welche zuriickbleiben, wenn die Schwingungen infolge des
Aufbringens der Last durch die praktisch immer vorhandene Dampfung
abgeklungen sind. Im Falle des idealen, ddmpfungsfreien elastischen
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Baustoffs, welcher hier vorausgesetzt wird, miite man die Last unend-
lich langsam aufbrlngen um die ,statischen Verschiebungen zu er-
halten. Cba, Cbb, CbC und CM, Cc,,, C,. seien die statischen Verschie-
bungen der Punkte a, b, ¢, wenn in b bzw. in ¢ die Einheitslast angreift.
Durch lineare Superposition ergeben sich fiir die statischen Verschiebun-
genv,, vy, v, infolge der Krifte P,, P,, P, die Gleichungen

Vg =

o Pa —I—CMP —{—CMPc,
ca,,P + Cpp Py + Cop Pc,l 1)
Uc:CacPa_l_Cbch_'_CccPc'

\Q\

Setzt man hierin P, =1, P, = P, =0, so erhilt man fir die Ver-

schiebungen der drei Punkte die Werte v, = Caa, vy = Cab, e = Cq

in Ubereinstimmung mit der oben gegebenen Definition der EinfluB-

zahlen fiir Verschiebungen. Wenn die Koeffizientendeterminante des

Gleichungssystems (1) nicht verschwindet (bei nicht wackligen

Systemen ist das immer der Fall), 148t es sich nach den Kriften
c auflgsen, und man erhilt

Caa Cas jlac
‘L/-J Pa:Caa a+cbavb+cca ¢’
S—du_— T2 Py=Cup0, + Gy 0+ Cop v, (2)
ADBD. 22. Pc:Cac a_'_cbcvb_l_ccc ¢t

Setzt man hierin die Verschiebung von zwei Punkten gleich Null, die
des dritten gleich Eins, etwa v, =1, v, =v, =0, so erhdlt man fiir
die Krifte, welche in den drei Punkten wirken miissen, um eine solche
Auslenkungsform zu erzwingen, die Werte P, = C,,, P, = C,;,
P,=C,, (vgl. Abb. 22). Die GréBlen C,,, Cop, Cq, stellen also Ein-
fluBzahlen fiir die Krifte dar. Die Krifte C,,, C,;, Cy, tragen, wenn
sie nach abwirts gerichtet sind, positives Vorzeichen. Bei gegebener
Steifigkeit E J des Balkens lassen sich die Krafte berechnen, und zwar
ist, wie man anschaulich einsieht, C,, negativ, d. h. nach oben gerichtet.
In analoger Weise stellen die EinfluBzahlen C,,, Cyy, Gy, diejenigen
nach abwirts positiv gerechneten Krifte dar, welche erforderlich sind,
um den Stab so zu verformen, daB der Punkt b die Auslenkung Eins
und die Punkte 2 und ¢ die Auslenkungen Null erfahren. Entsprechend
wird der Stab durch die Krifte C,,, C¢y, C,, in eine Form gebracht,
bei welcher die Auslenkung in den Punkten 4 und & verschwindet und
im Punkt ¢ den Wert Eins annimmt. Sollen aus bekannten Kriften die
Verschiebungen berechnet werden, so verwendet man die EinfluB-
zahlen fiir die Verschiebungen in (1), sollen aus bekannten Verschie-
bungen die erzeugenden Krifte bestimmt werden, so verwendet man
die EinfluBzahlen fiir die Krifte in (2).
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3. Beweis fiir die Symmetrie der Einfluzahlen.

Wir wollen jetzt eine sehr wichtige Eigenschaft der EinfluBzahlen
ableiten, nimlich ihre Symmetrie. Wir bestimmen dazu zunichst die
Arbeit, die geleistet wird, wenn man im Punkte a die Last Eins auf-
E

aa

— 1
bringt. Da v, = P,C,, ist, betrigt diese Arbeit waPadPa =
Nunmehr soll im Punkte &die Last Eins aufgebracht werden Sie lelstet

die Arbelt %L Zugleich wird aber beim Aufbringen der Lasteinheit

in b auch der Punkt a gesenkt, und zwar um den Betrag C,,. Die dort
wirkende Einheitslast, welche schon bei Beginn dieser zusitzlichen
Verschiebung in voller GréBe vorhanden ist, leistet also die weitere
Arbeit (,Tba. Die gesamte Forminderungsarbeit des Balkens, dessen
Punkte @ und b mit Einheitslasten belegt sind, betrigt also

Cos = C,
A = 2 + Cba + 2bb M
Man kann nun die gleiche Belastung aufbringen, indem man zuerst
die Einheitslast in & und dann die Einheitslast in 4 aufsetzt. Man
erhalt dann in analoger Weise bei der ersten Belastungsstufe die Ar-

beit 22 , bei der zweiten die Arbeit Cy, —|— —- und als gesamte Form-

anderungsarbelt den Betrag

A =28 Cab 4 2o Cbb

Da die in einem elastischen Korper gespe1cherte Energie bei der Ent-
lastung wieder frei wird, muB die Forminderungsarbeit unabhingig
sein von dem Weg, auf welchem die Belastung oder Entlastung vor-
genommen wird, d.h. es ist 4 = A4’ und somit Ca,, = C,,a Ebenso
zeigt man, daB C,, = C,,, Cb,, = ch ist.

Um die Symmetrie der Einfluzahlen fiir die Krifte nachzuweisen,
bestimmen wir zunichst die Arbeit, die notwendig ist, um den Punkt a
um den Betrag Eins zu verschieben, wihrend die beiden anderen Punkte
festgehalten werden. Diese Arbeit betrigt

1 1
fPadva = Caafvadva = C;a

0 0
Nunmehr soll der Punkt & um den Betrag Eins verschoben werden,
wihrend die Verschiebungen der Punkte & und ¢ unverindert bleiben.
Diese Verschiebung des Punktes & wird hervorgebracht durch einen
allmihlichen Abbau ‘der Kraft C,,, die zur Erzwingung von v, = 0
erforderlich war. Fiir v, = 1, v, = 0 ist die im Punkt b wirkende Kraft
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nach 2, (2) gegeben durch
Py = Cop 4 Cop 0y,
und damit die Arbeit bis zum Erreichen von v, = 1 durch
: Cos

J(Cab + Copvy) dvy = Copy + -+

Die gesamte Forméanderungsarbeit des Balkens, dessen Punkte ¢ und &
um die Betrige Eins ausgelenkt sind, wahrend der Punkt ¢ festgehalten

ist, betragt also c c
A= cy+ G ®)

Man kann nun dieselbe Auslenkungsform erzeugen, indem man zuerst
dem Punkt b und dann dem Punkt @ die Verschiebung Eins erteilt.

Man erhilt dann bei der ersten Belastungsstufe die Arbeit %, bei

. . . Caa .. .
der zweiten die Arbeit C, , + —5- und als gesamte Forménderungsarbeit

den Betrag

€ Caa
A= _QLD + Cba _I— .
Man schliet daraus wie oben, da8 C,, = Cp, ist und entsprechend,
daBl Cgo = Coq; Cypo = C,p ist.
Sowohl die EinfluBzahlen fiir die Verschiebungen alsauch
die EinfluBzahlen fiir die Krifte sind symmetrisch.

4. Auistellung der Bewegungsgleichungen des Stabes mit
drei gleichen Einzelmassen.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen fiir unser System auf-
stellen. Fiir jede der drei Massen ist das Produkt der Masse mit ihrer
Beschleunigung gleich den auf die Masse wirkenden Kriften. Wenn
der Balken zur Zeit ¢ die Auslenkungen v, (¢), v, (¢}, v, (¢) besitzt, dann
wirken auf die Masse im Punkt a die Riickstellkrifte — C,,v,(f);
— Coaty(#); — Coqv. () und entsprechende Krifte auf die Massen in
den beiden anderen Punkten. Das negative Vorzeichen ist deshalb zu
verwenden, weil die Krifte C,,, ... als von aulen auf den Stab wir-
kende Krifte eingefilhrt wurden; die vom Stab auf die Masse aus-
geiibten Krifte sind daher entgegengesetzt gerichtet. AuBerdem greifen
an den Massen noch die Krifte P, (), P, (), P, (¢) an, welche als Funk-
tionen der Zeit gegeben sind. Es gelten also die drei Bewegungsglei-
chungen:

Mv;z(t) = —Caava (t) - Cbavb (t) - Ccavc (t) + Pa (t))
M9,(1) = — Cop v, (1) — Cop 0y () — Cop v, (2) + Py (0), 4)
Mvc(t) = —Coe¥ (t) — Coo¥y (1) — Ceo?e(t) + Po ().
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Sind die Anfangslagen v,(0)}; v,(0); v,(0) und die Anfangsgeschwindig-
keiten 94(0); 9, (0); 9.,(0) der drei Massen zur Zeit ¢ = 0 gegeben, so
lassen sich aus (4) die Auslenkungen zu jeder beliebigen Zeit ¢ bestimmen.
(4) stellt ein System simultaner Differentialgleichungen dar, d. h. die
gesuchten Funktionen u,(f), v,(f), v,(¢) treten in jeder der Glei-
chungen auf.

5. Ein Modell.

'Wir wollen die Gleichungen (4) nicht rein formal weiter behandeln,
sondern an Stelle des Balkens ein anderes schwingungsfihiges System
betrachten. Dieses System hat dieselben Bewegungsgleichungen wie
der schwingende Stab mit drei Massen, es besitzt jedoch den groflen
Vorzug, daB die Auffindung der Lésung von 4, (4) in unmittelbarem
Zusammenhang mit der Anschauung vorgenommen werden kann. Ein
Massenpunkt mit der Masse M mdoge in -drei zueinander senkrecht
stehende elastische Federn einge-

z
spannt sein und um seine Gleich- R x
gewichtslage kleine Schwingungen S
ausfiihren. (In Abb. 23 ist der iiber- \ ~ i
sichtlicheren Zeichnung wegen ange- \ M//’///
nommen worden, daB der Massen- —= Uy
punkt nur in zwei zueinander senk- , ="~ \
recht stehende Federn eingespannt ¥ \
ist.) Wenn die Masse M um einen Abb. S,

unendlich kleinen Betrag in der Rich-

tung der einen Feder ausgelenkt wird, so sind die dabei entstehen-
den Verldngerungen der anderen Federn unendlich klein von hdéherer
Ordnung und erzeugen infolgedessen nur vernachlassigbar kleine Ande-
rungen der Spannkrifte dieser Federn. v,, v,, v; seien die Kompo-
nenten der Auslenkung des Massenpunktes in den Richtungen der
Federn. v,, v, v, seien die Komponenten der Auslenkung in den Rich-
tungen der Koordinatenachsen, die mit den Federrichtungen nicht
zusammenfallen mogen. Die positiven Richtungen seien entsprechend
Abb. 23 festgelegt. Um dem Massenpunkt in der positiven v,-Feder-
richtung die statische Verschiebung Eins zu erteilen, sei eine duBere
Kraft C{ in dieser Richtung erforderlich. Entsprechend mégen die
Krifte C5 bzw. C§ Einheitsverschiebungen in der positiven v,- bzw.
vg-Federrichtung erzeugen. Um dem Massenpunkt in der positiven
v,-Koordinatenrichtung die statische Auslenkung Eins zu erteilen, ist
nicht nur eine Kraft C,, in dieser Richtung erforderlich, sondern
noch weitere Krifte Cg;, C,, in der v,- und v,-Koordinatenrichtung,
denn die Auslenkung in einer Koordinatenrichtung hat Komponenten
in allen drei Federrichtungen, und die resultierende Riickstellkraft der

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 3
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drei Federn wird im allgemeinen nicht in die betreffende Koordinaten—
richtung fallen. Entsprechend seien Cj,, Cj,, Cy, bzw. CF,, CX, CZ,
die Krifte in den positiven Koordinatenrichtungen, die nétig sind,
um dem Massenpunkt die statische Auslenkung v, =1 bzw. v, =1
zu erteilen. Man kann nun auf einem ganz dhnlichen Weg wie bei
dem Balken mit drei Massen zeigen, dal3 die hier eingefiihrten Einflul3-
zahlen ebenfalls symmetrisch sind. Man erteilt dem Massenpunkt zuerst
eine Auslenkung Eins in Richtung der einen Koordinatenachse, dann
eine Auslenkung Eins in Richtung der anderen Koordinatenachse und
vergleicht die hierfiir notwendige Arbeit mit derjenigen, die erforderlich
ist, um dem Massenpunkt die gleichen Auslenkungen in umgekehrter
Reihenfolge zu erteilen. Aus der Gleichheit dieser beiden Arbeiten folgt
ab - Cba
und entsprechend
C(fc: Cfa; Coo= Cfb :

Der Massenpunkt mége sich nun unter dem Einflull einer duBeren
Kraft bewegen, die als Funktion der Zeit angegeben ist und die in den
Koordinatenrichtungen die Komponenten P, (#); P, (f); P.(}) besitzt.
Fiir jede dieser Richtungen gilt dann eine Bewegungsgleichung, wonach
das Produkt aus Masse und Beschleunigung in dieser Richtung gleich
der auf die Masse wirkenden dufleren Kraft in derselben Richtung ist.
Auf die Masse wirken in der v,-Koordinatenrichtung auBer der
Kraft P,(¢) die Riickstellkrifte der Federn — CJ,v,(f); — Cpyots(®);
— C¥v,(t). Das negative Vorzeichen rithrt wieder daher, daB die
Krifte Cg,, ... als von auBen auf das System wirkende Krifte ein-
gefiihrt wurden; die von den Federn auf die Masse ausgeiibten Krifte
sind daher entgegengesetzt gerichtet. Die Bewegungsgleichungen fiir
den Massenpunkt lauten dann:

Mi).():—cjaa()—c?;avb(t) ca c()+P()
M 3y () = — Capva (1) — Gy ()) — Coyve () + Py (1), )
M‘Z)G() :_C;ec a()_"C;ecvb(t)_CZec c()+Pc()

Das Gleichungssystem ist von derselben Form wie das Gleichungs-
system 4, (4), welches fiir den Balken mit drei Einzelmassen gilt.
(5) und 4, (4) werden identisch, wenn die gesternten Elastizititszahlen
fiir den zwischen drei senkrechten Federn eingespannten Massenpunkt
gleich den in 4, (4) vorkommenden EinfluBzahlen fiir die Krifte in
den Punkten a, b, ¢ des Balkens sind. Der raumlich bewegliche Massen-
punkt 1Bt sich nun immer so lagern, daB seine Elastizitdtszahlen {iber-
einstimmen mit den EinfluBzahlen der Krifte irgendeines beliebigen
mit drei Einzelmassen belegten Balkens, denn die Lagerungsart des
zwischen drei senkrecht aufeinanderstehenden Federn eingespannter
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Massenpunktes ist durch sechs Konstanten gegeben: durch die Stirken
der drei Federn und durch die GréBen der drei Winkel, die die Lage
des rechtwinkligen Achsenkreuzes der Federn gegeniiber dem Koordi-
natenkreuz festlegen. Durch geeignete Wahl dieser sechs GréBen 146t
sich immer erreichen, daB die sechs voneinander unabhingigen Elasti-
zitdtszahlen des Modells vorgegebene Werte haben. Wir kénnen also
tatsdchlich 4, (4) auffassen als Bewegungsgleichungen fiir die Kompo-
nenten v, (¢); v, (#); v, (¢) der Verschiebung eines in geeigneter Weise
zwischen drei senkrechten Federn gelagerten Massenpunktes mit der
Masse M. Wir kénnen weiter die in 4, (4) vorkommenden Krifte P, (¢);
Py (t); P,(t) auffassen als Komponenten einer auf den Massenpunkt des
Modells wirkenden duBeren Kraft und die in 4, (4) vorkommenden
EinfluBzahlen als Elastizititszahlen fiir die elastische Lagerung des
Modellmassenpunktes. Im weiteren benutzen wir die Schreibweise
von 4, (4), d.h. wir verwenden die ungesternten GréBen C,,,...,
legen aber unseren Betrachtungen die Modellvorstellung des raumlich
beweglichen Massenpunktes zugrunde.

6. Koordinatentransformationen.
Im folgenden wird es verschiedentlich notwendig werden, aus den
Komponenten eines Vektors in den Federrich-

tungen die Komponenten desselben Vektors in 1/// Y

den Richtungen der Koordinatenachsen zu be- —

rechnen und umgekehrt. §<__,,m i “a
Die in bezug auf die Koordinatenachsen ge-
. . . Y
nommenen Komponenten eines Einheitsvektors, V/\ 7
g

der in die Richtung der ersten Feder weist, " E \
mogen mit V., V,,, V. bezeichnet werden. Ent-

sprechend seien Vg, Vay, Voeund Vi, Vip, Vo

die Komponenten der Einheitsvektoren in den

Richtungen der zweiten und dritten Feder. V,, kann auch auf-
gefaBt werden als in bezug auf die erste Federrichtung genom-
mene Komponente eines Einheitsvektors, der in die erste Koordinaten-
richtung weist (Abb. 24). V,, und V,, sind entsprechend die Kom-
ponenten dieses Einheitsvektors in den beiden anderen Federrichtungen.
Analog sind Vi, Vap, Vip und Vq,, Vao, Ve die in bezug auf die
Federrichtungen genommenen Komponenten der Einheitsvektoren in
den Richtungen der zweiten und dritten Koordinatenachse. Aus den
Komponenten s,, s,, s, eines beliebigen Vektors in den Koordinaten-
richtungen sollen die Komponenten s,, s,, s, desselben Vektors in den
Federrichtungen bestimmt werden. Deutet man den Vektor als Kraft,
so ist seine Komponente in der ersten Federrichtung gleich der
Arbeit dieser Kraft lings des Weges Eins in der betreffenden Feder-

Ik

\

\

1 7 i
Abb. 24.
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richtung. Die Arbeit einer Kraft langs eines beliebigen Weges ist aber
gleich der Summe der drei Produkte von Kraftkomponente und Weg-
komponente fiir drei aufeinander senkrecht stehende Richtungen. Der
Weg Eins in der Richtung der ersten Feder hat in bezug auf die Ko-
ordinatenachsen die Komponenten V,,, Vi, V., und somit betrigt
die Komponente unseres Kraftvektors in dieser Richtung

$1=5Via+ 5 Vip+ s Vie»
entsprechend ist
S2== 84 Vau + S5 Vap + Sc Ve (6)

S3=5,V3a + S5 Vap + 5. Ve

Sind umgekehrt die Komponenten s,,s,, s; gegeben und sollen die
Komponenten s,, s, S, in den Koordinatenrichtungen gefunden werden,
so ist s, gleich der Arbeit der Kraft lings des Weges Eins in der
ersten Koordinatenrichtung. Der Weg Eins in der ersten Koordinaten-
richtung hat in bezug auf die Federachsen die Komponenten V,,,
Voa» Vaa, und die Komponente unseres Kraftvektors in dieser Richtung
betragt:

Sa=5Viat s2aVas+ $3V34,
entsprechend ist

Sp=51V1p+ 52 Vap + 5 V50, (7)

Se=5Vie+ 52Vac+53V3,-

Das Gleichungssystem (7) stellt die Aufldsung von (6) dar. Die
Koeffizientenmatrix von (7) erhilt man durch Umklappen der Ko-
effizientenmatrix von (6) um die Diagonale.

7. Die Bewegungsgleichungen des Modellsystems
fiir die Hauptrichtungen.

Wir nehmen jetzt an, daB3 uns die Bewegungsgleichungen des Modell-
massenpunktes in der Form 4, (4) gegeben sind. Wir kennen also
die Elastizititszahlen und die Komponenten der dufleren Kraft, dagegen
kennen wir nicht die Achsenrichtungen des rechtwinkligen Federn-
kreuzes und die Federkonstanten C,, C,, Cy; wir wissen nur, dall sich
diese sechs GréBen aus den sechs Elastizititszahlen bestimmen lassen.
Falls dies durchgefiihrt ist, kénnten wir an Stelle der Bewegungs-
gleichungen 4, (4) sehr viel einfachere Gleichungen verwenden. Wir
hatten ja vorausgesetzt, daB die Auslenkungen des Massenpunktes
unendlich klein sein sollen, sodaB bei einer Auslenkung in Richtung
der einen Feder nur die von dieser Feder ausgeiibte Riickstellkraft
zu beriicksichtigen ist, da die Riickstellkrifte der anderen Federn von
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hoherer Ordnung klein sind. Wenn wir die Bewegungsgleichungen nicht
fiir die Koordinatenrichtungen, sondern fiir die Federrichtungen auf-
stellen, erhalten wir infolgedessen an Stelle des Systems 4, (4) von
simultanen Differentialgleichungen drei voneinander véllig unabhin-
gige Differentialgleichungen fiir die Komponenten v,, vy, v; der Aus-
lenkung in Richtung der Federn. Bezeichnet man die Komponenten
der duBeren Kraft in den Federrichtungen mit P,(f), Py(t), P,(f),
dann heiBen diese Bewegungsgleichungen

My (t) =—Cyv, () + P (),
M, (t) = — Cyvy () + Py (1), (8)
Muvg () = — Cyvq (t) + P5(¢) .

Die Gleichungen sind von derselben Form wie die in I, 5 behandelte
Differentialgleichung fiir die Bewegung eines Systems mit einem ein-
zigen Freiheitsgrad. Die in I, 5 gewonnenen Losungen kénnen unmittel-
bar iibernommen werden. Nachdem einmal die Achsenrichtungen des
Federnkreuzes und die Steifigkeiten der Federn bekannt sind, hat man
also lediglich die duBlere Kraft in die Richtungen des Federnkreuzes zu
zerlegen und kann dann jede Komponente fiir sich und unabhingig
von den andern in bekannter Weise behandeln. Wir wollen die Achsen-
richtungen des Federnkreuzes Hauptrichtungen, und die Komponenten
einer Verschiebung oder einer Kraft in den Achsenrichtungen des
Federnkreuzes Normalkomponenten der Verschiebung oder der Kraft
nennen, da, in diesen Komponenten ausgedriickt, die Bewegungsglei-
chungen auf den Normaltyp der Schwingungsdifferentialgleichungen
reduziert werden. Es bleibt jetzt noch die Aufgabe zu l6sen, aus den
gegebenen Elastizititszahlen die Hauptrichtungen und die Federkon-
stanten zu ermitteln.

8. Bestimmung der Hauptrichtungen.

Wenn auf das System keine duBere Kraft wirkt, dann liefern bei
verschwindenden Anfangsgeschwindigkeiten die Gleichungen 7, (8) fiir
jede der Normalkomponenten v, v,,v; eine harmonische Bewegung

vy () = vy cos wy (7),
v, () = v5c0s w, (f),
V5 (£) = vycos wy (2) ,

vgl. 1,4, (10). Die Kreisfrequenzen der drei Normalschwingungen er-
geben sich zu

Cl. C2. c3
Wy = M Wy = i’ Wy = M.
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Die freie Bewegung des Massenpunktes ist also eine Uberlagerung von
drei harmonischen Bewegungen, die mit drei verschiedenen Kreisfre-
quenzen in den drei Hauptrichtungen erfolgen. Wenn zwei der Normal-
komponenten dauernd verschwinden, entsteht eine rein harmonische
Bewegung in der dritten Hauptrichtung. Die Hauptrichtungen sind
also auch dadurch ausgezeichnet, dafl in ihnen freie harmonische Be-
wegungen moglich sind. Wir bestimmen daher die Hauptrichtungen
mit Hilfe der Bewegungsgleichungen 4, (4) folgendermaBen. Wir nehmen
an, dafl sich der Massenpunkt mit einer zunichst noch unbekannten
Kreisfrequenz o lings einer Geraden von zunichst ebenfalls noch
unbekannter Richtung harmonisch bewegt:

v, (f) =v,coswt,

v, (£) = v, coswt, (9)

v, () = v cosmi.
Uy, ¥y, Ve sind hierin die Amplituden der Verschiebungskomponenten.
Der Massenpunkt bewegt sich also in Richtung eines Vektors mit den
Komponenten v,, v,, v,. Durch Einsetzen in 4, (4) und Weglassen der
duBeren Krifte erhidlt man:

Moo= Cuuvs+ Cyoavy + Coave s
Mo, = Cop ¥y + Coy ¥ + Cop ¥, (10)
Moo= Coev,+ Cypo ¥y + Cop v,

(10) ist ein System homogener linearer Gleichungen fiir die v,, v, v,,

das nur dann eine von Null verschiedene Losung besitzt, wenn die
Determinante der Koeffizienten verschwindet, wenn also gilt:

1

| Caa_Mw2 Cba Cca ‘
Cap Cop — Ma?® Cgy ‘ =0. (11)
Cav Cbc Ccc_Z\/[w2 ‘

Dieses gibt eine Gleichung 3%® Grades fiir w2, von welcher man leicht
zeigen kann, daf sie nur reelle positive Wurzeln besitzt. Da dies aus
der physikalischen Bedeutung der Wurzeln ohne weiteres verstandlich
ist, wollen wir auf den Beweis nicht eingehen. Im iibrigen werden wir
spater die Wurzeln als Quotient zweier Energien darstellen, woraus
ebenfalls folgt, daB sie nur reell und positiv sein kénnen. Weiterhin wollen
wir annehmen, dafl die Wurzeln alle voneinander verschieden sind?.

1 Der Sonderfall von zwei gleichen Wurzeln tritt dann ein, wenn die Feder-
konstanten zweler Federn einander gleich sind. In der Ebene dieser beiden Federn
konnen harmomnische Bewegungen nicht nur in den Federachsen, sondern in
einer beliebigen Geraden erfolgen. Auf eine nidhere Diskussion dieses praktisch
ziemlich unwesentlichen Sonderfalles kann um so mehr verzichtet werden, als
durch eme beliebig kleine Anderung der einen Federkonstanten die oben gemachten
Voraussetzungen immer erfiilllt werden kénnen.
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Setzt man eine der Wurzeln von (11) in (10) ein, so laBt sich
das Gleichungssystem auflgsen und man erhilt v,, v,, v, bis auf einen
gemeinsamen willkiirlich wahlbaren konstanten Faktor. Der Vektor
mit den so ermittelten Komponenten v,, v,, v, muBl aber nach unseren
obigen Uberlegungen in eine der Hauptrichtungen weisen. Die Auf-
16sung von (10) liefert nicht nur die Hauptrichtungen, sondern auch
die dazu gehoérigen Kreisfrequenzen w,, w,, w; und damit die Feder-
konstanten C; = Mw?; Cy = Mw; C; = Mw?. Wir wollen die will-
kiirlichen Konstanten in den Lésungen von (10) so wihlen, daB die
V., Uy, Ve die Komponenten eines Einheitsvektors werden, daB also gilt:

¥ pt=1. 12)

Durch (10) und (12) sind dann eindeutig die drei Einheitsvektoren
bestimmt, die in die Hauptrichtungen weisen. In Ubereinstimmung
mit der in 6 verwendeten Bezeichnungsweise wollen wir die Kompo-
nenten dieser drei Einheitsvektoren mit

Vla: Vlb: Vlc!
Vza: VZbr VZc:
V3a: Vabr V3c

bezeichnen. Die Losungen der Gleichungen (10) und (12) liefern gerade
die Koeffizienten des Gleichungssystems 6, (6), welches den Zusammen-
hang zwischen den in bezug auf die Koordinatenachsen und den in
bezug auf die Federachsen genommenen Komponenten eines Vektors
herstellt.

9. Lésungen der Bewegungsgleichungen fiir das
Modellsystem.

Wir kdnnen jetzt die Bewegungsgleichungen 4, (4) folgendermaBen
auflésen:

Man bestimmt zunéchst die Wurzeln w?, o, w2 der Gleichung 8, (11)
und 18st fiir jeden dieser Werte das Gleichungssystem 8, (10), wobei
man unter Beriicksichtigung von 8, (12) die Komponenten der drei
Einheitsvektoren erhilt, welche in die Hauptrichtungen weisen. Man
zerlegt dann den Vektor der duBeren Kraft, der die Komponenten P, (#),
Py(t), P.(t) hat, in die Hauptrichtungen. Die Normalkomponenten
ergeben sich nach 6, (6) zu

Pl(t) :Pa(t) V1a+Pb(t) V1b+Pc(t) Vie,
Pz(t) = Pa(t) V2a+ Pb(t) Vzb + Pc(t) V2cr (13)
P‘%(t) :Pa(t) V3a+Pb(t) V3b+Pc(t) V3c'
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Man 16st dann die Normalgleichungen [vgl. 7, (8)]

.. Pyt
U1(f) = —wivg (f) + *_1117‘(,2 s l

(14)

nach den Methoden von I, 5 und erhilt die Normalkomponenten v, (¢),
0y (f), v5(t) der Verschiebung als Funktionen der Zeit. Die Komponenten
in bezug auf das Koordinatenkreuz bestimmt man schlieBlich vermit-
tels 6, (7) zu

4 (t) = v1(0) Via + v2() Voo + 93() Vsa,

0 (0) = v1(0) Vip + 02(8) Vap + 05() Vs (15)

V() = v1(8) Vi + v2(t) Vo + 05(0) Vo -

Wir wollen nun kurz einige Sonderfille diskutieren. Wir sahen
bereits, daB bei verschwindenden duBeren Kriften die Bewegung sich
aus drei harmonischen Komponenten in den Hauptrichtungen zusam-
mensetzt. Die Kreisfrequenzen w,, w,, @5 dieser drei Bewegungen nennt
man auch die Eigenfrequenzen und die dazugehdrigen harmonischen
freien Schwingungen die Eigenschwingungen des Systems. Wihrend
bei dem System mit einem Freiheitsgrad die Eigenschwingung hervor-
gerufen wird durch einen beliebigen Anfangsimpuls oder durch eine
beliebige Anfangsauslenkung, entsteht eine Eigenschwingung unseres
Modells nur dann, wenn der Anfangsimpuls oder die Anfangsauslenkung
in einer der Hauptrichtungen erfolgt. Wenn die duBlere Kraft harmo-
nisch veridnderlich ist, also

P, (t) = P,coswt,
P,(t) = Pycoswt,
P,(t) = Pgcoswt

ist, so gelten fiir die Normalkomponenten der Bewegung entsprechend
I, 5, (16) die Gleichungen:

P
vy (£) = Wi—ar (cosw ¢ — cos w, t) ,

%)

P

vy (£) = M@%—w—z) (coswit — cos wy ), (16)
P

v5(t) = Mm (coswt — cos wgt) .

Nimmt man wie in I, 7 wieder eine beliebig schwache Dimpfung des
Systems an, so klingen die Glieder mit den Faktoren cos w,¢, cos wy?,
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cos wy¢ im Laufe der Zeit ab, und es bleibt nur noch eine harmonische
Bewegung mit der Frequenz der erregenden Kraft iibrig. Fillt die
Frequenz der erregenden Kraft nahezu mit einer Eigenfrequenz des
Systems zusammen, und hat die erregende Kraft eine Komponente in
der betreffenden Hauptrichtung, dann {iberwiegt die Komponente der
Auslenkung in dieser Richtung die anderen Komponenten der Aus-
lenkung. Im Falle der vélligen Ubereinstimmung der Erregerkreisfre-
quenz mit der Eigenkreisfrequenz w; ergeben sich wie in I, 5 durch
den Grenziibergang w — w, an Stelle von (16) die Gleichungen

Py
v, () = Taiglsinet, l

(coswt — cos wy ), (17)

- w%—wT)

(cosw ¢ — cos wyt) .

U (t) M(wz )
Aus diesen Gleichungen geht hervor, daB die erste Normalkomponente
erst nach unendlich langer Zeit unendlich grofl wird. Setzen wir den
eingeschwungenen Zustand voraus, bei welchem die harmonische Kraft
schon unendlich lange auf das System gewirkt hat, dann kénnen wir
fiir diesen Zustand folgendes aussagen:

Es gibt bei einer harmonischen Erregung unseres Systems im all-
gemeinen drei Resonanzfrequenzen, die mit den Eigenfrequenzen des
Systems zusammenfallen, und bei denen die Ausschlige unendlich grof3
werden. In der Nihe einer Resonanz wird eine Bewegung erzwungen,
die nahezu mit der betreffenden Eigenschwingung- {ibereinstimmt. Von
gewisser Bedeutung ist der Fall der Scheinresonanz, der dann eintritt,
wenn die erregende Kraft in einer Hauptrichtung die Komponente
Null besitzt. Bei Erregung mit der zugehdrigen Eigenfrequenz tritt
dann naturgemifl keine Resonanzwirkung auf.

10. Ubertragung der Lésungsmethoden auf den Balken mit
drei gleichen Einzelmassen.

Der Formalismus, der oben verwendet wurde zur Bestimmung der
Bewegung des Modellmassenpunktes, kann naturgemiB ohne weiteres
auch fiir den Balken mit drei Einzelmassen angewendet werden, da wir
das Modell ja gerade so gewdhlt hatten, dafl seine Bewegungsgleichungen
mit denen des Balkens mit drei Einzelmassen iibereinstimmen. Wir
haben lediglich eine mechanische Deutung dieses Formalismus zu geben.
Der Bewegung des Modellmassenpunktes auf einer Geraden entspricht
eine Bewegung des Balkens, bei welcher das Verhiltnis der Auslen-
kungen der drei Massen wv,: v, : v, konstant bleibt. Der erste Schritt
zur Auflésung der Bewegungsgleichungen besteht also — entsprechend



49 II. Allgemeine Methoden der Schwingungslehre.

zu dem beim Modell angewendeten Verfahren — darin, zu untersuchen,
fiir welche dieser Verhdltnisse der Balken harmonische freie Schwin-
gungen ausfilhren kann. Es zeigt sich dann nach 8, (10), daB es gerade
drei solcher Verhiltnisse und drei zugehérige Kreisfrequenzen gibt, bei
denen eine harmonische freie Schwingung mdoglich ist. Die Schwin-
gungsformen sind durch 8, (10) noch nicht eindeutig festgelegt; die
noch willkiirlichen gemeinsamen Faktoren mogen im weiteren immer
durch die ,,Normierungsbedingung‘“ 8, (12) bestimmt sein. Die erste
Eigenschwingungsform des Balkens ist also eine Biegelinie, die in den
Punkten a, b, ¢ die Biegepfeile V,,, V;;, V5, aufweist. Entsprechend
stellen Vy,, Vo, Voo und Vg, Vgy, Vo die zweite und dritte Eigen-
schwingungsform des Balkens dar. Lenkt man den Balken gemilB einer
Eigenschwingungsform aus und gibt dann gleichzeitig alle Punkte des
Balkens frei, so entsteht eine harmonische Bewegung, bei welcher
das urspriingliche Verhiltnis der Auslenkungen verschiedener Punkte
erhalten bleibt. Wir wollen auch bei dem Balken mit drei Massen in
iibertragenem Sinne von den Normalkomponenten einer Auslenkungs-
form oder einer Belastungsform reden. Die Normalkomponenten einer
Auslenkungsform oder einer Belastungsform sind diejenigen Zahlen,
mit denen man die Eigenschwingungsformen multiplizieren muB, damit
durch lineare Superposition die betreffende Auslenkungs- oder Be-
lastungsform entsteht. Man kann die Normalkomponenten einer Be-
lastungsform nach 9, (13) mechanisch auch deuten als die Arbeiten,
welche von den Lasten geleistet werden, wenn der Balken gemi8 den
Eigenschwingungsformen statisch ausgelenkt wird. Die Losung der Auf-
gabe, die Bewegung des Balkens unter dem EinfluB8 von irgendwelchen
duBeren, zeitlich verinderlichen Lasten zu ermitteln, erfolgt wie bei
dem Modell in vier Schritten:

1. Ermittlung der Eigenschwingungsformen und Eigenfrequenzen.

2. Zerlegung der duBeren Lasten in Normalkomponenten und Auf-
stellung der Normalgleichungen.

3. Losung der Normalgleichungen, Ermittlung der Normalkompo-
nenten der Bewegung.

4. Zusammensetzung der Bewegung aus den Normalkomponenten.

Fiir die Erregung mit harmonischen Kriften von vorgegebener
Kreisfrequenz gelten dieselben Bemerkungen wie in 9 fiir das Modell.
Bei noch so schwacher Dimpfung des Systems klingen die zweiten
Glieder der Gleichungen 9, (16) im Laufe der Zeit ab, und die Bewe-
gung des Balkens erfolgt mit der Frequenz der erregenden Krifte.
Dies ist fiir die praktische Errechnung der Schwingungserscheinungen
in Bauwerken von groBer Bedeutung. In allen Fillen, bei denen
es sich um den dynamischen EinfluB8 von harmonisch ver-
dnderlichen Kriften handelt — und diese Fille umfassen
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ein sehr groBes Gebiet der Bauwerksdynamik —, ist es un-
notig, den immerhin recht umstindlichen Weg iiber die Nor-
malgleichungen zu gehen. Es geniigt vielmehr, eine mit der
Kreisfrequenz der erregenden Krifte erfolgende harmo-
nische Bewegung in die urspriinglichen Bewegungsgleichun-
gen einzusetzen. Wenn die 4uBeren Krifte von der Form sind:

P,(t) =P,coswt,
P, (t) = P,coswt,
P,(t) = P,coswt,

macht man entsprechend unseren obigen Uberlegungen den Ansatz:

v, () =v,coswt,
v, (£) = v, cosw ¥,

v, () =v,cosmt,

und damit gehen die Bewegungsgleichungen 4, (4) iiber in das nicht
homogene lineare Gleichungssystem

Pa+ Mvaw2= Caava+ Cbavb"l_ Ccavc’
Py+ M v, 0? = Cuyvy + Cpp vy + Cop v, (18)
Pc+ Mvcw2= Cacva + cbcvb + Cccvc'

Aus (18) kann man die Schwingungsform der erzwungenen Schwingung,
d. h. die Auslenkungen v,, v;, v, ohne weiteres ermitteln. Auch hier
zeigt sich, daB die Auslenkungen unendlich groB werden, wenn
die Erregerfrequenz mit einer der drei Eigenfrequenzen zusammen-
fallt. Es sei hier nochmals daran erinnert, daB dies nur unter drei
wesentlichen Voraussetzungen gilt: 1. unbegrenzte Giiltigkeit des li-
nearen Zusammenhangs zwischen Spannungen und Dehnungen, 2. véllige
Dampfungsfreiheit des Systems, 3. eingeschwungener Zustand, d. h. die
harmonischen Krifte wirken bereits unendlich lange Zeit. Von diesen
Voraussetzungen ist besonders die erste und zweite praktisch nicht
erfillbar, so daB man sich nicht wundern darf, wenn die Theorie in
diesem Punkt nicht mit den Beobachtungen iibereinstimmt.

Wie aus Abb. 16 (I, 7) ersichtlich, kann jedoch mit Ausnahme der
unmittelbaren Umgebung einer Resonanzstelle das praktisch vorlie-
gende ‘schwach gedidmpfte System durch ein ungedimpftes ersetzt
werden, sodaB schon bei Frequenzen, die nur wenig von den Eigen-
frequenzen abweichen, die nach obiger Methode berechneten Ausschlige
der erzwungenen Schwingung mit den tatsichlich auftretenden gut
iibereinstimmen.
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11. Die Bewegung unter dem EinfluB} plétzlich aufgebrachter
Lasten als Beispiel fiir die Verwendung der
Normalgleichungen.

Wir wollen die Verwendung der Normalgleichungen an einem Bei-
spiel erldutern. Es soll die Bewegung eines Balkens von der Spann-
weite [ mit gleichmaBig verteilter Masse p je Langeneinheit unter dem
EinfluB einer plétzlich in der Mitte aufgebrachten Last errechnet
werden. In I, 5 war die gleiche Aufgabe gel6st worden fiir den Fall,
daB die Balkenmasse in einem Punkt konzentriert war. Setzt man
in I, 5, (15) fiir M entsprechend unseren jetzigen Bezeichnungen ui
ein, so ergibt sich fiir die Durchbiegung der Ausdruck

P (1 — cos e, )
plot

v(t) =

(19)

Wir wollen die Balkenmasse zunichst in der Balkenmitte konzentrieren.

Die statische Durchbiegung unter einer in Balkenmitte angreifenden
Last P betrigt

__ PB
V=®ET’
also ist die Elastizititszahl
P 48E]
C=5="a"

und die Eigenfrequenz

C  6,9287/E]
%zV;=sz7' (20)

Wir diirfen erwarten, durch Verteilung der Balkenmasse in drei Punkten
eine wesentlich bessere Nidherung fiir den Balken mit stetig verteilter
Masse zu erhalten. Wir verteilen die Masse u/ des Balkens gleichmiBig

! .
auf die Punkte x = 5 = —;— und x = —Z—l und haben zunichst die

EinfluBzahlen fiir diese drei Punkte zu berechnen. Die Ermittlung
der EinfluBzahlen C,,, ... fiir die Krifte ist umstindlich, und wir
wollen daher die EinfluBzahlen C,,, ... fiir die Durchbiegungen ver-
wenden. Das Gleichungssystem 8, (10) kénnen wir wegen 2, (1) und
2, (2) auch so anschreiben, daB an Stelle der EinfluBizahlen fiir die Krafte
diejenigen fiir die Verschiebungen treten, namlich in der Form

Vy = M w? (Eaava—l‘ Ebavb—}— Eca 'Uc):
vy =M @? (Cpp¥y+ Cpp ¥+ Cop¥e), (21)
Vo= M w? (Eacva+ Ebcvb—{‘ Ecc'uc)'
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Die Eigenfrequenzen w;, w,, w, ergeben sich dann aus der Gleichung:
1

Caa_ M o2 Eba E(:a,

—_ — l p—

Cab Cbb—mé ch =0, (22)
- = = 1

Cac Cbc Ccc—m

die an Stelle von 8, (11) tritt.
Die statischen Durchbiegungen infolge der Lasteinheit in a betragen
in den Punkten a, b, c:

Coa=25

— 3
Eba: 39 3888 E J°
Cca:17

Die Durchbiegungen infolge der Lasteinheit in b betragen in den Punk-
ten a, b, c:

C,po =239
_ 3
Cpp, =81 3888 EJ

C,p = 39

Die Biegelinie infolge der Lasteinheit in ¢ verlduft spiegelbildlich zu
derjenigen infolge der Lasteinheit in . Mit der Abkiirzung

K — 388827 71_11602 =i (23)
nimmt (22) die Form an
|25 — K 39 17
39 81 - K 39 =0. (24)
17 39 25 — K

Durch Auswertung dieser Determinante erhdlt man die Gleichung

K3 — 131 K2+ 1344 K — 2880 = 0.
Sie hat die Wurzeln
K, =120; K,=28; K;=3;
und aus (23) ergeben sich die Kreisfrequenzen zu
0, = s_),?_fsg E_T; w0y = 38,;84 g‘z; 0y — _62,1354 E]
Iz ! u
Durch Vergleich mit (20) erkennt man zunichst, daf3 die Eigenfrequenz

(25)
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des Stabes, dessen gesamte Masse in der Mitte konzentriert ist, um etwa
30% tiefer liegt als die kleinste Eigenfrequenz des Balkens, dessen
Masse in der hier vorliegenden Weise auf drei Punkte verteilt ist.
Das Gleichungssystem (21) nimmt mit den oben ermittelten EinfluB-
zahlen die Form an:

Kuv,=25v,+39v,+ 17v,,
Kv,=39v,4 81v,4 39v,,
Kv,=17v,+ 39v, -+ 25v,.

Durch Einsetzen der drei Werte fiir K erhdlt man die drei Ldsungen

Vie=1; Vie= 2; Vie= 1,
Vea=1; Vop=0; Vee=—1, (26)
Vie=1; Vapy=—1; Vie= 1.

Die erste Eigenschwingungsform ist also dadurch gekennzeichnet, dal3

2z die beiden duBeren Massen gleiche Aus-
w schlige besitzen und die mittlere den

O doppelten Ausschlag hat. Bei der zweiten

> Eigenschwingungsform bleibt die mittlere

W Masse in Ruhe, wihrend die beiden duBe-
/O\ ren entgegengesetzt gleiche Ausschlige
NO/A \O/_Q annehmen. Bei der dritten Eigenschwin-
Abb, 25, gungsform sind die Ausschlige der duBeren

Massen wieder einander gleich, wihrend
die innere um den g1e1chen Betrag nach der entgegengesetzten Seite
schwingt (Abb. 25).

Die Eigenschwingungsformen (26) sind noch nicht normiert, sondern
miissen durch ]/7\7'; bzw. 1/7\7; bzw. ]/E dividiert werden, wobei die
,Norm‘ N, sich aus

Ny =Vi.+ Vi + Vi (27)

ergibt. Entsprechende Ausdriicke gelten fiir N, und N,.

Der erste Schritt fiir die Losung der gestellten Aufgabe, die Er-
mittlung der Eigenschwingungsformen und der FEigenfrequenzen ist
hiermit erledigt. Wir haben als zweites die duBeren Lasten in Normal-
komponenten zu zerlegen. Als einzige duBere Last wirkt die Kraft P
im Punkt 6. Die drei Normalkomponenten dieser Kraft sind nach 9, (13)

p=p 2, p,—pln,
] ]Vl ]/NZ INS
Wir haben jetzt die Normalgleichung [vgl. 9, (14)]

.. P,
b0) + o () = 5
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zu lésen fiir verschwindendes v, (0) und %, (0). Man erhilt nach I, 5, (15)

v, (f) = PViy (1 —coswyt)

MYN, o}
und entsprechende Ausdriicke fiir die beiden andern Normalkompo-
nenten der Verschiebung. SchlieBlich haben wir die Auslenkung der
drei Punkte zusammenzusetzen aus den Normalkomponenten der Ver-
schiebungen. Wir wollen dies nur fiir die Auslenkung v, in der Mitte
durchfithren. Nach 9, (15) erhilt man hierfiir

() = PV2, (1 —cosw; i) + PV, (1 — cos w,t)

PVZ, (1 — coswyt)

T MN, w? MN, ] + MN, ol
Setzt man hierin aus (26) die Werte
Vip=2; Vap=0; Vyp=—1,
N, =6; N, =2; N, = 3
!
ein, so erhilt man mit M = %
__ 2P [ (1 —cosm;?) 1 (1 —coswyt)
0 =17 [For et + 5 e (28)

Die unsymmetrische zweite Eigenschwingung ist in diesem Ausdruck
nicht enthalten, da die Last in der Symmetrieebene des Balkens an-
greift und infolgedessen keine unsymmetrischen Bewegungen erzeugen
kann.

Die so gewonnene Losung, die sich in ganz entsprechender Form
auch fiir die Auslenkungen der Punkte a und ¢ anschreiben 148t, kann
ohne Schwierigkeit als Grundlage fiir die Behandlung komplizierterer
Fille verwendet werden.

Einen Sto8 auf den Stab erhilt man z. B. dadurch, dal man plétzlich
eine Last P aufbringt und nach kurzer Zeit eine gleich groe Last im
entgegengesetzten Sinne wirken laBt. Die Bewegung der mittleren
Masse unter dem EinfluB einer Kraft P, die wihrend der Zeit A¢ auf
sie wirkt, ergibt sich also aus den Gleichungen:

P [2 (1 — cos w,?) + (l—cosw3t)]

Z)b(t)Zh—l w0 o fir 0<t<4¢,

_ P cos wy (t — At) — coswyt | coswy(t — At) — cos wgt
Yy (t) - [ﬁ [2 ? + w2 ]

fir At<t<oo.

Nimmt man an, daB es sich um einen kurzen StoB handelt, dann ver-

einfacht sich die letzte Beziehung, wenn cosw A¢ =1 und sinw A¢
= w At gesetzt wird, zu

v, (£) = A

P At [2si ¢ i ¢
[ sin @, +51nw3 1 (29)

w1 g
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Eine iiber den Balken fahrende Last kann ersetzt werden durch eine
Last, die unstetig von Masse zu Masse springt. Bei geniigend groBer
Geschwindigkeit der fahrenden Last wird die Formel (29) fiir einen
kurzen StoB auf die mittlere Masse anwendbar und die entsprechenden
Formeln fiir die duBeren Punkte. Die Bewegung eines Balkens unter
dem EinfluB von fahrenden Lasten 148t sich also mit Hilfe der bisherigen
Rechnungen abschitzen.

12. Das Verhalten der Forminderungsarbeit und der
kinetischen Energie bei harmonischen Bewegungen.

Nachdem gezeigt worden ist, in welcher Weise man die Bewegung
des Balkens mit drei Einzelmassen unter dem EinfluB von beliebigen
duBeren Kriften behandeln kann, wollen wir nunmehr etwas niher
auf die Eigenschwingungsformen, insbesondere auf die dabei auftreten-
den Energieverhiltnisse eingehen.

Die im folgenden entwickelten Sitze {iber die Eigenschaften ge-
wisser Energieausdriicke sind von groBler Bedeutung fiir die praktische
Berechnung der Eigenfrequenzen eines elastischen Systems, da sie die
sehr mithsame Auflosung der Frequenzgleichung [z. B. 8, (11)] iiber-
fliissig machen. Der Wert der Energiemethoden wird allerdings erst
bei der Behandlung von Stidben mit stetig verteilten Massen in vollem
MaBe hervortreten. '

Wir legen wieder die Modellvorstellung zugrunde und nehmen an,
daBl die Masse sich lings einer Geraden mit der Kreisfrequenz e har-
monisch bewegt. Im allgemeinen kann eine solche Bewegung nur durch
geeignete duBere Krifte erzwungen werden. Nur dann, wenn die Be-
wegungsrichtung mit einer der Hauptrichtungen und die Kreisfrequenz
mit der entsprechenden Eigenkreisfrequenz zusammenfillt, verliuft die
Bewegung kriftefrei. Wir wollen die duBeren zur Aufrechterhaltung
der harmonischen Bewegung notwendigen Krifte ganz auBer acht
lassen und lediglich den Verlauf der im System gespeicherten Form-
anderungs- und kinetischen Energie untersuchen. Wenn v, v,, v; die
in Bezug auf die Federrichtungen genommenen Komponenten der
Schwingungsamplitude bezeichnen, dann hat die Amplitude der Form-
anderungsenergie, d.i. die Forminderungsenergie im Augenblick der
groBten Auslenkung, den Wert

A =3 (Cyv; + Cyvi + C373). (30)

Die GréBen C,, C,, C,; bedeuten wie frither die Konstanten der drei
Federn, und zwar soll der erste Index die schwichste, der zweite die
mittlere und der dritte die stirkste Feder bezeichnen: C, < C, < Cj.
Die kinetische Energie im Augenblick der gréBten Auslenkung ver-
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schwindet. Die Amplitude der kinetischen Energie, d. i. die kinetische
Energie im Augenblick des Durchgangs durch die Ruhelage, betrigt:

M
T = (v + vE + vd). (31)

Die Forminderungsenergie verschwindet im Augenblick des Durch-
ganges durch die Ruhelage. Wir nennen 7' die bezogene kinetische
Energie, d.i. die Amplitude der kinetischen Energie dividiert durch
das Quadrat der Kreisfrequenz der Bewegung. Schwingt die Masse
in einer Hauptrichtung mit der entsprechenden Eigenfrequenz, dann
wirken von auBen auf das System keine Krifte; die Gesamtenergie
der freien Bewegung ist also zeitlich konstant. Die Gesamtenergie
besteht im Augenblick der grofiten Auslenkung lediglich aus der Form-
inderungsarbeit des Systems, im Augenblick des Durchgangs durch
die Ruhelage lediglich aus der kinetischen Energie des Systems. Es
ist also fiir eine Eigenschwingung die Amplitude der Forminderungs-
energie gleich der Amplitude der kinetischen Energie, d. h. es ist der
Quotient aus den Amplituden der Formanderungsenergie und der be-
zogenen kinetischen Energie gleich dem Quadrat der entsprechenden
Eigenfrequenz. Der Auslenkung in einer Hauptrichtung des Modells
entspricht beim Balken die Deformation gem4B einer Eigenschwingungs-
form. Sind die Eigenschwingungsformen bekannt, dann erhilt man
also die Quadrate der Eigenfrequenzen des Systems dadurch, daB man
die Forminderungsenergien der betreffenden Biegelinien durch die be-
zogenen kinetischen Energien dividiert. Verwendet man an Stelle der
genauen Eigenschwingungsform eine Biegelinie, die sich davon nur
wenig unterscheidet, dann weichen auch die Forminderungsarbeiten
und die bezogenen Kkinetischen Energien nur wenig von der Form-
dnderungsarbeit und der kinetischen Energie der Eigenschwingung ab.
Oft lassen sich die Eigenschwingungsformen leicht abschitzen, die
dazugeh¢rigen Energieausdriicke konnen alsdann mit geringer Miihe
berechnet werden, und man erhilt auf diese Weise einfach vorzuneh-
mende Abschitzungen fiir die Eigenfrequenzen.

Wir untersuchen jetzt wieder am Modell etwas eingehender die
Abhiangigkeit des Quotienten 4/T von der Schwingungsrichtung. Dieser
Quotient ist offenbar am kleinsten, wenn die Bewegung in der ersten
Hauptrichtung erfolgt, denn aus (30) und (31) folgt wegen C; < Cy << Cy

A _Guit+ G+ Cavg o Gitn+d)

T M@i+ov3+08) T M+ o8+ o) v
Das Gleichheitszeichen tritt nur dann an Stelle des GroéBerzeichens,
wenn die Komponenten der Schwingungsamplitude in den Richtungen
der zweiten und dritten Feder verschwinden. Wir haben also den Satz:
Unter allen geradlinigen harmonischen Schwingungen des Massen-

Hohenemser u, Prager, Stabwerke. 4




50 II. Allgemeine Methoden der Schwingungslehre.

punktes ist der Quotient der Amplituden der Form#inderungsarbeit und
der bezogenen kinetischen Energie am kleinsten, wenn die Schwingung
in der ersten Hauptrichtung erfolgt. Der Wert dieses Minimums ist
gleich dem Quadrat der ersten Eigenfrequenz. Entsprechend kann man
zeigen, dall unter allen geradlinigen, harmonischen Schwingungen des
Massenpunktes der Quotient A/T am gréften ist, wenn die Schwingung
in der dritten Hauptrichtung erfolgt. Der Betrag dieses Maximums ist
gleich dem Quadrat der dritten Eigenfrequenz.

Um auch Ungleichungen fiir die mittlere Eigenfrequenz zu erhalten,
wollen wir jetzt nur solche geradlinigen, harmonischen Schwingungen
betrachten, die in einer bestimmten Ebene durch den Ursprungspunkt
liegen. Ein auf dieser Ebene senkrecht stehender Vektor habe die
Komponenten s, s,, s, in bezug auf die Federachsen. Deutet man die-
sen Vektor als Kraft, dann ist die Arbeit dieser Kraft lings des Weges
mit den Komponenten v,, v,, v null, es verschwindet also die Summe
der drei Produkte entsprechender Komponenten der beiden Vektoren:

$191 + SaUy + 5305, = 0. (32)
Man kann nun leicht zeigen, da der kleinste Wert, den der Quotient 4 /T
fiir irgendeine Schwingungsrichtung in dieser Ebene annehmen kann,
sicher kleiner ist als das Quadrat der zweiten Eigenfrequenz. Nehmen
wir etwa diejenige Schwingungsrichtung in dieser Ebene, welche senk-
recht zur dritten Federrichtung steht, so gilt wegen v; =0
A4 _ Gui+Guf G+ o
TS Me ) M ey O (83)
Das Minimum des Quotienten A/7 unter allen geradlinigen harmo-
nischen Schwingungen in der betreffenden Ebene ist dann erst recht
kleiner als w3. Fallt der Vektor mit den Komponenten s,, s,, s, in die
Richtung der ersten Hauptachse, so reduziert sich (32) zu v; = 0.
In diesem Fall ist der Quotient 4/T fiir alle geradlinigen harmonischen
Schwingungen in dieser Ebene gréBer oder hochstens gleich dem
Quadrat der zweiten Eigenfrequenz, denn aus C, << C, folgt wie oben
A Cyuf + Cy0f >Cz(7)g+”§2_ w2
T M@i+vy) — M@i+e3) P

Das Gleichheitszeichen tritt nur dann an Stelle des GroBerzeichens,
wenn auch die Komponente der Schwingungsamplitude in der dritten
Hauptrichtung verschwindet.

Wir kénnen zusammenfassend folgenden Satz aussprechen: Legt
man durch den Ursprungspunkt des Federnkreuzes eine Ebene, und
betrachtet man nur solche geradlinigen harmonischen Schwingungen,
die in dieser Ebene erfolgen, dann ist das Minimum des Quotienten 4/7T
gleich dem Quadrat oder kleiner als das Quadrat der zweiten Eigen-
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frequenz, je nachdem ein auf dieser Ebene senkrecht stehender Vektor
in die erste Hauptrichtung weist oder in eine andere davon abwei-
chende Richtung.

18. Berechnung der Eigenfrequenzen mit Hilfe der
Energiemethode.

Wir wollen zur Erlduterung der obigen Sitze das gleiche Beispiel
verwenden, das in 11 behandelt wurde, ndmlich den auf zwei Stiitzen

. . . . ’
gelagerten Balken mit unveridnderlichem Querschnitt, der bei x =5
!

= %= %l die Massen M = %—l trigt. Wir bemerken zunichst,
daB der Ausdruck fiir die kinetische Energie seine Form beibehilt,
auch wenn an Stelle der Normalkomponenten der Auslenkung die

Komponenten in bezug auf das Koordinatensystem genommen werden.
Wir haben also statt 12, (31) auch

T=2 2+ 03+ 7). (34)

Wir wollen als Niherung fiir die erste Eigenschwingungsform eine
Biegelinie verwenden, wie sie unter dem statischen EinfluB einer Ein-
heitslast in der Balkenmitte entsteht. Die Durchbiegungen an den
Punkten a, b, ¢ infolge der Einheitslast in der Balkenmitte waren
bereits in 11 angegeben (S. 45) und betrugen

v, = 39

B o1
'Ub:8]. 5@72—-]
v, = 39

Die doppelte Forminderungsarbeit ergibt sich als Produkt der Ein-
heitslast mit der Verschiebung in Balkenmitte zu

81 B

Die bezogene kinetische Energie der angenommenen Schwingung betrigt

1

5 180 812 4 307 L ]

T= 38882 (E /)2

und man erhilt:

A4 99085 1/E ]
w; < VT = 72 7 .
Das Kleinerzeichen riihrt daher, dal eine von der wirklichen Eigen-
schwingungsform abweichende Biegelinie verwendet wurde, oder in der
Sprache des Modells, daB eine Auslenkung genommen wurde, die nicht
4%
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genau in die erste Hauptrichtung fillt. Der genaue in 11 berechnete
Wert betriagt

9,859 Ej
Wy =g | ="

und ist tatsdchlich kleiner. Der Fehler in der Eigenfrequenz betrigt
nur etwa %% des richtigen Wertes, soda man schon hier erkennen
kann, welche zuverldssige Ndherungen die Energiemethode zu liefern
vermag.

Um die zweite Eigenfrequenz zu berechnen, nehmen wir als Schwin-
gungsform eine Biegelinie an, wie sie unter dem EinfluB einer statischen
Einheitskraft in 4 und einer entgegengesetzt gerichteten Einheitskraft

in ¢ entsteht. Wir haben dann mit den C-Werten von S. 45
v,=25—17= 8
1, =39 —39= 0
V=17 — 25 = — 8

1
3888 E J°

Die doppelte Form#nderungsarbeit dieser Auslenkung betrigt

B 1

2A =(8+8)3888E—J.

Sie ist noch durch die doppelte bezogene kinetische Energie

ol 6 1
2T_?(82+82)§8§5(E7F

zu dividieren, und man erhilt

_ 38184 1/E]
Wy = T —'u—- .

Wir haben hier den exakten Wert der zweiten Eigenfrequenz erhalten,
wie man durch Vergleich mit 11, (25) erkennt. Es liegt dies daran,
daB als Biegelinie die richtige zweite Eigenschwingungsform verwendet
wurde, die in @ und ¢ entgegengesetzt gleiche Auslenkungen hat, und
deren Auslenkung in b verschwindet.

Um den Einflul einer von der zweiten Eigenschwingungsform ab-
weichende Biegelinie zu verfolgen, wollen wir noch eine Auslenkung
annehmen, wie sie unter dem EinfluB einer statischen Kraft 4 1,00
in ¢ und einer Kraft — 0,95 in ¢ entsteht. Die Auslenkungen in «, b, ¢
haben die Werte

v, =25 — 16,15 = 8,85
v, =39 — 37,056 = 195
v, =17 — 23,76 = — 6,75

B o1
3888 EJ°
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Die Forminderungsenergie dieser Auslenkungsform betragt
A |

24 = (8,851 + 6,75-0,95) goer 7.

Sie ist durch die doppelte bezogene kinetische Energie
8 1

38882 (E J)?

2T = %7 (8,852 + 1,952 + 6,75?)

zu dividieren und man erhilt?
. 31,354 VE“
2N
Die so gewonnene Niherung fiir die zweite Eigenfrequenz ist um etwa
2,2% zu klein. Der geringe Fehler ist bemerkenswert, da die zugrunde
gelegte Biegelinie von der zweiten Eigenschwingungsform recht stark
abweicht. Das Vorzeichen des Fehlers ist hier im Gegensatz zu den
Niherungen fiir die erste Eigenfrequenz von vornherein nicht ohne
weiteres angebbar. Es hingt dies damit zusammen, daBl man der ge-
wihlten Auslenkung nicht ohne weiteres ansehen kann, in welcher
Ebene — in der Sprache des Modells gesprochen — sie sich befindet.
Steht die Ebene senkrecht zu der ersten Hauptrichtung, gilt also fiir
die gewihlte Auslenkung die Beziehung

ViaVe + Vipvy + Va0, =0, (36)
dann lehrt der in 12 bewiesene Satz, daB der Niherungswert fiir w3
nur zu grofB ausfallen kann. Die Beziehung (36) ist jedoch in unserem
Beispiel, wie man sich leicht iiberzeugt, nicht erfiillt. Der Quotient 4/T
kann daher auch, wie oben allgemein gezeigt war, kleiner als w% aus-
fallen.

14. Die Berechnung der Eigenschwingungsformen und der
Eigenfrequenzen durch schrittweise verbesserte
N&iherungen.

Wir wollen jetzt wieder an Hand des Modellsystems ein Verfahren
zur Ermittlung der Eigenschwingungsformen und der Eigenfrequenzen
besprechen, das ebenfalls die Auflésung einer Frequenzgleichung, wie
sie durch 8, (11) gegeben ist, tiberfliissig macht und insbesondere in
Verbindung mit der oben behandelten Energiemethode fiir praktische
Rechnungen vorziigliche Dienste leistet. Wenn man auf den zwischen
drei Federn gelagerten Massenpunkt in beliebiger Richtung eine statische
Kraft wirken 14B8t, welche in bezug auf das Federnkreuz die Kompo-

1 Im folgenden werden nur angenahert geltende Beziehungen mit dem Zei-
chen ~ an Stelle des Gleichheitszeichens geschrieben.
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nenten P;, P,, P, besitzt, so entsteht eine statische Auslenkung mit
den Komponenten
P, . P, . P
7’1:'@‘1: 7’2=?2: 1)3:’0_:‘
Es ist leicht einzusehen, dafl die Auslenkungskomponente in Richtung
der schwichsten Feder die andern Auslenkungskomponenten stirker
iberwiegt, als die Kraftkomponente in Richtung der schwichsten
Feder die andern Kraftkomponenten iiberwiegt. Wegen C; < Cy < C,
gilt ndmlich
U Py, Y1 Py
Uy P, ’ Vg Py -

Das bedeutet, daB der Vektor der Auslenkung mit der ersten Haupt-
richtung einen kleineren Winkel einschlieft als der Vektor der Kraft.
L4Bt man nun in der Richtung der Auslenkung wiederum eine statische
Kraft einwirken, so schlieBt der durch diese Kraft hervorgerufene Aus-
lenkungsvektor mit der ersten Hauptrichtung einen noch kleineren
Winkel ein. Durch geniigend hiufige Wiederholung des Verfahrens er-
hilt man schlieBlich eine Auslenkung, die beliebig genau in die erste
Hauptrichtung fillt. Wenn einmal die erste Hauptrichtung anndhernd
bekannt ist, bereitet die Berechnung der zugehérigen Eigenfrequenz
nach der Energiemethode keine Schwierigkeiten mehr. An Stelle der
Energiemethode kann man auch eine einfachere wenn auch nicht so
genaue Berechnungsart der Eigenfrequenz verwenden, die darauf be-
ruht, daB im Grenzfall nach geniigend zahlreichen Schritten sowohl
die Kraft als auch die Auslenkung in die erste Hauptrichtung fallen.
Das Verhiltnis einer Kraftkomponente fiir eine beliebige Richtung zu
der Auslenkungskomponente fiir diese Richtung ist dann gleich der
Federkonstanten C;, aus der durch Division durch die Masse M das
Quadrat der ersten Eigenfrequenz folgt. Je genauer die Richtung der
urspriinglich angenommenen Kraft mit der ersten Hauptrichtung iber-
einstimmt, desto weniger Schritte sind naturgemiB erforderlich, bis
der Vektor der Auslenkung innerhalb der Rechengenauigkeit in die
erste Hauptrichtung weist. Wir wenden diese Rechnungsmethode

wieder an auf unser frither schon behandeltes Beispiel, den Stab auf
l 5 .
=5,%X=7 ! die Massen

i . . . . .
= % trigt. Verwenden wir als Ausgangslast eine Einheitskraft in

. )
zwei Stiitzen, der in den Punkten x = e

Balkenmitte, dann betrigt die zugehorige Auslenkung (vgl. S.45)
Uy =39
v, = 81
U,y = 39

B
3888E ] °
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Bildet man den Quotienten aus Kraft und Auslenkung fiir die Balken-

I
mitte und dividiert diesen Ausdruck durch M ='% , so erhilt man

1 EJ 121/EJ
2 RS = - A=
i~ g1l 664 i oder ol

9,859
2

also gegeniiber dem richtigen Wert von

etwa 22%.
Nimmt man bei dem nichsten Schritt entsprechend der erhaltenen
Auslenkung in den Punkten a, b, ¢ Krifte

P,,=39; P,,=81; P, =39
an, so sind die zugehdrigen statischen Auslenkungen gegeben durch

Vyo= 975 4- 3159 4- 663 = 4797
1, = 1521 4- 6561 + 1521 = 9603

Vij eine Abweichung von

3

3888E] "
1)02 = 663 4 3159 4- 975 = 4797

Die durch &- ! dividierten Quotienten aus Kraft und Auslenkung be-
tragen fiir d1e drei Punkte:

P,y 3 P, 3 EJ

Ery Bl 177—948281 T

Doz 3 _ 9g3841 ZS

Vo pil ml

und die entsprechenden Niherungen fiir o, heilen:

9,738 1/EJ
2 )7

9,919 (/EJ
Wy = I/T .

Die Fehler betragen — 0,5% und -+ 0,6% des richtigen Wertes, die
Niherungen sind also schon nach dem zweiten Schritt hinreichend
genau.

Um zu zeigen, dall auch eine ungiinstige Annahme iiber die Aus-
gangslastverteilung das Verfahren zwar etwas verlidngert, aber ebenfalls
zum Ziele fiihrt, rechnen wir den Fall durch, daB die Ausgangslast
nicht in der Mitte, sondern in a angreift. Die zur Einheitskraft in a ge-
horigen Auslenkungen betragen (vgl. S. 45)

Vg1 = 25
Uy = 39
Vo = 17

R

und

1 B
3888 EJ °
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Im zweiten Schritt nehmen wir die Lasten P,, = 25, P,,= 39,
P,, = 17 an und erhalten die Auslenkungen

v,y = 2435

1 B
'sz = 4797 m ﬁ .
1)02 = 2371

Die hieraus zu entnehmenden Niherungen fiir die erste Eigenfrequenz
betragen:
10,943 1/EJ

3
Wy R ‘1_1,— 12 T; (+11%),
N Pb23 97183 1/ET . .
_1/Pes 3. 9145 1)ET . .
wleﬁzﬁ—l‘-— i) —M—, (‘—7,3%)

Die in Klammern hinzugefiigten Prozentsitze geben die Abweichungen
von den wahren Werten an.
Im dritten Schritt nehmen wir die Lasten

P,,=2435; P,,=4797; P, = 2371

an und erhalten die Auslenkungen

v, = 288265
1 B
Vpg = 575991 58_88 ﬂ .
V,3 = 287753
Die hieraus zu berechnenden Ndherungswerte fiir die erste Eigenfrequenz
betragen
P, 3 99261/E] |
oy )T B OBOYET (40,
P,y 3 9,856
o | B B 98 V S (—0,03%), ‘ (38)
P,, 3 9,803
wlwl/vc: Wi = R ; (—0,6%).

Man beachte, wie sich die Auslenkung mit jedem Schritt der ersten
Eigenschwingungsform nihert, bei welcher die Auslenkungen in den
Punkten a, b, ¢ sich wie 1:2:1 verhalten.

Die Methode der schrittweisen Niherungen liefert zunichst lediglich
die Grundschwingung. Wir wollen uns nun wieder an Hand der Modell-
vorstellung klarmachen, wie man die Methode fiir die Berechnung
der zweiten Eigenfrequenz zu erweitern hat. Um zu vermeiden, daB die
Komponente der Auslenkung in der ersten Hauptrichtung mit jedem
Schritt gegeniiber den Komponenten der beiden Hauptrichtungen
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groBer wird, hat man offenbar dafiir zu sorgen, daB8 die urspriinglich
angenommene Kraft in der Ebene senkrecht zur ersten Hauptrichtung
wirkt. Die statische Auslenkung, welche diese Kraft hervorruft, hat
dann ebenfalls in derersten Hauptrichtung die Komponente Null,
d. h. sie liegt ebenfalls in der Ebene senkrecht zur ersten Hauptrichtung.
Wenn 0, P,, P;die Komponenten der Kraft in den drei Hauptrichtungen
sind, so ergeben sich die zugehdrigen Auslenkungen zu

P P
v, =0; 'Uz"—“ci, vs_—'c—:,
und wegen C, << C, ist
| vz P2
‘ E F{; )

Der Vektor der Auslenkung schlieB3t also mit der zweiten Hauptrichtung
einen kleineren Winkel ein als der Vektor der Kraft. LiBt man in der
Richtung der Auslenkung wieder eine Kraft wirken, so hat der Vektor
der durch diese Kraft hervorgerufenen Auslenkung wieder in Richtung
der ersten Hauptachse die Komponente Null und schlieBt mit der
zweiten Hauptachse einen noch kleineren Winkel ein. Durch geniigend
hiufige Wiederholung des Verfahrens ergibt sich schlieBlich eine Aus-
lenkung, die beliebig genau in die zweite Hauptrichtung fillt. Wenn
Kraft und Auslenkung schlieBlich nahezu in die gleiche Richtung weisen,
erhdlt man das Quadrat der zweiten Eigenfrequenz wieder angenihert,
indem man den Quotienten aus Kraftkomponente und Auslenkungs-
komponente fiir irgendeine Richtung durch die Masse dividiert.

Wir wenden die Berechnungsmethode wieder auf den zweifach
gestiitzten Stab mit drei Einzelmassen an und wihlen als Ausgangs-
belastung eine Einheitskraft im Punkt . Diese Kraft erzeugt eine

Auslenkung v,, = 25
B 1
Uy = 39 3388 E—]— . (39)
Ve = 17

Kraft und Auslenkung liegen modellmiBig gesprochen beide nicht in
der Ebene senkrecht zur ersten Hauptrichtung. Wir bestimmen von der
Auslenkung die Komponente in dieser Ebene und bringen im zweiten
Schritt eine Kraft an, welche die Richtung dieser Komponente hat. Der
Einheitsvektor in der ersten Hauptrichtung hat die Komponenten

1

'I)a:——_*,
V6 ‘

vb:%'l [vgl. 11, (26)]
1

Vg = —.

Y6
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Die Auslenkung (39) hat also in der ersten Hauptrichtung die Kom-

ponente
25.1+39.2+17-1 120

Ve Ve

Die in bezug auf das Koordinatenkreuz genommenen Komponenten

. 120 . . .
eines Vektors von der Linge —, der in die erste Hauptrichtung

V6

weist, haben die Werte

120 1
Uy == — =20
N G
120 2 »
”bzﬁﬁ:‘m B/BEJ
120 1
v, =201 _ 9
16 16

Wenn wir diese Auslenkung von der Auslenkung (39) subtrahieren,
erhalten wir die gesuchte Komponente in der Ebene senkrecht zur
ersten Hauptachse:
v,=25—20= 5
v, =39 —40 = —1
V,=17—20=—3

B 1

3888 E ]

Wir bringen jetzt eine Belastung
P,,=5; Po=—1; P,,=—-3

an und erhalten eine Auslenkung

Voo = 35

B 1
Ue="— 3 (3388 EJ"
Vgg = — 29

Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Auslenkung in der ersten Haupt-
richtung die Komponente Null besitzt, es ist nimlich

35.-1—3.2—29-1
V6
Wir kénnen also im dritten Schritt die Belastung
P,,=35; P,=—3; Pyy=—29
verwenden und erhalten fiir die zugehorige Auslenkung die Werte
Upgs = 265 -

Us=— 9 (RWET
Vgy = — 247

=0.
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Endlich sei noch ein vierter Schritt gerechnet mit den Kriften
P,,=265; P,,=—9; P,,=—247.

Man erhilt
Uy = 2075,
B B o1
Vpa= — 27, 3888 ﬂ .
U, = — 2021,

Auch die Auslenkungen des dritten und vierten Schrittes liegen in
der Ebene senkrecht zur ersten Hauptrichtung, wie man leicht nach-
rechnet. Man achte darauf, wie mit jedem Schritt die zweite Eigen-
schwingungsform immer besser angendhert wird, bei welcher sich die
Auslenkungen an den Stellen «, b, ¢ verhalten wie

Viaa: Vi Vee=1:0:—1.

Zur Vervollstindigung seien noch die Niherungen fiir die zweite
Eigenfrequenz ausgerechnet, die sich unter Verwendung der Auslen-
kungen in den beiden duBeren Punkten ¢ und ¢ des Balkens fiir die
verschiedenen Schritte ergeben zu

P,y 3 o
Vﬁzﬁ = 40,7 (+6,5%),
P,, 3 o

P, 3

— = 39,2 _ 26%),

Vv.,g wi 39, 11/EJ. (+2,6%)

., 3 A 0)
]/ 2 2 — 370 (—3,1%),

yc3 ‘ul

Pay 3 _
]/DM i = 38,60 (+1,0%),
Vpui — 37,75 (—1,2%).

VUea ‘ul

Die in Klammer angegebenen Prozentsitze geben wieder die Abweichung
an von dem wahren Wert, der in 11, (25) berechnet war zu

__38, 184 Vi

Es ist angebracht, schon hier auf einen Umstand hinzuweisen, der
spiter bei der Behandlung des stetig mit Masse belegten Balkens von
Wichtigkeit wird. Nachdem einmal die Kraft fiir den zweiten Schritt
so bestimmt worden war, da8 ihre Komponente in der ersten Haupt-
richtung verschwindet, blieben die Auslenkungen bei allen folgenden
Schritten in der Ebene senkrecht zur ersten Hauptrichtung. Dies ist
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jedoch nur dann der Fall, wenn die Rechnung véllig genau ohne Abrun-
dungsfehler durchgefithrt wird. Sowie man infolge von Abrundungs-
fehlern zu Auslenkungen gelangt, die nicht genau in der Ebene senk-
recht zur ersten Hauptrichtung liegen, vergréBert sich die Komponente
der Auslenkung in der Richtung der ersten Hauptachse mit jedem
Schritt entsprechend den obigen Uberlegungen, und das Verfahren
konvergiert nicht, wie gewiinscht, nach der zweiten, sondern nach der
ersten Eigenschwingungsform. Da nun im allgemeinen eine voéllig
genaue Rechnung nicht méglich ist, hat man zur Vermeidung des
erwihnten Ubelstandes besondere MaBnahmen zu ergreifen, etwa da-
durch, daB man nach jedem Schritt die Komponente der Aus-
lenkung in der ersten Hauptrichtung berechnet, so wie das oben bei
dem ersten Schritt geschehen ist, und diese Komponente von der
Auslenkung subtrahiert.

Wir sehen aus (40) und den entsprechenden Werten fiir die erste
Eigenfrequenz (37) und (38), daB man durch Mittelung der Werte fiir
die verschiedenen Stabpunkte schon beim zweiten und erst recht beim
dritten Schritt zu einem brauchbaren Ergebnis gelangt. Kombinieren
wir nun die Energiemethode mit der Methode der schrittweisen Nihe-
rungen, dann ergibt sich ein Ausdruck fiir die Eigenfrequenzen, den
man auffassen kann als eine besondere Art von Mittelwertbildung.
Sind P,, P,, P, die Krifte und v,, v, v, die zugehdrigen Auslenkungen
bei einem Schritt des Verfahrens, so ist die Formédnderungsarbeit der
Auslenkung:

A =%(Pava+ vab+ Pcvc)

und die bezogene kinetische Energie:

1 pl
T =5 5% (02 + 0§+ 03).

2
Nach 13 gilt die Abschitzung
-~ Z_ P,vg 4 Pyv, + Pov, 3
“’”V‘T‘”V P S R (41)

Wir wollen (41) fiir einige der oben gerechneten Auslenkungen des
Balkens auswerten. Zunichst fiir die Auslenkung des zweiten Schrittes
der zuerst gerechneten Grundtonniherungen, die mit einer Bela-
stung P,y =1; Py, = 0; P,, = 0 beginnen (S. 56). Im zweiten Schritt ist

P,,=25; P,,=39; P,,=17
und
Vgo = 2435

0,y = 4797
Vgp= 2371

Bl
3888 EJ
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Die Gleichung (41) liefert den Wert

oy 9%6—3}/%1; (0,04 %).
Der Fehler ist, wie nach den Ausfithrungen von 13 zu erwarten war,
positiv und viel kleiner als bei irgendeinem der Werte in (37), er ist
von derselben GréBenordnung wie der Fehler des besten Wertes beim
dritten Schritt. Die Anwendung der Energiemethode liefert Resultate
von etwa der gleichen Giite wie diejenigen des darauffolgenden Schrittes.
Ob es allerdings weniger Rechenarbeit ist, noch einen weiteren Schritt
durchzufiihren oder die Energieausdriicke auszuwerten, kann nur im
Einzelfall entschieden werden.

Wir wollen die Energiemethode auch auf den zweiten und dritten
Schritt der Rechnung fiir die zweite Eigenfrequenz anwenden. Fiir
die Krifte

Pyy=5; Pyp=—1; Py=—3

und die zugehorigen Auslenkungen (vgl. S. 58)

3 3 3

Var=303geg 7 U= “33ggmy  Yer= — 23507

erhdlt man nach (41)

Wy A

38,;95 VET] (+1,07 %).

Fiir die Krifte
P,,=35; P,,=—3; P,g= —29
und die zugehérigen Auslenkungen

3 3 B

Vas= 2005550575 Ue= —O3g5m 5 Vo= — 24T ggeery

erhilt man aus (41)

wy s BEBIET 1015 %).

2 u’

Man sieht auch hier, daB3 der Energieausdruck V; viel rascher nach

der zweiten Eigenfrequenz konvergiert als die Werte in (40).

15. Der Stab mit drei ungleichen Einzelmassen.

Wir hatten bisher immer angenommen, daB die drei Massen, welche
sich auf dem Balken befinden, untereinander gleich sind. Wir wollen
nunmehr drei verschiedene Einzelmassen M,, M,, M, in den Punkten
a, b, ¢ voraussetzen und zeigen, daB auch dann der zwischen drei senk-
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recht aufeinander stehenden Federn eingespannte Massenpunkt als
Modellsystem an Stelle des Balkens mit drei Einzelmassen verwendet
werden kann. Die Bewegungsgleichungen des Balkens sind jetzt nicht
mehr durch 4, (4) gegeben, condern durch

Maﬁa (t) = - Caava (t) - Cbavb (t) - Cca c(t) + P (t)
M, 7, (2) = —Cab U (B) — Gy ¥y (8) — Coy v, (2) + Py (9), (42)
Mc"yc(t): - ac () Cbcvb(t)"—ccc c(t)+P (t

Sie nehmen durch die Substitutionen

b —v JfMa. 0, =1 VM"- .
a™ Y% } a1 0 »— Y s »
- ﬁ (43)
M
P P, VM ; P = PbVMb I,
~ A Mz
C _Caal/M‘z; Cbazcba MbMa’ VM M 5
~ M2 ~ Mz
Coo = Cop ﬁ%; Cypoe = Cch_JuTM;; (44)
A M2
Ccc:Ccc ']Wg
die Form der Gleichung 4, (4) an, nimlich
M;ja (t) = - éaa%a(t)_ tee +ﬁa (t):
M%}.b(t)z_éabi}a(t)—"'"{“ﬁb(t): (45)
M;A).c(t) = - éacaa(t)” e +Pc(t)

Wir kénnen also durch geeignete Wahl der Federstirken vermittels (44)
dem Balken mit drei Massen wieder einen zwischen drei senkrechten
Federn aufgehingten Massenpunkt mit der Masse M zuordnen und
konnen unsere gesamte Kenntnis von der Bewegung des Modellmassen-
punktes ohne weiteres verwenden und vermittels (43) auf den Balken
mit drei verschiedenen Massen iibertragen. Vollfithrt insbesondere das
Modellsystem eine harmonische Bewegung mit den Komponenten
Dy, Uy, 9, und der Kreisfrequenz w, so ist die entsprechende Bewegung
des Balkens eine Schwingung mit der gleichen Frequenz und mit den
Amplituden

V“ T 7
Vo= = Vg5 Up= |/ = Uy} v :V—'l)
a M, Ve’ b M, b c M, "¢

Die drei Eigenfrequenzen des Modellsystems sind also identisch mit
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den Eigenfrequenzen des Balkens, und man erhilt sie als Wurzeln
der Gleichung

Caa — M o? Cba Cca
Cav Coo— Ma? Cgy =0,
Cac Cbc Ccc — M w?
die mit (44) die Form annimmt
ﬁ o w2 Cba _ _ Cca
Ma -VMb Mu VMC Ma
Cab Cbb ch
— b2 w2 — = 0. 4
VM, M, m, — "y, o, (46)
Cac Cbci _(ﬁ . 9
]/M M, VM, M, M,

Einer geradlinigen, harmonischen Bewegung des Massenpunktes in
einer Hauptrlchtung entspricht eine Eigenschwingung des Balkens.

Wenn Vla, Vl,,, Vlc die Komponenten eines Vektors in der ersten
Hauptrichtung des Modellsystems sind, ist also die erste Eigen-
schwingungsform des Balkens gegeben durch

5 M S ™ s /M
V1a=V1aVE; Vlb:VIbVM; Vlc:VIcVE;

und entsprechendes gilt fiir die andern Eigenschwingungsformen. Den
Bedingungen des Senkrechtstehens der drei Hauptrichtungen des Mo-
dellsystems
VieVeat Vip Vo + Vie Voo =0,
I}laf/:;a"l_l}lbl}ab—'_ I}11:173020 (47)
V2a V3a + V2b V3b + VZc 3¢ =0
entsprechen beim Balken die folgenden Beziehungen fiir die Eigen-
schwingungsformen
VieVea Mo+ Vip Voy My + Vi Voo M, =0, 1
Vla V3a Ma, + Vlb V.‘zb Mb + Vlc V30Mc =0, J
VoaVaa Mo+ Vay Vo My + Voo Vs, Mo =0,

(48)

die sich aus (47) unter Verwendung von (43) ergeben. Man nennt diese Be-
ziehungen in iibertragener Bedeutung Orthogonalitdtsbeziehungen und
spricht davon, daB die Eigenschwingungsformen orthogonal zueinander
sind.

Besonders einfach wird die Zuordnung der Energieausdriicke
von Modellsystem und Balken. Die Forménderungsarbeit, welche bei
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einer statischen Auslenkung des Massenpunktes mit den Komponenten
Ug, Dy, D, geleistet werden muB, betrigt

A=%(éaa '2)2 + Cl‘\bb 7,)% + 600 %12: + 2(':;zb73a %b—l" 264101/}0,730'{' 2ébcz,)b ﬁc) * (49)
Dieser Ausdruck wird dhnlich wie in 3 gewonnen, indem man nach-
einander die Verschiebungen v, v, v, ausfiihrt und die Arbeit der Krifte
bestimmt, welche jeweils wirken. Fithrt man aus (43) und (44) die Elasti-
zitdtszahlen und die Verschiebungen des Balkens ein, dann geht (49)
iiber in

4= %(Caavg =+ Cbbv% + Cccvtz: + zcab Va Up + 2Cac'vavc + 2 Cbcvb vc) .

Dasist aber gerade die Forménderungsarbeit des Balkens, dessen Punkte
a, b, ¢ durch Krifte ausgelenkt sind, welche in diesen Punkten wirken.
Das heifit: die Forminderungsenergien von Modellsystem und Balken
sind bei entsprechenden Auslenkungen einander gleich.

Dasselbe gilt von der kinetischen Energie. Sie betrigt fiir das Bild-
system bei einer Bewegung mit den Geschwindigkeitskomponenten
Vas Vo» Yo . X .

3 M (Vg + v + 95)
und geht mit (43) {iber in
3 (M, 05 + My 0§ + M,95) .
Das ist aber gerade die kinetische Energie des Balkens, der sich so
bewegt, daB die Punkte 4, b, ¢ die Geschwindigkeiten v,, #,, v, haben.
Natiirlich sind auch die bezogenen kinetischen Energien entsprechender
harmonischer Bewegungen von Modellsystem und Balken einander
gleich, und wir kénnen jetzt alle die frither fiir das Modell abgeleiteten
Sitze iiber die Eigenschaften des Quotienten der Amplituden von
Formianderungsarbeit und kinetischer Energie bei einer harmonischen
Bewegung ohne weiteres auf den Balken mit drei ungleichen Massen
tibertragen. Bezeichnet 4 die Amplitude der Forminderungsenergie,
T die Amplitude der bezogenen, d.h. durch das Quadrat der Kreis-
frequenz dividierten kinetischen Energie einer harmonischen Bewegung
des Balkens, so ist also der Quotient A/7 am kleinsten, wenn die
Schwingungsform mit der ersten Eigenschwingungsform iibereinstimmt,
und der Betrag dieses Minimums ist gleich dem Quadrat der ersten
Eigenfrequenz. 4/T ist am gréfiten, wenn die Schwingungsform mit der
dritten Eigenschwingungsform {ibereinstimmt, und der Betrag dieses
Maximums ist gleich dem Quadrat der dritten Eigenfrequenz. Betrachtet
man nur solche Schwingungsformen, die orthogonal sind zu einer
Schwingungsform mit den Amplituden s,, s, s,, die also der Be-
dingung
M,savq + Mysyv, + M, s,v,=0
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geniigen, dann ist das Minimum des Quotienten 4/7 gleich dem Quadrat
oder kleiner als das Quadrat der zweiten Eigenfrequenz, je nachdem,
ob die Schwingungsform mit den Amplituden s,, s;, s, mit der ersten
Eigenschwingungsform iibereinstimmt oder davon abweicht.

Die Anwendung der Energiesitze auf die Berechnung der Eigen-
frequenzen des Balkens mit drei ungleichen Einzelmassen erfolgt also
in genau derselben Weise wie frither. Auch die Methode der schritt-
weisen Niherungen erfihrt, wie man leicht einsieht, nur geringe An-
derungen. Man bringt am Modell eine statische Kraft mit den Kom-

ponenten P,,, Py,, P,; an und bestimmt die zugehérige statische
Auslenkung mit den Komponenten 9,,, 95, #c;. Man bringt dann eine

Kraft mit den Ko\mponenten P,,, Py,, P,y an, welche in die Richtung
dieser Auslenkung fillt. Es gilt also

D11 051101 =Pgy: Pyy: Poy.

Man bestimmt alsdann die zugehorige statische Verschiebung usw.
Nach hinreichend vielen Schritten fallen schlieBlich, wie wir gesehen
haben, Kraft und Auslenkung nahezu in die erste Hauptrichtung,
und das Quadrat der ersten Eigenfrequenz ist niherungsweise gegeben
durch

s Paw  Pow  Pu

e . v L

Dogn M Uy M Von M~

(50)

Fithrt man an Stelle der Modellkrifte und Auslenkungen die nach (43)
zu ermittelnden entsprechenden Krifte und Auslenkungen des Balkens
ein, so erkennt man, daB im zweiten Schritt jetzt nicht mehr Krifte
genommen werden diirfen, die sich wie die Auslenkungen des vorigen
Schrittes verhalten. Die Verhiltnisgleichung

D411 Dy11 Dp1 = Py Pyy: Py
geht vielmehr vermittels (43) {iber in
My voy: Myvyy: Movoy =Py Pyy: Py

Die Krifte des neuen Schrittes verhalten sich wie die mit den ent-
sprechenden Massen multiplizierten Auslenkungen des vorhergehenden
Schrittes. Wir werden im folgenden Ausdriicke wie M v,,, Myv,; usw.
einfach als Lasten bezeichnen, obwohl sie nicht die Dimension einer
Last haben. Es ist dann immer der Faktor Eins mit der Dimension sec—2
zu erginzen. In diesem Sinne gelten die Gleichungen

Mavan-l = Pa,n’
Myvypy = Pyy, (51)
Mc'ycn—l = Pcn'

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 5
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An Stelle von (50) tritt unter Verwendung von (43) die Beziehung

Pan ~ 'Pbﬂ ~ Pcn
~ ~ 3
Von Mg Vo p My Ven M,

w?
die man wegen (51) auch schreiben kann in der Form

Va ne Up e Ve p—
w%m a"IN bnlNcnll (52)

Von Vb n Von
Auch hier ist iiberall der Faktor sec—2 zu ergéinzen.

Um die zweite Eigenfrequenz und die zweite Eigenschwingungsform
mit der Methode der schrittweisen Niherungen zu finden, hat man am
Modell von einer Kraft auszugehen, die in der Ebene senkrecht zur
ersten Hauptrichtung auf den Massenpunkt wirkt. Die Komponenten
der Kraft miissen also der Bedingung

ﬁaI}la_I_P\bI}lb—lLP\cI}lc:O
geniigen. Die entsprechende Bedingung fiir den Balken hat, wie aus
(43) hervorgeht, die gleiche Form:

P Via+ PyViy+ P Vi, =0. (53)

Um beliebige Krifte P,, P,, P, dieser Bedingung anzupassen, geht
man genau so vor, wie dies frither gezeigt war. Man bildet zunichst die
erste Normalkomponente der Belastung

P1= VlaPa+ Vleb+ VlcPc
und erhilt dann durch

V.
Palzpa_Plﬁ’

Vlb
Pb1=Pb—P1'—N ’

Vl
Pyy=P,— P, N;

Krifte, welche der Bedingung (53) geniigen und welche fiir den ersten
Schritt verwendet werden kénnen. N, ist wieder wie frither die Norm
der ersten Eigenschwingungsform, also

-~ -~ ~ 1
Nl = V%a”_ V%b + V%c = M(V%aMa—I_ V%be + V%cMc) .

Die praktische Durchfithrung der Energiemethode und der Methode
der schrittweisen Niherungen zur Auffindung der Eigenfrequenzen ist
im Falle von ungleichen Massen so wenig verschieden von dem friiher
behandelten Beispiel des. Stabes mit drei gleichen Massen, daB sich die
Durchrechnung eines Zahlenbeispiels eriibrigt. Das gleiche gilt von
der Anwendung der Normalgleichungen zur Untersuchung der Be-
wegung bei beliebigen, als Funktionen der Zeit vorgegebenen duBeren
Kriften.
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16. Der EinfluB von Massen- und Steifigkeitsdnderungen
auf die Eigenfrequenzen.

Aus den Energiesitzen lassen sich eine ganze Reihe von allgemeinen
Eigenschaften schwingungsfihiger Systeme ableiten. Wird z.B. an einer
Stelle des Systems die Masse vergréBert, so vergréBert sich fiir alle
nur moglichen Schwingungsformen harmonischer Bewegungen dieAmpli-
tude der bezogenen kinetischen Energie, die ja gegeben war durch

T =M,v%+ Myv2+ M,v%.

Die Forminderungsenergie, in welche die Masse nicht eingeht, bleibt
unverdndert, der Quotient der Amplituden von Forménderungsenergie
und bezogener kinetischer Energie 4/T wird also fiir alle Schwingungs-
formen kleiner. Nun war ja das Quadrat der niedrigsten Eigenfrequenz
gleich dem Minimum des Quotienten A/T, das bei einer harmonischen
Bewegung angenommen werden kann. Wenn A/T fiir alle Schwingungs-
formen kleiner wird, erniedrigt sich auch das Minimum des Quotienten,
obwohl die Stelle des Minimums,

d. h. die Schwingungsform, fiir welche 7
der Minimalwert angenommen wird, K'_/
sich im allgemeinen verdndern wird. \’/
In unserm Fall des Balkens mit drei T

Einzelmassen ist jede Auslenkungs- I‘ E e
form gekennzeichnet durch zwei ! %
Parameter, nimlich durch die beiden

Verhiltnisse v, : v, und v,: v,. Auf die AbsolutgréBe der Auslenkungen
kommt es nicht an, da die Auslenkungen sowohl in A als auch
in T quadratisch eingehen, sodaB also die Multiplikation der
Auslenkungen mit einem gemeinsamen konstanten Faktor den Wert
des Quotienten A/T nicht verdndert. Nehmen wir einmal der Ein-
fachheit halber an, daB lediglich in den Punkten & und & eine
Einzelmasse angebracht ist. Wir brauchen dann zur Kennzeichnung
einer Auslenkungsform nur einen einzigen Parameter, das Verhilt-
nis v4/v, der Auslenkungen. Die Abhingigkeit des Quotienten

4 _Caavg+2cba”avb+cbb”§ ’

T M, 0% + M, 0}

von dem Verhiltnis v,/v, sei durch die obere Kurve in Abb. 26 gegeben.
Bei einer Vergr6Berung der einen oder der anderen Masse wird A/T
fiir alle Werte v,/v, kleiner und moge etwa durch die untere Kurve
der Abb. 26 dargestellt werden. Das neue Minimum wird zwar fiir einen
anderen Wert v,/v, angenommen, es ist aber auf jeden Fall kleiner als
das urspriingliche Minimum. Bei Erhohung der Masse an irgendeiner
Stelle des Systems muB sich also der Grundton erniedrigen. Eine #hn-
H*
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liche Uberlegung kann man fiir die zweite Eigenfrequenz anstellen. Der
Zusammenhang der zweiten Eigenfrequenz mit dem Quotienten A4/T
war ja folgendermaBen (vgl. den SchluBsatz von 12): Man wihlt eine
Schwingungsform mit den Auslenkungen s,, s;, S, und bestimmt unter
den Schwingungsformen, welche zu der gewihlten orthogonal sind,
also der Bedingung

M, s,v,+ Mysyv,+ Mys,v,= 0

geniigen, diejenige mit dem kleinsten Quotienten 4/7T. Verindert man
dann die urspriinglich gewéhlte Schwingungsform so lange, bis der
zugehorige Minimalwert des Quotienten 4/7 am gréSten wird, dann
ist dieses Maximum-Minimum gleich dem Quadrat der zweiten Eigen-
frequenz. Bei einer Erhohung der Masse an irgendeiner Stelle des
Systems erniedrigt sich der Quotient A/7 fiir alle Schwingungsformen,
also wird jedes Minimum von A4/T, welches zu einer urspriinglich
gewihlten Auslenkungsform s,, s, S,
gehort, kleiner. Dann muBl aber auch
das groBte dieser Minima kleiner
werden. Die Stelle des Maximum-Mini-
mums wird sich wieder im allgemeinen
verdndern.

Wir wollen uns die Sachlage wie-
der an einer Abbildung veranschau-
lichen, dabei aber der Einfachheit
halber etwas andere Verhiltnisse voraussetzen, als sie bei unserer
Aufgabe vorliegen. 4/T moége von zwei Parametern « und f ab-
hingen. Es soll nun unter der Bedingung f =konst das Mini-
mum von A/T bestimmt werden und dann § so gewdhlt werden,
daB3 dieses Minimum am gréB8ten wird. In Abb. 27 sollen die ausgezo-
genen Kurven die Abhingigkeit des Quotienten A/7 von « bei Kon-
stanthalten von f§ darstellen fiir zwei Werte § = 1, f = 2, von denen
der erste etwa das gréBte Minimum von A/T liefern soll. Bei einer
Vergroferung der Masse wird A/T fiir alle o und alle g kleiner. Die
gestrichelten Linien mégen die Kurven f =1 und § = 2 nach Ver-
groBerung der Masse darstellen. Das grofte Minimum wird jetzt nicht
mehr fiir § = 1 angenommen, sondern etwa fiir § = 2. Auf alle Fille
ist aber das neue Maximum-Minimum kleiner als das urspriingliche.

Eine #hnliche Uberlegung gilt fiir die dritte Eigenfrequenz, deren
Quadrat ja gekennzeichnet war durch das Maximum von A/T. Wir
konnen also sagen, dafl simtliche Eigenfrequenzen bei Erhéhung der
Masse an irgendeiner Stelle des Systems niedriger werden. Es kann
allerdings ausnahmsweise vorkommen, daf3 eine Erhéhung einer Masse
keinen EinfluB auf eine Eigenfrequenz hat, wenn sich die Masse nam-
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lich in einem Knoten der betreffenden Eigenschwingungsform befindet.
Dieser Fall trifft zu fiir die mittlere Masse und die zweite Eigenschwin-

gung unseres frither behandelten Beispiels, des Balkens mit drei gleichen

X ! ! 5 .
Massen in den Punkten x = grr=5: %= —6~l. Eine Erhéhung der

mittleren Masse erniedrigt in diesem Fall lediglich die erste und die
dritte Eigenfrequenz, wihrend die zweite unverindert bleibt. Man
spricht daher den gewonnenen Satz besser in der Form aus, daB eine
VergroBerung der Masse an irgendeiner Stelle des Systems jede Eigen-
frequenz entweder erniedrigt oder unverdndert 148t. Entsprechend gilt
natiirlich auch, daB eine Verringerung der Masse an irgendeiner Stelle
des Systems jede Eigenfrequenz entweder erhéht oder unverindert
14Bt.

Wird die Steifigkeit des Systems vergréBert, dann vergréBert sich
fiir alle moglichen Auslenkungsformen die Forminderungsarbeit. Da
die kinetische Energie von der Steifigkeit unabhingig ist, wird also
der Quotient A/7T fiir alle moglichen Schwingungsformen gréBer. Es
werden daher auch Minimum, Maximum-Minimum und Maximum
von A/T groBer, und wir erhalten den Satz, daB eine Erhohung der
Steifigkeit jede Eigenfrequenz entweder erhéht oder unverindert 148t.
Eine Erhéhung der Steifigkeit kann nicht nur durch VergréBerung des
Trigheitsmomentes des Balkenquerschnittes erreicht werden, sondern
auch durch entsprechende Anderung der Einspannung und Lagerung.
Bei einer Erniedrigung der Steifigkeit fallt jeder Eigenton oder er bleibt
unverdndert. Vielfach wird eine Erhdhung der Steifigkeit auch mit
einer Erhohung der Massen verbunden sein, und in diesem Fall kénnen
sich die Wirkungen auf die Eigenfrequenzen eines Systems gerade
aufheben. Wenn man die Eigenfrequenzen eines Systems wirksam
beeinflussen will, hat man also Massen und Steifigkeiten im umgekehrten
Sinne zu indern oder zum mindesten darauf zu achten, daB3 bei einer
Erhohung der Steifigkeit nicht auch zugleich die Massen wesentlich
vergroflert werden und umgekehrt.

17. Die Eigenfrequenzen zusammengesetzter Systeme.

Wir wollen noch eine weitere Anwendung der Energiesitze be-
sprechen, die fiir einfache Abschitzungen der Eigenfrequenzen von
Bedeutung ist. Es seien die Eigenfrequenzen eines Systems mit einer
bestimmten Massenverteilung bekannt, ebenso die Eigenfrequenzen
eines zweiten Systems, welches die gleiche Steifigkeit hat wie das
erste, aber eine andere Verteilung der Massen. Gesucht sind Abschit-
zungen fiir die Eigenfrequenzen eines dritten Systems, welches wiederum
die gleiche Steifigkeit hat wie die ersten beiden, aber dessen Massen-
verteilung aus der Summe der beiden ersten Massenverteilungen be-
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steht. Die Amplitude der Forménderungsarbeit 4 fiir eine bestimmte
Schwingungsform einer harmonischen Schwingung ist demnach fiir alle
drei Systeme die gleiche. Die Amplitude der bezogenen kinetischen
Energie des dritten Systems ist gleich der Summe der Amplituden
der bezogenen kinetischen Energien des ersten und zweiten Systems.
Wenn wir die Amplituden der bezogenen kinetischen Energie des ersten
und zweiten Systems bei einer bestimmten Schwingungsform mit T,
und T,, diejenige des dritten zusammengesetzten Systems bei der
gleichen Schwingungsform mit T bezeichnen, dann gilt fiir jede Schwin-
gungsform die Beziehung

T, [T, T
2T A =T
Nun ist das Maximum von T3/4 gleich dem reziproken Quadrat der
____________ ersten Eigenfrequenz des ersten
LTINS T Systems,
S0 T L1
max —- = .
' s A wiy
| } _7,'7\:"
7 N= ;
| ! : }; 3 Entsprechend gilt
| | } \Il % max -t = 1 und r_ 1
L % 4T ey UG MRXE = ao
Abb. 28

wobei @y, @y, und w, die ersten
Eigenfrequenzen des ersten, zweiten und des aus ihnen zusammen-
gesetzten dritten Systems bezeichnen.

Wir wollen wieder der Einfachheit halber annehmen, daB sich die
Schwingungsformen durch einen einzigen Parameter kennzeichnen
lassen. Das entspricht dem Fall, daB unser Balken nur in zwei Punk-
ten @ und b Einzelmassen trigt, so daB jede Schwingungsform durch
das Verhiltnis v,/v, der Auslenkungen dieser beiden Punkte gekenn-
zeichnet ist. In Abb. 28 mogen die ausgezogenen Kurven die Abhingig-
keit des Quotienten T;/4 und To/A von der Schwingungsform v,/v;
darstellen, die gestrichelte Kurve ist gleich der Summe 7/A4 dieser
beiden Kurven. Man erkennt unmittelbar, dafl das Maximum der
Summe sicher kleiner sein muB als die Summe der Maxima
TZ

T T.
<< I1
maXA = max A + max 2

Nur in dem Sonderfall, daB die Stelle des Maximums bei allen drei

Kurven die gleiche ist, steht statt dem Kleinerzeichen das Gleichheits-

zeichen. Wir haben also fiir die reziproken Quadrate der ersten Eigen-

frequenzen der drei Systeme die Ungleichung
1 < 1 1

2 = 2 2 *
w3 Wiy W39

(54)
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Nun ist mit dieser Ungleichung an sich fiir die praktische Berechnung
von Eigenfrequenzen noch nichts gewonnen, wenn sie nicht niherungs-
weise durch eine Gleichung ersetzt werden kann. Dies ist dann der
Fall, wenn die Stellen der Maxima in Abb. 28 geniigend benachbart
sind, denn im Grenzfall, dafl die Stellen der Maxima bei allen drei
Systemen zusammenfallen, gilt ja das Gleichheitszeichen streng. Man
wird also in allen den Fillen, bei welchen die Grundschwingungsformen
der beiden Systeme, aus denen sich das dritte zusammensetzt, nahezu
iibereinstimmen, an Stelle von (54) die Beziehung
1 1 1

e Y e PR
w3 @71 W1g

(55)
verwenden diirfen, wobei man dann fiir die Eigenfrequenz des zusam-
mengesetzten Systems eine untere Grenze erhilt. Eine shnliche Uber-
legung gilt auch fiir die zweite Eigenfrequenz. Hier kann man zwar
nicht mehr eine Ungleichung wie (54) angeben, aber man kann erwarten,

daBl man vermittels

1 1 1

eine Niherung fiir die zweite Eigenfrequenz erhilt, wenn die Stellen
des Minimum-Maximums bei allen drei Systemen gentigend benachbart
sind. Denn im Grenzfall, dal die Stellen der kleinsten Maxima bei
allen drei Systemen zusammenfallen, gilt wieder das Gleichheitszeichen
streng. Man wird also in allen den Fillen, bei welchen nicht nur die
Grundschwingungsformen, sondern auch die zweiten Eigenschwingungs-
formen der beiden Systeme, aus denen sich das dritte zusammensetzt,
nahezu iibereinstimmen, die obige Gleichung verwenden diirfen, wobei
dann allerdings die Richtung des Fehlers unbekannt bleibt. In ent-
sprechender Weise kann man fiir die obersten Eigenschwingungsfre-
quenzen die Ungleichung

2 + 5

H 3, o3,

1 1
ableiten, da ja 5 und w— gekennzeichnet sind durch die Minima
3 32

von T/A bzw. Tl/A und Ty/4, und da das Minimum einer Summe

groBer sein muB als die Summe der Minima. Wenn die dritten Eigen-

schwingungsformen der beiden ersten Systeme nahezu tibereinstimmen,

kann man wieder an Stelle der obigen Ungleichung die Beziehung
RPN S

w3 = 3y 3,

verwenden, und man erhilt fiir die dritte Eigenfrequenz des zusammen-

gesetzten Systems eine obere Grenze. Es sei schon hier darauf hin-
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gewiesen, daB sich die Energiemethode und die Methode der Zusammen-
setzung von Systemen in gliicklicher Weise ergédnzen, da die erste Me-
thode fiir die Grundfrequenz eine obere, die zweite eine untere Grenze
liefert, sodaB3 bei Anwendung beider Methoden die wirkliche Grund-
frequenz zwischen zwei Schranken eingeschlossen wird. Entsprechend
liefert die Energiemethode fiir die héchste Eigenfrequenz eine untere
Grenze, die Methode der Zusammensetzung von Systemen eine obere
Grenze. Fiir die dazwischenliegende Eigenfrequenz lassen sich weder mit
der einen, noch mit der andern Methode ohne weiteres Schranken angeben.

Wir wollen die Methode der Zusammensetzung von Systemen glei-
cher Steifigkeit auf unser schon mehrfach verwendetes Beispiel, den

Balken auf zwei Stiitzen mit drei gleichen Einzelmassen in den Punk-

! i 5 . .
ten ¥ = g ¥=3.%=% I anwenden. Das erste Teilsystem moge ledig-

N .. l . .
lich im Punkt x = & die Masse % tragen, das zweite Teilsystem mdge

lediglich im Punkt x = —;— und das dritte lediglich im Punkt x = % [ mit

. . ! . .
: — - einer Einzelmasse % behaftet sein. Es sind

das drei Systeme mit je einem einzigen

Freiheitsgrad. Die Eigenschwingungsform

Abb. 29. des ersten Systems ist identisch mit der
statischen Biegelinie des Balkens, der

im Punkt @ eine Einzellast trigt. Entsprechend stimmen die Eigen-
schwingungsformen des zweiten und dritten Systems {iberein mit den
statischen Biegelinien des Balkens, wenn dieser in & bzw. in ¢ mit
einer Einzelkraft belastet wird. Die drei Schwingungsformen weichen
nicht sehr stark voneinander ab. In Abb. 29 sind sie dargestellt,
wobei die Durchbiegungen in der Mitte gleichgesetzt wurden. Nach
unsern obigen Uberlegungen darf man erwarten, daB die Summe der
reziproken Quadrate der Eigenfrequenzen dieser drei Systeme eine
gute Abschitzung fiir das reziproke Quadrat der ersten Eigenfrequenz

. R l .
des Balkens mit drei Einzelmassen % in den Punkten «, b, ¢ dar-

stellen wird. Wenn wie friiher mit C,,, C,s, . . . die EinfluBzahlen fiir
die Durchbiegungen bezeichnet werden, dann sind die reziproken Qua-
drate der Eigenschwingungszahlen der drei Systeme gegeben durch

1 = ul, 1 = pl, 1 = pul
w%l_c‘“" 3’ wgg_cbb 3 wia—ccc 3 °
Die EinfluBzahlen wurden schon mehrfach verwendet und haben die
Werte Eaa _ 95 3
— / 1
Cbb = 81 3883 ﬁ . (Vgl S. 4:5.)

Coo =25
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Man erhilt fiir das reziproke Quadrat der ersten Eigenfrequenz des
zusammengesetzten Systems
1 tuy 1
@<(25+81—]—25) 11664 £
oder
9,436 1/E]

o> =5 |/

Der richtige Wert war in 11 berechnet worden zu

__ 9859 1/E]
1 12 u N

Der Fehler der obigen Niherung betrigt also 4,3 %. Die Energiemethode
lieferte im allgemeinen geringere Fehler. Die leicht zu handhabende
Methode der Zusammensetzung von Systemen kann jedoch als Kon-
trollrechnung oft sehr erwiinscht sein, da sie, wie schon bemerkt, im
Gegensatz zur Energiemethode eine untere Grenze fiir die erste Eigen-
frequenz liefert. Die Berechnung der zweiten und dritten Eigenfrequenz
ist allerdings mit der hier gewidhlten Zusammensetzung nicht méglich,
da die Teilsysteme gar keine hoheren Eigenschwingungsformen besitzen.
Die Methode wird iiberhaupt im allgemeinen auf die Berechnung der
ersten Eigenfrequenz beschrankt bleiben.

Auf eine andere Art der Zusammensetzung, die gelegentlich mit
Vorteil angewendet werden kann, sei noch kurz hingewiesen. Es handelt
sich dabei um die Zusammensetzung von Steifigkeiten von Systemen.
Es seien die Eigenfrequenzen eines Balkens mit einer bestimmten
Steifigkeit bekannt, ebenso diejenigen eines zweiten Balkens mit der
gleichen Massenverteilung, aber verschiedener Steifigkeit. Gesucht sind
die Abschitzungen fiir die Eigenfrequenzen eines dritten Systems,
welches wiederum die gleichen Massen trigt, aber dessen Steifigkeit
gleich der Summe der Steifigkeiten der ersten beiden Systeme ist.
Dies wird etwa dadurch erreicht, daBl man zwei nebeneinanderliegende
Balken so miteinander verbindet, daBl sie in allen Punkten gleiche
Durchbiegungen annehmen miissen. Die Amplitude der bezogenen
kinetischen Energie ist fiir eine bestimmte Schwingungsform einer
harmonischen Schwingung fiir alle drei Systeme die gleiche, die Ampli-
tude der Forminderungsarbeit des dritten zusammengesetzten Systems
ist gleich der Summe der Amplituden der Forminderungsarbeiten des
ersten und zweiten Systems. Es gilt fiir jede Schwingungsform die

Beziehung
A, 4, A4

T T T°

Nun ist das Minimum von 4,/T gleich dem Quadrat der ersten Eigen-
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frequenz des ersten Systems

A,
min -7 = i,

ebenso gilt

A,
— m2
min “T = Wiy,

. A .
min = = of .

Da das Minimum einer Summe gréfer ist als die Summe der Minima,
gilt die Ungleichung

2
w? > w} + wly.

Wenn die ersten Eigenschwingungsformen der beiden Teilsysteme
nahezu iibereinstimmen, gilt wieder annihernd die Beziehung

2 2 2
Wi A 0 + Wiz,

und entsprechende Beziehungen lassen sich fiir die héheren Eigenfre-
quenzen aufstellen, wenn auch die héheren Eigenschwingungsformen
der beiden Teilsysteme nahezu {ibereinstimmen.

18. Der Balken mit n Einzelmassen.

Wir sind nunmehr am Ende unsrer Untersuchungen iiber die Be-
wegung des Balkens mit drei Einzelmassen und wollen dazu {iber-
gehen, den Balken mit stetiger Massenverteilung zu behandeln. Zuvor
sind jedoch noch einige Bemerkungen tiber den Balken mit » Einzel-
massen am Platze, wenn # groBer als drei wird. Die Anzahl von gerade
drei Massen war nur gew#hlt worden, um die Veranschaulichung der
Berechnungsweisen am Modell zu ermoglichen. Keine der besprochenen
Methoden ist jedoch auf die Anzahl von drei Massen beschrinkt,
vielmehr sind alle Rechnungen ohne weiteres auf den Fall von
beliebig vielen Einzelmassen iibertragbar. Bei # Massen erhilt man
n Bewegungsgleichungen des Systems. Setzt man in die Bewegungs-
gleichungen eine Bewegungsform ein, bei welcher sich alle #» Massen
mit der gleichen Kreisfrequenz und mit der gleichen Phase harmo-
nisch und ohne Einwirkung &uBerer Krifte bewegen, dann erhilt
man an Stelle von 8, (10) # homogene lineare Gleichungen, aus
denen die # Eigenfrequenzen und die # Eigenschwingungsformen be-
rechnet werden koénnen. Die Auflosung der # reihigen Determinante,
die an Stelle von 8, (11) tritt, und die Bestimmung der Wurzeln der
Gleichung n*" Grades bereitet um so erheblichere Schwierigkeiten,
je groBer die Anzahl der Massen ist. Vielfach interessieren jedoch nur
wenige der untersten Eigenfrequenzen, und in diesem Fall bedeutet die
Auflgsung der Frequenzdeterminante einen unnétigen Umweg. Statt
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dessen verwendet man etwa die Energiemethode, man schitzt also die
Eigenschwingungsformen und bildet den Quotienten aus Amplitude
der Forminderungsenergie und Amplitude der bezogenen kinetischen
Energie, welcher eine Naherung fiir das Quadrat der betreffenden Eigen-
frequenz darstellt. Die in 12 hergeleiteten Sitze fiir die Minima und
Maxima dieses Quotienten gelten vollig entsprechend auch fiir den
Balken mit beliebig vielen Einzelmassen und lassen sich wieder dazu
verwenden, um das Vorzeichen des Fehlers der Niherungen zu -be-
stimmen. Wenn die Eigenschwingungsformen nicht mit geniigender
Sicherheit geschitzt werden kdnnen, verwendet man die Methode der
schrittweisen Niherungen, die ohne weiteres auch bei Systemen mit
vielen Einzelmassen zum Ziele fiihrt. Die Quadrate der Eigenfrequenzen
erhilt man wieder entweder durch Bildung des Verhiltnisses der Aus-
lenkungen einer Masse in zwei aufeinander folgenden Schritten wie in
15, (62) oder genauer durch Anwendung der Energiemethode unter
Zugrundlegung der Naherung fiir die betreffende Eigenschwingungs-
form, welche man mit Hilfe der Methode der schrittweisen Niherungen
gefunden hat. Fiir die erste Eigenfrequenz erhélt man so mit wenig
Miihe gute Abschitzungen. Bei Berechnung der zweiten Eigenfrequenz
ist zu beachten, daB die Auslenkungs- und Lastformen bei jedem
Schritt ,,orthogonal zu der ersten Eigenschwingungsform sein miissen
[vgl. 15, (53)]. Die Berechnung héherer Eigenfrequenzen mit der Methode
der schrittweisen Naherungen empfiehlt sich nicht. Eine untere Grenze
fiir die niedrigste Eigenfrequenz erhilt man wieder mit der Methode der
Zusammensetzung von Systemen [vgl. 17, (54)], die ebenfalls ohne wei-
teres auf den Balken mit beliebig vielen Einzelmassen iibertragbar ist.
Nachdem die Eigenfrequenzen und die Eigenschwingungsformen be-
kannt sind, 148t sich die Bewegung des Systems unter dem Einfluf3
beliebiger zeitlich veridnderlicher Krifte mit Hilfe der Methode der
Normalgleichungen behandeln. Die Lastformen sind zunichst in Normal-
komponenten zu zerlegen. Man bestimmt also das Doppelte der Arbeit,
welche die Belastung leistet, wenn der Balken gemif einer Eigen-
schwingungsform ausgelenkt wird [vgl. 9, (13)]. Man 16st alsdann die
Normalgleichungen [vgl. 9, (14)], deren Zahl jetzt » ist und erhilt so
die Normalkomponenten der Auslenkung. Aus diesen lassen sich die
Auslenkungen der Massen als Funktionen der Zeit leicht berechnen
[vgl. 9, (15)]. Handelt es sich um den praktisch bedeutungsvollen Sonder-
fall von harmonisch veridnderlichen duBeren Lasten, dann wird die Ver-
wendung der Normalgleichungen wieder entbehrlich. Durch Einsetzen
einer mit der Kreisfrequenz der erregenden Krifte erfolgenden har-
monischen Bewegung in die Bewegungsgleichungen erhilt man an Stelle
von 10, (18) ein nicht homogenes lineares System von # Gleichungen
fiir die Auslenkungen der # Massen.



76 I1. Allgemeine Methoden der Schwingungslehre.

Man konnte jetzt, nachdem die Dynamik des Balkens mit beliebig
vielen Massen als bekannt vorausgesetzt werden kann, den Grenz-
iibergang zu unendlich vielen Massen vollziehen und so die Theorie des
Balkens mit stetiger Massenverteilung gewinnen. Die Systeme linearer
Gleichungen, mit denen wir es bis jetzt zu tun hatten, gehen dann teils
in Differentialgleichungen, teils in Integralgleichungen {iber. Obwohl
dieser Weg recht reizvoll erscheinen kénnte, wollen wir ihn hier nicht
beschreiten. Wir wollen vielmehr, an die bekannte Differentialgleichung
der Biegelinie ankniipfend, die Dynamik des Balkens mit stetiger Massen-
verteilung vollig unabhingig von dem Vorhergehenden begriinden und
lediglich an den entsprechenden Stellen auf die Analogien mit dem
Fall endlich vieler Einzelmassen hinweisen.

B. Der mit stetig verteilten Massen belegte Stab.

19. Einige wichtige Beziehungen aus der Statik
des Balkens.

Ehe wir die Dynamik des Balkens mit stetiger Massenverteilung
entwickeln, wollen wir einige hiufig ge-

b brauchte Sitze und Beziehungen aus der
22 Statik des Balkens kurz zusammenstellen.

X Wir betrachten an Hand der Abb. 30 die

( . )93?11 Krifte und Momente, die auf ein heraus-
M, - 2 geschnittenes Balkenelement wirken. Am
linken Ende werden von den benach-

v Abb. 30. barten Teilen des Balkens auf das Ele-

ment tibertragen die Querkraft Q, und
das Biegemoment Mt,, am rechten Ende werden von auBlen auf das
Element iibertragen die Querkraft 0 ; und das Biegemoment it ;. AuBer-
dem moge auf den Balken je Lingeneinheit die vertikale Last $ wirken.
Die Vorzeichen der Krifte und Momente sind wie iiblich angenommen
und aus Abb. 30 ersichtlich. Wir nehmen vorldufig an, daB keine Langs-
krifte im Balken iibertragen werden. Das Gleichgewicht der vertikalen
Krifte erfordert die Giiltigkeit der Gleichung

Qd—_Qs+PAx=0

oder, wenn wir zur Grenze 4 x -> 0 {ibergehen,

g
FE=—p. (56)

Das Gleichgewicht der Momente um den Mittelpunkt des Elements
liefert die Gleichung

0.2+ 0, A% Lk, — My =0
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oder, wenn man zur Grenze 4 x — 0 ibergeht,

am
- =@ (87)
Aus (56) und (57) folgt die wichtige Beziehung
azMm
p=——x- (58)

In Abb. 31 sind die praktisch vorkommenden Lagerungsarten mit den
zugehdorigen Lagerbedingungen zusammengestellt. Im Fall I des freien
Endes ist am Rand das Biegemoment und die Querkraft Null, im Fall IT
des gewdhnlichen festen Auflagers ist am

Ende die Auslenkung und das Biegemoment 7
Null, im Fall I7] des elastischen Auflagers

ist am Ende das Biegemoment Null, wihrend "

die Querkraft proportional der Auslenkung g —_—
wichst; ¢, ist die Federkonstante der elasti- Z g=cv
schen Auflagerung. Im Fall IV der festen -

Einspannung ist am Ende die Auslenkung 1V§ v=0
und der Neigungswinkel der Biegelinie Null, v=0

im Fall V der elastischen Einspannung ist ‘ =0
die Auslenkung am Rand Null, wihrend das 4 —gm:caﬁ,if
Biegemoment proportional der Neigung der s

Biegelinie wichst; ¢, ist die Federkon- iy P=cv
stante der elastischen Einspannung *. Endlich ¥ =g, 2
stellt Fall VI den allgemeinsten Fall dar, bei =
welchem elastische Auflagerung und elastische
Einspannung verbunden sind *. Durch geeignete Wahl der Konstanten ¢,
und ¢, gehen hieraus alle anderen Lagerungsarten hervor.

Wir wollen nunmehr einen wichtigen und im weiteren haufig ver-
wendeten Satz ableiten, der meistens nach Betti benannt wird. Wir
gehen aus von der virtuellen Arbeit, die eine Belastung p,(x) leistet,
wenn der Balken in irgendeine Auslenkungsform v,(x) gebracht wird:

M=0
g=0
M=o
v=4d

Abb. 31%,

!
A=fpavbdx.
0

Unter Beriicksichtigung von (56) erhilt man durch partielle Integration

f;bavbdx— f —i—andv”d

dv
* In Abb. 31, V und VI steht irrtiimlicherweise It = Gy 7, an Stelle von

av dv
M = — C2 5 fir das rechte Balkenende gilt Q = — ¢;» und M = -l— Cagy

Qe vbdx = - Qavb
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Durch nochmalige partielle Integration erhilt man unter Verwendung
von (57)

I3

4 !
! l
aMm,dv dv
[ 2ante=— 0o, |, + [Retean— — 0,0, |+, 52 |
0 0

Lo
—fﬁmaﬁ—gdx. (59)
0

Es sei v, die Auslenkungsform infolge der Belastung $,. Dann besteht
zwischen den Auslenkungen und Biegemomenten die bekannte Differen-
tialgleichung der Biegelinie:

d2v,

M,=—E] ax?”

(60)

Im Fall VI der allgemeinsten Lagerbedingungen bestehen weiter an
den Balkenenden die Gleichungen:

0 l
Qa= €1} Qa:—clva ’
dv, 10 dv, ll (608.)
MWy=—c¢, ar |’ M, = Czﬂ!-

Setzt man (60) und (60a) in (59) ein, so erhilt man

[
0 0 ! 14
dv, dv, adv, dvy
fpavbdx=c1vavb +eg, % | + v, | + o T |
0
7
d?v, d?v,
—|—ij e s, (61)
0

Py sei die Belastung, welche die Auslenkung v, erzeugt. Bestimmt man
auf genau die gleiche Weise wie oben die virtuelle Arbeit, welche die
Belastung p, leistet, wenn der Balken in die Auslenkungsform v, ge-
bracht wird, so erhilt man hierfiir einen mit (61) identischen Aus-
druck. Daraus folgt die wichtige Beziehung

1 1
fjbavbdx=fpbvadx. (62)
g b

Hat man also eine Belastung und die durch diese Belastung verur-
sachte Auslenkungsform, ferner eine zweite Belastung und die zuge-
hérige Auslenkungsform, so ist die virtuelle Arbeit der ersten Belastung
an der zweiten Auslenkungsform gleich der virtuellen Arbeit der zweiten
Belastung an der ersten Auslenkungsform.

Wir haben diesen Satz lediglich fiir den einfachen Balken hergeleitet,
der allerdings in allgemeinster Weise gelagert war. Es ist jedoch nicht
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schwer, die Giiltigkeit des Satzes fiir beliebige elastische Tragwerke
nachzuweisen. Fiir einen iiber mehrere Lager durchlaufenden Triger
z. B. ergibt die partielle Integration in (59)

d”hk

[ esndn = — 30— Gra) v+ 0, — g %
0

k=1
1
— f M, va; dx (63)
0

Die Summe erstreckt sich iiber simtliche Lager, der Index! bzw. 7

kennzeichnet den Wert der betreffenden GrofSe unmittelbar links bzw.

rechts neben dem Lager. Bei elastischer Einspannung und elastischer
Auflagerung gelten die Gleichungen

o — Qur = Cr1%r s }

(64)

av
1 ak
9:)’tak—_‘ %}ak—clﬂ dz ’

und man erhilt durch Einsetzen von (64) und (60) in (63):

& Yak d”blc « 40,
fpavbdx_—l"zckl akvbk+20k2 7 ‘|‘ij dx2 ded

Der gleiche Ausdruck ergibt sich wieder fiir die virtuelle Arbeit der
Belastung ¢, an der Auslenkungsform v,. In dhnlicher Weise kann
man die Giiltigkeit von (62) nachweisen, wenn aufer den Lagern noch
elastische Gelenke vorhanden sind. AuBer der verteilten Belastung
kénnen auch Einzellasten P, auf den Balken wirken. Die Gleichung (62)
hei3t dann

n l n l
ZPakvbk+fPavbdxZZPbkvak+be”adx: (65)
k=1 0 k=1 0

wobei iiber alle Einzellasten summiert wird. Wir werden die haufig
gebrauchte Beziehung (62) kiinftig als Arbeitsgleichung bezeichnen.

20. Aufstellung der Differentialgleichung der
Transversalbewegung eines Balkens mit
stetiger Massenverteilung.
Die Masse je Langeneinheit des Balkens sei mit u bezeichnet, wobei
u als Funktion p(x) des Ortes x angenommen wird. Wir betrachten
wieder das Balkenelement der Abb. 30. Wenn sich das Balkenelement

in der Zeichenebene bewegt, muf fiir die waagrechte und senkrechte
Richtung die Summe der duBeren Krifte gleich dem Produkt aus der
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Masse des Elements und seiner Beschleunigungskomponente in dieser
Richtung sein. AuBerdem mufl die Summe der duBeren Momente gleich
dem Produkt aus dem Tragheitsmoment des Balkenelements und seiner
Winkelbeschleunigung sein. Wir nehmen vorldufig an, da das Element
keine wagrechten Verschiebungen erfihrt und daB keine Lingskrifte
iibertragen werden. Das Element fiihrt dann lediglich eine vertikale
und eine Drehbewegung aus, wir haben den Fall der reinen Transversal-
schwingungen ohne Axialkrifte. Die duBeren Vertikalkrifte setzen sich
zusammen aus den Querkriften Q; und Q,; und aus der Last pAx, die
Masse des Elements hat die GréBe u4«. Die eine Bewegungsgleichung
heiflt demnach:

82
Qu— Qo+ pAx =5 pAx,

oder, wenn wir zur Grenze A x -> 0 {ibergehen,

20 0%v

Gz TP =Gm #- (66)
Im Gegensatz zu unserer fritheren Schreibweise miissen hier die Symbole
fiir partielle Differentiation angewendet werden, da es sich um Funk-
tionen sowohl des Ortes als auch der Zeit handelt.

Wenn wir annehmen, daB die Massenbelegung linienférmig ist, dann
verschwindet das Trigheitsmoment des Elements mit abnehmendem
A x. Die zweite Bewegungsgleichung reduziert sich dann auf die bereits
in 19, (57) aufgestellte Bedingung des Momentengleichgewichts

oM
o =0

. . . . . 0
Durch Differentiation dieser Gleichung nach x und Einsetzen von a—g

aus (66) erhilt man

02%v o02M
/‘?t?:ax2+7b' (67)
Aus der Gleichung der Biegelinie {19, (60)]
9%y m
9x2 —  EJ

erhdlt man durch zweimalige Differentiation nach %
o2M 02 0%v
=5 (E] 5)

%t T 9a% Era

und durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (67)

92 o2 92
M3£="5;2<Efa—,;)+15- (68)

In dieser Form werden wir die Differentialgleichung fiir die Transversal-
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bewegung des Stabes unseren weiteren Untersuchungen zugrunde legen
Es sei nochmals darauf hingewiesen, da das Trigheitsmoment [, die
Masse p je Langeneinheit und die Last p je Langeneinheit als beliebige
Funktionen des Ortes x vorausgesetzt werden, die lediglich gewissen
praktisch bedeutungslosen Einschrinkungen unterworfen sein miissen.
Im weiteren seien wieder Differentiationen nach der Zeit durch hoch-
gesetzte Punkte gekennzeichnet. AuBerdem wollen wir zur Bezeich-
nung der ortlichen Differentialquotienten nachgesetzte Striche ver-
wenden. Die Gleichung (68) nimmt bei Verwendung dieser Symbolik

die Form an o ..
(EJV")' 4+ ub=p. (69)

Die partielle Differentialgleichung (69) tritt an die Stelle des Systems
von simultanen Differertialgleichungen 4, (4) bei dem Balken mit end-
lich vielen Einzelmassen. Da die stetige Massenverteilung durch eine
Belegung mit endlich vielen Punktmassen beliebig genau angenihert
werden kann, besteht offenbar ein grundsitzlicher Unterschied zwischen
diesen beiden Fillen nicht. Man wird also auf dem gleichen Weg zur
Lésung von (69) gelangen, der auch bei dem Balken mit endlich vielen
Punktmassen zum Ziel gefithrt hat, nimlich auf dem Weg {iber die
Normalgleichungen.

21, Die Bestimmung der Eigenfrequenzen und der
Eigenschwingungsformen aus der Differentialgleichung
fiir die freie harmonische Bewegung des Balkens.

Genau wie frither untersuchen wir zunichst, fiir welche Kreisfre-
quenzen und bei welchen Schwingungsformen der Balken freie harmo-
nische Bewegungen ausfilhren kann, d.h. wir setzen in 20, (69) eine
harmonische Bewegungsform

v(x,8) = v (%) cos wi
mit einer zunidchst noch unbekannten Schwingungsform »(x) und

Kreisfrequenz o ein [vgl. 8, (9)] und lassen die duBeren Krifte fort.
Man erhilt dann nach Division durch cos w ¢

(EJvx)") — w?uv(x)=0. (70)
Dieser homogenen linearen Differentialgleichung 4** Ordnung miissen
die Eigenschwingungsformen V(%) und die ,,Eigenkreisfrequenzen‘‘ w;,
geniigen, sie entspricht dem linearen homogenen Gleichungssystem 8,(10).
Die allgemeinsten Randbedingungen der Differentialgleichung (70) sind
nach Abb. 31, VI unter Beriicksichtigung von 19, (57) und 19, (60)
gegeben durch

EJv"Y+eav=0f,  EJv +cav=0[.

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 6
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Es bestehen also zwischen den Randwerten der Auslenkung und ihren
ersten drei Ableitungen an jedem Balkenende zwei homogene lineare
Gleichungen. Die vollstindige Losung der Differentialgleichung (70)
mull sich zusammensetzen lassen aus vier linear unabhidngigen
Partikularlgsungen. Es seien v;(x), vr;(%), vy (%), v (%) vier solche
Partikularlésungen, so daB also die Gleichung

Byvp(x) + Byvyg (%) + Bsvgyy (%) + Byvy () =0 (71)
nur erfiillt ist, wenn simtliche Koeffizienten B, bis B, verschwinden.
Wenn (71) auch fiir irgendwelche andere Koeffizienten B, bis B,

erfilllt wire, kénnte man aus drei Partikularlésungen die vierte be-
rechnen. Es wire infolgedessen nicht mehr moglich, in der Loésung

v (%) = Cyvp(%) + Covpr (%) + Cyvyyy (%) + Cuopp (2) (72)
die vier Integrationskonstanten C; bis C, so zu bestimmen, da alle
vier Randbedingungen erfillt sind. Setzt man (72) in die Randbedin-
gungen ein, so erhdlt man vier homogene lineare Gleichungen {fiir
die vier Integrationskonstanten. Die Bedingung der Losbarkeit dieses
linearen Gleichungssystems, d. h. das Verschwinden der Koeffizienten-
determinante, liefert eine unendliche Zahl von Eigenfrequenzen. Fiir
jede dieser Eigenfrequenzen hat das System der vier linearen homo-
genen Gleichungen fiir die Integrationskonstanten eine Ldsung, der
vermittels (72) eine Eigenschwingungsform entspricht.

Wir wollen die Bestimmung der Eigenfrequenzen und der Eigen-
schwingungszahlen eines Balkens mit stetiger Massenverteilung an
einem einfachen Beispiel vornehmen.

Es moge sich um den Balken auf zwei Stiitzen handeln, der tber
die Balkenldnge konstantes Trigheitsmoment und konstante Massen-
belegung hat. Die Differentialgleichung (70) kénnen wir dann schreiben
in der Form

dtv o
im0
oder mit der Abkiirzung
oy 4
in der Form
dtv
[m—m4v=0. (73b)

Die Randbedingungen heiBen entsprechend Abb. 31, I7
v(0) =0, v (0) =0, v(l)=0, V() =0. (74)
Wie man sich durch Einsetzen iiberzeugt, sind die Funktionen
v7(x) =sinmx; vy (%) = cosm x;

vy (%) = Sinmx; vy (%) = Cojmx
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Partikularlésungen von (73b). Sie sind iiberdies linear unabhingig, so-
daB die vollstindige Losung gegeben ist durch

v (%) = Cysinmx + Cycosmx 4+ C;3&inmx 4 C,Cofmx. (75)

Setzt man diese Losung in die Randbedingungen (74) ein, so erhilt
man zunichst fir ¥ = 0:

Co+ Cy=0,
m?(—Cy+ Cy) =0
Da m nicht verschwindet, gilt also

Co=Cy=0.

Fir x =1/ erhidlt man
Cisinml+ C3Ginml =0,
m?(—Cysinml+4 C;Ginml) =0

oder wegen m == 0

Cysinml =0,

Cs;Cinmi=0.

Die GroBe Sin ml ist fiir m <= 0 von Null verschieden, also folgt C, = 0.
Aus der oberen Gleichung ergibt sich entweder C; =0, dann ver-
schwindet aber die Auslenkung identisch, da alle Integrationskonstanten

null sind, oder man hat
sinml=0. (76)

Diese Gleichung besitzt unendlich viele Wurzeln
myl="Fax

fir alle ganzzahligen Werte 2. Daraus ergeben sich unter Beachtung
von (73a) die Eigenkreisfrequenzen zu

k2 EJ
Wy, = l_z 72 VT . (77)

Setzt man die Integrationskonstanten C, = C; = C, = 0 und die will-
kiirlich zu wihlende Konstante C, in (75) ein, so erhalt man die Eigen-
schwingungsformen:

Vi) = Cysinkm . (78)

Die erste Eigenkreisfrequenz betrigt nach (77)

9, 8696 j

6*
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Setzt man in (78) C, = 1, so ist die zugehoérige Eigenschwingungsform
gegeben durch

X

Vi (x) = sin j—zl—

Die zweite Eigenkreisfrequenz betrigt

39,4784 1/E J
o = 2 e

u

’

die zweite Eigenschwingungsform ist gegeben durch

.2
Vy (%) = sin 7;—x

Vergleicht man diese Ergebnisse mit den frither fiir den Balken mit
drei Einzelmassen gewonnenen Werten 11, (25), dann erkennt man,
daB die erste und die zweite Eigenfrequenz des Balkens mit drei gleichen
Einzelmassen nur um 0,1% bzw. 3,3% tiefer liegen als diejenigen des
Balkens mit gleichmaBiger Massenverteilung. Auch die ersten beiden
Schwingungsformen der beiden Systeme sind nahezu identisch und

%; ?l ;X = %l vollig miteinander
iberein. Die dritte Eigenfrequenz des Balkens mit drei Einzelmassen
liegt allerdings schon 30% tiefer als diejenige des Balkens mit stetiger
Massenverteilung. Dieses Ergebnis ist insofern von Interesse, als es
zeigt, daBl man zur Berechnung der untersten Eigenfrequenzen die
stetige Massenverteilung sehr gut durch wenige Punktmassen ersetzen

kann. Die Rechnung wird dadurch oft wesentlich vereinfacht.

stimmen in den Punkten x = X =

22. Die Entwicklung einer Funktion nach den
Eigenschwingungsformen des Balkens.

Ehe wir die Differentialgleichung 20, (68) fiir die Bewegung eines
Balkens zuriickfithren auf Normalgleichungen, miissen wir einige wich-
tige Eigenschaften der Eigenschwingungsformen besprechen, von denen
wir wiederholt Gebrauch machen werden. Zunichst weisen wir fir die
Eigenschwingungsformen Beziehungen nach, welche den Bedingungen
des Senkrechtstehens der Hauptrichtungen unseres frither behandelten
Modells entsprechen. Es seien V;(x) und V(%) zwei Eigenschwingungs-
formen, w; und w, die dazugehérigen Eigenkreisfrequenzen. Dann
geniigen die Eigenschwingungsformen der Differentialgleichung 21, (70),
es bestehen also die Beziehungen

(EJ V) — o}uVi=0,
(B Vi) — a}pVi=0.

Die Differentialgleichung einer statischen Biegelinie infolge einer Last p

(79)
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folgt aus 20, (69), wenn man dort die Beschleunigung ¥ gleich null
setzt:

(E]‘l)")” —p=0.

Durch Vergleich mit (79) erkennt man, da8 sich die Eigenschwingungs-
form V; auffassen 148t als Biegelinie infolge der Last w?uV;. Wenden
wir nun auf diese beiden Lasten w?uV; und wiuV, und die dazugehs-
rigen Biegelinien V; und V;, die Arbeitsgleichung 19, (62) an, so erhalten
wir

l l
W[V Vipdx=a} [V, V,udx.
0 0

Wegen w; =+ w;, kann diese Gleichung nur bestehen, wenn das Integral
den Wert Null hat. Es gilt also immer zwischen zwei Eigenschwingungs-
formen, die zu zwei verschiedenen Eigenfrequenzen gehdren, die
Beziehung

l
JViVipdx=0 fir ik, (80)
0

Man nennt sie in Analogie zu den entsprechenden Bedingungen des
Senkrechtstehens der Hauptrichtungen beim Modell Orthogonalitits-
bedingungen [vgl. 15, (48)]. Die Eigenschwingungsformen, die man aus
der Differentialgleichung 21, (70) erhilt, sind wieder nur bis auf einen
willkiirlichen Faktor bestimmt, den man zweckmiBig so festlegt, daB
das Integral (80) fiir # = 2 den Wert Eins annimmt®. Wir wollen im
weiteren immer diese Normierung der Eigenschwingungsformen vor-
aussetzen und haben dann fiir alle 7 und % die wichtige und hiufig ver-
wendete Beziehung
! =0 ik,
JVinydx{zl i:k.} (81)

Nachdem die Eigenfrequenzen und Hauptrichtungen bekannt waren,
gingen wir bei dem Modell so vor, daB die gegebene duBere Kraft in
die Hauptrichtungen zerlegt wurde. Einem Auslenkungsvektor beim
Modell entspricht hier eine Auslenkungsfunktion, den Vektoren in den
Hauptrichtungen entsprechen hier die Eigenschwingungsformen, der
Zerlegung eines Vektors in die Hauptrichtungen entspricht die Ent-
wicklung einer Funktion nach den Eigenschwingungsformen. Wir wollen
daher jetzt solche Entwicklungen nach Eigenschwingungsformen etwas
niher untersuchen, und zwar wollen wir von der zu entwickelnden

1 Das Integral (80) hat die Dimension kg cm sec?. Man hatte daher an
Stelle von Eins genauer ein Symbol von dieser Dimension verwendet, doch ist
der Einfachheit halber davon abgesehen worden.
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Funktion v(x) voraussetzen, daB sie sich als statische Biegelinie des
Balkens unter dem EinfluB irgendeiner Belastung 4 (x) auffassen 148t.
v(x) geniige also der Differentialgleichung der Biegelinie

(EJV)" —p=0. (82)
Wir setzen die Entwicklung
V() = 20 Vi (%) (83)

an und finden durch Multiplikation mit V,(x) und Integration iiber
die Stablinge unter Beriicksichtigung von (81) fiir den A*® Entwick-
lungskoeffizienten oder die %* Normalkomponente von »(x) den Aus-
druck:

1
Uy = fv (%) Vi (%) pdx. (84)
0

Falls die Entwicklung (83) konvergiert, sind die Entwicklungs-
koeffizienten durch (84) gegeben. Der Beweis fiir die Konvergenz
von (83) ist unter der Voraussetzung, dal die Funktion v(x) sich als
statische Biegelinie unter dem EinfluB irgendeiner Belastung  (#) auf-
fassen 14Bt, daB also (82) gilt, leicht zu fithren. Er soll wegen der funda-
mentalen Bedeutung der Entwicklung (83) kurz angedeutet werden.
Der an dem Beweis weniger interessierte Leser mag ihn jedoch ruhig
iiberschlagen, ohne befiirchten zu miissen, daBl dadurch das Verstindnis
der nachfolgenden Untersuchungen gestért wird.

Wir wenden zunichst auf die Belastung p und die zugehorige
Biegelinie v, sowie auf die Belastung w} uV; und die zugehorige Biege-
linie V; die Arbeitsgleichung 19, (62) an und erhalten

l

l
w%bkav,udxzofkadx. (85)

Das Integral der rechten Seite werde mit p; abgekiirzt. (85) schreibt
sich dann

und die Entwicklung (83) hat nunmehr die Form

[e)

o) = > v, () (86)
E=1 %
mit
l
po=JpVidx. (87)

0

Wir bendtigen noch zwei Ungleichungen, deren Giiltigkeit leicht ein-



Der mit stetig verteilten Massen belegte Stab. 22. 87

zusehen ist. Die erste dieser Ungleichungen, die sog. Schwarzsche
Ungleichung macht man sich am zweckmiBigsten durch folgende Uber-
legung klar. Es seien P,, P, P, die Komponenten einer Kraft in Bezug
auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz und s,, s, s, die Komponenten
einer Verschiebung. Der Absolutbetrag der Arbeit der Kraft lings
der Verschiebung ist dann sicher kleiner oder héchstens gleich dem
Produkt aus Kraft und Linge des Verschiebungsweges. Die Gleichheit
gilt nur dann, wenn Kraft und Verschiebung in die gleiche Richtung
fallen. Es gilt also die Beziehung

(Pasat Pysy+ Pos)? < (Pg+ PR+ P (s +s5+s7). (88

Diese Ungleichung gilt fiir irgendwelche drei Zahlenpaare a,, by; as, by;
a5, by, da sich diese immer in der besprochenen Weise deuten lassen.
Man kann auch leicht zeigen, daB die Ungleichung (88) fiir beliebig
viele Zahlenpaare gilt:
n n n
(X apby)? < i S0, (89)
F=1 E=1 k=1
und in dieser Form werden wir die Schwarzsche Ungleichung im wei-
teren verwenden.
Die zweite Ungleichung, die sog. Besselsche Ungleichung, ergibt
sich auf folgende Weise. Die Ungleichung
!
2
29— pvit0) = - =V, ] mdz =0
0
ist sicher richtig, da unter dem Integralzeichen ein Quadrat steht.
Unter Beriicksichtigung von (81) erhilt man daraus die Besselsche
Ungleichung in der Form

l
prapit - ps [P0 (90
0

Wir betrachten jetzt die Absolutbetrdge der ersten # Glieder der Reihe
(86). Nach der Schwarzschen Ungleichung (89) gilt

Z Ve \<|/Zz>2 V"("- (91)

Die erste Summe unter dem Wurzelzeichen der rechten Seite ist nach
(90) kleiner oder gleich dem Integral iiber das Quadrat der Belastung
dividiert durch die Masse je Lingeneinheit. Dieser Ausdruck ist sicher
beschrinkt. Um zu zeigen, daB auch die zweite Summe unter der
Whurzel nicht unendlich werden kann, wenden wir wieder die Arbeits-
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gleichung 19, (62) an, und zwar soll die eine Belastung aus einer Kraft
Eins im Punkte ¥ des Balkens bestehen. Die Biegelinie sei in Uberein-
stimmung mit unserer fritheren Bezeichnungsweise gekennzeichnet durch
die Funktion C(», &), welche die Durchbiegungen in & infolge einer
Einheitslast in » darstellt. Die zweite Belastung sei gegeben durch
uVywwi, die zugehodrige Auslenkung durch V. Die Arbeitsgleichung
19, (62) liefert

l
V(%) = o} Of C(x, & V(&) p (&) d(&) .

Setzen wir

so ist nach (87)

Vi (%)
Top P
und es gilt nach (90)
i 2 ]_
DU < [Cow, 9 nas
i Y

Das Integral der rechten Seite ist fiir alle Stellen x sicher beschrinkt,
und wir haben damit gezeigt, daB die rechte Seite der Ungleichung (91)
fiir beliebiges # beschriankt bleibt. Die Reihe (86) bzw. (83) konvergiert
daher gleichm#Big und absolut.

Es 148t sich also jede Funktion, die man als Biegelinie des Balkens
unter dem Einflusse irgendeiner Belastung auffassen kann, nach den
Eigenschwingungsformen des Balkens in eine gleichm#Big und absolut
konvergierende unendliche Reihe entwickeln. Da man durch geeignete
Wahl der Belastung Biegelinien erzeugen kann, die jeder verniinftigen
vorgegebenen Funktion beliebig nahekommen, gilt der Entwicklungs-
satz praktisch unbeschrankt.

23. Die Losung der Differentialgleichung der transversalen
Bewegung eines Balkens mit Hilfe der Methode der
Normalgleichungen.

Wir sind jetzt in der Lage, die Losung fiir die allgemeine Differential-
gleichung 20, (69) .
(E]yll)lf+ /Lv — ¢

der transversalen Bewegung des Balkens anzugeben. Wir brauchen zu-
ndchst die Entwicklung der Belastung 4 («,?) nach den Eigenlasten,
das sind diejenigen Belastungen, welche als statische Durchbiegung die
Eigenschwingungsformen erzeugen. Die Eigenbelastungen sind nach
22, (79) gegeben durch
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Wir setzen die Entwicklung

©

p(x,1) =k§ i (@) p f Vi (%) (92)
an. Fiir die Entwicklungskoeffizienten ;k (¢), die jetzt noch Funktionen
der Zeit sind, ergeben sich durch Multiplikation von (92) mit V;(x)
und Integration unter Beriicksichtigung von 22, (81) die Gleichungen:

i
Fl =2 [p 0 Vi an.
kO

Wenn wir noch wie frither die Abkiirzung

!
p=[ b0, ) V() dx (93)
einfithren, nimmt die Entwicklung (92) die Form an

px, )= 2pupVi(). (94)
Die Konvergenz von (94) folgt ohne weiteres aus dem in 22 bewiesenen
Entwicklungssatz fiir die Funktion £ :(‘;’V)t) . Wir denken uns weiter die

Auslenkung v(x,¢) nach den Eigenschwingungsformen entwickelt
v(®,8) =20 (t) Vi(). (95)

wobei die Entwicklungskoeffizienten wieder gegeben sind durch
1

05, (£) :()fv(x,t) V, (%) pdzx.

Setzt man die Reihen (94) und (95) in die Differentialgleichung 20, (69)
fiir die Bewegung ein, dann erhilt man unter Beriicksichtigung der Be-
ziehung

(EJVi@)") = p(®) 0}V (2) [vgl. 21, (70)]
die Gleichung

SV @) 0 0 4 5.0) — 1 =0.

Diese Gleichung kann fiir beliebige x nur bestehen, wenn die Koeffi-
zienten der Eigenschwingungsformen alle verschwinden. Daraus folgen
die ,,Normalgleichungen‘

ijk(t)_l-wlzcvk(t):pkl :1,2,'-';m: (96)
deren Zahl unendlich ist. Hierin sind die Normalkomponenten der Be-

lastung, die p,(¢), als Funktionen der Zeit gegeben. Sie stellen nach (93)
die Arbeiten der Belastung dar, wenn man den Balken gemilB der k"
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Eigenschwingungsform auslenkt. Die Normalkomponenten der Aus-
lenkung berechnen sich nach den Methoden von I, B. Die Auslenkung
als Funktion des Ortes und der Zeit erhilt man dann aus der Reihe (95).
Die Ermittlung der Bewegung des Balkens unter dem Einflu8 von be-
liebigen duBeren Kriften erfolgt also genau wie frither bei dem Balken
mit drei Einzelmassen in vier Stufen:

1. Bestimmung der Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen
aus der Differentialgleichung 21, (70) unter Beriicksichtigung der Rand-
bedingungen (vgl. Abb. 31).

2. Bestimmungder Normalkomponenten der dueren Krifte nach (93).

3. Losung der Normalgleichungen (96).

4. Zusammensetzung der Bewegung aus den Normalkomponen-
ten gemiB (95).

Fiir die praktische Brauchbarkeit dieser Losung ist entscheidend,
ob die Reihe (95) geniigend rasch konvergiert. Ist dies der Fall, so hat
man nur wenige Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen zu be-
rechnen und muB nur wenige der unendlich vielen Normalgleichungen
(96) auflgsen, um praktisch geniigend genaue Ergebnisse zu erhalten.

Wir wollen als Beispiel fiir die Verwendung der Normalgleichungen
wieder behandeln den Fall des plétzlich in der Mitte mit einer Einzel-
kraft P belasteten Balkens auf zwei Stiitzen, der konstantes Trigheits-

moment hat und gleichm#Big mit Masse belegt ist. In 11 hatten wir die

. l l .
Masse in den Punkten x = §X¥=7g; 4= %l konzentriert gedacht.

Die jetzt folgende genaue Rechnung mit stetig verteilter Masse zeigt
zugleich, inwieweit der frither gerechnete Fall als Niherung fiir den
stetig mit Masse belegten Balken verwendet werden kann.

Die Bestimmung der Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen
war bereits in 22 erledigt. Es ergab sich

k2n2q/EJ
wk=l—f|/7], 97)
und ; k=1,2,...,00.
Vi(x) = sinkm -, (98)

Zur Bestimmung der Normalkomponenten der duBeren Last haben wir
die Arbeiten der Last zu ermitteln, wenn man den Balken nach den
Eigenschwingungsformen auslenkt. Die Normalkomponenten der Kraft

betragen demnach I
by =PV, <§> .

Die Losung der Normalgleichungen (96) fiir den Fall pltzlicher Be-
lastung ist in I, 5 enthalten und ergibt

v (£) = z—% (1 — cos wy£) . (99)
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Die Bewegung des Balkens unter dem EinfluB der plotzlichen Be-
lastung in der Mitte ist dann nach (95) gegeben durch

o(x,8) = > PV, (—g) V, (5) LT e @t (100)
k=1

o}

Fiir V() sind die Eigenschwingungsformen (98) einzusetzen, die aller-
dings noch so normiert werden miissen, daB

!

[ Vi) pdx =1

0
ist. Die Normen der Eigenschwingungsformen (98) betragen

l
N, =6fsin2kn§[udx = EZJ’
und man erhilt als normierte Eigenschwingungsformen
2.
Vi (%) = Vmsmkné.

Setzt man diese Ausdriicke in (100) ein, so erhilt man

o ’t)zg[l—coswl_ts.nﬂi_l—coswat

sin 37
i 4 w? l

1 —coswyt . x
+ S sinbn g — - -] oy
Insbesondere ist die Auslenkung in der Mitte gegeben durch
A __2PTr]l —cos wy? 1 — cos wg?
v(g.t) =7 [ ] (o)

Durch Vergleich mit 11, (28) erkennt man, daB hier das zweite Glied
doppelt so grof ist wie bei 11, (28). AuBerdem sind die abweichenden
Werte fiir die Eigenfrequenzen zu beriicksichtigen.

24. Die Lésung der Differentialgleichung der transversalen
Bewegung eines Balkens bei periodisch verdnderlicher Last
mit Hilfe der Fourierdarstellung der Last.

Wir wollen zunichst den Fall behandeln, daBB die Last harmonisch
mit der Zeit verdnderlich ist:
p(x,t) =p(x)sinwt.

Die Differentialgleichung 20, (69) der transversalen Bewegung des Bal-
kens

(BT (5, )" + 6 (%,1) = p (1)
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vereinfacht sich durch den Ansatz
v(%,1) =v(x)sinwt

zu der gewdhnlichen Differentialgleichung

(EJv" (%)) — po?v(x) = p(x). (103)
Wir betrachten also lediglich die von der harmonischen Kraft erzwunge-
nen Schwingungen unter der Voraussetzung, daB die beim Aufbringen
der Last entstandenen freien Schwingungen durch die Dampfung im
Laufe der Zeit vernichtet worden sind (vgl. die entsprechenden Uber-
legungen fiir ein System mit einem Freiheitsgrad in I, 5, und fiir ein
System mit drei Freiheitsgraden in IT, 9). Die Differentialgleichung (103)
kann so gedeutet werden, dafl eine Auslenkung v(x) unter den Lasten
p(%) + pow®v(x) gesucht ist. Um einen Uberblick iiber den Verlauf
der erzwungenen Schwingungsform v(x) zu bekommen, entwickeln wir

wieder diese Schwingungsform nach den Eigenschwingungsformen des
Balkens:

v (%) Zé 0, Vi (%) (104)

Ebenso entwickeln wir die Belastung # (x) nach den Eigenbelastungen
[vgl. 23, (94)]

ﬁ (x) =k§ pk Vlr (x) v
Die Entwicklungskoeffizienten v, und ¢, sind gegeben durch

!
v = fyv(x) Vi(x)dx,
0 (105)

l
¢H=quavuwdx.

Aus der Arbeitsgleichung 19, (62) folgt fiir eine Eigenbelastung uw} V. (%),
die zugehorige Durchbiegung V,(x) sowie fiir die bei der erzwungenen
Schwingung auftretende Last yw?v(x) + p(x) und die zugehdrige Aus-
lenkung v (x) die Beziehung

!

1
o fuVi@) o ds=[(porv(x) + £ () Vi(x) dx,

oder bei Beachtung von (105)

WiV, = 0V, + Py .
Es ist also

vo=te 1 (106)

k w/?]___(_('o_)z.
\0r




Der mit stetig verteilten Massen belegte Stab. 24. 93

Fiir @ = 0 folgt hieraus die schon mehrfach verwendete Beziehung
zwischen den Entwicklungskoeffizienten einer Last (%) und der zu-
gehorigen statischen Durchbiegung v(x):

g, = P

k" w% .
Die Gleichung (106) 148t sich also auch schreiben in der Form

v, = — L . (107)

k k 2
=
(477
Wir haben damit einen einfachen Zusammenhang gefunden zwischen

der statischen Auslenkung infolge einer Last # (x) und der erzwungenen
Schwingungsform infolge der schwingenden Lasten

P (%,8) =p(x)sinwt.
Wenn niamlich

3 (%) =k§71°z7k V(%) (108)

die Entwicklung der statischen Durchbiegung unter der Last $ (x) nach
den Eigenschwingungsformen ist, dann erhilt man die erzwungene
Schwingungsform infolge von schwingenden Lasten mit der Amplitude
P (%) und der Kreisfrequenz @ durch

v() =Y — V(). (109)

w
=1 (o)

In der Nihe einer Resonanzstelle, wenn also die Erregerkreisfrequenz w
nur wenig von einer Eigenkreisfrequenz w, abweicht, {iberwiegt in der
Entwicklung (109) das %% Glied gegeniiber den iibrigen Gliedern. Man
sieht, daB in der Nihe einer Resonanz die Amplitude der erzwungenen
Schwingung dadurch erhalten wird, daB man die statische Auslenkung

mit dem Faktor —% multipliziert. Stimmt die statische Auslenkung
o,

v(x) nahezu mit der ersten Eigenschwingungsform iiberein, dann {iber-

wiegt bereits in der Reihe (108) das erste Glied gegeniiber den andern

Gliedern, und es gilt annihernd

I
w \2
| - ()
Diese Beziehung wird fiir praktische Rechnungen oft verwendet. Es ist
allerdings zu bemerken, daB sie in der Umgebung der hoheren Eigen-

schwingungszahlen nicht mehr giiltig sein kann. Denn wenn auch in der
Reihe (108) das erste Glied iiberwiegt, so wird doch fiir geniigend

v(x) & < x). (110)
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kleine @ — w; in der Reihe (109) das k% Glied immer groBer sein als
das erste. Auszunehmen ist nur der Grenzfall, daB3 die statische Durch-
biegung v(x) vollig iibereinstimmt mit der ersten Eigenschwingungs-
form. Die Gleichung (110) gilt daher nur fiir Erregerfrequenzen, die
kleiner als die zweite Eigenfrequenz und von dieser geniigend ver-
schieden sind.

Um mit Hilfe von (109) die erzwungene Schwingungsform zu be-
rechnen, ist es notwendig, daf simtliche Eigenfrequenzen und simtliche
Eigenschwingungsformen des Stabes bekannt sind, denn es wird ge-
fordert, daB man die statische Durchbiegung nach den Eigenschwin-
gungsformen entwickelt. Es liegt nun nahe, wenn die Eigenfrequenzen
und die Eigenschwingungszahlen nicht bekannt sind, die zu lésende
Aufgabe so in Angriff zu nehmen, daBB man zunichst eine Schwingungs-
form v, (x) schitzt, zu den Kraften $(x) + uw?v,(x) die Durchbiegung
v, (x) bestimmt, zu den Kriften p(x) + uw?v,(») abermals die Durch-
biegungen v,(x) bestimmt usw. Wenn dieses Verfahren konvergiert,
d. h. wenn der #* Schritt eine Durchbiegung v, (x) liefert, die sich von
der Durchbiegung v, _;(x) des (# — 1)*® Schrittes mit wachsendem #%
immer weniger unterscheidet, dann ist die Aufgabe offenbar geldst
und v, (x) ist angenihert die gesuchte erzwungene Schwingungsform.
Um zu untersuchen, unter welchen Umstidnden das Verfahren konver-
giert, entwickeln wir die geschitzte Schwingungsform vy(x) und die
daraus in der beschriebenen Weise erhaltenen Auslenkungsformen
vy (%), ..., v,(x) nach den Eigenschwingungsformen:

v (%) = 313 Vi (),
k=1
vy (%) :E.Ovlk Vi(x)
. k=1 -

0, (%) = 310, Vo (5).
k=1

Wir wenden jetzt die Arbeitsgleichung 19, (62) an auf die Last
P (%) + pow?vy(x) mit der zugehdrigen Durchbiegung v, (x), sowie auf die
Eigenbelastung uwiV,(x) mit der zugehdrigen Durchbiegung ¥V, (x).
Wir erhalten:

! l
Of [t ?vy (%) + p (%)] Vi (%) dx =0f B} Vi (%) vy (%) d%,

oder wenn wir die Ausdriicke fiir die Entwicklungskoeffizienten beriick-

sichtigen: Uor ©2 + Py . (111)

In ganz entsprechender Weise erhalten wir aus der Arbeitsgleichung
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angewendet auf die Last im zweiten Schritt p (%) + pw?v,(x) mit der
zugehorigen Durchbiegung v,(x) den Ausdruck

U102 4 Pr

o = U (112)
k
und schlieBlich
2
Utk Pr (113)

Setzen wir nacheinander (111) in (112), (112) in den entsprechenden
Ausdruck fiir vy, ein usw:, so erhalten wir

oy (O P (@ (2
e =0 (o) FoE(14a o+ (2)7) @
Unter der Annahme o < w, bekommen wir fiir grole #:
i N
il)nolovnk_‘w% . _(_“L>2 .
Dy

Das sind aber gerade die Entwicklungskoeffizienten der erzwungenen
Schwingungsform, wie der Vergleich mit (106) zeigt. Wenn simtliche
Koeffizienten der Entwicklung von v, (%) nach den Eigenschwingungs-
formen mit wachsendem # konvergieren nach den entsprechenden Ent-
wicklungskoeffizienten der gesuchten erzwungenen Schwingungsform,
so konvergiert auch die im #%*" Schritt gewonnene Auslenkung v, (%)
mit wachsendem # nach der erzwungenen Schwingungsform v(x). Das
Iterationsverfahren konvergiert also fir w < w,, und in diesem Bereich
148t sich die erzwungene Schwingungsform berechnen, ohne daf dazu
die Kenntnis der Eigenfrequenzen und der Eigenschwingungsformen
erforderlich ist.

Liegt die Erregerkreisfrequenz o zwischen den beiden ersten Eigen-
kreisfrequenzen @, und w,, dann konvergieren, wie man aus (114)
sieht, alle Entwicklungskoeffizienten v, ,, auller dem ersten, nach den
entsprechenden Entwicklungskoeffizienten v,. Es liegt also nahe, in
diesem Falle folgendermaBen vorzugehen: Man bestimmt die erste
Eigenschwingungsform V,(x¥) und die erste Eigenkreisfrequenz e,,
ferner den ersten Entwicklungskoeffizienten der geschitzten Funk-
tion v, (%)

i

Vo1 =6f.“'”o(x) Vi(x)dzx.

Man wendet nun das Iterationsverfahren an auf eine Ausgangsbelastung
2 (%) + potog (%),
wo vg (%) gegeben ist durch:

Vg (%) = vp(%) — Vo1 V1 (%),
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und erhilt die Durchbiegung o7 (x). Man belastet weiter mit
P (%) + pw?v7 (%) und erhilt eine Durchbiegung »3 (%) usw. Die Ent-
wicklungskoeffizienten der nach dem #%® Schritt erhaltenen Auslenkung

sind gegeben durch
geg o =0

A G (2 e (7).
Sie konvergieren fiir w < w, nach

. 1
limo,, = _;b_,; -
Dy

und

Wir erhalten also die erzwungene Schwingungsform bis auf das erste
Glied der Entwicklung nach Eigenschwingungsformen. Dieses erste
Glied ist nach (109) gegeben durch

V(%)
()

und die erzwungene Schwingungsform ergibt sich angenihert zu

Bei der praktischen Berechnung ist zu beachten, dafi durch Ungenauig-
keiten der numerischen Rechnung die Durchbiegungen vy (¥), v5 (%), . . .
nie ganz frei sein werden von dem Bestandteil der ersten Eigenschwin-
gungsform. Da der so entstehende Fehler wihrend des Verfahrens
rasch wichst, wird man zweckmiBig nach jedem Schritt von neuem
die Elimination vom Bestandteil der ersten Eigenschwingungsform vor-
nehmen, also statt mit o7 (x) weiter zu rechnen, dem folgenden Schritt
die Durchbiegung

l
v¥ (%) =V, (x)of o3 (%) V(%) dx

zugrunde legen.

Wir sehen, dal das Iterationsverfahren wesentlich miihevoller ist,
wenn die Erregerfrequenz zwischen der ersten und zweiten Eigen-
frequenz liegt. Wahrend vorher bei w < w, die Kenntnis von keiner
der Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen erforderlich war,
muB jetzt die erste Eigenschwingungsform und die erste Eigenfrequenz
bestimmt werden. Liegt die Erregerfrequenz zwischen der zweiten und
dritten Eigenfrequenz, dann ist das Verfahren in ganz entsprechender
Weise zu verandern, es miissen also die ersten beiden Eigenschwingungs-
formen und die ersten beiden Eigenfrequenzen bestimmt werden usw.
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Eine ganz wesentliche Vereinfachung erfihrt die Berechnung der
durch harmonisch schwingende Lasten erzwungenen Schwingungsform,
wenn das Stabwerk aus homogenen Stiben mit konstanter Massen-
belegung besteht. Es lassen sich dann fiir die einfachen Lastformen
(Einzellast, gleichmiBig verteilte Last) die Losungen fiir die Stab-
abschnitte in geschlossener Form angeben. Die Berechnung der erzwun-
genen Schwingungsform und der dabei auftretenden Biegemomente
solcher Stabwerke mit homogenen Stiben ist iiberdies durch die in
Kap. VII befindlichen Tabellen soweit vorbereitet worden, dafB} die
Schwingungsrechnung nicht mehr Miihe erfordert als die entsprechende
statische Rechnung. Da dieser in IV ausfiihrlich zu besprechende Rech-
nungsgang gegeniiber dem bisherigen nichts grundsitzlich Neues ent-
hilt, sei an dieser Stelle nicht niher auf ihn eingegangen. Dagegen
wollen wir noch einige Bemerkungen hinzufiigen fiir den Fall von nicht
harmonischen, aber doch periodisch verinderlichen Lasten.

Nach dem Fourierschen Entwicklungssatz 148t sich jede gewissen
Bedingungen geniigende periodische Funktion von der Periode ! in
die gleichmidBig und absolut konvergente Reihe

f(x)=A0+§'Aksin2nk»§— +S’Bkcos2nk§ (115)
r=1 x=1
entwickeln. Die Entwicklungskoeffizienten sind hierin gegeben durch
7
Ao=%ff(x)dx, (116)
0
1
Ak=ff (x)sin2nk§l (117)
0
; k=1,2,....
Bk=ff(x)c052nk§ (118)
0

Der Fouriersche Satz ist ein Sonderfall des in 22 bewiesenen allgemeinen
Entwicklungssatzes. Nach diesem Satz kénnen wir z. B. jede Funk-
tion, die sich als Biegelinie eines Balkens auf zwei Stiitzen auffassen
14Bt, entwickeln nach den Eigenschwingungsformen dieses Balkens.
Bezeichnen wir die Balkenlinge mit //2, so gilt

(%) :g’Aksin an—’li,
k=1

worin 4, durch (117) gegeben ist. Benutzen wir die Entwicklung nicht
nur in dem Intervall 0 < x < é—, sondern auch dariiber hinaus nach

beiden Seiten, dann stellt f,(x) eine zum Punkt x = 0 antisymme-

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 7



98 II. Aligemeine Methoden der Schwingungslehre.

trische periodische Funktion mit der Periode / dar, deren Integral
iiber eine Periode verschwindet. Diese Eigenschaften von f;(x) folgen
aus den entsprechenden Eigenschaften der Sinusfunktionen. Es gilt
also

hx)=—FH(—2),
hx)=hHx+10),

x4

_ffl(x)dxzo.

und

Betrachtet man einen Balken, dessen Enden so gefithrt sind, daf3 die
Endtangenten immer horizontal bleiben, dessen Endpunkte aber im
a g -~ Ubrigen frei verschiebbar sind (Abb. 32b,

f £ = Randbedingungen v"" =0, @ =—E Jv"' =0),
§E §§ so kann man genau wie in 20 fir den
i i zweifach gestiitzten Stab zeigen, daf die
T Eigenschwingungsformen gegeben sind durch
I !

b

2l
Abb. 32a und b.

Z g‘E Vi(x) = cosan%.

Nach dem Entwicklungssatz kénnen wir nun
jede Funktion, die sich als Biegelinie dieses Balkens auffassen 148t,
entwickeln nach seinen Eigenschwingungsformen. Bezeichnen wir die
Balkenlinge wieder mit /2, so gilt

fo (%) = EB,C cos?nk-j,
k=1

worin die By, durch (118) gegeben sind. Benutzen wir diese Entwicklung
!
wieder nicht nur in dem Intervall 0 < # <<, sondern auch dariiber

hinaus nach beiden Seiten, so stellt f,(x) eine zum Punkte x = 0
symmetrische, periodische Funktion mit der Periode / dar, deren Integral
iiber eine Periode verschwindet. Diese Eigenschaften folgen wieder aus
den entsprechenden Eigenschaften der Kosinusfunktionen. Es gilt also

fo (%) = fa (— %),
¥ =/l®+1),

x4+l
f fo(x)dx = 0.

Da sich jede beliebige Funktion in einen symmetrischen und einen
antisymmetrischen Teil zerlegen 148t:

IR e NN IU R ICL)
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ist durch fy(%) 4+ f2(#) jede den erwidhnten einschrinkenden Bedin-
gungen fiir f;(x) und f,(x) unterworfene periodische Funktion dar-
stellbar, deren Integral iiber eine Periode verschwindet. Fiigt man
schlieBlich noch eine Konstante 4,

hinzu, sodaf S a
Z ! B I}
ondx=A01=ff(x)dx, jL
0 o >
dann ist durch
1) = Ao+ 1 (%) + fo (%) z s o
eine periodische Funktion vom all-
gemeinsten Charakter dargestellt, S/ R b
die keiner anderen Bedingung ge- 7 /
niigt, als daB f,(x¥) und f,(%) in v >
einer halben Periode mdogliche V
Biegelinien der nach Abb. 32a ” 27 .?:r/
bzw. nach Abb. 32b gelagerten
Balken sein miissen. Ausgeschlos- Sz c
sen sind z. B. mehrdeutige Funk- ~ A
tionen (Abb. 33), dagegen sind AN i \ =
nicht ausgeschlossen unstetige _;\/;n P
Funktionen oder Funktionen mit
unstetigen Ableitungen (Abb. 34), S — d
denn diese Funktionen lassen sich ey J \ /\ A}
durch zulissige Funktionen be- 2 ! A
liebig genau annihern. Da die <o T d z
Sz
Sz .
. lsin z| e
@ } m |
z v
T 2z T x
Abb. 33, Abb. 34a bis e.

in Abb. 34 dargestellten Funktionen von praktischer Bedeutung sind,
seien bei dieser Gelegenheit die entsprechenden Fourierentwicklungen
angegeben, die Periode ist dabei zu / = 2z angenommen.

F) =2 (Sr g smEr L,

) f) = 2<sinx_s_in£{+5in3x_...>"

T 2 3
8 /. sin 3 » sin 5 »
C) f(x)=7?(51nx—T 25—— -'>,

7*
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a ©®  sin2ka

Q) f) =2 =27 3 gripegr -y o082k,
2 4 1

) fW =75 Jgpoqcos2ha

Die Anwendung der Fourierentwicklung zur Ermittlung der er-
zwungenen Bewegung eines Tragwerkes unter dem EinfluB von
periodisch verdnderlichen Lasten ist nun ohne weiteres durchfiihr-
bar. Handelt es sich z. B. um eine zeitliche Abhingigkeit der Last
nach Abb. 34a mit der Grundschwingungszeit 7, dann heiBt die
Fourierentwicklung der Last

8 /. ¢ 1 . ¢
P (x, ) =p(x)T—1<sm2n?;—|—§sm6ni~+---).

Wir haben jetzt an Stelle der Differentialgleichung (103) der erzwun-
genen Schwingung die Differentialgleichungen

(EJ o) (2))" — poofv, (x) =p (%),

(EJ 05 (0))" — mofvg (%) = p (%),

zu 10sen mit
27
0= 7, w; = 3wy,
1

und erhalten schlieBlich die Gesamtbewegung durch

sin ;¢ sin wg ¢

v (5, ) = o (o () T oy () T ),

Die Methode der Fourierentwicklung der Last arbeitet naturgemifl
um so besser, je weniger die Lastschwingung von einer harmonischen
Schwingung abweicht, da dann in der Fourierentwicklung das erste
Glied iiberwiegt und man nur wenige der nachfolgenden Glieder
beriicksichtigen muf. Wir hatten hier den Fall vorausgesetzt, daf3
die gesamte Last periodisch schwingt, dal3 sie sich also darstellen
148t durch

p(x. 1) =p(x)p (@)

Der allgemeine Fall, daB8 nur ein Teil der Last schwingt, der andere
rubt, oder daB verschiedene Lastgruppen nach verschiedenen Gesetzen
sich zeitlich periodisch verdndern, ist durch Superposition der von
den verschiedenen Lastgruppen ausgehenden Wirkungen ebenfalls der
Rechnung zuginglich.
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25. Die Formaéanderungsarbeit und die kinetische Energie
bei harmonischen Schwingungen eines Balkens mit stetiger
Massenverteilung.

Nachdem gezeigt worden ist, in welcher Weise man die Bewegung
des Balkens unter dem EinfluB3 beliebiger duBerer Krifte finden kann,
wollen wir jetzt die verschiedenen Methoden zur Abschitzung der
Eigenfrequenzen behandeln. Wir beginnen wie in 13 mit der Energie-
methode. Wir zeigen zunichst, daB die in 12 aufgestellten Sitze {iber
die Forminderungs- und die kinetische Energie einer harmonischen
Bewegung des Balkens allgemein gelten, auch bei stetiger Verteilung
der Massen. Wenn v (x) die Amplitude einer harmonischen Schwingung
des Balkens darstellt, bei welcher alle Punkte des Balkens sich mit
gleicher Phase bewegen, dann ist die Amplitude der im Balken gespei-
cherten Forméinderungsarbeit

l
A=%{p(x)v(x)dx. (119)

p(x) bedeutet hierin diejenige Last, welche notwendig ist, um die
statische Auslenkung v (%) zu erzeugen. Die Amplitude der bezogenen
kinetischen Energie, d.h. der durch das Quadrat der Kreisfrequenz
dividierten kinetischen Energie der harmonischen Bewegung ist

=1 f'u2 Yudx. (120)

Setzt man in die Ausdriicke (119), (120) die Reihen 23, (94) und 23, (95)
fiir $ (») und v (%) ein:

v (%) =k§ v, Ve (%), £ (%) =k§‘°1 Pt Vi (5), (121)

so ergibt sich unter Beriicksichtigung der Orthogonalititsbedin-
gungen 22, (81)
“ P/c Vg

=1
2

(122)

1
2

Die Forminderungsarbeit geht unter Verwendung der bereits mehrfach
gebrauchten Beziehung 22, (85) iiber in

A=1 2’ w3 v3. (123)
=
Der Quotient o
L Soru
T (124)
2 i
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ist wegen w; < wy < +++ sicher gréBer oder héchstens gleich dem
Quadrat der kleinsten Eigenkreisfrequenz, letzteres nur dann, wenn
alle v, bis auf v; verschwinden, wenn also die Schwingungsform v(x)
des Balkens mit der ersten Eigenschwingungsform tibereinstimmt.
Wir betrachten jetzt nur solche Auslenkungen v(x), die zu irgend-
einer Schwingungsform s(x) orthogonal sind, die also der Bedingung

l
[s@)v@E) pdx=0 (125)
0

geniigen. Setzt man in (125) die Entwicklungen von s(x)} und v(x)
nach den Eigenschwingungsformen ein, so erhilt man

202, SV =0, (126)

wobei
f X)udx
b

ist. Der kleinste Wert, den der Quotient 4/T fiir irgendeine Schwin-
gungsform, die der Bedingung (125) geniigt, annehmen kann, ist dann
kleiner oder hochstens gleich dem Quadrat der zweiten Eigenkreis-
frequenz. Nehmen wir ndmlich etwa eine Schwingungsform, bei welcher
alle Entwicklungskoeffizienten v, bis auf v, und v, verschwinden, und
bei welcher das Verhiltnis v,/v, aus (126)

S0+ S0, =0

bestimmt wird, dann ist

4 _oln+aiel _
= e = .
vi + v3

Das Minimum des Quotienten A/T unter der Bedingung (126) ist dann
erst recht kleiner als w?. Ist s(x) identisch mit der ersten Eigenschwin-
gungsform, dann verschwinden alle s; bis auf s; und es folgt aus (126)
v = 0. In diesem Fall ist A/T sicher gréoBer oder hichstens gleich
dem Quadrat der zweiten Eigenkreisfrequenz, denn aus w, < w; <<- - -
folgt wie oben

A 0ivy+ wivg 4 - - -

TS wrato =%
Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn alle v, bis auf v, verschwinden,
wenn also die Schwingungsform v(x) des Balkens mit der zweiten
Eigenschwingungsform identisch ist. In ganz entsprechender Weise
zeigt man, daB das Minimum von A4/T fir alle Schwingungsformen,
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die den beiden Bedingungen
!

[s@x)v@) pudx =0,

flr(x)v (x) pdx =0

geniigen, kleiner oder gleich ist dem Quadrat der dritten Eigenkreis-
frequenz. Stimmen s(x) und 7(x) mit der ersten und zweiten Eigen-
schwingungsform tiberein, dann ist 4/T gréBer oder gleich dem Qua-
drat der dritten Eigenkreisfrequenz. Entsprechende Sitze gelten fiir
die hoheren Eigenfrequenzen. Zusammenfassend konnen wir die Sitze
iiber die Extremaleigenschaften der Energieausdriicke folgendermafen
aussprechen:

Vergleicht man bei irgendwelchen harmonischen Bewegungen eines
Balkens die Quotienten aus den Amplituden der Formédnderungsenergie
und der bezogenen kinetischen Energie miteinander, dann ist dieser
Quotient gleich dem Quadrat oder gréBer als das Quadrat der kleinsten
Eigenkreisfrequenz, je nachdem, ob die Schwingungsform der Bewegung
mit der ersten Eigenschwingungsform {ibereinstimmt oder davon ab-
weicht. Betrachtet man nur solche Schwingungsformen harmonischer
Bewegungen, die orthogonal sind zu irgendeiner Auslenkungsform, dann
ist das Minimum des Quotienten A/T gleich dem Quadrat oder kleiner
als das Quadrat der zweiten Eigenkreisfrequenz, je nachdem, ob die
Auslenkungsform, zu der die Schwingungsform des Balkens orthogonal
ist, mit der ersten Eigenschwingungsform iibereinstimmt oder davon
abweicht. Betrachtet man nur solche Schwingungsformen harmonischer
Bewegungen, die zu irgendwelchen # — 1 Auslenkungsformen ortho-
gonal sind, dann ist das Minimum des Quotienten A/T gleich dem
Quadrat oder kleiner als das Quadrat der ='® Eigenkreisfrequenz,
je nachdem, ob die # — 1 Auslenkungsformen mit den ersten
#n — 1 Eigenschwingungsformen iibereinstimmen oder davon abweichen.
Die Energiesitze gelten im {ibrigen nicht nur fiir einzelne Balken,
sondern auch fiir beliebige Tragwerke.

26. Die Energiemethode angewendet auf den Balken mit
stetiger Massenverteilung.

Wir wollen die Energiemethode auf das wiederholt benutzte Beispiel
des Balkens auf zwei Stiitzen mit konstantem Trigheitsmoment und
konstanter Massenverteilung anwenden. Die Eigenfrequenzen dieses
Balkens sind in 21 bestimmt worden und konnen zur Beurteilung der
Giite der Energiemethode herangezogen werden. Wenn die Massen-
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belegung oder der Balkenquerschnitt nicht tiber die Lange konstant ist,
bereitet die Losung der Differentialgleichung der Bewegung erhebliche
Schwierigkeiten, und in diesem Falle werden die Energiemethode und
die im weiteren noch zu behandelnden Niherungsmethoden von gréBter
Wichtigkeit. Die Formanderungsarbeit, die in dem Stab mit der Biege-
linie v (x) gespeichert ist, betragt nach 19, (61), wenn man dort v, = v,
und infolge der starren Auflager ¢; = ¢, = 0 setzt

! !
A=13[pvdx =13 [EJ ()2 dx. (127)
0 b
Der Quotient A/7T ergibt sich also mit 25, (120) zu
)3
4 JEJvmax
=t ] (127a)
Suvrax
0

Wir nehmen zunichst statt der ersten Eigenschwingungsform, die in

Wirklichkeit eine Sinuslinie ist, eine Parabel an:
¥ 2
v =7 =% -

Mit dieser Auslenkungsform erhilt man

l
: 4E]
UfE]v’zdx =5,

! !
x x%\2 1
0 0
und somit als Abschitzung fiir die kleinste Eigenkreisfrequenz

/A4 10,961/E ]
)
Der in 21 berechnete genaue Wert betrigt

19,8696 1/E ]
1= 2 7

>

der Fehler ist also 11% des richtigen Wertes. Der verhiltnismaBig
groBe Fehler ist dadurch begriindet, daf§ die verwendete Schwingungs-
form nicht einmal eine mdgliche Biegelinie des Balkens darstellt, da
sie den Randbedingungen v’ (0) = 0 und " (/) = 0 nicht geniigt. Wir
wollen jetzt eine mogliche Biegelinie des Balkens in (127a) einsetzen,
namlich die Durchbiegung unter einer konstanten Last p je Lingen-
einheit. Diese Durchbiegung betrigt:

_ pi ¥ 8 x4
V0 = siE7 (5~ 2% )
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Man erhilt damit

!

— N
2A_fpvdx— 120E ]’
0

14
upl
2T :.’[‘ILL 2dx = 0,0492063 W@T)Z 5
0

und somit als Abschitzung fiir die kleinste Eigenkreisfrequenz

A4 98767T1/E]
0y = V? ="r V? .
Der Fehler betrigt jetzt nur 0,07%, die Energiemethode liefert also,
wenn man sie in sorgfiltiger Weise anwendet, Niherungen, deren
Genauigkeit weit iiber das praktisch erforderliche MaB hinausgeht.
Zur Berechnung der zweiten Eigenfrequenz nehmen wir zunichst
als Schwingungsform eine Parabel dritten Grades an, die durch die
Endpunkte und durch den Mittelpunkt der unverformten Stabachse
geht. Die beiden Konstanten 4 und & in der Gleichung
v(x) =%+ ax?+ b
bestimmen sich aus den Bedingungen
J J 2 B
v(z)=g teg+bg=0,
v(l)=l4+alP+bB=0
zu

__3
a=—7

2
) b:ﬁ"

und die Gleichung fiir die angenommene Schwingungsform lautet:
x %2 3
Hiermit wird

l
24— [EJvrdx=1221,
0

!
2T = [po?dx = 0,004762 u 8
0

und
50,2071/E J
Wy RS T 7 .

Der in 21 berechnete genaue Wert betrigt

394784 1/E ]
(1)2 = ‘l—2 7 .
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Der groBe Fehler von 27% liegt wieder darin begriindet, daB3 die an-
genommene Schwingungsform die Randbedingungen v”(0) =0 und
v''(I) = 0 nicht erfiillt. Wir nehmen daher jetzt als Schwingungsform
eine Parabel 5%*® Grades an, die durch die Endpunkte und durch den
Mittelpunkt der unverformten Stabachse geht, auBerdem aber an den
Enden verschwindende zweite Ableitungen besitzt. Die vier Konstanten
a,b,c,din der Gleichung

v(x) =%+ ax?4 b0x%+ cat+ dxb
bestimmen sich aus den Bedingungen v»” (0) = 2a = 0

O"(1) =6bl4 1202+ 2040 =0,
v(l) = I 4+ B 4+t +di5 =0,
! / 2 A Al
v(g)= 5+ bg +eggrin=0,

zua
10 15 i__ 5

— C=%> 7

b =
und die Gleichung fiir die angenommene Schwingungsform lautet

¥ x3 xt x5

Hiermit wird

l
E
24=[EJedn=17143"7,
0

I
2T = [ puv2dx =0,0106 u 3
0

und

40,22 1 /E
oy~ 02)/E]

I

Der Fehler betrigt jetzt nur noch 1,8%. Man sieht, daB es bei Be-
rechnung der héheren Eigenfrequenzen unbedingt notwendig ist, die
Schwingungsformen so zu wihlen, daB sie allen Randbedingungen ge-
niigen. In den beiden letzten Beispielen war der Knoten den tatsich-
lichen Verhidltnissen gemidB in der Stabmitte angenommen worden.
Im dritten Kapitel werden wir zeigen, dall die mit der Energiemethode
berechneten Naherungen fiir die héheren Eigenfrequenzen ziemlich un-
empfindlich gegen Fehlschitzungen der Knotenlage sind. Doch soll an
dieser Stelle nicht niher hierauf eingegangen werden.
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27. Die Methode der schrittweisen Ndherungen, angewendet
auf den Balken mit stetiger Massenverteilung.
Kombination mit der Energiemethode.

Das Verfahren der schrittweisen Naherungen erfolgt in der gleichen
Weise, wie wir es bei dem Balken mit drei verschiedenen Einzelmassen
besprochen hatten. Zur Bestimmung der ersten Eigenfrequenz geht man
aus von irgendeiner Auslenkungsform v,(x), bestimmt zu den Lasten
uvo(%) (es ist wieder der Faktor 1/sek? zu erginzen) die Auslenkungen
vy (%), weiter zu den Lasten yv, () die Auslenkungen v,(x) und so fort,
bis die Auslenkungsformen v, _,(x¥) und v,(x) in zwei aufeinander-
folgenden Schritten bis auf einen konstanten Faktor nahezu iiberein-
stimmen. Die so erhaltene Auslenkungsform ist nahezu identisch mit
der ersten Eigenschwingungsform, und man erhilt eine Niherung fiir
das Quadrat der ersten Eigenkreisfrequenz durch den Quotienten

Up—1 (¥
of o Pt )
v, (2)

fiir irgendeine Stelle x des Balkens. Zum Beweis fiir die Konvergenz
des Verfahrens denken wir uns wieder v, (%), v, (%) ... v,(*) nach den
Eigenschwingungsformen entwickelt:

Do(%) = 30x Vi (%),

"’1.(9‘) = ng Vk (%), (128)

vn(x) zké?l Unk i/k (x) .

Wenden wir die Arbeitsgleichung 19, (62) an auf die Belastung uv,(x)
und die zugehérige Durchbiegung v, (x), sowie auf die Eigenbelastung
pwiV, (%) und die zugehérige Durchbiegung V, (), dann erhilt man:

fuvo dx~fwkuv1 (%) Vi (%) d

oder
Vo = OF Vyg - (129)

In entsprechender Weise gelten zwischen den Entwicklungskoeffizienten
der Auslenkungen im zweiten und dritten Schritt die Beziehungen

2
U1 = Wi Vg,

und so fort. Setzt man diese Werte der Reihe nach in (128) ein, so
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erhilt man fiir die Auslenkung im #%*® Schritt die Reihe
v, (%) :Za’j—z V, (x). (130)
k=1
In (130) wird das erste Glied der Reihe mit wachsendem # gegeniiber
den {iibrigen Gliedern immer gréfer, da ja w; <w, < - - - gilt. Die
Funktion wv,(x) ndhert sich also mit wachsender Zahl der Schritte
immer mehr der ersten Eigenschwingungsform V,(x). Fiir geniigend
groBe # gilt daher
v
0, () ~ LT ()
und

v,
Up— (x) s w:;(onl—l) Vl (x) .

Daraus ergibt sich

2 o Unm1(®)

VT ()
Als Beispiel hierfiir verwenden wir wieder den zweifach gestiitzten
homogenen Stab und nehmen als Ausgangsbiegelinie die Funktion an

q)o(x) =1, (131)
die eine sehr grobe Naherung fiir die erste Eigenschwingungsform dar-

stellt. Die Belastung im ersten Schritt ist dann vy(¥)u = p, und die
zugehorige Auslenkungsform ist
xt

4 %3
vl(x):§§E—]<§—2F+l—4>. (132)

Bildet man etwa in der Balkenmitte das Verhiltnis der nullten zur
ersten Auslenkung, so erhdlt man fiir die erste Eigenfrequenz die

Nih o -
ahertng N V 0o(2) _ 8,1631/E]
Ve T E N u

Im zweiten Schritt des Verfahrens berechnet man zu der Last
“But fx 3 P!
po(®) = 557 <7 —2% + 7)

die Durchbiegung. Die viermalige Integration ergibt unter Beriick-
sichtigung der Randbedingungen
Y s 1 x 1 a8 1 x5 1 &7
vs (%) = 24 (E J)? 98,8236 ( BT 420

1
7760 B 120 B 42017+168018)’

und man erhilt als zweite Niherung fiir die erste Eigenkreisfrequenz
den Wert —

_1/n2) 9,851 I/E_?
o) = (133)

also einen Fehler von 0,25%.
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Bei der Anwendung der Methode der schrittweisen Niherungen auf
die Berechnung der zweiten Eigenfrequenz hat man dafiir zu sorgen,
daB in den Reihen (128) fiir vy (%), v1(%) . .. v, (%) das erste Glied fehlt.
Wegen w, < wg < -+ wird dann das zweite Glied der Reihen (128)
mit jedem Schritt gegeniiber den anderen Gliedern gréfer, und man
erhilt schlieBlich eine Naherung fiir die zweite Eigenschwingungsform.
Das erste Glied in der Entwicklung von v, () nach den Eigenschwingungs-

formen heif3t
!

V(%) f’”o(x) Vi@ pdsx.

0

Wir bestimmen daher zu der Last
J
u0o(x) = p(oa(*) = Vi (®) [ o (x) Vi (#) pd)

die Auslenkung v,(x). Falls diese Rechnung voéllig exakt durchgefiihrt
wiirde, miiBte wegen (129) auch in der Reihe fiir v; (%) das erste Glied
fehlen. Im allgemeinen wird infolge von Abrundungsfehlern bei der
Rechnung in der Reihe fiir v; (%) auch das erste Glied einen zwar kleinen,
aber von Null verschiedenen Wert besitzen. In der gleichen Weise
wirkt sich die meist nur angenidherte Kenntnis der ersten Eigen-
schwingungsform V,(x) aus. Um zu vermeiden, daBl das Verfahren im
weiteren nach der ersten statt nach der zweiten Eigenschwingungsform
strebt, muB man die Funktion v, (%) vom Bestandteil der ersten Eigen-
schwingungsform von neuem befreien und kann dann mit der Belastung

l
poy (%) = plvy () — V3 (x)of vy (%) Vy (%) wd #]

die Auslenkung v,(x) des zweiten Schrittes bestimmen und so fort.
Das Quadrat der zweiten Eigenkreisfrequenz ist dann genau wie oben
ndherungsweise gegeben durch den Quotienten der Auslenkungen
zweier aufeinanderfolgenden Schritte an irgendeiner Stelle des Balkens:

02~ %’;—) . (134)
Wenn auch das Verfahren der schrittweisen Niherungen bei beliebiger
Wahl der Ausgangsfunktionen immer konvergiert, so wird doch diese
Konvergenz wesentlich beschleunigt, wenn man als Ausgangsfunktion
bei der Berechnung einer bestimmten Eigenfrequenz eine mdglichst gute
Niherung fiir die entsprechende Eigenschwingungsform verwendet.
Recht vorteilhaft ist hiufig eine Kombination der Methode der
schrittweisen Naherungen mit der Energiemethode. Die Forminderungs-
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arbeit der Auslenkungsform v, (x) im ersten Schritt ist ndmlich gegeben
durch

!
A:%éfvo(x)vl(x)[udx,

da pvy(x) die Belastung zu der Biegelinie v, (x) darstellt. Man erhilt
so als obere Grenze fiir das Quadrat der ersten Eigenkreisfrequenz den

Ausdruck
?

T fvo(x) v {x)udx
O TEN i — (135)

Soi(rypdx
0

Entsprechend erhilt man aus dem zweiten Schritt

l
fvl(x) v (¥)udx
w? < °o . (136)

1
Jos(x)pdx
0

Durch Fortsetzung des Verfahrens erhilt man der Reihe nach mit ab-
nehmendem Fehler die Ndherungen

1
fvnvn_lydx
>...>0 — = w?. (137)

! 7
Jogpdx Joipdx
0 0

l l
fvovlfudx .f%”z#dx
0 0

!
Joiudx
0

In entsprechender Weise werden durch Kombination der Energie-
methode mit der Methode der schrittweisen Ndherungen Abschidtzungen
fiir die hoheren Eigenfrequenzen gewonnen, doch soll hierauf nicht
weiter eingegangen werden.

Wendet man (135) auf die Auslenkungen v,(x) und v, (x) aus (131)
und (132) an, so erhilt man

I

9,8767 1/EJ

Y

Der Fehler von 0,07% ist kleiner als der Fehler der aus dem zweiten
Schritt gewonnenen Niherung (133).

Wy

28. Weitere Anwendungen der Energiesitze.

Aus den Minimum- und Maximum-Minimumeigenschaften des Quo-
tienten A/T folgen zunichst genau wie in 16 die Sitze iiber die An-
derungen der Eigenfrequenzen bei Anderungen der Massen und Steifig-
keiten des Balkens. Danach nehmen also alle Eigenfrequenzen zu, wenn
die Massenbelegung verringert oder die Steifigkeit erhtht wird. Die
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Eigenfrequenzen nehmen alle ab, wenn die Massenbelegung erhéht oder
die Steifigkeit verringert wird. In dem Sonderfall, daB eine Einzelmasse
in einem Knoten einer Eigenschwingungsform angebracht wird oder
ein Gelenk in einem Wendepunkt einer Eigenschwingungsform, bleibt
die betreffende Eigenfrequenz unverindert. Diese Einschrinkung ist
praktisch von Wichtigkeit, wenn man durch nachtrigliche Verin-
derungen an einem zu Schwingungen neigenden Tragwerk die Eigen-
frequenzen zu verlagern wiinscht. Ehe eine solche Verinderung vor-
genommen wird, sollte die Schwingungsform der betreffenden Schwin-
gung wenigstens annihernd bestimmt werden.

Auch die Anwendung der Energiesitze auf die Berechnung von zu-
sammengesetzten Systemen erfolgt ganz entsprechend zu der in 17
behandelten Weise. Sind wyy, w45 . . . @, die ersten Eigenkreisfrequenzen
von Balken mit den Massenbelegungen i, py . . . 4y, S0 besteht fiir die
erste Eigenkreisfrequenz des Balkens mit gleicher Steifigkeit und der
Massenbelegung y = u; + - - - + p, die Ungleichung

1

1
<
ol = T

1 R 1

(138)

2 2 °
Wig W1,

Die hierdurch gewonnene obere Grenze fiir die erste Eigenfrequenz des
zusammengesetzten Systems fillt um so genauer mit der wirklichen
ersten Eigenfrequenz zusammen, je weniger die ersten Eigenschwingungs-
formen der Teilsysteme voneinander abweichen. Wir wollen (138) aus-
werten fiir den homogenen Stab auf zwei Stiitzen, und zwar unter
folgender Voraussetzung: Der Balken werde in # Elemente von der
Linge A x geteilt. Die Massenbelegung des ersten Teilsystems habe den
Wert y im ersten Element, den Wert Null im iibrigen Balkenteil, das
zweite Teilsystem habe eine Massenbelegung, welche lediglich im zweiten
Balkenelement von Null verschieden ist und dort wieder den Wert u
hat usw. Wir kénnen dann jedes Teilsystem auffassen als einen Balken,
der an der Stelle x eine Einzelmasse uA x trigt. Die Kraft, welche an
der Stelle x nétig ist, um dem Balken dort eine Auslenkung vom Betrag
Eins zu erteilen, betrigt

3EJI

C(x)= P (x = DE

Also ist das Quadrat der Eigenschwingungszahl desjenigen Teilsystems,
welches an der Stelle x die Masse uA x tragt:

s B3E]JI
W = ¥ (x—D2udx’
Nach (138) ist
n n
1 71 P —0)Pudx
5§S E@”‘gg 3EJI
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oder, wenn man zur Grenze Ax = 0 iibergeht,

l
1 P 1 pn
= 2w — IV dy — —
w§—3Ejlfx(x DPdx=g5 5y
0

Man erhilt damit
9,4868 EJ
W1=""7 u

mit einem Fehler von 3,9%.

29. Einander zugeordnete Systeme gleicher
Eigenfrequenzen.

Wir wollen die Biegemomente, welche bei der Auslenkung eines
Balkens gemaf einer Eigenschwingungsform V¥, entstehen, Eigen-
momente nennen und mit M, bezeichnen. Fir die Eigenmomente
gilt also die Differentialgleichung der Biegelinie

SInlc = E] V;c’ . (139)

Setzt man diese Beziehung in die Differentialgleichung 21, (70) fiir
die Eigenschwingungsformen

(EJVEY' —juV=0 (140)

ein, dividiert durch g und differenziert zweimal nach #, so erhilt man
qu ”n 1

(ﬂ’f) — o} 57 My = 0. (141)

Die Gleichung (141) ist von derselben Form wie (140). Deutet man die
M, als Eigenschwingungsformen, die 1/ als Steifigkeit und die
1/E J als Massenbelegung eines neuen Balkens, so sieht man, daB dieser
Balken die gleichen Eigenschwingungszahlen hat wie der urspriingliche,
sofern er noch in geeigneter Weise gelagert wird. Wir bezeichnen alle
GroBen, welche sich auf den zugeordneten Stab beziehen, mit einem
Querstrich. Es gelten dann zunichst die folgenden Zuordnungen:
G=op,  E]=7., d=gp, Vp=0T. (142
Hierin sind ¢ und b Einheitsfaktoren, welche solche Dimensionen
haben, daB die Zuordnungsbeziehungen auch dimensionell richtig wer-
den. Differenziert man die letzte Beziehung nach x, so erhilt man

V=00, (143)

wo @, die Eigenquerkraft ist, welche im Balken wirkt, wenn man ihn
gemidB der k% FEigenschwingungsform auslenkt. Durch nochmalige
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Differentiation erhidlt man unter Beriicksichtigung von (139), (140)

und (142) My = abalV,, (144)

und durch abermalige Differentiation dieser Gleichung ergibt sich
Qr=abw V. (145)

Wir koénnen jetzt angeben, in welcher Weise die Auflagerbedingungen
der beiden Balken einander zugeordnet sind. Einem festen Auflager,
V=0, M, =0 entspricht wegen (142) und (144) wieder ein festes
Auflager T7k =0, ﬁk = 0 des zugeordneten Balkens. Einer festen Ein-
spannung V; =0, Vi = 0 entspricht wegen (144) und (145) ein freies
Ende, M, =0, Qk = 0; einem frelen Ende M, =0, Qk =0 entsprlcht
umgekehrt wegen (142) und (143) eine Einspannung, Vk =0, Vk =0.

Hat man einen iiber mehrere feste Stiitzen durch- o PN
laufenden Balken, so gilt an jeder Zwischenstiitze §

Ve=0, 9ﬁkl_gﬁkr> Viie= Vier §
wobei der Index ! bzw. 7 den Wert der betreffen- ’
den GroBe unmittelbar links bzw. unmittelbar Fa

rechts neben der Stiitze bezeichnen soll. Durch APP- 85.

(142), (144) und (145) geht diese Bedingung fiir den zugeordneten
Balken iiber in

gﬁkzo: I7kZ:f/—k'r'l Q_.’clzalcr'

An Stelle der Stiitze tritt also ein Gelenk. In Abb. 35 sind die Zu-
ordnungen der Lager noch einmal zusammengestellt. Ein iiber mehrere
Stiitzen durchlaufender Triger hat z. B. die gleichen Eigenschwingungs-
zahlen wie ein Stab auf zwei Stiitzen, der an Stelle der Zwischenstiitzen
Gelenke tragt, sofern seine Steifigkeit proportional der reziproken Massen-
dichte und seine Massendichte proportional der reziproken Steifigkeit des
ersten Tragers ist gemaB (142). Beispiele, welche die praktische Brauch-
barkeit des Zuordnungsprinzips dartun, folgen im nichsten Abschnitt.

30. Anwendung des Zuordnungsprinzips zur Verbesserung
der Energiemethode und der Methode der schrittweisen
Niherungen.

Wir wenden die Energiemethode an auf das zugeordnete System
und erhalten fiir die kleinste Eigenkreisfrequenz nach 25, (124) die
Ungleichung ®

i
wf < =" (146)

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 8
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Wenn man vom urspriinglichen Balken ausgeht, gilt entsprechend

L Dot
W< =" (147)
2 vE
k=1

Die Auslenkungen v (x) und v(x), welche in (146) und (147) eingesetzt
werden, mdgen nun in solchem Zusammenhang zueinander stehen, daf3
v (%)
b
mit den Kriften yv(x) erfahrt. Es gilt dann nach 19, (58) die Beziehung

das Biegemoment darstellt, welches der Balken bei der Belastung

po(x) -+ 5(:)"=0.

Setzt man hierin die Entwicklungén

v (%) ZkA:z 0, Vi (%),

7 (%) =kz°7° 9 Vi (%)

ein, so erhilt man
P) (R0 Vi (@) + Z Vi (1) =o. (148)

In (148) sind die ¥, und V; als normiert vorausgesetzt, nun gilt
aber nach 29, (142), 19, (61) und 29, (139) fir starre Lagerung des
Tragwerks [¢; = ¢, =0 in 19, (61)] die Beziehung

1 ! !
—_— %2
fV%ydxsz—;dx:wﬁfV%ydx = .
0 0 0
Die Dimensionsbezeichnungen ¢ und & sind hierin der Einfachheit
halber weggelassen worden. Wir haben also, um die Eigenschwingungs-
formen des zugeordneten Systems zu normieren, die ¥V, durch wy

zu dividieren.
Aus 29, (144) und 29, (142) folgt somit

=, b
Vi (%) = _g——jwk Vie@® = —bpw,Vy (x).

Setzt man diese Beziehung in (148) ein, so ergibt sich
k%; Vi (%) [0, — v 0] = 0.

Da dies fiir alle # gilt, miissen die Koeffizienten der Eigenschwingungs-
formen verschwinden:
Ve = U, W (149)
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Setzt man diese Gleichungen in (146) ein, so ergibt sich

2
Uk
k

2 vkjwf
k=1

8|l bvg

w? <

I

Nun gilt wegen der Schwarzschen Ungleichung 22, (89), wenn man

dort niamlich wv; = a; und c%z = by, setzt:
o [ee] fee] 2
(X)) < Xegar 3L
r=1 k=1 B=1 F
Also ist unter Beachtung von (146) und (147):

A
<

SIEN

und (146) stellt eine bessere Niherung fiir das Quadrat der kleinsten

Eigenkreisfrequenz dar als (147). Fiir den Quotienten 4/T erhilt man
den Ausdruck

1

f EJv"%dx
0

1
J
0
Wenn wir mit M (») das Biegemoment infolge der Lasten pv(x) be-

zeichnen, bestehen also unter Beachtung von 29, (142) die Unglei-
chungen

SIES!

v2dx

=

l

| RPN l
f;sm ¥ (Ejoax
Ol go l °

1 f,u,vzdx
f-—E_JSIRde 0

0

2
o<

(150)

Wir werten als Beispiel die Naherungen (150) fiir die kleinste Eigen-
frequenz des homogenen zweifach gestiitzten Stabes aus. Als Biegelinie
moge eine Parabel durch die beiden Stabendpunkte gewihlt werden:

x x?
v (x) = 7 —_ ik
Die schlechtere der beiden Niherungen (150) war bereits frither ermittelt
worden zu

8*
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mit einem Fehler von 11%. Durch zweimalige Integration von pv(x)
erhilt man unter Berticksichtigung des Umstands, daB3 die Biegemomente
an den Lagern verschwinden, fiir das Biegemoment

1 #3 1 x4 1 x
M=p(cF-—5F—wm7)
Also ist

—_—
=]
o
[
®
[
I=
TN
| %
i
“
o
~—
(4
Y
R
l
—
=

6 F12A 121y E

~

l

2 2
fiémzdx - (1 7oL L N — 0,00034171 L
0 0

9,8797 1/E
o =T

mit einem Fehler von 0,1%. Die mit Hilfe des Zuordnungsprinzips
gewonnene Naherung
1
fi W2 dx
7
0

— (151)

J‘—l— M2dx
EJ

0

ist also wesentlich besser als die Energieformel, angewendet auf den
urspriinglichen Balken. Notwendig zur Auswertung von (151) ist ledig-
lich die Kenntnis der Biegemomente infolge einer geschitzten
Last wv(x). Die Formel (151) erfordert also nur halb soviel Arbeit
wie die Durchfithrung des ersten Schrittes der Methode der schritt-
weisen Niherungen, bei welcher die Durchbiegungen infolge der
Lasten pv(x) zu bestimmen sind. Die Genauigkeit von (151) wird fast
immer ausreichen, wihrend 26, (127), wie wir sahen, bei schlecht ge-
.schitzten Schwingungsformen erhebliche Fehler bringen kann.

Der Vollstindigkeit halber wollen wir zum SchluB die Methode der
schrittweisen Naherungen sowohl auf das urspriingliche, wie auf das
zugeordnete System anwenden. Wenn man die Ausgangsauslenkung v, ()
fiir den zugeordneten Balken so wihlt, dafl sie den Biegemomenten
infolge der Belastung uv,(x) des urspriinglichen Balkens proportional
sind, dann schachteln sich die Schritte fiir das urspriingliche System
und das zugeordnete System gerade so ineinander, daB} die xn' Nihe-
rung fiir das zugeordnete System immer zwischen der #»'* und der

w? <
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% - 1'® Niherung des urspriinglichen Systems liegt. Man ist dadurch
in die Lage versetzt, die Rechnung mit diesem Zwischenwert abzu-
brechen, ohne den # -~ 1'*® Schritt auszufiihren, der unter Umstinden
eine unnétig groBe Genauigkeitssteigerung bringt.

Es sei also v,(#) die angenommene Auslenkungsform des urspriing-
lichen Balkens. Die Biegemomente infolge der Belastung geniigen dann
gemiB 19, (58) der Gleichung

pog(x) = — D = — 2,

fihrt man nun, ausgehend von den Biegelinien vy(x) und v,(x), die
Methode der schrittweisen Néherungen durch, so gilt nach 27, (137)

l I
6fvnvn_1ﬂdx fvzvllud;» fvlvoydx
<t —— <<t
_le?“udx _fv udx fvlydx
0 0
und 1 1 1
.ff_)nﬁn—h“dx fﬂzalﬂd” 1‘51301“‘1”
0 0
WL — < e
Jotuds I g u Joipdr
0 0

Setzt man hierin die Entwicklungen 27, (128) bzw. 27, (130) ein, so
ergeben sich unter Beriicksichtigung der Orthogonalititsbedingun-
gen 22, (81) und der Beziehung (149) die Ungleichungen

0
. lvgk/wﬁ"‘“ Lzlvﬁk/wk kZI%k/wk
o = b= =
wlé = <...<Z R < © (152)
2 vk 2 v§/of 2 viilop
k=1 k=1 k=1
3 02 k™ 7 42 /o8 S 02 It
) Sr/o K lvok/w/c LZleok/wk
2 p = e
@1 = - 4n+o'é s S 2 10 = (153)
ké'l Sl z_‘: vg i/} 4_‘:’ vg yfoof

Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung folgt hieraus #dhnlich wie
auf S. 115

! ! l
S0, 0,apdr [ pdx [T o gadx
<t —<? <. o<
Jpds Jogudx So3ndx
0 0 0
! ! I
[ogopdx S Dovyppdx [ v pdx
< <? -
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oder, wenn man mit 9%, das Biegemoment infolge der Last uv,(x)

. . @ .
bezeichnet und fiir g den Wert 7 einsetzt,

l

fgj‘_‘"__m"idx !
E] f”n vn—llltdx

o <0

. - <...
M fo2udx
0

III. Die Berechnung der
Eigenschwingungszahlen
von Stabwerken.

A. Die grundlegenden Differentialgleichungen fiir die
Eigenschwingungen der Stabwerke.

1. Die Differentialgleichungen der Transversalschwingungen
mit Beriicksichtigung von Rotationstrdgheit und statischen
Langskréften.

Im vorigen Abschnitt hatten wir unter anderem die transversalen
Eigenschwingungen eines Balkens berechnet, der frei von Langskriften
ist und der mit linienférmigen Massen lings der Stabmittellinie belegt
ist. Die Differentialgleichung fiir die Eigenschwingungsformen eines
solchen Balkens war gegeben durch 11, 21, (70):

(EJv(®)") —w?uv(x)=0. (1)

Wir wollen zunichst die Annahme fallen lassen, dal die Massen-
belegung linienférmig ist, sie moge jetzt vielmehr je Lingeneinheit das
Trigheitsmoment 7 haben. Das bedeutet folgendes: Wenn man aus
der Massenbelegung eine unendlich diinne Scheibe herausschneidet,
dann besitzt diese Scheibe in bezug auf die Nullinie des Stabquer-
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schnitts das Trigheitsmoment 74x (vgl. Abb. 36). Wir stellen wie
frither die Bedingung des Momentengleichgewichts am Balkenelement
auf. Wahrend der Balkenbewegung sind die auf das Element wirkenden
Momente gleich dem Produkt aus dem Trégheitsmoment t74x des
Balkenelementes und seiner Drehbeschleunigung. Die d4uBeren Momente
in bezug auf die Mitte des Elementes sind wie frither (vgl. Abb. 30
in II, 19):

A
QsA_;t'_I‘Qde"l'ws_md'

Der Drehwinkel des Elementes ist bei kleinen Ausschligen

Vg — Us

Ax

Also gilt

A A 02 - Ys
oA O b= B e )

oder in der Grenze Ax —0

Q— MW =1i'7. (3)
AuBerdem ist die Summe der am Element angreifenden dufleren verti-
kalen Krifte gleich dem Produkt aus der Masse des C

Elementes und seiner Vertikalbeschleunigung [I1, 20, (66)].
Man hat also unter Weglassen der dufleren Lasten p: R o
0 =iu. @) =
Abb. 36.

Durch Differentiation von (3) und Einsetzen in (4) er-
halt man unter Beriicksichtigung der bekannten Beziehung

M=—EJv:
(EJv) — () +pi=0. (5)
Setzt man in diese Differentialgleichung eine harmonische Bewegung
v (x,t) = v (%) cos wt
ein, so ergibt sich
(EJo"Y' 4+ @v)o?— pe?v=0. (6)
Wenn es sich um die Schwingungen eines Stabes handelt, der lediglich
seine Eigenmasse tragt, so ist
T=]¢,
wo g die Massendichte, d. i. die Masse je Volumeneinheit des Stabmate-
rials, bedeutet. Auf den zahlenmifBigen EinfluB der Rotationstragheit
auf die Schwingungszahlen werden wir spiter noch eingehen. Einst-

weilen sei nur bemerkt, daB er im allgemeinen fiir die niedrigen Eigen-
frequenzen gering ist, dagegen mit steigender Ordnung der Eigen-
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frequenz sehr stark wichst. Es liegt dies daran, dal3 bei den hoheren
Eigenschwingungsformen infolge der vielen Knoten die Drehbewegung
der Stabquerschnitte immer mehr an Bedeutung gewinnt gegeniiber
der Transversalbewegung.

Wir wollen nun die ebenfalls frither zugrunde gelegte Annahme
fallen lassen, daB3 der Stab keine Langskrifte iibertrigt. Im Stab moge
eine konstante Langskraft IV bestehen, die als Zug positiv gerechnet
wird. Wenn wir, wie oben, die von auBlen auf ein herausgeschnittenes
Balkenelement wirkenden Momente betrachten, dann kommt jetzt noch
das Moment der Normalkraft — N (vg — v,) hinzu, vgl. Abb. 37. Wir
haben also an Stelle von (2) die Gleichung

0% vg—1v

Y| Ax L .
05 +0u5 + My— My — N (v, —v) = 7 A7 dx,
oder in der Grenze Ax — 0
Q— W —Nv =9'7. (3a)

Mit (4) zusammen erhilt man wie oben, nachdem eine harmonische
Bewegung eingefithrt worden ist, die

s M Ditferentialgleichung
—— D—-—-_--/T\_- (E] 'Z)N)” _{_ (T vl)lwz . N 'U”
e Uz 9
= —pe?v=0. (7)
N
,451\ Ohne hier auf den zahlenmiBigen Ein-
l fluB der Langskrifte auf die Schwin-
‘, €a gungszahl einzugehen, sei nur bemerkt,

b= Az == X A . ) . K
Abb. 37, daBl dieser EinfluB fiir die niedrigen

Eigenfrequenzen groB sein kann, daB3 er
fiir die hoéheren dagegen wieder infolge der groferen Knotenzahl
stark abnimmt. Der EinfluB ist um so gréBer, je mehr die Lings-
kraft der Knickkraft nahekommt. Falls die Lingskraft mit der
Knicklast iibereinstimmt, wird die kleinste Eigenfrequenz auf Null
herabgesetzt, fiir w = 0 geht (7) in die Differentialgleichung des
Knickproblems iiber.

2. Die Differentialgleichung der Longitudinalschwingungen.

Wir hatten bisher lediglich die Transversalbewegung der Stdbe
betrachtet und vorausgesetzt, dal die Langsbewegung und die Dreh-
bewegung um die Stabachse vernachlissigt werden konnen. Diese Ver-
nachlissigung ist nicht immer zuldssig. Praktisch miissen auch gelegent-
lich Lings- und Torsionsschwingungen von Tragwerken beriicksichtigt
werden.
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Wir stellen zunichst die Differentialgleichung der Lingsschwin-
gungen eines Stabes auf, dann die Differentialgleichungen der Torsions-
schwingungen eines Stabes und besprechen schlieBlich die gegenseitige
Beeinflussung der Quer-, Liangs- und Drehschwingungen.

Die Lingsverschiebung eines Stabquerschnittes sei als Funktion
der Stelle ¥ mit #(x) bezeichnet. In dem Stabquerschnitt mégen jetzt
lediglich Lingskrifte iibertragen werden, von - Az =
der GroBe N (x), die wieder als Zug positiv ; :
gerechnet werden sollen. Denken wir uns ein
Stabelement herausgeschnitten, so muB die © -
Summe der von auBen auf das Element iiber- Abb. 38.
tragenen Krifte gleich dem Produkt aus der
Masse des Elementes und seiner Beschleunigung sein. Wenn wir wie frither
mit u die Masse je Langeneinheit des Stabes bezeichnen, so gilt (Abb. 38)

Mz

B

N,—N,=puudx

oder in der Grenze Ax — 0
N =pui. (8)

— Uy

Die Dehnung des Elementes betrigt ujzx

, also gilt

Ug — U

17 EF=N,
wo F der Querschnitt des Stabes und EF seine Zugsteifheit ist. In der
Grenze Ax — 0 hat man z
wWEF =N, 9) 1\
und durch Einsetzen in (8) ergibt sich M _T
(WEFY —uit=0. 1\ ¢

Setzt man in diese Differentialgleichung eine harmonische y
Bewegung (x,8) = u (x) cos Abb. 30.

ein, so erhilt man schlieBlich die Differentialgleichung der longitudi-
nalen Eigenschwingungen in der Form

(WEF) +o?uu=0, (10)

Um schon hier ein einfaches Beispiel fiir die Anwendung dieser
Differentialgleichung zu geben, seien die longitudinalen Eigenschwin-
gungsformen und die Eigenfrequenzen einer Siule berechnet (Abb. 39).
Die Siule habe konstanten Querschnitt F und die Linge /. Die Diffe-
rentialgleichung (10) vereinfacht sich dann zu

w L nly =0, (11)
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2
Wo nt— 2H
EF

kanntlich

gesetzt ist. Die allgemeine Lésung von (11) lautet be-
2% =C, cos nx + C,sin nx.

Die Randbedingung am FuB der Sdule ist gegeben durch

%(0) =0.

Am oberen Ende der Siule verschwindet die Normalkraft, also gilt
nach (9)
W () =0.

Durch Einsetzen der Loésung in die Randbedingungen erhilt man

c,=0, cosnl=20.

Die letzte Gleichung hat die Wurzeln #,/ = % ; mel =3 % ; nyl =15 %
Die longitudinalen Eigenkreisfrequenzen der Siule betragen also
_nEF,_8x EF. 5a[TF

©1= 37 T’ wz_Qll n’ W3 =37 w o

und die longitudinalen Eigenschwingungsformen der Sdule sind gegeben
durch

nox 3w x

U1:sm2 T U2:51n27,....

3. Die Differentialgleichung der Torsionsschwingungen.

Wir wollen nunmehr die Differentialgleichung der Torsionsschwin-
gungen eines Stabes ableiten. Der Verdrehungswinkel eines Stabquer-
schnittes in seiner Ebene sei als Funktion des Ortes # mit « (x) bezeichnet.

05 4z In dem Stabquerschnitt mégen lediglich Drehmomente

C C ibertragen werden von der GréBe D (x) . Wir denken uns
ho % wieder ein Stabelement herausgeschnitten (Abb. 40).
Abb. 40, DasDrehmoment D soll positiv gerechnet werden, wenn

es als duBeres auf das Element wirkendes Moment am
rechten Ende des Elements im Sinne eines positiven Drehwinkels o, am
linken Ende im entgegengesetzten Sinne wirkt. Die Summe der von
auBen auf das Element wirkenden Momente muf3 gleich dem Produkt
aus seinem Trigheitsmoment um die Stabachse und seiner Winkel-
beschleunigung sein. Wenn wir mit ¢ das Trigheitsmoment je Lingen-
einheit bezeichnen, so gilt

D,—D,= 90 A%,

oder in der Grenze Ax — 0
D =9d. (12)
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xXg — Ky

Ax

Zwischen der Verdrehung je Lingeneinheit des Stabelementes

und dem Drehmoment D besteht die Beziehung

oy — Ol _
Ax—GT——D,

wo G den Gleitmodul und G T die Torsionssteifigkeit des Stabes bedeutet.

T ist eine reine QuerschnittsgroBe, bei vollem Kreisquerschnitt mit
4
dem Durchmesser d ist T durch das polare Trigheitsmoment —%

gegeben. In der Grenze hat man
«'GT=D
und durch Einsetzen in (12) ergibt sich
(GTY —9a=0.
Setzt man in diese Differentialgleichung eine harmonische Bewegung
o (%, 8) = o (%) cos wi

ein, so erhidlt man die Differentialgleichung der Torsionseigenschwin-
gungen in der Form
(GTY + ?fa=0. (13)

Sie ist von derselben Form wie die Differentialgleichung 2, (10) fiir die
longitudinalen Eigenschwingungen. An Stelle der Langsverschiebung #
steht der Drehwinkel «, an Stelle der Zugsteifigkeit EF steht die Dreh-
steifigkeit G T, an Stelle der Masse u je Lingeneinheit steht das Trig-
heitsmoment # je Lingeneinheit. Die oben angegebenen Ldsungen fiir
die Eigenschwingungsformen und fiir die Eigenfrequenzen einer longi-
tudinal schwingenden Siule lassen sich daher ohne weiteres {ibertragen
auf einen einseitig eingespannten Stab, welcher Drehschwingungen aus-
fithrt. Die Torsionseigenfrequenzen eines solchen Stabes betragen also
% 1/GT 37 1/GT
2079 2T 27 V

w, = IR

4. Kombinierte Schwingungen.

Wir hatten bisher vorausgesetzt, dall der Stab entweder nur trans-
versale, nur longitudinale oder nur Drehschwingungen ausfiihrt, und
wir hatten die drei Differentialgleichungen fiir die entsprechenden drei
freien Schwingungsarten aufgestellt. In Wirklichkeit kénnen die drei
Bewegungsmoglichkeiten gleichzeitig auftreten, und es fragt sich, wie
in diesem Fall Eigenschwingungsformen und Eigenfrequenzen bestimmt
werden. Zunichst kann man feststellen, da das Auftreten von Dreh-
momenten im Stab weder die transversalen noch die longitudinalen
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Bewegungen der Stabelemente beeinfluBt. Ebensowenig werden durch
das Vorhandensein von Biegemomenten oder von Lingskriften die
Drehbewegungen der Stabelemente beeinfluBt. Man kann also die Tor-
sionsschwingungen beim geraden Stab immer fiir sich betrachten, ohne
auf etwa gleichzeitig stattfindende transversale oder longitudinale
Schwingungen Riicksicht zu nehmen. Dagegen lassen sich longitudinale
und transversale Schwingungen, wénn sie gleichzeitig auftreten, nicht
unabhingig voneinander behandeln. Infolge der Lingsbewegung ent-
stehen nidmlich verinderliche Lingskrifte in dem Stab und diese
erzeugen zusitzliche Biegemomente, sodaB auf diese Weise eine zwangs-
laufige Koppelung zwischen den transversalen und den longitudinalen
Bewegungen entsteht. Die Differentialgleichung der gekoppelten Lings-
und Transversalschwingungen soll hier nicht gegeben werden, da die
Koppelung so schwach ist, daBl man bei geraden Stdben praktisch
immer die beiden Schwingungsarten getrennt be-
rechnen kann. Die praktische Unabhingigkeit der
beiden Schwingungsarten gilt im iibrigen nur fiir ge-
rade Stabe. Bei Rahmentragwerken ist im allgemeinen
die getrennte Berechnung der Lidngs- und Quer-
schwingungen nicht mehr mdglich, d. h. bei den
| tatsdchlichen Eigenschwingungsformen fithren die
abb. 41.  Stabelemente sowohl Querbewegungen als auch Lédngs-
bewegungen von der gleichen GréBenordnung aus.
Betrachten wir etwa die symmetrische Schwingungsform eines Rahmens
nach Abb. 41. Wihrend der Riegel nach unten schwingt, wird an
den Ecken auf die Stiele sowohl ein Biegemoment als auch eine Druck-
kraft ausgeiibt, welche die Durchbiegung der Stiele erhéht und zugleich
eine Zusammendriickung der Stiele hervorruft. AuBler dieser an der
Rahmenecke eingeleiteten Druckkraft entstehen in den Stielen infolge
ihrer Lingsbewegung noch weitere Langskrifte. Man kann nun niherungs-
weise die biegende Wirkung der Lingskrifte vernachlissigen und ledig-
lich die Zusammendriickung durch die Lingskrifte beriicksichtigen.
Dann gilt fiir die Querauslenkung die Differentialgleichung

(E]'U”)” . ‘uwZv — O’
fiir die Langsauslenkung die Differentialgleichung

(EFu) +pa?u=0.

Die Koppelung der Quer- mit den Langsschwingungen verindert bei
dieser Ndherung nicht die Differentialgleichungen, sondern lediglich die
Ubergangsbedingungen an der Rahmenecke. Auf die praktische Be-
rechnung solcher kombinierten Schwingungsarten wird noch eingegangen
werden.
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B. Verfahren zur Aufstellung der strengen
Frequenzgleichung eines Stabwerks.

5. Die néchstliegende Art der Aufstellung der
Frequenzgleichung.

Wie man die Frequenzgleichung eines Balkens auf zwei Stiitzen
aufstellt, wurde bereits in II, 21 gezeigt. Grundsitzlich 148t sich auf
die dort angegebene Art die Frequenzgleichung jedes beliebigen Stab-
werks erhalten, doch treten bei nicht ganz einfachen Stabwerksformen
erhebliche rechnerische Schwierigkeiten auf. Wir wollen uns {iber die
Ursachen dieser Schwierigkeiten an Hand eines einfachen Beispiels
klar werden. Wir betrachten den Balken der Abb. 42, welcher im
Punkte 0 eingespannt und in den Punkten I und 2 gelenkig gelagert
ist. Beider Aufstellung der Frequenzgleichung fiir dieses System gehen wir

aus von der Differentialgleichung 1, (1), 4 )
7 2192

die fiir den Fall unverdnderlichen Stab- § = Ay =
querschnittes die Form annimmt | % T % T
EJolV —uw?v=0. Abbi:' tr—=

Diese Differentialgleichung gilt fiir har-
monische Transversalschwingungen eines Stabes, welche mit der Kreis-
frequenz « erfolgen. Wie frither bedeutet v die Amplitude der Aus-
lenkung der Stabachse an der Stelle x, u die Masse je Lingeneinheit der
Stabachse, E den Elastizititsmodul des Stabmaterials und j das Trig-
heitsmoment des Stabquerschnitts in bezug auf die Nullinie.

Mit

4 ot
m = ‘/Ej (14a)
lautet die allgemeine L&sung dieser Differentialgleichung [II, 21, (75)]
v(x) = ACojmx + BGinmx + Ccosmx + Dsinmx. (14b)

Hierin ist @ die noch unbekannte Kreisfrequenz der Schwingung und
A4, B,C,D sind Integrationskonstanten. Im Falle unseres Beispiels
gelten solche Losungen mit verschiedenen, Integrationskonstanten fiir
beide Abschnitte (0, I) und (I, 2) des Balkens, sodall insgesamt acht
Integrationskonstanten und die fiir beide Abschnitte gleiche Kreis-
frequenz o als Unbekannte auftreten. Zur Berechnung der Integrations-
konstanten stehen die folgenden ,Rand- und Ubergangsbedingungen
zur Verfiigung: Die Durchbiegungen an den Lagerpunkten 0, 7 und 2
miissen verschwinden

v,(0) =0, (a) vy(l) = v,(0) =0, (b), (c) v3(l) =0, (d)
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die Tangente der Biegelinie im Punkte 0 mufl wegen der Einspannung

horizontal verlaufen
21(0) =0, (e)

die Neigung der Tangente der Biegelinie mufl unmittelbar links und
rechts vom Punkte 7 den gleichen Wert besitzen

v () = v;(0), (f

das Biegemoment muB unmittelbar links und rechts vom Punkte 1
den gleichen Wert haben

EJ vl (h) =EJ5v5(0), (8)
und das Biegemoment im Punkte 2 mul3 verschwinden
EJyvi(l) =0. (h)

Denkt man sich in diese acht Bedingungen die zwei Losungen der
Form (14b) mit verschiedenen Integrationskonstanten fiir die beiden
Stababschnitte eingesetzt, so ergeben sich acht in Bezug auf die Inte-
grationskonstanten lineare und homogene Gleichungen. Damit von
Null verschiedene Werte der Integrationskonstanten existieren, muf3
bekanntlich die Determinante der Koeffizienten dieses Gleichungs-
systems verschwinden. Diese Bedingung liefert eine von den Inte-
grationskonstanten freie transzendente Gleichung, deren Wurzeln die
Schwingungszahlen bestimmen. Man erkennt, daB die wirkliche Auf-
stellung der Frequenzgleichung auf dem angedeuteten Wege schon im
Falle unseres einfachen Beispiels umstindlich, bei weniger einfachen
Stabwerksformen auBerdem noch sehr untbersichtlich wird.

6. Einfiihrung von Hilfsgr6B8en und Aufstellung der
Grundgleichung.

Der tiefere Grund fiir die geringe Brauchbarkeit des im vorigen
Abschnitt besprochenen Verfahrens zur Aufstellung der Frequenz-

g, gleichung ist in folgendem Um-
i 7w AN/ stand zu suchen. Die Integrations-
27\ | Zy ] # konstanten der Losung 5, (14b)
3,0 % stehen in keinerlei unmittelbarem
' Abbl"43 Zusammenhang mit denjenigen

GroBen, welche in den Rand-
und Ubergangsbedingungen in der Regel auftreten, also mit der Durch-
biegung v, der Neigung v” der Tangente der Biegelinie, dem Biegemoment
M= —EJv” und der Querkraft Q = — E Jv'”. Wir wollen daher
an Stelle dieser Integrationskonstanten andere Werte einfithren, welche
in unmittelbarer Beziehung zu den genannten GréBen stehen. Als
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solche HilfsgroBen wihlen wir fiir jeden Stababschnitt (2 — 1, k) die
Verhiltnisse (Abb. 43)

% 1
Ghpmy = 'i7 ’ e;c = ”k_’ ’
My Vg {1 My Vi |1
P [ P (15)
f%—l = —Bk_’ ) ﬁc = élic b
mi vy |7 mi vy |1

worin my, die fir den Abschnitt 2 — 1, 2 nach 5, (14a) bestimmte
GroBe ist. Die Indizes ! und » bedeuten dabei, da3 die GréBen unmittel-
bar links bzw. rechts von dem betreffenden Punkt genommen werden
sollen. Setzt man in die Definitionsgleichungen (15) die aus der Lésung
5, (14b) gewonnenen Ausdriicke fiir v und seine Ableitungen ein, so
erhilt man nach Erweitern mit den Nennern der rechten Seiten vier
in den Integrationskonstanten lineare und homogene Gleichungen.
Durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante dieser Gleichungen
erhdlt man schlieBlich mit
A =yl (16a)
die Beziehung
1 foe1{€L 1L (€0 A cos Ay — 1) — el (Cof A, sin 4, + Gin 4, cos ;)
+ % (€of A, sin A, — Sin A, cos 4;) + Cofji, cos i, + 1}
+ 1 {e fL(Cof A, sind, + Gind,cos ) — 26l Sind,sind,
— 2/t Cof 4, cos A, -+ Cof A, sin A, + Gin 4, cos 4.}
— iy {eL /L (Cof Ay sin A, — Gind, cos 4,) + 2 ¢, Cof 4, cos 4,
— 2/t Gind;sink, + €ojd,sind, — Gind, cos 4}
+ e £t (Cof A, cos A, + 1) — & (Cof 4, sin 4, + Sin 4, cos 4;,)
+ #4(CojA,sind, — Sind,cosd,) + Cof,cosd,—1=0. (16D)
Wir wollen fiir die verschiedenen transzendenten Funktionen, welche
in der obigen Gleichung auftreten, im folgenden die Abkiirzungen ge-
brauchen

A(A) = CofAsind + Sindcos4,
B(A) = CojAsind — Gindcos 4,
€(4) =2Cpficos A,

S(A) =2Cinisini,

D(A) = CpfAlcosi —1,

G(A) =Cojicosd + 1.

Diese sechs Funktionen sind in VII, Tabelle A fiir Argumentwerte
zwischen 4 = 0,00 und A = 10,00 tabuliert®. Bei Gebrauch der abge-

1 Die Verfasser verdanken einen Teil dieser Tabellen Herrn Dr.-Ing. F. W.
Waltking in Miinchen.

(17)
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kiirzten Bezeichnungen fiir diese Funktionen nimmt die Beziehung (16b)
die Form an

i1 fia {er i D (h) — 6 A(A) + i B (A) + € ()]

+ eha ek U (A) — e © () — fi€(%) -+ A(Ay)
(%)}
(

+-t-

—ﬁc—l{gzlck (4) + e, € () — 1S (A) B
—’_e}cf]c (7) elc (lc>+flc ( ) @

Wir wollen diese wichtige Beziehung im folgenden als Grundglei-
chung bezeichnen. Aus ihr kénnen die Frequenzgleichungen fiir die ein-
fachsten Lagerungsarten ecines Balkens ohne weiteres entnommen wer-
den. Betrachten wir z.B. einen beiderseits eingespannten Balken
(Abb. 44). An beiden Enden verschwindet die Durchbiegung » und die
Neigung v" der Tangente der Biegelinie. Aus den Definitionsgleichungen
(15) folgt daher, dal die HilfsgroBen e und f fiir beide Stabenden un-
endlich groB3 werden. In der Grundgleichung (18) kommen solche Glieder
vor, in denen alle vier HilfsgroBen miteinander multipliziert sind, solche

Glieder, in denen nur je drei oder zwei Hilfs-

A =0. (18)

& " ! grolen miteinander multipliziert sind, und
§L‘ = * solche Glieder, die nur eine oder keine Hilfs-
*,v Abb. 44. gréBe enthalten. Falls alle vier HilfsgréBen

unendlich groB3 werden, iberragt das Glied,
in welchem alle vier HilfsgroBBen auftreten, alle anderen und ist allein
von Bedeutung. Man erhilt so als Frequenzgleichung die Beziehung
DA =0,
oder nach (17)
CofAcosi —1=0. (19)

Da die Funktion ®(1) in VII, Tabelle A enthalten ist, geniigt ein
einfaches Durchgehen der entsprechenden Spalte dieser Tabelle, um die-
jenigen Werte A zu finden, fiir welche die Funktion ® (1) verschwindet.
Man erkennt so, daB innerhalb des Umfangs dieser Tabelle Wurzeln der
Frequenzgleichung liegen zwischen A = 4,72 und 4 = 4,74 und zwischen
A=1784und A = 7,86. Aus den Wurzeln 4; der Frequenzgleichung er-
geben sich die Eigenkreisfrequenzen des Systems unter Beriicksichtigung
von 5, (14a) und (16a) zu

W, = %VE;T] (19a)

Als zweites Beispiel betrachten wir einen beiderseits gelenkig ge-
lagerten Balken. An beiden Lagern verschwinden Durchbiegung » und
Biegemoment M = — E Jv"’, es verschwinden also nach (15) die Hilfs-
groBen e fir beide Stabenden, wihrend die HilfsgroBen f fiir beide
Stabenden unendlich groB3 werden. Von der Grundgleichung (18) ist
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jetzt nur dasjenige Glied von Bedeutung, in welchem lediglich die
beiden unendlich grofen f-Werte miteinander multipliziert sind. Pro-
dukte von der Form eye,fof1, €ofof1 usw. kénnen nidmlich gegeniiber
diesem Glied vernachlidssigt werden wegen des Verschwindens der
HilfsgroBen e. Man erhilt als Frequenzgleichung die Beziehung

() =0
oder
GinAsind = 0.

Da aufler fir die triviale Wurzel 2 = 0 die Hyperbelsinusfunktion fiir
reelles 4 nicht verschwindet, kann man diese Frequenzgleichung auch
schreiben in der Form

sinA =0,

die mit der in II, 21 erhaltenen iibereinstimmt.

SchlieBlich betrachten wir noch einen am einen Ende eingespannten,
am anderen freien Balken. Fiir das eingespannte Ende 0 gilt v, =0,
vy =0, und am freien Ende verschwinden Biegemoment und Quer-
kraft, es ist also dort v] = 0 und v7" = 0. Aus diesen Randbedingungen
ergeben sich unter Beriicksichtigung von (15) als Werte der HilfsgréBen
gg= 00, fo=00, ¢4 =0, f; =0. Von der Grundgleichung (18) ist
also hier nur dasjenige Glied zu beriicksichtigen, welches lediglich
das Produkt e,f, enthilt. Die Frequenzgleichung lautet somit

EA) =0
oder
CojicosA+1=0. (20)

Wir entnehmen aus VII, Tabelle A, da8 im Bereich dieser Tabelle
‘Wurzeln der Frequenzgleichung liegen zwischen 4 = 1,86 und 2 = 1,88,
zwischen 4 = 4,68 und A = 4,70 und zwischen 4 = 7,84 und 4 = 7,86.

7. Verwendung der Grundgleichung zur Aufstellung der
Frequenzgleichung ebener Stabwerke.

Wir wollen uns jetzt wieder dem Beispiel von 5 zuwenden und die
Frequenzgleichung fiir das dort betrachtete System mit Hilfe der
Grundgleichung aufstellen. Aus den Bedingungen 5, (a), (b), (¢) und (d)
folgt nach 6, (15)

fo=h=fi=fh=o
und die Bedingungen 5, (e) und 5, (h) liefern
€y =00, e =20.

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 9
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Die Gleichung 5, (g) nimmt nach Einfiihrung der HilfsgroBen 6, (15)
die Form an

EJym {’Uiel}l =E Jym, {7/131}7-

Danach 5, (f) die Neigung der Tangente auf beiden Seiten des Punktes 1
die gleiche ist, ergibt sich aus der obigen Beziehung

Jim el = Jymyer
oder

e — iﬂljl el _ ]1 i/m- ell. (21)

Vo o Y T Ve y
Schreiben wir nun die Grundgleichung 6, (18) fiir jeden der beiden
Abschnitte unseres Balkens an, so ergeben sich unter Beriicksichtigung
der oben angefithrten Werte der HilfsgroBen die Beziehungen

D)+ B(A) =0, (22)
e1B (A) + ©(Ay) =0. (23)

Setzt man die aus diesen beiden Gleichungen hervorgehenden Werte
von ¢ und ¢ in die Gleichung (21) ein, so erhilt man schlieBlich die
gesuchte Frequenzgleichung

4

wJi B ) _ S (%)
Vit a5~ s (24)

Wir wollen nun an Hand eines Beispiels zeigen, wie man unter Heran-
ziehung von V1I, Tabelle A Wurzeln einer derartigen Frequenzgleichung
finden kann. Weitere Auflésungsarten solcher Frequenzgleichungen
werden in III, 11 behandelt. Wir setzen voraus, daB3 der Balken des
obigen Beispiels in beiden Feldern gleiches Trigheitsmoment und
gleiche bezogene Masse besitzt. Wir nehmen weiter an, daf3 die Spann-
weite /, doppelt so groB ist wie die Spannweite /;. Fiir diesen Fall
hat die Frequenzgleichung (24) die besonders einfache Form

B (h) _ G (%)
D) BA)’
wobei nach 6, (16a) und 5, (14a)

4

L/
o maly PV E],
A My ly ; 4 E
"WE
ist, woraus sich wegen 2/, =1,, J, = J, und u; = u, das Verhiltnis
A .
Z—Z = 2 ergibt.
1

In VII, Tabelle A sind auch die am hiufigsten in Frequenzgleichun-
gen auftretenden Quotienten der Funktionen 6, (17) tabuliert. Wir
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N
brauchen daher lediglich die Spalten, in denen die Quotienten g——g; und

&)
B (2)
suchen, bei denen der erste Quotient fiir einen gewissen Argument-
wert A, gerade so groB3 ist wie der zweite Quotient fiir den doppelten
Argumentwert. Man findet so, daB die niedrigste Wurzel 4, ; der
Frequenzgleichung zwischen 4, = 1,80 und 4, = 1,82 liegt. Aus diesem
Wurzelwert kann mittels der Beziehung 6, (19a)

enthalten sind, durchzugehen und diejenigen Argumentwerte zu

}'il EJ,
A 51

w =

die niedrigste Eigenkreisfrequenz des Stabwerks bestimmt werden.

Zwecks Bestimmung der Wurzeln der allgemeineren Form (24) der
Frequenzgleichung empfiehlt es sich, die beiden Seiten der Frequenz-
gleichung unter Beriicksichtigung der gegebenen Balkenabmessungen
in Abhingigkeit von 4, aufzutragen und die Schnittpunkte der beiden
Kurven aufzusuchen. Dieses Verfahren bereitet bei Verwendung von
VII, Tabelle A wenig Miihe.

Ehe wir zur Behandlung weiterer Beispiele iibergehen, wollen wir
uns noch einmal alle Beziehungen, welche wir im folgenden verwenden
werden, in moglichst dbersichtlicher Form zusammenstellen. Aus den
Definitionsgleichungen fiir die HilfsgréBen

y/I

e:——’
mu

und (15a)
UI”
I=

ergeben sich die folgenden Ausdriicke fiir Biegemoment und Querkraft

M= —EJv" = —mEJve=—LC w2ve,
(15b)
Q =—EJv'=—mEJvf=— %—l w?vf.
Da das Vorzeichen der HilfsgroBen von der Wahl der positiven Rich-
tungen des Koordinatensystems abhingt, werden wir im folgenden
diese positiven Richtungen stets durch Pfeile in den Abbildungen an-
deuten.

Die verschiedenen, praktisch wichtigen Arten von Lagerbedingungen
(AnschluB des Stabes an das Fundament) und Ubergangsbedingungen
(AnschluB zweier Stibe aneinander) lassen sich in drei Gruppen ein-
teilen. Bei der ersten Gruppe sind beide Hilfsgréfien sofort bestimmbar.
Zu ihr gehoren alle Endstiitzungen eines Stabes und Punkte auf der

9*
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Symmetrieachse eines symmetrischen Systemes. In Abb. 45 sind die
hierhergehérigen Fille unter Angabe der Werte der HilfsgréBen zu-
sammengestellt.

a) Einspannung b) Endstiitzgelenk c) Freies Ende
Endpunkte ‘\i‘ | i
e=00, [=o00 e=0, f=o00 e=0, f=0

d) Symmetrische |e) Gegensymmetrische

Schwingungsform Schwingungsform
Symmetriepunkte | L
\1—/ 1
e=o00, f=0 e=0, f=o00

Abb. 45a bis e.

Die zweite Gruppe umfaBt diejenigen Anschliisse, bei welchen ledig-
lich eine HilfsgréBe ohne weiteres bestimmt werden kann, wihrend die
beiden Werte der anderen Hilfsgr68e unmittelbar links und rechts

AnschluBart l}J bergangs- AnschluBgleichungen
edingungen
&) Zwischenlager v =0,=0 h=f=o00
r xJey=(xJe)
Wy =M, ’
& Gelenk M =MW, =0 e=1¢e=0
L.r
T (@ SIS v, =u, } < 2 f> _ < » f)
Ql = Qr % t % T
c)Unverschieblicher
; Rahmenknofern . | =u=0=0 fu=fi=f=00

} (e Je)ut (e J )= ( T )

Unverschieblich
Dperschietiter |, o — 50| fu—fom = frm 00

v, =V, =1, =1j} —
. }(%JB)M—I—(xJB)z (T €)ot (T €),

Abb. 46a bis d.

von dem betreffenden AnschluBpunkt durch eine AnschluBgleichung
miteinander verkniipft sind. Abb. 46 enthilt eine Zusammenstellung
dieser AnschluBformen unter Angabe der Werte der einen HilfsgréBe



Verfahren zur Aufstellung der strengen Frequenzgleichung eines Stabwerks. 8. 133

und der AnschluBgleichung fiir die andere. Dabei ist zwecks bequemerer
Schreibweise von der Abkiirzung

4
%= Vg (15¢)
Gebrauch gemacht worden.

Zur dritten Gruppe gehéren diejenigen AnschluBformen, bei denen
keine der beiden HilfsgréBen unmittelbar bekannt ist. Wie wir spiter
erkennen werden, bedarf es zur Aufstellung der Frequenzgleichung von
Stabwerken, in welchen Anschliisse dieser Gruppe vorkommen, noch
einer Erweiterung des oben angegebenen Verfahrens.

SchlieBlich wollen wir uns noch zwei Formen der Grundgleichung
bereitstellen, welche sich lediglich durch die verschiedene Anordnung
der Glieder unterscheiden:

oy [ra (bl D (A) — e U (Ay) + 11 B (4) + € (4,)]
+ ek—l{ek]lkg[ (Ae) — €. S(A) — L€ (A,) + A( k)}
— fia {ekfk%(llc) + ¢ @(}- ) _fke(}'k) + B( k)}
+ e i€ () — ek A (L) +- L B(4) + D(A,) =0, (18a)

eLft {82_1]‘%_1@ (A) + 4 A (A) — 1. B (4) + € (}'k)}
— e \8k—1fk—19’[ () + €1 S (&) + 52 € (A) + A (Z'L)}
+ A€ FraB (Ae) — €. € (&) + fia S (4,) -+ B(4y))
+ €1 1€ () + € A(Ry) — f1 B(A) + D(4) = 0. (18b)

8. Beispiele.

Beispiel 1. Wir behandeln als Beispiel einen Balken auf vier Stiitzen
(Abb.47)mitgleichgroBen

[
Endfeldern, bei dem Trig- 4 A A Ao,z IZ Atz z — Ay "
heitsmomente und be- ] T ' =
|
zogene Massen fir beide 1 Lz n 1:7 b f—=

Endfelder gleiche Werte
besitzen. Wir kénnen diese Symmetrie beim Aufstellen der Frequenz-
gleichung ausnutzen, inderh wir unsere Uberlegungen auf die beiden Stab-
abschnitte (0,7) und (1,2) beschrinken. Wir stellen zunichst die Frequenz-
gleichung fiir die symmetrische Schwingungsform auf. Bis auf ¢} und ¢}
sind alle Hilfsgr6Ben bekannt, und zwar ist nach Abb.45b ¢, =0,
fo=00, nach Abb.46a f' =/ =00 und nach Abb. 45d ¢,= oo,
fo=10. Am Punkte I gilt nach Abb. 46a die Ubergangsbedingung

% J1€4 = 5 [ el

Die Grundgleichung 7, (18a) fiir den Abschnitt (¢,1) nimmt unter Beriick-
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sichtigung der oben angegebenen Werte der HilfsgréBen die Form an
— B +E(4)=0,

und die Grundgleichung 7, (18b) fiir den Abschnitt (7,2) lautet
— A ey —C (A) =0.

Aus der oben angegebenen Ubergangsgleichung ergibt sich somit die
Frequenzgleichung fiir die symmetrischen Schwingungsformen zu

S = — s g (25)

Fir die gegensymmetrlschen Schwingungsformen gilt nach Abb.45b
¢o= 0, f = 00, nach Abb.46a f} = /7 = 0o und nach Abb. 45e ¢, = 0,
f» = 00. Die Ubergangsbedingung am Punkte I behilt die oben ange-
gebene Form und die Grundgleichungen fiir die beiden Stababschnitte
lauten

— B(h)ei+ €(4) =0, B(A) e+ S (%) =0.

%1]1 58

Als Frequenzgleichung fiir die gegensymmetrischen Schwingungsformen
erhdlt man somit die Beziehung

w g = — % s (26)

Beispiel 2. Es Soll die Frequenzgleichung fiir die symmetrischen
Schwingungsformen eines Balkens auf zwei Stiitzen aufgestellt werden,
welcher in der Mitte seiner Spannweite eine Einzelmasse M trigt
(Abb. 48). Aus Symmetriegrinden kénnen wir

P N I—= unsere Betrachtungen auf die Stabhilfte (0,1)
- i £ beschrdnken. Bis auf j; sind alle HilfsgroBen
unmittelbar bekannt, und zwar gilt nach Abb.45b.

Abb, 48.
¢ =10, fo= 00,
und aus der Symmetriebedingung »; = 0 ergibt sich nach der Defi-
nition 7, (15a)
€ ==00.

Die Amplitude @, der Querkraft unmittelbar links von der Einzel-
masse betrdgt nach 7, (15b)

Die Amplitude — 2Q, der von den links und rechts anschlieBenden
Stababschnitten auf die Einzelmasse iibertragenen Krifte (positiv
gerechnet, wenn in der positiven Richtung von v, gehend) muf gleich
dem Produkt aus der GréBe dieser Masse und der Amplitude — w27,
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ihrer Beschleunigung sein. Es gilt also

2ulw?
20Q, = — 7 U h=Maov

oder
fh=—M*2,

wobei das Verhiltnis von Einzelmasse M zu Stabmasse 2yl mit M*
abgekiirzt ist. Die Grundgleichung fiir den Stababschnitt (0,1) nimmt
mit den angegebenen Werten der Hilfs-

gréfen die Form an afi |
ABA)+E@ =0 o
und liefert die Frequenzgleichung 96
%% = M*. (27) g4 | B
Abb. 49 zeigt das Verhiltnis w* der 42
niedrigsten Eigenkreisfrequenz des Bal-
kens mit Zusatzmasse zu derjenigen des - ‘45‘ -l lZ”] = lzg_‘ IM‘*‘Z,U

gleichen Balkens ohne Zusatzmasse als Abb. 40,
Funktion des Massenverhdltnisses M*.

Beispiel 3. Es soll die Frequenzgleichung fir die symmetrischen
Eigenschwingungen eines beiderseits eingespannten, symmetrischen
Rahmens (Fundamentrahmen) aufgestellt werden. Wenn wir, wie es
gewdhnlich geschieht, die einzelnen Rahmenstibe als unausdehnbar
voraussetzen, bleiben
bei den symmetrischen 7
Schwingungsformen die
Rahmenecken in Rubhe.

N ———

|
Infolgedessen  kénnen T'\
wir, was diese symmetri- \\\ z;
schen Schwingungsfor- JL T_)
Ny,v
men angeht, an Stelle BN

des Rahmens (Abb.50a) ‘

< z Z Y
auch das System der §7 7 ‘
Abb. 50b behandeln. %

Bis auf ¢/ und e Abb. 50.

kénnen alle HilfsgroBen
unmittelbar angegeben werden, und zwar ist nach Abb.45a ¢,= f, =0,
nach Abb.46a f, =/} = oo und nach Abb.45d ¢, = o0, f, = 0. Die
Ubergangsgleichung fiir den Punkt 7 kann aus Abb. 46a entnommen
werden. Man erhilt

‘|[> n
I
. 2]

# J16= %] 265 .
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Die Grundgleichungen fiir die beiden Stababschnitte lauten
4D () + B (4) = —qA(R) —C () =
Als Frequenzgleichung erhilt man somit

B (1)

1]1@ Z.) 2]2m (28)

In III, 11 wird ein Nomogramm zur Ermittlung der Wurzeln dieser
Frequenzgleichung bei beliebigen Rahmenabmessungen angegeben.
Beispiel 4. Es soll die Frequenzgleichung fiir die gegensymmetrischen
Eigenschwingungen des im vorigen Beispiel behandelten Rahmens auf-
gestellt werden. Wegen der Unausdehnbarkeit der Stiele ist ] =0
(Abb. 51). Die sofort angebbaren Hilfsgré8en haben die folgenden
Werte. Nach Abb. 45a ist ¢y=f, = 00, wegen v} = 0 gilt nach 7, (15a)
7 = 00 und nach Abb. 45¢ ist ¢, =0, f, =00. Wegen der Gleichheit
der Biegemomente und der Gleichheit der Neigungen der Biegelinie
gegen die positive Richtung der Stabachse un-
——3\7 mittelbar unterhalb und rechts vom Punkte 1 gilt
/ mnach 7, (15b) und 7, (15¢) die Ubergangsgleichung

ll<—:—[2—>d

/
/' ny Jr€l = ny o]
]
| Da der Riegel ebenfalls als unausdehnbar voraus-
'4{ gesetzt wird, haben alle Riegelpunkte die gleiche
" Amplitude +% der Horizontalverschiebung. Die
Amplitude der vom Stiel (0,1I) auf den Riegel
iibertragenen horizontalen Kraft betrdgt nach 7, (15b)

0 = — Moy
Der Stiel (3, 4) ibertragt eine horlzontale Kraft auf den Riegel, wel-
che infolge der Gegensymmetrie der Schwingungsform in jedem Augen-
blick nach GréBe und Richtung der vom Stiel (0,1) iibertragenen
horizontalen Kraft gleich ist. Die Summe der Amplituden der von den
Stielen auf den Riegel iibertragenen horizontalen Krafte (positiv ge-
rechnet, wenn in der positiven Richtung von v} wirkend) muf3 gleich
sein dem Produkt aus der Gesamtmasse 2 u,l, des Stiels und der
Amplitude — w?2v¥ seiner Horizontalbeschleunigung; es gilt also
Yol

—QQIIL: prly

Die Grundglelchungen fiir die beiden Stababschnitte (0, I) und (1, 2)
lauten

2 #1 11 ?

v oW Y
W= —2u,l,w?vy oder ff=— 1.

D (A4) — AL + /4D (4) + € (A4) =0
und

LB (Ay) + S (4) = 0.
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Durch Einsetzen des oben gefundenen Wertes von f{ und Verwendung
der Ubergangsgleichung am Punkte I erhilt man die Frequenzgleichung

Hyly _
v ll ll B (}'1) @j ()'1) @ (12)

x :xzfzm- (29)

/1 Usly
B2 1, (1) + % ()
101

In III, 11 wird ein Nomogramm zur Ermittlung der Wurzeln dieser
Frequenzgleichung bei beliebigen Rahmenabmessungen angegeben.

9. Weiterer Ausbau des Verfahrens.

Wie bereits erwdahnt wurde, versagt das oben angegebene Verfahren
zur Aufstellung der Frequenzgleichung eines Stabwerks in den gliick-
licherweise ziemlich seltenen Fillen, in denen das Stabwerk solche
Stabanschliisse enthdlt, fiir die beide HilfsgréBen durch AnschluB-
gleichungen eliminiert werden miissen (Anschliisse der dritten Gruppe).
Wir wollen uns diese Tatsache an einem Beispiel klarmachen.

Es soll die Frequenzgleichung aufgestellt werden fiir einen Balken
auf zwei Stiitzen, der eine sprunghafte Quer-

schnittsinderung aufweist (Abb. 52). Unmittel- == = ‘

bar angegeben werden koénnen die folgenden m&

HilfsgroBen. Nach Abb. 45b ist 0 7 Z
Abb. 52.

6.=0, fi= o0, e, =0, fo= 0.

Zur Ermittlung der zundchst unbekannt bleibenden HilfsgréBen zu
beiden Seiten des Punktes I stehen die AnschluBbedingungen

d=v,  W=my,
Ph={% =9
zur Verfliigung. Aus ihnen ergeben sich unter Beriicksichtigung von
7, (156a), (156b) und (15c¢) die beiden AnschluBigleichungen

2, J € =2, J,ef und Ap = Fep
1J1%1 2J2%1 1 1
1 Ha

Es sind also nur die beiden HilfsgréBen ¢! und f als unbekannt zu be-
trachten. Zu ihrer Elimination reichen die beiden Grundgleichungen
fir die Stababschnitte (0, 1) und (I, 2) nicht aus. In der bisher ge-
brauchten Form versagt also hier das Verfahren zur Aufstellung der
Frequenzgleichung.

Diese Schwierigkeit wird beseitigt durch Einfithrung einer neuen

HilfsgréBe
4
. _ 1/uow?
=, <m_VE]>. (30)
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Aus den oben angegebenen AnschluBbedingungen fiir den Punkt 7 er-
gibt sich unter Beriicksichtigung von 7, (15c¢) fiir die neue HilfsgroBe
die Ubergangsgleichung

%98 = 2,17 .

In entsprechender Weise wie in III, 6 wird nun eine Grundgleichung
aufgestellt, welche die GréBen e}_;, f;_;, f und ¢, eines Stababschnitts
(R — 1, k) miteinander verbindet. Man erhilt die Beziehung

. = & (I
o, {ea_l fima (/ ) fer B () i A (A) + _é)}
+ 1 {ez_lfz-lz( O+ G (h) — 1B (h) + € (4))
— G e W (Ay) — €50 © () — 114 € (B) — A@,) =0, (31)

die wir als Grundgleichung zweiter Art bezeichnen wollen. In dhnlicher
Weise kann man noch andere Grundgleichungen aufstellen, welche je
vier der sechs Hilfsgré8en e, f, ¢ fiir beide Stabenden miteinander ver-
binden. Wir geben noch einige solche Grundgleichungen an, in denen
jeweils eine HilfsgréBe ¢ vorkommt.

ita{AR S s () — AU @) +
+ fra e D (A) — . U () + /LB (4) +
+

S (Zk)}

& (A)
+AAAM) — 4G (h) —AC (A + A(R) =0,  (32)
e {er s fia® () + a2 (A) — fia B () + & (A)
+ i} {6%-1]‘2—1 () — 1€ (4) + 10 © (&) + B (4 )}
— e fia T o B (A — fia A () — 2 —0,  (33)

i’i»le%—l{egcﬁc D (A) — A (A) + 2B (4) + € (
— g6kt B () + € (A) — 14 & (4) + B(
( S (

— AT B (h) + AR —

&)}
)}
Ay

)
)
)

=0. (34)

Durch Verwendung derartiger weiterer Grundgleichungen erhilt man
nun die notwendige Anzahl von Gleichungen zur Elimination aller Hilfs-
groBen und Aufstellung der Frequenzgleichung. Bei dem oben betrachte-
ten Beispiel steigt durch Einfithrung der HilfsgréBen ¢ zu beiden Seiten
des Punktes I unter Beriicksichtigung der Ubergangsgleichung fiir diese
HilfsgroBen die Anzahl der Unbekannten auf drei, aber durch Hinzu-
nahme der beiden Grundgleichungen zweiter Art fiir die beiden Stab-
abschnitte wachst die Anzahl der Grundgleichungen auf vier, und es
kénnen die unbekannten HilfsgréBen eliminiert werden. Man erkennt,
daB durch die Einfiihrung der neuen HilfsgréBen zwar die Durchfiihr-
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barkeit des Verfahrens erreicht wird, daBl aber das Verfahren durch
diese Erweiterung viel von seiner fritheren Eleganz einbiift. Immerhin
bleibt es dem in III, 5 angedeuteten Verfahren in den meisten Fillen
iiberlegen.

~ Beispiel 5. Wir wollen das erweiterte Verfahren zur Aufstellung der
strengen Frequenzgleichung eines ebenen Stabwerks noch an einem
durchgefithrten Beispiel erliutern. Es soll die Frequenzgleichung fiir
einen Balken auf zwei Stiitzen aufgestellt werden, der im Punkte
x = I, eine Einzelmasse M tragt (Abb. 53). Falls diese Einzelmasse
gerade in Balkenmitte angebracht ist, 1aBt sich, wie in Beispiel 2 von
111, 8 gezeigt wurde, die Frequenzgleichung unschwer ermitteln. Falls
aber die Einzelmasse unsymmetrisch angebracht ist, entsprechen die
Verhiltnisse vollkommen denjenigen des soeben behandelten- Beispiels
eines Balkens mit sprunghaft veridnderlichem Querschnitt, und es
miissen noch die HilfsgréBen ¢4 und ¢} zu beiden Seiten des Punktes 1
eingefiihrt werden.

Die geometrischen Ubergangsbedingungen am Punkte 7 lauten

=9 und (%), = (),

Ferner miissen die Biegemomente zu beiden Seiten des Punktes I ein-

ander gleich sein, und die Summe der Ampli- <—l—st=—rf,—
tuden der von den Stababschnitten auf die A= O r-N
Masse M iibertragenen Krifte (positiv gerech- 7 7 2

. o ) Abb. 53.
net, wenn in der positiven Richtung von v, ’

wirkend) muB gleich dem Produkt aus der GroBe der Masse M und
der Amplitude — w?v; ihrer Beschleunigung sein. Man erhilt so die
Bedingungen
MW =M, und — Q)+ Q) = — M w?v;.

Aus diesen Ubergangsgleichungen ergeben sich, falls man die Trégheits-
momente J und die bezogenen Massen p fiir beide Stababschnitte als
gleich voraussetzt, unter Beriicksichtigung von 7, (15a), (15b), (15¢) und
(30) die folgenden AnschluBgleichungen fiir die HilfsgroBen am Punkte 1

eh=2¢] =e,,

111 = "5 = i1 ,

f— i+ M2 =0.
Entbehrliche Indizes I und # wurden in diesen Beziehungen weggelassen,
und fiir das Verhiltnis von Einzelmasse M zur Masse ul; des Stab-

M

abschnitts (0, I) wurde die Abkiirzung M* = — verwendet. Nach

mh
Abb. 45a ist
e =20, fo= 00, e; =0, fo=00.
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Als Grundgleichungen erhilt man daher aus den Gleichungen 7, (18)

afiB(h) +eaCl)—fAS(H)+B() =0 (a)
und ‘
e /i B () —e€(Ay) + /18 (A) + B (4) =0, (b)
aus Gleichung (31)
LA (A) — A8 () —€(4) =0 (c)
und aus Gleichung (32)
- il A ()~2) + ﬂ% (12) —-€ (12) =0. (d)

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt durch Elimination von 7,
LA (A3) B (A1) + A () € (A) = f1A(A1) B (A) — A(A,) € (4y) .

Mittels der AnschluBgleichung fiir die GréBen f} und f; kann man aus
dieser Gleichung eine dieser beiden GréBen eliminieren und erhilt
_ A (h) C(A) + A (%) € (A1) — A (M) B (A) M* 4,

{] '
fi= () B (1) — 9 () © (i) (35

und
fr— A (21) € (Ag) + A (4:) € (4y) — A (4) B (4y) M* 4y
1 A (41) B (hs) — A (A2) B (4y) ’

Aus den Grundgleichungen (a) und (b) ergibt sich durch Elimination
von ¢, die Beziehung

AC () =B () _ _ AC )+ D () 37)
AB () +Cm) KB —Clh)

Setzt man die in (35) und (36) gegebenen Werte der Hilfsgréfen f in
diese Gleichung ein, so erhilt man die gesuchte Frequenzgleichung.
Fiir die Auflésung der Frequenzgleichung bietet diese Elimination der
HilfsgroBen f jedoch keinerlei Vorteile. Es ist vielmehr einfacher, fiir
angenommene Werte von o bzw. 4, die HilfsgréBen aus den Gleichungen
(35) und (36) zu berechnen und die beiden Seiten von (37) in Abhingig-
keit von 4, aufzutragen. Man wiirde also beim Auflésen die Frequenz-
gleichung genau in der Weise wieder zerlegen, in der man sie vorher
aufgebaut hat. Das explizite Anschreiben der Frequenzgleichung er-
iibrigt sich daher.

(36)

10. Beriicksichtigung von Lédngsschwingungen.

Bisher haben wir bei der Aufstellung der Frequenzgleichung eines
Stabwerks stets die einzelnen Stdbe als unausdehnbar vorausgesetzt.
In Wirklichkeit werden aber neben den Biegungsschwingungen auch
Langsschwingungen der einzelnen Stibe des Stabwerks auftreten. Die
Vernachldssigung dieser Lingsschwingungen bei der Berechnung der
Eigenfrequenzen des Stabwerks entspricht etwa der in der Baustatik
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vielfach iiblichen Vernachlissigung der Formédnderungsarbeit der Lings-
krifte gegeniiber derjenigen der Biegemomente. Bei einem geraden Stab
sind, wie in III, 4 bereits ausgefithrt wurde, die Biegungsschwingungen
weitgehend unabhingig von etwa gleichzeitig vorhandenen Liangs-
schwingungen. Lediglich durch die biegende Wirkung der verdnderlichen
Liangskrifte ist eine gewisse, meist sehr schwache Kopplung beider
Schwingungsarten gegeben. In III, 4 wurde jedoch schon darauf hin-
gewiesen, daB die Verhiltnisse bei Rahmentragwerken véllig anders
liegen, und daB fiir derartige Tragwerke die Vernachlissigung der Langs-
schwingungen bei der Aufstellung der Frequenzgleichung im allgemeinen
nicht zulissig ist. Wir wollen daher in diesem Abschnitt unser Verfahren
zur Aufstellung der Frequenzgleichung eines ebenen Stabwerks so aus-
bauen, daf3 es die Beriicksichtigung der Langsschwingungen ermdglicht.

Die Differentialgleichung fiir die Amplituden # der Langsbewegun-
gen der Elemente eines Stabes, welcher Lingsschwingungen von der
Kreisfrequenz @ ausfithrt, lautet fiir den Fall konstanten Stabquer-
schnitts F nach III, 2, (10)

EF ' 4+ po?u =0.

Hierin bedeutet E den Elastizititsmodul und u die auf die Lingen-

2
einheit der Stabachse bezogene Masse. Mit #n = ]/ 'I% lautet die all-

gemeine Losung dieser Differential- Wy ket P
gleichung e =7 —
I
# = Acosnx + Bsinnx. L;’”U 3 |

Als HilfsgréBen, welche mit den in Abb. 54.

Rand- und Ubergangsbedingungen auftretenden GroéBen unmittelbar
zusammenhingen, wihlen wir hier die Werte des Quotienten
ul
g§= (38)
fiir beide Enden des betrachteten Stababschnitts (¢ — 1, &) (Abb. 54).
Mit #.l, = v, erhdlt man

B
o=
gk—l—A
und
g’= — A siny, - B cosv,
k A cos v, -+ B sinwy

Erweitert man diese beiden Beziehungen mit den Nennern der rechten
Seiten, so erhilt man zwei in den Integrationskonstanten A und B
homogene und lineare Gleichungen. Durch Nullsetzen der Koeffi-
zientendeterminante dieser Gleichungen ergibt sich die Grundgleichung
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fiir die Langsschwingungen

a8k — ghactgv, + ghctgy, +1=0. (39)
Die Funktion ctg A ist in VII, Tabelle A fiir Argumentwerte zwischen
A =0,00 und 4 = 10,00 tabuliert. Wir bemerken noch, da$ die Lings-

kraft N am Ende eines Stababschnitts mit der HilfsgréBe g fiir dieses
Ende zusammenhingt vermdge der Beziehung

N:nEFMg:F%E%g. (40)

Ahnlich wie bei der Behandlung der Transversalschwingungen kénnen
wir auch hier verschiedene Arten von Stabanschliissen unterscheiden.
Bei der ersten Art kann der Wert der Hilfsgréfe ¢ unmittelbar an-
gegeben werden (g = o0 bei festgehaltenem Ende des Stababschnitts

AnschluBform Ubergangsbedingungen AnschluBgleichungen
U = U, ( —_—
wFgh=(JuFe),
a/ZW/ls‘r/wﬂ/agef' N; =N, } ' ]/,u
+ Vg :1),:0 L—fT—OO
E - ‘ v, =,
- wJep=(x]e),
M, = M, } ‘
yﬁaﬁmegkﬂa/eﬂ Uy = U, = U, =, } ﬂ 7 g v g> _ <ﬂ f> I (fi f) )
N, —N,+0Q,— 0,=0 % %ZT %' Ju N/,
Uy = Up=— U= —0, M 7 M 7 \ M
——g *—g - —~f)+<—f)
lr? 4 NIL*I\TO——Q—I.—Qr:O } % A % A >o ( 1 % r
‘ Lr—) 14 vl =} Z v},
1= v} = v} = v}
(2 Je)u— (Je)ot (¢ Je)i— (x Je)
u My — Mo+ My — M, =0 }

Abb. 55a und b.

und fiir Symmetriepunkte eines symmetrischen Systems bei symmetri-
scher Schwingungsform, g = 0 bei freiem Ende des Stababschnitts und
fiir Symmetriepunkte eines symmetrischen Systems bei gegensymme-
trischer Schwingungsform). Bei der zweiten Art bleibt g zunichst un-
bestimmt, doch sind die Werte dieser Hilfsgrofie zu beiden Seiten des
betreffenden Systempunktes durch eine AnschluBgleichung miteinander
verkniipft. Abb. 55 zeigt zwei Arten von Stabanschliissen unter An-
gabe der AnschluBbedingungen und der sich daraus ergebenden An-
!
Vﬁ der Schlankheitsgrad

des Stabes, wobei allerdings J im Gegensatz zu der in der Knicktheorie
gebriauchlichen Definition des Schlankheitsgrades nicht das kleinste
Tragheitsmoment des Stabquerschnitts bedeutet, sondern das auf die
Nullinie des Stabquerschnitts bezogene Trigheitsmoment. Da die

schlufligleichungen. In ihnen ist j =
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Gleichgewichtsbedingungen an einem Knoten in solche zerfallen, welche
Krifte (Langskrifte, Querkrifte) miteinander verkniipfen, und solche,
die sich auf Momente (Biegemomente) beziehen, gelten die Ubergangs-
gleichungen fiir die HilfsgréBen ¢ in der frither aufgestellten Form.
Die Anwendung der Grundgleichung (39) erliutern wir am Beispiel
eines beiderseits eingespannten symmetrischen Rahmens nach Abb. 56.
Es soll die Frequenzgleichung fiir die symmetrischen Schwingungen
unter Beriicksichtigung der Langsschwingungen aufgestellt werden. Un-
mittelbar angegeben werden konnen die folgenden HilfsgréBen. Nach
Abb. 45a ist ¢y = fo= 00, aus #, =0 folgt vermdge (38) g, = ©,
nach Abb. 45d ist e, = 00, f, = 0, und aus der Symmetriebedingung

u, = 0 ergibt sich nach (38) g, = oo*. Fiir

die HilfsgroBen am Punkte I gelten die fol- Ny
genden Ubergangsbedingungen, die sich aus Lt

denjenigen fiir den Rahmenknoten der
Abb. 55b durch Weglassen aller GréBen mit
den Indizes / und o ergeben,

wy Jre= x5 ]2, (a)
Mo Py
%1 A 81 % i, (b)
L N L W s
. = s T 81- (c)

Die Grundgleichungen 7, (18) und (39) lauten
fiir den Stababschnitt (0, I)

u
il
]
] T~———
/
Y4V
/
/
/
/
/
f
|
]
|
Z7
G,V
Abb.

D (A) — et Ah) + 4B () + E(A) =0,

gy —ctgv, =0,
und fiir den Stababschnitt (I, 2)

e fi W(h) + ¢ S (4y) + f1E€(4,) + A(d) =0,

g +ctgv,=20.
Aus den Gleichungen (b) und (e) folgt

» Hi¥e T1
= — ——= = ctgy
fl UsHy Ay £

und aus den Gleichungen (c¢) und (g) ergibt sich

u Mo ¥y Lz »
fl + pr%e Ao ctg e

< )
_____ A T
\
\
\
\
\
\
\ ~N
\
‘n
|
56%. )
(d)
(e)
¢9)

* In Abb. 56 ist die linke Einspannstelle mit 0, die Rahmenecke mit I und

die Riegelmitte mit 2 zu bezeichnen.
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Setzt man diese Werte der Hilfsgrolen f in die Gleichungen (d) und (f)
ein, so ergibt sich unter Heranziehung der Ubergangsgleichung (a) die
Frequenzgleichung des Systems zu

. w
G + 120 2 ogn® )l fa() — 1172 oy 6 a)

Moy T2 N Hi1%s 71 (41)
W) — R ot D) ] [ ) — A et ()

Fir unendlich schlanke Stibe, also unendlich groBe Werte der Schlank-
heitsgrade j geht diese Gleichung iiber in

B (4) . 742]2@(12)

D (4) w1 J1 W (2g) "

Dies ist aber die Frequenzgleichung, welche wir in 8, (28) bei Vernach-
lassigung der Liangsschwingungen erhalten haben. Die Durchrechnung
von Beispielen lehrt, daB bei normalen Rahmenabmessungen die Be-
riicksichtigung der Lingsschwingungen eine wesentliche Erniedrigung
der Eigenschwingungszahlen mit sich bringt (bis etwa 10%). Da die
Auswertung beider Seiten der Frequenzgleichung (41) ziemlich miih-
sam ist, empfiehlt es sich, zunichst die Wurzeln der Frequenzgleichung
8, (28) vermittels des in III, 11 mitgeteilten Nomogramms zu bestimmen
und dann die beiden Seiten von (41) fiir etwas niedrigere Werte der
Kreisfrequenz zu berechnen. Man vermeidet so ein allzu umfangreiches
probeweises Einsetzen willkiirlich angenommener Frequenzwerte.

11. Die Bestimmung der Wurzeln von
Frequenzgleichungen.

In diesem Abschnitt werden einige Verfahren zur praktischen Auf-
16sung von Frequenzgleichungen besprochen. Zunichst sei darauf auf-
merksam gemacht, daBl man die héheren Eigenfrequenzen meist durch
sehr einfache Uberlegungen finden kann. Als Beispiele wihlen wir die
Frequenzgleichung 6, (19) fiir einen beiderseits eingespannten Stab
(€ojAcosA — 1 =0) und die Frequenzgleichung 6, (20) fiir den am
einen Ende eingespannten, am anderen freien Stab (€pjAcosd 41 =0).
Da der Betrag von cos 4 hochstens den Wert 1 annehmen kann, wird
die Kurve y = €pj A cos 4 eingehiillt von den beiden Kurven y = + Gof A
und y = — @ofA. Wie man aus Abb. 57 erkennt, geht die Kurve
vy = EojAcosd fiir groBere Werte von A auBerordentlich steil durch
ihre Nullstellen hindurch, sodaB die Wurzeln der beiden obigen Frequenz-
n-4+1

2
beiden Systeme haben also bei gleichen Abmessungen trotz ihrer ver-
schiedenen Lagerungsart nahezu die gleichen héheren Eigenfrequenzen.

gleichungen fir groBere Werte von A nahezu bei A = 2 7 liegen. Die
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Auf diese bemerkenswerte Eigenschaft wird in III, 13 noch niher ein-
gegangen werden.

An dem soeben erhaltenen Naherungswert, welcher fiir die héheren
Eigenfrequenzen bereits sehr genau ist, kénnen noch Verbesserungen
angebracht werden, sodall sich auch fiir weniger hohe Eigenfrequenzen
brauchbare Werte ergeben. &
Wie aus Abb. 57 hervorgeht, ,
ist fiir den beiderseits ein- /
gespannten Stab abwech- 2 f=Gof A
selnd eine Wurzel der
Frequenzgleichung gréBer # Z

und eine kleiner als der (s,of,q_ms,z_;=; 4

2n 41 y=s1 [ 4] | edrcasa—r=
2 T

Niherungswert A =

. - . . y=-7 ~Cof A cosA+7=0
Wir machen daher fiir die Sof Mﬂgm [ o
nt® Wurzel den Ansatz -

,,{_n—{—l

" g—a—(—=1)"B,, =GO Acos A

wo f, stets positiv ist. —

Beriicksichtigt man, daB §, _zl
. . vy 0 7 2 7 4 A5
eine kleine GroBe ist, so Abb. 57.

ergibt sich durch Taylor-

entwicklung wund Vernachldssigung hoéherer Potenzen von f,

2041 2041

Cof A, cosd, ~ Cof “——mcos—5—=x
—(— 1)”ﬁn{©in 2”;_1 7 0052%2+1 7 — Coj 2%;1 nsin2nz+1 n}
oder Coj 4, cos 4, ~ B, Cof gn2_+1

Also entspricht der Frequenzgleichung
Gofd,cosd, —1 =0
mit groBer Anndherung die Beziehung

BaGof 2 1 =0,

und man erhilt die Verbesserung §, des #*® Niherungswertes zu
1

b= —a
" Co —2n;in

und damit den n'® Wurzelwert der Frequenzgleichung zu
2n41 (= 1)
Ap A T ——
2 Gof 3 %2-{— 1

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 10

(42)

b4
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Diejenigen Wurzelwerte, fiir welche eine derartige Niherung nicht
mehr ausreichende Genauigkeit besitzt, liegen dann in der Regel inner-
halb des Bereichs von VII, Tabelle A und kénnen mit ihrer Hilfe be-
stimmt werden. In den meisten Fillen wird es bereits ausreichen, wenn
man aus der Tabelle entnimmt, zwischen welchen in der Tabelle ent-
haltenen Argumentwerten die Wurzel liegt. Ist groflere Genauigkeit
erwiinscht, so wird man beide Seiten der Frequenzgleichung in der
unmittelbaren Umgebung der gesuchten Nullstelle in Abhingigkeit
von A graphisch darstellen und aus dieser Darstellung einen genaueren
Wurzelwert entnehmen. In Abb. 58 ist dies fiir den zweiten Eigenwert
des eingespannt-freien Stabes geschehen!. Man

15
6 / erkennt, dafl die gesuchte Wurzel bei A;; = 4,694
30 7 liegt.
05 / Sollte ausnahmsweise die so erhaltene Ge-
7 o 3 .
/ nauigkeit noch nicht ausreichen, so kann man
4 / mittels inverser Interpolation die Nullstelle
-45 / — sehr genau bestimmen. Wir erliutern den
/ Rechenvorgang am Beispiel des niedrigsten
-10 . f . .
L/ Eigenwertes eines eingespannt-freien Stabes.
T e a8 g AR Die Frequenzgleichung lautet €(4) =0. Aus

VII, Tabelle A entnimmt man den Wert von
E(4) fir vier dquidistante Argumentwerte, die
so anzuordnen sind, daf3 die niher zu berechnende Nullstelle zwischen
dem zweiten und dritten Argumentwert liegt!. Man erhilt

do— A1 =468 G (4,68) = —0,74513
2o =4,69 G (4,69) = —0,21856
) =
)=

Abb. 58.

< Nullstelle bei A;7= 4, + ¥ 44
Aot AA=470 & (4,70 —)—O 31889

dg+242 =471 & (4,71) = +0,86734.

Wir bilden nun das Differenzenschema zu diesen Funktionswerten.
Die erste Spalte dieses Schemas enthilt die oben angegebenen Funktions-
werte. In der zweiten Spalte wird zwischen zwei Zeilen der ersten
Spalte die Differenz eingetragen aus dem Funktionswert der ersten
Spalte, welcher in der unteren Zeile steht, und dem Funktionswert der
ersten Spalte, welcher in der oberen Zeile steht. Die Werte der weiteren
Spalten des Differenzenschemas ergeben sich aus denjenigen der je-
weils vorhergehenden Spalte in gleicher Weise wie die Werte der zweiten
Spalte aus denen der ersten. Im Falle unseres Beispiels enthilt das

1 Die Werte € (4,69) und € (4,71) sind in VII, Tabelle A nicht enthalten,
da zwecks Raumersparnis nur jede zweite Zeile der urspriinglich vorgesehenen
Tatel abgedruckt wurde.
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Differenzenschema die folgenden Werte

—0,74513
+0,52657
—0,21856 -+ 0,01088
+0,53745 +0,00012
+0,31889 +0,01100
+0,54845
-+0,86734 .
Fiir die weitere Rechnung brauchen wir nur die in diesem Schema

fettgedruckten Zahlen. Wir fiihren die Bezeichnungen ein
Yo = —0,21856,

Ay = +0,53745,
Aoy, — 001088 _2'— 001100 _ ., ¢ 61004
A3yy = +0,00012.

Aus der Besselschen Formel der Interpolationsrechnung?! ergibt sich
dann die folgende Gleichung zur Bestimmung der Unbekannten x:

x{Ayy — 5 A%y + 5 Byo} = —yo — 225 A%yo — L A2 yo} — 235 Ay,
Fiir unser Beispiel nimmt diese Gleichung die Form an

0,53199 ¥ = 0,21856 — 0,00544 x2 — 0,00002 x3
oder
x = 0,41083 — 0,01023 %2 — 0,00004 x3.

Die angeniherte Bestimmung der fiir uns allein wichtigen Wurzel
dieser Gleichung erfolgt am einfachsten dadurch, dal man auf der rech-
ten Seite den Niherungswert x, = 0,41083 einsetzt, der sich durch Ver-
nachlissigung der wenig einfluBreichen Glieder mit x2 und x3 ergibt.
Man erhilt so x = 0,4091 und damit die gesuchte Wurzel der Frequenz-
gleichung zu

Arr = 4,694091 .

Dieser Wert stimmt bereits in samtlichen angegebenen Stellen mit
dem genauen {iiberein? Natiirlich kommt eine derartig genaue Be-
stimmung der Eigenwerte fiir praktische Rechnungen kaum in Frage,
dagegen konnen zwecks Uberpriifung eines Niaherungsverfahrens zur
Bestimmung der Eigenwerte gelegentlich so hohe Anspriiche an die
Genauigkeit gestellt werden.

SchlieBlich wollen wir noch ein nomographisches Verfahren zur Be-
stimmung der Wurzeln der Frequenzgleichung einfacher Stabwerks-

1 Vgl. z. B. A Willers: Methoden der praktischen Analysis S.82. Leip-
zig 1928.

2 In Rayleigh: Theory of Sound Bd. 1 S. 278 (2. Auflage 1929) ist der
Wert infolge eines Rechenfehlers falschlicherweise zu A;; = 4,694098 angegeben.

10%*
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formen besprechen, welches besonders dann von groBem Vorteil ist,
wenn der EinfluB von Anderungen der Tragwerksabmessungen auf
die Eigenfrequenzen untersucht werden soll. Wir erldutern das Ver-
fahren zunichst an Hand der frither aufgestellten Frequenzgleichung
8, (25) fiir die symmetrischen Schwingungsformen
eines Balkens auf vier Stiitzen mit symmetrischen

y=tog 9(%z)
Endfeldern. Mit
. %1 J1 - ﬁ o Iy
oc_xzfz und IS— do T waly
lautet diese Frequenzgleichung
S (A € (4, .
mﬁ - —9-[{73 mit A —=fl. (43)
Sie hat die bei vielen einfachen Tragwerken wieder-
kehrende Form
2=l A, af (11) == g(lz) (a)
" Abb. 59. mit
= p2 (b)
oder log o + log f(4;) = log g(4,) @)
mit log A, = log B + log 4, . (v

Zur nomographischen Auflésung dieser Gleichung zeichnet man unter
~10g f A7) Verwendung von Potenzpapier (Koordinaten-
papier mit logarithmischer Teilung beider
Achsen) auf ein Grundblatt die Kurve

% =logl,,
y =log g (%)

(Abb. 59), und auf ein durchsichtiges Deck-
blatt in gleichem MaBstab die Kurve

K<

- —

& =1logl,,
—b E=lg3, o
[z Abb. 60. 7= 1log (%)

(Abb. 60). Die Gleichungen (a’) und (b’) lassen sich dann schreiben in
der Form

E=x+1logp, (b")
n=y—loga, @)
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und geben somit an, wie die beiden Blitter mit zueinander parallelen
Achsen iibereinander zu legen sind (Abb. 61). Das richtige Uberein-

anderlegen beider Blatter wird er-
leichtert durch Skalen fiir « und f,
welche auf dem Deckblatt angebracht
sind. Diejenigen Punkte dieser Skalen,
welche den Systemabmessungen ent-
sprechen, missen auf die Koordinaten-
achsen des Grundblatts zu liegen
kommen. Die Wurzeln der Frequenz-
gleichung ergeben sich aus den Ab-
szissen der Schnittpunkte der Kurve
des Grundblatts mit derjenigen des
Deckblatts. Nehmen die Funktionen
f(4) und g(4,) auch negative Werte
an, so trigt man den Logarithmus
des Betrags dieser Funktionen auf

7

\<log pt=—"og A, —=

log e

= ——/0g Az}

/g, /Z,)l

ﬂ\
y

)

i
< fog A, =

und bringt das Vorzeichen durch die Strichart zum Ausdruck. Die
Abb. 62 und 63 zeigen die beiden Blitter fiir unser Beispiel, und zwar

entsprechen die aus-
gezogenen Kurventeile 97

—

495 70

2
20 30

positiven, die gestrichel- '

ten negativen Werten
&l

M) € (4y)
von & ();) bzw. & AR \

Infolge des negativen
Vorzeichensaufderrech-
ten Seite der Frequenz-
gleichung (43) liefern
Wurzeln der Frequenz-
gleichung nur diejenigen
Schnittpunkte, in denen
sich Kurven verschiede-
ner Strichart schneiden.

Die Frequenzglei-
chung fir die gegen-
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symmetrischen Schwin-
gungsformen  unseres
Balkensaufvier Stiitzen
hat ebenfalls die Form
(@), (b). Die Kurven

Abb. 62.

zur Auflésung dieser Frequenzgleichung lassen sich daher in die
gleichen Blitter eintragen. Der gréBeren Ubersichtlichkeit halber ge-
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schieht dies am besten in anderer Farbe. Durch einfaches Uber-
einanderlegen beider Blitter kann man dann die Frequenzen der sechs
bis acht niedrigsten Eigenttne eines Balkens auf vier Stiitzen mit
symmetrischen Endfeldern ermitteln. Einer Verdnderung der System-
abmessungen entspricht eine Verschiebung der beiden Blitter gegen-
einander, und man kann den Einflu8 einer solchen Verdnderung auf die
R Eigenschwingungszahlen

47 o w0 leicht verfolgen.
Die  Frequenzglei-

\\\ chung 8, (28) fiir die sym-

metrischen Schwingungs-
formen eines beiderseits

|
|
[
|
f
I
|
i eingespannten Rahmens
i .
! kann ebenfalls in der
i
I
I
]
I
1
'l
i
1
1
t
i
1
!
i

Form (a), (b) geschrieben
und daher in der gleichen
Weise nomographisch be-
handelt werden. Die
Abb. 64 und 65 zeigen
die beiden Blitter dieses
Nomogramms; es ist

v 5 AR A L Etwas  verwickelter
sHe7eE 15 40 30 #0040 . .
3 gebaut ist die Frequenz-

!

43

3 l

73 Al ypg p=ah

o B oqL = .

l”; %y Ja f %y Uy
1o

TE T
wlz,aé gleichung 8, (29) fir
303 Abb. 65, die gegensymmetnsch@
Schwingungsformen die-

ses Rahmens, doch kann auch sie der nomographischen Behandlung
zuginglich gemacht werden. Mit den Abkiirzungen

_”1]1 ﬂ A ol el

T Jy’ _—E—lez’ _.“111

lautet die Frequenzgleichung 8, (29)

oV B) ~Ch) S (4y)
YD)+ UA) B’

sie ist somit von der Form
af(y,h) =gs), (c) mit M=p2. (d)
Fiir ein bestimmtes festes ¢ stimmt diese Form mit derjenigen der

Gleichungen (a), (b) iiberein und kann daher in der oben dargestellten
Weise behandelt werden. Zeichnet man nun auf das Deckblatt fiir eine



7 42 43 4% 45 4 20 30 W50 A, 190
I T T l\ TTTTTT T TTT
\\
\,
\
N
\\
N,
\,
\\\ “
\
\\ \‘ 1
\ |
\\ |‘ \
\
\\ \‘
\
\\
I
\
\ \ |
\ \ \
\ |
\ 1
! i
! |
| ]
| |
[}
|
%
Abb. 64.
a7 92 @ ¢4 g VU 20 0 YW A 1
I T 1T T : i T 11 ;
| |
i
! |
1 |
]
1
\\ |
\\ { |
]
N ! |
N :
N |
00— \ ]
a [ \ "
- i
]
B |
o0 “l
40—
() | , ;
40 | i
= |
: ,'
g5
4 5 :
“t |
- |
ledibnop bl s Tlgtela by |
7] g 15 gl_q:dﬂ 4950
= Abb. 65.
a7
o
g5

151



152

I1I. Die Berechnung der Eigenschwingungszahlen von Stabwerken.
Anzahl praktisch wichtiger y-Werte die nach y bezifferten Kurven
& =1logh

n=1logf(y, ),

so kann die Bestimmung der Wurzeln der Frequenzgleichung in der
obigen Weise erfolgen. Man mull dabei lediglich diejenige Kurve be-
riicksichtigen, welche dem vorliegenden Werte von y entspricht. Falls

(c")
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Abb. 66.

dieser Wert zwischen zwei Werten y liegt, fiir welche Kurven im
Deckblatt enthalten sind, so ist die zu ihm gehd&rige Kurve in der
iiblichen Weise nach Augenmal einzuschalten. Die Abb. 66 und 67 zei-
gen die beiden Blitter des Nomogramms fiir die gegensymmetrischen
Schwingungsformen eines beiderseits eingespannten Rahmens fiir die
Werte y =1,0 und y = 2,0. Bei Benutzung verschiedener Farben lassen
sich die Blitter der Abb. 64 und 66 sowie die Blitter der Abb. 65und 67
vereinigen, sodaB man durch einfaches Ubereinanderlegen der beiden so
entstehenden Blitter die Eigenschwingungszahlen sowohl der sym-
metrischen wie auch der gegensymmetrischen Schwingungsformen eines
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beiderseits eingespannten Rahmens erhdlt. Beim Gebrauch der
Abb. 64 bis 67 ist zu beachten, daB jeweils die Schnitt-
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Abb. 67.
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C. Praktisch ausreichende ndherungsweise Berechnung
der Eigenschwingungszahlen,

12. Grundton.

Mit den oben entwickelten strengen Methoden lassen sich die Eigen-
frequenzen von allen solchen Tragwerken berechnen, die aus nicht zu
zahlreichen homogenen Stidben bestehen. Bei komplizierteren Trag-
werken und solchen mit ungleichméBiger Massenverteilung und Steifig-
keit iber die Stablingen (Briicken, Schornsteine usw.) versagen die
strengen Methoden, und man ist gezwungen, angeniherte Methoden
zur Berechnung der Eigenfrequenzen solcher Stabwerke zu verwenden.
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Die Grundlagen fiir die Ndherungsmethoden sind im zweiten Kapitel
entwickelt worden. Unter den verschiedenen Moglichkeiten, solche
angendherten Rechnungen durchzufiihren, werden zunichst nur einige
herausgegriffen, die nach den Erfahrungen der Verfasser fiir die prak-
tischen Erfordernisse immer ausreichen. Spiter werden dann noch
Methoden zur Priifung und Verbesserung der so gewonnenen Niherungen
angegeben und an Beispielen durchgefiihrt.

Die naherungsweise Berechnung der niedrigsten Eigenschwingungs-
zahl eines Stabwerks mit Hilfe der Energiemethode diirfte wohl immer
mit relativ geringem Arbeitsaufwand praktisch voéllig ausreichende Er-
gebmisse liefern. Fiir das Quadrat der niedrigsten Eigenkreisfrequenz
gilt ja, wie in II, 26 gezeigt wurde, die Ungleichung

4
Wt <T0

(44)

Hierin ist 4 (v) die potentielle Energie einer Auslenkungsform v(x),
T ist die Amplitude der bezogenen kinetischen Energie bei einer harmo-
nischen Schwingung gemiBl der Auslenkungsform wv(x). Fihrt der
Balken nur Querschwingungen aus, und trigt er nur verteilte Massen u
je Lingeneinheit, dann ist 7 (v) gegeben durch

7
T@=1%[v(x) pdx. (45)
0
Die Formidnderungsarbeit ist gegeben durch den Ausdruck

14
A(v)=éofﬁ(x)v(x)dx, (46)

wobei p () die Last ist, welche die statische Auslenkung v (x) erzeugt.
(44) erhilt also die Form

pvdx
. (47)
uv2dx

w? <

SIS

Stimmt die Auslenkungsform v(x) mit der ersten Eigenschwingungs-
form V,(x) tiberein, dann gilt das Gleichheitszeichen. Man hat nun die
Lastverteilung (%) so zu wihlen, dall die zugehdrige statische Aus-
lenkung v(x) moglichst gut mit der Eigenschwingungsform iiberein-
stimmt. Wie frither gezeigt wurde, erhilt man als statische Auslenkung die
genaue Eigenschwingungsform V(x), wenn man eine Last p (x) = V(%) u
anbringt. Wenn man sorgfdltig rechnen will, hat man demnach eine
Schwingungsform vy (%) zu schitzen und die Durchbiegung v(x) unter
der Last p(x) = vy(x)u zu bestimmen. Die Verteilung der Last 4 (%)
kann jedoch in weiten Grenzen variieren, ohne dafi dadurch die Giite
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der Abschitzung (44) wesentlich beeintrichtigt wird. Wir wollen dies
zundchst an einem einfachen Beispiel zeigen, ndmlich dem am einen
Ende eingespannten, am anderen Ende freien Balken mit konstanter
Steifigkeit und Massenverteilung.

Beispiel 1. Wir nehmen zunichst eine lings des Stabes unver-
dnderliche Last p je Lingeneinheit an. Wenn x vom eingespannten
Ende aus gerechnet wird, betrdgt die Durchbiegung unter dieser Last

o opr ot %3 x2
0(8) = g5 (5 — 45 +6%).
Durch Einsetzen in (47) erhilt man
3,530 1/EJ
Wy < TR —;‘ .

Die Frequenzgleichung fiir unseren Fall, 6, (20), hat als niedrigste
Wurzel
A, = 1,8751.

Die genaue Eigenkreisfrequenz ist also

_ M y/EJ _ 3516 l/l"_j

Wy = 7 " 2

“w

Der Fehler der obigen Niherung betrigt demnach nur 0,04%.

Wir nehmen nun eine Einzellast P am freien Stabende an. Die
Durchbiegung unter dieser Last betrigt, wenn wieder x vom eingespann-
ten Ende aus gerechnet wird,

pPB %2 #3
Die Forminderungsarbeit ist gleich dem halben Produkt aus der Aus-

lenkung am freien Stabende und der Kraft P, und man erhilt die
Eigenkreisfrequenz vermittels

A(v) 3,5671/EJ

o5 =2V
mit einem Fehler von 1,45%, der praktisch noch vollig unbedenklich
ist. Ganz wahllos darf man allerdings die Lasten nicht annehmen.
Wenn man z. B. w aus der Biegelinie infolge einer Einzellast in 12
bestimmt, erhdlt man bereits einen Fehler von 5,7% in der Eigen-
frequenz. Die Lastverteilung soll ja nach Méglichkeit mit dem Produkt
aus der Massenverteilung und der ersten Eigenschwingungsform tiber-
einstimmen, und wenn diese Forderung nicht erfiillt ist, sollten die
Lasten wenigstens in der Nihe des GroBtwerts von V(%) u(x) konzen-

triert sein. In dem gerechneten Beispiel ergab sich tatsichlich bei
Verwendung einer gleichmiBigen Lastverteilung der beste Wert fiir
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die erste Eigenfrequenz. Auch die Lastverteilung, bei welcher an der
Stelle der gréBten Auslenkung der Eigenschwingungsform eine Einzel-
last angenommen wurde, ergab einen geringen Fehler. Bei der Wahl
von Einzellasten, die sehr weit vom freien Stabende entfernt angreifen,
also an Stellen, an denen die erste Eigenschwingungsform nur kleine
Auslenkungen besitzt, entstehen jedoch gréBere Fehler.

Bei dem oben gerechneten Beispiel war nur deshalb eine gleich-
miBige Verteilung der Massen und konstantes Trigheitsmoment {iber
die Stablinge angenommen worden, um die Niherungswerte mit den
frither ermittelten genauen Werten fiir die erste Eigenfrequenz ver-
gleichen zu kénnen. Praktisch wird man, wie schon bemerkt wurde,
die Niherungsmethode nur dort verwenden, wo die strenge Methode
versagt oder sich zu umstindlich gestaltet.

Beispiel 2. Ein Versagen der strengen Methode liegt bei folgendem
Beispiel vor: Es soll die Grundschwingungszahl eines Turmes oder

3 Freileitungsmastes bestimmt werden, der
== aus 4 Winkeleisen 100X 100X 12 besteht
| (Abb. 68), und der in einer Ebene par-
allel zu einem Seitenpaar des quadratischen
B Querschnitts schwingt. Die Breite am Fuf
sei by = 100 cm, die Breite am oberen Ende
_ by/2 = 50 cm. Es wird angenommen, daB die
Sehn#AB yinkeleisen am Fuf fest eingespannt sind.
Die Masse je Lingeneinheit kann in erster
Naherung konstant {iber die Linge voraus-
gesetzt werden, da die Hauptmasse von den
Winkeleisen herrithrt. Wir bestimmen die
Biegelinie des Turmes unter dem Einflufl
einer am oberen Ende angreifenden, horizontalen Einzelkraft von P kg.
Das Biegemoment infolge dieser Kraft hat die GroBe

— —=
Abb. 68.

93%:-(1—;)113, (48)

wenn x vom Grund aus gerechnet wird. Fiir die Durchbiegung erhilt
man aus der Differentialgleichung der Biegelinie

M
" __ R
V=7
das Integral
z Z
' "
v(x):—jdxfE—]dx, (49)
o 0

da die Durchbiegung v(0) und die Neigung der Biegelinie »’(0) an der
Einspannstelle verschwinden. Anstatt die Doppelintegration in der
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iiblichen Weise graphisch auszufiihren mit Hilfe der Mohrschen Kon-
struktion der Biegelinie, wollen wir eine Formel zur numerischen Doppel-
integration verwenden, die eine ebenso bequeme aber genauere Ermitt-
lung der Biegelinie gestattet, und die im folgenden fiir alle Durchbie-
gungsberechnungen verwendet wird. Wir geben zunichst die Methode
der numerischen Doppelintegration in allgemeiner Form. Die Werte
der Funktion f(x) seien in # &iquidistanten Punkten 0, 1, 2 gegeben
und seien mit fy, /1, f2, . - . bezeichnet. Das Doppelintegral

I(x):ofdxofdxf(x)

in diesen Punkten sei mit I, I;, I,, . . . bezeichnet. Diese Werte kann
man aus den Funktionswerten f,, f;, f5, . . . folgendermafBen berechnen:
Wenn % die Intervallbreite ist, so gelten mit
h2 —
I(x)= Bl (%), (50)

fiir die I( (x) die Beziehungen

Li=I, +ILih+35+3hH —05f,

I_2=2I_1 '"To + /o +10f, +tfos

f3=272 —T] +h +107, + /s, (51)

Li=2I — Iyt fos +10f0st 1,

Die Ausfithrung der Doppelintegration gestaltet sich bei Verwendung
einer Rechenmaschine auBerordentlich

. . S ==
einfach. Die angegebenen Formeln zur 4
numerischen Doppelintegration sind da- 4 =
durch entstanden, daB man die Funk- 7
tion f(x) ersetzt hat durch eine Anzahl
von Parabelbogen, die durch je drei
aufeinanderfolgende Teilpunkte gehen

(Abb. 69). Je mehr Wendepunkte die
Funktion f(x) hat, je ungleichmaBiger sie
verlauft, desto enger muB die Intervallbreite genommen werden, um durch
die aneinandergeflickten Parabelbogen eine gute Annidherung fiir die
Funktion zu erhalten. Wir teilen die Linge des Mastes in 10 gleiche
Abschnitte und bestimmen zunichst die Biegelinie v(x). Die kleinste
Eigenkreisfrequenz ergibt sich dann zu

Abb. 69.

Po ()

f;uﬂdx
0

I’
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v ()
2
kraft von P kg, welche im Punkte x = / angreift, und u wird als kon-

stant vorausgesetzt. Das Integral im Nenner ermitteln wir wieder auf
numerischem Wege mit Hilfe der Simpsonschen Formel. Das bestimmte
Integral iber eine Funktion f(x) berechnet man nach dieser Formel
vermittels

denn i ist die potentielle Energie der Biegelinie infolge einer Einzel-

!
[1a)dx =5 G+ dh+2h+ 4l +dfan+ 1), (52)

Hierbei wird vorausgesetzt, daB # gerade ist. Bei dieser Formel ist
genau wie oben die Funktion f(x) ersetzt durch aneinandergeflickie
Parabelbogen durch je drei aufeinanderfolgende Teilpunkte, % ist wieder
die Intervallbreite. Die gesamte Rechnung fiir den Grundton des Frei-
leitungsmastes ist in Tabelle 1 enthalten. Die Trigheitsmomente der

Tabelle 1. Turm, Energiemethode mit Biegelinie infolge Einzellast

am Ende.
!
h=— A B C D
10
@
x 7 m 12
Z 4 Jo = A-B il 2 2
7 J cm 7 =3 B j‘fC dx D
0
0,0 202260 1,0000 1,0 1,0000 0,0 o
o,I 181 444 I,1147 0,9 1,0032 6,0 36
0,2 161763 1,2502 0,8 1,0002 24,1 580
0,3 143217 1,4123 0,7 0,9886 54,1 2930
0,4 125806 1,6077 0,6 0,9646 96,0 9200
0,5 109530 1,8465 0,5 0,9233 149,4 22 400
0,6 94389 2,1427 0,4 0,8571 213,9 45800
0,7 80383 2,5163 0,3 0,7549 288,7 83 400
0,8 67512 2,9960 0,2 0,5992 372,4 139000
0,9 55777 3,6262 o,I 0,3626 463,3 214000
1,0 45176 4,4771 0,0 0,0000 558,4 3II000
X
/4

3

2 27

% f D2%dx

0
19QI0000

Querschnitte sind den statischen Tabellen von Bérner entnommen.
Joist das Trigheitsmoment des Einspannquerschnitts. Das im folgenden
wiederholt vorkommende Doppelintegral iiber eine Funktion werde mit

deofdxf(x)z_f;)ff(x)dxz
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abgekiirzt. An den Anfang der Tabelle 1 ist die Intervallbreite % an-
geschrieben, die hier //10 betriagt. Die ersten zwei Spalten der Tabelle
enthalten die Abhingigkeit des Querschnittstrigheitsmomentes von

dem dimensionslosen Argument § = —;;— In der dritten Spalte sind die

Verhaltnisse des Trigheitsmomentes an der Einspannstelle [, zu den
Tragheitsmomenten in den dbrigen Stabpunkten ausgerechnet. Die
vierte Spalte enthalt die durch Division durch P/ dimensionslos ge-

machten negativen Biegemomente nach (48)
Pl x
-5 =1—7.

W To

In der fiinften Spalte ist das Produkt — iy berechnet, und in der

sechsten Spalte sind die mit Hilfe der Formeln (51) gewonnenen Werte
eingetragen, die angendhert gleich dem mit 12/42 multiplizierten Doppel-
integral iiber die Funktion C(x) sind. Die Funktion D(x) stellt da-
her bis auf einen Faktor die Biegelinie des Stabes unter der Einzel-
last P am Stabende dar. Infolgedessen verschwindet in der ersten der

Gleichungen (51) das Glied f()h, welches der Neigung der Integral-
kurve fiir x = 0 proportional ist, ebenso ist Z) = 0, und die GréBle

12
0

nimmt fiir den Punkt % = 0,1 den Wert an

D, =3,543-1,0032 — 0,5-1,0002 = 6,0095.
Die nichste Zahl dieser Spalte berechnet sich nach (51) zu

Dy, =2-6,0005 4 1,0000 + 10,032 - 1,0002 = 24,0512,
entsprechend ist

D, = 2-24,0512 — 6,0095 -+ 1,0032 -+ 10,0020 - 0,9886 = 54,0867 ,

usw. In Tabelle 1 ist nur die erste Ziffer hinter dem Komma angegeben.
Die Quadrate in der letzten Spalte sind mit dem Rechenschieber ge-
rechnet. Das mit 3/4 multiplizierte Integral iiber D2 ist mit Hilfe von (52)
berechnet, also

1

2=%szdx=0—}—4-36 1 2.580 - 42930 1 - - -
0
1 4214000 - 311000 = 19910000 .

Den Zusammenhang der Durchbiegung v(x) mit der Funktion D (x)
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der Tabelle erhdlt man, wenn man (49) in der Form schreibt
Pl p2 12 M J, . Pl p
V(%) =— Ej.,12ff172ﬁ7d2 E7, 1200 P (%)

Der Zusammenhang zwischen f v2dx und X der Tabelle 1 ist gegeben

durch 0
7 l

P2 s 1 p2s 1 I
2 —_ 2 —_ -
f” A% = (F 7T 12000 fD 4% = F75T 12008 30>
0 0

und man erhilt fiir das Quadrat der kleinsten Eigenkreisfrequenz den
Ausdruck

2 o PO EJy D)36000

Wy ~ l ‘l.l. Z4 5
,u,j v2dx
0
Mit D(l) = 558,4 und 2 = 19910000, Tabelle 1, ergibt sich
3,171/E7,
Wy < ? —f .

Den genauen Wert werden wir spiter ermitteln zu

3,110 /E
wy = _12— —;]—-9
Der Fehler bei der obigen Rechnung betrigt also 1,9%.

Beispiel 3. Wir wollen nun das gleiche Beispiel ebenfalls mit Hilfe
der Energiemethode, aber mit einer anderen Ausgangslast behandeln,
und zwar soll jetzt eine gleichmidBige Last je Langeneinheit $ genommen
werden. Es ist zu erwarten, dafl die Naherung fiir die kleinste Eigen-
frequenz hiermit besser wird. Die Rechnung ist in ganz entsprechender
Weise wie oben angelegt und in Tabelle 2 ausgefiihrt. Das Biegemoment
infolge der gleichmifligen Last 4 hat den Wert

gv__P Z—x)

und das in der dritten Spalte der Tabelle 2 stehende dimensionslose
negative Biegemoment berechnet sich zu

PE 2
Fir das Quadrat der kleinsten Eigenkreisfrequenz hat man jetzt die
Abschitzung !
fp vdx B
0= (53)

Juvidx
0
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Zwischen der Durchbiegung v(x) und der in Tabelle 2 berechneten
Funktion D (x) besteht die Beziehung

__prr(f12m g, . pR P
v(x)——ff‘;12ffthlz x2_ETDm(—)D(x),

Tabelle 2. Turm, Energiemethode mit Biegelinie infolge gleichmaBig
verteilter Last je Langeneinheit.

=Lt 4 B c D
10
z
x Jo m 12
- =9 — = A-B futnd 2 D2
1 J P 72 j f cax

0
0,0 1,0000 0,500 0,5000 0,0 o
0,1 1,1147 0,405 0,4515 2,9 10
0,2 1,2502 0,320 0,4001 11,2 130
0,3 1,4123 0,245 0,3460 24,3 590
0,4 1,6077 0,180 0,2804 41,6 1730
0,5 1,8465 0,125 0,2308 62,3 3880
0,6 2,1427 0,080 0,1714 85,6 7330
0,7 2,5163 0,045 0,1132 I11,4 I124I0
0,8 2,9960 0,020 0,0599 138,2 19130
0,9 3,6260 0,005 0,0181 166,0 27 560
1,0 4,4771 0,000 0,0000 193,9 37 600

2y 2,
! !
if Dix %f Dix
0 0
2214,9 272000

und man erhilt, wenn man dies in (53) einsetzt,

o} ~

E J, 1200 %,

pit X,

Die Werte 2} und %, werden wieder nach (52) gerechnet:

21=%fDdx —=0+4-29+2-11,2+ --- +4-166,0 + 193,9 = 2214,9,
0

Z%rDzdx=0+4,10+2,13@.{....+4.27560+37600=272000.
]

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 11
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Damit ergibt sich schlieBlich

3,126 1 /E ],

w0 = =5 —‘u—‘—’ .

Der Fehler ist tatsichlich gegeniiber der ersten Rechnung kleiner ge-
worden und betrdgt nur noch 0,5%.

Beispiel 4. In denjenigen Fillen, bei denen von der statischen Be-
rechnung her eine fiir die Schwingungsrechnung geeignete Biegelinie
nicht vorliegt, oder deren Berechnung zuviel Mithe machen wiirde, ist
eine andere Form der Energiemethode sehr empfehlenswert zur Ab-
schitzung der kleinsten Eigenfrequenz des Stabwerks. Man verwendet
dann namlich an Stelle einer Biegelinie infolge von statischen Lasten
die erste Eigenschwingungsform eines ,,benachbarten’ Tragwerks, wo-
bei unter einem benachbarten Tragwerk ein solches verstanden werden
soll, das die gleichen Lingenabmessungen und Rand- und Ubergangs-
bedingungen aufweist wie das urspriingliche, das jedoch in der Ver-
teilung der Massen und Trigheitsmomente der Stabquerschnitte von
dem urspriinglichen abweicht. In vielen Fillen wird es gelingen, die
Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen eines benachbarten Stab-
werks mit gleichmidBiger Verteilung der Massen und der Trigheits-
momente mit strengen Methoden zu berechnen. Die strenge Berechnung
der Eigenfrequenzen eines solchen Stabwerks ist bereits in III, B ge-
geben worden, die Berechnung der Eigenschwingungsformen wird in
1V, B nachgeholt werden im Zusammenhang mit der Theorie der er-
zwungenen Schwingungen. In dem eben behandelten Beispiel der
Schwingungen eines Freileitungsmastes liegt es nahe, die Grund-
schwingungsform eines homogenen eingespannt-freien Stabes zu ver-
wenden. In VII, Tabelle C sind fiir 20 dquidistante Punkte die Funk-
tionswerte und die zweiten Ableitungen der ersten vier Eigenschwin-
gungsformen eines solchen Stabes angegeben. Die Forminderungs-
energie berechnen wir jetzt mit Hilfe der Beziehung

!
Av) = %fE]v”zdx,
¢
die nach II, 26, (127) bei festen Lagern, festen Einspannungen oder

freien Stabenden gilt. Wir erhalten fiir das Quadrat der niedrigsten
Eigenkreisfrequenz die Abschitzung

l
JEJv"2dx
<L

!
f,uvhix
0

oder unter Beriicksichtigung der konstanten Massenverteilung und unter
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Verwendung der in VII, Tabelle C enthaltenen dimensionslosen GréBen
Vi und Vil .
f(V'l' 12 % dx
E Jog 0
= ﬁ; 7

[y

Die Rechnung ist in Tabelle 3 durchgefithrt. Die Integrationen sind
wieder mit Hilfe von (52) vorgenommen worden. Die kleinste Eigen-
kreisfrequenz des Stabes ergibt sich zu

EJ, 31101/E],
“’1<V21 2V ="

Tabelle 3. Turm, Energiemethode mit der Grundschwingungsform des
homogenen eingespannt-freien Stabes.

i
h=— A B C D E
10

i 4 L K’:_ "] BZ 2

; Jcm 70 ] vy AC
0,0 202260 1,0000 0,0000 7,032 0,000 49,46
o,I 181444 0,8971 0,0335 6,064 0,001 32,99
0,2 161763 0,7998 0,1277 5,102 0,017 20,81
0,3 143217 0,7081 0,2730 4,155 0,074 12,22
0,4 125806 0,6220 0,4598 3,243 0,211 6,54
0,5 109530 0,5415 0,6790 2,387 0,460 3,09
0,6 94389 0,4667 0,9223 1,616 0,849 1,21
0,7 80383 0,3974 1,1817 0,960 1,396 0,37
1,8 67512 0,3338 1,4510 0,449 2,105 0,06
0,9 55777 0,2758 1,7248 0,118 2,975 0,00
0,0 45176 0,2234 2,0000 0,000 4,000 0,00

2 2y

i !
3 3
= Dd = | Ed
0 0

29,989 30,141

mit einem Fehler von nur 1,9%. Trotz der sehr starken Verin-
derung des Trigheitsmomentes, welches am Stabende nur rund ein
Viertel desjenigen an der Einspannstelle betrigt, ist der Stab mit
konstantem Trigheitsmoment geniigend benachbart und seine Grund-
schwingungsform geeignet zur angeniherten Berechnung der ersten
Eigenfrequenz des Turmes. Selbstverstindlich kann auch die Masse
ungleichmiBig iber die Linge verteilt sein. Die vorletzte Spalte der
11%
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Tabelle 3 ist dann lediglich noch mit dem Faktor g zu multiplizieren.
Auf diese Weise kénnen die Eigenfrequenzen von Schornsteinen und
anderen turmartigen Gebduden bequem berechnet werden.

Beispiel 4a. Auller verteilten Massen kénnen auch konzentrierte
Massen vorkommen. Um die Energiemethode auch auf ein Beispiel
eines Stabes mit einer konzentrierten Masse anzuwenden, sei die
Grundfrequenz eines homogenen Stabes berechnet, der auf der einen
Seite eingespannt ist und am anderen Ende eine Einzelmasse trigt.
Wenn p die Masse je Lingeneinheit des Stabes ist und M die Einzel-
masse, dann ist die bezogene kinetische Energie

1
T=1(fuvidx +v2() M),
i
und wir erhalten fiir die kleinste Eigenfrequenz die obere Grenze

l
[EJv'2dx
0

o} <
Suvidr +v2 ()M
0

Setzen wir hierin wieder die Schwingungsform des entsprechenden
Stabes ohne Einzelmasse aus VII, Tabelle C ein, dann ergibt sich

' mV ou
2 Vl + 4,00 —
nl

Fiir M = 0 folgt hieraus der bekannte Wert fiir den Stab ohne Einzel-
masse. Fiir den anderen Grenzfall y = 0 folgt hieraus
1,76 1/EJ
D=0 e
Dieser Grenzfall ist aber leicht exakt zu berechnen. Es handelt sich
dann nidmlich um eine gefederte Einzelmasse mit der Federkonstanten

_3E]
c==A

und die Eigenfrequenz dieses Systems betrigt

~V3Ej_1,73 E]
C=VEM T s )

Bei p = 0 weicht das System am stdrksten ab von demjenigen, dessen
Schwingungsform verwendet worden ist, der Fehler in (54) muB also
in diesem Fall grofer sein als fiir alle anderen Verhiltnisse Mjul, d.h.
der Fehler der Formel (54) ist bestimmt kleiner als 1,7%.

Die Eigenfrequenzen unseres Stabes mit Einzelmasse kdnnen leicht
mit Hilfe der in IIT, B entwickelten strengen Methode berechnet wer-
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den. Wir versehen die GréBen am linken Stabende wieder mit dem
Index 0, diejenigen am rechten Stabende mit dem Index 1. Von den
Hilfsgréfen e, fo, €1, 1 lassen sich drei unmittelbar angeben, nimlich
¢g=fy =00 und e; =0 (Abb. 70). Die Grundgleichung 6, (18) lautet
dann

LB@A)+E@)=0,
und aus der Bedingung am Stabende

01— Maw?v, =0 (vgl. 8, Beispiel 2)
ergibt sich

M
h=—=7"
Es ist also g 7
M _ C@ ¥ P
ut 4B Abb. 70,

M . .
Fir al = 1 erhidlt man die Frequenzgleichung

(53(2).— AB @A) =0,
deren kleinste Wurzel sich aus VII, Tabelle A ergibt zu 4 = 1,248.

Die nach der strengen Methode ermittelte kleinste Eigenkreisfrequenz
hat also den Wert

1,56 1/EJ
w; = 7 T .
Die Niherung (54) liefert
1,57 {/E]
Wy =~ 2 7 )

also einen Fehler von 0,6%. Wenn die Einzelmasse sich nicht am Stab-
ende, sondern an einer anderen Stelle des Stabes befindet, wird die
Anwendung der strengen Methode recht umstidndlich, bei verdnder-
lichem Trigheitsmoment des Stabquerschnitts oder bei verinderlicher
Massenverteilung versagt die strenge Methode iiberhaupt. Die Giite
der oben angewendeten Niherungsmethoden dagegen ist auch in jenen
der strengen Methode unzugénglichen Fillen die gleiche.

Beispiel 5. Von besonderem Interesse ist die Berechnung der Eigen-
schwingungszahlen von Briicken. Man kann die Briicke meistens auf-
fassen als Triger mit verdnderlichem Trigheitsmoment. Die Massen
rihren in erster Linie von der Fahrbahn her, und man wird meistens
eine gleichmiBige Massenverteilung annehmen kdnnen. Wir wollen zu-
nichst die Berechnung einer Trigerbriicke auf zwei Stiitzen mit Hilfe
der Energiemethode ausfithren. Der Verlauf der Trigheitsmomente
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iber die halbe Spannweite ist der Tabelle 4 zu entnehmen, fiir die
zweite Tragerhilfte sind die Tragheitsmomente symmetrisch zu ergin-
zen (Abb. 71). J,ist das Trigheitsmoment des Mittelquerschnitts. Wir
verwenden zunichst wieder die Biegelinie infolge einer Einzellast in
Tragermitte. Die Berechnung der Biegemomente ist in Tabelle 4 ent-
halten. Das Biegemoment infolge der Einzelkraft P in Trigermitte be-
tragt fiir die linke Trigerhilfte

- e m_Llx
4\ 2 1
¥ In der dritten Spalte der Tabelle 4
ist das dimensionslose Moment
Abb. 71. m x
PiT 21

eingetragen. Die Doppelintegration ist wieder mit Hilfe der Formeln
(561) ausgefiihrt. Da die Neigung der Biegelinie aus Symmetriegriinden
in der Trigermitte verschwindet, wurde von der Mitte her nach aulen
integriert, und zwar zunichst unter der Annahme, daB das Doppel-
integral D (x) in der Mitte Null ist. Wenn man die Werte der Funktion
D(x) mit Dy, Dy, ..., Dy, bezeichnet, wobei D, den Wert am Lager,

Tabelle 4. Tragerbriicke, Energiemethode mit Biegelinie infolge
Einzellast in Trigermitte.

h= i A B C D E
20
2 —x
¥ Jo n 12
— g ot A-B | L —D E?
7 7 B1 722 Cdx |140,0
U2
0,00 5,000 0,000 0,000 140,0 0,0 o
0,05 4,240 0,025 0,106 115,2 24,8 615
0,10 3,560 0,050 0,178 91,7 48,3 2333
0,I5 2,960 0,075 0,222 70,3 69,7 4858
0,20 2,440 0,100 0,244 51,5 88,5 7832
0,25 2,000 0,125 0,250 35,6 104,4 10899
0,30 1,640 0,150 0,246 22,7 117,3 13759
0,35 1,360 0,175 0,238 12,8 127,2 16180
0,40 1,160 0,200 0,232 5,7 134,3 18036
0,45 1,040 0,225 0,234 1,5 138,5 19182
0,50 1,000 0,250 0,250 0,0 140,0 19600
Py
12

3

= | E2a

7 f g

0
310456
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D,, den Wert in der Trigermitte bedeutet, dann ist also
Dyy=0,
Dy, =3,5-0,250 + 3-0,234 — 0,5-0,232 = 1,461,
Dy = 2-1,461 4 0,250 + 2,340 + 0,232 = 5,744,
D, =2-5744 — 1,461 -+ 0,234 + 2,320 + 0,238 = 12,819.

Die Zahlen der folgenden Spalte der Tabelle 4, E = D(0) — D(x),
entsprechen den Durchbiegungen (Abb. 72). Die Quadrate der letzten

Spalte sind aus einer Quadrattafel entnommen, :
' H

die fiir Schwingungsrechnungen sehr niitzlich

ist. An sich wire jedoch, wie in dem fritheren AﬁM !
Beispiel, die Rechenschiebergenauigkeit aus- pre— )
reichend. Die Intervallbreite ist 4 = 7/20, wo ] T
die Spannweite des Tragers bezeichnet. Den Zusammenhang zwischen
der Durchbiegung und der Funktion D (x) bzw. E(x) der Tabelle 4
erhilt man vermittels

_ Pl m To
v = ﬂ"*“ mﬁﬂﬁﬁT
;2

v(%) = E]o 12.400

Das Integral iiber die Quadrate der Biegeordinaten ergibt sich zu
1

p2js
f’iﬂ ()dx = ET)E 48002 fE
§

!

v () dy— D20 1 21E
(%) 4% = 575 25008 60 °

E (x).

und man erhilt damit

Po(q) _EL T (L>

S opn

und ——
8,0591/EJ
o <=5 l/ . 2.

Der genaue Wert betrigt, wie wir spiter sehen werden,
_ 1,9914/E ],

o = T/ ETs

Der Fehler der obigen Abschitzung ist also 0,85%.
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Beispiel 6. Vielfach werden bereits bei der statischen Rechnung
die Durchbiegungen unter dem FEigengewicht der Briicke ermittelt.
Die Bestimmung der kleinsten Eigenfrequenz unter Verwendung der
Biegelinie infolge des Eigengewichts macht dann fast keine Mehrarbeit
gegeniiber der statischen Rechnung. In Tabelle 5 ist fiir unser Bei-
spiel die entsprechende Rechnung durchgefithrt nach dem gleichen
Muster wie im Falle der Einzellast in Briickenmitte. Der Zusammen-
hang zwischen der Durchbiegung v (%) und der in Tabelle 5 errechneten
Funktion E (x) ist gegeben durch

p2 72
T EJ,8-12-400
Das Quadrat der kleinsten Eigenkreisfrequenz erhilt man dann mittels

2

v (%) E(x).

fp vadx
0
2 z
wi < 2
Juvidx
0
zu 2_EJ z E]J
0 jand N —Jo
of 03845 = 6388700,
Tabelle 5.
Tragerbriicke, Energiemethode mit Biegelinie infolge Eigengewicht.
h= * A B C D E F
20
l/2—2x
x Jo m 12 2 10~2
7 —j— SW AB ﬁff Cdx?{ 740,7—D E2? 10
y2
0,00 5,00 0,00 0,000 740,7 0,0 o
0,05 4,24 0,19 0,806 598,0 142,7 204
0,10 3,56 0,36 1,282 465,1 275,6 760
0,15 2,96 0,51 1,510 3473 393.4 1548
0,20 2,44 0,64 1,562 247,5 493,2 2432
0,25 2,00 0,75 1,500 166,3 574.4 3299
0,30 1,64 0,84 1,378 103,1 637,6 4065
0,35 1,36 0,91 1,238 56,3 684,4 4684
0,40 1,16 0,96 1,114 24,5 716,2 5129
0,45 1,04 0,99 1,030 6,0 734,7 5398
0,50 1,00 1,00 1,000 0,0 740,7 5486
b 2y
12 /2
3 3
2| E =2
7 f dx 7 dex
0 0
15104,3 90790
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oder

w, <

7,993 1/E J
ESY/EL.
Der Fehler betrigt nur 0,04%. Diese Genauigkeit ist bei der verwende-
ten Methode allerdings nicht immer zu erwarten, so lieferte die ent-
sprechende Rechnung bei dem Turm einen Fehler von % %. Immerhin
haben Durchrechnungen zahlreicher Beispiele gezeigt, daB die Ver-
wendung der Energiemethode mit der Biegelinie unter gleichmiBig
verteilter Last in allen Fillen Fehler liefert, die 1% nicht iiberschreiten.
Beispiel 7. Liegt eine geeignete Biegelinie nicht bereits von der sta-
tischen Rechnung her vor, und wiinscht man die Berechnung der Biege-
linie zu vermeiden, dann nimmt man wieder am zweckmiBigsten die
Schwingungsform des entsprechenden Stabes mit konstantem Trig-
heitsmoment. Das ist in unserem Fall eine Sinuslinie, vgl. II, 23 (98).

Wir setzen also in die Formel
y2

2 J . ne
(Ejv'2dx fjo” ax
2 o0 0 EJy 0 I
01 ="y u 2
fuvidx Jv2dx
0 0
die Funktion
v sinz —
1 "l
mit der zweiten Ableitung
19" (%) = —a?sinm <
ein. Man erhilt also
2
f i sin?2mg—dx
Jo
9 E ], - 0
1= 72

Der Nenner 148t sich streng integrieren und ergibt

!2
l

. X
sinfz -dx = .
0
Das Integral im Zahler ist in Tabelle 6 berechnet zu
2

J oo % 1 y7_ 11,086
fjosmnldx—ﬁoz_ %o l.
0
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Man bekommt so

oder

2~ EJo 11,086

01 > w15
8,48 1 /E ],
1= 2 " :

III. Die Berechnung der Eigenschwingungszahlen von Stabwerken.

4

Der Fehler dieser einfachen Rechnung ist wesentlich gréBer als bei

Tabelle 6. Tragerbriicke, Energiemethode
mit Grundschwingungsform des homo-
genen Stabes auf zwe1 Statzen.

Verwendung von Biege-
linien, nidmlich 6%. Fur
viele Zwecke wird jedoch

y B C auch ein Fehler von dieser

GroéBe noch durchaus zu-

il S Y= EL; AB® lassig sein, besonders wenn
! Jo ! 7 man bedenkt, daB die

0,00 0,200 0,0000 0,0000 elastischen Eigenschaften
g;’g g:zgf f,j;g% g:gzgg der Konstruktion (Ein-
0,15 0,338 0,4540 0,0697 spannungsgrad, Elastizi-
0,20 0,410 0,5878 0,1417 titsmodul) oft nur recht
gigg gzg?g gigzgé g ;ggz ungenau bekannt sind. In
0,35 0,735 0,8910 0,5835 der folgenden Tabelle sind
040 | 0863 09511 07807 noch einmal die mit Hilfe
o:gg I:c9>oo Ijgogg Izggoi der Energiemethode ge-
= wonnenen Niherungen fiir

” die kleinste Eigenfrequenz

3 des Turmes und der Briicke

IIC’” zusammengestellt mit An-

0 gabe der Fehler. Von Inter-

11,086 esse sind ebenfalls die in

Tabelle der mit Hilfe der Energiemethode gewonnenen Naherungen

fiir die Werte w2 V—-’u—
E]J,

a) Turm:

Biegelinie unter
Einzellast am Stabende

Biegelinie unter
konstanter verteilter Last

Eigenschwingungsform
des homogenen Stabes

3,170 (1,9%)

3,126 (0,5%)

b) Briicke:

3,170 (1,9%)

Biegelinie unter
Einzellast in Stabmitte

Biegelinie unter
konstanter verteilter Last

Eigenschwingungsform
des homogenen Stabes

8,059 (0,85%)

7,993 (0,04 %)

8,48 (6,1%)
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Abb. 78 (Turm) und 74 (Briicke) gezeichneten Funktionen v(x) und
ihre zweiten Ableitungen '/ (x), die in der Energieformel verwendet
wurden. Man sieht, daBl die Funktionswerte selbst sich nur wenig von-

einander unterscheiden,

voneinander abweichen.

Die Biegemomente, d.h. 2"\

die mit £ J multiplizier-
ten Kriimmungen,unter-
scheiden sich wieder nur
sehr wenig voneinander.

Beispiel 8. Ehe wir
die Energiemethode auf
kompliziertere =~ Trag-
werke anwenden, sei
auf eine Methode zur
Berechnung der klein-
sten Eigenfrequenz hin-
gewiesen, die in ge-
wissen einfachen, aber
praktisch haufig vor-
kommenden Fillen sehr
zweckmifiig ist. Wenn
die Stabmasse gleich-
maBig iber die Linge
verteilt ist, geniigt es
oft, ein reduziertes mitt-
leres Trigheitsmoment
zu bestimmen und die
Schwingungszahl  des
gleichartig  gelagerten
Balkens mit konstan-
tem, mittlerem Trig-
heitsmoment zu be-
rechnen. Die Reduktion
des Triagheitsmoments
wird so vorgenommen,
daB die maximalen

daB dagegen die Kriimmungen sehr stark

4

x
Abb. 74.

Einzellast,
————— gleichmiBig verteilte Last,
— ——— Eigenschwingungsform des homogenen Stabes.

Durchbiegungen des wirklichen Stabes und des Ersatzstabes mit
konstantem Trigheitsmoment unter der Einwirkung einer geeigneten
statischen Belastung gleich werden. Wir wenden die Methode der
reduzierten Trigheitsmomente zunichst auf das oben behandelte
Beispiel des Turmes an. Die gréte Durchbiegung des Turmes unter
der Wirkung einer Einzellast P am freien Ende betrigt, wie aus
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Tabelle 1 hervorgeht,
o (l) = Db 5584
() = EJ, 1200 °

Die groBte Durchbiegung eines glatten Stabes mit dem Trigheits-
moment J, der am einen Ende eingespannt ist und am anderen Ende
die Last P trigt, hat den Wert

v () = ] 0 3333.
Wenn diese beiden Durchbiegungen gleich sein sollen, muf3
J =0,716 ],

sein. Die kleinste Eigenfrequenz des glatten Stabes mit diesem Trig-
heitsmoment betrigt

~ 3R] _ 2% V@'z
©1= R A

Sie ist nur um 4,2% kleiner als diejenige des Turmes mit den verander-
lichen Trigheitsmomenten.

Die groBte Durchbiegung des Turmes unter der Wirkung einer
gleichmiBig verteilten Last p ist nach Tabelle 2

_ p1 1939
v(l) = EJ, 1200 °

Die gréBte Durchbiegung eines glatten Stabes mit dem Trigheits-
moment J, der einseitig eingespannt ist und eine gleichmaBige Last p
je Liangeneinheit trigt, ist
_ pI
. 2
v () = 7 0,125.

Die Gleichheit der beiden Durchbiegungen erfordert die Giiltigkeit der

Beziehung
J=0714],.

Die kleinste Eigenfrequenz des glatten Stabes mit diesem Trigheits-
moment betrdgt dann

® _ 352 Ej_?,loVE_jo
1 12 u 12 o
Sie ist also nur um 0,33% kleiner als diejenige des Turmes mit ver-
anderlichem Triagheitsmoment. Die gleiche Methode ist auch anwendbar,
wenn die Massenverteilung nur schwach ungleichmafig ist. Man setzt
dann eine mittlere Massendichte ein. Die Methode der reduzierten Trig-
heitsmomente ist wohl zu unterscheiden von der frither verwendeten
Energiemethode unter Zugrundelegung der Eigenschwingungsform eines
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benachbarten Systems mit konstanter Steifigkeit. Bei der. ersten Me-
thode berechnet man die tatsichliche Eigenfrequenz eines benachbar-
ten Stabes mit geeignetem mittleren, konstantem Trigheitsmoment, bei
der zweiten Methode dagegen {ibernimmt man von dem benachbarten
System lediglich die Eigenschwingungsform und setzt diese Funktion
in den Energiequotienten fiir das wirkliche System ein. Die Methode
der reduzierten Trigheitsmomente kann aufgefaBt werden als prak-
tisch oft zulidssige Abkiirzung der genaueren Energiemethode unter Zu-
grundlegung einer Biegelinie infolge geeigneter Lasten. Es ist hier
namlich nicht die Kenntnis der gesamten Biegelinie, sondern lediglich
diejenige der groBten Durchbiegung erforderlich, auBerdem fallt die
Integration iiber die Biegelinie und iiber die Quadrate der Biegeordi-
naten weg.

Beispiel 9. Wir wollen die Methode der reduzierten Trigheits-
momente noch auf ein weiteres Beispiel, ndmlich die oben behandelte
Briicke anwenden. Die gréBte Durchbiegung der Briicke unter Wir-
kung einer Einzellast P in der Mitte betrigt, wie man aus Tabelle 4
entnimmt,

<z>_ P B 140,0
U\2) = EJ, 4800

Die groBte Durchbiegung eines glatten Stabes mit dem Trigheits-
moment J unter dem EinfluB einer Last P in der Mitte ist

i(3) =57 1
\2)T Ej 88

Aus (&) = v(4) folgt also die Bezichung
] == 0,715 ]0 .

Die kleinste Eigenkreisfrequenz des Stabes auf zwei Stiitzen mit diesem
Tragheitsmoment betrigt

9,86 1/EJ] 8351/E],
M= T E N e

Sie ist um 4,4% groBer als diejenige der Briicke.
Verwenden wir die gréBte Durchbiegung unter dem Eigengewicht,
so erhalten wir nach Tabelle 5

v(~l— 407 p#
2)“8-4800EJO'

Beim glatten Stab ist
_(1\_ 5 pn
o(3) = mirg

7+
woraus
J =0,675],
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folgt. Die kleinste Eigenkreisfrequenz des glatten Stabes mit di€sem
Trigheitsmoment ist

__9861/E] 8,10 VE_](;

Wy ]2 " ]2 "

Sie ist nur noch 1,2% grofer als diejenige der Briicke. Aus diesem
und aus anderen gerechneten Beispielen geht hervor, daB man bei
einfachen Stabwerken mit konstanter oder beinahe konstanter Massen-
verteilung die Methode der reduzierten Trigheitsmomente, insbesondere
bei Vergleich der Durchbiegungen infolge konstanter Lasten je Lingen-
einheit, sehr gut verwenden kann. Fiir die kleinste Eigenkreisfrequenz
einer Tragerbriicke auf zwei Stiitzen sei das Ergebnis noch einmal in
einer einfachen Formel zusammengefaBt. Danach erhilt man

1126 1 1/E],

W, = AVU—* 2 u

wo v* die dimensionslose groBte Durchbiegung der Briicke infolge
einer gleichmiBig verteilten Last p ist (Eigengewicht):
v¥ =1 };ﬂo .
Diese Formel liefert bei konstantem Tragheitsmoment den genauen
Wert, bei verdnderlichen Trigheitsmomenten sehr gute Niherungen
fiir die kleinste Eigenkreisfrequenz der Briicke.
Beispiel 10. Bisher hatten wir lediglich Beispiele von statisch be-
stimmt gelagerten Trigern behandelt. Um zu zeigen, daB die Energie-
& —- —= = method_e auch  bei sta.tisch
i, T L I S unbestlmmt.en Konstru.ktlonen
Abb. 75, . ; t2 brauchb‘ar 1st., WOHeI:l wir nun-
mehr die kleinste Eigenschwin-
gungszahl eines iiber vier Stiitzen durchlaufenden Tragers berechnen.
Die Abmessungen sind Abb. 75 zu entnehmen. Wir setzen zunichst

T~ iber die Liange konstante

N x——2% Massenverteilung x und
konstante Steifigkeit E J

voraus, da dieser Fall der
strengen Berechnung zu-
ginglichist. Dieerste Eigen-
schwingungsform hat die in Abb. 76a gezeichnete Gestalt. Wir nehmen
daher eine Belastung nach Abb.76b an, wo in den Endfeldern eine
Last p nach oben, in dem Mittelfeld eine Last $ nach unten wirkt. Das
Stiitzmoment {iber den Mittelstiitzen infolge dieser Belastung findet
man in bekannter Weise aus den Dreimomentengleichungen zu

M, = — 0,0406 p12.

Abb. 76a u. b.
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In Tabelle 7 ist die Berechnung der Durchbiegung unter den angenom-
menen Lasten nach dem schon bei den fritheren Beispielen angewen-
deten Schema vorgenommen. Man hitte zwar in unserm Fall die Durch-
biegung bequemermit Hilfeder w-Tafelnvon Miiller-Breslaugewonnen,
doch ist davon abgesehen worden, um zu zeigen, daBl die numerische
Integration, die ja bei verdnderlicher Steifigkeit ohnedies verwendet
werden muB, tatsichlich zuverlissige Werte ergibt. Mit 9%, ist das

Tabelle 7. Trigerbriicke mit konstanter Steifigkeit auf 4 Stiitzen,
Energiemethode mit Biegelinie infolge Belastung nach Abb. 76b.

/.
E=2 A B c D E
12
l1+12/2—2
x Mo P 12
2 — 8 — — A B | = 2 109 — D E?
U T p | AP ) ) cae| e
lh+12/2

o — 0,000 | -— 0,000 0,000 109 o o
1 — 0,194 | — 0,041 | — 0,235 128 — 19 360
2 — 0,333 | — 0,081 | — 0,414 144 — 35 1220
3 — 0,416 | — 0,122 | — 0,538 156 — 47 2200
4 — 0,444 | — 0,162 | — 0,606 161 — 52 2700
5 — 0,416 | — 0,203 | — 0,619 159 — 50 2 500
6 — 0,333 | — 0,244 | — 0,577 149 — 40 1600
7 — 0,194 | — 0,284 | — 0,478 131 — 22 480
8 0,000 | — 0,325 | — 0,325 109 o o
9 + 0,305 | — 0,325 | — 0,020 83 + 26 680
10 + 0,556 | — 0,325 | + 0,231 57 + 52 2700
11 + 0,750 | — 0,325 | + 0,425 34 + 75 5620
12 | +0,889 | — 0,325 | + 0,564 15 + 94 8820
13 + 0,972 | — 0,325 | + 0,647 4 + 105 11020
14 + 1,000 | — 0,325 | + 0,675 o =+ 109 I1900

24 2y

li+-12/2 li+12/2

3| |Ejax| 2 f Edx
0 0

2031 137420

Biegemoment des Grundsystems bezeichnet, das in den Mittelstiitzen
Gelenke besitzt, mit MM, sind die Biegemomente bezeichnet, die ent-
stehen, wenn in den Mittelstiitzen die statisch unbestimmten Mo-
mente M, angreifen. Da der Triager symmetrisch ist, geniigt es, die
eine Hilfte zu betrachten, die in 14 Intervalle eingeteilt ist mit der

. 2 .
Intervallbreite 7 = 1—22 . In der zweiten und dritten Spalte der Tabelle 7
sind die dimensionslosen Biegemomente

8 M, 89,

7z " 7
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eingetragen in der vierten Spalte die wirklichen dimensionslosen Biege-

momente » 12 Die fiinfte Spalte enthilt das Doppelintegral iiber die

Blegemomente angefangen von der Trigermitte. Die Neigung in der
Tragermitte verschwindet aus Symmetriegriinden, auBerdem ist in der
Spalte D auch D,, = 0 gesetzt worden. Die nichste Spalte enthilt
dann bis auf einen Faktor die gesuchten Durchbiegungen, und zwar ist

T
(2, 1285 ssm12
—J))ET TTE p12h2
0

v(x)_plg 1

= 37 g8.19° 123E (x) .

Das Quadrat der kleinsten Eigenkreisfrequenz erhilt man vermittels

lﬁj‘hﬂ
pvdx
EJZ
R 3L =1
él1+lz/" §-12 wis 2y’
Suovtdx
0

oder mit den Werten der Tabelle 7

14,30 1/EJ
w; = lg —‘u_ .

Man hat zu beachten, daB ¢ im ersten Feld negativ, im zweiten Feld
positiv ist. Bei der Berechnung wvon X, sind daher die Absolut-
betrige |E (x)| zu nehmen.

Die strenge Berechnung der kleinsten Eigenfrequenz dieses Tragers
gestaltet sich sehr einfach. Die Frequenzgleichung wurde bereits in 8, (25)
abgeleitet in der Form

g
s(3)

Ao\’
u(3)
(In 8 ist die halbe mittlere Spannweite mit /, bezeichnet, hier dagegen
die ganze mittlere Spannweite, daher steht auf der rechten Seite der

Frequenzgleichung 4,/2.) Da die Trigheitsmomente in allen Feldern
gleich sind, gilt

S (A
%1]153—&3':_"2]2

AiA=1:1,
also 1, = 21,. Die Frequenzgleichung reduziert sich zu

) __ GG
B () A3 ) "
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Mit Hilfe von VII, Tabelle A findet man

A = 2494,
also
_ 24042 1 JE] 9 24942 1/E]
ST TR Ve T E TR e
14,00 {/EJ
wl— l?, “u—

Der Fehler bei Anwendung der Energiemethode betrug somit 2,1%.
Beispiel 11. Nachdem wir uns iberzeugt haben, daB die Energie-

methode auch fiir unseren durch-

laufenden Triger brauchbare Er- J

gebnisse liefert, wollen wir einen

in gleicherWeise gelagertenTrager

mit veranderlicher Steifigkeit be- Abb. 77,

handeln. Es moge sich wieder um

eine Briicke handeln, bei welcher die Hauptmassen von der Fahrbahn

herriihren, soda3 wir konstante Massenverteilung voraussetzen kénnen.

Der Verlauf der Tragheitsmomente sei symmetrisch zur Trigermitte,

er ist in Abb. 77 dargestellt. Das Trigheitsmoment iber den Mittel-

stiitzen sei mit J, bezeichnet. Die zweite Spalte der Tabelle 8 enthilt

die reziproken Trigheitsmo- i

mente des Trigers bezogen >~ 5~ a)

auf das Tragheitsmoment an %

den Mittelstiitzen. Wir berech-

nen wieder die Durchbiegung o
des Tragers unter dem EinfluBl Ab; Praa—

einer Belastung nach Abb.76b. ) o

Als statisch bestimmtes Grundsystem wird der Trdger genommen,
der an den Mittelstiitzen durch Gelenke unterbrochen ist. Die Biege-
momente infolge der angenommenen Lasten am Grundsystem sind
in der dritten Spalte der Tabelle 8 eingetragen (vgl. auch Abb. 78a).
Die tatsichlichen Biegemomente setzen sich zusammen aus

9)3:%0—1—){%1,

wo der Verlauf von 9, aus Abb. 78b hervorgeht. X ist die statisch
unbestimmte GréBe, die sich bekanntlich aus dem Satz vom Minimum
der Forminderungsarbeit ergibt zu

J“Jﬁo‘,ml dx
fs'ml dx

Diese Rechnung ist in Tabelle 8 ausgefithrt. M, ist so gewihlt, daB

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 12

4 % =

X

X = (55)
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Tabelle 8. Vierfach gelagerte Tragerbriicke mit veranderlicher Steifig-

l
h=2 4 B c D E F
12
122 S g Mo | g M ABC ace | i
2 J P13 P Z,
o 5,000 — 0,000 0,000 0,000 0,000 — 0,000
I 4,500 | — 0,194 | 0,125 — 0,109 0,070 — 0,041
2 4,000 — 0,333 0,250 — 0,333 0,250 — 0,082
3 3,500 — 0,416 0,375 — 0,546 0,492 — 0,124
4 3,000 — 0,444 0,500 — 0,666 0,750 — 0,165
5 2,500 — 0,416 0,625 — 0,650 0,977 — 0,206
6 2,000 — 0,333 0,750 — 0,500 1,125 — 0,247
7 1,500 — 0,104 0,875 — 0,255 1,150 — 0,288
8 1,000 0,000 1,000 0,000 1,000 — 0,330
9 1,460 + 0,305 1,000 + 0,445 1,460 — 0,330
10 1,834 -+ 0,556 1,000 -+ 1,020 1,834 — 0,330
I 2,125 + 0,750 1,000 + 1,595 2,125 — 0,330
12 2,333 + 0,889 1,000 -+ 2,075 2,333 — 0,330
13 2,458 | + 0,972 | 1,000 + 2,385 2,458 — 0,330
14 2,500 -+ 1,000 I,000 + 2,500 2,500 — 0,330
Zy 2y
L+1/2 l1+12/2
3 3
= dx| =
7 Dadx 7 Edx
0 0
17,152 52,012
. . 8 My . . "
im mittleren Feld T = 1 gilt. Infolge der Symmetrie des Trigers
2

geniigt es, die eine Hilfte zu betrachten, die in 14 Intervalle von der
Iy

Lénge h = 75 eingeteilt ist. In der Spalte D und E sind die Inte-

granden der in (55) zu bildenden Integrale ausgewertet worden. Die
statisch unbestimmte GroBe ergibt sich zu

Die Spalte G enthilt die wirklich auftretenden dimensionslosen Biege-
8 M
g’

momente ——, Spalte H die mit den reziproken Trigheitsmomenten

multiplizierten Biegemomente. Der weitere Verlauf der Rechnung ent-
spricht vollig demjenigen bei dem vorhergehenden Beispiel, dem iiber
vier Stiitzen durchlaufenden Triger mit konstanter Steifigkeit. Die
Doppelintegration ist von der Mitte ausgehend vorgenommen. Die vor-
letzte Spalte enthilt bis auf einen Faktor die Durchbiegungen. Das
Quadrat der kleinsten Eigenkreisfrequenz ergibt sich wie bei dem
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keit, Energiemethode mit Biegelinie infolge Belastung nach Abb.76b

G- H K L M
l1+1s/2—2
B-LF G4 }IT: Hda? 258 — K L2101
l1+19/2
0,000 0,000 258 o o
— 0,235 — 1,058 320 — 62 384
— 0,415 — 1,660 369 — III 1232
— 0,540 — 1,890 399 — 141 1988
— 0,609 — 1,827 406 — 148 2190
— 0,622 — 1,552 392 — 134 1796
— 0,580 — 1,160 359 — I0I 1020
— 0,482 — 0,723 312 — 54 2092
— 0,330 — 0,330 257 o o
— 0,025 — 0,036 198 + 60 360
+ 0,226 + 0,414 138 + 120 1440
-+ 0,420 + 0,804 83 + 175 3062
=+ 0,559 -+ 1,301 39 -+ 219 4796
+ 0,642 + 1,578 10 + 248 6150
+ 0,670 + 1,672 o + 258 6656
23 2y
l1+4-12/2 h+1/2
3 Ldx 3 Md
h f 7 *
0 0
5154 84140

vorhergehenden Beispiel zu

E], X
2 . 3 1 3
w: < 8-12 PEATR
Man erhilt —_
9,20 VE A
SRS
Den genauen Wert werden wir spiter ermitteln zu
913 1/E],
“= V wo

Der Fehler betrigt also 0,8%.

Beispiel 12. Eine wesentlich einfachere, wenn auch ungenauere Ab-
schitzung der kleinsten Eigenfrequenz erhilt man wieder, wenn man an
Stelle einer Biegelinie die erste Eigenschwingungsform des Trigers mit
konstanter Steifigkeit in die Energieformel einsetzt, die dann die Form

!
Jv":EJdx
<t (56)
fvz uax
0
12*
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annimmt. Uber die Berechnung der Eigenschwingungsformen von Stab-
werken, deren Stibe konstante Steifigkeit und konstante Massendichte
haben, wird in IV, 9 das N6tige gesagt werden. Hier sei nur soviel
bemerkt, dafl die Berechnung solcher Eigenschwingungsformen mit
Hilfe der in VII gegebenen Tabellen nicht mehr Arbeit macht, als
die Berechnung der statischen Durchbiegung infolge einer Einzellast
mit Hilfe der bekannten @-Tafeln von Miiller-Breslau. In die erste

Spalte der Tabelle 9 ist die dimensionslos gemachte erste Eigenschwin-

gungsform —— der Briicke mit konstanter Steifigkeit eingetragen.

z2inpP

Iy ist wie frigi}fer fiir l,/E ] gesetzt, wo E J die Steifigkeit des Trigers
mit konstantem Querschnitt ist. Pist die Amplitude einer schwingenden
Last, die in Briickenmitte mit nahezu der Frequenz der Eigenschwin-
gung angreifend gedacht wird. Genau genommen ist in der ersten
Spalte der Tabelle 9 die durch diese Kraft erzwungene Schwingungs-
form eingetragen, doch stimmt diese nahezu mit der Eigenschwingungs-
form iiberein. Die zweite Spalte der Tabelle 9 enthilt die zweiten
Ableitungen der Eigenschwingungsform, in der gleichen Weise dimen-
sionslos gemacht. Die Berechnung der Spalten A und B wird in IV, 9
nachgeholt werden. Bei der Bildung des Ausdrucks (56) fiir das Quadrat
der kleinsten Eigenkreisfrequenz heben sich die Steifigkeit des Tragers
mit konstantem Querschnitt, d. h. l; und die Amplitude P der erregenden
Kraft weg, und man erhilt

J B?
v'2 T _dx —dx
2<EJ1J‘ ]1 _EJI C
1 — [Llﬁl, 2 - l”'l4 .
2 Fdx 2 J‘A2dx
2

Bei der Integration ist zu beachten, daB die Intervallbreite in den
beiden Feldern verschieden groB angenommen wurde, sodaB jedes
Feld in 10 Teile geteilt ist, um die Verwendung von VII, Tabelle B zu
erméglichen. Mit

_h_ b _h
m=1=1 uwd /h=g,
erhilt man
e 2
EJ, 18 T30 EJ
2 115~ 20 EJy
wlé,ul%é_{_é 92,11‘”%,
15 20

oder

9,598 1/EJ.
mlg—lg—y—ﬁl.

Der Fehler betrigt 5%.
Die Methode der reduzierten Trigheitsmomente ist bei kompli-
zierteren Tragwerken wenig angebracht. Man hitte z. B. bei der eben
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Tabelle 9.
Vierfach gelagerte Tragerbriicke mit veradnderlicher Steifigkeit,
Energiemethode mit Grundschwingungsform des homogenen Tragers.

hy = % A B C D
x v I 4 B
L Bz2ipP i P J C
0,0 0,000 0,00 5,000 0,0000 0,00
0,1 0,053 — 0,91 4,600 0,0028 0,18
0,2 0,102 — 1,78 4,200 0,0104 0,76
0,3 0,143 — 2,56 3,800 0,0204 1,72
0,4 0,173 — 3,22 3,400 0,0300 3,06
0,5 0,188 — 3,72 3,000 0,0354 4,60
0,6 1,187 — 4,05 2,600 0,0350 6,30
0,7 0,168 — 4,23 2,200 0,0282 8,13
0,8 0,131 — 4,26 1,800 0,0172 10,08
0,9 0,075 — 4,17 1,400 0,0056 12,42
1,0 0,000 — 4,02 1,000 0,0000 16,16

2 PN
5 U1
3 f A2dx | 3 | Ddx
hy Iy
0
0,5548 164,76
/

hy = % A B C D
x _v v J1 A2 B2
Iy g P P J C
0,00 — 0,000 — 4,02 1,000 0,0000 16,16
0,05 — 0,068 — 2,39 1,285 0,0046 4,45
0,10 — 0,142 — 0,80 1,540 0,0202 0,42
0,15 — 0,220 + 0,73 1,765 0,0485 0,30
0,20 — 0,204 + 2,13 1,960 0,0865 2,32
0,25 — 0,364 + 3,39 2,125 0,1332 5,40
0,30 — 0,424 + 4,43 2,260 0,1798 8,68
0,35 — 0,475 + 5,29 2,365 0,2256 11,83
0,40 — 0,511 + 5,90 2,440 0,2611 14,26
0,45 — 0,534 + 6,21 2,485 0,2852 15,51
0,50 — 0,540 + 6,26 2,500 0,2916 15,68

R Zy
l2/2 l2/2
3 A2dx 3 Ddx
2% 2
0
4,1752 233,16
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behandelten Dreifelderbriicke zunfchst die Durchbiegung etwa in
Briickenmitte infolge einer Belastung nach Abb.76b zu bestimmen,
ferner die Durchbiegung eines entsprechend gelagerten Trigers mit
konstanter Steifigkeit infolge derselben Lasten, und man hitte dann
die kleinste Eigenfrequenz eines Trigers mit konstanter Steifigkeit
berechnen miissen, der in der Mitte die gleiche Durchbiegung infolge
der Last nach Abb. 76b hat wie der wirkliche Triger unter der gleichen
Last. Diese Rechnung ist nicht nur umstdndlicher als die Energie-
methode, sondern liefert auch ungenauere Ergebnisse.

Beispiel 13. Wir wollen nunmehr zeigen, daf3 die Energiemethode
nicht nur bei Trigern, die iber zwei oder mehrere Stiitzen laufen,
bequem anwendbar ist, sondern auch bei Rahmentragwerken. Als Bei-
spiel nehmen wir einen Rahmen, dessen Abmessungen aus Abb. 79a
hervorgehen. Die Rahmenecken sind steif vorausgesetzt, die Stiele
sind fest eingespannt. Die Schwingungen derartiger Rahmen interessieren
vor allem beim Bau von Maschinen-
fundamenten. Die Fundamente gréferer
Maschinenaggregate werden heute meist
in aufgeléster Bauweise als Rahmen-
tragwerke ausgefiihrt und kénnen durch
nicht vollig ausgewuchtete rotierende
oder hin- und hergehende Maschinen-
N teile in Schwingungen versetzt werden.
Wir wollen annehmen, daB3 alle Stibe des
Rahmens konstante Steifigkeit und kon-
stante Massenverteilung haben. Da dieser Fall auch der exakten Rech-
nung zuginglich ist, kénnen wir die Ergebnisse der Energiemethode mit
denen der strengen Rechnung vergleichen. Die Steifigkeiten von Stielen
und Riegel seien einander gleich. Dagegen moge der Riegel noch eine
Auflast tragen, sodaB die gesamte Massendichte dreimal so groB ist
wie diejenige der Stiele. Bezeichnet man mit u die Massendichte der
Stiele, dann ist also diejenige des Riegels 3 u. Wir berechnen zunichst
die symmetrische Grundschwingung des Rahmens nach Abb. 79b und
verwenden im Energieausdruck die Durchbiegung unter einer Einzel-
last P, die in Riegelmitte angreift. Das Einspannmoment ergibt sich zu

Abb. 79a u. b.

Pl %
Mo = 45
und das Moment in der Rahmenecke zu

Pl
mlz_‘—QTl.

* Vgl. A. Kleinlogel: Rahmenformeln. Berlin 1925.
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Die Durchbiegungen des Rahmens sind in bekannter Weise mit Hilfe
der Miiller-Breslauschen w-Tafeln berechnet und in Tabelle 10 ein-
getragen. Der Stiel und der halbe Riegel sind in je 10 Intervalle ein-
geteilt. Die doppelte Formanderungsarkeit ist durch das Produkt aus
der Kraft P und der Durchbiegung v, ihres Angriffspunktes gegeben.
Das Integral iiber die Quadrate der Durchbiegungen ist fiir den Stiel
und fiir die Riegelhilfte getrennt berechnet. Man erhilt fiir das Quadrat

Tabelle 10. Fundamentrahmen, Energiemethode mit Biegelinie unter
vertikaler Einzellastin Riegelmitte, symmetrische Grundschwingung.

l l
By =L A B By =2 4 B
10 10
x E]J _ x EJ _
I ﬁ{v 108 A2 10-8 % P v 108 A2 10-3
0,0 o o 0,0 + o o
0,1 — 107 II 0,1 + 420 176
0,2 — 381 145 0,2 + 866 750
0,3 — 750 562 0,3 + 1345 1809
0,4 — 1143 1306 0,4 + 1803 3251
0,5 — 1488 2214 0,5 + 2260 5108
0,6 — 1714 2938 0,6 + 2667 7113
0,7 — 1750 3063 0,7 + 3015 9090
0,8 — 1524 2323 0,8 + 3278 10745
0,9 — 964 929 0,9 + 3464 11999
1,0 o o 1,0 + 3527 12 440
15 la
3 f 3
=~ | Bdx — | Bd=x
hy % hy
R Zy
40540 168 886

der kleinsten Eigenkreisfrequenz der symmetrischen Schwingung den
Wert

Py EJ 4,108
2 _ D —_— - D _
i < = A ”

{1 l2 2‘11' 1
2ufvdxr +6ufo2ds JAarax+3[A2dx
0 0 0 0

oder

1 3527.100  EJ

2 - wesr 2y =

W15 f05d0 . 168886 n A
+3 g

30

Also ist
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Die Frequenzgleichung fiir die symmetrische Grundschwingung des
Rahmens war in 8, (28) abgeleitet worden zu

€4
1]1& 1) 2]29[2_2))>

o —
wobei x = V% gesetzt war. Es ist also wegen [, = J, und p; = %2
in unserem Falle

v YT A
o ,/;=0,761, = 0,761-3 = 2,283.
%y 3

Die Frequenzgleichung lautet mit diesen Werten

B )

TRy

0,761

Man findet unter Verwendung von VII, Tabelle A als kleinste Wurzel
dieser Gleichung den Wert 4; = 3,78. Der genaue Wert fiir die kleinste

an Eigenkreisfrequenz der symmetrischen Schwingung des
mlm Rahmens ist also

2 EJ 14,99 E]
3 ik Gt

C{)l—

Der Fehler der Energiemethode betrug demnach 11%.
Die Biegelinie unter einer Einzellast in Riegelmitte
weicht bei dem untersuchten hochstieligen Rahmen doch
recht erheblich von der Eigenschwingungsform ab.
Beispiel 14. Ein wesentlich besseres Ergebnis ist
zu erwarten, wenn wir an Stelle der Einzellast des Beispiels 13 eine Last-
verteilung nach Abb. 80 verwenden. Auf den Riegel soll eine gleich-
maBige Last 3  nach unten, auf die Stiele eine Last p nach auflen
wirken, entsprechend den bezogenen Massen y und 3 y der Stiele und
des Riegels. Das Einspannmoment ergibt sich bei dieser Belastung zu

5
%}0=%pl%>

S
Abb. 80.

das Eckmoment zu

__?i
My =—F5-

Die Biegeordinaten sind wieder mit Hilfe der Miiller-Breslauschen
w-Tafeln berechnet und in Tabelle 11 eingetragen. Die Intervall-
teilung ist die gleiche wie bei der vorhergehenden Rechnung. Man
beachte, daB in der ersten Spalte die Durchbiegungen von Stiel und
von Riegel mit verschiedenen Zahlen multipliziert sind, wie aus den
Kopfen der ersten Spalte hervorgeht. Das Quadrat der kleinsten Eigen-
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kreisfrequenz ergibt sich zu

oder

Also ist

Iy l2
5L Xl
dx 3pvdx Z11 23 1
[poar+[3p EJ, 63079 00°
w? < =—533
1 2 ls ult P 2y
{Mvzdx—l—_g&uvzdx %§6+§1‘9~0
24004 38004
EJ T 6 9
2~ EJ
OV 95718 59634 S0
36 81
14,291 /E ]
AN A

Dieser Wert stimmt innerhalb der angegebenen Stellen mit dem genauen
iberein. Es muf3 dies allerdings als Zufall angesehen werden, der sich
dadurch erkliaren 148t, daB3 die Fehler der numerischen Integrationen
gerade die Fehler der Methode aufgehoben haben. Bei genauerer Rech-
nung hitte sich vermutlich eine kleine Abweichung ergeben, die jedoch
%% sicher nicht {iberschritten hitte. Von dieser GréBenordnung ist
namlich der Fehler der numerischen Rechnung. Man sieht jedenfalls,
daB bei etwas vorsichtiger Wahl der Belastung die Energiemethode

Tabelle 11. Fundamentrahmen, Energiemethode mit Biegelinie unter
Belastung nach Abb. 8o, symmetrische Grundschwingung.

l l
hy == 4 B 2 == 4 B
10 10
Z EU~6-IO3-36 A? 1073 L —Lv-9-103-36 A?10-3
L pu ly ph
0,0 o o 0,0 + o o
0,1 — 127 16 0,1 + 303 92
0,2 — 422 178 0,2 + 605 366
0,3 — 775 601 0,3 + 89s 8o1
0,4 — 1094 1197 0,4 + 1165 1357
0,5 — I313 1724 0,5 + 1407 1980
0,6 — 1382 1910 0,6 -+ 1613 2602
0,7 — 1279 1636 0,7 + 1779 3165
0,8 — 908 996 0,8 -+ 1901 3614
0,9 — 559 312 0,9 -+ 1975 3901
1,0 o o 1,0 -+ 2000 4000
I 15 2 lo
3 3 3 3
= | |4|d — | Bd —14 = 1| Bd
i, fl |dx iy x 7 ax 7y x
0
2 2z, 2y Z,
24004 25718 38004 59634
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auch bei Rahmen voéllig einwandfreie Ergebnisse liefert. In Abb. 81

sind die Biegelinien des Rahmens unter einer in Riegelmitte angrei-

fenden Einzellast und unter der verteilten Last nach Abb. 80 aufgetragen.

Die wirkliche Schwingungslinie stimmt sehr genau mit der letzteren

{iberein. Man erkennt, daB die Einzellast eine viel zu kleine Durch-

biegung der Stiele verursacht. Hierdurch ist

das schlechte Ergebnis der Energiemethode bei

Verwendung dieser Biegelinie erklirt.

/ Beispiel 15. Wir wollen zum Schlu3 noch
die Frequenz der unsymmetrischen Grund-
schwingung desselben Rahmens mit Hilfe der

——Linzellast  Fnergiemethode berechnen und mit dem ge-

\ ———vertfeiffe Last . . R

\ nauen Wert vergleichen. Die Schwingungsform

\ verlduft etwa nach Abb. 82. Wir verwenden

\ die Biegelinie unter dem EinfluB einer am

\ Riegelende angreifenden horizontalen Kraft P.

\ Die Durchbiegungen findet man wie oben, sie

sind in Tabelle 12 eingetragen. Die doppelte

Forminderungsarbeit ist wieder durch das

Produkt aus der Kraft P und der Horizontalverschiebung des Riegels

gegeben. Bei der Berechnung der bezogenen kinetischen Energie ist

zu beachten, daBl beim Riegel sowohl die kinetische Energie infolge
der Horizontalbewegung, wie auch diejenige infolge der Vertikal-
bewegung seiner Punkte zu beriicksichtigen ist. Wir haben also, wenn

v, die Horizontalverschiebung des Riegels unter der

Last P ist,

Abb. 81.

Py,
I 2 ’

2(fyv2dx+3ylzv§+3fyv2dx)
4] 0

w? <

oder
EJ 1300
2
W] =~ 55— 24 .
Abb. 82. L 16484 §>
2( oy 1690 + 3 55
Es ist also
2,639 1/E ]
S A

Die Frequenzgleichung fiir die unsymmetrischen Schwingungen des
Rahmens war in 8, (29) abgeleitet worden zu

Hals ) () — (k)

My

., S (%)
= %y ]2 %(lz) 4

% J1 paly
21 D (A) + A(4y)
il
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»® 3 ;; s L.
Mit L= ]/J = 0,761, =221, A, =2,2831,
2 s paly

(vgl. Beispiel 13) erhilt man die Frequenzgleichung

el M
0761 1B h) — Cit) _ = (2,283)
o (z3s)

D () + A%y

mit der kleinsten Wurzel
Ay =1,624.

Die kleinste Eigenkreisfirequenz der unsymmetrischen Rahmenschwin-

Tabelle 12.
Fundamentrahmen, Energiemethode mit Biegelinie unter horizon-
taler Einzellast in Riegelh6he, antisymmetrische Grundschwingung.

l
hy= h 4 B By =2 4 B
10 10
il EJ 3 2 1o-3 il EJ 3 2 10-3
I P V.24 10 A2 10 E P2 V.24 10 A? 10
0,0 — o o 0,0 o o
0,1 — 31 I 0,1 17 o
0,2 — II6 13 0,2 29 I
0,3 — 243 59 0,3 36 1
0,4 — 400 160 0,4 38 I
0,5 — 575 331 0,5 37 I
0,6 — 756 572 0,6 34 I
0,7 — 931 867 0,7 27 1
0,8 — 1088 1184 0,8 19 o
0,9 — 1215 1476 0,9 10 o
1,0 — I300 1690 1,0 o o
I l2
3 3
= | Bd = | Bd
by z 7y y
v
2 Z,
16484 18

gung hat also den Wert

_M/E] _263T(/E]
RERNE l/lh a M
Die Energiemethode hat demnach nahezu den genauen Wert ergeben.
Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB die numerischen Integrationen
im Endergebnis Fehler von der Gréfenordnung eines halben Prozents
liefern kénnen. Die iiberaus gute Ubereinstimmung mit dem Ergebnis
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der genauen Rechnung diirfte also auch hier auf Zufall beruhen.
Immerhin haben die Beispiele in diesem Abschnitt gezeigt, wie zuver-
lassig die Energiemethode auch bei komplizierteren Tragwerken ist,
sodaB man sie bedenkenlos anwenden darf auf Rahmen mit verdnder-
licher Steifigkeit oder dhnlichen, der strengen Behandlung unzuging-
lichen Tragwerken.

Beispiel 16. Wir wollen nun die Energiemethode zur Berechnung
der kleinsten Eigenfrequenz eines Fachwerktrigers verwenden. Fiir
Fachwerke mit einer gréBeren Anzahl von Stiben empfiehlt es sich,
eine wesentliche Vereinfachung der Rechnung dadurch zu erzielen, da3
man alle Massen in den Knotenpunkten zusammenfat. Da an den
Knotenpunkten ohnehin schon erhebliche Teile der Tragwerksmasse
angreifen (Knotenbleche, Fahrbahnmasse), ist der Fehler, den man

Stablingen in cm Stabquerschnife m cm?
0 360 1 360 2 360 3 360 ¥ 360 & 220 6 220 7 70 8 0 9 w0 10
— ‘
sl Ry ¢ ey ¢ { e8| & e8| ) @R
: 720 2’ 720 g 0 2% g 240 8’ 20 _Q_
A 4
; 3600 crry =
Knotengewichte in 1000 ky
Q N
2434308434834 o0 4 a0 o
<2 2 2
< % o ® o ¥ Xl B o WO
N S
I 4 3 &4 S 4 U U
Abb. 83.

durch die Zusammenfassung begeht, nicht groB8. Man hat so das
schwingungsfdhige System mit seinen unendlich vielen Freiheitsgraden
ersetzt durch ein System mit endlich vielen Freiheitsgraden. Die
strenge Berechnung der Eigenfrequenzen eines solchen Systems aus
der Frequenzdeterminante, wie sie in II, 8 fiir drei Freiheitsgrade voll-
zogen wurde, ist bei der meist viel gréBeren Anzahl der Knotenmassen
eines Fachwerks praktisch undurchfithrbar. Dagegen kénnen wir auch
hier die Energiemethode mit Erfolg anwenden. Wir wollen die kleinste
Eigenschwingungszahl des in Abb. 83 gezeichneten Fachwerktrigers
berechnen. In jedem Knoten sind die halben Massen der anschlieBenden
Stabe zu den Knotenmassen hinzugeschlagen. Die Fahrbahn liegt oben,
und es ist angenommen, daB ihre Masse in den Obergurtknoten an-
greift. Die Stablingen, die Stabquerschnitte und die Knotengewichte
in Tonnen gehen aus Abb. 83 hervor.

Wir nehmen in der Mitte des Trigers eine Einzelkraft P an und
bestimmen die Horizontal- und Vertikalverschiebungen # und v der
Knotenpunkte infolge dieser Last. Die doppelte potentielle Energie
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dieser Verschiebung betrigt Puv;, die bezogene kinetische Energie setzt

sich zusammen aus der kinetischen Energie der Horizontalbewegung

und derjenigen der Vertikalbewegung. Wenn mit M,; die Knoten-

massen bezeichnet werden, erhilt man fiir das Quadrat der kleinsten

Eigenkreisfrequenz . e Po,
- M, v} T Mud’

Die Rechnung ist in Tabelle 13 enthalten. In der ersten Spalte stehen

Tabelle 13. Fachwerktriger, Energiemethode mit Biegelinie infolge
Einzellast in Tragermitte.

A B C D E
Ev Eu 2 2 2 2
Punkt Mg - B B24 10 C24 10

A 1,32 o o o o
2' 2,63 — 46 + 3 56 o
4 2,63 — 83 + 7 181 1
6’ 2,63 — 83 + 14 181 5
8 2,63 — 46 + 18 56 8
B 1,32 o + 21 o 6
o 1,55 o + 22 o 7
I 3,50 — 24 + 22 20 17
2 3,10 — 44 + 20 60 12
3 3,50 — 65 + 17 148 10
4 3,10 — 8o + 14 108 6
5 3,50 — g6 + 11 322 4
6 3,10 — 8o + 8 108 2
7 3,50 — 65 + 5 148 I
8 3,10 — 44 + 3 60 o
9 3,50 — 24 o 20 o
I0 1,55 o — I o o
XD XE

1648 79

die Knotengewichte, in der zweiten und dritten Spalte die mit E/P
multiplizierten Knotenverschiebungen. E ist der Elastizitdtsmodul, alle
GroBen beziehen sich auf die MaBeinheiten Tonnen, Zentimeter und
Sekunden. Die Knotenverschiebungen sind in bekannter Weise auf
graphischem Wege gewonnen worden, indem zuerst der Cremonasche
Krifteplan und dann der zugehdrige Williotsche Verschiebungsplan
gezeichnet wurden. Fiir das Quadrat der kleinsten Eigenkreisfrequenz

erhilt man v E
E
w%ng 2 ! w, E
oder 96
2
01 < E ¢ 73960 -
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Mit F = 2150 t/cm? und g = 981 cm/sek? erhilt man
w; < 34,2/sek.

Den genauen Wert fiir das angenommene System mit konzentrierten
Massen werden wir spdter ermitteln zu

o, = 31,9/sek.

Der Fehler betrigt 7%. Da es sich ja iiberhaupt nur um die Berech-
nung eines benachbarten Systems mit konzentrierten Massen an Stelle
des eigentlichen Fachwerks handelt, diirfte dies eine ausreichende Ge-
nauigkeit darstellen. Das Ergebnis wird wesentlich besser, wenn an
Stelle der Einzellast in Trédgermitte eine Anzahl von etwa gleich groen
Lasten in allen Obergurtknoten angenommen werden. Vielfach wird
der Verschiebungsplan unter dem EinfluB} des Eigengewichts der Briicke
bereits von der statischen Berechnung her vorliegen. Das Quadrat der
kleinsten Eigenkreisfrequenz ergibt sich dann in der einfachsten Weise zu

2 M, guv;
M, v} XM ul’
Bei vielgliedrigen Fachwerktrigern ist der EinfluB der Horizontalver-
schiebungen klein, wie auch aus Tabelle 13 hervorgeht. Man kann
daher die Horizontalverschiebung meist unberiicksichtigt lassen. (57) lie-
fert in allen Fillen praktisch ausreichende Ergebnisse.

Beispiel 17. Die Grundschwingungszahl unseres FachwerktragerslaBt
sich auch in einfacher Weise dadurch angenihert bestimmen, daf man
den Fachwerktriger ersetzt durch einen Vollwandtriger von konstanter
Massenverteilung. Die gleichfalls konstante Steifigkeit dieses Ersatz-
tragers wird so ermittelt, daB er unter geeignet anzunehmenden Lasten
die gleiche groBte Durchbiegung erfihrt wie der Fachwerktriger. Die
Verteilung der Massen beim Fachwerk ist ziemlich gleichmiBig {iber
die Trigerlinge. Man begeht daher keinen groBen Fehler, wenn man
dem Ersatzbalken einfach die mittlere Massendichte des Fachwerks zu-
schreibt. Man erhilt so eine Massendichte von ug = 0,0138 t/cm. Als
Belastung wihlen wir eine gleichméaBig iiber die Linge verteilte Last p,
da wir aus fritheren Beispielen zur Methode der reduzierten Tragheits-
momente wissen, daB eine derartige Belastung sehr gute Ergebnisse
liefert. Die groBte Durchbiegung des Vollwandtragers mit der Steifig-
keit EJ unter dieser Belastung ist

—(I\_ 5 pn
7(3) = s EJ
Beim Fachwerktriger betrigt die Vertikalverschiebung des mittleren

Knotenpunktes 5 unter der Annahme, daB die Last am Obergurt
angreift,

(87)

wi<

Uy = 52%—1—.



Praktisch ausreichende Berechnung der Eigenschwingungszahlen. 12. 191

Aus der Gleichheit der beiden Durchbiegungen folgt mit / = 3600 cm
J =1168-10*cm?.
Die kleinste Eigenkreisfrequenz des Vollwandtrégers ist
w?= 7—: EIII .
Nach Einsetzen von
! = 3600 cm, E = 2150 t/cm?, J = 1168-10%cm?,

_0,0138 tsek?
981 cm?

erhilt man schlieBlich
w; = 32,2/sek .

Der Fehler betrigt nur 1%. Die Methode der reduzierten Trigheits-

momente bewdhrt sich also auch beim Fachwerktriger vorziiglich.
Ehe wir zur Berechnung von héheren Eigenkreisfrequenzen iber-

gehen, wollen wir die

ErgebnissediesesAb- Tabelle 14. Tabelle der Fehle.r in % des wirk-

lichenWertesderkleinsten Eigenschwingungs-

schnitts zusammen- zahl be1 Anwendung der Energiemethode.

fassen. In Abb. 84

sind alle untersuch- System Ba Bb Be S
ten Systeme zugleich

. I 1,45 0,04 —_ —
mit dem Verlauf der 7 1.00 0,50 _ 1,90
Tragheitsmomente III 0,85 0,04 - 6,10

: : Iv — 2,10 — —
aufgezeichnet. Die v — 0.80 _ 510
Nummern der Sy- VI 11,20 0,00 0,01 —
steme (Ibis VII) ent- viI 7,20 - - -

sprechen denjenigen

der Tabelle 14. AuBerdem sind in Abb. 84 die Belastungsfille a, b, ¢
eingetragen, die bei den verschiedenen Berechnungsmethoden ge-
braucht wurden. In Tabelle 14 sind zunichst in Prozent des
wahren Wertes der kleinsten Eigenschwingungszahl fiir die ver-
schiedenen Tragwerke die Fehler angegeben, welche bei Verwen-
dung der Energiemethode entstehen. Die Spalten B,, B, und B,
enthalten die Fehler bei Benutzung der statischen Biegelinien fiir die
Belastungen a, b und ¢. Die Spalte S enthilt die Fehler bei Benutzung
der Schwingungsform des entsprechenden benachbarten Systems mit
konstanter Steifigkeit. Die Massen waren bis auf das Beispiel VII des
Fachwerktrigers iiberall gleichmiBig verteilt. Die Fehler sind, wie es
ja bei der Energiemethode sein muB, alle positiv, d. h. man erhélt einen
zu groBBen Wert fiir die Eigenfrequenzen. Man sieht, daB die Energie-
methode, insbesondere unter Verwendung von Biegelinien des Belastungs-
falles &, also bei gleichmiBig verteilter Last, durchweg sehr genaue
Ergebnisse liefert. Weniger genau, allerdings auch mit geringerem Rechen-
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aufwand verbunden, ist die Energiemethode unter Verwendung von
Biegelinien des Belastungsfalles a, also bei Einzellasten. Noch weniger
genau, allerdings mit einer nochmaligen Verringerung des Rechenauf-
wands verbunden, ist die Energiemethode unter Verwendung von

System é’e/asz‘u;gsf‘a//

- VWWW&WTIE ¢

N g

<<=

1 f
x - = o MIIEIIIT
o W
Fay 2 = =
u T
J
v
Ay PAN paN
7 = AN AN
W
Y
J
A
14 Jle
N S
p 7
/4 ANVANANANAN| IIMISHE A
YAVAVAVAVAN
X 2 2 A
Abb. 84

Eigenschwingungslinien des entsprechenden benachbarten Tragwerks
von konstanter Steifigkeit. Die Energiemethode ist nicht auf die hier
gegebenen Beispiele oder auf verwandte beschrinkt, sie 148t sich viel-
mehr genau in der gleichen Form auf beliebige Tragwerke anwenden,
z. B. auf Bogenbriicken oder auf Hingebriicken usw. Die Ermittlung
der kleinsten Eigenfrequenz auch solcher von der einfachen Triger-
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form abweichenden Tragwerke ist mit ganz geringer Miihe verbunden,
wenn erst einmal die Verformung der Briicke unter dem EinfluB ihres
Eigengewichts oder unter dem EinfluB einer gleichmiBig verteilten
Last vorliegt. Diese mit den bekannten Hilfsmitteln der Statik zu
l6sende Aufgabe ist allerdings bei hochgradig statisch unbestimmten
Systemen recht langwierig. Es wurde daher hier davon Abstand ge-
nommen, die Untersuchungen etwa auch auf Bogenbriicken oder
Hingebriicken auszudehnen. Grundsitzliche Schwierigkeiten treten
jedoch dabei nicht auf.

Wihrend die Energiemethode ganz allgemein brauchbar ist und in
allen Fillen bei einiger Vorsicht zuverlissige Ergebnisse liefert, ist die
Methode der reduzierten Trigheitsmomente auf einfache Tragwerks-
formen beschrankt. Sie leistet dort jedoch vorziigliche Dienste, da sie
wesentlich geringeren Arbeitsaufwand erfordert als die Energiemethode.
In der nebenstehenden Tabelle sind .
wieder in Prozenten des wirklichen Wertes gabe“e. der Fehler in %

o ) . . es wirklichen Wertes
der Kkleinsten Eigenschwingungszahl die der kleinsten Eigen-
Fehler angegeben, welche sich bei Ver- schwingungszahl bei An-
wendung der Methode der reduzierten Wendung der Methode der
Trigheitsmomente einstellen. Die erste reduzierten Tragheits-

Spalte enthalt die Fehler fiir den Fall, momente.

daB das Trigheitsmoment des glatten System a b
Trigers aus der Gleichheit der gréBten

Durchbiegungen im Belastungsfall a4 be- Iﬁ N :ig I?gg
stimmt wird. Die zweite Spalte enthilt vII — + 1,00

die Fehler, falls das Trigheitsmoment
des benachbarten Systems aus der Gleichheit der gréB8ten Durch-
biegungen im Belastungsfall b bestimmt wird.

Es haben sich in der Praxis noch einige abgekiirzte Berechnungs-
weisen fiir den Grundton von Tragwerken eingefiihrt. Wir glauben
jedoch, dal man mit den hier gegebenen Berechnungsweisen immer
auskommen wird, um so mehr als sie ja in Bezug auf den Arbeitsauf-
wand sehr elastisch sind. Man gerdt dabei im Gegensatz zur Ver-
wendung abgekiirzter Verfahren nicht in die Gefahr, gelegentlich
sehr ungenaue Ergebnisse zu erhalten. Der Rechnungsgang bei An-
wendung der strengen und der angendherten Methode wird im
iibrigen in VI in Form von kurzen Anweisungen noch einmal zu-
sammengestellt. Es wird damit auch dem mechanisch Ungeschulten
moglich, dynamische Rechnungen auszufithren. Wir geben im folgen-
den Abschnitt die praktisch ausreichenden Methoden zur angeniher-
ten Berechnung von Oberténen an und bringen dann verfeinerte
Verfahren zur Verbesserung und zur Kontrolle der bisher gewonnenen
Niherungen.

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 13
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13. Obertone.

Wir wollen zunichst eine sehr wichtige Beziehung aufstellen, mit
deren Hilfe man vielfach hohere Eigenfrequenzen von Tragwerken
leicht berechnen kann. Es ist dies die Beziehung fiir die asymptotischen
Werte der Eigenfrequenzen. Es moge sich um einen Stab handeln,
der einen beliebigen Verlauf der Steifigkeit und der Massenverteilung
liber die Stablinge aufweist. Abb. 85 soll die Schwingungsform einer
hoheren Eigenschwingung an irgendeiner Stelle im Innern des Stabes
darstellen, /;, /;,, sind die Lingenabschnitte zwischen zwei aufein-
anderfolgenden Knoten, und w,, sei die betreffende Eigenkreisfrequenz
des Stabes. Wenn der Stab konstante Steifigkeit und Massendichte
hitte, wire die Schwingungsform eine Sinuswelle [11, 21, (77) und (78)]:

i —]4/M
%) == sin Yo, E7¥

Die Schwingungsform zwischen zwei Knoten wird um so weniger von
der Sinusform abweichen, je geringer die Veridnderlichkeit des Quo-
tienten p/E J innerhalb einer Wellenlinge und einer geniigend groBen
_\'\_7(__—\ _~— Umgebung derselben ist. Bei ab-
} i I\/ nehmenden Knotenabstinden, d. h.
el bei wachsender Ordnungszahl der
Abb. 85. . . . - .
Eigenschwingung, wird bei stetigem
Verlauf der Funktion u/E J der Funktionswert innerhalb einer Wellen-
linge und deren Umgebung immer besser konstant. Es werden also in
der Grenze auch bei verdnderlichem y/E J Sinuswellen auftreten. Be-
deuten E J; und u; eine mittlere Steifigkeit und eine mittlere Massen-
dichte im st Feld, so gilt fiir die »'** Eigenkreisfrequenz

w21 /EJ;
wn_.gl/,ui )

Da die Eigenkreisfrequenz fiir alle Abschnitte zwischen zwei Knoten
die gleiche sein muB, ist

%o
Zﬁ'l/ Bio "
HrVEL o,

In der Grenze fiir » — 00 geht die Summe in ein Integral iiber, und man

erhalt
‘f‘/ ) (’f) d (58)
N> wn

hm

Die hoéheren Eigenkreisfrequenzen hingen immer weniger von dem
besonderen Verlauf von g und E J ab, vielmehr nur noch von dem Wert
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S
des Integrals fVE’u—] d% . Auch der EinfluB der Randbedingungen ver-

schwindet bei den héheren Eigenschwingungen. Es iberwiegt nimlich
dann die Zahl derjenigen Abschnitte zwischen zwei Knoten, in denen
die Schwingungsform fast sinusférmig verliuft, bei weitem die Zahl
der wenigen Randfelder, in denen allein sich die Randbedingungen
bemerkbar machen.

Aus der Art, in der wir versucht haben, die Giiltigkeit der Be-
ziehung (58) verstdndlich zu machen, kénnte man leicht den Eindruck
gewinnen, als ob diese Formel erst bei Eigenschwingungen von sehr
hoher Ordnung brauchbar ist. Gliicklicherweise ist ihre Anwendbarkeit
eine sehr viel ausgedehntere, wenn man sie zur Berechnung von héheren
Eigenfrequenzen nach der Methode der reduzierten Trigheitsmomente
benutzt. Es 148t sich jedem Tragwerk mit verdnderlicher Steifigkeit
und verdnderlicher Massendichte ein anderes mit konstanter Steifigkeit
und konstanter Massendichte so zuordnen, da8 dié héheren Eigen-
frequenzen der beiden Tragwerke sich immer weniger voneinander
unterscheiden und in der Grenze zusammenfallen. Dies ist dann der

Fall, wenn das Integral
f ]/—“— dx (59)

fiir beide Tragwerke den gleichen Wert hat. Bis zu welchem Oberton
herab die Differenz der Eigenfrequenzen fiir beide Tragwerke noch
innerhalb der praktisch zuldssigen Grenzen bleibt, hingt natiirlich
sehr von der Art des Systems und der Verdnderlichkeit des Quo-
tienten w/EJ ab. In den meisten den Bauingenieur interessierenden
Fillen wird man jedoch bereits den ersten Oberton mit Hilfe der
oben angedeuteten Methode der reduzierten Trigheitsmomente gut
abschitzen kénnen. Wir wollen das zunéchst fiir das schon wiederholt
behandelte Beispiel des Turms durchfithren.

Beispiel 1. Das zu berechnende reduzierte Trigheitsmoment des ent-
sprechenden Stabes mit konstanter Steifigkeit sei J,. Die Massendichte
des Turmes war konstant. Die Gleichheit der Integrale (59) fiir den
Turm und fiir den Ersatzstab mit den gleichen asymptotischen Ober-
ténen reduziert sich daher auf die Gleichheit der Integrale

[ras= [V/3an
0
J“z_f]/f"dx, (60)

13*

oder



196 III. Die Berechnung der Eigenschwingungszahlen von Stabwerken.

wobei wie frither J, das Trigheitsmoment des Turmes an der Ein-
spannstelle, J das Tragheitsmoment an einer beliebigen Stelle bedeutet.
In Tabelle 15 ist das Integral (60) auf numerischem Wege mit der

wiederholt benutzten Integrations-

Tabelle 15. formel 12, (52) berechnet, und man er-

Turm, Trigheitsmomenten-

. . . !
reduktion zur angenaherten hilt un’terBerucksmhtlgungvonh:i—0
Berechnung der Obertone.

i/TO 35,565
p b 7, 30,000
. 10 oder
x ﬁ VJ_O V]r = 0,7117 ]/]0
1 N T

Die zweite Eigenkreisfrequenz des ein-
0,0 1,000 1,000 gespannt freien Stabes mit dem kon-

o1 LII5 i’ggs stanten Trigheitsmoment [, betrigt
»2 , ,

o v oot nach VII, Tabelle C

0,4 1,608 1,126 —

0,5 1,846 1,166 Wy, = .23’_0_3 EJ,

0,6 2,143 1,210 2 "

0,7 2,516 1,259 ige

o8 2996 1316 oder nach Einfiihren von [,

0,9 3,626 1,380 15,68 ETO

1,0 4,477 1,455 w2 = —_— .

2 7
5 te A Die zweite Eigenkreisirequenz des’
[
315
0

Turmes werden wir spiter genauer
ermitteln zu
16,80 1/E ],
35,565 wy = V—l—f‘
Der Fehler der Methode der reduzierten Trigheitsmomente betrigt
also nur 7,2%. Er ist in Anbetracht des sehr geringen Rechenaufwandes
und der stark veridnderlichen Steifigkeit des Turmes bemerkenswert
klein. Die dritte Eigenkreisfrequenz des Ersatzstabes ist nach VII,
Tabelle C

__ 61,70 VE_j_

Wz = 12 I

oder nach Einfiihren von [,

43,91 {/E],
Wy =—7% l/ w

Da die hoheren Eigenfrequenzen des Turmes und des Ersatzstabes
immer besser miteinander iibereinstimmen, ist der Fehler sicher kleiner
als fiir die erste Eigenfrequenz. Man beherrscht also mit der einfachen
Rechnung der Tabelle 15 tatsichlich simtliche Oberténe des Turmes,
vom ersten angefangen, mit ausreichender Genauigkeit.
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Beispiel 2. Wir wollen die gleiche Methode noch auf das schon
frither behandelte Beispiel der Briicke auf zwei Stiitzen anwenden. Die
Massendichte war auch bei der Briicke konstant. Das reduzierte Trig-
heitsmoment des Ersatztrigers mit konstanter Steifigkeit E J, berechnet
sich wieder aus der Beziehung

!
4 ?4 T
/7= f X
L2 )T
0
wo wie frither [, das Trigheitsmoment in Briickenmitte und [ das
Trigheitsmoment der Briicke an einer beliebigen Stelle bezeichnet.

In Tabelle 16 ist das Integral auf dem gleichen Wege wie oben aus-
gewertet, und man erhilt unter Be-

. . . ! Tabelle 16.
IUCksmhtlgung von h= ) Tragerbriicke, Reduktion der
4 Trigheitsmomente zur Be-
:[9_ — 36,185 rechnung der Oberténe.
L 7. = 30,000’
oder b i
VI, = 06814 1],. 20
. 4 /7
Die Eigenkreisfrequenzen des an den % Jo ng
Enden gestiitzten Stabes mit kon- J J
stantem Trigheitsmoment [, betragen 0,00 5,000 1,495
nach II, 21, (77) 0,05 4,240 1,435
—_— 0,10 3,560 1,374
22 2 /F
0. — nz V Jr 0,15 2,960 1,312
n 2 u 0,20 2,440 1,250
. . 0,25 2,000 1,189
oder nach Einsetzen von J, 0.30 1,640 1,131
2 0,35 1,360 1,080
W, = ” 61’2785 VEJO . 0,40 1,160 1,038
4 0,45 1,040 1,010
Fiir die zweite und dritte Eigenkreis- 0,50 1,000 1,000
frequenz erhilt man 2
-
o 2014 ]/E](, %ﬁ/% ir
27 T2 4
“u 0
61,06 1/E ], s
g 8908 /T

Die genaueren Werte fiir die zweite und dritte Eigenkreisfrequenz wer-
den wir spiter ermitteln zu

26,96 1/E T,
®="r V 7

623 1/E7
w3 =~ R

Die Fehler der Methode der reduzierten Trigheitsmomente betragen
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also hier nur 0,8 und 1,9%. Dabei ist zu bemerken, daB die zuletzt
angegebenen Kontrollwerte durch eine lingere Rechnung gewonnen
sind, in welcher eine Anzahl numerischer Integrationen vorkommen,
sodaB3 die hier gefundenen Fehler von derselben GréBenordnung sind
wie diejenigen infolge der Rechenungenauigkeit. Die héheren Eigen-
frequenzen des Ersatzstabes stimmen immer genauer mit den ent-
sprechenden Eigenfrequenzen der Briicke iiberein, und man beherrscht
auch bei der Briicke simtliche Obertdne durch die einfache Rechnung
der Tabelle 16.

Bei komplizierteren Tragwerken darf man nicht mehr erwarten,
in allen Fillen mit der dargestellten Methode so gute Ergebnisse zu
erhalten. Allerdings ist, wenn die strengen Methoden versagen, die
genaue Berechnung von Oberténen schon bei einfachen Tragwerken
und erst recht bei komplizierteren statisch unbestimmten Tragwerken
sehr mithsam. Man wird sich daher wohl meist mit der Abschitzung
der hoheren Eigenfrequenzen nach der obigen Methode begniigen. Aus
diesem Grunde sind auch die genaueren Verfahren zur Ermittlung von
Oberténen nicht in diesen Abschnitt aufgenommen worden, der nur
die praktisch ausreichenden Methoden enthilt. Die umstindlicher zu
handhabenden und genaueren Kontrollmethoden werden dann in D
nachgeholt. Bei komplizierteren Tragwerken, etwa Rahmen mit ver-
dnderlicher Massendichte und Steifigkeit der Stibe, wird man zunichst
einmal ein Ersatzsystem wihlen, dessen Stdbe eine konstante mittlere
Steifigkeit und Massendichte haben, sodaB das Integral (59) fiir das
wirkliche und fiir das Ersatzsystem den gleichen Wert hat, und wird
dann mit Hilfe der in B dargestellten strengen Methode die gewiinschten
Oberténe des Ersatzsystems berechnen.

Beispiel 3. Es sei hier noch auf eine bemerkenswerte Anwendung
der obigen Methode der reduzierten Trigheitsmomente hingewiesen,
die bei durchlaufenden Trigern sehr niitzlich sein kann. Vielfach wird
ndmlich die erste Eigenschwingungsform eines durchlaufenden Trigers
angendhert mit einer Oberschwingungsform des nur an den Enden ge-
stiitzten Trigers {ibereinstimmen. Dies ist dann der Fall, wenn die
Knoten der betreffenden Oberschwingung ungefihr mit den Zwischen-
stiitzen zusammenfallen. In diesen Fillen ist zu erwarten, daB8 die Me-
thode der reduzierten Tragheitsmomente auf Grund der gleichen
asymptotischen Eigenfrequenzen bereits fiir den Grundton gute Ab-
schitzungen liefert. Wir wollen als Beispiel hierzu den Grundton der
bereits frither behandelten Dreifelderbriicke nach obiger Methode be-
rechnen. In Tabelle 17 ist in bekannter Weise das Integral iiber die
vierten Wurzeln der reziproken Trigheitsmomente ausgerechnet. J, ist
wie frither das Tragheitsmoment iiber den Mittelstiitzen. Wenn [, das
Tragheitsmoment des Ersatztrigers von konstanter Steifigkeit be-
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zeichnet, ist unter Beriicksichtigung von % =

- 547 -

l
ll-i-f

i

oder VL = (0,6430 .
J1

12’

__ B2, 378

I =

2257 4,

312

In 12, Beispiel 10 war fiir die Grundkreisfrequenz der Briicke mit kon-

stanter  Steifigkeit gefunden
worden

14,00 ]/E]
“=g W

oder durch Einsetzen von 1/7;

9,002 I/E]-
wy = lg ‘ul .

Der genaue Wert fiir die Briicke
mit verdnderlicher Steifigkeit be-
trigt, wie spater nachgerechnet
wird,

9,131 1/E
o= 2|5
Der Grundton der Briicke mit
veranderlicher Steifigkeit unter-
scheidet sich vom Grundton der
Briicke mit konstantem Trig-
heitsmoment und mit den glei-
chen asymptotischen Obert6nen
nur um 1,4%. Der Grund hier-
fiir ist, wie schon bemerkt, darin
zu suchen, daB die Grundschwin-
gungsform" der Dreifelderbriicke

Tabelle 17. Trager auf 4 Stiitzen,
Reduktion der Trigheitsmomente.
p=|
12
4 —
. I J1
Iy J J
o 5,000 1,495
I 4,500 1,457
2 4,000 1,414
3 3,500 1,368
4 3,000 1,316
5 2,500 1,257
6 2,000 1,189
7 1,500 1,107
8 1,000 1,000
9 1,460 1,099
10 1,834 1,164
11 2,125 1,207
12 2,333 1,236
13 2,458 1,252
14 2,500 1,257
l1+12/%1 o
13 /Jr
= = d
2 7Y
0

52,378

nicht sehr stark von der dritten Eigenschwingungsform des Stabes auf

zwel Endstiitzen abweicht.

Obwohl die Methode der reduzierten Tréagheitsmomente fiir die
meisten praktischen Bediirfnisse ausreichen wird, sei doch noch darauf
hingewiesen, daB in Zweifelsfillen, insbesondere also beim ersten Ober-
ton, auch die Energiemethode brauchbar ist. Die Form der Enérgie-
methode, bei welcher Biegelinien verwendet werden, ist mithsam zu hand-
haben und wird an spiterer Stelle besprochen. Dagegen sollen zu der Form
der Energiemethode, welche Schwingungslinien benachbarter Systeme
mit konstanter Steifigkeit benutzt, einige Beispiele gerechnet werden.
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Beispiel 4. Tabelle 18 enthilt die Rechnung fiir den ersten Ober-
ton des Turmes, die Schwingungslinie des Stabes mit konstanterSteifig-
keit ist aus VII, Tabelle C entnommen, ebenso die zweiten Ableitungen
der Schwingungslinie. Fiir das Quadrat der zweiten Eigenkreisfrequenz

ergibt sich
1

J‘(V,;'z)2 Jidx

0
o
L 2
Vs
f (%) ax
0

Tabelle 18. Turm, Energiemethode mit Schwingungsform des
homogenen Stabes, erster Oberton.

EJy 22 EJ,

pit X ol

Wi~

!
h=— A B C D E
10
Z i e vyl B? Ac?
! Jo !
0,0 1,0000 0,0000 + 44,08 0,000 1906,088
o,I 0,8971 + 0,1813 + 23,16 0,032 481,412
0,2 0,7998 + 0,6021 + 3,08 0,363 7,538
0,3 0,7081 + 1,0524 — 13,97 1,108 138,128
0,4 0,6220 + 1,3669 — 25,08 1,868 419,682
0,5 0,5415 + 1,4273 — 31,44 2,037 535,400
0,6 0,4667 + 1,1790 — 30,12 1,389 423,349
0,7 0,3974 + 0,6342 — 23,19 0,401 213,915
0,8 0,3338 — 0,1400 — 13,27 0,020 58,878
0,9 0,2758 — 1,05I5 — 4,00 1,106 4,482
1,0 0,2234 — 2,0000 0,00 3,999 0,000
2 P
! !

3 3

= | D = | E

% f dx 7 f dx

0 0
30,023 9255,0

oder
17,56 1 /E ],
w2 R 72 I ’

d. h. ein Fehler von 4,7%.
Beispiel 5. Tabelle 19 enthilt die Rechnung fiir den ersten Oberton
der Briicke auf zwei Stiitzen. Die Schwingungslinie des Stabes mit
konstanter Steifigkeit ist bekanntlich eine Sinuslinie
Ya(®)
!

. X
= sin 2n7
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mit der zweiten Ableitung
IV (%) = — 4n?sin 2.
Man erhilt also y2
J sin?27 2 dx
Ni i

0
w2 A 167 EJ, 6
2 14 I /2 ¢

sin22n%dx
0
Das Integral im Nenner hat den Wert i, das Integral im Zihler er-

Tabelle 19. Tabelle zo.
Tragerbriicke, Energiemethode Trigerbriicke, Energiemethode
mit Schwingungsform des homo- mitSchwingungsliniedeshomo-

genen Stabes, erster Oberton. genen Stabes, zweiter Oberton.
l l
20 20
14
LA I NN Ry AN VA K ANy
A Jo I 4= l Jo I 9m?
0,00 | 0,200 0,0000 0,0000 0,00 | 0,200 |-+ 0,0000 | 0,0000
0,05 0,236 0,3090 0,0225 0,05 0,236 | + 0,4540 | 0,0486
0,10 0,281 0,5878 0,0971 0,10 0,281 | + 0,8090 | 0,1839
0,15 0,338 0,8090 0,2212 0,15 0,338 | + 0,9877 | 0,3297
0,20 | 0,410 0,95I1 0,3709 0,20 | 0,410 | + 0,95I1 | 0,3709
0,25 0,500 1,0000 0,5000 0,25 0,500 | + 0,7071 | ©0,2500
0,30 0,610 0,951 0,5520 0,30 0,610 | + 0,3090 | 0,0582
0,35 0,735 0,8090 0,4810 0,35 0,735 | — 0,1564 | ©0,0180
0,40 0,863 0,5878 0,2982 0,40 0,863 | — 0,5878 | 0,2982
0,45 0,962 0,3090 0,0918 0,45 0,962 | — 0,8910 | 0,7637
0,50 1,000 0,0000 0,0000 0,50 1,000 | — 1,0000 | I,0000
z z
U2 1/2
3 3
7 dex 7J\C dx
0 0
7,9024 8,4624

gibt sich nach Tabelle 19 zu 45 . Es ist daher

16-4-7,9024 =t E J nt E J,
2 oy o T YVEE B 0 — we 0
Wy R 60 7 “ 8,430 7
oder 28,65 1/E J,

Wy N = PRk

mit einem Fehler von 6,2%.
Beispiel 6. Endlich ist in Tabelle 20 die entsprechende Rechnung
fiir den zweiten Oberton der Briicke enthalten. Die Schwingungsform
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des Stabes mit konstanter Steifigkeit ist

Va(#) . x
—7— = sin 3n7.
Die zweite Ableitung betrigt
VY (x) = —9a?sin 3n§.
Man erhilt daher
Sla*EJ, 4 nt E J
C()%N A ﬂ0@2=45,701—4 u

oder

>

~ 8 )/,

W Y
3 72 "

mit einem Fehler von 7,1%.
In Tabelle 21 sind die Ergebnisse der hier .durchgefiihrten Oberton-
berechnungen noch einmal zusammengestellt. Wenn man die erhebliche

Tabelle 21. Tabelle der Fehler in % des wirk- ,Arbelt der genauefen,
lichen Wertes der Eigenschwingungszahlen. in ITIL, D durchgefuhr—
ten Obertonberechnung

beriicksichtigt, kann
man sagen, daB beide

Energie- | Methode
methode | der red. [

Erster Oberton, Turm . . + 4,7 — 6,5 Methoden, insbesondere
Erster Oberton, Briicke. . + 6,2 + 0,8 .
Zweiter Oberton, Briicke . + 7,1 — 1,0 aber die Methode der

reduzierten Trigheits-
momente sehr giinstig sind. Allerdings sei nochmals darauf hin-
gewiesen, daB die dargestellten Methoden auf diejenigen Fille be-
schrankt sind, bei denen die Steifigkeits- und Massenverteilung nicht
allzusehr von der gleichmiBigen Verteilung abweichen. Im Maschinen-
bau treten Fille auf, bei denen die obigen Methoden ginzlich ver-
sagen (z. B. bei den Schwingungen von stark verjiingten Propeller-
blattern). Man diirfte jedoch im Bauingenieurwesen mit der dar-
gestellten Berechnungsweise der héheren Eigenfrequenzen meist aus-
kommen.

14. Der EinfluB von Systeminderungen.

In II, 16 war fiir ein System mit drei Freiheitsgraden gezeigt wor-
den, daB bei irgendeiner Erhéhung der Steifigkeit des Systems oder
bei einer Erniedrigung der Massen an irgendeiner Stelle des Systems
alle drei Eigenfrequenzen fallen miissen. In Ausnahmefillen konnte
allerdings bei einer Systeminderung auch eine Eigenfrequenz un-
verandert bleiben. Man sieht leicht ein, daf3 der frither gegebene Be-
weis dieser Sitze ohne Schwierigkeit auf Balken mit stetiger Massen-
verteilung verallgemeinert werden kann. Das Quadrat der kleinsten
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Eigenkreisfrequenz ist ja gegeben durch das Minimum des Ausdrucks
l

[EJv"2dx
0
l

Juv2dx
0

Wird jetzt die Steifigkeit E J erh6ht, dann wird 4/7T fiir alle Auslenkun-
gen grofer, also wird auch das Minimum gréBer. Entsprechendes gilt
fir eine Verringerung der Massendichte . Wird die Steifigkeit E J
erniedrigt, dann wird 4/7 fir alle Auslenkungen v (x) kleiner, also wird
auch das Minimum kleiner und entsprechendes gilt fiir eine VergroBe-
rung der Massendichte u. Eine dhnliche Uberlegung 148t sich fiir samt-
liche Oberténe durchfithren. Wenn wir gewisse Ausnahmefille aus-
schlieBen, bei denen eine Systemverinderung die eine oder andere
Eigenfrequenz unveridndert 148t, kénnen wir also den folgenden Satz
aussprechen. Durch eine Erh6hung der Steifigkeit eines Stabwerks
oder durch eine Verringerung der Masse werden simtliche Eigen-
frequenzen des Stabwerks gehoben, durch eine Erniedrigung der Steifig-
keit oder durch eine Vergroferung der Masse werden simtliche Eigen-
frequenzen erniedrigt. Diese Erkenntnis ist von praktischer Bedeutung.
Es handelt sich ndmlich oft darum, durch einen Eingriff an einem
schwingungsfihigen System unerwiinschte Resonanzschwingungen zu
beheben, indem man die Eigenfrequenzen verlagert, sodaB3 sie nicht
mehr mit den Frequenzen schwingender Erregerkrifte zusammen-
fallen.

Beispiel 1. Wir wollen den EinfluB von Steifigkeitsinderungen an
einem leicht zu berechnenden Beispiel

A

. . 7
untersuchen. Es moge sich um einen Stab - ?
handeln, der entsprechend Abb. 86 mit A R
Hilfe einer festen Einspannung und von Abb. 86.

zwel Stiitzen gelagert ist. Mit den Be-
zeichnungen von ITI, 6 haben wir nach Abb.45a und b und nach Abb.46a

€g = 0, €1y =14, 6, =0,
fo= o, hi=hr=00, [fy=o00.

Die Grundgleichungen 7, (18) fiir die beiden Stababschnitte nehmen
mit diesen Werten die Form an

e D)+ B(A) =0
e, B(A)+S(4)=0.
Hieraus ergibt sich die Frequenzgleichung
B S

DA B@A)

und




204 1III. Die Berechnung der Eigenschwingungszahlen von Stabwerken.

Die beiden Quotienten sind in VII, Tabelle A tabuliert, und man findet
die ersten fiinf Wurzeln der Frequenzgleichung zu

A =339, Ay = 4,46, Ay = 6,54, Ay =159, A5 = 9,69.
Die Eigenkreisfrequenzen ergeben sich daraus in bekannter Weise zu
[6, (19a)]

_#/E]

=%V

wo ! die Spannweite der beiden Felder des Balkens ist. Wir wollen nun
eine Verminderung der Steifigkeit des Balkens vornehmen, indem wir
an Stelle der Einspannung eine einfache Stiitze anbringen. Aus den
Rand- und Ubergangsbedingungen folgt dann

=0, b1r = 115 e; =0,
fo= 0, hi=h,=00, fo=00,
und die Grundgleichungen 7, (18) fiir die beiden Felder ergeben sich zu
—eB(A)+ESH) =0,
e, B(A)+S@A)=0.
Daraus folgt die Frequenzgleichung

S _
M)

mit den aus VII, Tabelle A zu entnehmenden ersten finf Wurzeln

i, =314, 4,=392, 1,=628, A, =110, A =09,42.

0,

Man sieht, daB simtliche Schwingungszahlen tiefer liegen als im Fall
des eingespannten Trigers. Wir wollen nun am urspriinglichen System
eine andere Steifigkeitsverminderung vornehmen, indem wir das rechte
Lager weglassen. Die Randbedingungen am freien Ende liefern dann
nach Abb. 45¢ ¢, =0, f, =0, und die Grundgleichungen 7, (18) fiir
die beiden Felder reduzieren sich auf

e D)+ B(A) =0,

6€A) —B@A)=0.

Daraus ergibt sich die Frequenzgleichung

B _ B
DR T EQ

mit den ersten fiinf Wurzeln
Ay = 1,57, Ay = 38,92, Ay =471, Ay = 17,10, Ay =17,85.

Auch hier liegen alle Eigenfrequenzen tiefer als die entsprechenden
Eigenfrequenzen des urspriinglichen Trigers.
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Die Tatsache, daB durch eine Verminderung der Steifigkeit die
Eigenfrequenzen sinken, wird zur Kontrolle des Bauzustandes von
Eisenbahnbriicken verwendet. Man erregt bei der Vornahme der Kon-
trolle die Briicke durch eine schwingende Kraft und nimmt mit einem
Schwingungsmesser die Resonanzkurve etwa in der Umgebung der
niedrigsten Eigenschwingungszahl der Briicke auf. Diese Eigenschwin-
gungszahl ist aus fritheren Versuchen bekannt und muB sich bei un-
verindertem Bauzustand reproduzieren lassen. Haben sich dagegen
irgendwelche Verbinde in der Zwischenzeit gelockert, dann muB} die
betreffende Eigenschwingungszahl der Briicke einen niedrigeren als den
Normwert haben, und man erkennt auf diese Weise Verinderungen
im Bauzustand der Briicke. Die Bestimmung der Eigenfrequenzen ist
ebenfalls ein gutes Mittel, um zu untersuchen, inwieweit bei der prak-
tischen Ausfithrung eines Bauwerks die der Rechnung zugrunde ge-
legten Voraussetzungen, etwa iiber den Einspannungsgrad, zutreffen.
Eine solche Schwingungsmessung ist oft weit bequemer durchzufiihren
als statische Messungen iiber die Steifigkeit des Bauwerks, wie die
von der Reichsbahn regelmiBig vorgenommenen dynamischen Briicken-
priifungen zeigen. Wie empfindlich die Eigenfrequenzen gerade gegen-
iiber Anderungen des Einspannungsgrades sind, sei an dem Beispiel
des an beiden Enden elastisch eingespannten Stabes gezeigt.

Beispiel 2. Der Stab seinach Abb. 87 gelagert, ¢ sei der Einspannungs-
grad, sodaB3 fiir das eingespannte linke X? i\

0

Ende gilt lr
cvg=—Me=EJvg. &A ! Q;L
Te— Jz =

Fir die symmetrischen Schwingungen
gelten daher, wieder mit den Bezeich- Abb. 87,

nungen von 6 und der Abkiirzung I’ = EL], die Bedingungen

vl cl
eo=mv6=7, fo=00, € =0, fi=0.

Die Grundgleichung 7, (18) ergibt sich zu
e () + € (2) =0
sl G
TR (61

Fiir den Grenzfall ¢ = 0o, d.h. feste Einspannung, ergibt sich als
Frequenzgleichung % (A) = 0 mit der ersten Wurzel 4, = 2,36. Fiir den
Grenzfall ¢ = 0, d. h. freies Auflager, ergibt sich € (4) = 0 mit der ersten

oder

Waurzel 4, = %— Die Eigenkreisfrequenz erhilt man wieder aus

221/EJ
C():FVT.
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In Abb. 88 ist das Verhiltnis w der Eigenkreisfrequenz des elastisch
eingespannten Trigers zu der Eigenkreisfrequenz des fest eingespannten
Tragers in Abhingigkeit von dem dimensionslosen Einspannungsgrad ¢’
aufgetragen. Die Asymptote an die Schwingungszahl bei fester Ein-
spannung wird nur sehr langsam erreicht, das bedeutet, da3 eine nur
sehr geringe Abweichung von der festen Einspannung bereits eine
wesentliche Erniedrigung der Eigenfrequenz ergibt.

Besonders unangenehm haben sich gelegentlich Resonanzerscheinun-
gen an Turbogeneratorfundamenten bemerkbar gemacht. Die Eigen-
schwingungszahlen eines Fun-

damentrahmens nach Abb. 89a

sind bereits frither berechnet wor-
. den. Bei fertig ausgefiithrten Fun-

damenten ist es oft erwiinscht,

eine stérende Eigenfrequenz des
Fundaments zu verlagern. Dies

7 g'o 3} 1/'0 o’ kann auf zweierlei Weise erreicht
Abb. 88. werden. Entweder man erhoht die
Steifigkeit etwa durch eine Zug-

stange zwischen den Stielen (Abb. 89b). Es ist einleuchtend, daB durch
diese MaBnahme die Frequenz der antisymmetrischen Grundschwingung
(Abb. 89d) nur unwesentlich verdndert wird, die Frequenz der symmetri-
schen Grundschwingung dagegen (Abb. 89e) wird durch die Zugstange
gehoben. Bei den praktischen Ausfiihrungen von Turbogeneratoranlagen
liegt die Frequenz der Drehzahl (3000/min) meistens zwischen der Fre-
quenz der antisymmetrischen und derjenigen der symmetrischen Grund-
schwingung. Durch die Zugstange wird das Gebiet zwischen den beiden

a b 7 d)

Abb. 89a bis e.

¢

Frequenzen vergréBert, die MaBnahme ist also in diesem Falle giinstig.
Fiel dagegen bei der urspriinglichen Bauausfithrung die Frequenz der
néichstfolgenden symmetrischen Oberschwingung mit einer Erreger-
frequenz zusammen, etwa bei einer Anlage mit Reduziergetriebe, so
wird durch die VergréBerung der Steifigkeit zwar die stérende Ober-
schwingungsfrequenz gehoben, zugleich aber auch die Frequenz der
Grundschwingung, die jetzt ihrerseits AnlaB zu Stérungen geben kann.
Die andere Methode, eine stérende Eigenfrequenz zu verlagern, be-
steht darin, daB man die schwingenden Massen vergréBert. Bei ver-
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schiedenen amerikanischen Anlagen hat man z. B. den Kondensator
am Riegel elastisch aufgehingt, sodaB ein schwingungsfihiges System
nach Abb. 89c entsteht. Durch geeignete Abstimmung der Feder hat
man es in der Hand, das Gebiet in der Umgebung der Betriebsfrequenz
frei von Eigenfrequenzen zu halten.

Wir wollen hierzu ein einfaches Beispiel behandeln, nidmlich einen
Stab auf zwei Stiitzen, an dem in der Mitte eine Masse M elastisch auf-
gehingt ist (Abb. 90). Wir wollen untersuchen, wie sich die ersten Eigen-
frequenzen dieses Systems verdndern, wenn die Stirke der Kopplungs-
feder veridndert wird. Die Auslenkung der Masse M sei v,, die Aus-
lenkung der Balkenmitte sei v;. Die Gleichgewichtsbedingung an der
angehidngten Masse M wihrend einer harmonischen Schwingung des
Systems mit der Kreisfrequenz w erfordert die Giiltigkeit von

Moy, = C (v, — vy),
woraus sich
Cuyy
T Mo

ergibt. Die auf den Balken nach unten wirkende Kraft betrigt

demnach A : Z ]
[N |
M C w? h ; |
Clog—vy) =Mo?vy= — =50 S gy, &
Wir hatten in 8, Beispiel 2 das gleiche Bei- M iyz
spiel fiir eine fest mit dem Stab verbundene Abb. 90,

Masse behandelt. Die bei einer harmonischen

Schwingung in der Stabmitte angreifende Trigheitskraftamplitude ist
bei fest angehdngter Masse Mw?v,. Die elastisch angehingte Masse
verhilt sich also wie eine mit dem Reduktionsfaktor

1

I—sz

versehene fest angehingte Masse. Bezeichnen wir mit

M

[ P,
M 2ul

das Verhiltnis der Einzelmasse zur Stabmasse, dann geht die friiher
abgeleitete Frequenzgleichung [8, (27)]

E(4)
*
M* = A%B ()
fiir die fest angehingte Masse iiber in die Frequenzgleichung
e 1)
M T A%B@A)

_ e
1 c @
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fiir die elastisch angekoppelte Masse. Durch Einfithren von

M=2uplM*
und . M E]
0= —=
- 14 ”
erhidlt man fiir die linke Seite der Frequenzgleichung den Ausdruck
M*
oM+ _ EJ "
—— 4 7
1M
Die Durchbiegung des Balkens unter einer Einzellast P in der Mitte
e betrigt
2 symmetrisch 0 — P 8B )
48 EJ
Asymptore | Wir fiihren die Federkonstante C,
2 des Balkens ein durch
P  BEJ
CO _ — = 3
gegensymmerrisch v d
- Bezeichnen wir das Verhiltnis der
Federkonstante C zu der Feder-
konstante C, des Balkens mit
20— symmelrisch C* — £
=<
dsymptote | S° erhdlt die Frequenzgleichung
s R schlieBlich die Form
i _gegensymmetrisch -t
il iSander- M* (O]
| W . (,)1) :
I symmetrisch 1— 2 EYod
=
Abb. ;”1. % ¢ Wir nehmen ein Massenverhiltnis

M*=1 an und bestimmen fiir

verschiedene A die zugehorige dimensionslose Federkonstante C*:
24
BA)

3(1-icm)
In Abb. 91 ist das Verhiltnis der ersten fiinf Eigenfrequenzen des Bal-
kens mit elastisch angehingter Masse zu der niedrigsten Eigenfrequenz
des Balkens ohne Einzelmasse aufgetragen als Funktion der dimensions-
losen Federkonstante C*. Fiir C*= 0, d. h. fiir eine unendlich weiche
Feder, erhilt man die dimensionslosen Eigenkreisfrequenzen des Bal-
kens ohne Einzelmasse zu

C*=

o =1, W) =4, wy =9,
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Durch die Anhiangung der Masse bleiben die antisymmetrischen Eigen-
schwingungen unverindert, die symmetrischen werden um eine ver-
mehrt, entsprechend der um Eins gréfier gewordenen Anzahl der Frei-
heitsgrade des Systems. Nehmen alle M

wir an, die Erregerfrequenz lige ¥
etwa bei w*=1, sodaBl bei dem ,*
urspriinglichen Balken die Grund-
schwingung stark erregt worden
ist. Hingen wir eine Masse an, die
gleich der Stabmasse ist, und ver-
wenden wir eine Feder von etwa ¢
C*=1,dann treten Eigenschwingun-
gen bei etwa w*=0,5 und w¥*=1,5
auf, sodaB die Erregerfrequenz
giinstig in der Mitte zwischen den
beiden Eigenfrequenzen des ver-
dnderten Systems liegt. Eine noch 2
starkere Kopplungsfeder zu ver-

wenden ist zuléssig, weil dadurch die M*"1’5
untere Eigenfrequenz kaum ge- we=10
hoben wird, die obere dagegen sehr %
stark, sodaB die Umgebung von %/f
w*=1 auch dann frei von Eigen- 7

frequenzen ist. In Abb. 92 sind die

ersten beiden Eigenfrequenzen des /ﬁf_’ﬂ__—i

verdnderten Systems in Abhingig- /ﬂ*_‘}ﬁ__
keit von der Federkonstanten C* fiir — %5 |
drei verschieden groBe Massenver-

haltnisse M* aufgetragen. Man er- , 75 ¥ 0
kennt, daB es giinstiger ist, grofe Abb. 92.

Massen anzuhingen als kleine, da die
Umgebung von w*= 1, in der keine Eigenfrequenzen liegen, mit wach-
sendem M* immer groBer wird.

D. Verfeinerte Methoden zur Kontrolle der Naherungen.

15. Grundton.

In II, 30 war gezeigt worden, daB man eine wesentlich bessere
Niherung fiir die kleinste Eigenfrequenz erhilt, wenn man die Energie-
methode anwendet auf das zugeordnete System mit den gleichen
Eigenschwingungszahlen. Die entsprechende Beziehung II, 30, (151)

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 14
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lautete
!
r L Mm'2dx
1 “
U (62)

1
J‘E‘*f 9ﬁ2dx

0

w! <

I ist das Biegemoment infolge einer Last pwv(x), wobei v(x) eine ge-
schitzte Schwingungslinie darstellt. Damit pv(x) die Dimension einer
Last erhilt, ist wie frither der Faktor 1/sek? hinzuzufiigen. Es ist also
nach II, 19, (58)

M = —po(x), (63)

und wir kénnen (62) auch in der Form schreiben

7
J“uvz(x) ax

i<t (64)
1

ET Medx

O;ﬂN

Die erste Ndherung kann mit Hilfe der Energiemethode durch Ein-
setzen der geschitzten Schwingungsform v(x) in

!
JEJv2ax

Wi < (65)
f‘uvz dx
0

oder in

1
f;bvdx

<2 (66)
f,uvz ax
0

gewonnen werden, wobei p wie frither die statische Last ist, welche die
Durchbiegung v (x) erzeugt. In diesem Falle ist fiir die zweite Naherung
nach (64) lediglich das Nennerintegral auszuwerten, wihrend der
Zshler in (64) identisch ist mit dem Nenner in (65) oder (66).

Beispiel 1. Um zu zeigen, wie groB der Gewinn an Genauigkeit bei
Anwendung von (64) gegeniiber der normalen Energiemethode ist, sei
zunidchst die Grundfrequenz des eingespannt-freien Stabes mit kon-
stanter Steifigkeit und konstanter Massenverteilung nach (66) und nach
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(64) berechnet. In Tabelle 22 ist die Rechnung in der {iblichen Weise
durchgefithrt. Fiir v(x) wurde die Biegelinie unter einer gleichm#Big
verteilten Last p je Langeneinheit genommen. Die zweite Spalte ent-
halt die dimensionslosen Biegemomente ;j—; infolge der Last p. Die

dritte Spalte ist durch numerische Doppelintegration mit Hilfe der
Formel 12, (51) gewonnen und stellt bis auf den Faktor

p 1
E J 1200
die Durchbiegung unter der Last $ dar. Die Doppelintegration ist in

Tabelle 22. Eingespannt-freier Stab, Kontrollmethode, Grundton.

b= i A B C D
10
z l—z
x m 12 2 12 PR
T Y -ﬁffA dx? B —ﬁfdeﬁ C?10
0 !
0,0 0,500 0,000 o 52002 2704
0,1 0,405 2,805 8 44805 2007
0,2 0,320 10,480 110 37646 1417
0,3 0,245 22,005 484 30616 937
0,4 0,180 36,480 1331 23854 568
0,5 0,125 53,125 2821 17532 307
0,6 0,080 71,280 5081 11848 140
0,7 0,045 90,405 8172 7022 49
0,8 0,020 110,080 12118 3280 11
0,9 0,005 130,005 16900 860 I
1,0 0,000 150,000 22 500 o o
2y 22 s
i l l
%dex —}?;—fBzdx %fpdx
0 0 0
1800,0 173320 20180

unserem Fall auch streng ausfilhrbar. Von der strengen Rechnung
werden wir jedoch nur das Endergebnis anmerken, sodaBl man zu-
gleich den Fehler der numerischen Integrationen kennt. Die Glei-
chung (66) liefert

1
fp vdx E
9 0 _EJ1200%, EjJ
o} <Y =T T = 12462

7
fuvrdx
0

oder
W < 3,53;)21 VETJ .
14*
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Fithrt man strenge Integrationen an Stelle der numerischen durch,
so erhdlt man

w, < 3,52;)209 %,
also erst in der fiinften Stelle eine Differenz gegeniiber der numerischen
Rechnung. Diese geringe Abweichung ist darin begriindet, daB die zu
integrierenden Funktionen in unserem Falle von verhiltnismiBig ein-
fachem Bau sind. 4 (x) ist zweiten Grades, sodaB B das streng richtige
Doppelintegral darstellt. Fehler entstehen lediglich bei der Berechnung
von 2, und X, mit Hilfe der Formel 12, (52). Der genaue Wert der ersten
Eigenkreisfrequenz ist

o, — 351601 ) /E]

1 12 u :

Der Fehler der Niherung (66) betrdgt also 0,40%.

In der Spalte C der Tabelle 22 ist das Doppelintegral iiber B aus-
gerechnet, angefangen am freien Stabende. Wenn man B (x) mit v(x)
gleichsetzt, dann ist C(x) bis auf den Faktor

»E

1200
identisch mit dem Biegemoment % infolge der Krifte pyv(x) [vgl. (63)].
Die Gleichung (64) ergibt dann

!
J‘Iu v2dx B
o= —= 1144 10022 1062 —12, 3677E]
IT]_ m2dx
: EJ
oder 0= i%ﬂ V—] .
u
Der entsprechende Wert fiir strenge Integration lautet
3,51636 1/E ]
C="

und unterscheidet sich ebenfalls erst in der fiinften Stelle von dem
Ergebnis der numerischen Integrationen. Der Fehler der Beziehung (64)
betrigt also nur 0,001%. Er ist 400mal kleiner als der Fehler der
Néherung (66). Man sieht, da3 (64) eine ganz wesentliche Verbesserung
gegeniiber (66) bringt. Im folgenden ist die Beziehung (64) fiir die auch
frither schon behandelten Systeme ausgewertet. Die so erhaltenen
Zahlen fiir die Eigenfrequenzen koénnen innerhalb der Rechengenauig-
keit als unbedingt zuverlissig gelten. Es sind diejenigen Zahlen, welche
friher bereits als ,,genaue” Werte fiir die betreffenden Eigenfrequenzen
angegeben waren und die dazu verwendet worden sind, das Ergebms
der verschiedenen Niherungsrechnungen zu kontrollieren.
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Beispiel 2. Tabelle 23 enthilt die Rechnung fiir den Turm (Abb. 68).
In der dritten Spalte sind bis auf einen konstanten Faktor die schon
frither (Tabelle 2) ermittelten Durchbiegungen v(x) unter dem Ein-
fluB einer gleichmiBig verteilten Querbelastung eingetragen. Die Spalte C
enthilt dann wieder bis auf den Faktor

ui
1200

die Biegemomente infolge der Last pv(x). Das Zihlerintegral von (64)

Tabelle 23. Turm, Kontrollmethode, Grundton.

!
h=— A B C D
10
l—z
¥ ]0 12
— 29 juind 2 2 —6
7 7 v 7 JI Bdx C24 10
I
0,0 1,0000 0,0 64799 4199
0,1 I,1147 2,9 55943 3489
0,2 1,2502 11,2 47128 2777
0,3 1,4123 24,3 38451 2087
0,4 1,6077 41,6 30071 I45T
0,5 1,8465 62,3 22193 907
0,6 2,1427 85,6 15065 484
0,7 2,5163 1114 8967 201
0,8 2,9960 138,3 4207 54
0,9 3,6260 166,0 1107 4
1,0 4,4771 193,09 o o
23
I
3
=1 Dd
7 f #
0
40483

entnimmt man der Tabelle 2:

1
Z, = %J’vzdx — 272000.

Man erhilt so

. J74 g . 5 EJ,
wléE]oum—=m;144.1o o s, = 96757
[mees

oder

3,110/ E J,
w <25 V ,uo'
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Beispiel 3. Tabelle 24 enthilt die entsprechende Rechnung fiir die
Briicke auf zwei Stiitzen (Abb. 71). Die dritte Spalte stellt wieder die
Durchbiegung unter einer gleichmiBig verteilten Last dar und ist
identisch mit der Spalte E in Tabelle 5. Bei der Berechnung des Biege-
moments infolge der Last yv(x) wurde mit der Doppelintegration in
der Briickenmitte begonnen und dort zunichst Ordinate und Ableitung
der Momentenfunktion Null gesetzt. Die Ableitung in der Briicken-
mitte muB verschwinden aus Symmetriegriinden. Die Momentenlinie

Tabelle 24. Tragerbriicke, Kontrollmethode, Grundton.

h=— A B C D E
20
l/2—2x
% _]J_:"_ v %fdexz 375800 —C | AD210-8
17
0,00 5,00 0,0 375800 o o
0,05 4,24 142,7 315700 60 100 153
0,10 3,56 275,6 257300 118 500 498
0,15 2,96 393.4 202100 173700 804
0,20 2,44 493,2 151700 224100 1225
0,25 2,00 574,4 107200 268 600 1442
0,30 1,64 637,6 69 500 306300 1538
0,35 1,36 684,4 39500 336300 1538
0,40 1,16 716,2 17700 358100 1487
0,45 1,04 734,7 4400 371400 1434
0,50 1,00 740,7 o 375800 1412
g
y2
-}i f Edx
3
0
32752

selbst erhilt man dann aus C(x) durch D (x) = C(0) — C(»), da am
Lager das Biegemoment verschwindet. Das Zihlerintegral von (64)

entnimmt man der Tabelle 5 zu

%, =

SIS

Oty

2
v2dx = 9079000.

Man erhilt so unter Beriicksichtigung von

M (%) = D (x) L&

4800
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fiir die niedrigste Eigenkreisfrequenz

Y2

fordx 5 £
R =<EJop 0 = ”{:48002 o = 63,8732 Jo
Jogpa
J']Sm ax
0
oder
7,991 E7,
%_12-%.

Beispiel 4. Von der entsprechenden Rechnung fiir die ebenfalls
schon friither behandelte Briicke -auf vier Stiitzen mit verinderlichem
Tragheitsmoment (Abb. 77) sei nur das Endergebnis angemerkt:

9,1311/E ],
wy g lg *[u—l .

(67)

Beispiel 5. Wir wollen zum SchluB3 die wiederholt benutzte Kontroll-
methode auch auf den oben behandelten Fachwerktriger anwenden.
Die Formel (64) fiir Stabwerke ist leicht fiir Fachwerke umzuformen.
Im Zahler steht die doppelte bezogene kinetische Energie, die beim
ebenen Fachwerk in der Form

2 M (v} + )

zu schreiben ist, wo M; die Massen und v; und #; die Verschiebungen
der Fachwerkknoten sind. Die Stibe setzen wir wie frither masselos
voraus. Im Nenner von (64) steht die doppelte potentielle Energie der
Auslenkungsform infolge der Belastung mit Kriften yv(x) ausgedriickt
in Biegemomenten. Beim Fachwerk tritt an diese Stelle die doppelte
potentielle Energie der Auslenkungsform infolge der Knotenlasten M ;v;
und M;u;, ausgedriickt in den Stabkriften, also

S,

wo F; die Stabquerschnitte und 7/; die Stablingen bezeichnen. (64)
nimmt daher fir ebene Fachwerke mit in den Knoten zusammen-
gefaBten Massen die Form an

;< ==

2 M, (0} + ) 68)

Die Rechnung ist in Tabelle 25 vorgenommen. Die Stabbezeichnungen
stimmen mit Abb. 83 {iberein. Die vertikalen und horizontalen Kom-
ponenten der Knotenlasten sind zu 4 B bzw. A C angenommen worden,
wo A, Bund C aus Tabelle 13 stammen. S sind die Stabkrifte in Tonnen
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infolge dieser Knotenlasten. Den Zihler von (68) entnehmen wir der

Tabelle 13 zu

172700
7

Tabelle 25. Fachwerktrager,

Kontrollmethode, Grundton.
Q

2

Stab F S ! Fl 1078

0, 150 — 40 360 o
0, 150 — 2240 360 120
O4 150 — 2310 360 128
0, 220 — 3730 360 228
Oy 220 — 3770 360 232
O¢ 220 — 3740 360 228
0, 220 — 3690 360 223
Og 150 — 2300 360 127
Oy 150 — 2320 360 129
Oy0 150 o 360 o
1 120 + 1620 720 157
U, 240 + 3440 720 355
U, 240 + 4100 720 505
U, 240 + 3240 720 316
U, 120 + 1230 720 91
V, 120 o 380 o
Vy 8o — 130 380 I
Vs 8o — 240 380 3
Vy 8o — 240 380 3
Vs 8o — 140 380 1
Ve 120 o 380 o
D, 130 — 1600 516 102
D, 120 -+ 1490 516 95
Dy 8o — 1140 516 84
Dy, 60 + 820 516 58
Dy 50 — 180 516 3
Dy 50 — 290 516 9
D, 60 + o920 516 73
Dy 8o — 1240 516 99
Dy 120 -+ 1620 516 I13
Dy, 130 — I740 516 120
2Q
3603

Der Nenner ergibt sich
nach Tabelle 25 zu
3603 - 105
geE
also ist

0®*<1017FE¢g,
oder mit

E = 2150 t/cm?
und

g = 981 cm/sek?

o < 31,9 sek™.
Man konnte alle hier er-
rechneten Werte fiir die
kleinsten Eigenfrequen-
zen noch weiter verbes-
sern, wenn man wie in
IT, 27 einen zweiten gan-
zen Schritt der Methode
der schrittweisen Ni-
herungen durchrechnet
und die Mittelwertbil-
dung mit Hilfe der En-
ergieformel vornimmt.
Dieswurdefiirden Turm,
fiir die Briicke auf zwei
Stiitzen und fiir den
Fachwerktriager durch-
gefithrt, wobei sich er-
gab, daB in allen Fillen
die oben angegebenen
Ziffern der Eigenfre-
quenzen keine Anderung

mehr erfahren. Die hier gegebene Methode der Kontrolle der kleinsten
Eigenfrequenz mittels der Formel (64) bzw. (68) diirfte also immer aus-

reichend sein.

16. Obertone.

Um genauere Werte der hoheren Eigenfrequenzen zu erhalten, als
dies mittels der oben dargestellten Methode der reduzierten Trigheits-
momente unter Verwendung der asymptotischen Eigenfrequenzen mdg-
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lich ist, erweist es sich als zweckmiBig, zunichst einmal die Anzahl
und Lage der Knotenstellen der Oberschwingungsformen zu unter-

suchen. Wir wollen ein einfaches Beispiel be-
trachten, den Balken auf zwei Stiitzen, und
folgendes Gedankenexperiment ausfiihren: Das
eine Lager wird entfernt, und das jetzt freie
Balkenende werde mit einer gewissen Kreis-
frequenz und einer gewissen Amplitude har-
monisch auf und ab bewegt. Der Stab fithrt
dann eine erzwungene harmonische Bewegung
aus mit einer Schwingungsform, die von der
Frequenz der Erregung abhingt. Ist die Fre-
quenz Null, so wirken keinerlei Krifte auf den
Stab, er bleibt gerade. In Abb. 93 ist nun gezeigt,
wie die Schwingungsform sich veridndert, wenn
die Erregerfrequenz allmihlich immer gréBer
wird. Die Berechnung der betreffenden Schwin-
gungsformen wird erst in IV, 2 gebracht. Hier
wollen wir lediglich das Ergebnis zur Kenntnis
nehmen. Die Amplitude des linken Endpunktes
ist in allen Fillen gleich angenommen. Die
Schwingungslinje kriimmt sich mit wachsender
Erregerfrequenz immer stirker, die Amplituden
werden immer gréB8er und schlieBlich unendlich,
wenn die Erregerfrequenz mit der ersten Eigen-
frequenz des zweifach gestiitzten Stabes iiberein-
stimmt. Dies tritt zwischen 4 = 3,0 und 1 = 3,5
(genau bei 4 = &) auf. In diesem Punkte findet
ein Umschlagen der Schwingungslinie statt, die
von jetzt ab entsprechend den Linien fiir A = 3,5
usw. verliuft. An der Stelle A =z ist ein Knoten
in die Schwingungsform hineingekommen, der
mit wachsender Erregerfrequenz nach rechts
wandert. Die Kriimmungen und Amplituden der
Schwingungslinie werden zunichst schwicher,
wachsen dann aber wieder an, um zwischen
2 =16,0 und A = 6,5 (genau bei 1 = 2 ) wieder
unendlich zu werden. An der Stelle A = 2,
welche der zweiten Eigenfrequenz des; Stabes auf
zwei Endstiitzen entspricht, findet ein abermali-
ges Umschlagen der Schwingungsform statt, die

A=40

Abb. 93.

von nun an zwei Knoten aufweist. Der Vorgang des Umschlagens
und des Hineinwanderns eines neuen Knotens wiederholt sich beim
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Durchlaufen jeder weiteren Eigenfrequenz. Die Knoten wandern dann
mit wachsender Erregerfrequenz allmihlich alle nach rechts, ohne das
rechte Lager jemals zu erreichen. Es 14t sich nun zeigen, daB Triger
auf beliebig vielen Stiitzen und mit beliebiger Verteilung der Steifig-
keiten und Massen sich ganz entsprechend verhalten wie der hier be-
trachtete Stab. Wenn man also den Triger an einem Ende mit all-
mihlich wachsender Frequenz erregt, wandert bei jedem Durchlaufen
einer Eigenfrequenz ein Knoten hinein. Uber ein Zwischenlager kann
ein Knoten hinweg (Abb. 94), iiber das Endlager dagegen nicht. Man
kann zeigen, daB auch auf andere Weise kein Knoten, der am erregten
Ende hineingewandert ist, wieder verschwinden kann, sodaB also die
n'** Eigenschwingungsform gerade » Knoten besitzt. Als Knoten wer-
den dabei im allgemeinen nicht mitgezdhlt die Lager, welche ja auch
fiir die erste Eigenschwingung Nullstellen erzwingen. Dagegen ist ein
Lager als Knoten zu zihlen, wenn die Schwingungslinie dort eine hori-
zontale Tangente hat (Abb. 94b), denn
//—Ma} das entspricht gerade derjenigen Er-
regerfrequenz, bei welcher ein Knoten
_ durch das betreffende Lager hindurch-
/é\_Ab) tritt. Kompliziertere.Stabwe{rke, z. B.
Rahmen, verhalten sich dhnlich, doch
ist hier zu beachten, daB auch bereits
die erste Eigenschwingungsform Kno-
_Abb. 94 a]bis c. ten enthalten kann, welche nicht mit
einem Lager zusammenfallen. So hat
z. B. die erste Eigenschwingungsform des Rahmens nach Abb. 89d
einen Knoten in Riegelmitte, jede nichst hohere Eigenschwingungs-
form weist dann wieder einen zusitzlichen Knotenpunkt auf.

Wenn die genaue Lage der Knoten bekannt wire, kénnte man den
betreffenden Oberton berechnen als Grundton eines verinderten Sy-
stems, welches an den Knotenstellen Lager besitzt. Man kénnte auf
das verinderte System etwa die Energiemethode anwenden, ausgehend
von einer gleichm#4Bigen Lastverteilung, die in jedem Feld ihr Vor-
zeichen wechselt, so wie wir dies bei der Briicke auf vier Stiitzen ge-
tan haben. Es liegt nun nahe, in denjenigen Fillen, wo die Knoten-
punkte nicht bekannt sind, dieselben schitzungsweise festzulegen, dort
Lager anzubringen und den Grundton des so veridnderten Systems
zu berechnen. Ehe man diese Methode anwendet, mull man sich Klar-
heit verschaffen {iber den Fehler, der durch eine Fehlschitzung der
Knotenlage entstehen kann. Wir betrachten zunichst ein Beispiel.
Wir nehmen einen homogenen Stab mit zwei Endstiitzen, legen eine
Zwischenstiitze ein und ermitteln die Abhingigkeit der Grundschwin-
gungszahl des Trigers auf drei Stiitzen von der Lage der Mittelstiitze
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(Abb. 95). Die Rechnung ist mit Hilfe der friiher entwickelten strengen
Methode leicht durchzufithren. Wir haben mit den Bezeichnungen von
6 an den AuBenlagern nach Abb.45b die Bedingungen

o=1¢6=0, fo=/la =00,
am Zwischenlager nach Abb. 46a unter Beriicksichtigung von [, =],
und p, = y, die Bedingung

&h=¢, und fl={f=o0.
Die Grundgleichung 6, (18) heiBt dann fiir das erste Feld

6(/11) — 6 58(11) =0,
fiir das zweite Feld

e B(4) + ©(4,) =0.

Durch Elimination von ¢, erhilt man die Frequenzgleichung

B) B A D A
. - -
Wir bestimmen zunichst die Grundfrequenz des ? i =
Stabes fiir = 4. Es ist dann 4, = 51,, Abb. 5.
2

und man erhilt durch Auftragen der beiden Seiten der Frequenz-
gleichung mit Hilfe von VII, Tabelle A und Bestimmung des ersten
Schnittpunktes der beiden Kurven:

A, =0,745,
oder auf die Gesamtlinge des Stabes bezogen
A=61 =4470.
Die Eigenkreisfrequenz betrigt also

_ Rq/EJ] _19981/E]
O=FY T e Y e
. . l
Wir bestimmen weiter die Grundfrequenz des Stabes fiir Z—l = % Es
2
ist dann 1, = 24,, und man erhilt als kleinste Wurzel der Frequenz-
gleichung 4, = 1,778, oder auf die Gesamtlinge des Stabes bezogen
A =31, = 5,334. Die Eigenkreisfrequenz betrigt also

28,451/E ]
wl = 2 ‘/—M—‘.

h

Die kleinste Eigenkreisfrequenz fiir - =1 erhélt man in der gleichen
2
Weise zu
39049,/E ]
1=
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sie ist gleich der zweiten Eigenkreisfrequenz des Stabes ohne Zwischen-
stiitze, dessen zweite Eigenschwingungsform in der Stabmitte einen
Knoten aufweist. Der Vollstindigkeit halber berechnen wir noch den
Fall, daB die Mittelstiitze der linken AuBenstiitze unendlich benachbart
ist. Die beiden unendlich benachbarten Stiitzen erzwingen dann eine
horizontale Tangente der Biegelinie, und der Stab wverhilt sich wie
an diesem Ende eingespannt. Die Bedingungen am eingespannten Ende
heiBen

€g = OO, fo =00,
und die am gestiitzten Ende

e =0, fo=o00.
Die Grundgleichung reduziert sich auf

B(A) =0
und hat die kleinste Wurzel

A=3,926.

Die entsprechende Eigenkreisfrequenz betrigt
1541 1/E ]
(Ol = 12— V? .

In Abb. 96 ist die Abhingigkeit der kleinsten Eigenfrequenz von der

w Lage der Zwischenstiitze auf-

/x l getragen, und zwar ist noch ein

] 2 . ; hA_5

% / \ vs{elterer Zw1schenpu.nkt L=

~ — eingetragen, fiir den sich die Eigen-

3 ~ kreisfrequenz zu

o 35,861/ J
Or=" VT

/ Abb_q'f%_ s ergibt. Man sieht, daf die Schwin-

gungszahlam gréBtenist, wenn sich
die Stiitze in Stabmitte, d.h. an der Stelle des Knotens der zweiten
Eigenschwingungsform, befindet. Man erkennt, daB in unserem Falle
die groBte Grundfrequenz, die man durch Verschieben der Mittelstiitze
erreichen kann, iibereinstimmt mit der Frequenz der ersten Ober-
schwingung. Man erkennt weiter, daB Verschiebungen der Mittelstiitze
in der Ndhe des Knotens der Oberschwingung die Grundfrequenz des
verdnderten Systems verhiltnismifBig wenig beeinflussen. Eine kleine
Fehlschitzung des Knotens ergibt also auch nur einen geringen Fehler,

selbst bei einer Fehlschitzung von é = 0,417 statt —f— = 0,500 ent-

steht erst ein Fehler von 9,2%. Der Fehler ist iiberdies immer negativ,
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d.h. man bekommt eine untere Grenze fiir die Eigenfrequenz der
Oberschwingung.

Die Eigenschaften, die wir an dem Beispiel festgestellt haben,
treffen-nun ganz allgemein zu. Man kann zeigen, daB fiir Triger auf be-
liebig vielen Stiitzen mit beliebiger Verteilung der Steifigkeit und der
Massen folgender Satz gilt. Verdndert man das vorliegende System da-
durch, daBl man #» zusitzliche Stiitzen anbringt, und betrachtet man die
Abhingigkeit der Grundfrequenz des so verdnderten Systems von der
Lage der Stiitzen, dann hat diese Grundfrequenz ein absolutes Maximum,
wenn die Stiitzen mit den Knoten des #*® Obertons zusammenfallen.
Diese groBte Grundfrequenz des verinderten Systems stimmt {iberein
mit der Frequenz der #'® Oberschwingung. Dieser Satz ist sehr nahe
verwandt mit einem anderen Satz iiber das Verhalten der Quotienten
aus potentieller und bezogener kinetischer Energie 4/T, den wir in
I1, 25 bewiesen hatten. Dort wurde folgendes gezeigt. Das Minimum
des Quotienten A/T fiir eine Biegelinie v(x), die der Bedingung

!

fs(x)v(x)ydx:O (69)

§
geniigt, ist am groBten, wenn (69) identisch ist mit der Orthogonalitits-
bedingung fiir den ersten Oberton, wenn also s(x) mit der Grund-
schwingungsform ibereinstimmt. Der Wert des gréften Minimums
stimmt {iberein mit dem Quadrat der Kreisfrequenz des ersten Ober-
tons. Ersetzen wir die Bedingung (69) durch die Bedingung v(§) = 0,
so besagt der oben ausgesprochene Satz folgendes. Das Minimum des
Quotienten A/T fiir eine Biegelinie v(x), die der Bedingung v(§) = 0
geniigt, ist am groBten, wenn & ibereinstimmt mit der Knotenstelle
des ersten Obertons. Der Wert des Minimums stimmt {iberein mit dem
Quadrat der Kreisfrequenz des ersten Obertons. Der einzige Unter-
schied ist also der, daB an Stelle der Orthogonalititsbedingung fiir
v(x) mit irgendeiner Funktion s(x) das Vorschreiben einer Nullstelle
von v(x) an irgendeinem Punkt & tritt. Das Maximum des Minimums
von A/T tritt dabei einmal ein, wenn die fiir den Oberton giiltige Ortho-
gonalititsbedingung mit der ersten Eigenschwingungsform V,(x) vor-
geschrieben wird, das andere Mal, wenn die fiir den Oberton giiltige
Nullstelle vorgeschrieben wird. Wie die Obertonberechnung unter Be-
riicksichtigung der Orthogonalititsbedingung fiir die Oberschwingung
vorgenommen werden muB, war in I, 26 gezeigt worden. Fiir den prak-
tischen Gebrauch zweckméBiger ist die Verwendung der Knotenpunkts-
bedingung.

Beispiel 1. Zunichst wollen wir ein Beispiel einer Obertonberechnung
bei bekannter Knotenlage betrachten, nidmlich die schon wiederholt
behandelte Briicke auf zwei Stiitzen (Abb. 71). Aus Symmetriegriinden
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muB hier der Knoten der ersten Oberschwingung in der Mitte des
Feldes liegen. Wir nehmen daher eine Belastung nach Abb. 97 an.
Sie erzeugt eine Durchbiegung, welche in der Mitte verschwindet.
Die Rechnung ist in bekannter Weise durchzufithren und ergibt:

26,961 /E ],
@ =" V b

Wesentlich schwieriger ist die Berechnung eines Obertons, wenn die
Lage des Knotenpunktes der Schwingungsform unbekannt ist. Anstatt
fiir mehrere geschitzte Knotenpunktslagen & die Grundfrequenz o des
b durch ein zusitzliches Lager verinderten

D e ; Systems zu bestimmen und das Maximum
der w — &-Kurve aufzusuchen (Abb. 96),

wollen wir einen weniger miithsamen Weg
einschlagen. Wir wollen vor Beginn der Schwingungsrechnung das
Lager so bestimmen, daB es sicher von dem Knoten nur wenig ent-
fernt liegt. Dabei soll uns folgende Uberlegung leiten: Wenn wir
das Lager an der richtigen Knotenstelle angebracht haben und das
so veranderte System mit den wirklichen, bei der Oberschwingung
entstehenden Trigheitskriften belasten, so wird die Lagerkraft ver-
schwinden, da ja bei der Oberschwingung auch keine duflere Kraft
im Knoten angreift. An Stelle der wirklichen Kriftebelastung bei der
Oberschwingung fiilhren wir, wie bei Anwendung der Energiemethode
schon mehrfach, eine feldweise konstante
Last » je Lingeneinheit ein. Die Stelle des
Lagers, die auch gleichzeitig Sprungstelle
N fir die Belastung ist (Abb. 98), legen wir
nun so, daBl die Lagerkraft P verschwindet.
Es ist plausibel, und zahlreiche gerechnete
Beispiele haben es erhirtet, daf die so be-
stimmte Stelle der Knotenpunktsstelle der
betreffenden Oberschwingung benachbart ist. Praktisch fithrt man die
Berechnung zweckmiBig in der Weise aus, daB man zunichst die
Knotenstelle schitzt, dort ein Lager anbringt und die Lagerkraft P
unter dem EinfluB der feldweise konstanten Last p ermittelt. Wenn
P klein ist, was bei einigermaBen zutreffender Schitzung des Knotens
der Fall sein wird, verschiebt man die Sprungstelle der Last$ um

AE = —2%. Man hat dabei die Einzellast P ersetzt durch die iiber A&

verteilte Last 2 p4 & (Abb. 98), was bei kleinem A& zuldssig ist. Wiirde
man jetzt in § + A& ein Lager anbringen, so hitte die Lagerkraft
infolge der bei & + A& springenden Last p beinahe den Betrag Null.
Wir fithren diese Rechnung jedoch gar nicht mehr durch, sondern be-

4
p 2

4
Abb. 98.
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stimmen eine in & angreifende Last P* so, daB die Biegelinie infolge
und P im Punkte & + A& verschwindet. Diese Biegelinie wird dann
in die Energieformel eingesetzt. Fiir die gesamte Rechnung wird also
nur gebraucht die Biegelinie infolge der Last $, die in einem geschétzten
Knotenpunkt & das Vorzeichen wechselt sowie die Biegelinie infolge
der Einzelkraft P in &.

Beispiel 2. Wir wollen zunichst die Giite dieser Methode an einem
iberpriifbaren Beispiel nachweisen. Wir berechnen auf die oben be-
schriebene Art den ersten Oberton eines Stabes mit konstanter Steifig-
keit und Massenverteilung, der am einen Ende eingespannt und am
anderen frei ist. Aus VII, Tabelle C geht hervor, daB die Schwingungs-

form bei etwa % = 0,783 einen Knoten hat. Wir wollen nun der Rech-

nung einen davon sehr stark abweichenden Wert, nimlich —‘;&— = 0,60

zugrunde legen. Eine so grobe Fehlschidtzung des Knotens diirfte im
allgemeinen kaum vorkommen, sodaB3 wir einen fir die Methode sehr

ungiinstigen Fall haben. Wir legen also in den Punkt % = 0,60 ein
Lager und bestimmen die Lagerkraft unter 7

einer Belastung nach Abb. 99. Die Rech-

nung ist in Tabelle 26 in der bekannten Form Sl
durchgefithrt, um die Einheitlichkeit in der % \L »
Behandlung der Beispiele zu wahren. Man Abb. 99,

hatte in diesem Sonderfall bequemer wieder

die Miiller-Breslauschen w-Tafeln verwendet. Die zweite Spalte enthilt
die dimensionslosen Biegemomente infolge der verteilten Last p, die
vierte Spalte die dimensionslosen Biegemomente infolge einer Einzellast P

in —;’E = 0,60. Lasten und Verschiebungen, die nach abwirts gerichtet

sind, werden mit positivem Vorzeichen eingesetzt. Die Spalten B und C
enthalten die dazugehérigen Biegelinien bis auf den Faktor

pn PB
80057 P ise0ES -
Es ergibt sich eine Lagerkraft von
_ B(060) ,,
P= — D(0.60) $p1=0,375 p1.

Wenn wir P ersetzen durch 2 pA&, so verschiebt sich die Sprungstelle

der Last » um
4¢ 0,375

7 g = 0,1875

nach rechts. Wir bestimmen jetzt eine in —%: 0,60 wirkende Kraft P*

so, daB die Biegelinie infolge dieser Last und infolge der urspriinglichen
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Tabelle 26. Eingespannt-freier homogener Stab,
Knotenpunktsmethode, erster Oberton.

]z:i A B C D E
20
x T
x m 12 M | 12
7 + b —ﬁffA dx? -~ 57 h—szC dx?| B+o0,414 D E2
0 0
0,00 | 0,14000 o 0,60 0,00 0,00 0,00
0,05 | 0,14875 0,85875 | 0,55 3,50 + 0,59 0,35
0,10 | 0,15500 3,50000 0,50 13,60 + 2,13 4,54
0,15 | 0,15875 7,99875 | 0,45 29,70 + 4,30 18,49
0,20 0,16000 14,40000 0,40 5I,20 -+ 6,80 46,24
0,25 | 0,15975 22,71875 | 0,35 77,50 + 937 87,80
0,30 | 0,15500 32,94000 0,30 108,00 + 11,77 138,53
0,35 | 0,14875 45,01875 0,25 142,10 + 13,81 190,72
0,40 0,14000 58,88000 0,20 179,20 4+ 15,31 234,40
0,45 0,12875 74,41875 0,I5 218,70 + 16,12 259,85
0,50 | 0,11500 91,50000 0,10 260,00 + 16,14 260,50
0,55 | 0,09875 109,95875 | 0,05 302,50 + 15,28 233,48
0,60 | 0,08000 129,60000 0,00 345,60 + 13,48 181,71
0,65 | 0,06125 150,20125 0,00 388,75 -+ 10,74 115,35
0,70 | 0,04500 171,54000 0,00 431,90 + 7,27 52,85
0,75 | 0,03125 193,42125 0,00 475,05 + 3,25 10,58
0,80 | 0,02000 215,68000 0,00 518,20 — 1,15 1,32
0,85 | o,01125 238,18125 0,00 561,35 — 5,78 33,41
0,90 0,00500 260,82000 0,00 604,50 — 10,56 111,51
0,95 | o,00125 283,52125 0,00 647,65 — 15,39 236,85
1,00 0,00000 306,24000 0,00 690,80 — 20,25 410,06
P
l
3 22
3 fE dx
0
7220,78

Last p an der Stelle
A8 0,60 40,1875 = 0,7875

die Ordinate Null hat. Man findet durch Interpolation zwischen den

zu tabulierenden Werten des Quotienten B/D:

B(0,7875)

Pr=— D(0,7875)

pl=10,414 p!.
In der Spalte E ist die Biegelinie infolge der Belastung ¢ und der
Kraft P*:

E=5+40414D

ausgerechnet. Diese Biegelinie geht wie gewiinscht an der Stelle
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% = 0,7875 durch Null. Wir bestimmen jetzt die doppelte potentielle

Energie dieser Biegelinie, indem wir zun4chst uns die Belastung mit P*
und dann die Belastung mit $ vorgenommen denken und die aufzuwen-
dende Arbeit ermitteln. Bei der Belastung mit P* wird die Arbeit

1 px P 1 2 pu
4 =5 P*D(0,6) 0,414 o577 = 5 0414291 D (0,6) 55577
oder 1 i
4y =5 59,234 48:1(3)0—E]

geleistet. Wir bringen jetzt die Last ¢ auf. Die aufzuwendende Form-
dnderungsarbeit betrigt

l

_opr 1
0

Da die Last P* wihrend des Aufbringens von $ in voller GréBe wirk-

sam ist, enthilt nur das erste Glied den Faktor 1/2. Wenn wir nach

unten gerichtete Krifte und Verschiebungen positiv setzen, dann ist

die Durchbiegung infolge der verteilten Last $ negativ, wie auch im

1
Kopf der Tabelle 26 angemerkt ist. Das Integral f pB(x)dx wird in
b

zwei Stufen berechnet. Der erste Teil von ¥ =0 bis an die Stelle

% = 0,60 ist negativ, da dort p positiv und B negativ ist, und hat
den mit Hilfe der Simpsonschen Integrationsformeln (52) berechneten

Wert 0,61
bh

fp B(x) dx = — 1576,32 °*.
0

Der Restteil ist positiv und hat den Wert
l
pB(x)dzx= 51935610
0,61
Man erhilt also fiir das gesamte Integral

]
fp B(x)dx= 36172421
¢

Das zweite Klammerglied in dem Ausdruck fiir die Arbeit 4, ist negativ
und hat den Wert

P* B (0,60) = — 0,414 $1-129,6
oder mit [ =207

P* B (0,60) = —3219,24 22,

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 15



226 1I1. Die Berechnung der Eigenschwingungszahlen von Stabwerken.

Die doppelte potentielle Energie der Biegelinie betrigt also ins-
gesamt

__ v
24 = 4B00E] 3 3 [3617,24 — 6438,48 + 3554,06]
oder
P2 l4

Die doppelte bezogene kinetische Energie betrigt

pz 18

2T = 48002 (£ J)®

p? lsﬂ

und man erhalt fiir das Quadrat der zweiten Eigenkreisfrequenz

5 24 _ 487114 EJ

Wy ~ °T " 7
oder
22,07 1/EJ
Wy Y _l2— T .
Der wirkliche Wert betrigt
22,03 1/EJ
Wy == iE 7 .

Der auBerordentlich geringe Fehler von nur 0,2% zeigt, wie gut die
Knotenpunktmethode arbeitet, selbst bei einer so groBen Fehlschitzung
der Knotenlage.

Beispiel 3. Wir wollen jetzt die entsprechende Rechnung fiir die
zweite Eigenfrequenz des frither wiederholt behandelten Turmes (Abb. 68)
durchfiihren. Fiir die Knotenpunktsabszisse wihlen wir diesmal den-
jenigen der Intervallendpunkte von Tabelle 26, welcher dem Knoten
der zweiten Eigenschwingungsform des homogenen Stabes am nichsten

kommt, das ist % = 0,80. Die in entsprechender Weise wie bei dem

vorhergehenden Beispiel durchgefiihrte Rechnung ergibt:

16,80

Wy A

Beispiel 4. SchlieBlich sei als letztes Beispiel fiir die Knotenpunkt-
methode noch der zweite Oberton der ebenfalls wiederholt behandelten

Briicke auf zwei Stiitzen (Abb. 71) berechnet. Bei dem homogenen Stab

; = % und
x 2 ’
T

= 3. Nimmt man diese Knotenlagen an, dann erhilt man fiir eine

liegen die Knoten der zweiten Oberschwingung bei
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Ausgangsbelastung nach Abb. 100 durch eine entsprechende Rechnung
wie in Beispiel 2 den Wert

- 62,38 VE o

Wy —
3 B m

Héhere Oberténe, bei denen mehrere Knotenstellen geschitzt werden
miissen, lassen sich in ganz entsprechender Weise nach der Knoten-
punktmethode berechnen, allerdings nur mit erheblicher Rechenarbeit.
Im allgemeinen wird sich jedoch diese Rechnung eriibrigen. Wie die
Beispiele gezeigt haben, kommt man mit der Methode der reduzierten
Trigheitsmomente auf Grund der
asymptotischen Eigenfrequenzen
meist schon fiir den ersten Ober-
ton, sicher aber fiir die héheren
Oberténe, praktisch aus. Die in
diesem Abschnitt berechneten
Eigenfrequenzen sind ausnahmslos im Abschnitt C zur Kontrolle der
dort verwendeten Verfahren herangezogen worden. Die zuletzt dar-
gestellten Methoden der Eigenfrequenzberechnung sind weniger fir
den praktischen Gebrauch gedacht als vielmehr zu gelegentlichen
zuverldssigen Nachpriifungen abgekiirzter Rechenverfahren.

Abb. 100.

E. Nebeneinfliisse.
17. Rotationstrigheit.

Die Differentialgleichung der Transversalschwingungen eines Stabes
mit Beriicksichtigung einer Trigheitsmomentenbelegung 7 je Lingen-
einheit hatten wir in 1 abgeleitet. Es ergab sich fiir die freien Schwin-
gungen die Gleichung 1, (6)

EJV"V 4+ (zv)w? — pwv=0. (70)
Um die GréBenordnung des Einflusses der Rotationstrigheit abzu-
schitzen, betrachten wir ein einfaches Beispiel, den homogenen Stab

auf zwei Stiitzen. Wie man sich leicht iiberzeugt, geniigen die Eigen-
schwingungsformen

V() = sin bz (71)

sowohl den Randbedingungen

Vi@ =Vi0)=V,() =Vi{@)=0
wie auch der Differentialgleichung (70). Man erhilt durch Einsetzen
von (71) in (70) fiir die Eigenkreisfrequenzen die Gleichung

kYt k2 72

15%
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oder
Mgt EJ
9 _
W =" 2k’
BT
Nun sind
kit EJ
®ou

die Quadrate der Eigenkreisfrequenzen ohne Beriicksichtigung der
Rotationstrigheit [vgl. II, 21, (77)]. Wir erhalten daher fiir das Ver-
hiltnis w} der Eigenfrequenzen mit Beriicksichtigung der Rotations-
tragheit zu denjenigen ohne Beriicksichtigung der Rotationstragheit

1
Wpr=—— (72)
L+

Wenn ¢ die Massendichte der Volumeneinheit des Stabmaterials ist,
so hat das Trigheitsmoment

s*«

= eines Stabelements von der
-t 5 Breite dx den Wert
le
oy oJdx,
N /5
+ wobei J das Flachentrigheits-

moment des Stabquerschnitts
99 in bezug auf die Nullinie be-
deutet. Es ist also das Trag-
heitsmoment je Langeneinheit
7 = pJ . Die Masse je Lingen-
einheit des Stabesist y = oF,
wo F die Stabquerschnitts-

| I | | | . .
aﬂzp w0 P o P ;W ﬂfche bedeutet. Man erhilt
also

Abb. 101. T J 1

By PBF ¢
j wird als Schlankheitsgrad des Stabes bezeichnet. Der Korrektur-
faktor fiir die Eigenfrequenzen des homogenen, zweifach gestiitzten
Stabes bei Beriicksichtigung der Rotationstrigheit ist also nach (72)
gegeben durch
1

&k

I

— (73)
1 + 7'627.—2

Man sieht, daB fiir die hoheren Eigenfrequenzen der EinfluB der Ro-
tationstrigheit immer gréBer wird. In Abb. 101 ist wy in Abhingigkeit
von dem Schlankheitsgradgj fiir die ersten fiinf Eigenschwingungen
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aufgetragen. Die dicksten im Betonbau vorkommenden Stibe haben
einen Schlankheitsgrad von etwa § = 20. Aus dem Diagramm ent-
nimmt man, daB fiir die praktisch meist interessierenden ersten beiden
oder auch fiir die ersten drei Eigenfrequenzen die Beriicksichtigung
der Rotationstrigheit im ungiinstigsten Falle eine Korrektur von
wenigen Prozenten mit sich bringt.

Die Energiemethode ist ohne weiteres auf den Fall {ibertragbar,
daBl der Stab auch Rotationstrigheit besitzt. Die kinetische Energie
setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie der Transversal-
bewegung und derjenigen der Drehbewegung. Bezeichnen wir wieder
mit 7 die Amplitude der bezogenen, d.h. durch das Quadrat der
Kreisfrequenz dividierten kinetischen Energie des Stabes bei einer
harmonischen Schwingung mit der Amplitude v(x), so ist

1 1
T (v) =%6f‘uv2dx+%0f1:v’2dx,

denn v’ ist bei kleinen Schwingungen die Amplitude des Drehwinkels der
Stabtangente. Fiir die niedrigste Eigenkreisfrequenz gilt die Ungleichung

A
w%S?—EZ—;)

wo A (v) wie frither die potentielle Energie der Auslenkungsform be-
deutet. Fiir v(x) ist wieder eine Biegelinie einzusetzen, die ungefihr
mit der Schwingungsform iibereinstimmt, etwa die Durchbiegung v (x)
infolge einer konstanten Last . Man erhilt dann als Niherung fiir die
kleinste Eigenfrequenz

l
fpvdx
0

of < : (74)

Juvar +{zv2dx
0 0

Da der EinfluB der Rotationstrigheit in den meisten praktisch inter-
essierenden Fillen klein ist, kann man fiir v(x) auch die Schwingungs-
formen des Stabes ohne Beriicksichtigung der Rotationstrigheit neh-
men. Sind V,(x) die Eigenschwingungsformen des nur mit linien-
férmigen Massen 4 je Lingeneinheit belegten Stabes, dann gilt fiir die
untersten Eigenkreisfrequenzen

A (V)

OF A : .
_fy, Vidx —I—IT ViZax
0 0

4(V2)

i
fuvidx
0
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gleich dem Quadrat der %*" Eigenkreisfrequenz ohne Beriicksichtigung
der Rotationstrigheit ist, kann man auch schreiben

wF ~ ll . (75)
fzvizdx

14+ %
Juvidx
0

Hierin bedeutet wie in (73) w;; den Korrekturfaktor. Die Durchrechnung
weiterer Beispiele eriibrigt sich wegen des meist geringen Einflusses
der Rotationstragheit.

18. Statische Langskrifte.

Die Differentialgleichung der Transversalschwingungen eines Stabes,
der von einer statischen Lingskraft beansprucht wird, war in 1 ab-
geleitet worden. Es ergab, sich fiir die freien Schwingungen die Glei-
chung 1, (7)

(EJv")'— Nv" —uw?v=0, (76)

wobei N als Zug positiv gerechnet war. Wir behandeln, um einen Ein-
blick in die GréBenordnung der Korrektur infolge Langskriften zu be-
kommen, als einfaches, leicht 1&sbares Beispiel den homogenen Stab
auf zwei Stiitzen. Die Eigenschwingungsformen

V(%) = sinka

geniigen wieder der Differentialgleichung und den Randbedingungen,
und man erhilt durch. Einsetzen der Eigenschwingungsformen in (76)
die Gleichung

nt ke k2 n?
EJT + 5N —pof=0
oder
Kat EJ 2 N
2 T " TJ IR
%—‘ﬂ,L@+MMEﬂ' (77)

Die Quadrate der Eigenkreisfrequenzen eines lingskraftfreien Stabes
sind gegeben durch

MatEJ

T T
Die Eulersche Knicklast fiir den Stab bei Ausknicken in der Schwin-

2

gungsebene betrigt %E J . Es sei wieder wj das Verhiltnis der Eigen-
frequenzen mit Lingskraft zu denjenigen ohne Lingskraft und N*
das Verhiltnis der Lingskraft zum Betrag der Knicklast. Aus (77)
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folgt mit diesen Bezeichnungen
——
wf = l/l + e (78)

Man sieht, dafB3 fur hohere Eigenfrequenzen der EinfluB der Lings-
kraft verschwindet. In Abb. 102 ist ;' als Funktion von N* fiir Druck-
krifte (negative N) aufgetragen. Bei einer Lingskraft, die einer drei-
fachen Knicksicherheit in der Schwingungsebene entspricht, wird die
erste Eigenfrequenz bereits um 18% erniedrigt.

Am zweckmiBigsten ist in denjenigen Féllen, die einer strengen
Behandlung unzugénglich sind, wieder die Energiemethode. Die poten-
tielle Energie einer Auslenkungsform setzt sich zusammen aus der
Energie der Arbeit der Querlasten und der Arbeit der Lingslast. Um
die Arbeit der Lingslast zu ermitteln, bestimmen wir zunichst die
Lingsverschiebung der Stabendpunkte. Bei der reinen Biegung, die
wir augenblicklich voraussetzen, bleibt die Linge des Stabes bei
der Verformung unverdndert. Die Linge eines Stabelements mit
der Projektion dx und der Neigung o' (x) ist (Abb. 103)

10 7=3 ds = ]/dxz + U2 (x) dx?.
* k=
“ f d Die Gesamtlinge des Stabes ist
\ also gegeben durch
1
49— < s= f M+ v2dx.
0

=7 | Da die Neigung v’ (x) klein ist,

= dar—
s~ }v’/.r/a’.r
S

4 =
7 ar 4z A s
Abb. 102. Abb. 103.

4

kénnen wir in der Reihenentwicklung der Wurzel uns auf die ersten
beiden Glieder beschrinken. Wir setzen also

JItoe=14%

und erhalten 7

s=I1+1[o2dx.
0

Die Lingsverschiebung der Stabendpunkte gegeneinander ist somit
!
=35 —[= %,—fv’zdx,
¢

und die Arbeit der Langskraft betrigt

N [
4,(v) =?6fv’2dx. (79)
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Fir positive N, also fiir Zugkrifte, wird die potentielle Energie er-
hoht, fiir Druckkrifte dagegen erniedrigt. Fiir die kleinste Eigenkreis-
frequenz gilt die Ungleichung

Arp(v) + 41(v)

A="7w

wo A, (v) die potentielle Energie des Stabes ohne Langskraft ist. Ver-
wendet man als Auslenkungsform v(x) die Biegelinie des lingskraft-
freien Stabes unter konstanten duBeren Transversalkriften 4 je Lingen-

einheit, dann ist

l !
fpvar + N[v2dx
wi<? 0 . (80)

A
Juvrax
0

Da der EinfluB der Lingskrifte verhdltnismdBig klein ist, wird es in
den meisten Fillen geniigen, fiir v(x) die entsprechende Schwingungs-
form V,(x) des Stabes ohne Lingskraft einzusetzen. Wir haben dann
Wk & As(Ve) +A42(Vz) )

T(V2)
Da

Azs(Vi)

(V)
gleich dem Quadrat der k'® Eigenkreisfrequenz des lingskraftfreien
Stabes ist, erhdlt man fiir das Verhiltnis w; der k%*® Eigenfrequenz
des Stabes mit der statischen Lingskraft N zu der k** Eigenfrequenz
des langskraftfreien Stabes die Beziehung

Az(Vs)
w?:,v Vl —I— AB(Vk)
oder
I
N[vieax
of ~ 14— (81)

fEjvyeax
0

Wir wollen als Beispiel hierzu die kleinste Eigenfrequenz eines homo-
genen Stabes berechnen, der an einem Ende frei ist, am andern Ende
eingespannt ist, und auf den eine Lingskraft N wirkt. Wir verwenden
die erste Eigenschwingungsform des Stabes ohne Lingslast, die mit
ihrer zweiten Ableitung in VII, Tabelle C tabuliert ist. Die Berechnung
der ersten Ableitung V) nehmen wir auf numerischem Wege durch
Integration iiber V7 vor:

&z
Vi=[viax,
0
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und zwar mit Hilfe der schon frither [III, 12, (52)] benutzten Inte-
grationsformel, bei welcher der Integrand ersetzt wird durch Parabeln
durch je drei aufeinanderfolgende Punkte. Da frither nur das Integral
zwischen 0 und 1 angegeben war, schreiben wir der Vollstindigkeit
halber auch die Formeln fiir Integration von 0 bis ¥ an. In dem Integral

I=ff(x)dx
8

sei f(«) in Aquidistanten Punkten mit dem Abstand % gegeben:

for s fas -
Dann ist
_2=To+fo+4f1+f2,
L=L+f+4fs+ 1, (82)
und
I=§T. (83)

In dieser Weise sind aus den 20 Werten fiir V7! in VII, Tabelle C die
10 Werte von B in Tabelle 27 bestimmt worden, d. h. es ist

B, = 17,0321 + 46,5481 - 6,0644 = 39,3

usw. Um V7] zu erhalten, muBB B zunichst durch / dividiert werden,
da man tber V7! statt iiber V7 integriert hat. Dann ist B mit % = 610
zu multiplizieren nach (83). Mit den Integralen X} und X, in Tabelle 27

hat man dann nach (81)
% NZ, 2
o < L 1+ 36002 73,

a2
wr <1+ 0,37813%.

oder

Die Knicklast fiir den einseitig eingespannten, am anderen Ende freien
Stab betrigt

n2 EJ

N Ik - -4—‘ ‘ZT .

Bezeichnet man wieder das Verhiltnis der Lingskraft N zum Betrag
der Knicklast mit
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so erhilt man schlieBlich fiir das Verhiltnis der ersten Eigenfrequenz
des Stabes mit Lingskraft zu derjenigen des lingskraftfreien Stabes
die Beziehung R
oF< 11+ 0,9330 N*. (84)

Es ergibt sich also nahezu die gleiche Abhingigkeit zwischen N* und
w* wie beim Stab auf zwei Stiitzen. Wenn die Knicklinie genau mit
der Schwingungslinie V;

- Tabelle 27. iibereinstimmt, dann ist
omogener, eingespannt-freier Stab, *
GrundschwingungbeiLangsbelastung. der Faktor von N

gleich Eins. Wir kénnen

4 B dies aus (81) ohne wei-
#/1 vyl 42 60 V7 B? teres ablesen, wenn wir
0.0 70321 | 49,450 0.0 o uns die Bedeutung der
o,1 6,0644 | 36,777 39,3 1544 beiden Integrale klar-
0,2 5,1016 | 25,026 72,2 5300 machen. Wenn der Stab
0,3 4,1550 17,264 100, 10120 . .
ot 2127 | 1o.515 1227 15055 mit der Knickform v (x)
0,5 2,3875 5,700 139,6 19488 unter der Last IV, aus-
0,6 1,6165 2,615 151,5 22952 knickt, so ist
0,7 0,9598 0,921 159,2 25345
0,8 0,4492 0,202 163,3 26667 !
0,9 0,1180 0,014 165,0 27225 Ny V2d %
1,0 0,0000 0,000 165,2 27291
0
1 1 ) )
3 3 die Arbeit der Léngs-
& A2dx - B2dx /
0 § kraft und § [[EJo'"%dx
4
21 2 die gespeicherte Form-
368,870 502127 anderungsenergie. Die

Knicklast ist dadurch

gekennzeichnet, daB ein Gleichgewichtszustand mit der Biegelinie v (x)

eintreten kann. Es ist dann die innere Arbeit gleich der &duBeren,

d. h. es gilt p
JEJv'2dx

N,=% (85)

Wenn also die Knicklinie mit der Schwingungslinie V; iibereinstimmt,
so nimmt (81) die Form an

of < V1 +N*. (86)

Nun stellt (85) eine gute Niherung fiir die Knicklast auch dann dar,
wenn man fiir v(x) nicht die genaue Knicklinie, sondern eine andere
Biegelinie einsetzt, die ungefihr die gleiche Form hat wie die Knick-
linie, etwa die Biegelinie unter einer konstanten Querbelastung oder
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die erste Eigenschwingungsform des Balkens. Die Formel (86) gilt also
angenihert fiir beliebige Stibe mit beliebiger, auch verinderlicher
Steifigkeit und Massenbelegung unter der alleinigen Voraussetzung,
daB die Schwingungslinien des ldngskraftfreien Stabes, die Schwingungs-
linien des mit Lingskraft behafteten Stabes und die Knicklinie ungefihr
die gleiche Form haben. Man kann (86) dazu verwenden, um experi-
mentell aus zwei Schwingungszahlmessungen mit und ohne eine ge-
wisse Langskraft die Knicklast eines beliebig gelagerten Stabes mit be-
liebigem Verlauf der Steifigkeit zu ermitteln, ohne den Stab wirklich
zum Ausknicken zu bringen und damit zu zerstéren'. Im Fall des zwei-
fach gelagerten Stabes gilt (86) genau, da hier ausnahmsweise sowohl
die Schwingungslinie ohne Léngslast wie auch diejenige mit Lingslast
mit der Knicklinie {ibereinstimmen, alle drei sind Sinuslinien.

19. Uberlagerte Lingsschwingungen.

Wir hatten schon in 4 bemerkt, daB bei geraden Stiben die
Kopplung zwischen Lings- und Querschwingungen so schwach ist,
daB diese beiden Schwingungsarten praktisch unabhingig voneinander
sind. Eine nicht mehr zu vernachlidssigende Kopplung findet jedoch
bei Rahmentragwerken statt. Wir wollen hierzu ein Beispiel niher unter-
suchen, nidmlich den schon frither behandelten Rahmen nach Abb. 79.
Es sei wie friiher

Ji=J=7,
l . . .
Iy = ~§— und u, = 3 y,. Wir brauchen fiir die folgenden Rechnungen

noch eine Angabe fiir die Querschnittsflichen. Wir nehmen an:
F,=F,=F.

Der Rahmen mége in der in Abb. 79b angedeuteten ersten symmetri-
schen Eigenschwingungsform schwingen. Der Riegel iibertrigt dann
auf die Stiele Langskrifte, welche in der gezeichneten Phase der Schwin-
gung die Stiele zusammendriicken. AuBerdem iibertragen die Stiele
auf den Riegel eine Lingskraft, die den Riegél in der gezeichneten
Phase der Schwingung ausdehnt. Die schwingenden Lingskrifte er-
zeugen auBler Lingsverschiebungen der Stabelemente auch eine zu-
sitzliche Biegung. Wir sahen in 18, daBl der EinfluB von statischen
Lingskriften auf die Biegungsschwingungen nur dann wesentlich wird,
wenn die Lingskrdfte in die Nihe derjenigen Last kommen, die ein
Ausknicken in der Schwingungsebene verursacht. Die Kopplung von
Liangs- und Querschwingungen wird aber andererseits nur von Be-

1 Allerdings gestattet dieses Verfahren nur die Bestimmung der Knicklast
von hinreichend schlanken Stdben, die sich im Eulerbereich befinden.
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deutung bei sehr gedrungenen Stiben, bei denen die Lingsverschie-
bungen von der gleichen GréBenordnung werden wie die Querverschie-
bungen der Stabteile. Bei derartigen gedrungenen Stiben ist aber die
Knicklast sehr hoch und die Knicksicherheit auBerordentlich groS.
Wir kénnen daher in den Fillen, in denen die kombinierten Lings-
und Querschwingungen beriicksichtigt werden miissen, die biegende
Wirkung der Lingskrifte unbedenklich vernachlissigen.

Wir wollen jetzt mit Hilfe der Energiemethode die Frequenz der in
Abb. 79 gezeichneten Eigenschwingungsformen des Rahmens berechnen.
Wir setzen also

4 (v)
i S T (v)
und nehmen wie friiher fiir v(x) die Auslenkung unter der konstanten
Last p je Lingeneinheit, die nach auBen gerichtet auf die Stiele ein-
wirkt, und der Last 3 p, die nach unten gerichtet am Riegel angreift
(Abb. 80). Wie man aus der Baustatik weif}, dndern sich durch die
Langselastizitit der Stibe in erster Niherung die statisch unbestimmten
GréBen und damit die Biegemomente nicht, wir kénnen also die bereits
frither angegebenen Biegelinien verwenden. Die Lingskraft in den
Stielen betrigt
N1:—3P12=—PZI:

also ist die Vertikalverschiebung des Riegels infolge der Zusammen-
driickung der Stiele
pE__pl 1

M =FF=EJ (87)
wo § der Schlankheitsgrad der Stiele ist. Die Lingskraft im Riegel
erhilt man aus den auf S. 182 angegebenen Biegemomenten M, und M,
in den Stielendpunkten zu
th
3
Also ist die Horizontalverschiebung der Rahmeneckpunkte infolge der
Riegeldehnung

N2=

Um einen Uberblick iiber die GroBenordnung der Lingsverschiebung

#; und #, zu erhalten, nehmen wir fiir den Schlankheitsgrad den Wert

41 = 40 an. Dieser Wert entspricht schon einem sehr gedrungenen Stab,

wie er im Eisenbetonbau vorkommen kann. Die Vertikalverschiebung

des Riegels betrdgt dann

pi
EJ1

Die gréBte Durchbiegung der Stiele infolge der angenommenen Be-

[

L
1™ EJ 1600
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lastung ist nach Tabelle 11

1382 p 1 pt
Max vp =g 0s. 36 57 — 186 £ )’

also mehr als 10mal so groB wie die Vertikalverschiebung des Riegels
und rund 100mal so groB wie die Horizontalverschiebung der Rahmen-
eckpunkte. Wir kénnen daher, solange wir uns auf Schlankheitsgrade 7,
beschrianken, die gréBer als 40 sind, %, als kleine Gr68e behandeln und
deren Quadrate ebenso wie die Lingsausdehnung #, des Riegels ver-
nachlédssigen. Wenn wir mit vy die in Tabelle 11 enthaltene Auslenkungs-
form des Rahmens mit unausdehnbaren Stidben bezeichnen, dann bleibt
bei unseren angenommenen Vernachlidssigungen die Durchbiegung der
Stiele auch nach Beriicksichtigung der Lingsdehnbarkeit unverindert,
dagegen gilt fiir den Riegel
UV="Ug 4 %;.

Die kinetische Energie wird vermehrt um die kinetische Energie der
Langsbewegung, doch treten hierin die Lingsverschiebungen quadratisch

auf, und das Zusatzglied in der kinetischen Energie soll deshalb ver-

nachldssigt werden.
Wir haben dann fiir die erste Eigenkreisfrequenz bei symmetrischer

Schwingungsform

I l2
bfpodx—{—(_)fSP(vB{—ul)dx

w?

Iy 23
Of/h”%d”"f‘ Of Buy(vg + uy)2dx

oder, wenn wir wieder das in #, quadratische Glied streichen:

/) l2
Jpodx+Of3podx+3pullz
o}~ 4 L I . (88)
_J“ulvgdx+f3,ulv23dx+2u1f3y1v3dx
0 0 0

Die hierin vorkommenden Integrale sind bereits frither ausgewertet
worden und aus Tabelle 11 zu entnehmen. Man erhilt damit unter
Berticksichtigung von (87)

131 3

14 29

2096’

/41

oder, wenn wir mit @} das Verhiltnis der Eigenfrequenz unter Beriick-
sichtigung der Lingsdehnbarkeit der Stiele zu der Eigenfrequenz des
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Rahmens mit unausdehnbaren Stielen bezeichnen,

14 13-12,3
w* = 71
* =
208
. . 7i
Es ergibt sich fiir
N1 ‘ of
30 0,928
40 | 0,957
50 0,972

Fiir j; = 30 ist die Naherung (88) nicht mehr zuverlissig, da dann die
Langsausdehnungen so gro8 werden, daB ihre Quadrate nicht mehr
ohne weiteres vernachlidssigt werden koénnen. Doch handelt es sich
hierbei um einen extremen Fall, der praktisch selten vorkommen wird.
Man sieht also, da der EinfluB der Lingsdehnbarkeit der Stidbe auf
die Schwingungszahl nicht sehr gro8 ist. Die genaue Frequenzgleichung
fiir den hier behandelten Fall wurde bereits in III, 11 aufgestelit. Die
Auswertung dieser Frequenzgleichung fiir verschiedene Beispiele er-
gab eine gute Ubereinstimmung der strengen Eigenfrequenzen mit den
Ergebnissen der oben durchgefithrten Niherungsrechnungen. Diese Fre-
quenzgleichung gestattet auch die Berechnung der héheren Eigen-
frequenzen, welche durch die Lingsdehnbarkeit der Stibe in stirkerem
MaBe beeinflufit werden.

IV. Die Berechnung der erzwungenen
Schwingungen von Stabwerken infolge
der Belastung durch schwingende Krifte.

A. Die strenge Berechnung der erzwungenen
Schwingungen von Stabwerken infolge der
Belastung durch schwingende Krifte,

1. Aufgabenstellung.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Berechnung derjenigen
Schwingungen von Stabwerken befassen, welche durch periodisch ver-
anderliche Lasten mit festem Angriffspunkt erzwungen werden. Der-
artige Belastungen treten auf, wenn auf dem Tragwerk Maschinen auf-
gestellt sind, welche nicht vollig ausgeglichene hin- und hergehende
Massen oder mangelhaft ausgewuchtete rotierende Massen besitzen. Im
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letzteren Fall wird das Tragwerk beansprucht durch eine gleichfoérmig
umlaufende Kraft, die aber nach I, 3 zerlegt werden kann in zwei zu-
einander senkrechte schwingende Komponenten von gleicher Frequenz
und 90° Phasenverschiebung.

Wie wir in I, 5 und II, 9 gesehen haben, setzt sich die Bewegung
eines elastischen Systems, welches durch harmonisch schwingende
Krifte beansprucht wird, zusammen aus einer Schwingung, welche
mit der Frequenz der erregenden Kraft erfolgt, und aus Eigenschwin-
gungen, deren Amplituden von den Anfangsbedingungen der Bewegung
abhingen. Eine beliebig kleine Dampfung bringt aber diese Eigen-
schwingungen allmédhlich zum Erloschen, sodaB fiir die Dauerbean-
spruchung des Systems schlieBlich nur noch der stationire Anteil der
erzwungenen Bewegung maBgebend ist. Wir beschrinken uns daher
im folgenden darauf, diesen Anteil der Bewegung zu bestimmen.
Dabei machen wir Gebrauch von der Tatsache, daf3 diese Schwingungen
mit der Frequenz der erregenden Kraft erfolgen, und daB die Phasen-
verschiebung zwischen erregender Kraft und erzwungener Auslenkung
infolge der verschwindend kleinen Dampfung 0° oder 1809 betrigt
(vgl. 1, 7). Eine wichtige Rolle spielt bei unseren Uberlegungen weiter
noch der Umstand, dafl die Differentialgleichungen fiir die Longitu-
dinal- und Transversalschwingungen eines Stabes linear sind, da3 also
Teillssungen ohne weiteres iiberlagert werden diirfen.

2. Erzwungene Schwingungen eines von Einzellasten
freien Balkenstiicks.

Wir schneiden aus einem mit der Kreisfrequenz w schwingenden
Stabwerk durch zwei Querschnitte

k - 1 und % ein von E"inzellasten P G t j "
freies, gerades Balkenstiick heraus. K 7= 5 _““T
Wir kénnen dann die Bewegung, & | <k, &
welche dieses Stiick als Bestand- Y--——— ’ = ‘% |
teil des Stabwerks ausfiihrte, auch ) o4 -
dadurch erzwingen, daf3 wir den Abb. 104.

beiden Endquerschnitten des be-

trachteten Stiicks diejenigen Bewegungen erteilen, welche sie im Zusam-
menhang mit dem {ibrigen Stabwerk ausfithrten. Die Bewegungen der End-
querschnitte £ — 1 und % kdnnen bei einem ebenen Stabwerk beschrieben
werden durch Angabe der Verschiebungen #;_, und #, der Querschnitts-
schwerpunkte senkrecht zu den Querschnittsebenen, der Verschiebungen
Ux—y und o, der Querschnittsschwerpunkte in Richtung der Schnitt-
linien der Querschnittsebenen mit der Tragwerksebene und der Drehun-

gen f§;_, und Bk der Querschnittsebenen (Abb. 104). Um den End-
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querschnitten des betrachteten Balkenstiicks diese Bewegungen auf-
zuzwingen, miissen wir diejenigen Krifte auf die Endquerschnitte ein-
wirken lassen, welche von den benachbarten Teilen des Stabwerks
durch diese Endquerschnitte hindurch auf das Stiick tibertragen wur-
den. Wie aus der Baustatik geldufig ist, konnen wir diese Schnittkrifte
zusammenfassen zu senkrecht zu den Querschnittsebenen wirkenden

Lingskriften N;_, und N & zu in die Querschnittsebenen fallenden.
Querkriften Q,c 1 und Qk und zu in der Stabwerksebene wirkenden
Biegemomenten M, und imk (Abb. 105). Selbstverstindlich sind die

VerschiebungsgréBen #, v, ﬁ und die KraftgroBen N, Q, M nicht von-
einander unabhingig, vielmehr kénnen auf verschiedene Weisen fiir
jeden Endquerschnitt drei dieser Gréfen so ausgewidhlt werden, daf3 die
iibrigen sich aus ihnen berechnen lassen. Wir werden im folgenden in
Anlehnung an Rechenverfahren der Baustatik als unabhingige Ver-
inderliche einfithren die Lingsverschiebungen #,;_, und %,, die Quer—
verschiebungen 9;_, und ; und die Biegemomente M,_, und N,
T Wie wir zeigen werden,

Wz s ) . .
7 C \ 7, lassen sich aus ihnen die
=4 Liangskrifte, Querkrifte und

\T_ _ l J die Drehungen der End-

Cr-1 Abb. 105, % querschnitte eindeutig be-
stimmen.

Da wir voraussetzen, daBl das Stabwerk harmonische Schwingungen
von bestimmter Kreisfrequenz @ ausfiihrt, sind die Schnittkrifte har-
monisch verdnderliche Krifte von der Kreisfrequenz w, und die Be-
wegungen der Endquerschnitte sind harmonische Schwingungen von
eben dieser Kreisfrequenz. Bei Abwesenheit von dimpfenden Kriften
haben alle diese Schwingungen die gleiche Phase, und wir kénnen den
Ansatz machen

Up_qy = Uy_1COSWE, U= # coswi,
Vo1 = Up_1COS@E, U, = Upcoswt,
Ek—1= Br-acoswi, Ek: Brcoswi,
ZV,C_1= N, _jcoswi, ZT/',C= Njcoswi,
Qi1 = Qpacoswt, Q= Q,coswt,
My =M, _coswt, M, =M, coswt.

(1)

Um die folgenden Uberlegungen méglichst einfach zu gestalten,
wollen wir vorldufig ganz absehen von Lingsverschiebungen #, also
annehmen, dalBl das betrachtete Balkenstiick nur Transversalschwin-
gungen ausfithrt. Weiter kénnen wir die Rechnungen noch dadurch
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etwas vereinfachen, daB wir den EinfluBl der Endverschiebungen v;_,

und v, und den EinfluB der Endmomente 9t,_, und 9?,0 getrennt be-
handeln. Wegen der Linearitat der Differentialgleichung der Transversal-
schwingungen ist die Uberlagerung der getrennt gewonnenen Ergebnisse
erlaubt. Wir betrachten somit zunichst ein von Einzellasten freies,
gerades Balkenstiick von der Linge /;,, dessen einem Ende % eine har-
monische Querbewegung v, = v, cos w¢ aufgezwungen wird, wihrend
das andere Ende in Ruhe bleibt und die Biegemomente an beiden
Enden verschwinden. Die Differentialgleichung III, 1, (1) fiir die Ampli-
tuden v der Punkte eines Balkens, welcher harmonische Schwingungen
von der Kreisfrequenz w ausfiihrt, lautet fiir den Fall unverinderlichen
Balkenquerschnitts

E J, vV — uw?v =0, (2)
Mit
4 ;’m
= /2=

lautet die allgemeine Loésung dieser Differentialgleichung [vgl. III,
5, (14D)]

v(x) = ACpym, x + BGinm,x + Ccosm,x + Dsinm, x. (3b)
Aus den Randbedingungen fiir den hier durchzurechnenden Fall

v(0) =0, o) = Vg,

Wy = —EJoo" (0) =0, My=—EJ,0" () = o} (da)

kénnen die Integrationskonstanten 4, B, C, D bestimmt werden. Man
erhilt

A=0,
I
T 2@ my iy’
b
C—o, I (4b)
- U
D= 2 s myly,°
und damit
U | Ginmyx sin my,
v(x) = 2| Ginmy iy, sin mklk}' (8)

Wir wollen auBer dem Durchbiegungsverlauf (5) auch noch den Ver-
lauf der Biegemomente feststellen. Es ist

7 oompy . UemiE] [Ginmyx  simomy x)
Mx) = —EJ, " (%) = — 2 {@inmklk T osinmy b ©)

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 16
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Mit den Abkiirzungen

4 2
Ay = my b, =1, V'Zk]w ) (7a)
r lk
h= g (71)
5:—;’% und E—:l,,;;x (7¢)
gelten also die Beziehungen
q v (x) =X (Z'k: E) (7d)
un
3 - =
M (%) = v 75 % (A, £, (7e)
% Uk
worin
_ Gmi(l—§ , smi(l—§)
1.8 = “geni T 2w (74
und

_ Gini(l —& inA(l — &
%(ﬂ" E):_Jgi@(ml )+im2s(1n/li) (7g)

ist. Der EinfluB} einer Endauslenkung v,_, = v;_, cos w ¢ ergibt sich

aus diesen Formeln durch Ersetzen von v, durch v, _; und von & durch &.
Falls beiden Stabenden harmonische Bewegungen aufgezwungen werden,
wihrend die Biegemomente an beiden Stabenden verschwinden, gilt
also

v (x) = 7)7«:—1 x (lk ) 5) + 'Uh % (lk H '5) (7 h)

und
Y5 - A = = .
%?(x)=vk-1fl-],c-x(lk,5) +vkﬁjx(lk,§)- (71)

Die Funktionen y (4, &) und % (2, &) sind in VII, Tabelle B fiir Argument-
werte zwischen 4 = 0,0 und 4 = 10,0 und zwischen § = 0,0 und &£ = 1,0
tabuliert.

Abb. 93 von III, 16 zeigt eine Reihe von Auslenkungsformen im
Augenblick der gréBten Auslenkung eines zweifach gelagerten Balkens,
die nach den obigen Formeln auf Grund von VII, Tabelle B bestimmt
wurden. Das linke Balkenende fithrt harmonische Schwingungen von
fester Amplitude aus, das rechte Balkenende ist festgehalten und die
Biegemomente an beiden Balkenenden verschwinden. Die Schwingungs-
linien wurden fiir verschiedene Werte der Kreisfrequenz der Schwingun-
gen aufgetragen.

Aus (5) ergeben sich durch Differentiation die Amplituden f§,_,
und g, der Drehwinkel an den Stabenden zu

o U/ A A
kﬂ—”m_E@%w+zmh> (8a)
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und
’ k Z‘k 2
Br=17"(ly) = % <—2‘ Ctg 4, + -2E ctg Zk> . (8b)

Da die reziproken Werte der Sinus- und Cosinusfunktion in den fol-
genden Formeln hiufig wiederkehren, wollen wir sie als Cosecans-
und Secansfunktion schreiben:

1
osd (9)

Nach Einfiihrung der in VII, Tabelle D tabulierten Funktionen

1
cosec A = —, sec A =
sin A

P(4) = % (Ctg 4 + ctg 4) (10a)
und
p(4) = % (Cojec 4 + cosec 4) (10b)
nehmen die Gleichungen (8) die Form an
Bra = f-: P (%) (11a)
und
Br=1"9 (). (11b)

Die Amplituden der Querkréifte an den Stabenden ergeben sich aus
(8) zu

Quz = — EJo" (0) = v, 7 p () (12a)
und
Or=—EJ V" () = — v, 7}% @ (4), (12b)
worin
¢(2) =5, Gtg 2 — ctgh), (10¢)
und
p(d) =— —217 (Cojec A — cosec 4) (104)

ist. Diese Funktionen sind gleichfalls in VII, Tabelle D enthalten.

Spiter werden wir noch die Amplituden der Durchbiegung und des
Biegemoments in der Mitte des betrachteten Stababschnitts brauchen.
Aus den Gleichungen (5) und (6) ergeben sich nach leichten gonio-
metrischen Umformungen die Beziehungen

v (%) =0, ¥(A) (13a)
und

m (1—2"> ——EJ,0 (52’1) —, % P(,), (13b)

16*
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worlin

1 A A
Y(A) =— i (@ec 5 — sec ?) , (10e)

und

T () = (mec— + sec ;) (104)

ist. Auch diese Funktionen kénnen aus VII, Tabelle D entnommen
werden.

Nachdem wir so den EinfluB einer harmonischen Auslenkung des
Stabendes £ auf Auslenkungen, Biegemomente, Enddrehwinkel und
Endquerkrifte des Stababschnitts # — 1, 2 behandelt haben, wollen
wir noch den EinfluB eines harmonisch verdnderlichen duBBeren Moments
My = My coswt am Stabende £ bei ruhenden Stabenden und ver-
schwindendem Biegemoment ¢, _, untersuchen. Zur Bestimmung der
Integrationskonstanten in der Losung (3b) stehen uns jetzt die Be-

dingungen zur Verfiigung
v(0) =0, v(l) =0
”( ) () ) (142)
Myq=—EJ,v"(0)=0, My = — E J " () -

Aus ihnen ergeben sich als Werte der Integrationskonstanten

A=0,
B—_ Ml lf l

272 Gin A
e (14b)
C=0, ]
Ml
D= 2A3sin

Mit Verwendung der in (7g) definierten Funktion y(4,&) und der Ab-
kiirzungen (7a) bis (7c) kann die Lsung somit in der Form geschrieben
werden

v(n) = My 7 (e, 9. (152)

Dér Verlauf der Biegemomente ergibt sich hieraus zu

M (x) =—EJ, 0" (x) = k7(lk:5) (15b)
wobei von der in (7f) definierten Funktion y(4,&) Gebrauch gemacht
worden ist. Der EinfluB eines harmonisch veridnderlichen Endmomen-
tes M;_, auf Auslenkung und Biegemoment ergibt sich aus diesen

Beziehungen durch Ersetzen von I, durch M, _, und von & durch &.
Falls beiden Stabenden harmonische Querbewegungen aufgezwungen
werden, wihrend gleichzeitig auf beide Stabenden harmonisch ver-
dnderliche duBere Momente wirken, konnen also Auslenkung und Biege-
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moment an einer beliebigen Balkenstelle berechnet werden aus

Ll —

'Z)(x) :vk—-ll(lk’ §)+vk%(lk: §)+wk~lﬁx(l) E)

LY, —

und

2 a2 —
M () = vy £l &) F vu gy T s & + Mag (e, &)
+ Moy (> &) (16D)

Aus (15a) erhdlt man unter Verwendung der in (10c, d) definierten
Funktionen die Amplituden der Drehwinkel an den Stabenden zu

Br1 =" (0) =MW, Ly (Az) (17a)
und
Br =7 ()= —M Lo (4), (17b)

und die Amplituden der Querkrifte an den Stabenden unter Verwen-
dung der Funktionen (10a, b) zu

Qus = —EJ,v"(0) = 32 (1) (182)
und
0 =—ELv"0) =325 (18b)

Die Durchbiegungsamplitude in der Mitte des betrachteten Stab-
abschnitts hat den Wert

v (%) = ML L), (19a)
und die Amplitude des Biegemoments in der Abschnittsmitte ist
m (%) =—EJv () =mF(4), (19D)

wobei von den Funktionen (10e, f) Gebrauch gemacht wurde.

Wir wollen zum SchluBl noch die Formeln (17) bis (19) fiir den Fall
verallgemeinern, daB8 beiden Stabenden harmonische Querbewegungen
aufgezwungen werden, wahrend gleichzeitig an beiden Stabenden har-
monisch verdnderliche duBere Momente angreifen. Der EinfluB einer
harmonischen Querbewegung des Stabendes 2—1 auf die Drehwinkel
an den Stabenden kann aus den Gleichungen (11a, b) und der EinfluB3
eines harmonisch veridnderlichen dufleren Momentes am Stabende 2—1
aus den Gleichungen (17a,b) entnommen werden. Man muB nur in diesen
Gleichungen auf der linken Seite die Indizes £ — 1 und % vertauschen
und auf der rechten Seite den Index % der GréBen v, und M, durch
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gung

den Index 2—1 ersetzen. Wie man sich an Hand der Abb. 106 leicht
iiberzeugt, mul dabei infolge der Vorzeichenfestsetzungen fiir die
GroBen v, e, f auf der rechten Seite der angegebenen Gleichungen
das Vorzeichen gewechselt werden. Man erhilt so die Beziehungen

Ba=—"29 () + 79 () + Ma lip () + Mlip (), (202)

b =—”';;wk>+%¢(Ak>—9ﬁk_1 Ly (M) — Mylop (B). (20D)

Der EinfluB3 einer harmonischen Querbewegung des Stabendes 2—1

auf die Querkrifte an den Stabenden kann aus den Gleichungen (12a, b)

0 entnommen werden und
k‘v der EinfluB3 eines har-

B : R monisch veridnderlichen
ol dulleren Momentes am
Bi-150 Vg, >0 Gt >0 f<o Stabende k—1 aus den
ﬂk 7<”><ﬂ/(<ﬂ o, , /71« 7>”><ﬁk<” Gleichungen (_18 a, b).
Man hat nur in diesen

Gleichungen die ent-

sprechenden Indizesidn-

Abb. 106. derungen vorzunehmen,
wobei das Vorzeichen

auf der rechten Seite der angegebenen Beziehungen ebenfalls ge-
wechselt werden muB. Man erhilt so die Beziehungen

Mp—q — My —
LG () + 2y (), (21a)

mk—l =

\E

4 PR A Jl
Q1= U Z%_Z,;(p( k)‘l"”kﬂ'}’( ) —

At Ad 3)2‘ —
Qr = —75 2%_]]} P () — 'Ukj];cz_;]: @A) — p(4) + o). (21b)

Die Gleichungen (13) und (19) geben den EinﬂuB von v, und N,
auf Auslenkung und Biegemoment in Stabmitte an. Der Einflul von
9,_, und M, _, wird durch entsprechend gebaute Glieder gegeben, es
gilt also

Z ’
v ( 2k> (Vi1 + 0g) ]P ©) + (Mgmy + D) 4 5 W () (22a)

und

pls <£2k‘> = (Vg1 + ) ZMZ, V(A + (My_y + My) (Z. ). (22b?

8. Beriicksichtigung einer schwingenden Einzellast
in Stabmitte.
Die soeben aufgestellten Beziehungen wollen wir nun auf die Schwin-
gungen eines Balkens auf zwei Stiitzen anwenden, die durch eine
schwingende Last P = P coswt in Balkenmitte erzwungen werden
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(Abb. 107). Durch einen Schnitt in Balkenmitte denken wir uns den
Balken in die Abschnitte 0,1 und 1, 2 zerlegt und wenden auf den Ab-
schnitt 0,1 die oben abgeleiteten Beziehungen an. Die Durchbiegung v,
und das Biegemoment M, am Lager 0 verschwinden, und die Durch-
biegung v; und das Biegemoment I, in Balkenmitte miissen so be-
stimmt werden, daB den folgenden Bedingungen Geniige geschieht.
Aus Symmetriegriinden muf3 nimlich der Drehwinkel §; verschwinden,
und aus Gleichgewichtsgriinden muB die Amplitude Q% der Querkraft
unmittelbar links von der Lastangriffsstelle gleich der Hilfte der Last-
amplitude P sein. Aus der Gleichung 2, (20b) ergibt sich

—oli (2 VoA
ﬂ1—27¢(§“) —9}&1"2‘97(?)—0,
und aus der Beziehung 2, (21b) folgt

At A 2 72 P
U A Rl L N
O =—Y55p ‘P(2>+§ml 7 "’(2)" 2
Beim Anschreiben dieser Gleichungen ist zu be- P cos et

achten, daB3 die Linge des betrachteten Balken- '6-71697%'
stiicks 0, 1 im Gegensatz zu den fritheren Formeln
in Abb.104 mit //2 bezeichnet wurde. Aus den
soeben angeschriebenen Gleichungen kénnen die
gesuchten Werte v; und %, berechnet werden. Man findet nach leich-
ter goniometrischer Umformung

= Py-

Abb. 107.

v = v (_;.) —PRID()) (23a)
und ! _
MWy = sm(?) = PI1O(}), (23b)
worin
D) =— (g 5 —tg ) (242)
und _ )
) =45 (To 5 +tgs) (24b)

ist. Auch die hier neu eingefithrten Funktionen sind in VII, Tabelle D
tabuliert.

Aus den durch die Formeln (23) gegebenen Werten von v; und 3¢,
kénnen die Amplituden 8, und @, von Drehwinkel und Querkraft am
Lager 0 des Balkens bestimmt werden vermittels der Formeln 2, (20a)
und 2, (21a). Man findet nach einfachen goniometrischen Umformungen
unter Verwendung der Funktionen 2, (10e, f)

Bo=PIIPQR) =—p (252)
Qo=P¥(}) =— Qs, (25b)

aus Symmetriegriinden ist ndmlich g, = — f, und Qy, = — Q,.

und
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Beispiel 1. Ein Balken I NP 20 auf zwei Stiitzen werde zu Schwin-
gungen erregt durch eine in Balkenmitte angreifende. schwingende
Einzellast von der Amplitude P = 500 kg und einer Frequenz von
1200 Schwingungen in der Minute. Die Spannweite des Balkens betrage
{ =4,35m. Es sollen die Amplituden der Biegemomente und Durch-
biegungen der Balkenpunkte berechnet werden.

Aus dem in den Normalprofiltafeln enthaltenen Eigengewicht von
26,3 kg/m ergibt sich die bezogene Masse des Balkens zu

26,3 o 2
= 981 = 2,68 kg m—2sek?.
Mit 9m
— = — -1
= &5 1200 = 125,6 sek™1,
E =2,15-10kg m~2
und

J =214-105m!

erhilt man nach 2, (7a) A = 2,40. Mit den aus VII, Tabelle D zu ent-
nehmenden Werten

@ (2,40) = 0,03144 und @ (2,40) = 0,35477
ergibt sich nach den Formeln (23)

l 4
v (?) =P2I®(3) = 0,00282m

und !

M (5

2)=P15(A)=771mkg.

Fiir eine ruhende Last von 500 kg in Balkenmitte betrigt die Durch-
biegung

v, (5) =g = 0,00186m

und das Biegemoment
! P i
éms(z) 7 — 544 mkg.
Um weitere Punkte der Biegelinie und Momentenfliche zu bestimmen,
verwendet man VII, Tabelle B, welche die Berechnung der Durchbiegung
und Biegemomente fiir je zehn dquidistante Punkte eines jeden Stab-
abschnitts erlaubt. Wendet man die Formeln 2, (16) auf den Stab-
abschnitt 0,1 an und beachtet, da hier die Linge des Stababschnitts
im Gegensatz zu diesen Formeln mit //2 bezeichnet ist, so erhilt man

v =v(g)x (3. 8+ 2 (5) 5 2(3. )

e =o(4) 2 2(5.8) + (1) (3.9

und
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2
Der hierin auftretende Bruch 117 hat fiir die oben angegebenen

Zahlenwerte den Wert 1,4-10°. Die Berechnung findet am einfachsten
in Form der folgenden Tabellen statt.

Tabelle 28. Durchbiegungen in 1075 m.

& = % o0l01{02[03(04{05|06|07108|0,0]1,0

2
Beitrag von v (J/2) ..... o | 29| 58| 881117145 (173|201 |228 255|282
Beitrag von I (/f2) .... o (13|26 37( 45| 50| 52| 48| 39| 23 o
Gesamtdurchbiegung .. o | 42 | 84 | 125|162 |195|225 249|267 |278|282

Tabelle 29. Biegemomente in mkg.

. x
&= T 0,0/0,1|02/0,3|0,4|0,5[06]0,7|08}0,9] 1,0
Beitrag von v (//2) ..... o | 10| 19| 26| 33| 36| 37| 34| 28| 16 o
Beitrag von MM (//2) .... o | 80 [160 |240 {318 396|473 |548 | 624|698 |771
Gesamtmoment ....... o | 90 179|266 | 351 | 432 | 510|582 | 652 | 714 | 771

Abb. 108 gibt den Vergleich der Momentenlinien bei ruhender und bei
schwingender Last.

l . !
Das Verhiltnis v* <§> des Betrages der Durchbiegung v (7) an der
Lastangriffsstelle zur stati- yz
|

2
ist in Abb. 109 als Funktion
des Verhiltnisses w* = a%
der Kreisfrequenz o der ‘er- ayr
regenden Kraft zur niedrig-
sten Eigenkreisfrequenz w; Abb. 108.
des Balkens dargestellt
(Kurve 1). Die entsprechende Resonanzkurve fiir ein System von
einem Freiheitsgrad (vgl. I, 5 Abb. 13) ist als Kurve 3 in Abb. 109
eingetragen. Die beiden Resonanzkurven weichen bis w* = 2,0 kaum
voneinander ab. Die Resonanzkurve fiir das Biegemoment in Balken-

mitte

schen Durchbiegung o, <—l—>

stafjsche /i/allneﬂ/m//'n/?
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(Kurve- 2, Abb. 109) stimmt unterhalb der niedrigsten Eigenfrequenz
des Systems recht gut mit den beiden anderen Resonanzkurven iiberein,
weicht aber oberhalb dieser Eigenfrequenz betrichtlich von ihnen-ab.

Beispiel 2. Auf dem Balken des vorigen Beispiels sei ein Motor so
aufgestellt, daB die Motorachse sich 0,75 m iiber der Balkenachse
befindet. Infolge mangelhafter Auswuchtung des Motors entstehe beim
Betrieb eine umlaufende Kraft P = 50 kg, die 1200 Umdrehungen in
der Minute ausfiihrt. Die Beanspruchung des Balkens durch diese
Kraft ist zu bestimmen.

Wir zerlegen die umlaufende Kraft in zwei mit gleicher Frequenz
schwingende Krifte, von denen die eine P = P cosw ¢ senkrecht zur

Balkenachse und die andere H = Psinw ¢ in Richtung der Balken-

u?l/

Abb. 109.

achse wirkt, und die eine Phasenverschiebung von 90° gegeneinander
besitzen (vgl. I, 3). Der EinfluB der lotrechten Kraft P wurde bereits
in Beispiel 1 behandelt, allerdings fir P = 500 kg, sodaf wir die
dort gewonnenen Ergebnisse durch 10 dividieren miissen. Es ist also
die Amplitude des durch P erzeugten Biegemomentes in Balken-

. !
mitte My () = 77,1 mkg.

Wiirde die horizontale Kraft H in Balkenachse wirken, so kénnte
sie nur Longitudinalschwingungen erzeugen, auf deren Berechnung wir
hier jedoch nicht eingehen wollen. Die Wirkung der auBerhalb der
Stabachse angreifenden Kraft H ist bei Vernachldssigung dieser

Longitudinalschwingungen gleichwertig mit der Wirkung eines in
Balkenmitte angreifenden #uBeren Momentes von der Amplitude
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M = 50-0,75 = 37,5 mkg. Wegen der Gegensymmetrie gilt fiir den
hier betrachteten Teilbelastungszustand

's:mH( ); — M= — Wy = — 2 — 18,75 mkg.

Die Amplitude der sich aus den beiden schwingenden Beanspru-
chungen Mpcoswi und Mysinw ¢ zusammensetzenden Beanspru-
chung betrigt also nach I, 2, (5)

M () = Y7715+ 18,758 = 79,3 mkg.

4. Der Dreimomentensatz der Stabwerksdynamik.

Wir wollen nunmehr die in IV, 2 und IV, 3 gewonnenen Formeln
zur Berechnung der erzwungenen Schwingungen eines durchlaufenden
Balkens verwenden.

Wir betrachten zwei benachbarte Felder 2 —1,% und %,k -+ 1
des Balkens (Abb. 110), der zu Schwingungen erregt wird durch

schwingende Lasten von der Kreis- Beosawt By oSt

frequenz w, die in den Mitten der 17(9 lzf%lm . % -
einzelnen Felder angreifen. Die Biege- ’ /,_J |
momente an den Stiitzen fiihren & % 5‘?6\\ ______ -
wir als Unbekannte ein und beniitzen k-7 k7

. . . Abb. 110.
zu ihrer Berechnung die Bedingung,

daB wegen der Steifigkeit des Balkens die Drehwinkel g} und f% zu
beiden Seiten einer jeden Stiitze % einander gleich sein miissen. Dabei
werden die Drehungen [ verursacht durch die Stiitzmomente an den
Enden und durch die Last in der Mitte des betreffenden Feldes. Aus
den Gleichungen 2, (20b) und 3, (25a) ergibt sich

,3;% = =MWy e (h) — My I (P(Zk) — Py L I lp(lk) s

und die Anwendung der Gleichungen 2, (20a) und 3, (25a) auf den
Stababschnitt 2, & -+ 1 liefert

Bt = My, g @ (Apn) + M Ui ¥ Agea) + Prsa b lora ¥ (Aia)-
Die Forderung, daB3 beide Drehwinkel einander gleich sein sollen, fiihrt
zu dem Dreimomentensatz

My Ly (AL) + gﬂh{ zé (A) + Ui (P( k:+1)} + ém7c+1 k+1 P (A'lc+1)

= —Pk lk lk gf( Ic) - Pk+1 k41 ll::+1 }P(Zlﬁ-l) . (26)

Diese Dreimomentengleichung der Stabwerksdynamik entspricht voll-

kommen der bekannten Dreimomentengleichung (Clapeyronschen Glei-
chung) der Baustatik, die {ibrigens auch als Sonderfall in (26) enthalten
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ist. Fiir statische Belastung ist ndmlich @ = 0 und damit nach 2, (7a)
auch A = 0. Mit den nach VII, Tabelle D zu 4 = 0 gehérenden Werten
der Funktionen ¢, ¢, ¥ nimmt Gleichung (26) die Form an

1 7 1 ’ ’ ]- ’
T M i+ 5 M G+ Ua) + 5 M b

1 ’ 4
T (Pl by + Prya byia i)

und dies ist gerade die statische Dreimomentengleichung fiir den hier
betrachteten Belastungsfall. Fiir schwingende Belastung von bekannter
Kreisfrequenz w sind die Werte

1 Uy @
ﬂ','c:lk:l/_EJk

fiir die einzelnen Balkenfelder aus der Kreisfrequenz w und den Stab-
werksabmessungen zu berechnen. Die Werte der Funktionen ¢, v, ¥
koénnen aus VII, Tabelle D entnommen und damit die Dreimomenten-
gleichungen aufgestellt werden. Aus den fiir simtliche Nachbarfelder-
paare des durchlaufenden Balkens angeschriebenen Dreimomenten-
gleichungen konnen die Stiitzmomente bestimmt werden. Die For-
meln 2, (22) und 3, (23) gestatten die Berechnung der Durchbiegungen
und Biegemomente in den Feldmitten aus den Stiitzmomenten und
Lasten. Da die beiden Hilften eines jeden Feldes von Einzellasten
freie Balkenstiicke sind, kénnen aus den Stiitzmomenten, den Durch-
biegungen und den Biegemomenten in den Feldmitten die Durchbie-
gungen und Biegemomente in weiteren Balkenpunkten vermdége der
Gleichungen 2, (16) berechnet werden unter Benutzung von VII, Ta-
belle B. Die Durchrechnung eines kontinuierlichen Trigers fiir eine
bestimmte Frequenz der schwingenden Lasten macht somit kaum
groBere Miihe als die Durchrechnung dieses Trigers fiir statische Be-
lastung.

Beispiel 3. Als Beispiel behandeln wir einen beiderseits eingespannten
Eisenbetonbalken von der Spannweite I = 4,0 m, der zu Schwin-
gungen erregt wird durch eine in Balkenmitte angreifende Last von
der Amplitude P = 2500 kg und einer Frequenz von 1000 Schwin-
gungen in der Minute. Der Balkenquerschnitt sei ein Rechteck von
der Hoéhe 2 = 0,4 m und der Breite b = 0,2 m. AuBer seinem eigenen
Gewicht trage der Balken eine gleichmiBig verteilte Belastung von
500 kg/m. Die Kreisfrequenz der erzwungenen Schwingungen betrigt

o = 26—:)‘ 1000 = 104,6 sek—,

und das Trégheitsmom ent des Balkenquerschnitts ist
J =106,6-10">m?.
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Mit dem Einheitsgewicht des Eisenbetons von 2400 kgm~2 ergibt sich
die schwingende Masse je Lingeneinheit des Balkens zu
_2400-0,2-0,4 + 500

U= 9,81 = 70,6 kg m—2sek?.

Setzt man als Elastizitdtsmodul des Eisenbetons 2-10° kgm~2 in For-
mel 2, (7a) ein, so erhdlt man aus den obigen Zahlenwerten

A=310.

Aus Symmetriegrinden sind die Biegemomente ; und M, an beiden
Einspannstellen einander gleich. Die linke Einspannung selbst wird auf-
gefaBt als entstanden aus zwei unendlich dicht aneinandergeriickten
gelenkigen Lagern 0 und I. Das Biegemoment an dem duBeren dieser
Lager muB3 verschwinden, in Gleichung (26) ist also M,_; = My, =0,
W =My, Mpyy =Me=M,; und /=0, [, =1 zu setzen. Man
erhilt so die Dreimomentengleichung

Myl @A)+ Ml yp(A) = —PII¥ (),
also gilt
W (4)

@) +w @)’
Mit den aus VII, Tabelle D zu entnehmenden abgerundeten Werten

My= —Pl (27)

¥ (3,10) = 1,240, @ (3,10) = 4,038,  (3,10) = 3,864

ergibt sich also
M, = M, = — 1570 mkg.

Das von einer statisch wirkenden Last von 2500 kg erzeugte Einspann-
moment kann aus der Formel (27) gewonnen werden, indem man die
Werte der transzendenten Funktionen fiir A = 0 einsetzt. Man erhilt

M,, = — 1250 mkg. In Abb. 111 ist das Verhiltnis M = i;;zl’
1s

dem Verhiltnis w* der Kreisfrequenz o der erregenden Kraft zur
niedrigsten Eigenkreisfrequenz w; des beiderseits eingespannten Balkens
als Kurve 1" aufgetragen.

Das Biegemoment an der Lastangriffstelle (Balkenmitte) betragt
nach 2, (22b) und 3, (23b)

uber

M (é) = (M) T (1) 4+ PID(A).

Fiir A = 3,10 findet man mittels der Funktionswerte von VII, Tabelle D

M (g) — 1440 mkg,
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wihrend fiir A = 0 sich das Moment bei statischer Lastwirkung ergibt zu
!

M, (~

2) — 1250 mkg.

Das Verhiltnis !
AN \g’m ('§>J
2 !
RS
“\2
ist in Abb. 111 als Kurve 2 iiber w* aufgetragen. Kurve 3 dieser Abbil-
dung zeigt das entsprechende Verhiltnis fiir einen Balken auf zwei
Stiitzen, sie entspricht der Kurve 2 von Abb. 109.

Wir wollen nun den Dreimomentensatz noch erweitern auf den
Fall, daB den Lagerpunkten % — 1, %, % 4+ 1 harmonische Vertikal-

90 T
i ’,‘ li
P
o
u y |
7%2 z\\f %
s W\
2 \
7 == \ N
) \\
X \
N Ip—
NN ]
>~ \>¢<”—:‘
0 7 7 7 20 o Zja”
Abb. 111.

schwingungen von der Kreisfrequenz e aufgezwungen werden, wihrend
die schwingenden Krifte Pj,cosw? und Py, ,coswt wieder in den
Mitten der Felder £ — 1, 2, und %, 2 + 1 angreifen. Wir gehen dabei
abermals von der Gleichheit der Drehwinkel auf beiden Seiten des
Punktes £ aus. Aus 2, (20b) und 3, (25a) ergibt sich

Bi=—"29 () + 79 (W) —Mua By (B) — Ml p ()
— P ¥ (1),
und die Anwendung der Gleichungen 2, (20a) und 3, (25a) auf den Stab-
abschnitt £, & 4+ 1 liefert

By = — 0 (hsr) + 2 (Aga) + D B @ (rs) + D a9 ()

k+1 lk+1

+ Prya s b ¥ (Aeia) -
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Die Gleichheit der beiden Drehwinkel fithrt zu dem Dreimomentensatz
in der Form

Miomr Loy ( + My {lk(p ) F l @ ( k+l)} + Wiga losa v (lk+1)
= - 7; (V2 ¥ (&) — 2@ () + 1';:1 (¥ @ (Aesa)
— V1 ¥ (Aerd)) — Prle b ¥ () — Pryaboa bea ¥ (Aeya) - (28)

Wir werden im folgenden noch den Lagerdruck an der Stiitze & brauchen.

Wie aus der in Abb. 112 angedeuteten Gleichgewichts-
betrachtung fiir die Stiitze %k hervorgeht, ist g{T = lg,,"
Ry= — Qi+ 0% P
Abb. 112,

Die Amplituden Q% und Q% der Querkrifte zu beiden Seiten

der Stiitze £ kénnen aus den Gleichungen 2, (21) und 3, (25b) ent-
nommen werden. Man erhilt so die Amplitude des Lagerdrucks an der
Stiitze £ zu

By — 0L 05 =
12 I (”k—1 Y (4) + v 9 (4) + 7 k};l ) @ (Mesa) + Vrsa® ()

_ _ _ _ 29)
+ E (gmk—lw (Ak) - Smk‘P (Ak)) - E (%k(p (/11:+1) —Sﬁk+1w(lk+1)) (

+ Py (&) + Pr P ()

Die Amplitude der Durchbiegung in der Mitte des Feldes & — 1, &
ergibt sich aus 2, (22a) und 3, (23a) zu

0(%) = @t 0 Pk + Mo+ 00 L [ P(R) + PLELO(,), (302)

und die Amplitude des Biegemomentes in der Mitte des Feldesz — 1, &
betrdagt nach 2, (22b) und 3, (23b)

M (F) = 15 a9 P (2 + oa+ M) P (1) + P B(R,). (30D)

Der erweiterte Dreimomentensatz (28) ge- P cos wi
. . . = 27 ZZ

stattet uns eine einfache Bestimmung des |
Einflusses solcher schwingender Einzellasten,

die im Gegensatz zu den seitherigen An- 7 j\bb. 113,
nahmen nicht in der Mitte des betreffenden

Feldes angreifen. Wir zeigen dies am Beispiel eines Balkens auf
zwei Stiitzen nach Abb. 113. Der erweiterte Dreimomentensatz (28)
liefert unter Beriicksichtigung von vy = v, = 0 und My = M, = 0 die
Beziehung

u

! ! @ (4 P (4
mtl{lup(ﬂl)+12<p(12)}=v1{¢l( >+<pl<22)}_
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Die Gleichgewichtsbedingung am Lastangriffspunkt lautet Q) —Qj = P,
sie fithrt nach (29) zu der Beziehung

A% A% ) Wy —

TR 4 (Ay) + Erhae (A2) — TP (A1) — A (A) + P =0.
Durch Auflésung der beiden angegebenen Beziehungen nach v, und 9,
ergeben sich Durchbiegungs- und Biegemomentamplitude am Last-
angriffspunkt.

Beispiel 4. Als Beispiel fiir die Anwendung des erweiterten Drei-
momentensatzes wollen wir einen Gerbertriger nach Abb. 114 behandeln,
auf den in der Mitte der Offnung /, eine schwingende Einzellast wirkt.
Wir wollen uns dabei begniigen mit der Aufstellung der zur Berechnung
notwendigen Beziehungen, ohne die Rechnung selbst numerisch durch-
zufiihren.

An den Lagerpunkten 0, 2, 3, 6 verschwindet die Durchbiegung v,
an den Endlagern 0 und 9, sowie an den Gelenken I und 4 verschwindet
das Biegemoment M. Aus Symmetriegriinden ist das Biegemoment i,

; ﬂcozswz‘
Vi 7 e o SIS S z =t
= 7 S=—ly=i=7 AR DL Bt 7
L N | | Py ;
£ = = PN
2 7 é 3 4 5
Abb. 114.

gleich dem Biegemoment ¢,, sodal wir nur die Dreimomenten-
gleichungen fiir die Nachbarfelderpaare [;, /, und /,, I/, aufzustellen
brauchen. Der erweiterte Dreimomentensatz (28) liefert die Beziehungen

Uy —

Mo lyy (Ba) = 1 (h) + 9 (),

Me (B (o) + Lo (o) + Ly (ha)) = — 79 () — PLEY ().

Aus diesen beiden Gleichungen kénnen die Unbekannten v, und i,
ermittelt werden. Durch Anwendung der Gleichungen 2, (16) kann man
dann weitere Punkte der Biegelinie und Momentenlinie bestimmen.

5. Der Viermomentensatz der Stabwerksdynamik.

In den Formen (26) und (28) des Dreimomentensatzes ist voraus-
gesetzt, daBl das Biegemoment 9 und die Durchbiegung v zu beiden
Seiten eines jeden Endpunktes % eines Stababschnitts die gleichen
Werte haben. Wie man jedoch an Hand der Abb. 115 leicht einsehen
kann, gelten diese Bedingungen durchaus nicht fiir alle Stabwerks-
formen.

Betrachten wir zunichst den Punkt I des in Abb. 115 dargestellten
Stabwerks. Aus Gleichgewichtsgriinden muf3 das Biegemoment IR},
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welches der Stab 0,1 auf die in Abb. 115a in gréBerem MaBstab heraus-
gezeichnete Rahmenecke ausiibt, gleich dem Biegemoment I} sein,
welches der Stab 1,2 auf diese Rahmenecke {ibertridgt. Die Gleichheit
der Biegemomente zu beiden Seiten des Punktes 1 ist also noch erfiillt.

Die Durchbiegungen v werden stets senkrecht gemessen zur Lage
der Stabachse im unverformten Zustand des Systems. Fassen wir
daher den Punkt 7 als Endpunkt des Stabes 0,1 auf, so ist die zugehérige
Durchbiegung v} gegeben durch die Horizontalverschiebung des Punk-
tes 1. Fassen wir dagegen den Punkt I als Anfangspunkt des Stabes 1,2
auf, so ist die zugehérige Durchbiegung v gegeben durch die Vertikal-
verschiebung des Punktes 1. Die Durchbiegungen zu beiden Seiten des
Punktes 1 sind also nicht mehr einander gleich.

Wir betrachten nun den Punkt 2 unseres Stabwerks, der in Abb. 115b
in groBerem MaBstab herausgezeichnet ist, und verfolgen den Stab-
zug 1, 2, 3. Da die La- (e-1)
gen der Stabachsen 1,2

und 2,3 im unverformten my/, .
N
/ %

AbD. 116,

Zustand zusammenfallen, sind die Durchbiegungen v} und % zu beiden
Seiten des Punktes 2 einander gleich. Die Gleichgewichtsbedingung fiir
die Biegemomente, welche die im Punkte 2 zusammenstoBenden Stibe
auf diesen Punkt iibertragen, lautet mit den Bezeichnungen der
Abb. 115b

ML = Mz + M.

Die von den Stdben 1,2 und 2,3 auf den Punkt 2 ibertragenen Biege-
momente sind also nicht einander gleich.

Betrachten wir schlieBlich den Stabzug 1, 2, 5 unseres Stabwerks,
so gilt fiir die im Punkte 2 zusammenstoBenden Stibe 1,2 und 2,6
dieses Stabzugs weder die Gleichheit der Durchbiegungen, noch die
Gleichheit der Biegemomente zu beiden Seiten des Punktes 2.

Wir wollen nun den Dreimomentensatz (28) fiir diesen allgemeinsten
Fall erweitern. Mit den Bezeichnungen der Abb. 116 lautet die Bedin-
gung dafiir, daB nach der Form4nderung des Stabwerks die Tangenten

Hohenemser u, Prager, Stabwerke. 17
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im Punkte % an die Biegelinien der Stibe £ — 1, % und %, % 4+ 1 den
gleichen Winkel miteinander bilden, wie die entsprechenden Stabachsen
im verformten Stabwerk

Wiy by () + ML L@ (A) + ML L @ (Arrr) + Mhia Hepr ¥ (Agra)
1 — — 1 — _
=7 (Via ¥ (Ae) — @ (&) + I (V% @ Apy) — Vb @ (A1)
— Pol b (M) — Prya berd b ¥ (o) - (31)

Diese Beziehung ergibt sich aus der Gleichheit der Drehwinkel g
und §% unter Beachtung der Gleichungen 2, (20) und 3, (25a), sie ent-
spricht vollig dem bekannten Viermomentensatz! der Baustatik und
soll daher im folgenden als Viermomentensatz der Stabwerksdynamik
bezeichnet werden. An Stelle der Beziehungen 4, (29) und 4, (30) treten
bei Gebrauch unserer neuen, dem allgemeinsten Fall angepalBiten Be-
zeichnungen die folgenden:

i

2'4
b = — Ekl‘;c (V19 (&) + vh @ (A))

— 1 (s P () — Meg (1) — PP (1), (32a)

l

Aty r
Q= = 05 Aesa) + Vha v ()

2
llc+1 l;Hl

1 — _
T e (9%75?9 (Zk-ﬂ) - Emihl ‘P(Akﬂ)) + P T(lk+1)’ (32b)

) <l_’°> = (V-1 -+ v};)?’ (&) + (ML_, + M) 1, LW (M)

2
+ PR L D (A), (33a)
& A4 __
0 () = 2 oy oD W () - (g + Y T (A
+ Pl @ (Ay). (33b)

Die Beziehungen (31) bis (33) ermoglichen uns zusammen mit VII,
Tabelle B und VII, Tabelle D die Berechnung der erzwungenen Bie-
gungsschwingungen eines beliebigen ebenen Stabwerks.

Beispiel 5. In einer Ecke eines Zweigelenkrahmens nach Abb. 117

greife eine schwingende horizontale Kraft P = P cos w? an. Die Ampli-
tude der Horizontalauslenkung des Kraftangriffspunktes soll bestimmt
werden unter der Voraussetzung, daBl die Rahmenstibe 0,1, 1,2 und 2,3
gleiche Linge und gleichen Querschnitt besitzen.

Da Stielhthe und Riegellinge sowie die Querschnitte der Stiele
und des Riegels einander gleich sind, hat auch die GroSe A fiir simt-

1 Vgl. F. Bleich: Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke nach
der Methode des Viermomentensatzes. Berlin 1925.
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liche Stibe des Rahmens den gleichen Wert, und der Gebrauch eines
unterscheidenden Index eriibrigt sich. Bei Voraussetzung unausdehn-
barer Rahmenstibe werden die Horizontalverschiebungen der Rahmen-
ecken einander gleich, und die Vertikalverschiebungen dieser Punkte
verschwinden. Infolge der Gegensymmetrie der Forminderungen sind
die Biegemomente I; und M, entgegengesetzt gleich. Der Viermomen-
tensatz (31) fiir den Stabzug 0, 1, 2 lautet

2,7 (A) + Myl y (1) = 25 (1)
oder mit M, = — M,
M2 () —p (1)) = 125 (3. (a)

AuBer ihrer Vertikalbewegung fithren
samtliche Riegelpunkte Horizontalschwin- 7 coswt
gungen von der Amplitude v} aus. Diese
Horizontalschwingung des gesamten Rie-
gels wird verursacht durch die #duBere /

Kraft P cos ot und durch die beiden von /

den Stielen auf den Riegel iibertragenen /

Querkrifte Q% cosw? = Q% coswt. Das /

Produkt aus der Masse u! des Riegels .. 54—»77
und seiner Horizontalbeschleunigung o Abbl. 117, '
—w? 1§ cos wt muB gleich sein der Summe

der am Riegel angreifenden Krifte. Diese Bedingung fithrt zu der
Beziehung

lw?vy + P—20%=0. (b)
Nun ist nach (32a)

und ferner gilt
uw EJ )4

lula)2= lz'E—j" —l————m—/

Die Gleichung (b) nimmt somit die Form an

2 +2e@) =250 — P. (©)

Driickt man hierin 9, vermoge (a) durch % aus, so ergibt sich die
gesuchte Auslenkungsamplitude zu

e omr 2w
W= PR ey B e v ) T 2o M) (34)
17%
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6. Ndherungsweise Beriicksichtigung von
Longitudinalschwingungen.

Bisher haben wir in diesem Kapitel ausschlieBlich Biegungsschwin-
gungen der einzelnen Tragwerksstibe behandelt. Wie in III, 4 und
I11, 10 bereits betont wurde, ist jedoch bei manchen Tragwerksformen
die Vernachlissigung der neben den Biegungsschwingungen auftreten-
den Lingsschwingungen nicht zuldssig. Es soll daher in diesem Ab-
schnitt an Hand eines Beispiels gezeigt werden, wie man die Lings-
schwingungen in angeniherter Weise berticksichtigen kann.

Beispiel 6. Ein Rahmen nach Abb. 118 werde beansprucht durch
eine in Riegelmitte angreifende schwingende Last P = P cosw?. Das

Biegemoment in der Rahmenecke ist unter

L pwsa_': niaherungsweiser Beriicksichtigung der Lings-

¥ 72 T 2 | schwingungen zu bestimmen.
— - — ,#2 Da wir die Lingsschwingungen beriick-
S -~ ' sichtigen wollen, diirfen wir die Rahmenstibe
/ nicht mehr als unausdehnbar voraussetzen. Die

Viermomentengleichung 5, (31) nimmt fiir den
Stabzug 0, 1, 2 die Form an

=
W Mg +he ) =Ee ) + e
-4 — PLEY (A) (a)

und die Querkrifte an den Rahmenecken er-
geben sich nach 5, (32) zu

Y _0X  Avb. 118

4

0= — o e () + 5,

und (b)
r o A3 r N, — 773

Q Z—gl—é”ltp(}»z)——gtp(ﬂz)ﬁ-l’?(ﬂz%
Die Querkraft Q] wirkt als Druckkraft auf den Stiel (Abb. 118a) und
verursacht dessen Verkiirzung 7, die Querkraft Q' wirkt als Zugkraft
auf den Riegel und verursacht dessen Verlingerung — v} (beziiglich
des Vorzeichens vgl. Abb. 118). Es bestehen somit die Beziehungen

¥l vyl
or=—gk, =Yk ©

worin F, und F, die Querschnittflichen von Stiel und Riegel bedeuten.
Durch Gleichsetzen der in (b) und (c) gegebenen Ausdriicke fiir die
Querkrifte ergeben sich zwei Gleichungen, die zusammen mit der
Viermomentengleichung (a) die Berechnung der drei Unbekannten M,
9% und 9 gestatten. Die Auflésung solcher Gleichungen erfolgt zweck-
méBigerweise nicht in allgemeiner Form, sondern unter Zugrunde-
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legung der speziellen Zahlenwerte fiir das jeweils durchzurechnende
Beispiel.

Wir haben in dem obigen Beispiel die Lingsschwingungen dadurch
angenihert beriicksichtigt, daB wir die Lingsnachgiebigkeit der ein-
zelnen Tragwerkstibe in Rechnung gestellt haben. Wir haben aber
nicht die Krifte berticksichtigt, welche zur Beschleunigung und Ver-
zogerung der in Stabrichtung schwingenden Massen benétigt werden,
wir haben also mit anderen Worten die Stibe hinsichtlich ihrer Lings-
schwingungen als masselos behandelt. Wie in 8 an durchgerechneten
Beispielen gezeigt werden wird, ist diese Behandlung der Lingsschwin-
gungen meist von ausreichender Genauigkeit.

7. Strenge Beriicksichtigung von Lidngsschwingungen.

Die Differentialgleichung fiir die Amplituden # der Lingsauslen-
kungen der Elemente eines Stabes, welcher Lingsschwingungen von
der Kreisfrequenz o ausfithrt, lautet
fir den Fall konstanten Stabquer- o
schnittes F nach III, 4, (10) Moer K7 L

Abb. 119,
EF, 4" 4 po?u=0. (35)

Hierin bedeutet u; die auf die Lingeneinheit der Stabachse bezogene
Masse des Stabes und E den Elastizititsmodul des Stabmaterials. Mit

' Uy = g r<—

My = V’g‘;’z (362)
lautet die Losung dieser Differentialgleichung
u(x) = Acosn,x + Bsin#n,x. (36b)

Wir bestimmen zunichst den EinfluB einer harmonischen Lings-
bewegung %; = u; cos wt, welche dem Ende % des betrachteten Stab-
abschnitts (Abb. 119) aufgezwungen wird, wihrend das andere Ende 2 —1
festgehalten wird. Aus der Bedingung #;_, = #(0) = 0 folgt, dafl die
Integrationskonstante 4 in der Losung (36b) verschwindet. Die Be-
dingung u(l;) = u, liefert

sin n 4, °
und mit
‘ Vi = Nyl (37a)
wird die betrachtete Lingsschwingung dargestellt durch
. X
Sin vy, 'l‘k—
(%) =t gy (37D)

Die Liangskraft N, _,, welche zum Festhalten des Endes 2 — 1 not-
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wendig ist, ergibt sich mit
b
EF, (37c)

=
z1
N, ,=EF,4 (0) = - 4, cosecv,,, (38a)

R~

l//

und die Langskraft N, welche zum Erzwingen der Auslenkung
notwendig ist, betrigt

Ny = EF,u'(l;)= %k ctgvy. (38Db)

In entsprechender Weise flndet man die Lingskrifte, welche er-
forderlich sind, um dem Stabende 2 — 1 die Schwingungsbewegung

4 z,r Uy_q = Uy, _q COS ¢ aufzuzwin-
1 2 ] z
J i oy . gen und das Stabende % fest-
Hys X U —2 " zuhalten. Werden beiden Stab-
k=1 Abb2.‘120. enden gleichzeitig harmonische

Liangsbewegungen von den Am-
plituden #;,_; und #; und der Kreisfrequenz @ aufgezwungen, so er-
halt man die hierzu notwendigen Lingskrifte an den Stabenden zu

Nyy=— W (”k—1 ctg v, — uy cosec ;) (39a)
und
N,=— % (%4 cosec v, — uy, ctgvy). (39b)
k

Weiter behandeln wir den EinfluB einer schwingenden Lings-
kraft §k = S, cos wt, welche in der Mitte des Stabes £ — 1, £ angreift,
wihrend beide Stabenden festgehalten werden (Abb. 120). Wir wenden
die soeben aufgestellten Beziehungen auf beide Balkenhilften an. Ist
u (%‘) die Amplitude der Lingsauslenkung der Balkenmitte, so ergibt

sich aus (39b)

5\ Vi by Vi
5 (?) YA (3)cte 5
_—
717— 5) und aus (39a
I‘/le_l' /VI‘/?;} ( )
Abb. 121 NT<Z'”) . (l—"> ctg 2¢
. =T yp"\z)%€s

Dabei ist beriicksichtigt, daB die Linge der betrachteten Balkenstiicke
im Gegensatz zu den Formeln (39) in Abb. 120 mit /,/2 bezeichnet ist.
Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Balkenmitte lautet (Abb. 121)

v ()= (5)- 5.

Durch Einsetzen der oben angegebenen Werte der Liangskrafte zu beiden
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Seiten des Lastangriffspunktes und Auflésen nach # (%) ergibt sich

l 144
w(3)= 7=Setgy (40a)
und durch Auflésen nach den Langskriften erhidlt man
! l S
Nt (g) ——Nr(g)=%. (40b)
Aus (39a) erhdlt man alsdann die Lingskraft am Punkte 2 — 1 zu
l S
N, = %,C", u (é) cosec % = é‘ sec %, (41a)

und die Langskraft am Punkte # kann mittels der Gleichung (39b)
bestimmt werden zu

= Yy (ke Ve Sk M
N,= l;c,u<2>cosec g = 5 sec 5 . (41Db)

Die in den Formeln (39) bis (41) auftretenden Funktionen cosec v,

- L b
i z H !
belle D entnommen werden fiir Argumentwerte | w4y Pcos wt |
. 3 "= 2
zwischen » = 0,0 und » = 10,0. i Hk
Beispiel 7. Das Beispiel 6 moge bei strenger |5 |
Beriicksichtigung der Lingsschwingungen noch- /
mals behandelt werden. /
Der Viermomentensatz fiir den Stabzug ! / wr
/
|
]
|
|

ctg v, sec% und tg% konnen aus VII, Ta-

0,1, 2 behilt die dort gegebene Form bei [Bei-
spiel 6, Gleichung (a)] und auch die Ausdriicke “
fir die Querkrifte Q% und Q7 kénnen in un- Tg’
verinderter Form iibernommen werden [Bei-

spiel 6, Gleichung (b)]. Die am Knoten I *-——=-
iibertragenen Lingskrafte betragen nach (39)

Abb. 122.

N = —;;—,1113 ctgv, und Ni=— 72%11’1‘ ctgv,, (c)
wobei gemaB Abb. 122 die Beziehungen v%¥ = %] und v] = — %Y beriick-
sichtigt sind. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Rahmenecke lauten
schlieBlich (Abb. 122a)

N4+ Q=0 und N;—Qi=0. (@)

Driickt man vermége dieser Gleichgewichtsbedingungen die Querkrifte
durch die Lingskrifte aus und setzt fiir diese die in (c’) gegebenen
Werte ein, so hat man in den Gleichungen (a) und (b) von Beispiel 6
drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten %, ¢§ und 9%,. Beziiglich
der zweckmiBigen Form der Aufldsung dieser Gleichungen gilt das am
SchluB von Beispiel 6 Gesagte.
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8. Vergleich der numerischen Ergebnisse der verschiedenen
Rechnungsweisen an einem Beispiel.

Wir haben in diesem Kapitel verschiedene Verfahren entwickelt,
welche die Berechnung der erzwungenen Schwingungen eines Stab-
werks mit verschiedener Genauigkeit gestatten. Zunichst haben wir
lediglich die reinen Biegungsschwingungen ohne Beriicksichtigung von
gleichzeitig auftretenden Langsschwingungen behandelt (1 bis 5). Dann
haben wir Verfahren zur angendherten Beriicksichtigung (6) und zur
strengen Beriicksichtigung von Lingsschwingungen angegeben (7). Wir
wollen diese drei Rechnungsweisen in der angefiilhrten Reihenfolge als
erste, zweite und dritte Niherung bezeichnen. Es liefert ndmlich auch
die dritte Rechnungsweise noch nicht véllig strenge Werte, da sie noch
den Einflu der Rotationstrigheit der Balkenelemente und die biegende
Wirkung statischer und schwingender Langskrifte vernachlassigt. Man
kann {iibrigens das Verfahren so ausbauen, daf es die Behandlung der

Froswt beiden zuerst genannten Nebeneinfliisse gestattet.

é%eg %= Es zeigt sich, daB bei den iiblichen Tragwerks-

7 7] abmessungen im Bereich der niedrigeren Eigen-

T schwingungszahlen die Berticksichtigung dieser

Nebeneinfliisse nur zu sehr unwesentlichen Ande-
rungen der Rechnungsergebnisse fiihrt. Es sollen
nun die Ergebnisse der drei aufgefiihrten Nihe-
__% % rungen fir ein Beispiel numerisch verglichen
A N werden.

Beispiel 8. Als Beispiel behandeln wir einen
beiderseits eingespannten Rahmen (Fundamentrahmen) nach Abb. 123,
der zu Schwingungen erregt wird durch eine in Riegelmitte angreifende

Abb. 123.

schwingende Last P = P cosw?. Infolge der Symmetrie des Systems
und des Lastangriffs kénnen wir unsere Rechnungen auf die Stibe 0,1
und 1,2 beschrinken. Wir stellen zunichst die Formeln zusammen,
welche zur numerischen Durchfiihrung der verschiedenen Niherungen
nétig sind, und geben dann die Ergebnisse dieser Rechnungen fiir zwei
verschiedene Rahmen wieder.

1. Niherung. Da bei dieser Niherung die Tragwerkstibe als
unausdehnbar behandelt werden, bleiben die Rahmenecken in Ruhe.
Unter Beriicksichtigung von M; = M, lauten die Viermomenten-
gleichungen 5, (31) fiir die Stabziige 0,0, 1 und 0, 1, 2 (betr. der Be-
handlung der Einspannung vgl. 4, Beispiel 3)

Mo ly @ (&) + Myl (4,) =0,
WMo ly v (A1) + Dy BLo@) + Lol + Ly (A)} = —PLLV ().
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Die Auflésung dieser Gleichungen nach I, und M, ergibt mit

4
ll
1

D = 7-{g? (&) — ¥* (M)} + @ (A) {@ (4) + v (4)}

A
die Amplituden der Biegemomente
Pl
My = —1’)—2 v (4) ¥ (1),
Pl
M = jzfl’ () ¥ (A),

und Gleichung 5, (33D) liefert
3 d 773 a 2 V73
W (%)= Pl B () +2 M7 (h) = Pl (B (1) — 5 (1) 2) P (R)].

Die Eigenfrequenzen der hier allein beriicksichtigten symmetrischen
Eigenschwingungen kénnen aus der Bedingung des Verschwindens der
Koeffizientendeterminante D der Gleichungen fir M, und M, oder
auch mit Hilfe des Nomogramms III, 11, Abb. 64 u. 65, bestimmt
werden.

2. Naherung. In vielen praktisch vorkommenden Fillen kann
man die Rechnungen zur zweiten Niherung noch dadurch etwas ver-
einfachen, daBl man nur die Lingsnachgiebigkeiten derjenigen Stibe
beriicksichtigt, welche bei der zu berechnenden Schwingungsform am
meisten zu Lingsschwingungen veranlaft werden. Im Falle unseres
Beispiels sind dies die beiden Stiele. Wir wollen daher hier nur die
Liangsnachgiebigkeit der Stiele beriicksichtigen, den Riegel aber als
unausdehnbar voraussetzen.

Infolge der Symmetrie des Systems und der Belastung werden die
Amplituden v} und v} der Vertikalbewegung beider Rahmenecken gleich
groB ausfallen, und die Dreimomentengleichungen 5, (31) nehmen unter
Beachtung von Ik, = M, die Form an

Moli @ (&) + My iy (A) =0,
Molyp () + My (@ (A) + Lp (o) + Loy (Ay)}

= —PLLEY (h) + 3 (7 () — ¥ (A)).
Aus Gleichung 5, (32b) erhidlt man die Querkraft am Riegelende zu
My (— — 24 —

Q= 1_21‘{7/’ (22) — @ (Ao)} + l‘g—;;"’{ {9 ) +v @)} + PP (4,).
Diese Kraft wirkt als Druckkraft auf den Stiel 0,1 und erzeugt dessen
Verkiirzung v7. Es ist also

E F.
Qf =i+
1
Aus den obigen Gleichungen kénnen die Unbekannten M,, M,, v}
und Q] berechnet werden.
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3. Ndherung. In den meisten Fillen wird man durch Beriick-
sichtigung wesentlicher Lingsnachgiebigkeiten (zweite Niherung) die
vollstindige Beriicksichtigung der Lingsschwingungen umgehen kénnen.
Um den Vergleich der Ergebnisse der verschiedenen Niherungen an
unserem Beispiel durchfiihren zu kénnen, sollen jedoch auch die Formeln
zur vollstindigen Beriicksichtigung der Lingsschwingungen fiir dieses
Beispiel aufgestellt werden. Mit den Bezeichnungen der Abb. 124, in
welcher bereits der Symmetrie der Schwingungsform Rechnung getragen
ist, lauten die Viermomentengleichungen 5, (31) fiir die Stabziige 0, 0, 1

und 0, 1, 2
Molyg () + Malyy (B) = — Ty (A),
Moy () + Dl p () + Lop (B) + oy ()
=) + EF0) — P — PLEY ().

Aus den Gleichungen 5, (32) ergeben sich die Querkrifte
1 — —
0t =— A Moy (A) — My @ (1)}

X - :zf," Peos wt y}-‘ -ul=z/,u P
| . 1
,\i\\i_]_}f“___‘ ______ 4_2#: :Ibl\ B ‘v'i‘ 2 (}'1) »
\ $ My — —
,' poo D =T -7 m)
] 7 | °
2'4 —
| ’@J@—w% + o v (g () + p ()} + PP (),
P 2 und aus den Gleichungen 7, (39) die
d l Langskrafte
z v
d oAk M=,
bb. 124.
Nt = —v—f v} (ctg v, + cosecw,) .

%
Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Rahmenecke (Abb. 124a) lauten
—Qt+Nj=0, Q{+Nt{=0.

Aus diesen Gleichungen kénnen die Unbekannten 3t,, M, , 2%, v sowie
die Querkrifte und Lingskrdfte am Punkte I berechnet werden.

Um die Genauigkeit der verschiedenen Naherungen tiberblicken zu
koénnen, wurden zwei Beispiele vollstindig nach allen drei Niherungen
durchgearbeitet. Die beiden Rahmen hatten die folgenden Bestim-
mungsstiicke:

Rahmen I:
Stablingen =1, =10m] 4
Schlankheitsgrade 7, —j, =20 | 41
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Rahmen II:

Stabldngen lh=1l= 5m
Schlankheitsgrade j; = j, = 40 2

Die drei Stdbe eines jeden Rahmens haben gleiche Abmessungen, die

|
|
|

|

\

\

\

\\

7
>;\ P )
Nl g
7 7 20

Abb. 125.

grofere Riegelmasse kommt dadurch zustande, daB der Riegel noch
eine Zusatzmasse trigt, welche gleich der dreifachen Eigenmasse des

)
g0

/\/”%

B\
N

g 70 20 30 w* 40
Abb. 126.

Riegels ist. Als Elastizititsmodul des Stabmaterials (Eisenbeton) ist
E =2-10°kgm~2 und als Einheitsgewicht 2400 kgm~—2 eingesetzt. Fir
die dimensionslose Auftragung der Abb. 125 bis 130 reichen diese
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wenigen Angaben aus, die Kurven fiir alle Rahmen, welche in den
angegebenen GréBen {ibereinstimmen, decken sich in dieser dimensions-
losen Auftragung.

In den Abb. 125 bis 130 sind die Resonanzkurven M5, M und

v,’i I AT
K I Al
/ { HH 'l
2 i/ 11—
’ gl | il |
/R SRS
y, \ | r \\ , \
l ! o
" ;} S
VN
| |\ NN
i/ \
J é“’; \\\ >/\\\\\
g 70 37 w* 7

Abb. 127.

m* ( ) fiir die drei Ndherungen eingezeichnet (bezeichnet als 1, 2, 3).
Dabei ist M* der Quotient aus der Amplitude I des betreffenden

9 T
i | l{
o i
2udllr || :
I i ﬂ
JE |
/ / \ i
// \\ i \‘
/ K
J\/ 7\

Zﬂ / ‘\\ |

\m
) 7 20 7 %0

Abb. 128.

Biegemomentes und dem Wert M, dieses Momentes bei statischer
Lastwirkung, wie er sich aus der ersten Niherung fiir w = 0 ergibt.
o* ist der Quotient aus der Kreisfrequenz o der erregenden Kraft
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und der niedrigsten Eigenkreisfrequenz der ersten Niherung. Die
Abbildungen 125, 127 und 129 beziehen sich auf den Rahmen I, die
dbrigen auf den Rahmen II. Die Abmessungen der beiden Rahmen

2
A I
|
ZMJI 7 || l
, I |
47 I !
I/ |
/o P
/ | I l
| !
y ! |
’ \ |
e
0 \/ 7

Abb. 129.

sind iibrigens so gewihlt, da entsprechende Resonanzkurven der ersten
Naherung sich decken.

Wihrend die verschiedenen Niherungen fiir den Rahmen II mit

40, T |
1% | |
263
17
|
20 / ]
J |
/ ; ’
ul: I
70
|
u
JQ\ 7‘] /2 ”‘L
W77
0 7 47 o* 4

Abb. 130.

dem gréBeren Schlankheitsgrad sich kaum unterscheiden, treten beim
Rahmen I mit dem kleineren Schlankheitsgrad betrichtliche Abwei-
chungen auf, welche insbesondere bei gréBeren Erregungsfrequenzen
das Bild vollkommen &ndern. Aber selbst bei diesem Rahmen mit
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sehr gedrungenen Stiben unterscheiden sich zweite und dritte Nihe-
rung bis etwa w* = 2,6 nur wenig.

Manwird also bei Stabwerken mit schlanken Stiben unbe-
denklich die erste Niherung beniitzen kénnen, wahrend man
bei Stabwerken mit gedrungenen Stiben mindestens die
zweite Niherung verwenden muf.

B. Verwendung des Verfahrens zur Bestimmung der
Eigenschwingungsformen ebener Stabwerke.

9. Beziehung zwischen Eigenschwingungsformen und
erzwungenen Schwingungsformen.

In III, C wurde gezeigt, wie man sehr brauchbare Ndherungswerte
fir die Eigenschwingungszahlen eines Systems von verdnderlicher
Steifigkeit oder veridnderlicher Masse erhalten kann, wenn man die
Eigenschwingungsformen eines verwandten Systems kennt. Bei der
in I1I, 12, Beispiel 12 durchgefiihrten Berechnung der niedrigsten Eigen-
frequenz einer Briicke iiber drei Offnungen mit veridnderlicher Steifig-
keit wurde die entsprechende Eigenschwingungsform einer Briicke mit
konstanter Steifigkeit verwendet, ohne daB niher darauf eingegangen
werden konnte, wie man diese Eigenschwingungsform ermittelt. Die in
diesem Kapitel dargelegte Methode zur Bestimmung der Forminde-
rungen und Beanspruchungen eines ebenen Stabwerks bei erzwungenen
Schwingungen erméglicht uns nun die Berechnung der Eigenschwin-
gungsformen eines solchen Stabwerks. Wir machen bei dieser Berech-
nung Gebrauch von dem Umstand, daB sich bei der Schwingungs-
erregung eines Stabwerks durch schwingende Krifte von wachsender
Frequenz die erzwungenen Schwingungsformen stetig verindern und
bei Durchschreitung einer Eigenfrequenz des Systems mit den ent-
sprechenden Eigenschwingungsformen iibereinstimmen (vgl. die Aus-
fiihrungen zu Abb. 93 in III, 16). Wir ermitteln also nach dem in III, B
dargelegten Verfahren die Schwingungszahl desjenigen Eigentones,
dessen Schwingungsform wir berechnen wollen, und bestimmen mit
dem in diesem Kapitel angegebenen Verfahren die erzwungene Schwin-
gungsform des Systems fiir eine passend gewihlte Erregungsart. Die
Frequenz dieser Erregung legen wir dabei so nahe an die vorher be-
stimmte Eigenfrequenz, als es uns die Dichtigkeit von VII, Tabelle B
und VII, Tabelle D erlaubt.

Beispiel 9. Die erste Eigenschwingungsform eines Balkens auf vier
Stiitzen nach Abb. 131 soll bestimmt werden. Wir ermitteln zunichst
die erste Eigenschwingungszahl des Systems. Die Frequenzgleichung
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wurde in ITI, 8, Beispiel 1 aufgestellt, und in III, 11, Abb. 62, 63 wurde
ein Nomogramm zu ihrer Auflésung angegeben. Bei der Anwendung
dieses Nomogramms auf unsere Aufgabe ist jedoch zu beachten, daf
dort die Spannweite der Mittel6ffnung im Gegensatz zu Abb. 131
mit 2/, bezeichnet worden ist. Fiir unser Beispiel ist wegen u, = u,
und J, = J, auch

"1_‘/] —n=] A

und somit
%1 J1 (a1 ll 4
=My und p=Hr =2,
%2 J2 ﬁ P _2 3
2

Man erhdlt mit Hilfe des Nomogramms aus diesen Werten als nied-
rigste Wurzel der Frequenzgleichung 4, = 2,50 und A, = 21, = 3,75.
Als Erregungsart wih-

Pcoswt

len wir eine Einzellast }élﬁ?_lz e — éz ‘{5 '| A

— . . I

P = Pcoswt in der Mitte ! M A | ﬂf |
= = A =

des Feldes I,, deren Fre- <, P £ 2 P

quenz wir so annehmen, Abb. 131.

daB A, = 2,50 und 4,=3,75
wird. Die Dreimomentengleichung 4, (26) fiir das Felderpaar 0, 1, 2
lautet bei Beachtung der Symmetriebedingung I, = M,

My (e (h) +he k) + Ly (A) =—Ply LY (%)

Mit den aus VII, Tabelle D zu entnehmenden Werten von ¢'(2,50),
@(3,75), »(3,75) und ¥(3,75) erhilt man aus dieser Gleichung

M, =4,02P1,.

Wir kénnen nun mit Hilfe der Formeln 2, (16) und VII, Tabelle B die
Biegelinie und die Momentenlinie im Felde 0,1 bestimmen. Es ist

nach 2, (16a) L -
( ) E)ﬁl ;’21 X (j'l’ El) ’

M (%) = My 1 (Aes 51)-

Um Biegelinie und Momentenlinie auch fiir das Feld 1,2 bestimmen
zu kénnen, miissen wir zuerst Auslenkung und Biegemoment in der
Mitte dieses Feldes berechnen. Nach 4, (30) ist

v(2) =2, LY (%) + PRLD ()

und nach 2, (16Db)

e W (3) = 290 P (k) + PLB (k).

Aus den Beziehungen 2, (16), die fiir die linke Hilfte des Feldes 1,2
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angeschrieben werden (Linge mit Jy/2 bezeichnet!), ergibt sich mit
2%,

f="7tud &=1-4§
L\ (A % 1,1 _ (A L\ = (A =
V(%) = 'U(§>Z (?,52) +E{g~m‘1l<7,§2> + M (5)%(@‘,52)},
—o(L) % o (k A by, (B g
Sﬂt("‘.?) —v(2)lzlé x(2 ’§2> +%1%(2 >§2) +9jt (2)%(2 ’§2>'
Die Auswertung dieser Beziehungen geschieht am zweckmaBigsten in
Form kleiner Tabellen (vgl. 3, Tabelle 28 und 29). Da das Argu-
ment 2 — 1,875 in VII, Tabelle B nicht enthalten ist, und da sich

die erzwungene Schwingungsform nur langsam mit der Frequenz
dndert, kann in den obigen Formeln fiir 4,/2 der Wert 1,9 eingesetzt
werden. Die so berechnete, erzwungene Schwingungsform wurde in
IIT, 12, Tabelle 9 verwendet; sie stimmt recht gut mit der ersten
Eigenschwingungsform des Systems iiberein, da die Frequenz der
erregenden Kraft sehr dicht bei der ersten Eigenfrequenz angenommen
wurde.

10. Die Bestimmung der Lage der Knotenpunkte von
Eigenschwingungsformen.

In III, 16 wurde gezeigt, daB der erhdhende EinfluB zusitzlicher
Bindungen auf die Eigenschwingungszahlen eines Stabwerks dann am
stirksten ist, wenn diese Bindungen das Stab-

l < A |
% aJ | 7 | werk veranlassen, in einer Oberschwingungs-
-§\0 ES 2 form des Stabwerks ohne Bindungen zu
Abb_7132_ 4 schwingen. So wird z. B. der Grundton eines

Balkens auf mehreren Stiitzen durch zusitz-
lich angebrachte Stiitzen dann am meisten gehoben, wenn diese
Stiitzen in die Knotenpunkte der entsprechenden Oberschwingungs-
form des Balkens ohne zusitzliche Stiitzen verlegt werden. Im Zusam-
menhang mit Fragestellungen, welche sich mit der méglichst starken
Beeinflussung der Eigenschwingungszahlen eines Stabwerks durch zu-
satzliche Bindungen befassen, ist héufig lediglich die Lage der Knoten-
punkte einer Eigenschwingungsform, nicht aber der genaue Verlauf
dieser Eigenschwingungsform von Interesse. Wir geben daher eine
Abart des in 9 dargelegten Verfahrens an, welche eine einfachere Be-
stimmung der Lage der Knotenpunkte einer Eigenschwingungsform
gestattet.

Beispiel 10. Die Lage der Knotenpunkte der zweiten Ober-
schwingungsform eines Balkens nach Abb. 132 soll bestimmt werden.
Die Frequenzgleichung des Systems wurde bereits in III, 7, (24) gegeben,
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fiir die hier zugrunde gelegten speziellen Systemabmessungen lautet sie

B() _ 80)
DA~ BWQ)

Durch einfaches Durchgehen der entsprechenden Spalten von VII,
Tabelle A findet man als angenidherte Werte der Wurzeln dieser Glei-
chung A; = 3,40, A;; = 4,46, A;;; = 6,55. Dem zweiten Oberton, dessen
Knotenpunktlagen bestimmt werden sollen, entspricht also die Wur-
zel Ay = 6,55. Um nun die Schwingungsform fiir das Feld 0,1 zu
berechnen, denken wir uns das System durch eine in der Mitte des
Feldes 1,2 angreifende schwingende Einzellast erregt. Die Dreimomenten-

Tabelle 30.
&= ’;_1 0,0 o,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 | 1,0
1,425 ¥ (4, &) ... o |—1,14|—2,12|—2,38|—1,72|—0,39 |+ 1,09 |+2,09 |+2,22|+1,40| ©
AV T o |+0,98|+1,55(+1,47|+0,76|—0,27 {—1,21 |—1,67|—1,49|—0,80| o
f
A7) R 0 |—0,16|—0,67[—0,91 |—0,96{—0,66 |—0,12 |+0,42 |+0,73 |40,60| o

gleichung 4, (26) fiir den Stabzug 0, 0, 1 (betr. Beriicksichtigung der
Einspannung vgl. 4, Beispiel 3) liefert die Beziehung

Mo (@) + My p(4) =0,

oder unter Verwendung der Funktionswerte fiir 4 = 6,55 aus VII,
Tabelle D
MWy = 1,425 M, .

Die Gleichung 2, (16a) liefert
. 24 — — T
v(m) = o (M7 &) + My Z( ).

Da es uns nur auf die Lage des Knotenpunktes ankommt, kénnen wir
bei der numerischen Auswertung dieser Beziehung in beiden Gliedern
den gemeinsamen Faktor //'/A% weglassen und willkiirlich M, = 1, also
der obigen Beziehung gemal M, = 1,425 setzen. Da der Wert A = 6,55
in VII, Tabelle B nicht enthalten ist, verwenden wir statt dessen 4 = 6,6.
Tabelle 30 gibt die Auswertung wieder. ’

Abb. 133 stellt diese Biegelinie dar, man entnimmt ihr, daB der
Knoten des Feldes 0,1 bei x; = 0,627 liegt.

Um nun auch die Lage des Knotens des Feldes 1,2 zu berechnen,
denken wir uns den Balken erregt durch eine in der Mitte des Feldes 0,1
angreifende schwingende Einzellast. Die Schwingungen des Feldes 1,2
werden bei dieser Erregungsart lediglich erzeugt durch das schwin-

Hohenemser u .Prager, Stabwerke. 18
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gende Stiitzmoment IM,. Die Gleichung 2, (16a) liefert
12 —
v(x) = 55 My 7 (A &)

Bei der Auswertung dieser Beziehung kénnen wir wiederum den Fak-
tor 11//A* weglassen und willkiirlich %, = 1 setzen. Die Biegelinie stimmt
also bis auf einen Faktor mit %(4,&,) iiberein, der Knoten liegt bei
%, = 0,63 1. Abb. 133 zeigt auch die Biegelinie fiir das Feld 1,2.

Die hier gegebene Vereinfachung des Verfahrens von 9 besteht
darin, daB man sich die Schwingungen jeweils durch eine Last erregt
denkt, die nicht in dem gerade durchzurechnenden Felde angreift.

$\\,//’\x\v///\¥

Abb. 133.

Aus den Dreimomentengleichungen erhilt man dann das Verhiltnis
der Stiitzmomente an den Enden dieses Feldes und kann mit Hilfe
der Gleichung 2, (16a) die Form der Biegelinie fiir dieses Feld bestimmen.

C. Verfahren zur angenéherten Berechnung
erzwungener Schwingungen.

11, Die Methode der Entwicklung der erzwungenen
Schwingungsform nach Eigenschwingungsformen.

Wenn harmonisch verdnderliche Lasten mit festem Angriffspunkt
P(x,t) =p(x)sinw?

an einem Stab angreifen, so entsteht eine stationdre Schwingung mit
der Kreisfrequenz e der erregenden Krifte

v(x,t) = v(x) sinwt.

Fiir die Amplitude v(x) dieser erzwungenen Schwingung gilt, wie in
1I, 24 gezeigt wurde, die Entwicklung

10 R —" — Y (42)

Hierin sind die ¥, die Entwicklungskoeffizienten der durch die Last p (%)
bewirkten statischen Durchbiegung o (x) nach den Eigenschwingungs-
formen V,(x)

% (x) :kg b, V(2 . (43)
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Fir die praktische Niaherungsrechnung handelt es sich darum, in der
Entwicklung (42) die maBgebenden Glieder herauszufinden. Wenn die
statische Durchbiegung v(x) unter der Last (x) ungefihr mit der
ersten Eigenschwingungsform iibereinstimmt, was meistens der Fall
sein wird, tberwiegt in der Reihe (43) das erste Glied. Solange
o < w,, Uberwiegt dann in der Reihe (42) erst recht das erste Glied.
Wir haben also in erster Ndherung

o v (%)
w \2 w \2
= (o) 1= (o)
Bezeichnet man das Verhiltnis der dynamischen Durchbiegung v(x)

zur statischen Durchbiegung v(x) mit v*(x), so erhilt man niherungs-
weise

v (%) A Vi) ~ (44)

o
w\2
- (%)
v* (x) hat in erster Naherung an allen Punkten des Balkens den gleichen
Wert, d. h. die dynamische Biegelinie ist in erster Ndherung der sta-

tischen Biegelinie dhnlich. Die Niherung (45) ist sicher nicht mehr
gliltig, wenn die Erregerfrequenz @ in der Nihe der zweiten Eigen-

v* (%) & 5 (%) = (45)

frequenz w, liegt, denn dann wird 1 — (—w~> klein und das zweite Glied
2

der Entwicklung (42) wird fiir geniigend kleine | w — w,| immer gréBer
sein als das erste. Die Naherung (45) gilt daher, wie schon frither be-
merkt wurde, nur fiir Erregerfrequenzen, die kleiner sind als die zweite
Eigenfrequenz, und die auerdem von dieser geniigend verschieden sind.

Wir wollen jetzt eine bessere Niherung gewinnen dadurch, dafl wir
in den Entwicklungen (42) und (43) die ersten beiden Glieder bertick-
sichtigen. Wir setzen also

U(x) =0, V(%) + 0,V (%), (46)
oder B

(e Vy(x) + lvﬁ
B (?1) B (w_z)
Fithrt man v, V,(x) aus (46) in (47) ein, dann ergibt sich fiir das Ver-

haltnis der dynamischen zur statischen Durchbiegung in zweiter Nihe-
rung

v(x) = Vale). (1)

of (3) = 1 U Valn) [ 1 1
1

— — — . (48)
2 7 (%) o \2 w\2 } (
1 (2 _(* (&~
(wz> (UJL) 1 <w2>
Wir sehen also, daB in zweiter Nidherung die dynamische Blegehme

nicht mehr der statischen Biegelinie dhnlich ist.
18%
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Wir wollen nun noch die entsprechenden Formeln fiir die dyna-
mischen Biegemomente aufstellen. Differenziert man (44) zweimal nach x
und multipliziert man beide Seiten mit der Steifigkeit E J, so erhilt
man unter Beriicksichtigung von

EJ V" (%) = —M ()

EJ 7" (x) = — M (x) (49)
fiir das Verhiltnis IN*(x) der dynamischen zu den statischen Biege-
momenten in erster Nidherung den Ausdruck

P () & T () = — (50)

w\2 ’
- (3)

also den gleichen Wert wie fiir das Verhdltnis der dynamischen zur
statischen Durchbiegung. Hierbei ist vorausgesetzt, da auch die zweiten
Differentialquotienten der rechten und linken Seite von (44) anndhernd
iibereinstimmen. Dies ist eine viel weitgehendere Forderung als die der
Giiltigkeit von (44), wir werden denn auch an Beispielen sehen, daB (50)
eine schlechtere Niherung darstellt als (45).

Multipliziert man (48) mit 9 (x), differenziert zweimal nach x und
multipliziert mit E J, so erhdlt man

ETo” . " - 1 1
EJv' () =L L 5B vim | — ] -
- (G I
Daraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von (49) fiir das Ver-

hiltnis der dynamischen zu den statischen Biegemomenten in zweiter
Naherung

D () ~ M (4) = _EIE]VM[ 1 Lﬂ'%l)
1

w\? m \? ®

e B e I
Wenn die Erregerfrequenz nahezu mit der dritten Eigenfrequenz iiber-
einstimmt, dann tiberwiegt in der Reihe (42) das dritte Glied, welches
in (48) und (51) gerade nicht mehr berticksichtigtist. Die Naherungen (48)
und (51) gelten also nur fiir Erregerfrequenzen, die kleiner sind als die
dritte Eigenfrequenz, und die auBlerdem von dieser geniigend verschieden
sind. In entsprechender Weise lassen sich fiir die dynamische Durch-
biegung und fiir die dynamischen Biegemomente bessere Néherungs-
formeln aufstellen, die fiir noch héhere Erregerfrequenzen giiltig bleiben.

12. Beispiel.

Wir nehmen als Beispiel fiir die Verwendung der angegebenen For-
meln den homogenen Stab, der am einen Ende fest eingespannt, am
anderen Ende frei ist, und auf dessen freies Ende eine schwingende
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Einzellast wirkt. Dieser Fall ist der strengen Rechnung zuginglich,
die uns eine erwiinschte Kontrolle fiir die Ndherungsrechnung liefern
wird. Zur Berechnung der Eigenkreisfrequenzen

Mq/E
o= )%
entnimmt man VII, Tabelle C die Werte

2= 35160,
22 = 22,0345,

72 = 61,6972, ' (52)
Wenn wir fiir die Erregerkreisfrequenz setzen
21/ET
w = 77 VT 5 (53)
dann ist das Verhéltnis der dynamischen zur statischen Durchbiegung
201
15
7bis
79
g5
490
_ﬂ,"'_.
-10+
~15+
Y &

Abb. 134.

bzw. das Verhiltnis der dynamischen-zu den statischen Biegemomenten
in erster Naherung gegeben durch

v¢ s M* —1—17 . (54)
- (%)
Diese Gleichung ist fiir verschiedene A-Werte in Abb. 134 durch
Kurve 1 dargestellt.
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Zur Berechnung der zweiten Niherung ist die Kenntnis des ersten
Entwicklungskoeffizienten v, der statischen Biegelinie erforderlich. Diese
Rechnung ist in Tabelle 31 durchgefithrt. Zunichst ist die statische
Biegelinie unter der Einzellast P am freien Stabende in der nunmehr
als bekannt vorauszusetzenden Weise bestimmt. Die Spalte C enthilt
die dimensionslose erste Eigenschwingungsform aus VII, Tabelle C.
Wegen

— . P3 B
v(x)“ZEﬂ)T] (%) (55)
ist
7
_ — ,uPZ luPl 2
vl_f,w(x) Vi) dx = ZfBCd = gosr 5 5 (56)
0

In den Formeln (48) und (51) ist die erste Eigenschwingungsform als
normiert vorausgesetzt. Wir haben somit V,(¥) durch YN, zu divi-
dieren, wobei

l 7
Ny=[uVix)yds =2p [C?dx =By (57)
0 0

ist. Das Verhiltnis der dynamischen zur statischen Durchbiegung am
freien Stabende ergibt sich dann nach (48) zu

)= eI 1 1]
2 - (o 2 Nl\'” ( ) ':“?’2' - \_“272
! (w—2> 41 <w1> ! <w2> |
oder unter Verwendung von (55), (56) und (57) zu
20 1 1 1
v ()= i+ 601;(5

- (w) - -G

Man erhilt schlieBlich durch Einsetzen der entsprechenden Werte aus
Tabelle 31 und unter Beriicksichtigung von (53)

0,97085 0,02915
ANt
-G -G
Diese Funktion ist wieder fiir verschiedene A-Werte in Abb. 134 als
Kurve 4 eingetragen. Man sieht, daB die zweite Niherung (58) mit
der ersten Naherung (54) bis etwa A = 3,5 recht gut iibereinstimmt. Die
zweite Eigenfrequenz liegt bei 1, = 4,69. Fiir 2-Werte in der Nihe
dieses Wertes versagt die Formel (54) vollig.

Das Verhiltnis des dynamischen zum statischen Biegemoment an
der Einspannstelle des Stabes ergibt sich nach (51) zu

1 B EJVy(0)1 11
e e

ey

IN, M (0)

*

v (1) =

2

7+ (58)

M3 (0) =
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Setzt man hierin (56) und (57) ein, so erhilt man unter Beriicksich-

tigung von
ging % (0) = — P,

und
1V{(0) = 17,0321

(vgl. V1I, Tabelle C)

1 27,0321 1 1
* _ 14> _
M3 (0) = 1 (w>2 + 60 - 4800 |, <w>2 1 (w>2 ’
W, w1 Wo
oder schlieBlich Tabelle 31.
1,17035 !
M3 (0) = T h=—| 4 B c
1— <_> 20
A -
0,17035 % M| 12 v,
—71 (}. 4(59) T — P y A dx? 7 BC
- () 0
Auch diese Funktion ist 0,00 | 1,00 0,0 0,00000 0,00
ii 1 _ 0,05 0,95 5,9 0,00860 0,05
.furverschledenel Werte ote | oos 232 |oo0335e ges
in Abb. 134 als Kurve 2 0,15 0,85 51,3 0,07518 3,84
eingetragen. Die zweite = ©.20 [ 0,80 89,6 012774 144
5 : ; 0,25 0,75 137,5 0,1945 26,7
Nah«?rung stlmmt. wie- o030 | o.70 load |0.27207 53,06
der im ersten Teil der 0,35 | 0,65 259,7 |0,36175 03,04
Kurve gut mit der ersten 0,40 | 0,60 332,81 0,45976 153,01
" . . 0,45 0,55 413,1 0,56590 233,78
Niherungtiberein. Wenn 050 | o50 500,0 | 0.67905 330.52
die Erregerfrequenz in 0,55 | 0,45 292,9 0,79817 473,24
die Nihe der zweiten % [ %4° 91,2 1092227 | 637,47
. 0,65 | 0,35 794.3 1,05042 834,34
Eigenfrequenz kommt, 0,70 | 0,30 901,6 1,18175| 1065,47
wird die N#herung un- O,gs 0,25 1012,5 1,31542 1231,92
. 0,80 0,20 1126,4 1,4509 1634,3
b.rauchszlr.' er. haben 085 | o5 12427 | 1.58007| 107474
hier lediglich die Ver- 0,90 0,10 1360,8 1,72481| 2347,12
hiltnisse »* und IM* 0,95 | 0,05 1480,1 1,86238 | 2756,51
. freien bZW am ein I,00 Q,00 1600,0 2,00000 3200,01I
im . -
gespannten  Stabende P
berechnet. Fiir andere ;
Stabpunkte erhilt man 3
s gt — | BCdx
andere Verhiltnisse. 2
Zur Kontrolle der N4- 0
herungsrechnung wollen 46600,97

wir jetzt noch die

genaue Berechnung der dynamischen Schwingungsform und der dyna-
mischen Biegemomente durchfiihren. Die Einspannung kénnen wir auf-
fassen als zwei unendlich benachbarte Lager. Der erweiterte Dreimo-
mentensatz 4, (28) nimmt dann fiir das Feld 0,1 wegen M (I = 0) die
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Form an
M) 7 pd) = —"Lp@). (60)
Die Querkraft am Balkenende ist nach 2, (21b) gegeben durch

o =-205%0-Lopem=r.

Man erhilt aus diesen beiden Gleichungen

— v ()
MO = = Plzay —wpraay
oder wegen

M (0) = — P,
— p@A
WO =gm—rem (61)
Die dynamische Durchbiegung am Balkenende ist nach (60)

v(l) = — M (0) s 2

p (A
Die statische Durchbiegung unter der Last P am Stabende betrigt
- PRy 4
v(l) = 3 = —E)R(O)?.

Wir erhalten somit fiir das Verhéltnis der dynamischen zur statischen
Durchbiegung am freien Stabende die Beziehung

£ () =32% gps

v¥ (]) = ) Pe* (0). (62)
Die Funktionen (61) und (62) sind ebenfalls in Abb. 134 als Kurve 3
und $ eingetragen. Bis etwa A = 1,3 fallen beide Nidherungen inner-
halb der Zeichengenauigkeit mit den exakten Werten zusammen. Von
da ab wird die erste Niherung (Kurve I) vollig unbrauchbar, die
zweite Niherung stimmt dagegen im gezeichneten Gebiet noch gut
mit der genauen Losung fiiberein, und zwar liegt der Unterschied
zwischen der dynamischen und der statischen Durchbiegung un-
terhalb der Zeichengenauigkeit, d. h. die Kurven 4 und 4 fallen
praktisch zusammen, wihrend sich fiir das Verhiltnis des dynamischen
zum statischen Biegemoment geringe Unterschiede des Niherungs-
wertes von den genauen Werten bemerken lassen (vgl. Kurve 2
und 38). Die ausgezogenen Kurven stellen in Abb. 134 die genauen
Verhiltnisse dar. Die Resonanzkurve sowohl fiir die maximale Aus-
lenkung wie fiir das maximale Biegemoment ist an der Stelle der ersten
Resonanz recht breit. Es gibt also ein groBes Gebiet von Erreger-
frequenzen, fiir welche die dynamischen Ausschlige und Biegemomente
gro werden. So ist z. B. die dynamische Auslenkung gréBer als die
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doppelte statische Auslenkung in einem Bereich von etwa 0,7 <w2 <13.
1

Bei der zweiten Resonanz liegen die Verhiltnisse wesentlich anders.
Die Resonanzkurve fiir die Auslenkungen ist sehr schmal. Die dyna-
mische Auslenkung ist gréBer als die doppelte statische Auslenkung

nur in dem kleinen Bereich von etwa 6,2 <g— < 6,3. Die Resonanz-
1

kurve fiir das gréBte Biegemoment dagegen ist auch in der Umgebung
der zweiten Resonanz verhiltnismafig breit, und das dynamische Biege-
moment ist z. B. groBer als das doppelte statische Biegemoment in

dem Bereich von etwa 6,0 < g; < 6,5. Alle diese Tatsachen werden

auch von den Niherungsformeln (58) und (59) richtig wiedergegeben.
Sie sind also in einem gewissen Bereich der Erregerfrequenz geeignet
zur Berechnung der dynamischen Auslenkungen und Biegemomente
auch dann, wenn die strenge Methode versagt, also bei inhomogenen
Stdben. Im Fall eines inhomogenen Stabes erfolgt die Berechnung der
dynamischen Auslenkungen und der dynamischen Biegemomente in
ganz entsprechender Weise. Es eriibrigt sich daher, die Durchrechnung
eines Beispiels wiederzugeben. Fiir die erste Ndherung (54) ist lediglich
die Kenntnis der ersten Eigenfrequenz erforderlich, die mit Hilfe der
Naherungsmethoden von III, B ermittelt wird. Fiir die zweiten N#he-
rungen (48) und (51) miissen auBerdem noch die zweite Eigenfrequenz
und die erste Eigenschwingungsform bekannt sein. Die niherungsweise
Berechnung der zweiten Eigenfrequenz ist in III, B beschrieben, als
Niaherung fiir die erste Eigenschwingungsform ist etwa die Biegelinie
unter einer gleichmiBig verteilten Last zu nehmen.

13. Die Energiemethode fiir erzwungene Schwingungen.

Wir wollen jetzt die Energiebilanz fiir einen Stab anschreiben, der
unter dem Einflufl einer harmonischen Kraft je Lingencinheit

P(x,t) =p(x)sinwt

harmonische erzwungene Schwingungen mit der Kreisfrequenz w aus-
fiihrt, sodaB die Auslenkung gegeben ist durch

v(%x,8) = v (¥)sinwt.

Wir ermitteln zunichst die Arbeit der am Stabelement angreifenden
duBeren Kraft p(x,¢)dx, wenn sich der Stab aus der gestreckten
Lage in die Umkehrlage bewegt. Diese Arbeit betrigt
v () /2
d4,=dx f px,t)do(x,t)=p(x)dxv (%) f sin?pdy,
0 6

worin w¢ = y gesetzt ist. Das Integral hat den Wert  und man erhilt
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fiir die gesamte Arbeit der duBBeren Kraft wihrend einer Viertelschwingung

!
4, =3[ 2 @) (x) dx.
Die Arbeit der Trigheitskrifte pyw?v(x)sinwi¢ betrigt entsprechend

!
Ap=1[po?o?(x)dx.
3

Die Summe dieser beiden Arbeiten muB gleich sein der Forménderungs-
energie des Balkens mit der Auslenkung v(x), also gilt

l ! l
J‘E]vﬂzdy:wzf,uvzdx—{—fp(x)vdx. (63)
0 0 0

Diese Energiegleichung gilt auch noch angenihert, wenn an Stelle de:
wirklichen Schwingungsform v(x) eine davon nicht allzusehr abwei-
chende andere Biegelinie eingesetzt wird. Wir wollen annehmen, da8
die dynamische Biegelinie v (x) dhnlich ist der statischen Biegelinie v (%)
unter der Last (%), sodaB gilt

v (%) = v*o (x). (64)
Dies ist immer angenihert der Fall, wenn die Erregerfrequenz unter-
halb der ersten Eigenfrequenz liegt und von dieser geniigend ver-
schieden ist. AuBerdem gilt (64) auch oberhalb der ersten Eigenfrequenz
noch angendhert, wenn die Last p(x) eine Biegelinie erzeugt, die
ungefihr mit der ersten Eigenschwingungsform iibereinstimmt. Dies
ist z. B. bei der Endbelastung eines einseitig eingespannten Balkens
der Fall (vgl. das Beispiel in 12). Durch Einsetzen von (64) in (63)
erhdlt man unter Beriicksichtigung der Beziehung

I !
[EJv2dx = [pudx (65)
0 0
fiir v* die Gleichung
VS S (66)
Suvdx
1— w2} —

fEjo2ax
0

Diese Beziehung gilt angendhert fiir beliebige schwingende Lasten,
solange die Erregerfrequenz geniigend unterhalb der ersten FEigen-
frequenz liegt. Stimmt {iberdies die statische Biegelinie 7(x) ungefihr
mit der ersten Eigenschwingungslinie iiberein, so gilt bekanntlich

4
fEJw"2ax
0
wi< b, (67)
Juvrax
0
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und man bekommt

T V. (68)

2

- ()

Wy
also die gleiche Formel, die in 11 bereits auf anderem Wege gewonnen
war, und deren Giite an einem Beispiel in 12 erwiesen wurde. Das

Verhiltnis M* des dynamischen zum statischen Biegemoment ist wieder
in erster Ndherung gleich v* zu setzen.

14. Der EinfluB von statischen Liangskriften auf die
erzwungenen Schwingungen.

Wir wollen die Energiegleichung dazu verwenden, um den Einflu8
von statischen Lingskriften auf die erzwungenen Schwingungen nihe-
rungsweise zu bertiicksichtigen. Wir nehmen an, daB im Stab eine Langs-
kraft N herrscht, die wiederum als Zug positiv gerechnet werden soll.
Die Arbeit der Lingskraft bei der Auslenkung wv(x) war bereits in
111, 18, (79) berechnet worden zu

/1
AleéofNde.

Die Energiegleichung (63) ist dann um dieses Glied zu erweitern, und
zwar ist die Arbeit der Lingskraft positiv, wenn sie als Druck wirkt

! ! 1 7
fE]'u”zdx=cu2f,u'u2dx+f?vdx—l\7fv’2dx. (69)
o 0 o b

Wir nehmen wieder an, daB sich die dynamische Biegelinie von der
statischen Biegelinie v(x) des lingskraftfreien Stabes nur um einen
konstanten Faktor unterscheidet:

v (x) = v*o (x). (70)

Dies ist sicher dann der Fall, wenn die absolut genommene Lingskraft
geniigend unterhalb der Knicklast liegt, und wenn die Erregerfrequenz
geniigend unterhalb der ersten Eigenfrequenz liegt. Durch Einsetzen
von (70) in (69) erhilt man unter Beriicksichtigung der Beziehung (65)
fir v* die Gleichung

1
v ; ; . (71)
fuv2dx for2ax
1— w? lO + N ; 0
JEJu2ax JEJw2adx
0 0

Wie man durch Vergleich mit (66) sieht, wird die Auslenkung vergréBert
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bei Druck, verkleinert bei Zug. Stimmt die statische Biegelinie 7(x)
des langskraftfreien Stabes unter der Last p(x) iiberdies ungefihr mit
der ersten Eigenschwingungsform iiberein, so gilt (67). Stimmt die
statische Biegelinie 7(x) auch angenihert mit der Knicklinie iiberein,
so gilt, wie in III, 18, (85) gezeigt wurde, fiir die Knicklast N, die Be-

ziehung ,
JEJv2ax
Ny~ . (72)
fv’2 ax
0

Wir erhalten dann durch Einsetzen von (67) und (72) in (71) die ein-

fache Beziehung .
R (73)
N

1— (3) +

] Nk

Fiir @ = 0 geht diese Formel in die bekannte Vianellosche Formel fiir
die Auslenkung bei Knickbiegung iiber. Die Formel diirfte fiir die
meisten praktisch interessierenden Fille ausreichen. Es sei jedoch noch
einmal ausdriicklich auf die Voraussetzung hingewiesen, dafl die sta-
tische Biegelinie ohne Lingskraft, die Eigenschwingungslinie und die
Knicklinie ungefdhr die gleiche Form haben. Die Formel gilt dann nur
fiir Eigenfrequenzen, die geniigend weit unterhalb der zweiten Eigen-
frequenz liegen (vgl. Abb. 134 in 12).

V. Die Berechnung von
Ausgleichsschwingungen.

A. Ausgleichsschwingungen infolge plétzlicher
Lastdnderungen.

1. Das Stabwerk unter dem EinfluB allgemeiner zeitlich
verdnderlicher Lasten.

Die Methode zur Berechnung der Bewegung eines Stabwerkes unter
dem EinfluB irgendwelcher duBerer Krifte und aus irgendeiner ge-
gebenen Anfangslage und Geschwindigkeit des Systems mit Hilfe der
Normalgleichungen ist in II, 23 ausfithrlich dargestellt worden. Wir
fassen das Ergebnis noch einmal zusammen: Die Auslenkung an der
Stelle x zur Zeit ¢ 148t sich darstellen durch die gleichmiB8ig und absolut
konvergente unendliche Reihe

v (x,8) = 3. (8) Vi (%) - ey
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Hierin ist V,(x) die %* FEigenschwingungsform des Stabes, die so
normiert sein soll, da die Beziehung

!
OfV%(x)/uix=1 @)

gilt. v, (¢) ist die A* Normalkomponente der Bewegung. Sie hingt mit
der Auslenkungsfunktion v(x,#) vermittels

v, ()= Ju(x8) Vi(x)udx (8)

Cre e

zusammen. Die Normalkomponente v,(f) der Auslenkung ergibt sich
als Losung der Normalgleichung

Uy (£) + @fv, () = 61 (2) - (4)
Hierin ist w;, die k' Eigenkreisfrequenz und p,(f) die k** Normal-
komponente der duBeren Krifte. Bezeichnet $(x, ) die zeitlich und

ortlich verinderliche duBere Last je Lingeneinheit, dann ergibt sich
die k** Normalkomponente der Last aus

l
P () = Of PV (¥)dx. (5)

Will man umgekehrt aus den Normalkomponenten der Last diese selbst
bestimmen, so verwendet man die unendliche Reihe

b (%,1) =k=2'°1 5 ) Vi (%) e (6)

Nach den Ausfithrungen in I,5 laBt sich die Losung der Normal-
gleichung (4) schreiben in der Form

|4
vy (£) = v, (0) cos w,, ¢ + %T(,GO) sinw, t + %fpk () sin o, (¢ — &) A, (7)
0

v,,(0) ist die &t Normalkomponente der Anfangsauslenkung v(x, 0) zur
Zeit ¢ = 0 und wird nach (3) gewonnen durch

l
2(0) = J v (%,0) Vi () . (8)

7, (0) ist die &' Normalkomponente der Anfangsgeschwindigkeit ¢ (x, 0)
zur Zeit ¢ = 0 und wird ebenfalls nach (3) gewonnen durch

l
5(0) = [ 3 (5, 0V, (9) . (9)

Fir die praktische Anwendung sind die Biegemomente wichtiger als
die Auslenkungen. Wir wollen daher auch die Ausdriicke fiir die bei
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der Bewegung entstehenden Biegemomente angeben. Wir bezeichnen
mit M (», £) das Biegemoment zur Zeit ¢ an der Stelle x. Dieses Biege-
moment hingt mit der Auslenkung v(x, #) vermittels

WM (x,8) = — " (5, ) EJ (10)

zusammen. Wir bezeichnen weiter wie frither mit ,(x) das zur
k*» Eigenschwingungsform gehorende Eigenbiegemoment, fiir welches
die Beziehung gilt

My (x) = —Vi (%) EJ . (11)

Differenzieren wir die Reihe (1) zweimal nach x und multiplizieren sie
mit E J, so erhalten wir fiir das Biegemoment die Reihe

oo

M (x,72) =kzi’v,c () My (%) - (12)
Wir miissen noch die Konvergenz dieser unendlichen Reihe sicher-
stellen. Wir haben in IT, 29 gesehen, daf sich die bei einer harmonischen
Schwingung auftretenden Biegemomente deuten lassen als Auslen-
kungen eines zugeordneten Stabwerkes, dessen Massenverteilung gleich
dem reziproken Wert der Steifigkeit und dessen Steifigkeit gleich dem
reziproken Wert der Massenverteilung des urspriinglichen Stabwerkes
ist, wobei die Randbedingungen fiir die Durchbiegung mit den Rand-
bedingungen fiir die Biegemomente des urspriinglichen Stabwerkes iiber-
einstimmen miissen. Da nun gezeigt war, dal3 sich alle gewissen prak-
tisch unwesentlichen Beschriankungen unterworfenen Funktionen nach
den Eigenschwingungsformen eines Stabes in eine gleichmaBig und
absolut konvergente Reihe entwickeln lassen, gilt dies auch fiir die
Eigenbiegungsmomente. Diese stimmen ndmlich mit den Eigenschwin-
gungsformen des zugeordneten Systems iiberein. Die Entwicklung (12)
mul} also konvergent sein. Die Eigenschwingungsformen geniigen im
ibrigen der Orthogonalitdtsbedingung

l
[V, )V (x)pdx =0 fir i<k, (13)
0

Fiir die Eigenschwingungsformen des zugeordneten Systems bzw. fiir
die Eigenbiegemomente des urspriinglichen gelten die entsprechenden
Orthogonalititsbeziehungen

1
gj_zt—("’h)%’.ﬁﬂdx=0 fur 14k. (14)

0

An Stelle der Normierungsbedingung (2) fiir die Eigenschwingungs-



Ausgleichsschwingungen infolge pl6tzlicher Lastinderungen. 2. 287

formen tritt die Normierungsbedingung fiir die Eigenmomente
!
M (x) dx

L dx = o} (15)

Dies geht daraus hervor, daf3

l
SOV () p V(%) dx = 0}
0

die doppelte Formanderungsarbeit der £** Eigenschwingungsform ist,
die bei starren Lagern auch in der Form

1

M3 (%)

E]d

0
geschrieben werden kann.

Wenn an Stelle von Anfangsverschiebungen Anfangslasten gegeben
sind, ist zur Bestimmung der Anfangsnormalkomponenten v,(0) an
Stelle von (8) die Verwendung einer anderen Beziehung zweckmaBig,
die man mit Hilfe der Arbeitsgleichung II, 19, (62) aus (8) gewinnt.
p(x,0) sei die zur statischen Auslenkung v(x,0) gehdérende Last,
w2V, (x) ist die zur Auslenkung V(%) gehorende Last. Die Arbeits-
gleichung liefert daher

f,uw Vielx)v(x, O)dx—fp(x 0)V,(x)dx,

also ist

(0 -fz><x 0) Vilmdx = P8V (16)

2. Plotzliche Entlastung.

Bei der plstzlichen Entlastung sind die Schwingungen eines Stab-
werkes zu untersuchen, das zur Zeit ¢ unter dem EinfluB der Belastung
eine gewisse Auslenkung besitzt und dann eine von duBeren Kriften
freie Bewegung ausfithrt. Aus 1, (7) folgt fiir die Normalkomponenten
der Bewegung v, (£) = v,,(0) cos wy £ .

Die v,(0) ergeben sich aus der Anfangslast p(x,0) vermittels 1, (16).
Die Gesamtbewegung nach einer zur Zeit ¢ = 0 erfolgten plétzlichen
Entlastung ist also nach 1, (1) gegeben durch

!
v (%, t)=2 Ve (%) coifgktfp(x, NV, . (x)dx. (17)
6

k=1
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Die Biegemomente werden nach 1, (12) dargestellt durch

(3, ) = 3/ () 20 fp(x OV.@ds. a8

k=1

Die statische Auslenkung zur Zeit ¢ = 0 betrigt

v (x, 0)=2

Das Biegemoment zur Zeit ¢ = 0 infolge der Lasten p(x, 0) ist

1
fp(x 0) Vi ( (19)
0

o

M (x, 0) = 3 = E”’fp (%, 0) V(%) dx (20)
k=1

B)
W

Wir wollen aus diesen allgemeingiiltigen Formeln zunédchst einen Satz
iber die potentielle Energie des Systems wihrend der Ausgleichs-
schwingungen ableiten. Die Energie ist bei starrer Lagerung gegeben
durch

2A(z>=fgm ok ”dx—ZZf%m 5 BBy b,

0 k=1 i=1§

Wegen 1, (14) und 1, (15) erhilt man hieraus

<)

2 2 ¢
A= Ly Pk»‘?"f% L (21)
k=1

w

Die Energie zur Zeit ¢ = 0 betrigt

1 v p
:2_2&7. (22)

Durch Vergleich von (21) und (22) erkennt man, daf die potentielle
Energie des Systems wihrend der Bewegung nach der Entlastung
immer kleiner oder hdchstens gleich der potentiellen Energie zu Beginn
der Bewegung sein kann, da cos? w;¢ nur kleiner oder hochstens gleich
Eins werden kann?.

Uber Auslenkung und Biegemoment wihrend der Ausgleichsschwin-
gungen l4Bt sich sagen, dafl die Absolutbetrige ihrer GréBtwerte sicher

0 | 230

1 Dieser Satz gilt im fibrigen auch fiir elastische Lagerung, wie man unter
Beriicksichtigung von II, 19, (61) ohne weiteres einsieht.
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nicht gréBer werden koénnen als

S

k=1

Max v () | < 3] L7212 l
und J (23)

Max |9 ()| < 3 Vel 1Pl

k=1

£

Dagegen kann man von der Auslenkung und dem Biegemoment im
allgemeinen nicht sagen, da sie nicht groBer werden kénnen als zu
Beginn der Bewegung. Immerhin wird eine wesentliche Uberschreitung
der Anfangswerte nicht stattfinden, da die potentielle Gesamtenergie
den Anfangswert niemals iiberschreiten kann. Wir werden das an einigen
Beispielen zeigen.

3. Beispiele fiir plotzliche Entlastung: Der zweifach
gestiitzte Stab mit Einzellast in der Mitte.

Wir untersuchen zunichst die Bewegung und die Beanspruchungen
in einem homogenen, zweifach gelagerten Stab, der in der Mitte mit
der Einzellast P belastet war und plétzlich entlastet wird. Die nor-
mierten Eigenschwingungsformen dieses Stabes sind, wie in II, 21
gezeigt wurde, gegeben durch

2 . x
Vk(x):]/msmknT, k=1, 2,..., (24)
die Eigenkreisfrequenzen durch
2 1/E
v, =5 7’ E=1,2,... (25)

Die Eigenmomente erhilt man also zu

Wy ()= —EJVI(x)=E]J %ﬁl;‘fsmkné. (26)

Die grofiten Ausschlige und Biegemomente sind in der Stabmitte zu
erwarten. Wir wollen daher lediglich die Auslenkung und das Biege-
moment der Mitte berechnen. Die Normalkomponenten der AduBeren
Kraft P betragen

!
br=PV, (5) , (27)
denn wir kénnen die Einzelkraft- P ersetzen durch eine sehr groBe, an

l
der Stelle x = 5 konzentrierte Kraft p(x) je Langeneinheit, sodaB

l
Ofp(x)dx =P (28)

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 19
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ist. Die Funktion V,(x) dndert sich dann in dem kleinen Bereich, in
dem ¢ (x) von Null verschieden ist, nur unwesentlich, und man kann
Vi(x) in dem Ausdruck

l
P = Of P (%) V(%) dx

vor das Integralzeichen nehmen, sodal unter Beriicksichtigung von (28)

der Ausdruck (27) fiir die Normalkomponenten der #uBeren Last P
l .

entsteht. Die Durchbiegung an der Stelle x = - ist dann nach 2, (17)

gegeben durch

[=o]
I . Y 1,0 [ 1\ coswgt
2(3 =P 7 (z) et

woraus man wegen

1 2 k1
V,c(g):]/ﬁ(—l)z, k=1,3,5,... (29)
Vk<é>:0, E=2,4,6, ...

erhalt

1
» k

o]
l 2P XV coswgt
v(z1)

o = P
2 = i

Hierin bedeutet Y’ Summation iiber alle ungeraden k. Fiir die Eigen-
k=1
kreisfrequenzen des Stabes gilt @, = k2w, = k2 i—ﬂ , wo T, die Schwin-
1
gungsdauer der niedrigsten Eigenschwingung ist. Bezeichnen wir schlieB-
lich das Verhiltnis der seit der Belastung verflossenen Zeit ¢ zu der
Schwingungszeit 7', der ersten Eigenschwingung mit
t

* o
¢ =7

so nimmt der Ausdruck fiir die Auslenkung in Balkenmitte unter
Beriicksichtigung von (25) die Form an

[ee]
! 2PB ! cos 27 k2 t*
v<'§‘,t>=ﬂ4E]l§ 7 .

Die statische Auslenkung in Balkenmitte infolge der Last P betrigt

— /1 PB

v <?) ~4E]"
Das Verhiltnis der dynamischen zur statischen Durchbiegung nach
der Entlastung des Balkens ist also

! 96 co’(:os.?azlirzt*
v (5. 1) = 2 e (30)
k=1
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l
Das Biegemoment an der Stelle x = - ist nach (18) gegeben durch

*JJE(—_Q—,t):PL;?Sﬁ,;(%)I ( )“’5“’”. (31)

Die Eigenmomente an der Stelle x = - heilen nach (26)

7
)kzﬂz ._1
EJV 2, k=1,3,5,..., 2

932,6(?)=0, E—=2,4,6,...,

und durch Einsetzen von (32) und (29) in (31) erhilt man, wenn man
noch (25) beriicksichtigt,

c©
i 2P1 ! cos 2 7 k2 1¥
%(?, t>:-ﬂ—2 k2 .
k=1

Das statische Biegemoment unter der Last P betrigt
! Pl
W(y) =7

also ist das Verhiltnis des dynamischen zum statischen Biegemoment
nach der Entlastung des Balkens

[e'e]
8 1 cos 2 ; k2 1%
)= B (33)

!
%E(;,t

Um uns einen Uberblick iiber den Verlauf der dynamischen Auslenkung
und des dynamischen Biegemomentes zu verschaffen, wollen wir nur
solche Zeiten ¢ betrachten, die ein ganzes Vielfaches von einem Zehntel
der Grundschwingungsdauer sind. Es soll also

14 "
sein, wo # eine ganze Zahl ist. Wir haben dann nach (30) und (33)

B2
®© cos2m—n

vE (i n) — % Zl 10 (34)

27 t k4
k=1
und
2 kz
0S 270 —
8 ﬁ’ 10 .
ser( )= Y (35)
k=1

MaBgebend fiir die Werte des Kosinus sind lediglich die Unterschiede
zwischen den £2/10 und der nichsten ganzen Zahl ¢, d. h. es ist
k2
cos‘)nﬁn = cosZn(E — q)n
19*



292 V. Die Berechnung von Ausgleichsschwingungen.

Die Quadrate der ungeraden Zahlen haben als letzte Ziffer entweder
1,9 oder 5, also betrigt der Unterschied von %2/10 gegen die nichste
ganze Zahl entweder 4+ 0,1, —0,1 oder 0,5. Da der Kosinus von einem
positiven Argumentwert gleich dem Kosinus desselben negativen Argu-
mentwertes ist, gilt also entweder
2
cos2mocm=cos2x0ln fir k=1,3,7,9,11,13,17,...
oder (36)

cos2ﬂ];0n_cos2n05n fir 2=5,15, 25, ...,

und zwar trifft die letzte Beziehung fiir alle diejenigen ungeraden 4
zu, die durch 5 teilbar sind. Fiir die dynamische Auslenkung und das
dynamische Biegemoment erhilt man durch Einsetzen von (36) in (34)
und (35)

7 S n
v%(ﬁ, n>=?§[0052n Z ];;-1—0052%%2 EII;I: (37)
=1 k=5
4 8 n a1 n o 1
Mz (?’ n) = [cos,,y'z10 2 et (:05275?]:%7 ﬁ]. (38)

Hierin bedeutet " die Summe iiber alle durch 5 teilbaren ungeraden
k=5

Zahlen, Zoo"" die Summe {iiber alle nicht durch 5 teilbaren ungeraden
F=1
Zahlen. Die in (37) und (38) stehenden unendlichen Summen lassen

sich leicht berechnen. Es ist
5 11
.—-’ 34

die Riemannsche Zetafunktion, die tabuliert vorliegt!. Die Summe iiber
die reziproken %" Potenzen aller geraden Zahlen ist somit

o 1 1
k;l @R 2

und die entsprechende Summe iiber alle ungeraden Zahlen

=00 (1= 5)-
k=
Weiter ist '
1 v 1 1\¢ ()
2(5[;)1':_27E— <1“7> 5
r=1 k=5

1 Vgl. z. B. J. P. Gram: Tafeln fiir die Riemannsche Zetafunktion. Kopen-
hagen 1925.
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die Summe iiber die reziproken #**® Potenzen aller durch 5 teilbaren
ungeraden Zahlen und

S Lo (1- 5y (1= 2)ew
k=1

die Summe iiber die reziproken 7*" Potenzen aller ungeraden, nicht
2 4

durch 5 teilbaren Zahlen. Mit £(2) = % und Z(4) = g5 (vgl. FuBnote 2

auf S. 292) ergibt sich

[o]

St
kt T 96 625°
k=1

!
625’

” 1
BE

l\ﬂ 8

&
Il
o
o
g3
—_
o
©
=

1”1 a2 071 a1
P T P
k=1 k=5
und durch Einsetzen in (37) und (38)
l 624 1
v},‘;(?,n)=@cos2n%—l—%c052n%=f(n), (40)
l 24 n 1 n
9)@(?,%)=2—5cos2nm+%cos2n?=g(¢z). (41)

Es sei noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, daB diese ein-

Tabelle 32.
4 B ME=g(n) | vE=/(n)
2 62

n|cos2mo,1% | cCOosS2mO,5% 2;5}/1 +2I_5B é;/l-]—é:—s
1| + 0,80902 — 1 + 0,73666 -+ 0,80612
2 | + o0,30902 41 + 0,33666 -+ 0,31012
3 | — 0,30902 — 1 — 0,33666 — 0,31012
4 | — o0,80902 41 — 0,73666 — 0,80612
5 | — 1,00000 —1 — 1,00000 — 1,00000
6 | — 0,80902 41 — 0,73666 — 0,80612
7 | — 0,30902 —1I — 0,33666 — 0,31012
8 | + o,30902 +1I + 0,33666 + 0,31012
9 | + 0,80902 — 1 + 0,73666 + 0,80612
10 | + 1,00000 +1 -+ 1,00000 + 1,00000

fachen Beziehungen lediglich fiir ganze Zahlen # gelten, also fiir
t _1 2 3
T:; = E » 70 E 3 e e ee

Immerhin erhilt man auch aus der Kenntnis der Auslenkungen und
des Biegemomentes in diesen diskreten Zeitpunkten einen guten Uber-
blick iiber den Verlauf der Bewegung. In Tabelle 32 ist (40) und (41)
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ausgewertet, in Abb. 135 aufgetragen. Der Verlauf der Biegeordinaten,
Kurve 1, ist fast genau cosinusférmig, der Verlauf des Biegemomentes,
Kurve 2, stirker schwankend. Man erkennt, daB sowohl die groBte
dynamische Durchbiegung wie auch das groSte dynamische Biege-
moment im Verlauf der Bewegung nicht gréBer wird als die statischen
Werte vor der Entlastung. Dies ist eine Besonderheit des gewihlten
Beispiels. Im allgemeinen kénnen die statischen Werte iiberschritten
werden, wie es das folgende Beispiel zeigt. Dagegen gilt allgemein der
im vorigen Unterabschnitt bewiesene Satz, daf die potentielle Energie
der dynamischen Auslenkungsform nie gréBer werden kann als der
statische Wert vor der Entlastung. Wie aus (30) und (33) hervorgeht,
ist der Verlauf der Bewegung streng periodisch mit der Periode T,

Yy

i [
v 92 g4 45

8
T

Abb. 135.

denn sidmtliche in der Summe enthaltenen Teilschwingungen haben
eine Schwingungsdauer, die ein ganzer Bruchteil derjenigen der ersten
Eigenschwingung ist.

4. Weiteres Beispiel fiir plétzliche Entlastung: Der einseitig
eingespannte Stab mit einer Einzellast am freien Ende.

Wir brauchen zunichst die Eigenschwingungsformen und die Eigen-
frequenzen des einseitig eingespannten, am anderen Ende freien Stabes.
Mit der frither immer verwendeten Abkiirzung

mk = wg_Ei‘j (42)
lautet die Differentialgleichung fiir die Eigenschwingungen [vgl. II,

21, (73)] B

2ot Velt) — miV,(3) = 0. (43)
Die Randbedingungen heien
Vi) = Vi) =Vy@) =V () =0.

Fihrt man fiir diese Randbedirigungen die entsprechende Rechnung
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durch, wie sie in II, 21 fiir den Balken auf zwei Stiitzen angegeben ist,
so erhilt man fiir die Eigenschwingungsformen den Ausdruck

&in (my 1) — sin (my, 1)
Cof (my 1) -F cos (my 1)

V(%) = »—1: [(Soi (my, x) — cos (m, %) +
Vu?
X (sin (my, x) — Sin (m, x))J , (44)
wobei die m;, die Wurzeln der Gleichung
Cof (my,8) cos (m, 1) +1=0 (45)

sind. Die Eigenschwingungsformen (44) sind so normiert, da
1
6f V2(x)pdx =1
gilt. Mit der ebenfalls frither schon verwendeten Abkiirzung
Ay =myl

erhdlt man fiir die Eigenfrequenzen die Beziehung

B 1/ET ,
wobei die Wurzeln der Gleichung (45) folgende Werte haben:
Ay =1,19372 -,
3, = 099610 27,
5n
Ay =1,00010 =7,
(47)
77
Ay = 1,00000 -,
2k —1).
A= §77_)ﬂ .

Von besonderem Interesse ist das dynamische Biegemoment an der
Einspannstelle und die dynamische Auslenkung am freien Stabende
nach der Entlastung. Wir erhalten nach 2, (17) und 2, (18) fiir diese
beiden GréBen die Beziehungen

vl ) =2 Vi)t T (48)
k=1
MO,8) = > MWy (0) (49)
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Fiir ¥ = / erhilt man aus (44) unter Beriicksichtigung der Beziehungen
cos? (my 1) + sin?(m,l) =1, }

Cof? (m;,]) — Gin? (m, ) = 1 (50)
den Wert
y () = 2Snoml sintml) 1

= Gof (mi D) + cos (mid) Yui

Wenn man diese Gleichung quadriert und den Hyperbelsinus und den
Kreissinus nach (50) ausdriickt, erhdlt man unter Beriicksichtigung
von (45)

4
Vi) =7
oder
2
Vi) =+ —.
wl) =% Vit (51)
Das Eigenbiegemoment an der Einspannstelle betrigt
” 2mi E
My (0) = —EJ V,C(O)z_%f. (52)

Bei der ersten Eigenschwingungsform sei die Kriimmung an der Ein-
spannstelle positiv, also das Biegemoment negativ. Dann ist die Aus-
lenkung am Stabende positiv. Bei der zweiten und bei den folgenden
Eigenschwingungsformen seien immer die Kriimmungen an der Ein-
spannstelle positiv, dann sind die Auslenkungen am Stabende abwech-
selnd positiv und negativ. Die zu den Eigenbiegemomenten (52) an
der Einspannung gehérenden Eigendurchbiegungen am freien Stabende
heien demnach unter Verwendung von (51)

2
Yut

Die Normalkomponenten p; der #uBeren, am freien Stabende angrei-

fenden Kraft P erhilt man wie bei dem vorangehenden Beispiel als

Produkt von P mit der Eigendurchbiegung an der Stelle x = /. Es
ist also

Vi () (=1)%*. (53)

b =—— (= 1**. (54)

Nach Einfithren von (54), (53) und (46) in die Gleichungen (48) und (49)
erhdlt man fiir die dynamische Auslenkung am freien Stabende und
fiir das dynamische Biegemoment an der Einspannstelle die Beziehungen

fee]
4 P8 Ccos Wy ¢

E 4 H
T r=1 At

v(l,8) =

M (0,8 = — 4 Pl (—1)t S02L,
k=1 k
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Die statische Auslenkung infolge der Last P betrigt
— P3
Das statische Einspannmoment infolge dieser Last ist

M(O)=—Pl.

Man erhilt also fiir das Verhiltnis der dynamischen zur statischen
Auslenkung und fiir das Verhdltnis des dynamischen zum statischen
Biegemoment nach der Entlastung die Beziehungen

2
g cos 2m %‘ t*
vE(l, 1) =12 — (55)
k=1 k
2
® cos 27 —%‘ t*
MEO ) =4 D] —— 5 (— L. (56)
k=1 g
Hierin ist
A2 2n ¢
wk=wIT§: wl:—ﬁ und t*:T;

gesetzt worden, wobei T, wieder die Schwingungsdauer der niedrigsten
Eigenschwingung bedeutet.

Wie die unter (47) angegebenen Zahlen zeigen, kénnen wir von
& =2 an sehr genau setzen

2k —1
}'Ic = l
und E=23,...
M (2R—1)7
A2 1,4250
Man kann also mit groBer Niherung schreiben
%
192 2 o7 1% %5y cos 2wk ;25
v*(l t):-—— cos 2mi R
B | 1,4252 = P ’
E3
® cos 2 k2 ——{— k-1
%7 16 | cos 2me* i 1,425 5
W (4.0 = 2= | 145 < k2 (=D .
’ k=3

Hierin bedeutet 3’ wieder die Summe iiber alle ungeraden % von
i=3
k =3 an. Wir wihlen jetzt die Zeitpunkte

1 1 2 3 n

1,425 10’ 10° 10’ """ 10
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aus. Dann ist wie im vorigen Beispiel

n .
" cos2n1—0- fir £2=1,3,7,9,11, 13,17,
cos2n1—0n= N
cos2n§ fir k=5, 15, 25,

Wir haben also mit denselben Bezeichnungen wie oben:

o0
192 rcos 2 & t* "] n ” 1
v (2, t):—nf[ 30306 -+ cos2n10u ﬁ—i—cos2n?2 754]
k=3 k=5
k—1
16 cos2nt* ‘7’” ——1 2
M%(0, t) = 2[ 14 +COS2”1024 —

+ cos2m (87)
Das Verhiltnis der dynamischen zur statischen Auslenkung ergibt sich
unter Verwendung von 3, (39) und 3, (40) bei Beachtung von 3, (37)
und 3, (38) zu:

* _@ cos 2 gt t*
Bl =" [ 2,0306

k7

1,425, (58)

¥
% f <ﬁ2—5> cos2m —=
Zur Berechnung des Verhiltnisses des dynamischen zum statischen
Biegemoment ist die Kenntnis der Summe
k-1
°_°7, (—1) 2
k2
k=1
erforderlich. Die Summe der ersten 50 Glieder ist 0,91596, die Summe
der ersten 51 Glieder ist 0,91606, also liegt der wirkliche Wert der Summe,
da es sich um eine alternierende Reihe handelt, zwischen diesen beiden

Tabelle
A B C D
T ¥ % t* t*
Y p— ¢ - —

[T, cos nI’425 cos 2 g<1 425> f(1,425>
o,.1425 -+ 0,80902 -+ 0,6253 + 0,73666 + 0,80612
0,2850 -+ 0,30902 —0,2181 + 0,33666 + 0,31012
0,4275 — 0,30902 — 0,9880 — 0,33666 — 0,3I012
0,5700 — 0,80902 —0,9061 — 0,73666 — 0,80612
0,7125 — 1,00000 —0,2334 — 1,00000 —— 1,00000
0,8555 — 0,80902 + 0,6129 — 0,73666 — 0,80612
0,9975 — 0,30902 -+ 1,0000 — 0,33666 — 0,31012
1,1400 + 0,30902 + 0,6374 + 0,33666 -+ o0,31012
1,2825 -+ 0,80902 —0,2028 -+ 0,73666 -+ 0,80612
1,4250 -+ 1,00000 —0,3910 -+ 1,00000 -+ 1,00000
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Zahlen. Nach einfacher Zwischenrechnung erhilt man aus (57) unter
Verwendung von 3, (41) bei Beachtung von 3, (38)

* _16[cos2me* % T
Die Beziehungen (58) und (59) gelten nur fiir
«_ L _ "
t* = 7. = 10 1,425,
wo # eine ganze Zahl ist. In Tabelle 33 ist (58) und (59) ausgewertet,
10
95—
49 7 7
¢
-95— 7 7
2
-10—
Abb. 136.

in Abb. 136 aufgetragen. Der Verlauf der Biegeordinaten, Kurve I,
ist wieder recht genau kosinusférmig, dagegen weicht der Verlauf der
Biegemomente, Kurve 2, erheblich davon ab. Man erkennt, daB das
Verhiltnis vom dynamischen zum statischen Biegemoment auch Werte
annehmen kann, die gréBer als Eins sind.

Wir wollen noch die gréBtméglichen dynamischen Auslenkungen
und Biegemomente ermitteln. Aus Tabelle 33 ist zu ersehen, daB3 der
groBte Wert der Funktion

i ¥ 9 Picd
56/ (Ta95) — 20527 o5

0,01468 betrigt. Das Verhiltnis der dynamischen zur statischen Durch-

33.
E v¥ K M;’;

—A 4 1,0147D + 0,4925 B 1,9711 E —A +0,9160C 40,7018 B | 1,6211 K
+ 0,3169 + 0,6246 + 0,3046 + 0,4938
—o0,1018 — 0,2006 —0,1537 —0,2492
~—0,4479 —0,8828 —0,6296 — 1,0206
—0,4552 —0,8972 —0,5017 —o0,8133
—0,1296 —0,2554 —0,0798 —0,1204
+ 0,2929 + 0,5773 + 0,5644 + 0,9149
-+ 0,4868 + 0,9595 + 0,6831 + 1,1074
<+ 0,3196 + 0,6300 + 0,4467 + 0,7241
— 0,0909 —o0,1792 —0,2766 —0,4484
—0,4241 —0,8359 —0,7093 —1,1498
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biegung kann also nach (58) im ungiinstigsten Fall

192 1
v (50506 T+ 0.01468) = 1,000 (60)

betragen. Der GroBtwert der Funktion

0,9160 (1.?25) 1, 425

betragt 0,134. Das Verhiltnis des dynamischen zum statischen Biege-
moment kann also nach (59) in dem ungiinstigsten Fall betragen

Max 3 = 2 (113 +0,134) = 1,36, (61)

Max vy =

cos 27 -

1,425
Obwohl die potentielle Energie der dynamischen Biegelinie
nach der Entlastung niemals gréB8er werden kann als die-
jenige vor der Entlastung, gilt dies keineswegs fiir die maxi-
male Beanspruchung. Die Bewegung nach der Entlastung ist nicht
streng periodisch, da die in den Summen (55) und (56) enthaltenen
Teilschwingungen nicht mehr Schwingungsdauern besitzen, welche in
rationalem Verhaltnis zueinander stehen.

5. Plotzliche Belastung und Sto8.

Es sei p, die k** Normalkomponente der zur Zeit ¢ = 0 plétzlich
aufgebrachten Last. Dann folgt aus 2, (7) fiir den Fall, daB zur Zeit

=0 die Auslenkung und die Geschwindigkeit Null waren,
¢

v, (£) = Pr >]‘sin w,(t—1t)dt = Pr = (1 —cosw,?).
(2373 /x

Setzt man diese Gleichung unter Beriicksichtigung von 1, (5) in 1, (1)

und 1, (12) ein, so erhdlt man fiir die Auslenkung und fiir das Biege-

moment bei plétzlicher Belastung mit den Lasten p(x) die Ausdriicke

xz‘:

(1 — cos e, ¢ fp (x)dx (62)

und

My
Mg (%, 8) = 2, w%ﬁ (1 — cos w, t)fp(x) V,(x)dx. (63)
k=1 i

Die statische Auslenkung und das statische Biegemoment der Last
$ (%) ist nach 2, (19) und 2, (20) gegeben durch
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Vergleicht man die Beziehungen (62) und (63) mit den entsprechen-
den Gleichungen 2, (17) und 2, (18) fiir die pl6tzliche Entlastung, so
ergibt sich, daB die folgenden Beziehungen gelten:

Vg =V — Vg, p=M — My,
oder, wenn wir durch die statischen Werte dividieren:
vy =1— v§, i =1—Mk.

Die Berechnung der Bewegung nach einer pldtzlichen Belastung bietet
also keine neuen Gesichtspunkte. Die groBte auftretende Auslenkung ist

Max vy = v + Max vy,

also die groBte potentielle Energie der Bewegung gleich der Summe
aus der potentiellen Energie der statischen Auslenkung und der gréten
potentiellen Energie der dynamischen Biegelinie bei der Entlastung.
Da diese gleich derjenigen der statischen Biegelinie ist, wie in 2 gezeigt
wurde, kann die potentielle Energie der Bewegungsform nach einer
plotzlichen Belastung nicht gréBer werden als die doppelte Form-
inderungsenergie der statischen Biegelinie. Das gilt nur fiir die Gesamt-
energie, dagegen kann die gréfite Durchbiegung und die gréBte Bean-
spruchung durchaus gréBer werden als die doppelten statischen Werte.
So ist z. B. in dem Fall des plétzlich am freien Ende belasteten ein-
seitig eingespannten Stabes das gréBtmogliche Verhiltnis des dynami-
schen zum statischen Einspannmoment nach 4, (61)

Max W% = 2,36 .

Wir wollen noch den Sonderfall anschreiben, daB3 die Last nur kurze
Zeit At wirkt und dann wieder weggenommen wird. Wir bringen zur
Zeit ¢ = 0 plotzlich eine Last p(x) auf den Stab und zur Zeit ¢ = A¢
plétzlich eine Last — p(x). Wir erhalten nach (62) fiir die Auslenkung

© 14
v (x, 1) =Z~V—’°wf%i’ (1 — coswyt — 1+ cos g (f — At))ofﬁ(x) V,(x)dx.
k=1

Wegen des rasch wachsenden Nenners w2 sind nur die ersten Glieder
dieser Reihe von Bedeutung. Wir kénnen also fiir kleine A# setzen:

sinw, At = w, A2,
cosw, At =1,

denn die hoheren Glieder, bei denen wegen wachsendem w, diese Be-
ziehungen nicht mehr gelten, sind bedeutungslos. Es ergibt sich daher:

[ee] l
v(x,t)zzv"w—(:)sin wktbletp(x)Vk(x)dx. (64)
k=1

In dieser Beziehung ist p(x) 4¢ der Impuls des StoBes.
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6. Der QuerstoB auf einen Balken auf zwei Stiitzen.

Wir wollen den Fall behandeln, daB auf die Mitte eines Balkens
auf zwei Stiitzen ein StoB wirkt, d.h. daB die Kraft nur wihrend
einer kurzen Zeit A¢ aufgebracht wird. Fiir die Auslenkung gilt dann
die Gleichung (64), die nach Einfithren der Eigenschwingungsformen
3, (24) und der Normalkomponenten der Kraft 3, (27) fiir die Balken-
mitte die Form annimmt:

[ee]
! 2P At ’ sin wy, ¢
7)(?,25)_ = X .

(4258
Fe1 I

Hierin bedeutet wieder ' Summation iiber alle ungeraden k. Der
£=1

gréBte Ausschlag wird erreicht nach der Zeit
= Tl =] 9 =— s s .
=% =7 Ty= ’

denn fir diese Zeit nehmen alle Sinusfunktionen in der Reihe den
Wert Eins an. Verwenden wir noch die Beziehung

W, = w k2,

so erhdlt man fiir den gréten in Balkenmitte auftretenden Ausschlag

[ce]
2P At 4
Maxv:—AE 1

oder mit

(vgl. entsprechende Rechnung in 3)
2P At

Max v = il o, 8

Die statische Durchbiegung unter der Last P in Balkenmitte betrigt

PB 1

Max'l):ﬁ;—g.

Also ist das Verhiltnis von dynamischer zu statischer Durchbiegung

Max v* = n? EJ let.
pit o
Fiihren wir hierin noch
atE
w% = ;”'l‘!]
ein, so ergibt sich
Max v* — 12w, 4¢

72
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oder, wenn an Stelle der ersten Eigenkreisfrequenz e, die Schwingungs-
dauer :

2n
I = ‘0
verwendet wird:
24 At
* . T T
Max v* = — R (65)

Es sei ausdriicklich bemerkt, daB3 diese einfache Formel nur fiir kleine

AT, gilt, da ja

2n At
1

At
1 b2 Ay 2
sm2azT1k ) k

und
2mAt
1
gesetzt war. Die Beziehung (65) kann verwendet werden zur Berechnung
des maximalen Ausschlags infolge eines RiickstoBes, wenn vom Balken
eine Masse M mit der Geschwindigkeit ¢ abgeschleudert wird. Der auf
den Balken ausgeiibte Impuls ist dann

cos Ral

PAt=Mc.
Wir haben also
24 Mc
Ma.X'U* S ; PTl .

Wir bezeichnen das Verhdltnis der dynamischen Auslenkung zu der
statischen Auslenkung, welche der Stab infolge der ruhenden Masse M
haben wiirde, mit

P
Max vt = Max v* ——
Mg

und erhalten fiir dieses Verhiltnis

24 ¢
T:——
Max v % T

(66)

Die Berechnung der Beanspruchung infolge eines StoBes ist nicht
moglich, solange die Art des StoBvorganges unbekannt bleibt. Fiir
abnehmende StoBzeit At strebt das Biegemoment an der StoBstelle
nach unendlich. Ein MaB fiir die StoSbeanspruchung ist das Biege-
moment an der StoBstelle im Augenblick des groBten Ausschlags. In
erster Ndherung ist wieder wie friither bei den erzwungenen Schwin-
gungen das Verhidltnis des dynamischen zum statischen Biegemoment
gleich dem Verhiltnis der dynamischen zur statischen Auslenkung,
ilt
SOdaE &l Max Mt 22 2
w gl
Es sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, da8 bei kurzen StoS-
zeiten das Biegemoment am Ende der StoBperiode diesen Wert tiber-
treffen kann.
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B. Ausgleichsschwingungen infolge bewegter Lasten.

Wir wollen in diesem Abschnitt den Einflu8 von Lasten untersuchen,
welche sich iiber das Tragwerk hinwegbewegen. Falls sich die Last
unendlich langsam fortbewegt, nimmt das Tragwerk in jedem Augen-
blick die zu der augenblicklichen Laststellung gehorige statische Aus-
lenkungsform ein. Bei nicht unendlich kleiner Lastgeschwindigkeit aber
entstehen Ausgleichsschwingungen, mit deren Berechnung wir uns be-
fassen wollen. Wihrend in den vorangehenden Abschnitten dieses
Buches die Ausfiilhrungen meist ziemlich allgemein gehalten werden
konnten, miissen wir uns wegen der bedeutenden rechnerischen Schwie-
rigkeiten hier auf die Besprechung eines Sonderfalles beschrinken.

7. Der Balken auf zwei Stiitzen unter dem EinfluB einer
gleichféormig bewegten Einzellast.

Wir betrachten einen Balken auf zwei Stiitzen von konstantem
Trigheitsmoment J und konstanter bezogener Masse u, iiber den sich

2 eine Einzellast P mit der Geschwindig-
< @=ot—= keit ¢ hinwegbewegt. Zur Zeit ¢t =0 moge
— 7 £ die Last gerade den Balken am linken
h l =1 Auflager betreten, zur Zeit ¢ befindet sie
K24 sich dann an der Stelle x = ¢¢ des Balkens

Abb. 137. (Abb. 137). Die von der fahrenden Last

verursachten Schwingungen des Balkens sind zu bestimmen.

Wir 16sen die Aufgabe mit Hilfe der Entwicklung des Schwingungs-
vorgangs nach den Eigenfunktionen des Systems. Nach 1, (5) ist die
k'** Normalkomponente der Belastung p(x, {) gegeben durch

7
i @) =Ofp (®, &) Vy (%) dx.

Die rechte Seite dieser Beziehung 148t sich deuten als Arbeit der Lasten
p(x,¢) an den Auslenkungen V;(x). Im Falle einer Belastung durch
eine Einzellast ist diese Arbeit dargestellt durch das Produkt aus der
GroBe der Einzellast und der Verschiebung V(&) ihres Angriffspunktes
x = §&. Wir erhalten also als k* Normalkomponente einer bewegten
Einzellast (§ = c?).

() = PV, (c?), (67)

solange die Last P sich noch auf dem Balken befindet, also ¢¢ <[ ist.
Fir groBere Zeiten verschwinden simtliche. Normalkomponenten der
Last.
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Die normierten Eigenschwingungsformen eines Balkens auf zwei
Stiitzen sind nach 3, (24) gegeben durch

Vi (x) = VE sin @: (68)

u
und somit ist

krmct
’

pk (t) = Pl/% Sin 1

(69)

und die &* Normalkomponente der Bewegung geniigt nach 1, (4) der
Differentialgleichung

kmet

G (1) + 0f o, () = P )/ Zsin 22 (70)

Die den Anfangsbedingungen v,(0) = 0, ¥,(0) = 0 geniigende Losung
dieser Differentialgleichung lautet unter Beriicksichtigung von

Mat EJ
of = - 3, (25)
und bei Gebrauch der Abkiirzungen
!
V= E_[ (71a)
und
u
o= CZVE?: (71 b)
PI2IY2ul . kmet o . k2mict
U () =322 (kzgo&) {sm it } (7lc)

Die Auslenkung zur Zeit ¢ an der Stelle ¥ wird dann nach 1, (1) dar-
gestellt durch die unendliche Reihe

v (x’ t) = Lg’l Y (t) Vk (x),
die mit
cly/ w
==V (12a)
fiir die Losung unserer Aufgabe die Beziehung liefert

- sinkn” ﬁsink kmct

2Py . kax I
v(x, t) =—1 Zsm 7; ﬁlz

—_ 4 _—

= m(1 <k)>

AN

(72b)

Bei der Diskussion dieser Beziehung ist zu beachten (was in der ein-
schldgigen Literatur nicht immer mit der wiinschenswerten Klarheit
hervorgehoben wird), daB sie nur solange giiltig ist, als die Last sich
.auf dem Balken befindet. Nachdem die Last den Balken verlassen hat,

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 20
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fithrt er freie Schwingungen aus, die durch eine andere Formel dar-
gestellt werden.

Aus (72b) ergibt sich, daB das dynamische Verhalten des Balkens
hauptsichlich vom Werte der dimensionslosen GréBe f abhingt. Bei
den tiblichen Abmessungen der als Triger auf zwei Stiitzen ausgebilde-
ten Eisenbahnbriicken schwankt nach F. Bleich! der Wert von f
zwischen 135 und 455 des in m/sek ausgedriickten Zahlenwertes der
Lastgeschwindigkeit ¢, wobei der erste Wert fiir kleinere Spannweiten
(etwa 20 m), der zweite fiir gréBere Spannweiten (etwa 150 m) gilt.

In unserer Losung ist auch die statische Durchbiegung unter einer
ruhenden Einzellast P, welche im Punkte x = & angreift, enthalten.
Wir brauchen lediglich ¢ = 0 zu setzen und ¢ so unendlich werden zu
lassen, daB die Last trotz ihrer unendlich kleinen Geschwindigkeit
gerade im Punkte x = & angekommen ist, d. h. wir setzen in unserer
Formel fiir ¢¢ die GroBe & ein und fiir § den Wert Null. Man erhilt
somit fiir die statische Durchbiegung v,(x, &) an der Stelle x infolge
einer Einzellast P an der Stelle & die Darstellung

Vg (%, &) = —— (73a)

k=1
Mit ¥ =¢§ = 5 ergibt sich hieraus die gréfte Durchbiegung eines in

der Mitte belasteten Balkens zu

vs<%,é—>=2Pl21,{1+3l4+5i4+“'}' (73D)

it

Man erkennt, daB3 der EinfluB der hoheren Glieder dieser Reihe sehr
gering gegeniiber demjenigen des ersten ist. Dieses erste Glied allein

ergibt ndmlich
1 2pn2y Py
Ys ( PR ‘2‘) N M ge (73¢)

P2y
welcher Wert dem genauen _’41§l‘ schon recht nahe kommt. Vernach-
lassigt man in entsprechender Weise die hoheren Glieder in der Ent-
wicklung (73a), so erhidlt man fiir die statische Durchbiegung der

Mitte eines bei x = & belasteten Balkens
! 2pPI2)
v, <§, 5) A —sin EZ—E (73 4d)

Wir bestimmen nun die Durchbiegung der Mitte des Trigers bei
fahrender Last in dem Zeitpunkt, in welchem die Last bei ¥ = & an-

2
1 Bleich, Fr.: Theorie und Berechnung eiserner Briicken, S. 55. Berlin 1924.

. . . l
gekommen ist. Wir haben also in Formel (72b) ¥ = - zu setzen und
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erhalten

kBmct B . kkmct
sin — n

! 2P121 - . ka: I SR T
R
- 1= (%)
Vernachlissigt man in diesem Ausdruck wiederum alle Glieder bis auf
das erste und ersetzt auBerdem auf der rechten Seite in dem Glied

k [ . .
sin 7;6 den Wert c¢¢ durch &, so ergibt sich
! 2PI2) ; et
v<§,t>mm{ /3511‘1 J

oder unter Beriicksichtigung von (73¢) und (734)

2° 2

! &>
”3<?’5 1IN B . met
“(z 3)

l
v<?,t)NW-— l_ﬁzsln ﬁl.

Das Argument

(74)

des Sinusgliedes auf der rechten Seite kann auch

ﬁ

geschrieben werden in der Form worln ¢ = T die Zeit bedeutet,

7

BY
welche die Last zum Durchlaufen der Tragerspannweite bendtigt. Da
die soeben abgeleiteten Gleichungen, wie oben ausdriicklich hervor-
gehoben wurde, nur solange gelten, als sich die Last noch auf dem
Balken befindet, liegen die zuldssigen Werte von £/ zwischen 0 und 1.
Bei einer Lastgeschwindigkeit von 24 m/sek hat § nach den obigen An-
gaben fiir eine Briicke von 20 m Spannweite etwa den Wert § = 0,06.
Das Argument durchliuft also, wihrend sich die Last iiber die Briicke
bewegt, die Werte 0 bis etwa 157, das heifit die Sinusfunktion auf der
rechten Seite von (74) nimmt in dieser Zeit wiederholt den Wert — 1

an. Wir erhalten daher eine obere Schranke fiir v (2 , t), wenn wir der

Sinusfunktion auf der rechten Seite den Wert — 1 beilegen. Da weiter
J I . o . . . .

Vg (7, §> fir &= - seinen GroBtwert annimmt, gewinnen wir die

Abschitzung

2°2)1=p " T 1-8 ° (75)
Man erhilt also einen Niherungswert fiir die gréte Durchbiegung in
Trigermitte unter einer bewegten Last, indem man die gréBte Aus-
lenkung unter der unendlich langsam iiber den Balken fahrenden Last

(1 z> 1+ v(%é>

i
max v <—2—,t> R U

mit dem dynamischen Faktor I_i_ﬁ multipliziert. Fiir den oben

zugrunde gelegten Zahlenwert ergibt sich somit eine Erhéhung der
Durchbiegung gegeniiber dem statischen Wert um etwa 6%.
20*
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Wir legen uns noch die Frage nach der anschaulichen Bedeutung
der GriéBe § vor. Aus der Definitionsgleichung (72a) ergibt sich unter
Beachtung von 3, (25)

ca 12 27 ¢ Ty

b=7m= l/Ej“ml o, 21 277 (76)
worin Ty = Z—ﬂ die Schwingungszeit des Grundtons und ¢ wie oben die
1

Zeit bedeutet, welche die Last zum Uberschreiten des Balkens braucht.

Im Fall B =1, wenn also die Uberfahrtdauer der Last gleich der
halben Grundschwingungsdauer des Balkens ist, nimmt das erste Glied
der Summe (72b) die unbestimmte Form 0/0 an und die Abschitzung
(75) ist nicht brauchbar. Man kann zeigen, daB in diesem Falle eine etwa

55prozentige Erhéhung der gréBten statischen Durchbiegung v, (é— ) —é—)

zu erwarten ist. Da jedoch mit Riicksicht auf die {iblichen Lastgeschwin-
digkeiten so groBe f-Werte nicht in Frage kommen, verzichten wir auf
die Ableitung dieser Beziehung.

Die Gleichung (75) kann zur Abschitzung der dynamischen Wirkung
einer bewegten Einzellast auch dann verwendet werden, wenn es sich
um einen Balken mit verdnderlicher Steifigkeit und veridnderlicher
Masse handelt. Man hat dann lediglich die Grundschwingungsdauer
dieses Balkens zu ermitteln und f nach der Beziehung (76) zu be-
rechnen.

Wir bestimmen noch die Biegemomente bei bewegter Last. Aus
Gleichung (75) erhdlt man durch Differentiation nach x

(o0}
2P1 . kmx
m =

W (x, 1) = — EJ o' (x, 1) =
2 p=1
n]encl B kE kmct

VR Rl (77)

/3 2
#(1-(5))
In ahnlicher Weise wie oben kénnen aus dieser Beziehung auch die

Biegemomente bei statischer Lastwirkung entnommen werden. Es ist
demnach

sin ——ﬂx sin k___n{-‘
2Pl v !
M, (%, & =,

(78a)

eine Reihendarstellung fiir das statische Biegemoment an der Stelle x
unter dem EinfluB einer Einzellast P, welche an der Stelle & angreift.
Das groBte Biegemoment des in der Mitte belasteten Balkens ergibt
sich hieraus zu

X

1o 2P
3=

THESNERE (78b)
g il
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Man erkennt, daB diese Reihe wesentlich schlechter konvergiert als die
entsprechende Reihe (73b). Bei der Herleitung einer Abschitzung fiir
das gr6Bte Biegemoment unter der fahrenden Last muB man daher
etwas anders verfahren als bei der Herleitung der Abschitzung (75)
fiir die groBte Auslenkung. Gleichung (77) kann auch geschrieben werden
in der Form

. kmnxy . kRmct knx . kR Rmct
® sin sin —— ® sin i

N TR YD) R SN )

2@ e o)

Das groBte Biegemoment in der Trigermitte ergibt sich, wenn die Last
. . i l .

etwa die Trigermitte erreicht hat, wenn also » = 5 und ¢¢ = 5 ist.

Wenn wir fiir diesen Augenblick im Nenner der ersten Summe von (79)

2
an Stelle von 1 — (—fj—) schreiben 1 — 2, so werden bis auf das erste

Glied alle Summenglieder vergréfert, also die Summe zu groB an-
gegeben. Nach (78Db) ist aber der so fiir diese erste Summe erhaltene Aus-
A P 1
2’ 2)
diert durch 1 — 2. Die zweite Summe von (79) enthilt im Nenner 3,
konvergiert also besser als die erste Summe, welche nur %2 im Nenner
enthdlt. Beriicksichtigt man daher von dieser zweiten Summe nur das
. Rk kmet s e
erste Glied und setzt fiir sin 5 _g_z;_ wiederum den ungiinstigsten
Wert — 1 ein, so erhdlt man die Abschitzung

druck gerade gleich dem statischen Biegemoment 3¢, ( — divi-

1 1\ 2PI 8
ST R T SRR
o, (L, L

Die dynamischen Faktoren fiir Durchbiegung und Biegemoment sind
also hier ungefihr die gleichen.

Da bei den Rechnungen dieses Abschnitts die Last stets als masse-
los vorausgesetzt wurde, konnen die Abschitzungen (75) und (80) nur
angewendet werden auf Briicken groBerer Spannweite, deren Eigen-
masse groB ist im Verhiltnis zur Masse der dariiber fahrenden Lasten.

Bewegt sich nicht nur eine einzige Last, sondern ein ganzer Lasten-
zug tber den Balken, so stdren sich im allgemeinen die Wirkungen der
einzelnen Lasten. Man wird also sicher gehen, wenn man auch in diesem

Falle mit dem dynamischen Faktor rechnet.

1
1-8
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VI. Zusammenfassende Darstellung der
dynamischen Berechnungsmethoden
der Stabwerke.

Im folgenden soll eine gedringte Ubersicht iiber die behandelten
dynamischen Rechnungsmethoden gegeben werden, soweit sie fiir prak-
tische Zwecke nicht zu umstindlich sind. Die hier zusammengestellten
Formeln und Rechenvorschriften sollen es auch demjenigen ermdglichen,
dynamische Berechnungen von Stabwerken auszufithren, der dieses
Buch nicht in systematischer Weise durchgearbeitet hat. Allerdings ist
eine rein schematische Anwendung insbesondere der Naherungsformeln
nicht ganz unbedenklich, da man ohne griindliche Kenntnis der Voraus-
setzungen fiir die Giiltigkeit dieser Formeln gelegentlich Fehlresultate
erhalten kann. Um dies nach Moglichkeit auszuschlieBen, ist in der
folgenden Zusammenstellung der Giiltigkeitsbereich der verwendeten
Beziehungen immer kurz umschrieben. Die Einteilung und Anord-
nung der Formeln entspricht der im Buch gewidhlten Einteilung des
Stoffes. Die Dimensionen der verwendeten Grofen sind in kg, cm,
sek angegeben.

Kapitel I.

Aufgabe 1. Ermittlung der freien ungedimpften Schwingung eines
Balkens (Abb.9 S.14) mit einer Einzelmasse M bei Vernachlissigung
der Eigenmasse des Balkens.

Losung: v(t) = v(0) cosw, ¢ + va()_O) sinw, ¢, (1)
1
5 Cc
27
T,= 22, ®)
1
=—=. 4
" Tl ( )
Bezeichnungen:
tsek......oiLll Zeit,
v em ... Auslenkung der Masse M zur Zeit ¢ in Richtung
einer Haupttrigheitsachse des Balkenquerschnitts,
Tysek oot Schwingungsdauer,
3 Selk .......... Kreisfrquenz der Schwingung,

...... ... Anzahl der Schwingungen in einer Sekunde,
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........ Einzelmasse,

cm

V() = % v (2) —i - - Geschwindigkeit der Masse M,

kg
cm

............ Federkonstante, d.h. die Kraft an der Stelle
% = %x,, welche an dieser Stelle die Durchbiegung
Eins erzeugt.

Bemerkungen: Die gleichen Formeln gelten fiir beliebige andere
Lagerungsarten des Balkens, falls dessen Eigenmasse gegeniiber der
Masse M vernachlissigt wird.

Aufgabe 2. Ermittlung der erzwungenen ungedimpften Schwin-
gungen eines Balkens (Abb. 9 S. 14) mit einer Einzelmasse M, wenn auf
die Masse eine harmonisch verdnderliche Vertikalkraft P (f) = P cos w ¢
wirkt, Vernachldssigung der Eigenmasse des Balkens.

Losung:
cosw?
v¥ () = e (5)
- (@)
Bezeichnungen:
w S—;k— ........... Erregerkreisfrequenz,
[N —S:T .......... Eigenkreisfrequenz, nach (2) zu berechnen,
VE(E) . Verhiltnis der dynamischen zur statischen Aus-

lenkung infolge der Kraft P.

Bemerkungen: (5) stellt den stationiren Anteil der erzwungenen
Schwingung dar, das ist der Anteil, der zuriickbleibt, wenn bei Vor-
handensein einer Dimpfung die erregende Kraft eine Zeitlang auf
den Balken gewirkt hat. Fiir kleine | w — o, | verliert (5) infolge der
praktisch immer vorhandenen Dimpfung ihre Giiltigkeit. Riihrt die
erregende Kraft von mangelhaft ausgeglichenen, hin und her gehenden
oder unvollkommen ausgewuchteten, rotierenden Massen her, so hingt
die Kraft P noch von der Erregerfrequenz w ab.

Aufgabe 3. Plétzliche Entlastung eines Balkens mit einer Einzel-
masse bei Vernachldssigung der Eigenmasse des Balkens.

Loésung:

v*(f) = cosw, £. (6)

Bezeichnung:

170 () I Verhiltnis der dynamischen zur statischen Aus-
lenkung vor der Entlastung.

Bemerkung: Nach der Entlastung entstehen keine gréBeren dyna-
mischen Auslenkungen als vor der Last vorhanden waren.
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Aufgabe 4. Plotzliche Belastung eines Balkens mit einer Einzel-
masse bei Vernachldssigung der Eigenmasse des Balkens.

Losung:
v¥() =1 — cosw, £. (7)
Bezeichnungen:
VE@E) el Verhiltnis der dynamischen zur statischen Aus-

lenkung infolge der Last.
Bemerkungen: Nach der Belastung entstehen keine groBeren
dynamischen als die doppelten statischen Auslenkungen infolge der
Last.

Kapitel II.

Da Kap. II nur die Grundlagen fiir die spiter angewendeten Rechen-
methoden enthilt, soll von einer Zusammenstellung der dort gegebenen
Formeln abgesehen werden.

Kapitel III.

Aufgabe 5. Es sollen die Eigenfrequenzen eines aus homogenen
Stdben gebildeten Stabwerkes ermittelt werden, wenn die Stabenden
nach Abb. 45 S. 132 gelenkig gelagert, eingespannt oder frei sind oder
auf die in Abb.46 S.132 gezeichnete Art aneinanderschlieBen.

Lésung: Es werden fir jeden Stababschnitt 2 —1,% 4 Hilfs-
groBen e;_y; fy_1; éx; fr eingefithrt, die durch folgende Grundgleichung
miteinander verkniipft sind:

ef_1 Ii- 1{37cfk () — ek A(A) 4 1 (k>+(‘g(lk>}

Fef_i e fR AR) — ef B(A) — 1L C(4) + A4}

— fi- 1{% 1t B (k) + el €hy) — LS (4) + (lk)}
B (4

+ et fi € (~)_5k [(4) + 14 w + D(A) =0. (8)

Die Funktionen ¥, B,€, &, ®, € sind in VII, Tabelle A tabuliert. Fiir
Stabendpunkte und Symmetriepunkte kénnen die Werte der HilfsgréBen
der Abb. 45 S. 132 entnommen werden, fiir die Anschlulpunkte zweier
oder mehrerer Stababschnitte gelten die in Abb.46 S.132 angegebenen
Beziehungen. Die aus Abb. 45 und 46 zu entnehmenden Beziehungen
fiir die HilfsgréBen reichen aus, um die HilfsgréBen aus den fiir jeden
Stababschnitt anzuschreibenden Grundgleichungen zu eliminieren. Beim
Anschreiben der Grundgleichungen ist zu beachten, daB unter Um-
stinden Glieder vorkommen, die von verschiedener Ordnung unendlich
groB sind. Es sind dann nur diejenigen Glieder von der héchsten
Ordnung beizubehalten. Das Eliminationsergebnis ist die Frequenz-
gleichung, in welcher Funktionen der Argumente 4, sidmtlicher Stab-
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abschnitte auftreten. Das Verhiltnis zweier Werte 4,/4, fir die Stab-
abschnitte » — 1,7 und s — 1, s ist gegeben durch

Ar %, L,
73_ = #sls ° (9)

Man bezieht die Frequenzgleichung vermittels (9) auf irgendeinen Stab-
abschnitt 2 — 1, 2 und ermittelt unter Benutzung von VII, Tabelle A
die Wurzeln der Frequenzgleichung 4,; <A,;; <---. Die Eigen-
frequenzen ergeben sich aus den Wurzeln vermittels

o= ZR |/ 2L (10)
M
Bezeichnungen:

I fl 4 Wert der HilfsgroBen in einem AnschluBpunkt 2
e, e 1 g P

. I;’ ]:’ 2,1 fiir den linken und den rechten bzw. fiir den
¢ & Tos T oberen und den unteren Stababschnitt,

Ekglem? ......... Elastizitatsmodul,
Jremd oL, Tragheitsmoment des Querschnitts des Stab-
abschnitts &2 — 1, &,
lgCM v, Linge des Stababschnitts % — 1, %.
k k2 . . .
Uy, ch:; ......... Auf die Lingeneinheit der Stabachse bezogene

Masse des Stababschnitts & — 1, k.

4 I kg'/s sek'/2

= Jx cmle

A Argument der in der Grundgleichung fiir den
Stababschnitt £ — 1, 2 auftretenden Funktionen,

Mg oveeeeannnn 1* Wurzel der auf den Stababschnitt 2 — 1,4

bezogenen Frequenzgleichung.

Bemerkungen: In der hier gegebenen einfachsten Form ist das Ver-
fahren zur Aufstellung der Frequenz-

Vi 7 2
gleichung nur anwendbar auf solche Stab- ¥ ﬁF pa¥
werke, bei denen lediglich Endpunkte | v 7 I
der einzelnen Stababschnitte nach Abb.45 ’ Abb. 138, ¢

und 46 vorkommen. In der Regel wird dies
der Fall sein. Ein erweitertes Verfahren ist in I1I, 9 angegeben, ein Ver-
fahren zur Beriicksichtigung gleichzeitig auftretender Langsschwingungen
in II1, 10.

Beispiel: Es soll die Frequenzgleichung des nach Abb. 138 ge-
lagerten Stabes bestimmt werden. Nach Abb. 45a S. 132 ist

g = OO0, fg:oo; (a)
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nach Abb. 46b S. 132 gilt
r—0- ®op

& = oy = 0; (b) (&) =(£7), (c)
und nach Abb. 45b S. 132 ist

e, =0; Jo= 0. (d)
Von der Grundgleichung (8) fiir den Stababschnitt 0,1 sind infolge der
Beziehungen (a), (b) nur diejenigen Glieder beizubehalten, die das
Produkt e,f,, aber nicht den Faktor ¢} enthalten. Man erhilt nach

Streichen des diesen Gliedern gemeinsamen Faktors ¢,f, die Grund-

gleichung
fiB () + €(4)=0. (e)

Von der Grundgleichung fiir den Stababschnitt I, 2 sind infolge der Be-
ziehungen (b), (d) nur diejenigen Glieder beizubehalten, welche die
GroBe f,, nicht aber ¢} oder ¢, enthalten. Nach Streichen des diesen
Gliedern gemeinsamen Faktors f, erhilt man die Grundgleichung

fi© (%) + B(A,) = 0. (f)
Aus (e) und (f) und (c) ergibt sich durch Elimination der HilfsgréBen
#4 und f; die Frequenzgleichung

 C() _ pe B(4y)

e Ba) % S(A)°
Bei der Auflosung dieser Frequenzgleichung mittels VII, Tabelle A
ist der Zusammenhang zwischen 1; und 1, zu beriicksichtigen. Es ist

M b
g Iy ny”

Aufgabe 6. Ermittlung der kleinsten Eigenschwingungszahl eines
Stabes, dessen Steifigkeit £ J und Massendichte y iiber die Stablinge
verdnderlich ist.

Losung: Man ermittelt die Durchbiegung »(x) unter einer kon-
stanten Last p je Lingeneinheit. Die kleinste Eigenfrequenz ist dann
angendhert gegeben durch

!
fﬁv(x)dx
g — (11)

o, < ;
Suo2(x)dx
0

Die Berechnung der Biegelinie v (#) folgt in Aufgabe 7, die Berechnung
der Integrale in Aufgabe 8.

Bemerkungen: An Stelle der Last » kann auch bei Stiben mit
horizontaler Achse das Eigengewicht genommen werden oder auch
eine Einzellast. Die Niherung (11) ist um so besser, je genauer die Biege-
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linie v(x) mit der ersten Eigenschwingungslinie iibereinstimmt. Bei
mehrfach gelagerten Stdben ist das Vorzeichen von $ in aufeinander-
folgenden Stababschnitten abzuwechseln, da auch die Schwingungs-
linie in aufeinanderfolgenden Stababschnitten ihr Vorzeichen wechselt.
Der Fehler von (11) ist bei den praktisch vorkommenden Stababmessun-
gen (Briicken, Schornsteine, Tiirme, Schiffe) nicht gréBer als 2% des
genauen Wertes.

Sonderlésung: Fir einfeldrige Balkenbriicken mit iiber die Linge
nahezu konstanter Massendichte:

o =1,126]/ 5. (12)
Bezeichnungen:
g %lr:@ ............ Erdbeschleunigung,
1703 ¢ AR Durchbiegung in Briickenmitte infolge des Eigen-
gewichtes.

Aufgabe 7. Ermittlung der Biegelinie eines Balkens von verinder-
licher Steifigkeit auf numerischem Wege.

Lésung. Genauer als die graphische Konstruktion der Biegelinie
nach Mohr ist die numerische Integration. Es ist

v(x) =v(0) +70)x —1I(x). (13)

Die Stablinge wird in # gleiche Teile von der Linge % zerlegt, das
Biegemoment im &%*" Teilpunkt ist I, die Steifigkeit E J;.. Dann gelten
mit der Abkiirzung

— 12
I(x) =731 (%) (14)
angendhert die Beziehungen'
I = + 3 =L 052 E J
- e
12=211+ +10 +E;
- JJ? M
T, — 212 L+ 1+10 R A (15)
= s = Do 952"_ o,
=2l —Ins+ 57— +10 57t ET
Ist das Ende x = O eingespannt, dann ist »(0) = v’ (0) = 0 und
v(x) = — I(x).

Bei dem Stab mit zwei gelenkigen Endstiitzen ist v(0) = 0 und
v()=v(0)I—-I10)=0.
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also

vE)=I(0)>—1(,

Bezeichnungen:

’ _a

V(%) = 5 v (%),
hem.....o.ovvnn.. Intervalldnge,
lem ..ol Stablinge,
v{x)em ... Biegeordinate an der Stelle x,
Mpkgem . ... oo Biegemoment an der Stelle &,
EJ,kgem?........ Steifigkeit an der Stelle 4.

Bemerkungen: Es geniigen bei einfeldrigen Balken 10 Intervalle.

Aufgabe 8. Numerische Quadratur.
L6sung: Man teilt die Stablinge in eine gerade Anzahl # von Ab-
schnitten gleicher Linge %, dann ist

/4
[1@dx =5 (ot 4h+2h+4ls+ -+ 2t dlaatia). (16)

Bezeichnung:
Toveeeieiat, Funktionswert im %' Intervallteilpunkt.

Bemerkung: Es geniigen zur Aufstellung von (11) 10 Intervall-
teilpunkte.

Aufgabe 9. Es soll die niedrigste Eigenschwingungszahl eines Fach-
werktrigers festgestellt werden.

Ldsung: Die Stabmassen werden auf die Knotenpunkte verteilt.
Die kleinste Eigenfrequenz ist dann angenihert

2 Mygv
wl:,/mv;ﬁﬁ—é;l}ku,% : (17)
Bezeichnungen:
kg sek? . .

M, el Am E*® Knotenpunkt angreifende Masse zuziig-
lich des Anteils der Stabmassen.

Vg UpCIL v v v vv e . Vertikal- und Horizontalverschiebung des #At®
Knotenpunktes unter dem Eigengewicht des Tri-
gers,

cm .
SORE e Erdbeschleunigung.

Bemerkungen: An Stelle des Eigengewichts kann auch eine andere
Last angenommen werden, etwa eine Einzellast in Trigermitte. For-
mel (12) gilt auch fiir einfeldrige Fachwerkbriicken.
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Aufgabe 10. Ermittlung der héheren Eigenschwingungszahlen eines
Stabes, dessen Steifigkeit E J und dessen Massendichte y iiber die Stab-
lange verdnderlich ist.

Loésung: Man bestimmt zunichst die Eigenfrequenzen des Stabes
unter der Annahme konstanter Steifigkeit und konstanter Massendichte.
Dann gilt

%

W=7 " (18
- 4 u 2
0
Bezeichnungen:
Moo, k* Wurzel der Frequenzgleichung fiir den homo-

genen Stab mit iiber die Linge konstanten E J
und 4 ; vgl. Aufgabe 5.

Bemerkungen: (18) gilt um so genauer, je héher die Ordnung %
der Eigenschwingung ist, doch ist in den meisten Fillen die Genauig-
keit von (18) bereits fiir die zweite Eigenfrequenz praktisch ausreichend.
Das Integral wird mit Hilfe von (16) ausgewertet.

Aufgabe 11. Es soll der EinfluB einer statischen Lingskraft auf
die kleinste Eigenfrequenz berticksichtigt werden.

Lésung:
wf = Y14 N*, (19)
Bezeichnungen:
OF e Verhiltnis der kleinsten Eigenfrequenz des Stabes
mit Langskraft zu derjenigen des lingskraftfreien
Stabes,
NY oo Verhiltnis der als Zug positiv gerechneten Lings-

kraft zu dem Betrag der Knicklast des Stabes

bei Ausknicken in der Schwingungsebene.
Bemerkungen: (19) gilt um so genauer, je besser die Knicklinie
mit der Schwingungslinie des lingskraftfreien Stabes iibereinstimmt.

Kapitel IV.

Aufgabe 12. Es sollen die Auslenkungen eines aus homogenen
Staben gebildeten Stabwerkes ermittelt werden, wenn auf das Stab-
werk schwingende Lasten von der Form p(f) = p cos w¢ wirken.

a) Angeniherte Losung:

M* v*F Ay ———— . {20)
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Bezeichnungen:

W Verhiltnis der Biegemomentamplituden zu den
statischen Biegemomenten infolge der ruhenden
Last 9,

VF L Verhiltnis der Auslenkungsamplituden zu den
statischen Auslenkungen infolge der ruhenden
Lasten 2,

w Eel? ............ Kreisfrequenz der Erregung,

Wy s:k ............ Kleinste Eigenfrequenz des Stabwerks.

Bemerkungen: Gleichung (20) gilt um so genauer, je besser die
statische Biegelinie infolge der Last $ mit der ersten Eigenschwingungs-
linie tbereinstimmt. (20) gilt nur fiir Erregungsfrequenzen, die unter-
halb der zweiten Eigenfrequenz des Stabes liegen und von dieser ge-
niigend entfernt sind. (20) liefert fiir alle Stabpunkte den gleichen
dynamischen VergréBerungsfaktor fiir Biegemoment und Auslenkung,
wihrend die exakte Rechnung zeigt, daBl die dynamische Biegelinie
der statischen Biegelinie infolge der Krifte p nur in Ausnahmefillen
genau #hnlich ist.

_ b) Strenge Losung, falls die Erregung durch schwingende Einzel-
lasten P(f) = P cosw? erfolgt.

Man zerlegt das Stabwerk in einzelne Stababschnitte, deren End-
punkte gebildet werden von Lagern aller Art, Gerbergelenken, Rahmen-
knotenpunkten und Lastangriffspunkten, soweit die Lasten nicht in
der Mitte eines Stababschnittes angreifen. Fiir je zwei biegesteif mit-
einander verbundene Stababschnitte 2 —1,% und %, % + 1 gilt eine
Viermomentengleichung von der Form

Wiyl ’/)(}‘k) + ML ‘P(}‘k) + ME Ly ‘P(}‘kﬂ) + szzﬂ lr W(}'k+1)
1 — — 1 — _
=7 (V-1 Y (A) — i @ () + Tom (”75 @ (A1) — Vs ’/’(}“7,:+1)>
— Pu b by () — Proa boa Yoa P(Aaga) - (21)

Die Querkrifte, welche die Stibe 2 — 1, % und %, 2 + 1 am Punkte %
iibertragen, sind

14
0t = —ZA- (vLyp(h) + ok p(3)

— M P () — MG} — PLF (), (222)

My r
Qr = e — (vF @ (Mier) + Vi1 ¥ (Aya))

2
lk+1 ll£+1

1 _ _ J—
T (ML @(Ae1) — Misr Y (1)) + Proa Pldgya) . (22D)
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Die Auslenkung der Mitte des Stababschnittes 2 — 1, & ist

v (lzk) (vi-1+ i) W( o)+ (Wi 4 WD) L, I P (Ay)
+ P Bl P(Ay) (232)

und das Biegemoment an diesem Punkte betrigt

N (;C> = ll;c' i1+ vh) P(A) + (WMf_, + M) ?7(2%)
+ Pl Q_S(Ab) . (23Db)

Die Funktionen v, %, ¢, ¢, ¥, ¥, @, @ sind in VII, Tabelle D ent-
halten.

Die Viermomentengleichungen (21) fiir simtliche Paare biegungssteif
miteinander verbundener Stibe und die Gleichgewichtsbedingungen fiir
samtliche Stabwerksknoten erméglichen die Berechnung der Amplituden
der Auslenkungen und Biegemomente an allen diesen Knoten. Aus den
Amplituden der Auslenkungen und Biegemomente an beiden Enden
k£ — 1 und % eines von Einzellasten freien Stababschnittes 2 — 1, %
kénnen die Amplituden der Auslenkungen und Biegemomente weiterer
Stabpunkte ermittelt werden vermége der Beziehungen

= Ll —
v (%) = Vi (Aes &) + vk (Aes &) + My ;ok % (A, &)
Ipl, — .
+ 93’&716 ;)k (}'k i Elc) B (24&)
pr.
M (%) = '”k—ll X X (e, &) + vkl l’ % (s &)
+ My (A, &) + mk% (A » Z:Ic) . (24b)
Die Funktionen y und ¥ sind in VII, Tabelle B tabuliert.
Bezeichnungen: '
yem ... Linge des Stababschnitts 2 — 1, &,
P01 1 | Abstand eines Punktes des Stababschnitts 2 —1, &
vom Punkte 2 —1,
— 1. —
‘fk:%, §k=klxk=1—§k.
k k
k. 2
& irsnef ......... Auf die Lingeneinheit der Stabachse bezogene
Masse des Stababschnitts 2 — 1, &,
EJ, kgem? ....... Biegesteifigkeit des Stababschnitts & — 1, %

_ I l ﬂkw2
k_E]’ k'_
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vk, vhem ..., Amplitude der Auslenkung zu beiden Seiten
(links, rechts) des Punktes %. Die Auslenkung
wird stets senkrecht zur Richtung der Stabachse
im unverformten System gemessen,

M, ?D?%kgcm}...

L O k - Amplitude der Biegemomente und Querkrifte zu
Qi Qr kg

beiden Seiten des Punktes %2, Vorzeichenfest-
setzung nach Abb. 116 S. 257,

Pokg.ooooovoa.. Amplitude der Einzellast (P,(f) = P coswi),
welche in der Mitte des Stababschnitts £ — 1, &
wirkt.

Bemerkungen: Ein Verfahren zur angenidherten Beriicksichtigung
von Lingsschwingungen, welche gleichzeitig mit den Biegungsschwin-
gungen auftreten, ist in IV, 6 angegeben, eines zur strengen Beriick-
sichtigung dieser Schwingungen in IV, 7. Bei schlanken Stidben geniigt
die alleinige Beriicksichtigung der Biegungsschwingungen, bei gedrunge-

Peos et neren Stdben ist in der Regel die

angendherte Beriicksichtigung der

P N R P j_a Lingsschwingungen ausreichend.
: T ¢ 2 i Beispiel: Es sollen die Glei-
| ! B Y chungen zur Berechnung der Aus-
Fayray 2 7 lenkungs- und Biegemomentampli-
v 9 A1bb_ 130, d ‘ tuden des Systems der Abb. 139a

aufgestellt werden. Das System wird
als Grenzfall der Abb. 139b mit /, = 0 aufgefalt. Die Gleichung (21)
liefert fiir das Felderpaar 0, 0, I mit

My =M;=0, UV =0y=0.
die Beziehung
Moly g () = — 7L 9 (). (@)

Fiir das Felderpaar 0, 1, 2 darf die Gleichung (21) nicht angeschrieben
werden, da die Stibe 0,7 und 1,2 nicht biegesteif miteinander ver-
bunden sind. Die Gleichgewichtsbedingung am Gelenk 1 verlangt die
Gleichheit der von links und rechts ibertragenen Querkrifte. Es ist
also nach (22)
1 A My — r A3 773
Qi=— ﬂ”l‘?(ll) - 71‘1/’(11) =91:@”1(P(}“2) +P¥ (). (b)
Aus den Gleichungen (a) und (b) koénnen die Unbekannten v, und 9,
bestimmt werden. Die Gleichung (23) gestattet alsdann die Berechnung
der Amplituden von Auslenkung und Biegemoment in der Mitte 3
des Feldes [, und die Gleichung (24) angewendet auf die Stababschnitte
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0,1,1,3 und 3,2 liefert die Amplituden von Auslenkung und Biege-
moment fiir weitere Stabpunkte.

Aufgabe 13. Bestimmung der von schwingenden Lasten hervor-
gerufenen Auslenkung eines Stabes mit iiber die Linge verdnderlicher
Steifigkeit und Massendichte.

Losung: Es gilt die Niaherungsbeziehung (20) unter den gleichen
Voraussetzungen und mit den gleichen Beschrinkungen wie bei Auf-
gabe 12a.

Kapitel V.

Aufgabe 14. Es sind die Auslenkungen und Beanspruchungen in-
folge plotzlicher Entlastung zu bestimmen.
Lésung: In erster Niherung gilt

Max Mgz~ M,
(25)
Max vy &~ v.
Bezeichnungen:
Mkgem . .ovenen e Biegemoment vor der Entlastung,
VCM et vvnvnnnns Auslenkung vor der Entlastung,
Max M, kgem . . . .. GréBtes nach der Entlastung auftretendes Biege-
moment,
Max vzem........ GroBte nach der Entlastung auftretende Aus-
lenkung.

Bemerkung: (25) gibt nur einen sehr ungefihren Anhaltspunkt;
bei dem eingespannt-freien Balken, der am freien Ende eine Last tragt
und plotzlich entlastet wird, ist an der Einspannstelle zum Beispiel

MaxMz=1,36 M .

Aufgabe 15. Auslenkungen und Beanspruchungen nach einer plétz-
lichen Belastung.

Loésung:
Max Mz~ 2M, }
(26)
Maxvp A 2v.
Bezeichnungen:
Mkgem.......... Statisches Biegemoment infolge der Last,
VCM wvvvnenennnn Statische Auslenkung infolge der Last,
Max M, kgem. .. .. GroBtes nach der plotzlichen Belastung auftreten-
des Biegemoment,
Max vzcem ....... Gro6Bte nach der plétzlichen Belastung auftretende
Auslenkung.

Hohenemser u. Prager, Stabwerke. 21
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Bemerkungen: Auch (26) gibt nur einen ungefihren Anhalts-
punkt, beim plétzlichen Aufsetzen einer Last am freien Ende eines
eingespannt-freien Balkens ist zum Beispiel an der Einspannstelle

Max Mz = 2,36 M .

Aufgabe 16. Es soll die groBte Auslenkung eines Balkens auf zwei
Stiitzen bestimmt werden, iiber den sich die Einzellast P mit der
Geschwindigkeit ¢ hinwegbewegt. In dem Augenblick, in welchem die
Last den Balken betritt, sei dieser in Ruhe.

Lésung:
M __ Maxy 27
axv=—7. (27)
Bezeichnungen:
Maxvem......... GroBte statische Durchbiegung infolge ruhender
Last P in Balkenmitte,
B oo dimensionsloses Verhiltnis der Grundschwingungs-
dauer T; des Balkens zur doppelten Uberfahrt-
21
dauver 2¢ = —— der Last,
lem oo Spannweite des Balkens.

Bemerkungen: Die Formel (27) ist eine Ndherung, die nur fiir so
kleine Werte § gebraucht werden darf, wie sie bei den iiblichen Ab-
messungen der Briicken und den iiblichen Lastgeschwindigkeiten vor-
liegen. Die strenge Losung der gestellten Aufgabe ist aus V,7, (72b)
zu entnehmen.



VII. Tabellen.

A. Tabelle der Frequenzfunktionen.

€ () =CofAcosA+1,

% und ctg A fiir Argumentwerte zwischen 4 = 0,00 und 4 = 10,00.
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VII. Tabellen.

A A(4) B (4) € &) D (4)

0,00 0,00000 0,00000 2,00000 0,00000 0,00000
o2 0,04000 0,0000T 2,00000 0,00080 0,00000
04 0,08000 0,00004 2,00000 0,00320 0,00000
06 0,12000 0,00014 2,00000 0,00720 0,00000
o8 0,16000 0,00034 1,99999 0,01280 0,00001

0,10 0,20000 0,00067 1,99997 0,02000 0,00002
12 0,24000 0,00I15 1,99993 0,02880 0,00003
14 0,28000 0,00183 1,99987 0,03920 0,00006
16 0,31999 0,00273 1,99978 0,05120 0,00011
18 0,35999 0,00389 1,99965 0,06480 0,00017

0,20 0,39998 0,00533 1,99947 0,08000 0,00027
22 0,43997 0,00710 1,99922 0,09680 0,00039
24 0,47995 0,00922 1,09889 0,I1520 0,00055
26 0,51992 0,01172 1,99848 0,135I9 0,00076
28 0,55989 0,01463 1,99795 0,15679 0,00102

0,30 0,59984 0,01800 1,09730 0,17998 0,00135
32 0,63978 0,02184 1,99650 0,20478 0,00175
34 0,67970 0,02620 1,99555 0,23117 0,00223
36 0,71960 0,03II0 1,99440 0,25915 0,00280
38 0,75947 0,03658 1,99305 0,28873 0,00348

0,40 0,79932 0,04266 1,99147 0,31991 0,00427
42 0,83913 0,04938 1,98963 0,35268 0,00519
44 0,878g0 0,05678 1,98751 0,38704 0,00625
46 0,91863 0,06488 1,98508 0,42299 0,00746
48 0,95830 0,07371 1,98231 0,46053 0,00885

0,50 0,99792 0,08331 1,97917 0,49965 0,01042
52 1,03747 0,09371 1,97563 0,54236 0,01218
54 1,07694 0,10493 1,97166 0,58265 0,01417
56 1,11633 0,11702 1,96723 0,62651 0,01639
58 1,15562 0,13000 1,96229 0,67195 0,01886

0,60 1,19482 0,14391 1,95681 0,71896 0,02159
62 1,23389 0,15877 1,95076 0,76754 0,02462
64 1,27284 0,17462 1,94410 0,81767 0,02795
66 1,31165 0,19149 1,93678 0,86936 0,03161
68 1,35031 0,20041 1,92877 0,92260 0,03562

0,70 1,38880 0,22841 1,92001 0,97739 0,03999
72 1,42711 0,24851 1,01048 1,03370 0,04476
74 1,46521 . 0,26976 1,90012 1,09155 0,04994
76 1,50310 0,29219 1,88888 1,15092 0,05556
78 1,54076 0,31581 1,87673 1,21180 0,06164

0,80 1,57817 0,34067 1,86360 1,27418 0,06820
82 1,61530 0,36679 1,84945 1,33805 0,07527
84 1,65214 0,39420 1,83424 1,40340 0,08288
86 1,68866 0,42293 1,81790 1,47021 0,09105
88 1,72485 0,45302 1,80039 1,53848 0,09981

0,90 1,76067 0,48448 1,78164 1,60820 0,10918
92 1,79610 0,51736 1,76161 1,67933 0,11920
94 1,83112 0,55166 1,74023 1,75188 0,12988
96 1,86570 0,58744 1,71746 1,82582 0,14127
98 1,89981 0,62471 1,60322 1,90II3 0,15339

1,00 1,03342 0,66349 1,66746 1,97780 0,16627

A A (2) B (A) (7)) &) D)
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&) €@ B (4) 1
e 5 0) A () B0 7 R
2,00000 o] oo — oo oo oo 0,00
2,00000 150,00000 50,00000 | — 200,00000 |50,00000 49,99333 0z
2,00000 75,00000 24,99999 | — I00,00000 |25,00000 24,98667 04
2,00000 50,00000 16,66664 | — 66,66667 |16,66667 16,64667 06
1,99999 3749999 12,49993 | — 50,00000 |I2,50000 12,47332 08
1,99998 29,99998 9,99987 | — 39,99999 | 10,00000 9,96664 | o,10
1,99997 24,99997 8,33310 | — 33,33332 | 8,33333 8,29329 12
1,99994 21,42851 7,14249 | — 28,57140 | 7,14286 7,09613 14
1,99989 18,74992 6,24945 | — 24,99996 | 6,25000 6,19657 16
1,99983 16,66656 5,55478 | — 22,22217 | 5,55556 549543 | 18
1,99973 14,99985 4,99893 | — 19,99992 | 5,00000 4,93315 | 0,20
1,99961 13,63616 4,54404 | — 18,18172 | 4,54545 4,47188 | 22
1,99945 12,49974 4,16482 | — 16,66654 | 4,16667 4,08636 24
1,99924 11,53813 3,84381 | — 15,38445 | 3,84615 3,75909 26
1,99898 10,71387 3,56850 | — 14,28551 | 3,57143 3,47760 28
1,99865 9,99949 3,32973 | — 13,33308 | 3,33333 3,23273 | 0,30
1,99825 9,37438 3,12063 | — 12,49969 | 3,12500 3,01760 32
1,99777 8,82278 2,93593 | — 11,76433 | 2,94118 2,82696 34
1,99720 8,33244 2,77155 | — 1II,11067 | 2,77778 2,65673 36
1,09652 7,89369 2,62426 | — 10,52579 | 2,63158 2,50368 38
1,99573 7,49878 2,49146 | — 9,99939 | 2,50000 2,36522 | 0,40
1,99481 7,14145 2,37106 | — 9,52310 | 2,38095 2,23928 42
1,99375 6,81656 2,26136 | — 9,09010 | 2,27273 . 2,1241I3 44
1,99254 6,51988 2,16092 | — 8,60473 | 2,17391 2,01837 46
1,99115 6,24789 2,06856 | —  8,33228 | 2,08333 1,92082 48
1,08958 5,99762 1,98330 | —  7,99881 | 2,00000 1,83049 | 0,50
1,98782 5,78790 1,00429 | — 7,69097 | 1,92308 1,74654 52
1,08583 5,55256 1,83080 | —  7,40591 | 1,85185 1,66825 54
1,98361 5,35380 1,76223 | —  7,14118 | 1,78571 1,59502 56
1,98114 5,16870 1,60803 | — 6,89469 | 1,72414 1,52633 58
1,97841 4,99588 1,63775 | — 6,66461 | 1,66667 1,46170 | 0,60
1,97538 4,83417 1,58098 | — 6,44934 | 1,61290 1,40074 62
1,97205 4,68250 1,52737 | — 6,24750 | 1,56250 1,343I0 64
1,96839 4,53997 1,47659 | — 6,05787 | 1,51515 1,28849 66
1,96438 4,40577 1,42839 | —  5,87936 | 1,47059 1,23661 68
1,96001 4,27918 1,38250 | — 5,71102 | 1,42857 1,18724 | o,70
1,95524 4,15955. 1,33871 | —  5,55200 | 1,38889 I,14016 72
1,95006 4,04633 1,29682 | —  5,40154 | 1,35I35 1,095I8 74
1,94444 3,93900 1,25665 | — 5,25898 | 1,31579 1,05213 76
1,93836 3,83710 1,21805 | —  5,12368 | 1,28205 1,01086 78
1,03180 3,74023 1,18086 | — 4,995I2 | I,25000 0,97121 | 0,80
1,92473 3,64802 1,14496 | — 4,87279 | 1,21951 0,93309 82
1,91712 3,56012 I,I1I022 | —  4,75626 | 1,19048 0,89635 84
1,90895 3,47623 1,07653 | — 4,64510 | 1,16279 0,86091 86
1,900I9 3,39608 1,04380 | — 4,53896 | 1,13636 0,82668 88
1,89082 3,31941 I,0II9I | —  4,43749 | I,11111 0,79355 | 0,90
1,88080 3,24600 0,08080 | —  4,34040 | 1,08696 0,76146 92
1,87012 3,17562 0,95036 | —  4,24740 | 1,06383 0,73034 | 94
1,85873 3,10809 0,02054 | —  4,I5823 | I,04167 0,70010 96
1,84661 3,04323 0,89126 | —  4,07265 | 1,02041 0,67071 98
1,83373 2,98088 0,86244 | — 3,99046 | I,00000 0,64209 | 1,00
10 € B (4) I
eh B (%) A0 ) 7 ctg A
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A A (1) B (4) € (4) S (4) D (4)

1,00 1,93342 0,66349 1,66746 1,97780 | — 0,16627
o2 1,96650 0,70383 1,64012 2,05580 | — 0,17994
04 1,99902 0,74573 1,61113 2,I135IT | — 0,19443
06 2,03093 0,78924 1,58044 2,2I571 | — 0,20978
o8 2,06222 0,83437 1,54797 2,29757 | — 0,22601

1,10 2,00284 0,88115 1,51367 2,38068 | — 0,24317
12 2,12276 0,92961 1,47746 2,46499 | — 0,26127
14 2,I5193 0,97976 1,43928 2,55049 | — 0,28036
16 2,18031 1,03163 1,39905 2,63714 | — 0,30047
18 2,20787 1,08525 1,35672 2,72490 | — 0,32164

1,20 2,23457 1,14064 1,31221 2,81375 | — 0,34389
22 2,26035 1,19781 1,26545 2,90366 | — 0,36728
24 2,28517 1,25679 1,21636 2,99457 | — 0,39182
26 2,30899 1,31760 1,16488 3,08646 | — 0,41756
28 2,33175 1,38025 1,11093 3,17927 | — 0,44454

1,30 2,35341 1,44478 1,05443 3,27298 | —  0,47278
32 2,37391 1,51118 0,99532 3.36753 | —  0,50234
34 2,39320 1,57948 0,93351 3,46288 | —  0,53324
36 2,41123 1,64970 0,86894 3,55897 | —  0,56553
38 2,42794 1,72185 0,80151 3,65576 | —  0,59924

1,40 2,44327 1,79593 0,73116 3,75319 | — 0,63442
42 2,45717 1,87198 0,65781 3,85120 | — 0,67109
44 2,46956 1,94999 0,58138 3,94974 | —  0,7093I
46 2,48040 2,02997 0,50179 4,04874 | —  0,74911
48 2,48961 2,11194 0,41896 4,14815 | — 0,79052

1,50 2,49714 2,19590 0,33281 4,24789 | — 0,83360
52 2,50290 2,28186 0,24326 4,34790 | — 0,87837
54 2,50684, 2,36981 0,15023 4,44810 | — 0,02488
56 2,50889 2,45978 0,05365 4,54842 | — 0,97318
58- 2,50896 2,55175 0,04658 4,64878 | — 1,02329

1,60 2,50%700 2,64573 0,15052 4,74911 | — 1,07526
62 2,50292 2,74172 0,25826 4,84932 | — 1,12913
64 2,49664 2,83970 0,36989 4,94931 | — 1,18494
66 2,48810 2,93969 0,48547%7 5,04902 | — 1,24273
68 2,47720 3,04166 0,60509 5,14833 | — 1,30254

1,70 2,46393 3,14556 0,72883 5,24716 | —  1,36441
72 2,44802 325154 0,85676 5:34541 | —  1,42838
74 2,42957 3,35943 0,98898 5:44297 | —  1,49449
76 2,40843 3,46926 1,12554 5.53974 | —  1,56277
78 2,38452 3,58101 1,26654 5,63560 | — 1,63327

1,80 2,35774 3,69467 1,41205 5,73046 | —  1,70602
82 2,32800 3,81022 1,56214 5,82418 | — 1,78107
84 2,29522 3,92763 1,71689 5,91666 | — 1,85845
86 2,25930 4,04688 1,87638 6,00776 | — 1,93819
88 2,22013 4,16793 2,04067%7 6,00736 | — 2,02033

1,90 2,17764 4,29076 2,20983 6,18533 | — 2,10492
92 2,13171 4,41533 2,38395 6,27152 | —  2,19198
94 2,08225 4,54161 2,56308 6,35582 | — 2,28154
96 2,02915 4,66955 2,74730 6,43806 | — 2,37365
98 1,97232 4,79912 2,93667 6,51810 | — 2,46833

2,00 1,91165 4,93026 3,13125 6,59579 | —  2,56563
A A (1) B (4) €@ &\ DA)
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€A € (4 B (4) 1
c? B () A () D) 7 ctg 4 A
1,83373 2,98088 0,86244 3,99046 | 1,00000 0,64209 | 1,00
1,82006 2,92088 0,83403 3,91144 | 0,98039 0,61420 0z
1,80557 2,86310 0,80596 3,83542 | 0,96154 0,58699 04
1,79022 2,80739 0,77818 3,76222 | 0,94340 0,56040 06
1,77399 2,75366 0,75063 3,69188 | 0,92593 0,53441 | 08
1,75683 2,70178 0,72326 3,62366 | 0,90909 0,50897 | 1,10
1,73873 2,65165 0,69601 3,55801 | 0,89286 0,48404 12
1,71964 2,60318 0,66883 3,49462 | 0,87719 0,45959 14
1,69953 2,55627% 0,64168 3,43336 | 0,86207 0,43558 16
1,67836 2,51085 0,61449 3,37413 | 0,84746 0,41199 18
1,65611 2,46683 0,58723 3,31682 | 0,83333 0,38878 | 1,20
1,63272 2,42414 0,55985 3,26133 | 0,81967% 0,36593 22
1,60818 2,38271 0,53229 3,20757 | 0,80645 0,34341 24
1,58244 2,34249 0,50450 3,15547 | 0,79365 0,32121 26
1,55546 2,30340 0,47644 3,10493 | 0,78125 0,29928 28
1,52722 2,26539 0,44805 3,05590 [ 0,76923 0,27%762 | 1,30
1,49766 2,22841 0,41928 3,00828 | 0,75758 0,25619 32
1,466%76 2,19241 0,39007 2,96203 | 0,74627 0,23498 34
1,43447 2,15735 0,36037 2,91708 | 0,73529 0,21398 36
1,40076 2,12316 0,330I2 2,87337 | 0,72464 0,19315 38
1,36558 2,08982 0,29926 2,83084 | 0,71429 0,17248 | 1,40
1,32891 2,05729 0,26771 2,78944 | 0,70423 0,15195 42
1,29069 2,02552 0,23542 2,74913 | 0,69444 0,13155 44
1,25089 1,99449 0,20230 2,70985 | 0,68493 0,I1I25 46
1,20948 1,96414 0,16828 2,67157 | 0,67568 0,09105 48
1,16640 1,93447 0,13327 2,63424 | 0,66667% 0,07001 | 1,50
1,12163 1,00542 0,09719 2,59783 | 0,65789 0,05084 52
1,075I2 1,87698 0,05993 2,56198 | 0,64935 0,03081 54
1,02682 1,84912 | + 0,02138 2,52758 | 0,64103 | 4+ o0,01080 56
0,97671 1,82180 | — 0,01856 2,49368 | 0,63291 | — 0,00920 58
0,92474 1,7950I | — 0,06004 2,46055 | 0,62500 | — 0,0292I | 1,60
0,87087%7 1,76872 | — 0,1031I9 2,42816 | 0,61728 | — 0,04924 62
0,81506 1,74290 | — 0,14815 2,39649 | 0,60976 | — 0,06931 64
0,75727%7 1,71754 | — 0,195I2 2,36550 | 0,60241 | — 0,08044 66
0,69746 1,60261 | — 0,24426 | 2,33517 | 0,59524 | — ©0,10964 68
0,63559 1,66812 | — 0,29580 2,30543 | 0,58824 | — 0,12993 | 1,70
0,57162 1,64396 | — 0,34998 2,27638 | 0,58140 | — 0,15032 72
0,50551 1,62021 | — 0,40706 2,24788 | 0,57471 | — 0,17084 74
0,43723 1,59681 | — 0,46733 2,21994 | 0,56818 | — 0,19149 76
0,36673 1,57375 | — 0,53115 2,19254 | 0,56180 | — 0,21231 78
0,29398 1,5510I | — 0,59890 2,16566 [ 0,55556 | — 0,23330 | 1,80
0,21893 1,52857 | — o0,67102 2,13929 | 0,54945 | — 0,25449, 82
0,14I55 1,50642 | — 0,74803 2,11340 | 0,54348 | — 0,27590 84
0,06181 1,48454 | — o0,83051 2,08797 | 0,53763 | — 0,29755 86
0,02033 1,46292 | — 0,919I16 2,06299 [ 0,53191 | — 0,31945 88
0,10492 1,44154 | — I1,0I479 2,03845 | 0,52632 | — 0,34164 | 1,90
0,19198 1,42040 | — 1,11833 2,01432 | 0,52083 | — 0,364I3 92
0,28154 1,39946 | — 1,23092 1,99059 | 0,51546 | — 0,38695 94
0,37365 1,37873 | — 1,35392 1,06725 | 0,51020 | — 0,4I0I2 96
0,46833 1,35819 | — 1,48894 1,94427 | 0,50505 | — 0,43368 98
0,56563 1,33782 | — 1,63799 1,92166 | 0,50000 | — 0,45766 | 2,00
S €@ B (1) T
€ (1) 30 ) D0 ctg A A
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A A (A) B (4) € (A) & (4) D ()

2,00 I,91165 4,93026 | — 3,13125 6,59579 | —  2,56563
02 1,84703 5,06293 | — 3,33111 6,67008 | — 2,66556
04 1,77837 5,19708 | — 3,53631 6,74350 | —  2,76815
06 1,70555 5.33265 | — 3,74690 6,81319 | —  2,87345
o8 1,62846 5,46959 | — 3,96294 6,87989 | —  2,08147

2,10 1,54699 5,60783 | — 4,18448 6,94341 | —  3,09224
12 1,46104 5:74730 | — 4,41158 7,00358 | —  3,20579
14 1,37049 5,88795 | — 4,64428 7,06023 | — 3,32214
16 1,27523 6,02969 | — 4,88263 7,11316 | — 3,44131
18 1,17515 6,17245 | — 5,12667 7,16218 [ — 3,56333

2,20 1,07013 6,31615 | — 5,37644 7,20711 | — 3,68822
22 0,96005 6,46070 | — 5,63197 7-24773 | —  3,81599
24 0,84481 6,60603 | — 5,89330 7,28384 | — 3,94665
26 0,72428 6,75203 | — 6,16046 7,31524 | — 4,08023
28 0,59835 6,89860 | — 6,43347 734171 | —  4,21674

2,30 0,46690 7,04566 | — 6,71236 7,36304 | — 4,35618
32 0,32982 7,19309 | — 6,99713 737899 | —  4,49857
34 0,18698 734078 | — 7,28781 738934 | —  4,64390
36 | + 0,03827 7,48863 | — 7,58440 7,39387 | — 4,79200
38| — 0,12644 7,62650 | — 7,88690 7:39233 | —  4,94345

2,40 | — 0,27725 7,78428 | — 8,19532 7.38447 | —  5,00766
42 | — 0,44429 7,93183 | — 8,50064 7,37006 | —  5,25482
4| — 0,61767 8,07903 | — 8,82986 734885 | —  5,41493
46| — 0,79752 8,22574 | — 9,15596 7,32056 | —  5,57798
48| — 0,98395 8,37181 | — 9,48791 7,28496 | —  5,74395

2,50 | — 1,17708 8,51709 | — 9,82569 7,24176 | — 5,91284
52 | — 1,37702 8,66143 | — 10,16926 7,19070 | — 6,08463
54 | — 1,58389 8,80466 | — 10,51859 7,13150 | — 6,25929
56| — 1,79780 8,04663 | — 10,87362 7,06389 | — 6,43681
58 — 2,01887 9,08716 | — 11,23430 6,98758 [ — 6,61715

2,60 | — 2,24721 9,22607 | — 11,60057 6,90229 | — 6,80028
62 | — 2,48293 9,36319 | — 11,97236 6,80771 | — 6,08618
64 | — 2,72614 9,49832 | — 12,34960 6,70355 | —  7,17480
66 | — 2,97695 9,63126 | — 12,73220 6,58952 | — 7,36610
68 | — 3,23546 9,76183 | — 13,12007 6,46529 | — 7,56003

2,70 | — 3,50179 9,88981 | —  13,5131I 6,33058 | —  7,75655
72 | — 3,77602 10,01498 | — 13,91122 6,18505 | — 7,95561
741 — 4,05827 10,13713 | — 14,31427 6,02839 | — 8,15713
76 | — 4,34862 10,25604 | — 14,72214 5,86028 | — 8,36107
78| — 4,64718 10,37147 | —  15,13470 568039 | —  8,56735

2,80 | — 4,95404 10,48317 | — 15,55181 548839 | —  8,77501
821 — 5,26929 10,59092 | — 15,97331 5.28395 | —  8,98665
84| — 5,59300 10,69445 | — 16,39903 5,06674 | —  9,19951
86 | — 5,92527 10,79350 | — 16,82880 4,83640 | — 0,41440
88 — 6,26618 10,88781 | — 17,26244 4,59260 | — 9,63122

2,90 | — 6,61580 10,9771II | — 17,69976 4,33499 | —  9,84988
92} — 6,97419 11,06112 | — 18,14054 4,06322 | —  10,07027
94| — 7,34144 11,13954 | —  18,58458 3,77693 | — 10,29229
96 | — 7,71760 11,2I210 | — 19,03163 3,47578 | — 10,51581
98 | — 8,10272 11,27847 | — 19,48146 3,15941 | — 10,74073

3,00 | — 8,49687 11,33837 | — 19,93382 2,82745 | — 10,96691
A A (4) B (1) € A) S @) D (1)
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EXh) € (4) B (A) 1
Sy S e - ct
€@ Q) B D) 7 S
— 0,56563 1,33782 | — 1,63799 1,02166 | 0,50000 0,45766 | 2,00
— 0,66556 1,31761 | — 1,80349 1,89039 | 0,49505 0,48207 02
— 0,76815 1,29755 | — 1,098851 1,87746 | 0,49020 0,50696 04
— 087345 1,27764 | —  2,19689 1,85584 | 0,48544 0,53237| o6
—  0,98147 1,25784 | —  2,43355 1,83453 | 0,48077 0,55831 08
— 1,09224 1,23816 | —  2,70492 1,81352 | 0,47619 0,58485 1 2,10
— 1,20579 1,21859 | —  3,01948 1,79279 | 0,47170 0,61201 1z
— 1,32214 1,19910 | —  3,388%7 1,77234 | 0,46729 0,63985 14
— 1,44131 1,17969 | —  3,82882 1,75215 | 0,46296 0,66840 16
— 1,56333 1,16035 | — 4,36257 1,73221 | 0,45872 0,69773 18
— 1,68822 1,I14106 | —  5,02412 1,7I1252 | 0,45455 0,72790 | 2,20
— 1,81599 1,12182 | —  5,86632 1,69306 | 0,45045 0,75895 22
— 1,94665 1,10261 | — 6,97591 1,67383 | 0,44643 0,79096 24
— 2,08023 1,08341 | — 8,50563 1,65481 | 0,44248 0,82400 26
— 2,21674 1,06432 | — 10,7520I 1,63601 | 0,43860 0,85814 28
— 2,35618 1,04505 | — 14,37636 1,61739 | 0,43478 0,89348 | 2,30
— 2,49857 1,02584 21,2I517 1,59897 | 0,43103 0,93011 32
— 2,64390 1,00662 | — 38,97867 1,58074 | 0,42735 0,96812 34
—  2,79200 0,98735 | — 197,87234 1,56267 | 0,42373 1,00764 36
—  2,04345 0,96929 | + 62,37782 1,54275 | 0,42017 1,04878 38
- 3,09766 0,94864 29,55931 1,52703 | 0,41667 1,09169 } 2,40
— 3,25482 0,92918 19,15336 1,50944 | 0,41322 I,13651 42
— 3,41493 0,90962 14,29532 1,49I99 | 0,40984 1,18341 44
— 3,57798 0,88996 11,48049 1,47468 | 0,40650 1,23259 46
- 3,74395 0,87018 0,64265 1,45750 | 0,40323 1,28426 48
— 3,91284 0,85026 8,34752 1,44044 | 0,40000 1,33865 | 2,50
—  4,08463 0,83020 7,38499 1,42349 | 0,39683 1,39603 52
— 4,25929 0,80997 6,64100 1,40665 | 0,39370 1,45671 54
— 4,43681 0,78956 6,04829 1,38992 | 0,39063 1,52103 56
— 461715 0,76895 5,56465 1,37327 | 0,38760 1,58039 ] 58
— 4,80028 0,74813 5,16221 1,35672 | 0,38462 1,66224 | 2,06
— 4,98618 0,72707 4,82187% 1,34024 | 0,38168 1,74010 62
— 517480 0,70576 4,53007 1,32384 | 0,37879 1,82358 | 64
— 5,36610 0,68418 4,27693 1,3075I | 0,37594 1,91337 66
— 5,56003 0,66230 4,05508 1,29124 | 0,37313 2,01032 68
— 5,75655 0,64011 3,85892 1,27503 | 0,37037 2,11538 | 2,70
— 5,95561 0,61758 3,68409 1,25886 | 0,36765 2,22973 72
— 6,15713 0,59468 3,52719 1,24273 | 0,36496 2,35476 74
— 6,36107 0,57140 3,38547 1,22664 | 0,36232 2,49215 76
—  6,56735 0,54769 3,25675 1,21058 | 0,35971 2,64395 78
— 6,77591 0,52354 3,13922 1,19454 | 0,35714 2,81270 | 2,80
— 6,98665 0,49891 3,03140 1,17852 | 0,35461 3,00158 82
— 7,19951 0,47377 2,93206 1,16250 | 0,352I1 3,21458 84
— 7,41440 0,44808 2,84017 1,14649 | 0,34965 3,45686 86
— 7,63122 0,42181 2,75486 1,1304%7 | 0,34722 3,73514 88
—  7,84988 0,39491 2,67538 I,11444 | 0,34483 4,05835 | 2,90
— 8,07027 0,36734 2,60110 1,00839 | 0,34247%7 4,43868 92
— 8,29229 0,33906 2,53146 1,08232 | 0,34014 4,89312 94
— 8,51581 0,31000 2,46600 1,06621 | 0,33784 5,44617 96
— 874073 0,28013 2,40431 1,05007 | 0,33557 6,13444 98
— 8,96691 0,24937 2,34602 1,03387 | 0,33333 7,01525 | 3,00
& @4 €A B (A) 1
€@ B (3) % (%) D) 7 ctg 4 A




330 VII. Tabellen.
A A (A) B (1) € ) S (4) D (A)

3,00 8,49687 11,33837 19,93382 2,82745 10,96691
02 8,90009 11,3947 20,38844 2,47954 1I,19422
04 9,31242 11,43744 20,84504 2,11532 11,42252
06 9,73390 11,47597 21,30334 1,73442 11,65167
o8 10,16457 11,50671 21,76302 1,33648 11,88151

3,10 10,60443 11,52931 22,22376 0,92I1I3 12,11188
12 11,05352 11,54343 22,68525 0,48800 12,34262
14 11,51184 11,54871 23,14712 0,03673 12,57356
16 11,97941 11,54478 23,60902 0,43307%7 12,80451
18 12,45620 11,53126 24,0%7057 0,92175 13,03529

3,20 12,94222 11,50778 24,53139 1,42969 13,26569
22 13,44997 11,48646 25,01609 1,95725 13,50804
24 13,94186 11,42936 25,44916 2,50480 13,72458
26 14,45540 11,37362 25,90526 3,07272 13,95263
28 14,97806 11,30632 26,35892 3,66136 14,17946

3,30 15,50974 11,22702 26,80960 4,27108 14,40480
32 16,05041 11,13532 27,25689 4,90226 14,62845
34 16,59999 11,03078 27,70026 5,55524 14,85013
36 17,15839 10,91297 28,13918 6,23037 15,06959
38 17,72552 10,78142 28,57311 6,92802 15,28656

3,40 18,30128 10,63569 29,00150 7,64853 15,50075
42 18,88554 10,47532 29,42377 8,39224 15,71189
44 19,47819 10,29985 29,83933 9,15949 15,91966
46 20,07907 10,10879 30,24755 9,95060 16,12378
48 20,68804 9,90166 30,64782 10,76592 16,32391

3,50 21,30492 9,67799 31,03947 11,60575 16,51973
52 21,92955 9,43726 31,42183 12,47042 16,71091
54 22,56173 9,17900 31,79421 13,36022 16,89711
56 23,20125 8,90269 32,15591 14,27545 17,07795
58 23,84789 8,60781 32,50618 15,21641 17,25309

3,60 24,50142 8,29386 32,84428 16,18338 17,42214
62 25,16157 7,96030 33,16043 17,17661 17,58471
64 25,82810 7,60662 33,48083 18,19639 17,74042
66 26,50071 7,23227 33,77768 10,24294 17,88884
68 27,17911 6,83672 34,05913 20,31652 18,02957

3,70 27,86297 6,41942 34,32433 21,41734 18,16216
72 28,55196 5,97984 34,57239 22,54563 18,28619
74 29,24574 5,51742 34,80241 23,70157 18,40121
76 29,94393 5,03159 35,01347 24,88534 18,50673
78 30,64615 4,52181 35,20462 26,09713 18,60231

3,80 31,35198 3,98752 35,37489 27,33708 18,68744
82 32,06100 3,42814 35,52329 28,60533 18,76164
84 32,77226 2,84362 35,64880 29,90300 18,82440
86 33,48679 2,23187 35,75039 31,22719 18,87519
88 34,20261 1,59384 35,82699 32,58097 18,91350

3,90 34,91970 0,92844 35,87753 33,96341 18,93876
92 35,63753 0,23511 35,90089 35,37455 18,95045
94 36,35554 0,48673 35,89596 36,81442 18,94798
96 37,07317 1,23766 35,86157 38,28299 18,93078
98 37,78980 2,01824 35,79655 39,78026 18,89827

4,00 38,50482 2,82906 35,69970 41,30615 18,84985
y) A (2) B () € (A) &) D (4)
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0 E10) 0] 5m | L wer | 2
B (4) A @) D (%) 2
8,96691 0,24937 2,34602 1,03387 | 0,33333 | — 7,01525| 3,00
0,19422 0,21767 2,29081 1,01762 | 0,33113 | — 8,18361 02
0,42252 0,18495 2,23841 1,0013I | 0,32895 | — 9,80935 04
9,65167 0,I5I13 2,18857 0,98492 | 0,32680 | — 12,22880 06
9,88151 0,11615 2,14107 0,06845 | 0,32468 | — 16,21517 o8
10,11188 0,07990 2,09571 0,95190 | 0,32258 | — 24,02884 | 3,10
10,34262 0,04228 2,05231 0,93525 | 0,32051 | — 46,30485 12
10,57356 | - 0,00318 2,01072 0,01849 | 0,31847 | — 627,88278 14
10,80451 | — 0,0375I 1,97080 0,00162 | 0,31646 | + 54,32000 16
11,03529 | — 0,07993 1,93242 0,88462 | 0,31447 26,02388 18
11,26569 | — 0,12424 1,89545 0,86748 | 0,31250 17,10166 | 3,20
11,50804 | — 0,I7040 1,85994 0,85034 | 0,31056 12,72776 22
11,72458 | — 0,21916 1,82538 0,83277 | 0,30864 10,12902 24
11,05263 | — 0,27016 1,79208 0,81516 | 0,30675 8,40592 26
12,17946 | — 0,32383 1,75984 0,79737 | 0.30488 7,17885 28
12,40480 | — 0,38043 1,72857 0,77939 | ©,30303 6,25995 | 3,30
12,62845 | —  0,44024 1,60821 0,76121 | 0,30120 5,54556 32
12,85013 | — 0,50361 1,66869 0,74281 | 0,29940 4,97383 34
13,06959 | — 0,57091 1,63997 0,72417 | 0,29762 450557 | 36
13,28656 | — 0,64259 1,611098 0,70529 | 0,29586 4,11473 38
13,50075 | — 0,71914 1,58467 0,68614 | 0,20412 3,78334 | 3,40
13,71189 | — 0,80114 1,55801 0,66671 | 0,29240 3,49857 42
13,01966 | — 0,88928 1,53194 0,64699 | 0,290%0 3,25106 44
14,12378 | — 0,98435 1,50642 0,62695 | 0,28902 3,03377 46
14,32391 | — 1,08728 1,48143 0,60657 | 0,28736 2,84135 48
14,51973 | — 1,199I9 1,45692 0,58584 | 0,28571 2,66062 | 3,50
14,71001 | — 1,32I40 1,43285 0,56474 | 0,28409 2,5I530 52
14,89711 | —  1,45552 1,40921 0,54323 | 0,28249 2,37576 54
15,07795 | — 1,60350 1,38596 0,52130 | 0,28090 2,24889 56
15,25309 | — 1,76774 1,36306 0,49891 | 0,27933 2,13294 58
15,42214 | — 1,95I25 1,34051 0,47605 | 0,27778 2,02648 | 3,60
15,58471 | — 2,15778 1,31826 0,45268 | 0,27624 1,92831 62
15,7404z | —  2,39218 1,29629 0,42877 | 0,27473 1,83744 64
15,88884 | — 2,66071 1,27460 0,40429 | 0,27322 1,75301 66
16,02957 | — 2,97168 1,25314 0,37919 | 0,27174 1,67429 68
16,16216 | —  3,33633 1,23190 0,35345 | 0,27027 1,60068 | 3,70
16,28619 | —  3,77027 1,21086 0,32701 | 0,26882 1,53164 72
16,4012 | —  4,29577 1,19000 0,29984 | 0,26738 1,466%70 74
16,50673 | —  4,94582 1,16930 0,27188 | 0,26596 1,40547 76
16,60231 | —  5,77138 1,14875 0,24308 | 0,26455 1,34758 78
16,68744 | — 6,85566 1,12831 0,21338 | 0,26316 1,29273 | 3,80
16,76164 | —  8,34427 1,10799 0,182%72 | 0,26178 1,24005 82
16,82440 | — 10,51583 1,08777 0,15106 | 0,26042 1,19109 84
16,87519 | — 13,99147 1,06760 0,11824 | 0,25907 1,14383 86
16,91350 | — 20,44183 1,04749 0,08427 | 0,25773 1,09869 88
16,93876 | — 36,58159 1,02743 0,04902 | 0,25641 1,05549 | 3,90
16,05045 | — 150,459I1 1,00739 0,0124I | 0,255I0 1,01408 2
16,94798 | 4+ 75,63605 0,08736 0,02569 | 0,25381 0,97431 94
16,93078 30,93182 0,96732 0,06538 | 0,25253 0,93607 96
16,89827 19,71035 0,94725 0,10680 | 0,25126 0,89923 98
16,84985 14,60067 0,92715 0,15008 | 0,25000 0,86369 | 4,00
E (4) € ) %) B (1) X ctg 2 1
B (1) A7) D (A) 7




332
VII. Tabellen.
A
A (A
) B () s
4,00 () S
02 38.50482 2.8 ® D (2)
o4 39,21757 3,62906 B 35,69970
06 39,92738 4' 7068 | — S5 s6osT 4130615 | —
08 40,63356 5'21227 - 35,40563 42,86061 | — I2’84985
4,10 41,33537 Fipe ool B s A iass | iaoder
12 42,03177 5| — 3406031 46,05475 | — I8.20282
14 42,72289 57;'32626 - 34,694 47,60415 | — 18, 0295
16 43,40702 35079 | — 34 38057 49,36001 | — 148465
18 44,08362 12’39901 — 34’02 ;’g 51,05664 | — 18,34728
44,75185 147205 | — 925 52, 18,19017
4,20 11,58035 33,62795 77926 | — 18,0
22 45,41080 —  33,18702 5452010 | — 17, 1263
46,05058 12,72446 | — 56,3058 17,81308
24 595 13,0048 32,7010 584 | — 1
26 46,69723 15,?24 ol - 32,1685§ 58,10912 | — 7:59351
28 47,32277 e | 31.58816 2003856 | _  1oneae
430 47.93522 17.06 81} — 3005831 o | = rhgores
32 48,53352 10,0 930 | = 3927751 63,67418 | — T8
34 49,11663 19,0015 | — 295442 65,57939 | — 16:47916
36 49,68343 21,3 281 _ 28,75695 67,50881 | — 13876
38 50,23281 23'ZZ 7; - 27,91412 60,46187 | — 15,77213
4,40 50,76361 24i71’é4 — 27,01415 71,43792 .| — §5:37849
42 51,27463 26 37| — 26,05541 73,43631 | — I4'95707
46 52,23241 20, ;839 —  23,95519 77,49713 | — #2777
48 5267663 3I,g8232 — 2281044 79,55799 | — 13,51815
52 53,48010 3' 788 | —  20,32331 83,73627 | — 12,40522
54 53’85461 g,51621 - 18 97 85x85181 . 11’80019
56 54,19108 S| g il 87,08360 | — 1,16166
58 44973 So08008 | _ 16,07321 orasgy | = Todeers
4,60 5477102 41,9022 B 14,5III5 92,29158 | — 9,78072
62 55,01147 ,8 20T 12,87351 94,46545 | — 2’03661
64 55,21684 43,85518 - 11,158 96,65092 | — 125557
66 55,38552 4585415 | — 0,30 34 08,84668 7,43675
68 55,51587 47,89729 | — 7>48321 101,05137 - 6,57927
470 55,60624 ;2’?§g73 — 5:53212 103,26354 _ 5,68225
72 5505491 w4 59 | = 3:49925 105,48170 | — 474481
74 55,66014 5g'29292 — 136221 107,70428 | — 2,76607
76 55,62016 58’51378 + 0,8537 109,92964 | — 274513
78 55,53315 e Sx5018 112,15609 | — 1,68111
4,80 55,39727 63’44204 5:55670 114:38185 1 0,57311
82 55,21063 6 '8 33 8,04720 116,60507 ;’:57974
84 54,97131 63’ §I95 1063276 118,82385 ,77835
36 54,67737 70'2 472 13,3152 121,03618 3,02360
88 54,32680 73’72148 Temooris 123,24000 4,31638
4,90 23,91759 75:27?9)? 18,97745 125,43316 5:05757
92 53,44768 78 21,96086 127,61343 g,0§§o6
94 52,91496 7549300 25,04800 129,77852 Badere
96 52,31732 83, 5282 28,2408 131,9260 95043
51,6 3,85498 4087 L 4 152
98 ,65260 86.508 31,54088 34,05349 52405
5,00 50,91859 8 ’52 29 34,94982 136,15836 13,12043
50.11308 g 38,4693 138,23799 14,7704
J ,21037 42,10115 140,28064 16,47491
9[(Z') % 142,31052 18,23468
@ () 2005050
&2
) D)
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& (1) €A) B (1) 1
€ B (3) A D) i ctg 4 A
16,84985 14,60067 0,92715 0,15008 | 0,25000 0,86369 | 4,00
16,78491 11,67648 0,90699 0,1954I | 0,24876 0,82936 02
16,70282 9,78141 0,88675 0,24294 | 0,24752 0,79615 o4
16,60295 8,45257 0,86642 0,29289 | 0,24631 0,76398 06
16,48465 7,46849 0,84599 0,34548 | 0,24510 0,73278 o8
16,34728 6,71006 0,82544 0,40261 | 0,24390 0,70248 | 4,10
16,19017 6,10674 0,80473 0,45963 | 0,24272 0,67302 12
16,01263 5,61541 0,78387 0,52180 | 0,24155 0,64434 14
15,81398 5,20711 0,76282 0,58786 | 0,24038 0,61640 16
15,59351 4,86219 0,74158 0,65822 | 0,23923 0,58913 18
15,35052 4,56673 0,72012 0,73338 | 0,23810 0,56250 | 4,20
15,08429 4,31061 0,60841 0,81390 | 0,23697 0,53646 22
14,79408 4,08630 0,67645 0,90045 | 0,23585 0,51097 24
14,47916 3,88807 0,65419 0,99379 | 0,23474 0,48600 26
14,13876 3,71149 .0,63163 1,00484 | 0,23364 0,46152 28
13,77213 3,55307 0,60874 1,20467 | 0,23256 0,43747 | 4,30
13,37849 3,41004 0,58548 1,32457 | 0,23148 0,41385 | 32
12,95707 3,28016 0,56184 1,45609 | 0,2304I 0,39061 34
12,50708 3,16161 0,53778 1,60111 | 0,22936 0,36774 36
12,02771 3,05289 0,51327 1,76197 | 0,22831 0,34520 38
11,51815 2,95274 0,48828 1,04153 | 0,22727 0,32296 | 4,40
10,97760 2,86011 0,46277 2,14342 | 0,22624 0,30102 42
10,40522 2,77413 0,43671 2,37225 | 0,22523 0,27933 44
9,80019 2,60404 0,41006 2,63403 | 0,22422 0,25789 46
9,I16166 2,61920 0,38277 2,03665 | 0,22321 0,23666 48
8,48879 2,54905 0,35479 3,29077 | 0,22222 0,21562 | 4,50
7,78072 2,48312 0,32609 3,71I11I | 0,22124 0,19480 52
7,03661 2,42098 0,29660 4,21857 | 0,22026 0,17412 54
6,25557 2,36228 0,26627 4,84389 | 0,21930 0,15358 56
5,4367%75 2,30669 0,23504 5,63421 | 0,21834 0,13317 58
4,57927 2,25393 0,20284 6,66566 | 0,21739 0,11286 | 4,60
3,68225 2,20376 0,16960 8,06071 | 0,21645 0,09265 62
2,74481 2,15594 0,13523 10,09466 | 0,21552 0,07252 64
1,76607 2,11028 0,09965 13,27240 | 0,21459 0,05244 66
0,74513 2,06660 0,06277 18,98513 | 0,21368 0,03240 68
0,31889 2,02475 0,02448 32,29596 | 0,21277 0,01239 | 4,70
1,42689 1,08458 0,01534 | + 98,60847 | 0,21186 0,00761 72
2,57974 1,94596 0,05680 | — 101,38841 | 0,21097 0,02762 74
3,77835 1,90877 0,10006 | — 34,35152 | 0,21008 0,04765 76
5,02360 1,87291 0,14526 | — 20,98271 | 0,2002I 0,06771 78
6,31638 1,83828 0,19259 | — 15,25398 | 0,20833 0,08784 | 4,80
7,65757 1,80480 0,24222 | — 12,06062 | 0,20747 0,10803 82
9,04806 1,77237 0,29438 | — 10,04127 | 0,20661 0,12831 84
10,48872 1,74093 0,34932 | — 8,63522 | 0,20576 0,14869 86
11,98043 1,71040 0,40730 | — 7,60247 | 0,20492 0,16920 88
13,52405 1,68074 0,46865 | — 6,81124 | 0,20408 0,18984 | 4,90
15,12043 1,65186 0,53370 | — 6,18522 | 0,20325 0,21065 92
16,77044 1,62374 0,60288 | —  5,67722 | 0,20243 0,23162 94
18,47491 1,59630 0,67663 | — 5,25642 | 0,20161 0,25280 96
20,23468 1,56951 0,7555I1 | — 4,90189 | 0,20080 0,27419 98
22,05056 1,54332 0,84012 |'—  4,59889 | 0,20000 0,29581 | 5,00
S(A) ®(4) B (1) 1
c@ B () % (%) D) ) ctg A




334 VII. Tabellen.
A A(A) B (1) €(A) S(A) D (1)

5,00 50,11308 92,21037 42,10111 142,31052 20,05056
02 49,23379 95,07651 45,84672 144,29771 21,92336
04 48,27844 97,98203 49,70776 146,24821 23,85388
06 47,24470 100,92617 53,68579 148,15804 25,84290
o8 46,13022 103,90810 57,78236 150,02671 27,89118

5,10 44,93220 106,92652 61,99893 151,84743 29,99947
12 43,64945 109,98170 66,33699 153,62018 32,16849
14 42,27831 113,07138 70,79794 155,33903 34,39897
16 40,81670 116,19488 75,38315 157,00I23 36,60158
18 39,26214 119,35103 80,09396 158,60313 39,04698

5,20 37,61210 122,53858 84,93165 160,14093 41,46583
22 35,86402 125,75621 89,89745 161,61079 43,94872
24 '34,01534 129,00253 94,99253 163,00871 46,49627
26 32,06345 132,27606 100,21802 164,33064 49,10901
28 30,00574 135,57522 105,57496 165,57238 51,78748

5,30 27,83957 138,80839 I11,06435 166,72965 54,53218
32 25,56228 142,24382 116,68713 167,79806 57,34356
34 23,17119 145,60969 122,44413 168,77312 60,22207
36 20,66361 148,99409 128,33615 169,65020 63,16807
38 18,03684 152,39501 134,36388 170,42461 66,18194

5,40 15,28815 155,81036 140,52794 171,09153 69,26397
42 12,41481 159,23792 146,82887 171,64600 72,41443
44 9,41408 162,67541 153,26711 172,08301 75,63355
46 6,28321 166,12043 159,84300 172,39740 78,92150
48 3,01944 169,57046 166,55681 172,58390 82,27840

5,50 0,37999 173,02289 173,40867 172,63714 85,70434
52 3,91783 176,47502 180,39864 172,55165 89,19932
54 7,59685 179,92400 187,52663 172,32183 92,76332
56 11,41981 183,36689 104,79248 171,94198 96,39624
58 15,38947 186,80064 202,19586 171,40629 100,09793

5,60 19,50856 190,22206 209,73636 170,70883 103,86818
62 23,77983 193,62787 217,41342 169,84358 107,70671
64 28,20600 197,01465 225,22634 168,80438 111,61317
66 32,78979 200,37885 233,17429 167,58500 115,58714
68 37,53387 203,71680 241,25630 166,17906 119,62815

5,70 42,44092 207,02472 249,47123 164,58011 123,73562
72 47,51360 210,29868 25%7,81782 162,78158 127,90891
74 52,75451 213,53461 266,29462 160,77678 132,14731
76 58,16624 216,72833 274,90003 158,55894 136,45001
78 63,75135 219,87550 283,63227 156,12117 140,81613

5,80 69,51236 222,97166 292,48939 153,45649 145,24469
82 75,45175 226,01220 301,46926 150,55781 149,73463
84 81,57194 228,99237 310,56956 147,41794 154,28478
86 87,87531 231,90726 319,78778 144,02961 158,89389
88 94,36421 234,75185 329,12120 140,38544 163,56060

5,90 101,04091 237,52093 338,56692 136,47797 168,28346
92 107,90762 240,20916 348,12180 132,29963 173,06090
94 114,96649 242,81105 357,78250 127,84280 177,89125
96 122,21960 245,32096 367,54546 123,09972 182,77273
98 129,66896 247,73308 377,40687 118,06261 187,70344

6,00 137,31651 250,04146 387,36272 112,72356 192,68136
A A(4) B(4) €(1) &(A) D(4)




Tabelle der Frequenzfunktionen. 335
&(4) €(A) B (L) I

€@ B () %A) D7) 7 ctg 4 2
22,05056 1,54332 | — 0,84012 | — 4,50889 | 0,20000 0,29581 | 5,00
23,92336 1,51770 | — 0,93120 | —  4,33677 | 0,19920 0,31770 02
25,85388 1,49260 | — 1,0296I | — 4,10759 | 0,1984I 0,33986 04
27,84290 1,46799 | — 1,13633 | — 3,90537 | 0,19763 0,36232 06
29,89118 1,44384 | — 1,25259 | — 3,72548 | 0,19685 0,38512 08
31,99947 1,4201I | — 1,37983 | — 3,560428 | 0,19608 0,40827 | 5,10
34,16849 1,39679 | — 1,51977 | — 3,41890 | 0,1953I 0,43179 12
36,39897 1,37381 | — 1,67457 | — 3,28706 | 0,10455 0,45573 14
38,60158 1,35119 | — 1,84687 | — 3,16680 | 0,19380 0,48011 16
41,04698 1,32888 | — 2,03998 | — 3,05660 | 0,19305 0,50496 18
43,46583 1,30686 | — 2,25809 | — 2,95517 | 0,1923I 0,53032 | 5,20
45,94872 1,28511 | — 2,50662 | — 2,86143 | 0,I9I57 0,55623 22
48,49627 1,26361 | — 2,70264 | —  2,77447 | 0,19084 0,58271 24
5I,10901 1,24233 | — 3,I2562 | — 2,69352 | O,IQOII 0,60982 26
53,78748 1,22126 | — 3,51849 | — 2,61791 | 0,18939 0,63760 28
56,53218 1,20037 | — 3,98044 | — 2,54709 | 0,18868 0,66610 | 5,30
59,34356 1,17965 { —  4,56482 | — 2,48055 | 0,18797 0,695371 32
62,22207 1,15908 | — 5,28433 | — 2,41788 | 0,18727 0,72546 34
65,16807 1,13864 | — 6,21073 | — 2,35869 | 0,18657 0,75644 36
68,18194 I,1183I | —  7,44941 | — 2,30267 | 0,18587 0,78837 38
71,26397 1,09808 | — 0,19195 | — 2,24952 | 0,18519 0,82133 | 5,40
74,41443 1,07792 | — 11,82601 | — 2,19898 | 0,18450 0,85538 42
77,63355 1,05783 | — 16,28063 | — 2,15084 | 0,18382 0,89062 44
80,92150 1,03779 | — 25,43972 | — 2,10488 | 0,18315 0,92714 46
84,27840 1,01777 | — 55,16151 | — 2,06094 | 0,18248 0,96504 48
87,70434 0,99777 | + 456,35585 | — 2,01883 | 0,18182 1,00444 | 5,50
91,19932 0,97777 46,04557 | — 1,97843 | 0,18116 1,04544 | 52
94,76332 0,95775 24,68478 | — 1,93960 | 0,18051 1,08820 54
08,39624 0,93769 17,05741 | — 1,90222 | 0,17986 1,13286 56
102,09793 0,91759 13,13859 | — 1,86618 | 0,17921 1,17960 58
105,86818 0,89742 10,75099 | —  1,83138| 0,17857 1,22859 | 5,60
109,70671 0,87716 9,14277 | — 1,79773 | 0,17794 1,28005 62
113,61317 0,85681 7,98505 | — 1,76516 | 0,17730 1,33421 64
117,58714 0,83634 7,11119 | — 1,73357 | 0,17668 1,39135 66
121,62815 0,81574 6,42770 | — 1,70292 | 0,17606 1,45175 68
125,73562 0,79498 5,87808 | — 1,67312 | 0,17544 1,51577 | 5,70
129,90891 0,77405 5,42619 | — 1,64413 | 0,17483 1,58379 72
134,14731 0,75293 5,04781 | — 1,61588 | 0,17422 1,65627 74
138,45001 0,73160 4,72611 | — 1,58833 | 0,17361 1,73371 76
142,81613 | 0,71004 4,44904 | — 1,56I44 | 0,1730I 1,81671 78
147,24469 0,68823 4,20773 | — 1,53515 | 0,I724I 1,90597 | 5,80
151,73463 0,66615 3,99552 | — 1,50942 | 0,17182 2,00231 82
156,28478 0,64377 3,80731 | — 1,48422 | 0,17123 2,10669 84
160,89389 0,62107 3,63911 | — 1,4595I | 0,17065 2,22026 86
165,56060 0,59802 3,48778 | — 1,43526 | o,17007 2,34437 88
170,28346 0,57459 3,35079 | — 1,4I143 | 0,16949 2,48071 | 5,90
175,06090 0,55077 3,22611 | — 1,38800 | 0,16892 2,63128 92
179,89125 0,52651 3,11206 | — 1,36494 | 0,16835 2,79857 94
184,77273 0,50179 3,00725 | —  1,34222 | 0,16779 2,98571 96
189,70344 0,47657 2,91054 | — 1,31981 | 0,16722 3,19663 98
194,68136 0,45082 2,82095 | — 1,29769 | 0,16667 3,43635 | 6,00

) S C) B0 T otg 2 ;

B(1) A(A) D(A) A




336 VII. Tabellen.
) A (L) B () € (4) 8(4) D(A)

6,00 137,31651 250,04146 387,36272 112,72356 192,68136
oz 145,16407 252,23996 397,40873 107,07462 197,70436
o4 153,21343 254,32232 407,54037 101,10775 202,77018
06 161,46623 256,28210 417,75288 04,81484 207,87644
o8 169,92405 258,11269 428,04121 88,18772 213,02061

6,10 178,58835 259,80732 438,40008 81,21816 218,20004
12 187,46040 261,35896 448,82370 73,89785 223,41185
14 196,54170 262,76084 459,30680 66,21853 228,65340
16 205,83311 264,00537 469,84267 58,17174 233,92133
18 215,33571 265,08521 480,42504 49,74907 239,21252

6,20 225,05037 265,99277 491,04719 40,94205 244,52359
22 234,97782 266,72027 501,70206 31,74220 249,85103
24 245,11863 267,25978 512,38230 22,14098 255,I19I15
26 255,47321 267,60316 523,08019 12,12986 260,54010
28 266,04190 267,74218 533,78783 1,70027 265,89391

6,30 276,82475 267,66834 544,49676 9,15635 271,24838
32 287,82172 267,37303 555,19834 20,44856 276,59917
34 299,03257 266,84744 565,88354 32,18494 281,94177
36 310,45689 266,08261 576,54295 4437402 287,27147
38 322,09406 265,06940 587,16683 57,02433 292,58342

6,40 333,94326 263,79851 597,74507 70,14437 297,87253
42 346,00348 262,26044 608,26715 83,74260 303,13358
44 358,27350 260,44556 618,72221 97,82744 308,36110
46 370,75185 258,34404 629,09897 112,40726 313,54949
48 383,43686 255,94591 639,38579 127,49035 318,69289

6,50 396,32660 253,24102 649,57056 143,08494 323,78528
52 400,41891 250,21905 659,64084 159,19918 328,82042
54 422,71139 246,86953 669,58372 175,84112 333,79186
56 436,20133 243,18183 679,38588 193,01872 338,60294
58 449,88580 239,14516 689,03360 210,73982 343,51680

6,60 463,76155 234,74857 698,51270 229,01214 348,25635
62 477,82507 229,98095 707,80854 247,84324 352,90427
64 492,03431 224,86931 716,90608 267,16408 357,45304
66 506,49990 219,28750 725,78978 287,21146 361,89489
68 521,10263 223,33873 734,44368 307,76292 366,22184

6,70 535,87600 206,97308 742,85132 328,90194 370,42566
72 550,81493 200,17869 750,99580 350,63522 37449790
74 565,91396 192,94366 758,85974 372,96926 378,42987
76 581,16733 185,25587 766,42526 395,91038 382,21263
78 596,56859 177,10343 773,67402 419,46462 385,83701

6,80 612,11205 168,47317 780,58716 443,63778 389,29358
82 627,78998 159,35348 787,14537 468,43538 392,57267
84 643,59537 149,73155 793,32874 493,86268 395,66437
86 659,52050 139,59474 799,11700 519,92462 398,55850
88 675,55727 128,93031 804,48928 546,62580 401,24464

6,90 691,69715 117,72541 809,42422 573,97056 403,71211
92 707,03118 105,96716 813,89994 601,96284 405,94997
94 724,24994 93,64256 817,89404 630,60620 407,94702
96 740,64358 80,73856 821,38362 659,90384 409,69181
98 757,10177 67,24203 824,34522 689,85854 411,17261

7,00 773,61370 53,13982 826,75490 720,47268 412,37745
A A(2) B(4) €(2) e D)




Tabelle der Frequenzfunktionen.

337

&) €@) B (4 1
€@ B () A(k) D7) 7 ctg A
104,68136 0,45082 2,82095 1,29769 | 0,16667 | — 3,43635| 6,00
199,70436 0,42450 2,73765 1,27584 | 0,16611 | —  3,71147 oz
204,77018, 0,39756 2,65995 I1,25425 | 0,16556 | —  4,03071 04
209,87644 0,36996 2,58725 1,23286 | 0,16502 | —  4,40594 06
215,02061 0,34166 2,5I901 1,21168 | 0,16447 | — 4,85370 08
220,20004 0,31261 2,45481 1,19068 | 0,16393 | — 5,39776 | 6,10
225,41185 0,28275 2,39423 1,16985 | 0,16340 | — 6,07351 12
230,65340 0,25201 2,33694 1,14917 | 0,16287 | — 6,93616 14
235,92133 0,22034 2,28264 1,12861 | 0,16234 | — 8,07675 16
241,21252 0,18767 2,23105 1,10816 | 0,16181 | — 0,65688 18
246,52359 0,15392 2,18194 1,08780 | 0,16129 | — 11,99361 | 6,20
251,85103 0,11901 2,1351I0 1,06752 | 0,16077 | — 15,80540 22
257,I19I15 0,08284 2,09034 1,04729 | 0,16026 | — 23,I4163 24
262,54010 0,04533 2,04750 1,027II | 0,I15974 | — 43,12303 26
267,80391 | 4 0,00635 2,00641 1,00695 | 0,I15924 | — 313,94040 28
273,24838 | — 0,03421 1,06694 0,98680 | 0,15873 | + 59,46619 | 6,30
278,59917 | — 0,07648 1,92897 0,96664 | 0,15823 27%,15080 32
283,94177 | — 0,12061 1,89238 0,94646 | 0,15773 17,61001 34
289,27147 | — 0,16677 1,85708 0,92624 | 0,15723 12,99273 36
294,58342 | — 0,21513 1,82296 0,90596 | 0,15674 10,29672 38
299,87253 | — 0,26590 1,78996 0,88561 | 0,15625 8,52160 | 6,40
305,13358 | — 0,31931 1,75798 0,86516 | 0,15576 7,26349 42
310,36110 | — 0,37562 1,72695 0,84461 | 0,15528 6,32459 44
315,54949 | — 0,43511 1,69682 0,82383 | 0,15480 5,59658 | 46
320,60289 | — 0,49811 1,66751 0,80311 | 0,15432 5,0I515 48
325,78528 | — 0,56501 1,63898 0,78213 | 0,15385 4,53973 | 6,50
330,82042 | — 0,63624 1,61116 0,76096 | 0,15337 4,14348 52
335,79186 | — 0,71228 1,58402 0,73959 | 0,15290 3807871 54
340,60294 | — 0,79372 1,55750 0,71800 | 0,15244 3,51978 56
345,51680 | — 0,88122 1,53157 0,60617 | 0,15198 3,26958 58
350,25635 | — 0,97556 1,50619 0,6740%7 | 0,15152 3,05010 | 6,60
354,90427 | — 1,07767%7 1,48131 0,65168 | 0,15106 2,85586 62
359,45304 | — 1,18809 1,45702 0,62909 | 0,15060 2,68262 64
363,89489 | — 1,30975 1,43295 0,60594 | 0,150I5 2,52%701 66
368,22184 | —  1,44260 1,40940 0,58254 | 0,14970 2,38639 68
372,42566 | — 1,58910 1,38624 0,55874 | 0,14925 2,25857 | 6,70
376,49790 | — I1,75161 1,36343 0,53452 | 0,14881 2,14181 72
380,42987 | — 1,93305 1,34094 0,50985 | 0,14837 2,03464 74
384,21263 | — 2,I37I0 1,31877 0,48469 | 0,14793 1,93585 76
387,83701 | — 2,36847 1,29687 0,45901 | 0,14749 1,84443 78
391,29358 | — 2,63328 1,27524 0,43277 | 0,14706 1,75951 ) 6,80
394,57267 | —  2,93960 1,25384 0,40592 | 0,14663 1,68037| 82
397,66437 | —  3,20832 1,23265 0,37843 | 0,14620 1,60637 84
400,55850 | —  3,72453 1,21166 0,35025 | 0,14577 1,53698 86
403,24464 | —  4,23970 1,19085 0,32132 | 0,14535 1,47173 838
405,71211 | —  4,87550 1,17020 0,2916I | 0,14493 1,41022 | 6,90
407,94997 | —  5,68065 1,14969 0,26104 | 0,14451 1,35207 92
409,94702 | — 6,73418 1,12930 0,22954 | 0,14409 1,29699 94
411,60181 | — 8,17334 1,10901 0,19707 | 0,14368 1,24470 96
413,1726I | — 10,25934 1,08882 0,16354 | 0,14327 1,19495 98
414,37745 | — 13,55806 1,06869 0,12886 | 0,14286 1,14752 | 7,00
S C(A) B (4) T
€@ B30 AD) >0 7 ctg A A
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338 VII. Tabellen.
A W(A) B () € () &(4) D)

7,00 773,61370 | — 53,13982 826,75490 720,47268 412,37745
02 790,14311 | — 38,3937I 828,53816 751,74820 413,26908
04 806,75323 | — 23,06547 829,81996 783,68654 413,90998
06 823,35674 | —  7,06682 830,42478 816,28870 414,21239
o8 839,96586 | -+ 9,59050 830,37652 849,55516 414,18826

7,10 856,56727 26,91981 829,64858 883,48588 413,82429
12 873,14709 44,93437 828,21380 918,08026 413,10609
14 879,69002 63,64744 826,04452 953,33716 412,02226
16 506,18378 83,07226 823,11252 989,25486 410,55626
18 922,61014 103,22202 819,38908 1025,83008 408,69454

7,20 038,95388 124,10986 814,84492 1063,06256 406,42246
22 955,19827 145,74887 809,45028 I1100,94596 403,72514
24 971,32602 168,15202 803,17482 1139,47686 400,58741
26 987,31957 191,33181 795.98774 1178,65022 396,99387
28 1003,15924 215,30228 787,85772 1218,46036 392,92886

7,30 1018,82700 240,07484 778,75286 1258,90070 388,37643
32 1034,30264 265,66246 768,64086 1299,96396 383,32043
34 1049,56570 292,07750 757,48884 1341,64208 37774442
36 1064,59504 319,33218 745,26346 1383,92610 371,63173
38 1079,36886 347,43852 731,93090 1426,80626 364,96545

7,40 1093,86467 376,40833 717,45686 1470,27190 357,72843
42 1108,05929 406,25323 701,80658 I1514,31142 349,90329
44 1121,92885 436,98453 684,94480 1558,91232 341,74240
46 1135,44877 468,61337 666,83584 1604,06108 332,41792
48 1148,59373 501,15053 647,44362 1649,74322 322,72181

7,50 1161,33771 534,60655 626,73154 1695,94322 312,36577
52 1173,65395 568,09161 604,66268 1742,64452 301,33134
54 1185,51493 604,31555 581,19970 1789,82948 289,59985
56 1196,89248 640,58798 556,30480 1837,47946 277,15240
58 1207,75732 677,81770 539,93990 1885,57402 263,96995

7,60 1218,07993 716,01367 502,06652 1934,09264 250,03326
62 1227,82967 755,18407 472,64582 1983,01278 235,32291
64 1236,97518 795,33670 441,63868 2032,31094 219,81934
66 1245,48446 836,47896 409,00568 2081,96232 203,50284
68 1253,32431 878,61737 374,70710 2131,94098 186,35355

7,70 1260,46129 921,75849 338,70292 2182,21888 168,35146
72 1266,86079 965,90793 300,95298 2232,76784 149,47649
74 1272,48750 1011,07082 261,41678 2283,55744 129,70839
76 1277,30528 1057,25162 220,05374 2334,55606 109,02687
78 1281,27719 1104,45423 176,82302 2385,73060 87,41151

7,80 1284,36548 1152,68180 131,68372 2437,04646 64,84186
82 1286,53155 1201,93679 84,50478 2488,46754 41,29739
84 1287,73600 1252,22004 35,5500 2539,95616 16,75753
86 1287,93860 1303,53522 15,59662 2591,47306 8,70831
88 1287,09831 1355,87979 68,78150 2642,97734 35,39075

7,90 1285,17325 1409,25395 124,08074 2694,42646 63,04037
92 1282,12072 1463,65618 181,53552 2745,77616 91,76%776
94 1277,89719 1519,08403 241,18690 2796,98050 121,59345
96 1272,45832 1575,53412 303,17586 2847,99174 152,53793
98 1265,758096 1633,00208 367,24320 2 898,76036 184,62160

8,00 1257,75313 1691,48257 433,72954 2949,23504 217,86477
A A(4) B () €(1) &(4) D(4)




Tabelle der Frequenzfunktionen. 339
(), €() B (1) 1

€M) B0 %) 30) 7 ctg 4
414,37745 | — 13,55806 1,06869 | — 0,12886 | 0,14286 1,14752 | 7,00
415,26908 | — 19,57998 1,04859 | — 0,00200 | 0,14245 1,10221 02
415,90998 | — 33,97661 1,02859 | — 0,05572 | 0,14205 1,05886 04
416,21239 | — I15,51004 1,00858 | — 0,01706 | 0,14164 1,01732 06
416,18826 | + 88,58298 0,08854 | 4+ 0,02315 ]| 0,14I24 0,97742 08
415,82429 32,81917 0,96857 0,06505 | 0,14084 0,93906 | 7,10
415,10609 20,43158 0,94854 0,10877 | 0,14045 0,90211 12
414,02226 14,97840 0,92846 0,15448 | 0,14006 0,86648 14
412,55626 11,90836 0,90833 0,20234 | 0,13966 0,83205 16
410,69454 9,93810 0,88812 0,25256 | 0,13928 0,79876 18
408,42246 8,56550 0,86782 0,30537 | 0,13889 0,76651 | 7,20
405,72514 7:55372 0,84742 0,36101 | 0,13850 0,73523 22
402,58741 6,77647 0,82688 0,41976 | 0,13812 0,70486 24
398,99387 6,16024 0,80621 0,48195 | 0,13774 0,67534 26
394,92886 5,65930 0,78538 0,54794 | 0,13736 0,64660 28
390,37643 5,24378 0,76436 0,61805 | 0,13699 0,61860 | 7,30
385,32043 4,89329 0,74315 0,60306 | 0,13661 0,59128 32
379,74442 459344 0,72517 0,77321 | 0,13624 0,56460 34
373,63173 4,33381 0,70004 0,85927 | 0,13587 0,53851 36
366,96545 4,10664 0,67811 0,95198 | 0,13550 0,51298 38
359,72843 3,90606 0,65589 1,05222 | 0,I13514 0,48798 | 7,40
351,90329 3,72751 0,63336 1,16104 | 0,13477 0,46345 42
343,74240 3,56743 0,61051 1,27870 | 0,13441 0,43937 44
334,41792 3,42299 0,58729 1,40971 [ 0,13405 0,41572 46
324,72181 3,20919I 0,56368 1,55289 | 0,13369 0,39245 48
314,36577 3,17232 0,53966 1,71148 | 0,13333 0,36955 | 7,50
303,33134 3,06269 0,51520 1,88826 | 0,13298 0,34698 52
291,59985 2,96175 0,49025 2,08673 | 0,13263 0,32472 54
2%79,15240 2,86843 0,46479 2,31132 | 0,13228 0,30276 56
265,96995 2,78183 0,44706 2,56778 | 0,13193 0,28105 58
252,03326 2,70120 0,41218 2,86367 | 0,13158 0,25959 | 7,60
23%7,32291 2,62587 0,38494 3,200I4 | 0,I13123 0,23835 62
221,81934 2,55528 0,35703 3,61814 | 0,13089 0,21731 64
205,50584 2,48896 0,32839 4,11040 | ©0,13055 0,19645 66
188,35355 2,42647 0,29897 4,71479 | o,13021 0,17576| 68
170,35146 2,36745 0,26871 5,47520 | 0,12987 0,15521 | 7,70
151,47649 2,31157 0,23756 6,46194 | 0,12953 0,13479 72
131,70839 2,25855 0,20544 7,79495 | 0,12920 0,11448 74
111,02687 2,20814 0,17228 9,60716 | 0,12887 0,00426 76
89,41151 2,16100 0,13098 12,63511 | 0,12854 0,07412 78
66,84186 2,11424 0,10253 17,77681 | 0,12820 0,05403 | 7,80
43,29739 2,07038 0,06575 29,10442 | 0,12788 0,03399 82

+ 18,75753 2,02836 | 4 0,02758 | + 74,72586 | 0,12755 | + 0,01398 84
— 6,79831 1,08803 | — 0,0121I1 | — 148,15745 | 0,12723 | — 0,00602 86
—  33,39075 1,04927 | — 0,05344 | — 38,31170 | 0,12600 | — 0,02602 88
—  61,04037 1,91195 | — 0,09655 | — 22,35479 | 0,12658 | — 0,04605 | 7,90
—  89,76776 1,87597 | — o,14159 | — 15,94957 | 0,12626 | —  0,06611 92
— 119,59345 1,84123 | — 0,18874 | — 12,49314 | 0,12594 | — 0,08623 94
— 150,53793 1,80764 | — 0,23845 | — 10,32880 | 0,12563 | — 0,10642 96
— 182,62160 1,77511 | — 0,29014 | — 8,84513 | 0,I12531 | — 0,12669 98
— 215,86477 1,74358 | — 0,34484 | — 7,76391 | 0,12500 | — 0,14706 | 8,00

&) €(4) B (A) I
€2 B () AC) D) 7 ctg 4 A

22*



VII. Tabellen.

2 A (1) B (4) €(A) &) D(A)
8,00 1257,75313 1691,48257 433,72954 2949,23504 | — 217,86477
oz 1248,39405 1750,96917 502,57522 2999,36356 | — 252,28761
04 1237,63413 1811,45439 573,82038 3049,08788 | — 287,91019
06 1225,42497 1872,92963 647,50478 3098,35398 | — 324,75239
o8 I2II,71741 1935,38509 725,66782 3147,10190 | — 363,83391
8,10 1196,46148 1998,80984 802,34852 3195,27072 | — 402,17426
12 1179,60643 2063,19165 883,58538 3242,79750 | — 442,79269
14 1161,10076 2128,51702 967,41642 3289,61724 | — 484,70821
16 1140,89223 2104,77117 1053,87912 3335,66286 | — 527,93956
18 1118,92781 2261,93791 1143,01028 3380,86520 | — 572,50514
8,20 1095,15378 2329,99968 1234,84608 3425,15296 | — 618,42304
22 1069,51569 2398,93745 1329,42194 3468,45264 | — 665,71097
24 1041,92149 2468,76761 1426,86434 3510,68862 | — 695,43854
26 1012,42608 2539,35738 1526,93152 3551,78298 | — 764,46576
28 980,86220 2610,79388 1629,93188 3591,65562 | — 815,96594
8,30 947,20964 2683,01492 1735,80548 3630,22412 | — 868,90274
32 911,41062 2755,99358 1844,58318 3667,40376 | — 923,20159
34 873,40676 2829,70122 1956,29470 3703,10756 | — 979,14735
36 833,13909 2904,10745 2070,96858 373724612 | — 1035,48429
38 790,54809 2979,18003 2188,63218 3769,72772 | — 1095,31609
8,40 745,62369 3054,93487 2309,31142 3800,55818 | — 1155,65571
42 698,15536 3131,18604 2433,03002 3829,34102 | — 1217,5I546
44 648,23203 3208,04555 2559,81376 3856,27722 | — 1280,90688
46 595,74224 3285,42348 2689,68148 3881,16536 | — 1345,84074
48 540,62408 3363,27782 2822,65798 3903,90156 | — 1412,32699
8,50 482,81526 3441,56448 2958,74946 3924,37942 | — 1480,37473
52 422,25317 3520,23721 3097,98428 3942,49006 | — 1549,99214
54 358,87486 3599,24756 3240,37294 3958,12212 | — 1621,18647
56 292,61714 3678,54482 3385,92792 3971,16166 | — 1693,96396
58 223,41657 3758,07597 3534,65964 3981,49226 | — 1768,32982
8,60 15I,20953 3837,78565 3686,57638 3988,99490 | — 1844,28819
62 75,93224 3917,61610 3841,68412 3993,54088 | — 1921,84206
64 2,47914 3997,50708 3999,98648 3995,02770 | — 2000,99324
66 84,08853 4077,39587 4161,48464 3993,30670 | — 2081,74232
68 168,95982 4157,21718 4326,17724 3988,25712 | — 2164,08862
8,70 257,15689 4236,90309 4494,06022 3979,74598 | — 2248,03011
72 348,74346 4316,38304 4665,12674 3967,63938 | — 2333,56337
74 443,78312 4395,58378 4839,36714 3951,80046 | — 2420,68357
76 542,33921 4474,42925 5016,76872 3932,08964 | — 2509,38436
78 64447483 4552,84061 5197,31570 3908,36560 | — 2599,65785
8,80 750,25269 4630,73615 5380,98908 3880,48330 | — 2691,49454
82 859,73509 4708,03125 5567,76658 3848,29598 | — 2784,88329
84 972,98388 4784,63830 5757,62242 3811,65426 | — 2879,81121
86 1090,06031 4860,46671 5950,52726 3770,40624 | — 2976,26363
88 12I1,02507 4935,42281 6146,44812 3724,39760 | — 3074,22400
8,90 1335,93810 5000,40984 6345,34817 3673,47160 | — 3173,67409
92 1464,85879 5082,32803 6547,18666 3617,46912 | — 3274,59333
94 1597,84486 5154,07368 6751,91878 3556,22870 | — 3376,95939
96 1734,95431 5224,54097 6959,49550 3489,58656 | — 3480,74775
98 1876,24329 5293,62003 7169,86354 3417,37662 | — 3585,93177
9,00 2021,76707 5361,19779 7382,96510 333943062 | — 3692,48255
A A (1) B(4) €(2) &(4) D(2)




Tabelle der Frequenzfunktionen. 341
s P
E(4) &(4) € (1) B (1) I otg A 2
B () A(A) D(4) A
— 215,86477 1,74358 | — 0,34484 7,76391 | 0,I12500 | — 0,14706 | 8,00
— 250,28761 1,71297 | — 0,40258 6,04037 | 0,12469 | — 0,16756 02
— 285,91019 1,68323 | — 0,46364 6,20173 | 0,12438 | — 0,18819 o4
— 322,75239 1,65428 | — 0,52839 5,76725 | 0,12407 | — 0,20898 06
— 361,83391 1,62608 | — 0,59888 5,31942 | 0,12376 | ——  0,22995 08
—  400,17426 1,50859 | — 0,67060 4,97001 | 0,12346 | — 0,25110} 8,10
—  440,79269 1,57174 | — 0,74905 4,65950 | 0,I12315 | — 0,27248 12
—  482,70821 1,54550 | — 0,83319 4,39134 | 0,12285 | — 0,29408 14
— 525,93956 1,51982 | — 0,92373 4,15724 | 0,12255 | — 0,31504 16
—  570,50514 1,49468 | — 1,02152 3,95095 | 0,12225 | — 0,33808 18
— 616,42304 1,47002 | — I1,I12755 3,76765 | 0,12195 | — 0,36052 | 8,20
-- 663,71097 1,44583 | — 1,24301 3,60357 | 0,12166 | — 0,38329 22
-~ 693,43854 1,42204 [ — 1,36945 3,54994 | 0,12136 | —  0,4064I 24
—  762,45567 1,39869 | — 1,50819 3,321I74 | 0,12106 | —  0,42990 26
— 813,96594 1,37569 | — 1,66173 3,19964 | 0,12077 | — 0,45381 28
— 866,90274 1,35304 | — 1,83255 3,08782 | 0,12048 | — 0,47815| 8,30
— 021,29I59 1,33070 | — 2,02388 2,98496 | 0,12019 | —  0,50297 32
— 977,14735 1,30866 | — 2,23984 2,88996 | 0,11990 | — 0,52828 34
- 1033,48429 1,28688 | —  2,48574 2,80459 | 0,11962 | — 0,55414 36
— 1093,31609 1,26536 | — 2,76850 2,71993 | 0,11933 | — 0,58058 38
— 1153,65571 1,24407 | —  3,097I5 2,64346 | 0,11905 | — 0,60764 | 8,40
— 1215,51546 1,22297 | —  3,49926 2,57178 | 0,11876 | — 0,63536 42
— 1278,90688 1,20206 | —  3,94892 2,50451 | 0,11848 | — 0,66380 44
— 1343,84074 1,18133 | —  4,51484 2,44117 | 0,11820 | — 0,69301 46
— 1410,32699 1,16074 | —  5,22III 2,38137 | 0,11792 | — 0,72303 48
— 1478,37473 1,14029 | — 6,12812 2,32479 | 0,11765 | — 0,75394 | 8,50
— 1547,99214 1,11995 | —  7,33679 2,27113 | 0,11737 | — 0,78579 2
— 1619,18647 1,09971 | — 0,020926 2,22013 | o,11710 | — 0,81866 54
— 1691,96396 1,07955 | — 1II,571I9 2,17156 | 0,11682 | — 0,85263 56
— 1766,32982 1,05045 | — 15,82004 2,12521 | 0,11655 | — 0,88777 58
— 1842,28819 1,03940 | — 24,38058 2,08090 | 0,11628 | — 0,92419 ] 8,60
— 1919,84206 1,01938 | — 50,59358 2,03847 | o,11601 | — 0,96197 62
— 1998,99324 0,99938 | +1613,45727 1,99776 | 0,11574 | — 1,00124 64
— 2079,74232 0,97938 49,48932 1,05864 | 0,11547 | — 1,0421I 66
— 2162,08862 0,95936 25,60477 1,92100 | 0,11521I | — 1,08473 68
— 2246,03011 0,93930 17,47595 1,88472 | 0,11494 | — 1,12923| 8,70
- 2331,56337 0,91920 13,37696 1,84970 | 0,11468 | — 1,17579 72
— 2418,68357 0,89904 10,90480 1,81584 | 0,11442 | — 1,22460 74
— 2507,38436 0,87879 0,25024 1,78308 | 0,11416 | — 1,27585 76
— 2597,65785 0,85844 8,06442 1,75I32 | 0,11390 | —  1,32979 78
— 26809,49454 0,83798 7,17223 1,7205I | 0,11364 | — 1,38668| 8,80
— 2782,88329 0,81739 6,47614 1,69057 | 0,11338 | — 1,44681 82
— 2877,81121 0,79664 5,91749 1,66144 | 0,11312 | — 1,51053 84
— 2974,26363 0,77573 5,45890 1,63308 | 0,11287 | — 1,57822 86
— 3072,22406 0,75462 5,07541 1,60542 | 0,11261 | — 1,65032 88
— 3171,67409 0,7333I 4,74973 1,57843 | 0,11236 | — 1,72734| 8,90
— 3272,59333 0,71177 4,46950 1,55205 | 0,11211 | — 1,80988 92
— 3374,95939 0,68908 4,22564 1,52625 | 0,11186 | — 1,89862 94
— 3478,74775 0,66792 4,01134 1,50098 | 0,I11I61 | — 1,99436 96
— 3583,93177 0,64556 3,82139 1,47622 | 0,11136 | — 2,00806 98
— 3690,48255 0,62289 3,65174 1,45192 | O0,I11II | — 2,21085| 9,00
5 g
€1 S() &) B(2) L ctg A A
B () A(A) D) A




3492 VII. Tabellen.

2 A*) B (4) € @) S (4) D (4)

9,00 2021,76707 5361,19779 7382,96510 3339,43062 [ — 3692,48255
02 2171,57971 542715787 7598,73780 3255,57808 | — 3800,36890
04 2325,73395 5491,38039 7817,11456 3165,64636 | — 3909,55728
06 2484,28117 5553,74203 8038,02342 3069,46078 | — 4020,01171
08 '2647,27125 5614,11595 8261,38742 2966,84462 | — 4131,69371

9,10 2814,75248 5672,37176 8487,12446 2857,61920 | — 4244,56223
12 2986,77147 5728,37545 8715,14714 2741,60392 | — 4358,57357
14 3163,37299 5781,98943 8945,36262 2618,61638 | — 4473,68131
16 3344,59994 5833,07240 9177,67254 2488,47242 | — 4589,83627
18 3530,49316 5881,47938 9411,97274 2350,98616 | — 4706,98637

9,20 3721,00103 592%,06129 0648,15324 2205,97022 | — 4825,07662
22 3916,43105 5969,66673 9886,09798 2053,23504 | — 4944,04899
24 4116,54625 6009,13835 0125,68480 1892,59206 | — 5063,84240
26 4321,46853 6045,31641 10366,78514 1723,84784 | — 5184,30257
28 4531,22685 6078,03697 10609,26400 1546,81010 | — 5305,63200

9,30 4745,84735 6107,13223 10852,97976 1361,28486 | — 5427,48988
32 4965,35330 6132,43048 11097,78396 1167,07718 | — 5549,89198
34 5189,76493 6153,75613 11343,52124 963,99118 | — 5672,76062
36 5419,09928 6170,92964 II590,02910 751,83034 | — 5796,01455
38 5653,37009 6183,76753 11837,13780 530,39742 | — 5919,56890

9,40 5892,58762 6192,08240 12084,67018 299,49478 | — 6043,33500
42 6136,75849 6195,68287 12332,44154 58,02436 | — 6167,22077
44 6385,88560 6194,37360 12 580,25936 191,51200 | — 6291,12968
46 6639,96785 6187,95529 12827,92330 452,01254 | — 6414,96165
48 6899,00011 6176,22469 13075,22496 722,77542 | — 6538,61248

9,50 7162,97299 6158,97455 13321,94768 1003,99844 | — 6661,97384
52 7431,87267 6135,99371 13567,86652 1295,87896 | — 6784,93326
54 7705,68073 6107,06703 13812,74790 1598,61370 | — 6907,37395
56 7984,37405 6071,97549 14056,34968 1912,39856 | — 7029,17484
58 8267,92452 6030,49612 14298,42078 2237,42838 | — 7150,21039

9,60 8556,29895 5982,40209 14538,70116 2573,89684 | — 7270,35058
62 8849,45884 5927,46270 14776,92168 2921,99610 | — 7389,46084
64 9147,36023 5865,44343 15012,80378 3281,91676 | — 7507,40189
66 9449,95348 5796,10596 15246,05958 3653,85748 | — 7624,02979
68 9757,18312 5719,20822 15476,39146 4037,97486 | — 7739,19573

9,70 10068,98761 5634,50443 15703,49214 443448314 | — 7852,74607
72 10385,29915 5541,74515 15927,04442 4843,55396 | — 7964,52221
74 10706,04355 5440,67733 16146,72098 5265,36618 | — 8074,36049
76 11031,13990 5331,04438 16362,18440 5700,09548 | — 8182,009220
78 11 360,50051 5212,58625 16573,08686 6147,91422 | — 8287,54343

9,80 11694,03059 5085,03943 16779,07012 6608,99112 | — 8390,53506
82 12031,62807 4948,13711 16979,76528 7083,49092 | — 8490,88264
84 12373,18341 4801,60923 17174,79274 7571,57414 | — 8588,39637
86 12718,57939 4645,18255 17363,76204 8073,39680 | — 8682,88102
88 13067,69084 4478,58076 17546,27168 8589,11004 | — 8774,13584

9,90 13420,38445 4301,52457 17721,90910 9118,85982 | — 8861,95455
92 13766,51857 4113,73185 17890,25050 9662,78666 | — 8946,12525
94 14135,94293 3014,91769 18050,86070 10221,02518 | — 9026,43035
96 14498,49847 3704,79457 18203,29312 10797,70386 | — 9102,64656
98 14 864,01708 3483,07246 18347,08962 11380,94458 | — 9174,54481

10,00 15232,32136 3249,45894 18481,78038 11982,86236 | — 9241,89019
p A (1) B (1) € (4) B (1) D(4)




Tabelle der Frequenzfunktionen. 343
&(4) €(2) B(4) I

€() 30 A0) %) 7 ctg A y)
— 3690,48255 0,62289 3,65174 1,45192 | O,IIIII | — 2,21085 | 9,00
— 3798,36890 0,59987 3,49918 1,42806 | 0,11086 | —  2,33407 02
— 3907,55728 0,57648 3,36114 1,40460 | 0,11062 | —  2,46936 04
— 4018,01171 0,55268 3,23555 1,38152 | 0,11038 | — 2,61871 06
— 4129,69371 0,52846 3,12072 1,35879 | o,11013 | —  2,78457 o8
— 4242,56223 0,50378 3,01523 1,33639 | 0,10989 | — 2,97000 | 9,10
— 4356,57357 0,47860 2,91792 1,31428 | 0,10965 | —  3,17885 12
— 4471,68131 0,45289 2,82779 1,20244 | 0,10941 | —  3,41606 14
— 4587,83627 0,42661 2,74403 1,27087 | o,10917 | —  3,68807 16
— 4704,98637 0,39973 2,66591 1,24952 | 0,10893 | —  4,0034I 18
— 4823,07662 0,37219 2,59283 1,22839 | 0,10870 | — 4,37366 | 9,20
— 4942,04899 0,34394 2,52426 1,20744 | 0,10846 | — 4,81489 22
— 5061,84240 0,31495 2,45975 1,18668 [ 0,10823 | — 5,35017% 24
— 5182,39257 0,28515 2,39890 1,16606 [ 0,10799 | — 6,01375 26
— 5303,63200 0,25449 2,34137 1,14558 | 0,10776 | — 6,85880 28
— 5425,48988 0,22290 2,28684 1,12522 | 0,10753 | — 7,97260 | 9,30
— 5547,89198 0,19031 2,23504 1,10496 | 0,10730 | —  0,50004 32
— 5670,76062 0,15665 2,18575 1,08479 | o,10707 | — 11,76724 34
— 5794,01455 0,12183 2,13874 1,06468 | 0,10684 | — 15,41575 36
— 5917,56890 0,08577 2,09382 1,04463 | 0,10661 | — 22,31748 38
— 6041,33509 0,04837 2,05082 1,02461 | 0,10638 | — 40,35018 | 9,40
— 6165,22077 | + 0,00951 2,00960 1,00462 | 0,10616 | — 209,29271 42
— 6289,12068 | — 0,03002 1,97001 0,08462 | 0,10593 | -+ 65,68014 44
— 6412,96165 | — 0,07305 1,93192 0,96461 | 0,10571 28,37957 46
— 6536,61248 | — 0,11702 1,89523 0,94458 | 0,10548 18,09030 438
— 6659,97384 | — 0,16301 1,85983 0,92450 | 0,10526 13,26889 | 9,50
— 6782,93326 | — 0,2I11I9 1,82563 0,90436 | 0,10504 10,47001 52
— 6905,37395 | — ©0,26176 1,79254 0,88414 | 0,10482 8,64045 54
— 7027,17484 | — 0,31495 1,76048 0,86382 | 0,10460 7,35012 56
— 7148,21039 | — 0,37102 1,72938 0,84340 | 0,10438 6,39056 58
— 7268,35058 | — 0,43024 1,60018 0,82285 | 0,10417 5,64852 | 9,60
— 7387,46084 | —  0,49296 1,66981 0,80215 | 0,10395 5,05713 62
— 7505,40189 | —  0,55953 1,64122 0,78129 | 0,10373 457440 64
— 7622,02979 | — 0,63040 1,61335 0,76024 | 0,10352 4,17260 66
— 7737,19573 | —  0,70604 1,58615 0,73899 | 0,10331 3,83271 68
— 7850,74607 | —  0,78702 1,55959 0,71752 | 0,10309 3,54122 | 9,70
— 7962,52221 | — 0,87401 1,53361 0,69580 | 0,10288 3,28830 72
— 8072,36049 | — 0,96778 1,50819 0,67382 | 0,10267 3,06659 74
— 8180,09220 | — 1,06923 1,48327 0,65155 | 0,10246 2,87051 76
— 8285,54343 | — 1,17944 1,45883 0,62897 | o,10225 2,69572 78
— 8388,53506 | —  1,200969 1,43484 0,60604 | 0,10204 2,53882 | 9,80
— 8488,88264 | — 1,43155 1,41126 0,58276 | 0,10183 2,39709 82
— 8586,39637 | — 1,57688 1,38806 0,55908 | 0,10163 2,26832 84
— 8680,88102 | — 1,73801 1,36523 0,53498 | 0,10142 2,15074 86
— 8%772,13584 | — 1,91782 1,34272 0,51043 | 0,10I22 2,04285 88
— 8859,05455 | —  2,11991 1,32052 0,48539 | o,10101 1,94343 | 9,90
— 8944,12525 | —  2,34891 1,29955 0,45983 | 0,10081 1,85146 92
— 9024,43035 | — 2,61079 1,27695 0,43372 | 0,10060 1,76605 94
— 0100,64656 | — 2,91452 1,25553 0,40700 | 0,10040 1,68647 96
— 9172,54481 | —  3,26750 1,23433 0,37964 | 0,10020 1,61209 98
— 9239,89019 | —  3,68765 1,21333 0,35160 | 0,10000 1,54235 |10,00

© (@) €@ B (1) 1
€@ B (%) () D Q) i ctg A




344 VII. Tabellen.

B. Tabelle der erzwungenen

20 & = GinA(x — &
’ 2 Gin 4
706 — — Bl =8
it 2@ A
fir Argumentwerte von 4 = 0,0 bis 1 = 10,0
£
2 o 0,0 o,I 0,2 0,3 0,4

o 1,0000% 0,9000 0,8000 0,%7000 0,6000
© 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
o 1,0000 0,9000 0,8000 0,%7000 0,6000
1 0,0000 0,0003 0,0005 0,0006 0,0006
I,0000 0,9000 0,8000 0,%7000 0,6000
0,2 0,0000 0,0012 0,0019 0,0024 0,0026
1,0000 0,9000 0,8000 0,7000 0,6000
.3 0,0000 0,0026 0,0043 0,0054 0,0058
1,0000 0,9000 0,8001 0,7002 0,6002
©4 0,0000 0,0046 0,0077 0,0095 0,0102
1,0000 0,9001 0,8003 0,7004 0,6004
%5 0,0000 0,0071 0,0120 0,0149 0,0160
0.6 1,0000 0,9003 0,8005 0,7007%7 0,6008
’ 0,0000 0,0103 0,0173 0,0214 0,0231
o 1,0000 0,9005 0,8010 0,7013 0,6015
7 0,0000 0,0140 0,0236 0,0292 0,0314
0.8 1,0000 0,9009 0,801%7 0,7022 0,6026
’ 0,0000 0,0183 0,0308 0,0382 0,041I
1,0000 0,9014 0,8027% 0,7036 0,6042
0.9 0,0000 0,0232 0,0391 0,0485 0,0522
° 1,0000 0,9022 0,8041 0,7055 0,6064
L 0,0000 0,0287 0,0484 0,0600 0,0646
. 1,0000 0,9032 0,8060 0,7082 0,6004
1 0,0000 0,0349 0,0588 0,0730 0,0786
12 1,0000 0,9046 0,8086 0,7116 0,6134
’ 0,0000 0,0417 0,0703 0,0873 0,0041
I I,0000 0,9064 0,8119 0,7161 0,6186
’3 0,0000 0,0492 0,0831 0,1032 0,ITI3
I 1,0000 0,9086 0,8162 0,7219 0,6252
4 0,0000 0,05%75 0,0972 0,1209 0,1304
I 1,0000 0,9I116 0,8216 0,7292 0,6337
’5 0,0000 0,0666 0,1127 0,1404 0,1516
1.6 1,0000 0,9152 0,8285 0,7384 0,6443
’ 0,0000 0,0767%7 0,1300 0,1620 0,1752
I 1,0000 0,9197 0,8370 0,%7500 0,6576
7 0,0000 0,0878 0,1491 0,1862 0,2017
I8 1,0000 0,09254 0,8475 0,7643 0,6742
’ 0,0000 0,1002 0,1705 0,2134 0,2315
I 1,0000 0,9324 0,8607%7 0,7821 0,6048
9 0,0000 0,1142 0,1047%7 0,2441 0,2654

* Die obere Zahl in jedem Felde 4, & gibt den Wert der Funktion y (4, &),



Tabelle der erzwungenen Schwingungsformen. 345
Schwingungsformen.
sinA(x — &)

4+ —

2sin A
sinA(x — &)

G+ —,
2sin A

und von & = 0,0 bis £=1,0.
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
0,5000 0,4000 0,3000 0,2000 0,1000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,5000 0,4000 0,3000 0,2000 0,1000 0,0000
0,0006 0,0005 0,0005 0,0003 0,0002 0,0000
0,5000 0,4000 0,3000 0,2000 0,1000 0,0000
0,0025 0,0022 0,0018 0,0013 0,0007 0,0000
0,5001 0,4000 0,3000 0,2000 0,1000 0,0000
0,0056 0,0050 0,0041 0,0028 0,0015 0,0000
0,5002 0,4002 0,3001 0,2001 0,1000 0,0000
0,0100 0,0090 0,0073 0,0051 0,0026 0,0000
0,5004 0,4004 0,3003 0,2002 0,1001 0,0000
0,0156 0,0I40 0,0109 0,0080 0,0036 0,0000
0,5008 0,4008 0,3007 0,2005 0,1002 0,0000
0,0225 0,0202 0,0164 0,0II5 0,0060 0,0000
0,5016 0,4015 0,3012 0,2009 0,1005 0,0000
0,0307 0,0275 0,0224 0,0157 0,0081 0,0000
0,5027 0,4025 0,3021 0,2015 0,1008 0,0000
0,0402 0,0360 0,0203 0,0206 0,0106 0,0000
0,5043 0,4040 0,3034 0,2024 0,1013 0,0000
0,0510 0,0457 0,0371 0,0261 0,0135 0,0000
0,5066 0,4062 0,3052 0,2037 0,1I0I9 0,0000
0,0632 0,0566 0,0460 0,0324 0,0167 0,0000
0,5097 0,4090 0,3076 0,2055 0,1028 0,0000
0,0768 0,0689 0,0560 0,0394 0,0203 0,0000
0,5138 0,4129 0,3108 0,2078 0,1041 0,0000
0,0920 0,0826 0,0671 0,0472 0,0244 0,0000
0,5192 0,4179 0,3150 0,2108 0,1056 0,0000
0,1089 0,0978 0,0795 0,0560 0,0289 0,0000
0,5260 0,4244 0,3204 0,2147 0,1077 0,0000
0,1277 0,1147 0,0933 0,0657 0,0339 0,0000
0,5348 0,4325 0,3273 0,2196 0,1103 0,0000
0,1486 0,I335 0,1088 0,0766 0,0396 0,0000
0,5458 0,4428 0,3359 0,2259 0,1135 0,0000
0,1719 0,1546 0,1260 0,0888 0,0459 0,0000
0,5595 0,4557 0,3468 0,2336 0,1176 0,0000
0,1981 0,1784 0,1455 0,1026 0,0530 0,0000
0,5766 0,4718 0,3603 0,2434 0,1227 0,0000
0,227%7 0,2053 0,1677 0,1184 0,0612 0,0000
0,5980 0,4918 0,3771 0,2555 0,1291 0,0000
0,2616 0,2362 0,1931 0,1364 0,0705 0,0000

die untere den Wert der

Funktion %(4, ) an.




346 VII. Tabellen.

N 0,0 o,I 0,2 0,3 0,4
1,0000% 0,9405 0,8771 0,8044 0,7206
2,0 0,0000 0,1305 0,2221 0,2793 0,3044
1,0000 0,9520 0,8977 0,8324 0,7530
2.1 0,0000 ~ 0,1479 0,2538 0,3202 0,3500
1,0000 0,9659 0,0238 0,8678 0,7941
2,2 0,0000 0,1689 0,2910 0,3685 0,4041
1,0000 0,9836 0,9572 0,9132 0,8469
2:3 0,0000 0,1938 0,3356 0,4268 0,4698
I,0000 1,0067 1,0008 0,972%7 0,9161
2.4 0,0000 0,2241 0,3903 0,4990 0,5517
1,0000 1,0377 1,0594 1,0527 1,0093
2.5 0,0000 0,2624 0,4600 0,5915 0,6574
6 1,0000 1,0809 1,I411 1,1644 1,1397
2 0,0000 0,3128 0,5526 0,7156 0,8000
2 1,0000 1,1445 1,2615 1,3292 1,3324
7 0,0000 0,3836 0,6838 0,8925 1,0046
3 1,0000 1,2460 1,4541 1,5933 1,6418
2, 0,0000 0,4923 0,8872 1,1686 1,3256
2 1,0000 1,4326 1,8084 2,0799 2,2124
:9 0,0000 0,6861 1,2522 1,6669 1,9077
o 1,0000 1,8839 2,6660 3,2592 3,5973
3 0,0000 1,1446 2,1204 2,8577 3,3036
I 1,0000 4,5073 7,6547 10,1251 11,6669
3 0,0000 ’ 3,7752 7,1207 9,7349 11,3840
” + 1,0000 — 11,8527 —  4,4430 — 6,5284 — 7,9122
3 0,0000 —  2,5777 —  4,9680 — 6,9076 — 8,1848
+ 1,0000 — 0,1822 — 1,2666 — 2,1582 — 2,7768
3.3 0,0000 — 0,9002 — 11,7815 — 2,5266 — 3,0392
-+ 1,0000 -+ o,1960 — 0,5482 — I,1713 — 1,6189
3.4 0,0000 — 0,5I50 — 11,0532 — 11,5202 — 1,8715
-+ 1,0000 -+ 0,3640 — 0,2299 — 0,7352 — 11,1088
3:5 0,0000 — 0,3400 — 0,7251 — 1,0829 — 11,3520
6 -+ 1,0000 + 0,4596 — 0,0494 — 0,4892 — 0,8224
3 0,0000 — 0,2376 — 0,5350 — 0,8270 — 1,0564
+ 1,0000 4+ o,5219 -+ 0,0676 — 0,33006 — 0,6392
37 0,0000 — 0,1684 — 0,4085 — 0,6585 — 0,8643
8 <+ 1,0000 -+ 0,5663 —+ o,1505 — 0,21I03 — 0,5II9
3 0,0000 — 0,II72 — 0,3163 — 0,5377 — 0,7284
-+ 1,0000 -+ o0,6002 -+ o0,2132 — 0,1363 — 0,4182
3.9 0,0000 — 0,0766 — 0,2446 — 0,4454 — 0,6264

* Die obere Zahl in jedem Felde A, & gibt den Wert der Funktion y (4, &),
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0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
0,6247% 0,5169 0,3982 0,2708 0,1370 0,0000
0,3007 0,2720 0,2227 0,1575 0,0815 0,0000
0,6583 0,5485 0,4249 0,2900 0,1470 0,0000
0,3466 0,3I42 0,2576 0,1824 0,0944 0,0000
0,7010 0,5886 0,4587 0,3144 0,1598 0,0000
0,4013 0,3647 0,2996 0,2124 0,I101 0,0000
0,7559 0,6403 0,5024 0,3459 0,1764 0,0000
0,4681 0,4266 | 0,3512 0,2494 0,1204 0,0000
0,8280 0,7083 0,5598 0,3874 0,1981 0,0000
0,5519 0,5045 0,4164 0,2962 0,1538 0,0000
0,9252 0,8001 0,6374 0,4436 0,22%76 0,0000
0,6604 0,6059 0,5015 0,3575 0,1858 0,0000
1,0014 0,9289 0,7465 0,5226 0,2690 0,0000
0,8078 0,7440 0,6178 0,4413 0,2297 0,0000
1,2630 1,1198 0,9082 0,6398 0,3305 0,0000
1,0200 0,9439 0,7865 0,5632 0,2936 0,0000
1,5871 1,4271 1,1690 0,8288 0,4298 0,0000
1,3546 1,2599 1,0539 0,7569 0,3952 0,0000
2,1858 1,9954 1,6517 1,1791 0,6138 0,0000
1,9635 1,8366 1,5430 1,1114 0,5814 0,0000
3,6405 3,3776 2,8266 2,0323 1,0622 0,0000
3,4279 3,2270 2,7242 1,0688 1,0318 0,0000
12,1238 11,4443 9,6876 7,0167 3,6825 0,0000
11,9206 11,3014 09,5910 6,9571 3,6541 0,0000
— 8,4648 | — 8,1381 | — 6,9712 | — 5,0873 2,6811 0,0000
— 8,6587 | — 88,2736 | — 17,0622 | — 5,1432 2,7077 0,0000
— 3,0671 — 3,0063 | — 2,6071 — 11,9172 1,0147%7 0,0000
— 3,2524 | — 3,I347 | — 2,6028 | — 1,0696 1,0395 0,0000
— 1,8519 { — 11,8525 — 1,6270 | — 11,2058 0,6409 0,0000
— 2,0287 | — 1,0741 | — 11,7076 | — 1,2548 0,6641 0,0000
— 11,3182 — 11,3471 — 15,1985 | — 0,8953 0,4780 0,0000
— 1,4869 | — 11,4622 | — 11,2743 | — 0,9412 0,4996 0,0000
— 1,0I99 | — 11,0658 | — o0,9609 | — 0,7236 0,3880 0,0000
— 11,1808 | — 1,I747 | — 1,0321 | — 0,7665 0,4081 0,0000
— o0,8304 | — 0,8883 | — 0,8118 | — 0,6163 0,3319 0,0000
— 0,9839 | — 0,9913 | — 0,8787 | — 0,6563 0,3506 0,0000
— o,7002 { — 0,7674 | — '0,7II1 | — 0,5443 0,2944 0,0000
— 0,8464 — 0,8648 — 0,7739 — 0,5817 0,3118 0,0000
— 0,6056 | — 0,6809 | — 0,6399 | — 0,4938 0,2683 0,0000
— 0,745T | — 0,7730 | — 0,6989 | — 0,5287% 0,2845 0,0000
die untere den Wert der Funktion ¥ (4, § an.



348 VII. Tabellen.

2 £ 0,0 o,I 0,2 0,3 0,4

o + 1,0000% | + 0,6274 + 0,2629 — 0,071I2 — 0,3461
+ 0,0000 — 0,0427 — 0,1858 — 0,3714 — 0,5464
-+ 1,0000 + 0,6502 + 0,3043 — 0,0182 — 00,2887

41 0,0000 — 0,0132 — 0,1357 — 0,3096 — 0,4813
-+ 1,0000 + o0,6703 + 0,3399 -+ 0,0266 — 0,24I5

42 0,0000 + o0,0134 — 0,091I3 — 0,2563 — 0,4267
-+ 1,0000 -+ 0,6885 + o0,3718 -+ 0,0657 — 0,2016

43 0,0000 + 0,0381 — 0,05I0 — 0,2089 — 0,3797
-+ 1,0000 -+ o,7055 + o0,4014 + o,1010 — 0,1670

4 0,0000 + o0,0617 — 0,0I3I — 0,1657 — 0,3382
+ 1,0000 + o,7221 + 0,4295 + o0,1337 — 0,1363

+5 0,0000 + 0,0846 + o0,0232 — 0,I25I — 0,3009
6 <+ 1,0000 + 0,7386 + 0,4572 -+ o,1650 — 0,1083
4 0,0000 + o,1074 -+ o0,0589 — 0,0862 — 0,2665
+ 1,0000 + 0,7554 -+ 0,4851 + o0,1958 — 0,0820

47 0,0000 + o,1305 + 0,0047 — 0,0480 — 0,234I
8 -+ 1,0000 + o,7731 + o0,5141 + o0,2271 — 0,0568
+ 0,0000 -+ 0,1544 + o,1314 — 0,00096 — 0,2030
<+ 1,0000 + 0,7921 + 0,5449 + 0,2596 — 0,0317

4.9 0,0000 + 0,1796 + 0,1608 -+ 0,0299 — 0,I721I
o -4 1,0000 <+ 0,8129 + o0,5785 + 0,2044 — 0,0060
5 0,0000 -+ 0,2064 + o,2107 + o,0714 — 0,I4IO0
-+ 1,0000 + . 0,8362 + 0,6158 -+ 0,3325 -+ 0,0208

5.1 0,0000 + 0,2358 + 0,2554 + o0,1162 — 0,1089
+ 1,0000 -+ 0,8629 + 0,6584 -+ 0,3755 + o,0501

5.2 0,0000 + 0,2684 -+ o0,3050 4+ 0,1655 — 0,0746
-+ 1,0000 -+ 0,8940 -+ 0,7082 + 0,4253 + 0,0830

5.3 0,0000 -+ 0,3055 + 0,3618 + o0,2215 — 0,0368
-+ 1,0000 + 0,9314 -+ o0,7676 -+ 0,4845 + o,1212

5.4 0,0000 + 0,3486 + 0,4281 -+ 0,2867 -+ 0,0060
-+ 1,0000 + 0,9789 + 0,8408 + 0,5571 + o,1671

5.5 0,0000 -+ o0,4019 + o0,5080 -+ 0,3651 + o0,0565
5.6 4+ 1,0000 | + 15,0355 | + 09339 | + 0,6493 + 0,2248
’ 0,0000 4+ 0,4643 + 0,6076 + 0,4630 + o0,1184
-+ 1,0000 + 1,1127 + 1,0573 + 0,7716 -+ 0,3006

5.7 0,0000 -+ 0,5472 + 0,7376 -+ 0,5908 + 0,1984
g -+ 1,0000 + 1,2204 + 1,2301 -+ 0,9429 -+ 0,4064
5 0,0000 + 0,6606 + 0,0166 + 0,7674 -+ 0,3082
- 1,0000 + 1,3827 + 1,4909 + 11,2020 + 0,5654

5.9 0,0000 + 0,8284 + 1,1837 + 1,0317 4+ o0,4710

* Die obere Zahl in jedem Felde A, £ gibt den Wert der Funktion y (4, &),
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0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
-~ 0,5343 0,6169 0,5881 — 0,4577 0,2498 0,0000
— 0,6672 0,7039 0,6434 — 0,4902 0,2648 0,0000
— 0,4789 0,5685 0,5500 — 0,4316 0,2366 0,0000
— 0,6055 0,6507 0,6018 — 0,4619 0,2506 0,0000
— 0,4349 0,5314 0,5219 | — 0,4130 0,2274 0,0000
— 0,5555 0,6091 0,5705 | — 0,4413 0,2404 0,0000
— 0,3993 0,5030 0,5016 | — 0,4004 0,2215 0,0000
— 0,5142 0,5764 0,5472 | — 0,4268 0,2335 0,0000
— 0,3701 0,4814 0,4876 | — 0,3927 0,2182 0,0000
— 0,4795 0,5507 0,5303 | — 0,4172 0,2294 0,0000
— 0,3459 0,4654 0,4791 — 0,3803 0,2173 0,0000
— 0,4501 0,5308 0,5191 — 0,4I21I 0,2276 0,0000
— 0,3256 0,4542 0,4753 | — 0,3897 0,2186 0,0000
— 0,4248 0,5159 0,5128 — 0,4I09 0,2282 0,0000
— 0,3085 0,4472 0,4761 — 0,3940 0,2220 0,0000
— 0,4030 0,5054 0,5I1II | — 0,4137 0,2309 0,0000
— 0,2940 0,4442 0,4812 | — 0,4026 0,2277 0,0000
— 0,3840 0,4991 0,5140 | — 0,4203 0,2359 0,0000
— 0,2818 0,4450 0,4910 | — 0,4I4I 0,2357 0,0000
— 0,3674 0,4968 0,52I7 | — 0,431I2 0,2433 0,0000
— 0,2713 0,4496 0,5058 | — 0,4308 0,2464 0,0000
— 0,3528 0,4986 0,5344 | — 0,4466 0,2534 0,0000
— 0,2624 0,4586 0,5262 | — 0,4528 0,2604 0,0000
— 0,3400 0,5048 0,5530 | — 0,4675 0,2669 0,0000
— 0,2548 0,4724 0,5534 | — 0,4812 0,2782 0,0000
— 0,3286 0,5158 0,5785 | — 0,4949 0,2842 0,0000
— 0,2484 0,4919 0,5889 | — o0,5178 0,3009 0,0000
— 0,3187 0,5329 0,6124 — 0,5304 0,3065 0,0000
— 0,2431 0,5186 0,6353 | — 0,5648 0,3301 0,0000
— 0,3100 0,5572 0,6572 | — 0,5765 0,3352 0,0000
— 0,2386 0,5547 0,6962 — 0,6261 0,3681 0,0000
— 0,3023 0,5912 0,7167 — 0,6370 0,3728 0,0000
— 0,2350 0,6040 0,7778 | — 0,7079 0,4186 0,0000
— 0,2956 0,6384 0,7969 | — 0,7180 0,4229 0,0000
— 0,2322 0,6728 0,8902 — 0,8203 0,4880 0,0000
— 0,2898 0,7052 0,9081 — 0,8297 0,4920 0,0000
— 0,2300 0,7728 1,0525 | — 0,9823 0,5879 0,0000
— 0,2849 0,8033 1,0692 — 0,99I0 0,5916 0,0000
— 0,2286 0,9277 1,303 | — 11,2325 0,7423 0,0000
— 0,2808 0,9564 1,3187 | — 1,2406 0,7458 0,0000

die untere den Wert der Funktion ¥ (4, &) an.



350 VII. Tabellen.

N 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

5 ~+ 1,0000*% | -+ 1,6572 -+ 1,0332 + 1,6423 + 0,8372
0 0,0000 -+ 1,1084 -+ 11,6320 + 1,4770 + 0,7465
5 -+ 1,0000 +  2,2276 + 2,8540 + 2,5608 + 1,3165
T 0,0000 | 4 1,6842 + 2,5587 + 2,4004 4+ 1,4036
6.2 + 1,0000 + 4,1603 | + 5,978 | 4+ 35,6830 + 3,3316
’ 0,0000 | + 3,6223 | + 56894 | + 55274 | + 3,2479
6 + 1,0000 — 16,8469 — 28,0138 — 28,3126 — 17,6808
»3 0,0000 — 17,3795 — 28,2974 — 28,4636 — 17,7613
6 + 1,0000 — 1,8798 — 3,7995 — 4,I0I4 — 2,7199
4 0,0000 —  2,4071 —  4,0776 —  4,2480 — '2,7971
6 + 1,0000 — 0,7146 — I1,9I71 — 2,2226 — 11,5614
'3 0,0000 — 1,2367 — 2,1896 — 2,3648 — 1,6357
6.6 -+ 1,0000 — 0,2823 — 11,2197 — 1I1,5290 — 1,1360
’ 0,0000 — 0,7992 — 1,4868 — 1,6671 — 11,2074
6 -+ 1,0000 — 0,0535 — 0,8540 — 11,1677 | 0,0164
7 0,0000 — 0,5652 — I1,II59 — 11,3017 — 0,9849
6.8 + 1,0000 -+ 0,0889 — 0,6273 — 0,0458 — 0,7833
’ 0,0000 — 0,4177 — 0,8840 — 11,0758 — 0,8492
6 -+ 1,0000 + 0,1876 — 00,4717 — 0,7953 — 0,6950
9 0,0000 — 0,3140 — 0,7233 — 0,9215 — 0,7583
o -+ 1,0000 -+ 0,2611 — 0,3571 — 0,6865 — 0,6329
7 0,0000 — 0,2355 — 0,6037 — 0,8089 — 0,6937
I -+ 1,0000 + 0,3189 — 0,2682 — 0,6038 — 0,5877
7 0,0000 — 0,1727 — 0,5I00 — 0,7227 — 0,6461
2 -+ 1,0000 4+ 0,3666 — 0,1963 — 0,5388 — 0,5540
7 0,0000 — 0,I202 — 0,4332 — 0,6541 — 0,6102
-+ 1,0000 + o0,4073 — 0,1360 — 0,4861 — 0,5288

7.3 0,0000 — 0,0746 — 0,3682 — 0,5980 — 0,5827
-+ 1,0000 -+ 0,4433 — 0,0838 — 0,4423 — 0,5099

74 0,0000 — 0,0338 — 0,31II5 — 0,5509 — 0,5618
- 1,0000 -+ 0,4761 — 0,0374 — 0,4052 — 0,4962

7.5 0,0000 + o0,0037 — 0,2605 — 0,51006 — 0,5460
6 <+ 1,0000 -+ 0,5068 -+ o,0051 — 0,3730 — 0,4867
7 0,0000 -+ 0,0392 — 0,2136 — 0,4752 — 0,5345
+ 1,0000 | + 0,5364 | 4+ 0,0450 | — 0,3446 | — 0,4808

77 0,0000 + o0,0734 — 0,1694 — 0,4438 — 0,5268
8 + 1,0000 -+ 0,5657 + 0,0834 — 0,31I90 — 0,4784
7 0,0000 + o,1073 | — 0,1267 | — o0,4154 — 0,5220
-+ 1,0000 4+ 0,5952 + o,1214 — 0,2956 — 0,4791

79 0,0000 + o,1414 — 0,0846 — 0,3801 — 0,5216

* Die obere Zahl in jedem Felde A, & gibt den Wert der Funktion y (4, §),
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0,5 0,6 0,7 08, 0,9 1,0
— 0,2277 — 11,1952 — 1,7354 — 1I1,6641 — 1,0088 0,0000
— 0,2774 | — 11,2222 | — 11,7500 | — 1,6716 | — 1I,0I20 0,0000
— 0,2274 | — 1,7588 — 2,6463 | — 2,5742 — 1,5710 0,0000
— 0,2747 | — 11,7844 | — 2,6599 | — 2,5811 — 11,5739 0,0000
— o,2277 | — 3,6850 | — 35,7613 — 5,6881 —  3,495I 0,0000
— 0,2727 —  3,7001 — 5,774% —  5,6046 — 3,4978 0,0000
— 0,2286 | + 17,3283 | -} 28,2412 + 28,3156 | + 17,5207 0,0000
— 0,2715 -+ 17,3056 | + 28,2203 + 28,3006 | + 17,5182 0,0000
— 0,2301 + 2,3674 | + 4,0367 | + 4,1127 { 4+ 2,5632 0,0000
— 0,2708 4+ 2,3461 +  4,0256 | + 4,1072 4+ 2,5609 0,0000
— 0,2321I 4+ 1,2082 4+ 2,1643 | + 2,2421 + 1,4077 0,0000
— o0,2708 | + 11,1881 | + 2,1540 | + 2,2370 | + 71,4056 0,0000
— 0,2348 | + o0,7812 | 4+ 1,4772 | + 1,557t | + 0,9850 0,0000
— 0,2716 | + o0,7622 | 4 1,4676 | 4+ 1,5524 | + 0,9830 0,0000
— 0,2380 | 4+ o0,5590 | 4+ 1,1223 | 4 1,2045 | + 0,7678 0,0000
— 0,2730 4+ o,5411 + 11,1133 + 1,2001 + 0,7661 0,0000
— 0,24I9 + 0,4225 + 0,9068 -+ 0,9016 + 0,6371 0,0000
— 0,2753 | + 0,4057 | + ©0,8984 | + 0,9875 | 4+ 0,6355 0,0000
— 0,2465 | + 0,32908 | 4+ 0,7628 | 4+ 0,8506 | 4 0,5510 0,0000
— 0,2782 + o0,3140 | + o0,7550 | + 0,8468 | 4+ 0,5495 0,0000
— 0,25I9 -+ 0,2624 -+ 0,6606 + o,7517 4+ o0,4910 0,0000
— 0,2820 | + 0,2475 | + 0,6533 | + 0,7482 + 0,4896 0,0000
— 0,2581 + o0,2108 | + 0,6183 | + 0,6797 | + 0,4477 0,0000
— 0,2868 | 4+ 0,1967 | + o0,6114 | + 0,6765 | + 0,4464 0,0000
— 0,2651 + o0,1696 + o,5270 + 0,6261 + o0,4160 0,0000
— 0,2024 | + 0,1563 | 4+ 0,5206 | 4 0,6231 4+ 0,4148 0,0000
— 0,2732 | + 0,1354 | + 0,4818 | + 0,5857 | + 0,3926 0,0000
— 0,2092 -+ o0,1230 + 0,4758 4+ 0,5830 4+ o0,3915 0,0000
— 0,2824 | + 0,1064 | 4+ o0,4460 | + 0,5553 | 4+ 0,3756 0,0000
— 0,3071 + 0,0046 | + 0,4404 | + 0,5528 | + 0,3746 0,0000
— 0,2029 | + 0,0808 | 4 o0,4173 | + ©0,5329 | + 0,3638 0,0000
— 0,3164 + o0,0697 4+ o0,4122 4+ 0,5305 + o0,3629 0,0000
— 0,3049 | + 0,0576 | + 0,3944 | + o0,5170 | + 0,3563 0,0000
— 0,3272 | + 0,0472 | + 0,3806 | + 0,5148 | + 0,3555 0,0000
— 0,318 | + 0,0361 + 0,3762 | + 0,5068 | 4+ 0,3526 0,0000
— 0,3398 | 4+ 0,0262 4+ 0,3717 | + o0,5047 | + 0,3519 0,0000
— 0,3343 + o,0154 | + 0,3619 | + o0,5016 | 4 0,3525 0,0000
— 0,3545 | + 0,0062 | + 0,3576 | + 0,4998 | + 0,3518 0,0000
— 0,3524 | — 0,0048 | + o0,3510 | + o0,50i4 | + 0,3559 0,0000
— 0,3716 — 0,0136 | 4+ 0,3470 4+ 0,4996 + 0,3552 0,0000

die untere den Wert der Funktion % (A, §) an.
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N 0,0 o,I 0,2 0,3 0,4
8,0 -+ 1,0000% + 0,6258 + 0,1598 — 0,2737 — 0,4831
0,0000 + o0,1764 — 0,0420 — 0,3644 — 0,5238
8,1 + 1,0000 -+ 0,6581 + 0,1998 — 0,2526 — 0,4903
0,0000 + o0,2132 -+ o,0019 -— 0,3407 — 0,52905
8,2 -+ 1,0000 + 0,6931 + 0,2422 — 0,2320 — 0,5013
0,0000 + o0,2527 -+ 0,0483 — 0,3174 — 0,5389
8,3 4 1,0000 -+ o,7310 + 0,2886 — 0,2III — 0,5168
0,0000 + 0,2958 + 0,0985 — 0,2040 — 0,5522
8,4 -+ 1,0000 + 0,7686 + o0,3407 — 0,1893 — 0,5366
0,0000 + 0,3369 + 0,1543 — 0,2698 — 0,5713
8,5 -+ 1,0000 4+ 0,8269 -+ o0,4007 — 0,1658 — 0,5630
0,0000 -+ 0,3995 + 0,2181 — 0,2438 — 0,5964
8,6 -+ 1,0000 + 0,8880 4+ 0.4722 — 0,1392 — 0,5977
0,0000 + 0,4648 4+ 0,2031 — 0,2I50 — 0,6298
8,7 -+ 1,0000 + 0,0634 4+ o,5601 — 0,1080 — 0,6437
0,0000 -+ 0,5445 4+ 0,3846 — 0,1816 — 0,6745
8,8 -+ 1,0000 -+ 1,0604 + 0,6729 — 0,0694 — 0,7060
0,0000 -+ 0,6456 -+ 0,5009 — 0,1407 — 0,7356
8,9 -+ 1,0000 + 1,1912 + 0,8253 — 0,0184 — 0,7936
0,0000 + o,7805 + 0,6567 — 0,0877 — 0,8220
9,0 -+ 1,0000 + 1,3800 + 1,0456 + o0,0540 — 0,9239
0,0000 + 0,9734 + 0,8802 — 0,0I32 — 0,9512
9,1 + 1,0000 + 1,6806 + 1,3968 + 0,1685 — 11,1359
0,0000 + 1,280 + 1,2348 + o,1033 — 1,1622
9,2 -+ 1,0006 + 2,1392 + 2,0545 4+ 0,3820 — 1,5380
0,0000 + 1,7407 | + 18057 | + 0,3187 — 1,5632
9,3 + 1,0000 | 4 3,6017 | + 3,7560 | 4+ 0,9341 2,5858
0,0000 + 3,2971 + 3,6003 + 0,8727 — 2,6I01
9,4 + 1,0000 + 16,7827 + 19,1424 | 4+ 5,9324 — 12,0922
0,0000 + 16,3921 + 18,9808 + 5,8728 — 12,1154
95 4 1,0000 | — 4,9123 | — 6,3650 | — 2,3572 + 3,6751
0,0000 — 5,299I — 6,5146 2,4150 -+ 3,6527
9,6 -+ 1,0000 — 11,8354 — 2,7516 — 11,1572 + 71,4438
0,0000 — 2,2183 — 2,8082 — 1,2606 4+ 1,4223
9,7 <+ 1,0000 — 0,9884 — 1,7599 — 0,8658 + 0,8324
0,0000 — 11,3674 — 11,9036 — 0,9203 + 0,8117
9,8 + 1,0000 — 0,5881 — 11,2938 — 0,7176 + 0,5452
0,0000 — 0,9634 — 11,4346 — 0,%7705 + 0,5254
9,9 -+ 1,0000 — 0,3522 — 11,0214 — 0,6329 + 0,3772
0,0000 — 0,7238 — 1,1595 — 0,6842 + 0,3582
10,0 + 1,0000 — 0,1948 — 0,8416 — 0,5789 + o0,2660
0,0000 — 0,5627 — 0,9770 — 0,6287 + 0,2476

* Die obere Zahl in jedem Felde A, & gibt den Wert der Funktion y (4, §),



Tabelle der erzwungenen Schwingungsformen. 353

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
— 0,3733 | — ©0,0254 | + 0,3432 | + o0,5060 [ -+ 0,3628 0,0000
— 0,3916 | — 0,0336 | -+ 0,3395 | -+ 0,5044 | -+ 0,3622 0,0000
— 0,3978 | — 0,0468 | 4+ 0,3384 | 4+ 0,5156 | + 0,3737 0,0000
— 0,4I52 — 0,0545 -+ 0,3350 + 0,5142 | 4 0,3731 0,0000
— 10,4266 | — 0,0697 | + 0,3365 | + ©,5309 | + 0,3889 0,0000
— 0,4432 | — o0,0770 | + 10,3333 | + ©0,5296 | + 0,3884 0,0000
— o0,4610 — 0,0949 + 0,3376 + 0,5526 | 4+ 0,4092 0,0000
— 0,4767 | — o,1018 | + 0,3346 | + 0,5514 | + 0,4088 0,0000
— 0,5024 — 0,I235 + 0,3421 + 0,5822 + 0,4359 0,0000
— 0,5174 — 0,1300 -+ 0,3393 -+ o,5810 -+ 0,4355 0,0000
— 0,5533 — 0,I1570 | 4+ 0,3499 | + 0,6215 -+ 0,4706 0,0000
— 0,5676 — 0,1631 -+ 0,3474 | + 0,6204 -+ o0,4702 0,0000
— o,6170 | — 0,1973 | + 0,3638 | 4+ 0,6738 | + o,5161 0,0000
— 0,6305 — o0,2030 | + 0,3614 | + 0,6728 | 4+ o0,5158 0,00Q0
— 0,6088 | — 0,2477 | + 0,3834 | + ©0,7439 | + 0,5766 0,0000
— .0,7116 | — 0,2531I -+ 0,3812 | 4+ 0,7430 | + 0,5763 0,0000
— 0,8076 | — 0,3133 -+ 0,4121I -+ 0,8400 | 4 0,6590 0,0000
— 0,8196 | — 0,3183 | + o,4100 | 4+ 0,8391 | + 0,6587 0,0000
— 0,9580 | — 0,4031 -+ 0,4544 | + 0,9766 | -+ 0,7756 0,0000
— 0,9696 — 0,4079 -+ 0,4524 -+ 0,9758 + 0,7753 0,0000
— 11,1804 | — 0,5346 | 4+ o0,5194 | -+ 11,1819 | -+ 0,9505 0,0000
— 11,1915 — 0,539I -+ 0,5176 + 1,1812 4+ 0,9502 0,0000
— 11,5410 | — 0,7469 | -+ o0,6277 | + 11,5188 | 4 1,2372 0,0000
— 11,5516 | — o0,7512 -+ o0,6260 | 4+ 1,5182 + 1,2370 0,0000
— 2,224T | — 11,1483 | + 0,8362 | -+ 12,1628 | -+ 11,7848 0,0000
— 2,234I — 1,1523 | 4+ 08346 | 4 2,1622 | + 1,7846 0,0000
— 40049 | — 2,1945 | + 1,3843 | + 3,8510 | + 3,2206 0,0000
—  4,0I45 — 2,1982 + 1,3829 -+ 3,8504 + 3,2204 0,0000
— 20,1752 | — 11,6981 + 6,3796 | + 19,2246 | - 16,2977 0,0000
— 20,1842 — 11,7017 | + 6,3782 | - 19,2240 | 4 16,2975 0,0000
+ 6,6529 | 4+ 4,0725 1,9120 | — 6,2957 | — 35,4118 0,0000
+ 6,6442 + 4,0602 | — 1,9133 — 6,2062 | — 35,4120 0,0000
+ 2,8613 | 4+ 1,8458 | — o,7412 | — 12,6048 | — 2,3495 0,0000
+ 2,8530 | 4 1,8427 — 0,7424 — 2,6053 —  2,3497 0,0000
+ 1,8264 | + 11,2399 | — o0,4217 | — 11,7157 | — 1,5176 0,0000
-+ 1,8186 | 4+ 1,2369 | — o0,4229 | — 1,7161 — 11,5178 0,0000
+ 1,3441 -+ 0,9594 — 0,2727 — 1,2621 — 11,1330 0,0000
-+ 1,3367 -+ 0,9566 — 0,2737 — 1,2625 — I1,I33I 0,0000
4+ 1,0656 | 4+ o0,7991 — 0,1861 — 11,0024 | — 0,9136 0,0000
-+ 1,0586 | 4 0,7965 — 0,1871 — 71,0028 | — 0,9137 0,0000
4+ 0,8847 | 4 0,6068 | — o,1292 | — 0,8356 | — 0,7733 0,0000
+ 0,8780 | + 0,6043 | — o0,1302 | — 0,8359 | — 0,7734 0,0000

die untere den Wert der Funktion ¥ (4, & an.

Hohenemser u. Prager, Stabwerke.
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D.

Tabelle der Funktionen zur Berechnung

erzwungener Schwingungen.

A A A A
ig;—tg; 3 %Q;“ﬁ'tg‘z‘
N =———7 — OV = =7
@eci—set%f B @ec%—l—sec%
Ph=——" Phy=—""
CtgAd —ctg _ A
gy = —BE-ZEL 70 =" (Gtgh + ctg 2)
y(d)=— w > p(A)= %((Soiecl -+ cosec 1)
und tg —, sec —, ctg 4, cosec A

2

fiir Argumentwerte von 0,00 bis 10,00.

28



356 VII. Tabellen.
A ] ] b4 ¥ @ @
0,00 0,020 83 0,250 00 0,062 50 0,500 00 0,333 33 1,000 00
05 0,020 83 0,250 00 0,062 50 0,500 00 0,333 33 1,000 00
io 0,020 83 0,250 00 0,062 50 0,50000 | 0,33333 1,000 00
15 0,020 83 0,250 00 0,062 50 0,500 00 0,333 33 0,999 99
20 0,020 83 0,250 00 0,062 50 0,500 01 0,333 34 0,999 96
25 0,020 83 0,250 0I 0,062 50 0,500 03 0,333 34 0,999 91
30 0,020 84 0,250 02 0,062 51 0,500 05 0,333 35 0,999 82
35 0,020 84 0,250 03 0,062 51 0,500 10 0,333 36 0,999 67
40 0,020 84 0,250 05 0,062 52 0,500 17 0,333 38 0,999 43
45 0,020 84 0,250 09 0,062 53 0,500 27 0,333 42 0,999 09
50 0,020 85 0,250 13 0,062 54 0,500 41 0,333 47 0,998 61
55 0,020 85 0,250 19 0,062 56 0,500 60 0,333 53 0,997 96
60 0,020 86 0,250 27 0,062 59 0,500 84 0,333 61 0,997 12
65 0,020 87 0,250 37 0,062 62 0,50I 16 0,333 71 0,996 03
70 0,020 88 0,250 50 0,062 66 0,50I 57 0,333 84 0,994 65
75 0,020 90 0,250 66 0,062 71 0,502 07 0,334 00 0,992 95
8o 0,020 92 0,250 86 0,062 77 0,502 68 0,334 20 0,990 86
85 0,020 94 0,25I 09 0,062 85 0,503 42 0,334 44 0,088 34
90 0,020 97 0,251 38 0,062 94 0,504 30 0,334 73 0,985 33
95 0,021 OI 0,25I 71 0,063 04 0,505 35 0,335 07 0,981 76
1,00 0,02I 05 0,252 I0 0,063 17 0,506 58 0,335 47 0,977 56
1,05 0,021 09 0,252 56 0,063 31 0,508 o1 0,335 94 0,972 67
10 0,021 I5 0,253 10 0,063 48 0,509 68 0,336 48 0,967 00
i5 0,021 21 0,253 71 0,063 68 0,511 60 0,337 I0 0,960 47
20 0,021 28 0,254 41 0,063 go 0,513 79 0,337 82 0,952 99
25 0,021 36 0,255 22 0,064 16 0,516 30 0,33863 0,944 45
30 0,021 45 0,256 13 0,064 45 0,519 16 0,339 56 0,934 75
35 0,021 56 0,257 16 0,064 78 0,522 39 0,340 61 0,923 77
40 0,021 68 0,258 33 0,065 15 0,526 04 0,341 79 0,911 38
45 0,021 81 0,259 65 0,065 57 0,530 15 0,343 13 0,897 43
50 0,021 96 0,261 12 0,066 03 0,534 77 0,344 63 0,881 78
55 0,022 13 0,262 78 0,066 56 0,539 95 0,346 31 0,864 24
60 0,022 31 0,264 64 0,067 15 0,545 76 0,348 19 0,844 62
65 0,022 52 0,266 71 0,067 81 0,552 24 0,350 29 0,822 71
70 0,022 76 0,269 03 0,068 55 0,559 49 0,352 64 0,798 25
75 0,023 02 0,271 62 0,069 37 0,567 59 0,355 26 0,770 99
8o 0,023 3I 0,274 51 0,070 29 0,576 63 0,35819 0,740 59
85 0,023 64 0,277 73 0,071 31I 0,586 72 0,361 46 0,706 71
90 0,024 00 0,281 34 0,072 46 0,598 oo 0,365 11 0,668 92
95 0,024 41 0,285 37 0,073 74 0,610 61 0,369 18 0,626 76
2,00 0,024 87 0,289 88 0,075 17 0,624 72 0,373 74 0,579 66
2,05 0,025 38 0,294 93 0,076 78 0,640 54 0,378 85 0,526 96
10 0,025 96 0,300 61 0,078 59 0,658 32 0,384 59 0,467 88
15 0,026 60 0,307 OI 0,080 62 0,678 35 0,391 06 0,401 49
20 0,027 34 0,314 23 0,082 92 0,700 98 0,398 35 0,326 66
25 0,028 17 0,322 43 0,085 52 0,726 66 0,406 63 0,242 OI
30 0,029 IT 0,331 77 0,088 49 0,755 91 0,416 04 0,145 85
35 0,030 19 0,342 46 0,001 89 0,789 40 0,426 82 +-0,036 04
40 0,031 44 0,354 77 0,095 81 0,828 oo 0,439 23 —0,090 II
45 0,032 89 0,369 06 0,100 35 0,872 79 0,453 61 —o0,236 06
50 0,034 58 0,385 79 0,105 67 0,925 22 0,47044 | —0,40635
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p P tgé sec % ctg 4 cosec 4 A
0,166 67 1,000 00 o 1,000 00 0 0 0,00
0,166 67 1,00 000 0,025 01 1,000 31 19,983 33 20,008 34 0,05
0,166 67 1,000 00 0,050 04 1,001 25 9,966 64 10,016 69 I0
0,166 67 1,000 OI 0,075 14 1,002 82 6,616 59 6,601 73 15
0,166 67 1,000 03 0,100 33 1,005 02 4,933 15 5,033 49 20
0,166 67 1,000 08 0,125 66 1,007 86 3,916 32 4,041 97 25
0,166 68 1,000 16 0,151 14 1,011 36 3,232 73 3,383 86 30
0,166 70 1,000 29 0,176 81 1,015 51 2,739 51 2,916 32 35
0,166 72 1,000 50 0,202 71 1,020 34 2,365 22 2,567 93 40
0,166 75 1,000 80 0,228 88 1,025 86 2,070 16 2,299 03 45
0,166 80 1,001 22 0,255 34 1,032 09 1,830 49 2,085 83 50
0,166 85 1,001 78 0,282 15 1,039 04 1,631 04 1,913 19 55
0,166 93 1,002 52 0,309 34 1,046 75 1,461 70 1,771 03 60
0,167 03 1,003 48 0,336 95 1,055 24 1,315 44 1,652 38 65
0,167 16 1,004 68 0,365 03 1,064 54 1,187 24 1,552 27 70
0,167 32 1,006 17 0,393 63 1,074 68 1,073 43 1,467 05 75
0,167 51 1,008 00 0,422 79 1,085 70 0,971 21 1,394 01 8o
0,167 74 1,0I021 0,452 58 1,097 65 0,878 48 1,331 06 85
0,168 02 1,012 85 0,483 06 1,110 56 0,793 55 1,276 61 90
0,168 35 1,01598 0,514 27 1,124 49 0,715 11 1,229 38 95
0,168 74 1,019 66 0,546 30 1,139 49 0,642 09 1,188 40 1,00
0,169 19 1,023 95 0,579 22 1,155064 0,573 62 1,152 84 1,05
0,169 71 1,028 93 0,613 11 1,172 99 0,508 97 1,122 07 10
0,170 32 1,034 66 0,648 o5 1,191 62 0,447 53 1,005 57 15
0,171 01 1,041 24 0,684 14 1,211 63 0,388 78 1,072 92 20
0,171 80 1,048 76 0,721 48 1,233 IO 0,332 27 1,053 76 25
0,172 70 1,057 30 0,760 20 1,256 15 0,277 62 1,037 82 30
0,173 72 1,066 98 0,800 42 1,280 89 0,224 46 1,024 88 35
0,17487 1,077 92 0,842 29 1,307 46 0,172 48 1,014 77 40
0,176 17 1,090 25 0,885 95 1,336 01 0,121 39 1,007 34 45
0,177 62 1,104 11 0,931 60 1,366 70 0,070 91 1,002 5I 50
0,179 26 1,119 67 0,979 42 1,399 73 0,020 80 1,000 22 55
0,181 09 1,137 I0 1,029 64 1,435 32 — 0,029 21 1,000 43 60
0,183 13 1,156 61 1,082 51 1,473 72 —0,079 37 1,003 I4 65
0,185 42 1,178 43 1,138 33 1,5I519 —0,I2993 1,008 41 70
0,187 97 1,202 81 1,197 42 1,56007 | —o0,18115 1,016 27 75
0,190 83 1,23007 1,260 16 1,608 73 —0,233 30 1,026 85 8o
0,194 01 1,260 53 1,326 98 1,661 59 —0,286 69 1,040 28 85
0,197 57 1,294 59 1,398 38 1,719 15 —0,341 64 1,056 75 90
0,201 55 1,332 73 1,474 96 1,78200 | —0,398 49 1,076 47 95
0,206 01 1,375 47 1,557 41 1,850 82 —0,457 66 1,099 75 2,00
0,211 OI 1,423 46 1,646 53 1,926 42 —0,519 60 1,126 94 2,05
0,216 63 1,477 46 1,743 32 2,009 76 —0,584 85 1,158 47 10
0,222 96 1,538 39 1,848 92 2,102 02 —0,654 03 1,194 89 15
0,230 I1 1,607 35 1,964 76 2,204 60 —0,727 90 1,236 86 20
0,238 24 1,685 69 2,092 57 2,319 24 —0,807 35 1,28523 25
0,247 49 1,775 10 2,234 50 2,44806 | —0,893 48 1,341 01 30
0,258 09 1,877 68 2,393 22 2,593 74 | —0,987 69 1,405 53 35
0,270 32 1,996 09 2,572 15 2,759 70 — 1,091 69 1,480 47 40
0,284 51 2,133 78 2,775 68 2,95032 | —1,20770 1,567 98 45
0,301 13 2,295 26 3,009 57 3,171:36 —1,338 65 1,670 92 50
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VII. Tabellen.

A )] D v v @ @

2,55 0,036 58 0,405 56 0,III g6 0,987 22 0,49033 | — 0,607 06
60 0,038 98 0,429 21 0,119 49 1,061 43 0,514 10 | — 0,846 49
65 0,041 89 0,457 94 0,128 63 I,I5I55 0,542 96 |'— 1,13633
70 0,045 49 0,493 45 0,13993 1,262 98 0,57860 | — 1,493 52
75 0,050 03 0,538 34 0,154 21 1,403 86 0,623 64 | — 1,04368
8o 0,055 95 0,596 72 0,172 79 1,587 10 0,68217 | — 2,52739
85 0,063 93 0,675 51 0,197 86 1,834 49 0,76112 | — 3,31300
90 0,075 26 0,787 40 0,233 47 2,185 81 0,87318 | — 4,42581
95 0,092 57 0,958 25 0,287 85 2,722 40 1,04422 | — 6,I12109

3,00 0,122 19 1,250 55 0,380 88 3,640 48 1,33670 | — 9,0I542

3,05 0,184 25 1,863 12 0,575 86 5,564 75 1,94948 | —15,071 36
10 [+0,39580 | +3,95099 | +1,24044 | +12,12377 | +4,03757 | —35,688 40
15 |—1,91007 | —18,80698 | —6,00365 | —59,372 72 |—18,72018 |+188,912 54
20 |—0,26821 —2,60241 | —0,84558 | —8,46479 | —2,51536 28,967 99
25 |—o0,14096 | —1,34658 | —0,44585 | —4,51971 | —1,25928 16,560 89
30 |—0,00411I | —0,88412 | —0,29865 | —3,0671I | —0,796 55 11,983 41
35 |—o0,069 78 —o0,64400 | —o0,22223 | —2,31302 | —0,55614 9,599 57
40 |—0,05491 | —0,49715 | —0,17549 | —1,85193 | —0,40899 8,135 46
45 |—0,04488 | —o0,39819 | —o0,14401 | —1,54133 | —o0,30071 7,143 26
50 |—o0,03768 | —o,32707 | —0,12138 | —1,31822 | —0,23826 6,425 02
55 |—0,03226 | —0,27357 | —0,10436 | —1,15044 | —0,18440 5,879 71
60 1—0,02804 | —0,2319I } —0,09111I | —1,01989 | —0,142 36 5,450 35
65 |—o0,02467 | —o0,19859 | —0,08052 | —0,91557 | —0,10865 5,102 36
70 |—o0,02191 | —o0,17137 | —0,07187 | —o0,83042 | —o0,081 01 4,813 53
75 |—0,01962 | —o0,14875 | —0,06468 | —0,75972 | —0,05794 4,56891
80 |—o0,01769 | —o0,12966 | —0,05862 | —o0,70015 | —0,038 39 4,35809
85 |—o0,01604 | —o0,11337 | —0,05345 | —0,64937 | —o0,02159 4,17357
90 |—o0,01462 —0,099 30 | —0,048 99 —o0,605 62 | —0,00701 4,00981
95 |—o0,01339 | —0,08706 | —0,04510 | —0,56760 | +40,00579 3,862 61

4,00 |—o0,01230 | —0,07631 | —0,04170 | —0,534 30 0,017 12 3,728 72

4,05 |—o0,01134 | —0,06681 | —0,03869 | —0,50494 0,027 24 3,605 61
10 ;—0,01049 | —0,05836 | —0,03602 | —0,47890 0,036 35 3,491 21
15 |—o0,00973 | —0,05081 | —0,03364 | —o0,45568 0,044 60 3,383 87
20 {—0,009 04 —0,0440I | —0,03149 [ —o0,43488 0,052 14 3,282 19
25 |—o0,00843 | —0,03788 | —0,02956 | —o0,41617 0,059 06 3,185 02
30 |—o0,00787 | —o0,03231 | —0,02781 | —0,39928 0,065 45 3,00I 36
35 |—o0,00736 | —o0,02725 | —o0,02622 | —0,38398 0,071 40 3,000 34
40 | —o0,00690 — 0,022 62 —0,024 77 —o0,37008 0,076 97 2,911 19
45 |—o0,00647 | —o0,01838 | —0,02344 | —0,357 42 0,082 21 2,823 20
50 |—0,00608 | —0,01448 | —0,02223 | —0,34586 0,087 18 2,735 71
55 |—o0,00572 | —o0,01088 | —o0,02111 | —0,33528 0,091 91 2,648 23
60 |—o0,00539 | —0,00756 | —0,02008 | —o0,32559 0,096 45 2,560 05
65 |—o0,00509 —0,004 48 | —o0,01913 —o0,316 69 0,100 83 2,470 67
70 |} —0,00480 | —o0,00162 | —0,01824 —o0,308 51 0,105 08 2,379 50
75 —0,004 54 0,001 04 —0,01743 —0,300 98 0,109 24 2,285 99
80 [|—o0,00429 0,003 52 | —0,01667 | —0,204 04 0,I1333 2,189 52
85 |—o0,00407 0,00585 | —0,01596 | —0,28765 0,11738 | 2,089 47
90 |—o0,00385 0,00802 | —o0,01530 | —o0,28175 0,121 42 1,985 15
95 |—o0,00365 0,01006 | —0,01469 | —0,276 31 0,125 48 1,875 84

5,00 |—0,00347 0,0I198 | —0,0I4II | —0,27I 29 0,129 59 1,760 70




Tabelle der Funktionen zur Berechnung erzwungener Schwingungen. 359

» P tg-g- sec % ctg 4 cosec A A
0,320 79 2,486 57 3,281 53 3,43051 | — 1,48839 1,793 13 | 2,55
0,344 32 2,716 00 3,602 10 3,73833 | — 1,66224 1,939 86 60
0,372 92 2,995 19 3,086 15 4,109 67 | — 1,867 64 2,118 51 65
0,408 30 3,341 06 4,455 22 4,566 07 | — 2,11538 2,339 84 70
0,453 04 3,779 20 5,041 92 5,140 13 | — 2,421 79 2,620 13 75
0,5II 27 4,350 15 5,797 88 5,88349 | — 2,812 70 2,085 18 8o
0,589 go 5,122 31 6,810 22 6,883 24 | — 3,331 69 3,478 53 85
0,701 61 6,220 68 8,238 09 8,208 56 | — 4,058 35 4,179 74 90
0,872 29 7,900 75 10,406 86 10,454 80 { — 5,I5539 5,25 48 95
1,164 39 10,778 98 14,101 42 14,136 83 | — 7,015 25 7,086 17 | 3,00
1,776 76 16,817 88 21,820 54 21,843 45 | — 10,887 36 10,033 19 { 3,05

+3,86441 | +37,41688] +48,078 48 | 448,088 88 | —24,028 84 | -}24,049 64 10
—18,893 79 |— 187,203 13 |—237,885 79 |—~237,887 89 |+ 118,940 79 |—118,045 0o 15
—2,68946 | —27,278 74| —34,23253 | —34,247 14 17,101 66 | —17,130 87 20
—1,43388 | —14,89295] —18,43086 | —18,45797 9,18830 | — 9,242 56 25
—0,97169 | —10,33799| —12,59926 | —12,638 89 6,25995 | — 6,339 32 30
—0,73186 | — 7,97794] — 9,56183 | — 9,613 98 4,72862 { — 4,833 21 35
—0,58531| — 6,53895f — 7,69660 | — 7,761 29 3,78334 | — 3,91326 40
—0,48667| — 5,57328| — 6,43345 | — 6,510 70 3,13900 | — 3,204 44 45
—0,41589 | — 4,88305{ — 5,52038 | — 5,61022 2,66062 | — 2,850 76 50
—0,362 74 | — 4,36731| — 4,82881 | — 4,931 27 2,31086 | — 2,51795 55
—0,32145| — 3,96917] — 4,28626 | — 4,401 37 2,026 48 | — 2,259 78 60
—0,288531 — 3,65414| — 3.84875 | — 3,976 54 1,794 46 | — 2,054 29 65
—0,261 74| — 3,40011{ — 3,48806 | — 3,628 58 1,60068 | — 1,88738 70
—0,23955| — 3,19225| — 3,18524 | — 3,338 52 1,43565 | — 1,74959 75
—0,22094 | — 3,02024| — 2,92710 | — 3,003 20 1,292 73 | — 1,63437 8o
—o0,20514| — 2,87673| — 2,70417 | — 2,883 14 1,16718 | — 1,53698 85
—o0,19160 | — 2,75629| — 2,50948 | — 2,701 38 1,05549 | — 1,45398 9o
—0,17991| — 2,65488]| — 2,33777 | — 2,54267 0,95501 | — 1,38277 95
—0,169 75| — 2,56941| — 2,18504 | — 2,403 00 0,86369 | — 1,32135 | 4,00
—0,16087 | — 2,49750| — 2,04813 | — 2,27922 0,77994 | — 1,26819 | 4,05
—0,15308 | — 2,43730| — 1,02456 | — 2,16886 0,702 48 | — 1,22208 10
—0,14622 | — 2,38733| — 1,81234 | — 2,069 92 0,63028 | — 1,18206 I5
—0,14016 | — 2,34643| — 1,70985 | — 1,980 80 0,562 50 | — 1,14735 20
—0,13481 | — 2,31370| — 1,615%76 | — 1,900 18 0,498 43 | — 1,11733 25
—o0,13008 | — 2,28838] — 1,52898 | — 1,82696 0,437 47 | — 1,001 51 30
—0,12589 | — 2,26992} — 1,44859 | — 1,760 23 0,379 13 | — 1,069 46 35
—o0,1222I | — 2,25786] — 1,37382 | — 1,699 23 0,32296 | — 1,05086 40
—o0,11897 | — 2,251 88| — 1,30402 | — 1,643 31 0,268 58 | — 1,03544 45
—o0,11613 | — 2,251 72| — 1,23863 | — 1,501 02 0,21562 | — 1,02299 50
—0,11368 | — 2,25724| — LI17716 | — 1,544 58 0,16383 | — 1,013 33 55
—0,I11 57| — 2,26836] — I1,1192I | — 1,500 88 0,112 86 | — 1,00635 60
—0,10979 | — 2,28507| — 1,06442 | — 1.46048 | 0,062 47 | — 1,001 95 65
—o0,10833 | — 2,30743| — 1,01247 | — 1,42306 | + 0,01239 | — 1,00008 70
—o0,10716| — 2,33558] — 0,06308 | — 1,38835| — 0,03763 | — 1,000 71 75
—0,10628 | — 2,36973| — 0,91601 | — 1,35613 | — 0,08784 | — 1,00385 8o
—0,10569| — 2,41017| — 0,87106 | — 1,32618 | — 0,13849 | — 1,009 54 85
—0,10538 | — 2,45727| — 0,82802 | — 1,29831 | — 0,18984 | — 1,01786 90
—0,10536| — 2,511 48| — 0,786 72 | — 1,27237 | — 0,24219 | — 1,028 01 95
—0,10563 | — 2,57340| — 0,74702 | — 1,24822 | — 0,29581 | — 1,04284 | 5,00



360

VII. Tabellen.

2 @ @ y 7 @ 7
5,05 -—0,003 29 0,013 79 —o0,013 58 | —0,266 65 0,133 78 1,638 8o
10 —0,003 I3 0,015 49 —o0,01307 | —0,262 38 0,138 07 1,509 11
15 — 0,002 97 0,017 10 —0,01260 | —0,258 44 0,142 52 1,370 42
20 —0,002 83 0,018 63 —0,01216 | —0,254 82 0,147 15 1,221 32
25 — 0,002 69 0,020 07 —0,0II 74 | —0,25I 49 0,152 02 1,06015
30 —0,002 56 0,021 44 —-0,0I135 | —0,24843 0,157 18 0,884 96
35 —0,002 44 0,022 75 —o0,01098 | —0,245 63 0,162 70 0,603 38
40 —0,002 32 0,023 99 —0,0I063 | —0,24307 0,168 65 0,482 53
45 —0,002 21 0,025 18 —0,0I030 | —0,24075 0,17512 | + 0,24884
50 —0,002 II 0,026 32 —0,00999 | —0,238 64 0,18222 | — 0,0121I
55 — 0,002 01 0,027 40 —o0,009 70 | —0,236 74 0,I90I2 | — 0,305095
60 —0,001 92 0,028 44 —0,009 43 | —0,235 04 0,198 98 — 0,63997
65 —0,001 83 0,029 44 —0,00917 | —0,233 52 0,20906 | — 1,023 68
70 —0,00I 75 0,030 40 —0,00892 | —0,232 19 0,220 68 — 1,469 88
75 —0,001 67 0,031 33 —0,00869 | —0,231 04 0,23429 | — 1,09614
8o — 0,001 59 0,032 22 —0,008 47 | —0,23005 0,25052 | — 2,62727
85 — 0,001 52 0,033 09 —0,00826 | —0,22923 - 0,27028 | — 3,399 52
90 —0,001I 45 0,033 92 —o0,00807 { —0,228 56 0,20498 | — 4,368 04
95 —0,00TI 38 0,034 73 —0,00788 | —o0,22805 0,32684 | — 5,62104
6,00 —0,00132 0,035 52 —0,00770 | —0,227 70 0,369 70 | — 7,30902
6,05 — 0,001 26 0,036 29 —0,007 54 | —0,227 49 0,430 61 — 9,711 50
10 -—0,001 20 0,037 04 —0,00738 | —0,22743 0,52441 | —13,41312
15 —0,00I 14 0,037 77 —0,00723 | —0,22751 0,68812 | —19,87643
20 — 0,001 09 0,038 48 —0,00709 | —0,227 74 1,04787 | —34,08017
25 —0,001I 04 0,039 18 —0,00696 | —0,228 11 | 42,489 82 —91,008 59
30 — 0,000 99 0,039 87 —0,00684 | —0,22862 | —4,64017 |4+190,468 53
35 —0,000 94 0,040 55 —0,00672 | —0,22928 | —1,09799 50,623 77
40 —0,000 89 0,041 22 —0,00661 | —0,23008 | —o0,587 62 30,469 12
45 —0,000 85 0,041 88 —0,00651I | —0,23103 | —0,38287 22,378 18
50 — 0,000 81 0,042 53 —0,00641 | —0,23212 | —0,272 29 18,004 15
55 —0,000 77 0,043 I8 —0,00632 | —0,23336 | —0,20294 15,256 78
60 — 0,000 73 0,043 83 —0,00623 | —0,23475 | —0,15531I 13,365 35
65 — 0,000 69 0,044 47 —o0,00616 | —0,23630 | —o0,120 51 11,979 29
70 — 0,000 65 0,045 11 —o0,00608 | —0,23801 | —0,093092 10,916 23
75 — 0,000 62 0,045 76 —o0,00601 | —0,23988 | —o0,07291 10,071 QO
8o —0,000 58 0,046 40 —0,00595 | —0,24192 | —0,05585 9,382 34
85 — 0,000 55 0,047 05 —0,00590 | —0,244 13 | —0,041 69 8,806 13
90 — 0,000 52 0,047 70 —0,00584 | —0,24652 | —0,02973 8,315 25
95 — 0,000 49 0,048 36 —0,00580 | —0,249 10 | —0,01I9 46 7,890 05
7,00 —0,000 45 0,049 03 —0,005 76 | —0,25188 | —0,010 54 7,516 31
7,05 — 0,000 42 0,049 70 —o0,00572 | —0,25486 | —o0,002 69 7,183 52
10 — 0,000 40 0,050 39 —o0,00569 | —0,25805 | 40,004 29 6,883 67
15 —0,000 37 0,051 09 —0,00566 | —0,261 47 0,010 55 6,610 60
20 — 0,000 34 0,051 80 —0,00564 | —0,26513 0,016 21 6,359 43
25 — 0,000 31 0,052 54 —o0,005 63 | —0,26904 0,021 38 6,12625
30 —0,000 28 0,053 28 —0,005 61 | —0,273 21 0,026 12 5,907 88
35 — 0,000 26 0,054 06 —o0,005 61 | —0,27767 0,030 51 5,701 71
40 —0,00023 0,054 85 —0,00561 | —0,282 42 0,034 60 5,505 51
45 — 0,000 20 0,055 67 —0,00561 [ —0,287 50 0,038 42 5,317 42
50 —0,000 18 0,056 51 —o0,005 63 | —0,292 92 0,042 03 5,135 81



Tabelle
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P P tg% sec% ctg A cosec A A
—o,10620 | — 2,64370 | —o0,708 78 | —1,22571 | — 0,35105 | — 1,05983 | 5,05
—o0,10709 | — 2,72324 | —0,67186 | —1,204%74 | — 0,408 27 | — 1,080 13 10
—o0,10831 | — 2,81303 | —0,63617 | —1,18521 | — 0,46787 | — 1,104 04 15
—o0,10990 | — 2,91431 | —o0,60160 | —1,16701 | — 0,53032 | — 1,131 92 20
—o0,11188 | — 3,02856 | —o0,56805 | —1,15008 | — 0,596 19 | — 1,16423 25
—0,11429 | — 3,15762 | —0,53544 | —1,13432 | — 0,666 10 | — 1,201 54 30
—0,I1720 | — 3,30370 | —0,50369 | —1I,11969 | — 0,74084 | — 1,244 52 35
—0,12066 | — 3,46956 | —o0,47273 | —1,106 11 | — 0,821 33 | — 1,204 06 40
—o0,12475 | — 3,65863 | —0,44249 | —1,00353 | — 0,908 72 | — 1,351 21 45
—0,12959 | — 3,87524 | —0,41292 | —1,08190 | — 1,00444 | — 1,41735 50
—0,13532 | — 4,12492 | —0,38395 | —1,07118 | — 1,11028 | — 1,49423 | 5,55
—0,I4210 | — 4,41482 | —0,35553 | —1,06132 | — 1,22859 | — 1,58412 60
—0,15018 | — 4,75438 | —0,32761 | —1,05230 | — 1,36239 | — 1,690 00 65
—o0,15988 | — 5,15629 | —o0,30015 | —1,04407 | — 1,51577 | — 1,815092 70
—o0,17163 | — 5,63804 | —0,27309 | —1,03662 | — 1,60433 | — 1,967 42 75
—0,18607 | — 6,22434 | —0,24641 | —1,02991 | — 1,90597 | — 2,152 38 8o
—0,2041I | — 6,95135 | —o0,22004 | —1,02392 | — 2,16225 | — 2,38229 85
—0,22713 | — 7,87414 } —0,19397 | —1,01864 | — 2,480 71 | — 2,674 68 90
—0,25738 | — 9,08083 | —0,16815| —1,01404 | — 2,88044 | — 3,057 59 95
—0,29865 | —10,72183 | —o0,14255 | —I1,0101II | — 3,43635 | — 3,578 90 | 6,00
—o0,35804 | —13,07656 | —o,11712 | —1,00684 | — 4,21042 | — 4,32755 | 6,05
—0,45034 | —16,72961 | —o0,001 85 | —1,00421 | — 5,39775 | — 5,489 60 10
—0,61259 | —23,14341I | —0,06669 | —1,00222 | — 7,46389 | — 7,530 58 15
—0,97091 | —37,29663 | —o0,041 62 | —1,00087 | —11,993 61 | —12,03523 20
—2,411 46 | —094,173 40 —0,016 59 — 1,000 14 | —30,122 76 | — 30,139 35 25
+4,71991 |+187,35656 | 40,008 41 | —1,00004 | +59,466 19 | -+59,474 60 30

1,17909 47,565 95 0,033 42 | — 1,000 56 14,944 49 14,977 91 35
0,670 06 27,466 85 0,058 47 | — 1,001 71 8,521 59 8,580 07 40
0,466 62 19,432 98 0,083 60 | — 1,003 49 5,938 97 6,022 57 45
0,357 35 15,117 62 0,108 83 | —1,00590 453973 4,648 57 50
0,289 31 12,430 66 0,13420 | —1,008 97 3,658 56 3,792 76 55
0,242 96 10,601 47 0,15975 | —1,01268 3,050 10 3,209 85 60
0,209 45 9,279 64 0,18549 | —1,01706 2,602 79 2,788 28 65
0,184 15 8,282 92 0,211 48 | —1,022 12 2,258 57 2,470 05 70
0,164 42 7,507 17 0,23774 | —1,02787 1,984 26 2,222 00 75
0,148 65 6,888 59 0,264 32 | —1,03434 1,759 51 2,023 83 8o
0,135%79 6,385 91 0,201 25 | —1,04I 55 1,571 13 1,862 38 85
0,12513 5,971 27 0,318 57 | — 1,049 52 1,410 22 1,728 79 90
0,116 18 5,625 22 0,346 34 | —1,05828 1,270 51 1,616 85 95
0,108 59 5,333 74 0,37459 | —1,06786 1,147 52 1,522 10 | 7,00
0,102 09 5,086 50 0,40337 | —1,078 29 1,037 88 1,44124 | 7,05
0,096 49 4,87575 0,432 74 | —1,089 62 0,939 06 1,371 80 10
0,09I 63 4,695 54 0,462 75 | — 1,101 88 0,849 12 1,311 87 15
0,087 39 4,541 28 0,49347 | —1,11513 0,766 51 1,259 97 20
0,083 69 4,409 33 0,524 95 | —1I,1294I 0,690 00 1,214 95 25
0,080 45 4,296 85 0,55727 | —1,144 79 0,618 60 1,175 87 30
0,077 60 4,201 52 0,590 50 | — 1,161 33 0,551 48 1,141 99 35
0,075 10 4,121 54 0,62473 | —1,179 11 0,487 98 1,112 71 40
0,072 91 4,055 43 0,66005 | —1,19819 0,427 49 1,087 54 45
0,071 00 4,002 02 0,606 55 | —1,21868 0,369 55 1,066 10 50




362 VII. Tabellen.
i @ ) w 17 @ 7
55 |—0,00015 0,05739 { —0,00564 | —0,298 71 0,045 45 4,959 24
60 |—0,00013 0,05831 | —o0,00567 | —o0,304 89 0,048 71 4,786 43
65 }—o0,000 10 0,05926 | —o0,00570 | —0,3II 50 0,05I 84 4,616 24
70 | —o0,00008 0,06026 | —o0,005%73 | —o0,31857 0,054 86 4,447 56
75 |—o0,00005 0,061 30 | —o0,005 78 —0,326 15 0,057 78 4,279 39
80 | —o,00003 0,06239 | —o0,00583 | —o0,33427 0,060 64 4,110 73
85 | —o0,00000 0,063 54 | —0,005 89 —0,342 98 0,063 44 3,940 63
90 | -0,00002 0,064 76 | —o0,00595 —0,35235 0,066 21 3,768 10
95 0,000 05 0,066 05 | —0,00603 —0,362 44 0,068 95 3,592 15
8,00 0,000 08 0,067 41 —o0,006 12 —0,373 32 0,071 69 3,411 74
8,05 0,000 10 0,06887 | —o0,00622 | —o0,38507 0,074 45 3,225 76
10 0,000 I3 0,07042 | —0,00633 | —0,397 79 0,077 23 3,033 03
15 0,000 16 0,07208 | —0,00645 | —o0,411 60 0,080 06 2,832 21
20 0,000 19 0,073 87 | —o0,006 59 —0,426 63 0,082 g6 2,621 86
25 0,000 22 0,07580 | —0,006%5 | —o0,44303 0,085 95 2,400 30
30 0,000 26 0,07789 | —0,006 092 — 0,460 98 0,089 05 2,165 66
35 0,000 29 0,08017 | —o0,00711 | —0,48070 0,092 28 1,915 72
40 0,000 33 0,08266 | —0,00733 | —0,502 44 0,095 69 1,647 91
45 0,000 37 0,08539 | —o0,00758 | —0,526 51 0,099 31 1,359 1I5
50 0,000 41 0,08841 | —0,00786 | —0,553 30 0,103 17 1,045 75
55 0,000 46 0,091 76 | —o0,00817 | —o0,58326 0,107 34 0,703 22
60 0,000 51 0,095 51 | —o0,00853 | —0,61697 0,111 87 | 4+ 0,32600
65 0,000 56 0,099 73 | —0,00893 | —0,65516 0,11685 | — 0,092 85
70 0,000 62 0,104'52 — 0,009 40 —0,698 75 0,12237 | — 0,562 16
75 0,000 69 0,II00I | ——0,00995 —0,748 94 0,128 57 | — 1,09333
8o 0,000 77 0,11636 | —o0,01059 | —o0,80758 0,13561 | — 1,701 39
85 0,000 86 0,12381 | —0,01134 | —o0,87601 0,14372 | — 2,406 55
90 0,000 97 0,13267 | —o0,01224 | —0,95797 0,15322 | — 3,23668
95 0,001 09 0,14337 | —0,0I1334 | —I,05739 0,164 56 | — 4,23137
9,00 0,001 25 0,I15660 | —o0,01471 | —1I,18043 0,17838 | — 5,448 80
9,05 0,001 44 0,1733I | —0,01645 | —1,33655 0,19570 | — 6,97816
10 0,001 69 0,19515 | —0,01874 | —1,54102 0,21813 | — 8,963 49
15 0,002 03 0,22493 | —0,02186 | —1,82024 0,248 48 | —11,653 65
20 0,002 52 0,26793 | —0,026 40 —2,224 08 0,29205 | —15,518 81
25 0,003 29 0,3355I | —0,03353 | —2,85952 0,36017 | —21,56715
30 0,004 66 0,45719 | —0,04642 | —4,004 94 0,482 40 | —32,422 59
35 0,007 87 0,741 53 | —0,07656 | —6,683 36 0,76727 | —57,726 85
40 }40,02399 | +2,17321 | —0,22843 | —20,17519 | +2,19948 |—184,045 88
45 |—0,02379 | —2,07121 | 40,22194 | +19,828 89 | —2,044 42 |4192,021 47
50 | —o0,00804 | —o0,67304 0,073 62 6,652 88 | —o0,64573 67,777 24
55 |—0,00487 | —o0,39138 0,043 76 3,999 74 | —0,363 56 42,707 74
60 |—o0,003 50 —0,270 44 0,030 96 2,861 29 | —o0,242 11 31,912 89
65 |—o0,00274 | —0,20318 0,023 85 2,228 74 | —0,174 34 25,884 84
70 | —o0,00225 | —o0,160 34 0,019 33 1,82638 | —o,13099 22,024 93
75 |—o0,001 91 —o0,13065 0,016 20 1,548 02 | —o0,100 80 19,332 51
80 |—o0,00166 | —0,10887 0,013 92 1,344 12 | —0,078 51 17,340 24
85 |—o0,00147 | —o0,009219 0,012 17 1,18839 | —o0,061 33 15,800 55
90 | —o0,001 32 —0,079 02 0,010 80 1,06565 | —0,04765 14,570 00
95 |—o0,00120 | —0,068 34 0,009 69 0,966 46 | —0,036 46 13,559 74
10,00 |—0,00I I0 | —0,059 52 0,008 78 0,88470 | —o0,02712 12,711 76
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P P tg-ii sec — ctg A cosec A A
0,069 34 3,960 36 0,73435 | —1,24067 0,313 70 1,048 05 55
0,067 90 3,929 75 | 0,773 56 —1,264 27 0259 59 1,033 I4 60
0,066 68 3,900 62 0,814 31 — 1,289 61 0,206 86 1,021 17 635
0,065 65 3,809 58 ° 0,856 76 —1,316 83 0,155 21 1,011 97 70
0,064 81 3,899 38 0,901 07 —1,346 08 0,104 36 1,005 43 75
0,064 14 3,908 88 0,047 42 —1,377 54 0,054 03 1,001 46 8o
0,063 65 3,928 09 0,996 03 -—1,4I1 41 40,003 98 1,000 OI 85
0,063 31 3,957 11 1,047 11 — 1,447 91 —0,046 05 1,001 06 90
0,063 14 3,996 20 1,100 94 —1,487 30 — 0,096 31 1,004 63 95
0,063 13 4,045 71 1,157 82 —1,529 89 — 0,147 07 101076 | 8,00
0,063 28 4,106 15 1,218 09 — 1,575 99 —0,198 57 1,019 52 8,05
0,063 61 4,178 19 1,28215 | —1,62601 —0,25I I0 1,031 04 10
0,064 10 4,262 65 1,35045 | —1,68039 | —o0,30498 1,045 47 15
0,064 78 4,360 57 1,423 53 —1,73966 | —o0,360 52 1,063 00 20
0,065 66 4,473 20 1,50200 | —1,80444 | —o0,41811 1,08389 | 25
0,066 74 4,602 07 1,586 59 —1,875 44 —o0,478 15 1,108 44 30
0,068 06 4,749 08 1,678 17 | —1,95353 —0,541 14 1,13703 35
0,069 62 4,916 48 1,777 78 —2,039 73 — 0,607 64 I,170'14 40
0,071 47 5,107 07 1,886 65 | —2,13529 | —0,678 31 1,208 35 45
0,073 64 5,324 29 2,006 31 — 2,241 71 —0,753 94 1,252 37 50
0,076 18 5,572 40 2,13860 | —2,36085 | —0,83550 1,30310 | 8,55
0,079 14 5,856 72 2,285 85 —2,495 02 —0,924 19 1,361 66 60
0,082 61 6,183 99 2,450 94 —2,647 10 — 1,021 47 1,429 48 65
0,086 67 6,562 84 2,637 60 —2,820 80 — 1,129 23 1,508 37 70
0,091 45 7,004 48 2,850 61 —3,020 g3 —1,249 91 1,600 71 75
0,097 12 7,523 76 3,096 32 —3,254 86 —1,386 68 1,709 64 8o
0,103 91 8,140 72 3,38328 | —3,52797 | —1,54385 1,839 42 85
0,112 12 8,883 08 3,723 27 —3,855 22 — 1,727 34 1,995 92 90
0,122 I9 9,790 26 4,13307 | —4,25232 | —1,04556 2,187 51 95
0,134 79 10,920 30 4,63773 | —4,74393 | —2,21085 2,426 49 | 9,00
0,15091 12,362 22 5,273 88 —5,367 85 —2,542 13 2,731 75 9,05
0,172 18 14,259 94 6,103 83 —6,185 20 —2,970 00 3,133 83 10
0,201 38 16,862 16 7,232 75 —7,30I 55 — 3,547 24 3,685 51 15
0,243 82 20,638 92 8,860 17 —8,016 43 — 4,373 66 4,486 52 20
0,310 84 26,598 24 11,41395 [—1I1,45767 —5,663 17 5,750 78 25
0,431 98 37,363 93 16,007 67 | —16,038 87 — 7,972 60 8,035 07 30
0,715 79 62,57754 | 26,73338 | —26,75208 |—13,34799 13,385 40 35

+2,14694 |+189,704 89 | 480,712 76 | —80,718 96 |—40,35019 |-4-40,362 58 40
—2,09800 |~—187,35528 [—79,291 53 |-+79,29783 [+439,63946 |—39,65207 45
—0,700 35 | — 63,205 27 | —26,575 41 26,594 22 13,268 89 [—13,306 52 50
—o0,41921 | —38,23142 | —15,950 75 15,98207 7,944 03 —8,006 72 55
—0,298 78 | —27,53385 | —11,384 87 11,428 70 5,648 52 —5,736 35 60
—0,23202 | —2I1,60487 | —8,842 56 8,898 g2 4,364 73 — 4,477 82 65
—0,18968 | —17,84599 | —7,22093 7,289 85 3,54122 | —3,679 71 70
—0,16050 | —15,25673 | —6,09535 6,176 83 2,96564 | —3,12970 75
—0,13922 | —13,36093 | —5,267 49 5,361 57 2,53882 | —2,728 67 8o
—0,12306 | —11,93821 | —4,632 34 4,739 05 2,208 23 —2,424 11 85
—0,11039 | —10,81833 | —4,12006 4,248 42 1,943 43 —2,185 62 90
—0,10023 | — 9,92164 | —3,71997 3,852 04 1,72558 | —1,994 40 95
—0,09I19I | — 9,19037 | —3,380 52 3,525 32 1,54235 | —1,83816 |10,00
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Im folgenden sind kapitelweise geordnet die Quellen fiir die dargestellten
Rechnungsverfahren angegeben. AuBerdem werden noch eine Reihe von Ar-
beiten zitiert, die sich mit &hnlichen Fragen beschiftigen, ohne daB jedoch in
dieser Beziehung irgendwelche Vollstindigkeit angestrebt wurde.

Kapitel 1.

Darstellungen der Grundbegriffe der Schwingungslehre findet man unter
anderem in folgenden Lehrbiichern:

Foéppel, O.: Grundziige der technischen Schwingungslehre. Berlin 1931.

Hort, W.: Technische Schwingungslehre. Berlin 1922.

Lehr, E.: Schwingungstechnik Bd. 1. Berlin 1930.

Lord Rayleigh: Die Theorie des Schalles, deutsche Ubersetzung von F. Nee-
sen. Braunschweig 1880.

Timoshenko, S.: Schwingungsprobleme der Technik, deutsche Uberset-
zung von I. Malkin u. E. Helly. Berlin 1932.

Kapitel II.

Der groBte Teil der in II A behandelten Methoden ist auch in dem a. a. O.
angegebenen Buche von Lord Rayleigh enthalten. Allerdings scheint die syste-
matische Zuordnung der Schwingungen eines elastisch gelagerten Massenpunktes
zu den Schwingungen eines Balkens hier zum ersten Male durchgefiihrt worden
zu sein. Die in 12 gegebenen Sitze iiber das Verhalten der Forminderungs-
arbeit und der kinetischen Energie werden zwar auch schon bei Lord Rayleigh
verwendet, es stammt aber ihre klare Formulierung und der hier gegebene Be-
weis von R. Courant: Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 278.

Die in 14 dargestellte Methode der schrittweisen Naherungen wurde zum
ersten Male von L. Vianello: Z. VDI Bd. 42 (1898) S. 1436 auf ein technisches
Problem, nimlich das der Stabknickung angewendet. Die Methode spielt heute
bei der Behandlung zahlreicher wichtiger Fragen der Mechanik eine ausgezeich-
nete Rolle. Es sei nur auf das im Maschinenbau wohlbekannte Stodolasche
Verfahren zur Berechnung kritischer Drehzahlen von umlaufenden Wellen
verwiesen. (Stodola, A.: Dampf- und Gasturbinenbau, S.381. Berlin 1924.)

Die in 17 gegebenen Formeln fiir die Schwingungszahlen zusammengesetzter
Systeme, die es z. B. gestatten, eine einfache untere Grenze fiir die kleinste Eigen-
frequenz anzugeben, wurden zuerst rein empirisch von S. Dunkerley: Philos.
Trans. Roy. Soc., Lond. A Bd. 185 (1894) S.279 bei seinen experimentellen
Untersuchungen tiiber kritische Drehzahlen umlaufender Wellen gefunden.

Theoretische Uberlegungen hierzu findet man unter anderm bei G. Temple:
Proc. Lond. math. Soc. Bd.29 (1929) S.157; K. Klotter: Ing.-Arch. Bd.1
(1930) S. 132, 491; K. Hohenemser: Ing-Arch. Bd. 3 (1932) S. 89.



Literaturiibersicht. 365

Auch die in II B entwickelte Theorie der Schwingungen von Balken mit
gleichmiBig verteilter Masse ist zum groBen Teil in dem grundlegenden Buch
von Lord Rayleigh enthalten. Die konsequente Verwendung des Bettischen
Reziprozititssatzes zur Herleitung an sich bekannter Beziehungen der Stab-
werksdynamik diirfte neu sein. Der in 22 gegebene Beweis fiir den Entwicklungs-
satz ist eine Ubertragung des entsprechenden Beweises fiir den Hilbertschen
Entwicklungssatz in der Theorie linearer Integralgleichungen mit symme-
trischem Kern, vgl. z. B. R. Courant u. D. Hilbert: Meth. Math. Physik. Ber-
lin 1924, Kap. I1I, § 5. Die in 29 und 30 gegebene Zuordnung von Systemen gleicher
Schwingungszahl und die Anwendung der Zuordnungsbeziehung zur Verbesse-
rung der Energiemethode und der Methode der schrittweisen Naherungen ist
emne ausfiihrlichere Darstellung der von den Verff. im Ing.-Arch. Bd. 3 (1932)
S. 306 mitgeteilten Beziehungen. Weitere Literatur iiber die behandelten Fragen
findet man bei K. Hohenemser: Die Methoden zur angeniherten Losung von
Eigenwertproblemen in der Elastokinetik. Ergebn. Math. Grenzgebiete Bd. 1
Heft 4. Berlin 1932.

Kapitel III.

Frequenzgleichungen komplizierter Stabwerke, auch mit Beriicksichtigung
von Nebenemnfliissen, wurden zuerst aufgestellt von H. Reiffner: Z. Bauwes.
1899 S. 477; 1903 S. 135. Das in III B dargestellte Verfahren wurde von
W. Prager angegeben: Z. techn. Physik Bd. 10 (1929) S. 275, die Erweiterung des
Verfahrens in 9 stammt von F. W. Waltking: Ing.-Arch. Bd. 2 (1931) S. 247.
Fiir den Sonderfall des durchlaufenden Balkens wurden &hnliche Methoden ver-
wendet von E. R. Darnley: Philos. Mag. (6) Bd. 41 (1921) S. 81 und von D. M.
Smith: Engineering Bd. 120 (1925) S. 808. Die in III, 11 angegebene nomo-
graphische Auflssung der Frequenzgleichung einfacher Tragwerksformen stammt
von W. Prager: Ing.-Arch. Bd. 3 (1932) S. 298. Sie macht Gebrauch von einer
von R.Mehmke herrithrenden nomographischen Darstellungsmoglichkeit. Die
in 12 in einer Reihe von Beispielen angewendete Energiemethode zur Berech-
nung der kleinsten Eigenfrequenz stammt von Lord Rayleigh und wurde
seitdem in zahlreichen Arbeiten mit Erfolg angewendet, zum Teil ohne Kenntnis
des Rayleighschen Verfahrens. Es seien nur genannt: A. Morley: Engineering
Bd. 88 (1909) S. 135, 204; G. Kull: Z. VDI Bd. 62 (1918) S. 249, 270; H. Kayser
u. A. Tcoche: Beton u. Eisen Bd. 29 (1930) S. 15, 119; Th. Péschl: Ing.-Arch.
Bd. 1 (1930) S.469. Die Methode der reduzierten Trigheitsmomente zur Be-
rechnung des Grundtons ist angewendet bei G. Ehlers: Die Berechnung der
Schwingungen von Turbinenfundamenten, Festschrift WayB und Freytag,
Stuttgart 1925, und bei F. Bleich: Theorie und Berechnung eiserner Briicken.
Berlin 1924. Das Beispiel 16 des Fachwerktragers ist dem zuletzt genannten Werk
entnommen. Allerdings verwendet Bleich ein Verfahren von E.Pohlhausen:
Z. angew. Math. Mech. Bd.1 (1921) S.18, das wesentlich ungiinstiger arbeitet
als die Energiemethode. Naherungsformeln fiir die kleinste Eigenfrequenz von
Staben und Rahmen sind weiter angegeben worden von J. Geiger: Z. VDI
Bd. 66 (1922) S.667; 67 (1923) S.287. Die Methode der Obertonberechnung
unter Zugrundelegung eines benachbarten Systems mit gleicher asymptotischer
Verteilung der Eigenfrequenzen, wie sie das urspriingliche System hat, diirfte
neu sein. Der EinfluB von Systemverianderungen wurde in Sonderfallen numerisch
verfolgt von E. F. Relf u. W. L. Cowley: Philos. Mag. (6) Bd. 48 (1924) S. 646
und H. G. KiiBner: Luftf.-Forschg. 1929 S. 63. Das in 15 angewendete Kontroll-
verfahren fiir den Grundton wurde von den Verff. im Ing.-Arch. Bd. 3 (1932)
S. 306 angegeben, die in 16 angewendete Kontrollmethode fiir Oberténe stammt
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von K. Hohenemser: Z. Flugtechn. Motorluftsch. Bd. 23 (1932) S. 37, der in
16 angedeutete Beweis fiir den Knotenpunktssatz ist von den Verff. gegeben
worden in der Z. angew. Math. Mech. Bd. 11 (1931) S. 92.

Anwendungen der Energiemethode zur angeniherten Beriicksichtigung von
Nebeneinfliissen, wie sie in IIT E vorgenommen sind, hat bereits Lord Rayleigh
gegeben. Biegeschwingungen von Stiben, auf die eine Langskraft wirkt, inter-
essieren besonders im Turbinenbau und im Flugzeugbau. An einschlagigen Ar-
beiten seien genannt: H. Lorenz: Z. VDI Bd. 63 (1919) S. 240, 888 (mit zahl-
reichen Literaturangaben); K. Karas: Z.angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. 485;
H. G. KiiBner: Luftf.-Forschg. 1929 S.63 und F.Liebers: Z.techn. Physik
Bd. 9 (1929) S.361. Eine angeniherte Beriicksichtigung der Dehnbarkeit der
Stibe bei der Berechnung der Schwingungen von Fundamentrahmen stammt
von E. Rausch: Beton u. Eisen Bd. 27 (1928) S. 396, die genaue Beriicksichti-
gung von W. Prager: Z. techn. Physik Bd. 10 (1929) S. 275.

Kapitel IV.

Die in A dargestellte Methode zur Berechnung der durch schwingende Lasten
erzwungenen Schwingungen eines ebenen Stabwerks stammt von W. Prager:
Ing.-Arch. Bd.1 (1930) S.527. Eine verwandte Behandlungsweise der erzwun-
genen Schwingungen eines durchlaufenden Balkens findet sich bei W. L. Cowley
u. H. Levy: Proc. Roy. Soc., Lond. A Bd. 95 (1919) S. 440. Das Verfahren zur
Beriicksichtigung der Lingsschwingungen ist enthalten in S. Gradstein wu.
W. Prager: Ing.-Arch. Bd. 2 (1931) S. 622. In dieser Arbeit befindet sich auch
eine hier nicht wiedergegebene Erweiterung des Verfahrens zur Beriicksichtigung
der Rotationstrigheit und des biegenden Einflusses statischer Lingskrifte. Es
sei in diesem Zusammenhang auf eine Berichtigung zu der erwihnten Arbeit
verwiesen: Ing.-Arch. Bd.3 (1932) S.434. Zur Berechnung der Eigenschwin-
gungsformen eines ebenen Stabwerkes (IV B) wird das Verfahren hier erstmalig
herangezogen. Eine der Formel IV, 14 (22) entsprechende Beziehung fiir den Fall
der Knickbiegung wurde von Vianello angegeben. Die hier gegebene Herleitung
dieser Niherungsformel diirfte neu sein.

Kapitel V.

Die Satze iiber das Verhalten der gesamten potentiellen Energie nach einer
plstzlichen Be- oder Entlastung stammen von Levi-Civita: Wiener Monats-
hefte, math.-phys. K1. Bd. 36 (1929) S. 165. Ahnliche Abschitzungen findet man
bei J. Krall: Rend. Sem. math. Roma (II) Bd.7 (1931) S.87; W. Kaufmann:
Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 34, behandelt fiir einige Sonderfille die
Ausgleichsschwingungen nach pldtzlicher Be- und Entlastung. Die in 3 und 4
durchgefiihrten exakten Summierungen fiir einzelne Zeitpunkte und die damit
gewonnenen strengen Losungen scheinen neu zu sein. Die hier gegebene Behand-
lung des Problems der fahrenden Last lehnt sich an eine Arbeit von S. Timo-
shenko an: Z.math. Physik Bd. 59 (1911) S. 163, sie vernachldssigt die Masse
der fahrenden Last. Eine Losung, welche die Masse der Last beriicksichtigt, aber
die Balkenmasse vernachléssigt, stammt von H. Zimmermann: Zbl. Bauverw.
1896, S.264. Eine niherungsweise Beriicksichtigung sowohl der Balkenmasse
als auch der fahrenden Masse gibt H. H. Jeffcot: Philos. Mag. (7) Bd. 8 (1929)
S. 66, weitere Literatur hieriiber findet sich bei F. Bleich: a. a. O. und in einer
unverdffentlichten Diplomarbeit von A. Weigand: Techn.. Hochschule Darm-
stadt 1928.
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Von groBem praktischen Interesse sind die hier micht behandelten Vorginge
beim Durchfahren einer Resonanz. Der maximale Ausschlag hingt von der Ge-
schwindigkeit ab, mit welcher die Resonanzstelle durchfahren wird. Einen ersten
Beitrag zu diesem Problem gab Th. P6schl: Ing.-Arch. Bd. 3 (1933) S. 98, indem
er die Bewegung eines dampfungslosen Systems mit einem Freiheitsgrad unter
dem EinfluBl einer Kraft

P(t) = Psin (ot -+ At2)

untersuchte. Die Winkelgeschwindigkeit des umlaufenden Bildvektors w -- 42,
nimmt also linear mit der Zeit zu. Die entstehende Bewegung nihert sich nach
langerer Zeit asymptotisch einer harmonischen Schwingung mit der Kreisfrequenz
der Eigenschwingung und mit einer Amplitude, welche der Quadratwurzel aus
der Winkelbeschleunigung 4 umgekehrt proportional ist. Der asymptotische Aus-
schlag geht also mit wachsender Winkelbeschleunigung nach Null. Die L6sung
laBt sich durch Fresnelsche Integrale ausdriicken, welche tabuliert vorliegen.
Die numerische Auswertung der ziemlich komplizierten Ausdriicke, soda8 man
zu jeder Winkelbeschleunigung den vor allem interessierenden gréB8ten Ausschlag
angeben kann, steht noch aus.

‘Weitere Literatur iiber das Gebiet der Schwingungen elastischer Kérper findet
man in folgenden Referaten:

Lamb, H.: Enz. math. Wiss. (IV) Bd. 4 (1906) S."253.

Grammel, R.: Ergebn. exakt. Naturwiss. Bd. 1 S: 93. Berlin 1922.

Poéschl, Th.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 297.

Auerbach, F.: Handb. phys.-techn. Mech. III S. 283. Leipzig 1927.

Pfeiffer, F.: Handbuch Physik VI S. 309. Berlin 1928.

Hohenemser, K.: Ergebn. Math. Grenzgebiete Heft 4. Berlin 1932.

AuBerdem seien an zusammenfassenden Darstellungen, welche mehr die
experimentelle Seite und die SchwingungsmeBtechnik behandeln, genannt:

Geiger, J.: Mechanische Schwingungen und ihre Messung. Berlin 1927.

Steuding, H.: Messung mechanischer Schwingungen. Berlin 1928.

Mechanische Schwingungen der Briicken. Herausgeg. von der Deutschen
Reichsbahngesellschaft. Berlin 1933.
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