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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В этой :кв:ше излагаются основные принципы статистиче
I сной фиви:ки и не:которые их приложения :к ноннретным фиви
I чес:юц.1 вопросам. В основном в :книге изложена статистичесная 
термодииами:ка-:классичесная и нвантовая. В последней главе 
ватронуты не:которые вопросы юшетини. 

Основное содержание нниги (нормальный шрифт) представ· 
ляет собой главное содера,ание нурса, читавшегося автором: 
несRоль:ко .лет в Мосновсном университете. Порядо:к изломения, 
выбранный в ЮIИГе, представляется автору наиболее логичным • 

. Сначала излагается ход :мысли, приводmций R основному методу 
статистичес1tой термодинамини - :каноничесному распределению, 
с помощью :которого сейчас решаются все нон:кретные вадачи. 

Затем с его помощью ивлагаются все вопросы :кан :классичес:кой, 
тап и :квантовой статистини. Предпопагается, что читатель 
зна:ко:м с основными представлениями и ревупьтатами :кивет111-

чесной теори!i! газов в ,тементарном виде. Разумеется, читатеJIЬ 
должен; :кроме того, быть 1шаном с основами механини и термо· 

I динамини, Дпя понимания нвантовой статисти:ки необходимо 
I знание основ Rвантовой механим. Вопросы, требующие бопее 
: гпубоноrо внаномства с математичесним аппаратом Rвантовой 
; мехавиRИ, отнесены R мелному шрифту. 
I Мепюw шрифтом напечатаны либо более трудные выводы, 
уточняющие и раввивающие содержание основного тенета, 

пибо веноторые специальные вопросы, выбор Rоторых в вна· 
чительной степени диRтовапся субъентивными интересами 
автора. 

Что Rасается хара:ктера ивложения :книги, то автор стре· 
ми.л:ся вовможво яснее дать при выводах погичесRий ход фиви· 
чесRИх рассуждений. В тех случаях, :когда он не мог или ве 
хотел предпоиmть удовлетворяющего его вывода; он предпочи· 

тaJI явно унавывать на отсутствие та:кового или ограничиваться 

соответствующими ссылнами, не прибегая :к до:каватепьствам; 
недоотаточв:о строгим. Кроме того, автор стремипся по возмож
ности попьвоваться более прямыми выводами, считая, что им 
о.педует о.тдать предпочтение, даже есп:и они ведут :к цепи путем 
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прпменения бoJiee можиоrо математического аппарата (это отно
сится, например, :к иможению статистики Ферми). 

В отношении до:кавате.тrьств строгость :книги с точ:ки врения 

математики, конечно, остав.тrяет желать очень :мноrоrо. Автор 
рассчитывает, что читате.тrь, раввитой в математичес:ком отно
шении, который понимает и чувствует это, сумеет там, rде это 
возможно, и провести бо.тrее строго соответствующие ма
тематичесние до:наsате.тrьотва *). 

•) В отношении втой стороны вопроса читатеJIR можно отоСJiать 
к кнвге А. я. Хин чин а, Математичесние основания статистичесной 
механиRИ, Гостехивдат, d 943 r. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Постараемся воротко наметить еодержавие статистической 
фивmш-той главы теоретической физики, которую часто назы
вают танже юmетичес:кой теорией :материи или статистической 

кехавикой. 
Статистичес:кую фивику можно равделить на статистичесн;rю 

термодива:ми:ку, изучающую фивичесние системы ~ состоянии 
термодинамичес:коrо равновесия, и статистичес:кую юmети:ку, 

ааяимающуюся теорией процессов в этих фиаичес:ки:х: системах. 
При этом в статистичес:кой фиви:ке явно вводится в рассмот· 

рение моле:кулярная стру:ктура системы-в этом её х:ара:ктер· 
ное отп:ичие от термодинамики и феноменолоrичес:кой теории 
процессов. 

В отношении применяемых: методов для статистической 
фивики х:ара:ктерно, что она широ:ко пользуется <<статистиче· 
·с:ким методом&; т. е. аппаратом математичес1<ой теории вероят
ности и теъщ фивичес:кими представпениями; 1<оторые с понятием: 
веротности свяваны. Этим, собственно, и оправдывается ваава· 
вие <<статистичес1<ая фиап:ка&, 

3адачи, :которые ставит и решает статистичес1<ая термодвва
ми:ка (термодив:амичес:кая статистИRа); можно ох:ара:ктеривовать 
саедующим: .обрааом:. Исходя иа опредеп:ённых: представлевий 
е <,,троении и :мехавиам:е системы, например, raaa, кристапп:а 
или иалучевия, опредеп:ить авачевие рамичных: фивичесюц: 
величин в состоянии терыодивамичес1<оrо равновесия, при дан

ных ~вешних усп:овия:х:.-ааданной температуре, объёме и т. д. 
При атом веп:ичины, харантеривующие термодинамичес1<ое рав~ 
новесие, рассматриваются как средние от тех ип:и иных фув& 
ций :координат и импуп:.ьсов вашей системы. Термодинамиче~ 
ски~ равенства сохраняются при этом, :ка:к точные равенства, 

во относящиеся топ:ько R этим средним ввачен:иям. Это даёт 
вов:м:ожность ввести в отатистичес1<ую теорию все термодинаъm· 

ческие веп:ичивы: температуру, энтропию, свободную анер· 
rию и т. д. 

Ив с:кававноrо выте1<ает, что предмет статистичес1<ой термо
дивами1<и тот же, что и тер:м:одивамmш формальной (феномево· 

' 



hоrичесной); не вводящей явно мо.ttенулп:рных trpeдcтaв.tteвиtt. 
Отличие в том, что последняя, помимо своих основных принци
пов, вынуждена исполыювать целый ряд ревультатов опыта

вапример, вид уравнений состояний тел. Бев испольвования 
таного рода эмпиричесних положений формальная термодина
мина .. ничего дать не может. В статистичесной же фивине в основу 
нладется та или иная модель тела, ив ноторой уже получается 

l
f равнение состояния и все другие свойства тела. Однано, 

реаную границу между феноменологичесной и статистичесной 
rермодинаминой провести вряд ли вовможно. Это традиционное 
равделение имеет в вначительной степени историчесное проис-
s:ождение. 

Статистичесная теория не ивменила, нан уже было унавано, 
:катематичесной формулировни основных уравнений термоди
вамини, однано она существенно ивменила их понимание. Суще· 
ственно именно то, что эти уравнения относятся тольно н сред· 

ним вначениям. От таних средних-термодинамичесни равно· 
весных вначений вовможны отнлонения - <<флюнтуацииt. 
Существование их вытенает у же ив самых общих и простых 
моленулярно-нинетичесних представлений. С ними свяван целый 
ряд явлений, например, рассеяние света в проврачных те· 
лах. Статистичесная термодинамина даёт теорию явлений и 
атого рода. 

Важный этап в раввитии статистичесной фиаини представ
nяет собой введение в неё нвантовых представлений. Хотя 
нельвя не учесть, что во многих вопросах нлассичесная стати· 

8тичесная фивина, связанная с нлассичесной механиной, ул.е 
повволила решить ряд вадач и хотя при решении, например, 

аадач, относящихся н теории флюнтуаций, она полностью сохра· 
пила своё вначение и сейчас, всё ,ье, вообще говоря, RJiассиче
сная фивина приводит н ряду непреодолимых ватруднений, 
в частности, в вопросах, насающихся теплоёмности тел. Реше
ние всех этих вадач дг ла тольно нвантовая статистина. 

В настоящее время иввестно, что, ивучая движение элентро
нов, атомов, мы должны польвоваться нвантовой механиной. 

Эаноны нлассичесной механини-это прибли'1<ённые ваноны, 
имеющие место для тел достаточно большой массы. Поэтому 
было бы естественно и в ивложенип статистини с самого начала 
исходить ив нвантовых занонов и сразу рассматривать иван· 

товую статистину, нлассичесную же рассматривать нан пре· 

дельный случай, приближённо правильный при определённых 
~словиях. 

:Н:лассичесная статистина даёт правильные ревультаты прн 
удачно выбранной модели системы, выбор ноторой часто Hi 

i 

может быть оправдан бев нвантовых· представлений (примером 
этому служит ПFедставление моленул двухатомного газа в виде 

двух жёс1·но связанных материальных точен, ер. § 38). Кроме 
того, для применимости нлассичесной статистини необходимо 

условие достаточно высоной температуры. 

Излошение в этой нниге, однано, будем вести не начиная 
с нвантовой статистини, а рассмотрим сперва нлассичесную, 

чтобы сначала на ней проследить постановну задачи. Этим 
путём, пожалуй, можно яснее поставить и проследить общую 

вадачу статистичесной теории, харантерную нан для RJiасси
чесной, тан и для нвантовой статистини. 

Статистичесная нинетина ванимается теорией процессов в те· 
лах. При этом вдесь опять в отличие от феноменологической 
нинетини (например, гидро- и аэродинамини, формальной тео· 
рии теплопроводности и 1·. д.) явно применяются определённые 
представления о моленулярном строении рассматриваемой физи· 

чесной системы. Примерами относящихся сюда задач могут 
служить вопросы, рассматриваемые в нинетичесной теории 

газов, в частности, теория процессов диффузии, теплопровод
ности, вязности газов. Здесь удаётся не тольно обосновать 
иввестные эмпиричесние заноны этих процессов, но и устано· 

вить зависимость входящих в них постоянных от состояния 

гав а и свойств его моленул. 

При решении относящихся н нинетине вопросов вадача 
ниногда не решается, нан задача механини совонупноt:ти моле· 

нул. В настоящее время в этой области можно наметить общий 
метод, ноторый нан и в нлассичесной, тан и в нвантовой теории 

состоит в том; что вводится вероятность состояния системы при 

определённом начальном состоянии, тан называемая вероят· 
ность перехода. Эти вероятности переходов удовлетворяют нено
торым уравнениям, отражающим особенности рассматриваемого 
процесса, и при таном подходе учитывается возможность флюн
туаций. 3аноны феноменологичесной нинетини относятся к не
которым средним вначениям. 

В этой нниге излагаются тольно отдельные задачи, относя
щиеся н статистичесной нинетине (гл. VI), и неноторые общие 
методы в их связи с вадачами статистичесной термодинами:ки. 



ГЛЛ В А I 

НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ МЕХАНИКИ. 
О СМЫСЛЕ IIOHJl'fИJI ВЕРОЯТНОСТИ 

§ 1. Уравнения Гамильтона. Фавовое пространство 

Нан иввестно ив механики, дифференциальные уравнения 
движения любой механической консервативной системы могут 
быть написаны в форме Гамильтона; 

ан ан 
qk= -а , Pk= - а- , k= 1, 2,... (1,1) 

Pk qk 

3десь q1" Р1с- обобщ~нные коорд;шаты и импу:1ьсы, 

н (q, р) =Н (q1, q2, • • •, qn; Р11 '' •, Рп) 
-гf).мильтонова функция системы. Она равна полной энергии 
еиетемы, выраженной в функции от координат и импульсов. 
Вид этой функции определяется рассматриваемой системой. 
Гамильтонова функция Н связана о функцией Лагранжа L 
соотнощением 

n 

Н= ]PkfJk-L; 
k-1 

адееь п обозначает число степеней свободы системы. 
Если движение рассматривается в инерциальной сиоrеме 

координат, если также отсутствует магнитное поле и можно 

пользоваться законами нерелятивистской механики (в дальней· 
шем мы почти исключительно и будем иметь дело с этим простей· 
шим случаем); то гамильтонова функция равна сумме кинети· 
ческой энергии К и потенциальной энергии U: 

H=K(q,p)+U (q). 

Интегралы движения, т. е. решения системы -дифферен
циальных уравнений (1,1), могут быть представлены в виде: 

Pk=rpk(qY, pf,t), qk=tJlk(qY, р1, t), (1,2) 
k, l = 1, 2, ... , п, 

где qf, рУ- начальные значения координат и импульсо1'1, 

~о 

Фунмции lpk il: фk - однозна1шые непрерывные фуннции ар· 
гументов qY, pf. Интегралы движения могут быть записаны 
ещё и в иной форме. А именно, разделив на уравнение 

ан 
р 1 = -а- остальные 2п-1 уравнения (1,1), получим: 

ql 

ан ан 

dq1 ар;- dp" aq .. - ' (1.3) dpl = -ан '· • • 'dp1 = ан 
aql а-;;; 

Эта система, в случае не зависящей от времени гамиль
тоновой функции, не содержит t. Она имеет 2п - 1 инте
гралов, и в это число входит, очевидно, прежде всего, инте

грал энергии 

Ф1 (q, p)=::..H(q, р)=С1.1 =Е 

и Rроме того ещiэ 2п- 2 интегралов: 

фа ( q, Р) = С!.а ) 

Фп(q, P)=C!.n 
Wa(q, р)=~11 

(1,4) 

(1,5) 

где С1.11 , • ·, c,.n, ~а, ••• , ~n-постоянные интегрирования. Послед· 
11ий интеграл мощно получить, решая, например, уравнение: 

dp1 ан 1 6 -dt- = - aql ( ' ) 

и польауясь (1,4) и (1,5). Он имеет вид 

W1(q, p)=t+~1· (1, 7) 

Действительно, прибавление к t любой постоянной не нар7-
шает дифференциальных уравнений, так ка:н в них t входит 
тольRо под внаком дифференциала. 

Для случая системы с одной степенью свободы все свойства 
решений уравнений движения J1егко могут быть пояснены путём: 
графического изображения на wюскости. Рассмотрим, напри
мер, движение линейного осциллятора. Гамильтонова функ
ция (для gлучая, :ногда масса равна единице) имеет оледую
щкй вид: 

(1,8) 



'Уравнения Гамилъ'l'оitа 
ан 

q=ap=p, 
· _ ан 2 P--~:::::io-wtJ 

дq 

имеют интегралы, которь:е могут быть напи11аны 

о 

q = q0 cos wt +L sin wt } 

р = - wq0 sin wt ~ р0 со il wt 

или в виде интеграла энергии 

2Н = p 2 +w2 q2 = 2Е 

В ВИД0 

(1,9) 

(1,10) 

и соотнош~ния, определяющего зависимость р и q от времени, 
~ (J)q 
- arccos -=-=== = t + ~· 
ш у р2 +шзqз 

(1,11) 

Состояние осциллятора можно изобразить точ:«ой на <<фаво· 
вой плоскости» (q, р). Движению системы соответствует переме· 
щение изображающей фазовой точки по <<фазовой>> линии, 
определённой в нашем случае уравнением энергии. Эти кривые 
постоянной энергии представляют собой систему подобных 
iллипсов. Второй интеграл (1,11) определяет скорость движе
ния фазовой точки по этой кривой. 

В случае системы со многими степенями свободы пользуются 
аналогичной геометрической терминологией. Если величи:tt:Ы 
qk и Pk рассматривать как прямоугольные координаты в про

странстве 2п измерений, то состояние системы (<<фаза&) опре· 
деляется точкой ( <<фазовой точкой'>> или изображающей точкой) 
в этом 2п-мерном <<фазовом пространстве». Если наша система
отдельная молекула, это пространство называют (J,-простран

ством, если же это совокупность частиц - гаа или другое ·rело 

в целом, - то Г-пространством. С течением времени ивобра
жающая точка перемещается в фазовом пространстве по кри
вой, по <<фазовой траектории&. Эта кривая определяется пересе
чением 2п~ 1 <<поверхностей& (1,4) и (1,5). Поэтому она в любом 
елучае лежит на <<Поверхности энергии&. Последний интеграл 

(1, 7) определяет перемещение изображающей точки во времени. 
Производные q~ и Р1< могут рассматриваться как компоненты 
2п-мерного вен:тора - фазовой с1юрости - скорости движения 
иаображающей 1оч1ш по фазовой траектории. Заметим, что 
в силу однозначности решений уравнений движения две раа

.nичные фазовые траектории пересекаться не могут. (Действи· 
тельно, ее.пи бы это имело мес1·0, то, при начальном положе
нии иаображающей точки в точке их пересечения, начал1,ное 

(t 

состояtше сиС'rемы определйло бы дальне:йшее двnжение неодно• 
вначно.) 

Если мы рассмотрим не одну систему, а целую совокупность 
и:х:, то состояние будет определено совокупностью фазовых 
точек, движение-совокупностью фааовых траекторий. Для 
наглядного представления мы можем сравнить наши фазовые 
точки с совокупностью частиц, взвешенных в жидкости (или, 
в пределе, в случае непрерывного их распределения, с краской, 

введённой в жидкость) и движущихся вместе с нею. При этом 
мы дотнны считать поток жидкости стационарным, так как 

в силу уравнений Гамильтона (Н не зависит от t) фааовая ско
рость в данной точке не зависит от времени. 

В статистической физике понятие поверхности энергии играет 
существенную роль. Поэтому приведём ещё примеры, касаю
щиеся поверхности энергии в простейших случаях. 

Рассмотрим систему со многими степенями свободы, совер
шающую малые колебания около положения равновесия. :Как 
известно иа механики, в этом случае всегда могут быть найдены 

<<нормальные» координаты. В этих координатах гамильтонова 
функция выражается так: 

n 

н ~~(i+zz = 2 ~ Pk wkqk), 
k=i 

где wk - собственные частоты системы. 
Уравнение энергии имеет вид 

n 

] (pi + w1'.qt) = 2Е. 
k=i 

Оно представляет 2п-мерный эллипсоид с 

ь _ у2в 
k- • 

(J)k 

(1,12) 

(1,13) 

полуосями 

(1,14) 

В качестве модели идеального одноатомного гааа мы будем 
поJiьаоваться представлением о системе невзаимодействующих 

материальных точек (в какой мере такое представление во~
можно, будет сказано ниже). Поскольку,однако, мы рассматри
ваем гаа в сосуде (для простоты, допустим, прямоугольной 
формы) с координатами стенок а, а*, Ь, Ь*, с, с*, мы должны 
учесть взаимодействие частиц со стенками. 

Мы не будем рассматривать детально вида этого взаимодей· 
ствия: для нас важно только, что у стенок потенциальная 

iНергия веаимодействия сильно увеличивается (вдали от них 
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она нуль), n появлйются очень большие сильt отталкивания, 
таи что частица любой снорости отснанивает от стенон. Соответ
ствующий ход потенциальной энергии одной частицы в вависи· 
мости от ноординаты х ивображён на черт. 1. 

Гамильтонову фуннцию можно поэтому написать в следую
щем виде: 

N 

н-~~(2 2 2 -'lm~ Pix +Piu+Piz)+ 

N 

+}: { И1 (xi) + Ип (yi) + Иш (zi)} 
1=1 

(1,15) 

где фуннции И1, Ип, И111 имеют унааанный выше вид, N
число частиц в гаве, таи что п = 3N. 

Черт. 1. Потенциальная энергия 
U1 (х) частицы в сосуде. 

'!mConst 

{l (1 

V2m Co11St 

Черт. 2. След поверхности 
энергии на рассекающей 

плоскости (х, р.,). 

<<Сечение>> (след) поверхности энергии п-мерным про
странством импуJ1ьсов (все ноординаты постоянны) опреде
Jiяется уравнением 

N 

}: (Prx + Р1и + P1z) = const., (1,16) 
1~1 

что представляет собою ЗN-мерный шар. След поверхности 

энергии на 2-мерной плосности (х1 , Ptx) определяется урав
нением 

'l~ Pfx+ И1 (х,) = const. (1,17) 

Принимая во внимание сна ванное относительно фуннции И 1, 
легно представить, что этот след имеет :харантер, ивображённый 
на черт. 2. 

14 

След в пространстве Р1х, р111 , х 1 даётся уравнением 

, _!_(Pfx+Plu)+И1(x 1 )=conвt. (1,18) 
2т 

Он ивображt!н на черт. 3 и имеет вид бочни. Мы можем, 
тв.ним обравом, охарантеривовать нашу поверхность энергии, 

«аи поверхность <<бочно- Р. 
х 

обравнуюt. 

§ 2. Теорема Лиувилля 

Д.ля движения систем, 

подчиняющихся ванонам 

механини в форме Гамиль
тона, если состояние их 

описывать при п~.мощи fj, 
наноничесни сопряженных . 

'/ ,, 

переменных qk и Pk, име- Черт. 3. Поверхность энергии ( <<бочко-
ет место теорема Лиу- обраэная,>) в пространстве (х, р.,. р11). 
БИЛЛЯ, 

Рассмотрим прежде всего формулировну её для простей· 
щего случая системы с одной степенью свободы, для .линей
ного осциллятора. Пусть в момент t = О имеется площадна, 
ванятая на фавовой плосности ивображающими точнами нено· 
торой (непрерывной) совонупности систем. При движении дан
ная площадна будет, очевидно, перемещаться и деформиро
ваться. Однано, равмер её (вышчина площади) при этом не 
ивменится. Действительно, фа во вые ноординаты точен этой пло
щадни при движении преобравуются от q0

, р0 в q, р согласно 
уравнению ( 1,9). Это преобравование может быть представ
лено, нан совонупность трёх преобравований: 

1) Перехода ОТ q0
, р0 

R Х, у 

x=qo, у =рО 
(1) ' 

(2,1) 

т. е. с помощью растяжения всех фигур на плосности в ro рав 
в направлении оси ординат; 

2) перехода от х, у· н х', у' путём поворота на угол 

ер= rot 
х' = х cos ер+ у sin ер } 
у'= - х sin ер+ у cos ер ' 

(2,2) 

3) перехода от х', у' н q, р с помощью сжатия в ro раэ 
Р направлении оси ординат 

q=x', p=wy'. (2,3) 

а5 



При повороте 2) площадь не меняется; ивменения площадn 
при сжатии 3) и растяжении 1) взаимно компенсируются:. 
Таким обравом, величина площади остаётся прежней, хотя 
форма площадки, очевидно, изменяется. 

Теперь рассмотрим теорему Лиувилля длл общего случая. 
Она формулируется так: 

Величина 2п-мерного объёма, занятого в определёuный 
момент времени неиоторою непрерывной совокупностью фазо
вых точек, не изменяется при их движении. 

Пусть в начальный момент t = О фазовые точки непрерывно 
заполняли некоторую область <;\\ фазового пространства. Фазо
вый объём этой области G0 равен интегралу от фазового эле
мента по этой области 

G0 = ~ ~ dq 0 dp0
, (2,4} 

®о 

причём dq 0dp0 = dq~ dq~ ... dp~. 
Фазовые точки нашей совокупности систем движутся, и с те

чением времени координаты и импульсы их изменяются. В мо
мент времени t точки будут находиться в некоторой области 
&1, 1юторая определится ив<;\\, если каждую точку её (q0

, р0) 
заменить в согласии с интегралами уравнений. двишения (1,2) 
на (q, р). Объём области ®1 будет 

G1= ~ ~ dqdp. (2,5) 
®t 

Теорема Лиувилля утверждает, что G1 = G0 • Прежде чем 

перейти R доиазатель!)тву, заметим, что как было укt1.зано 

выше, движение фааовых точек можно уподобить движению 
частиц, взвешенных в жидкости, или (при непрерывном их 
распределении) движению краски (при отсутствии диффузии), 
распределённой в жидкости. Поатому и движение, рассматри· 
ваемое в теореме Лиувилля с этой то1iки зрения, 11южно пред· 
ставить происходящим в не сжим а ем ой жидкости. Это 
справедливо потому, что при двищении величина G1 (будем 
считать, что этот объём закрашен краской) не меняется. Как 
известно, номпоненты скоростей несжимаемой жидкости удов

летворяют уравнению 

да: + ду + дz = о. (2,6) 
дх ду дz 

Это условие является необходимым и достаточным для того, 
чтобы при движении объём данной массы жидкости не менялся. 

СJiагающие с~орости фазовых точек (qk, Pk) в силу уравнений 
Гамильтона удовлетворяют условию 

~ c.aqk дрk)- ~ { а~ call_) + ~ (-ан)} =0, (2, 7) 
~ дq~-+ дрk - ~ дqk дрk дрk дqk 
k=1 k=i 

Чтобы внешняя аналогия этих уравнений была полн?йi введём 
б ое обозначение для координат фазовых точек. 

единоо рази 

Положим (2,8) 

тогда (2,7) можно переписать в виде 
2n . 

~а_х!_=О 
~дХ1с ' 

(2,9) 

k~t 

вполне подобном (2,6,} соответствующем равенству нулю 2п
мерной дивергенции фазовой скорости. Это условие легко 
истолковать так же, как равенство нулю дивергенции ско-
ости в трёх измерениях, которь:м устанавливается, что ко

~ичество <<фазовых точен>>, входящих в любой фиксированный 
фазовый: объём, равно числу выходящих, а это и есть усло
вие несжимаемости <<фазовой жидкости>>, 

теперь что в многомерном пространстве условие (2,9), 
донажем( 2 б} в тр'-ехмерном выражает <<несжимаемостм, и тем самым 

таи же нан , , , 
донажем теорему Лиувиллн. 

в наших новых обоаначенинх имеем 

с0 = ~ ~ axi .... dXg,., 

®о 

Ct = ~ ~ dX 1 ••• dX 2,.. 

a\t 

(2,10) 

с и с лучше всего преобрааовать интегралы 

;~~б~~~g~в~:;ьр:~:;~~тнl1нн~ись ~'а одну и ту же область инт~рирования. 
в ~ил тольно что снааанноrо это можно сделать, если в t ааменить, 
пользуясь (1,2), интегрирование по ноординатам и импульсам в. момент t 
интегi~ированием по их 8начениям в момент О. Тогда получим. 

~~\ д(Х1,Х., ... ,Х2п)\ахоахо ахо 
С " 1 2 • • • 2п • 

t""' д(Х~, xg, ... , Д,.) 
(2,Щ 

®о 
таним обраеом, :ве!! вависит от :величины фуннциональноrо опре11елител" 

а (Х1, Х2, . · ., Хвп). (2,f:I) 
D (t) - ~ - о--хо-)' 

д(Х~,хз,···· 2" 

( 1 1) т е в силу ура:внений Гамиль-
Сейчас мы понажем, что согласно , , . · . 

тона, D (t) = 1. А тогда, очевидно, Ct = С0 , и теорема Лиувилля дона-
вана. 

2 статистп~есиап фпэииа 
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В новwх обоаначениях интегралw движения (1,2) можно ваписать таи: 

х~ - fk <Х~. xg, .. . , xg,., i). (2,13) 

Определитель D (t) = Det (a;k) есть определитель 2n-порядна, гд& 
аХ1 

alk = ахт, i, k.,, 1, 2, ... , 2п. 
k 

Донажем сначала, что определитель D (t) не вависит от времени. Дл1t 
втоrо дифференцируем его по t, по иввестным правилам: 

(2,Щ 

d 
Здесь энан dt обовначает n сущности частную проивводную при постоян· 

dXk · 
пых xi, таи что, например, dt = Х k. Нан известно, 

где Dil, есть минор определителя D: 

2n . 2n . 
da1~ _ d аХ1 _ ra 2X1 _ ~ ах1 axz _ ~ ах, 
dt - dt axi - axiat ."'- ах1 aXN ."'- azk дХ1 . 

z-1 1-1 

Введя полученное в (2, 14), имеем: 

А таи нан по свойству миноров 

2n 

] 
D i = l; 

D;kazk = 
0

' 
' i =1= l, 

k=I 

то 11 (2,17) останутс,~ толыю члены с i = l, 11 

2n . 

~!!. - D ~ аХ; 
dt - ."'- aXz ' 

i=I 

Но в силу (2,9) прамl'I часть ра~ша нулю, поетому и 

dD 
dt =0, 

(2,t5) 

(2, 16) 

(2, 17) 

(2, 18) 

(2,19) 

(2,20) 

и D не ~allJICIJT or t, Чтобы определить его значение, достаточно найти его. 

велиttйНЬI при t = О. В этом случае элементы определителя равны 

аху i, i=k; 
a1k - axi = о, i =1= о; 

поэтому D (О)= 1. Следовательно, и при любом t D (t).,,. 1, п теорема Лиу· 
вилля доиавана. 

Приведём ещё один простой пример на теорему Лиувилля. 
Рассмотрим упругий удар двух шаров; движущихся по прямой 
(и не :могущих с неё сойти). Пусть массы шаров т и М, импуль
сы их до удара р0 и Р0 и после удара р и Р. Они свявавы соо1·-
ношением 

Ро+ро=р+Р, (2,21) 

определяющим сохранение полного импульса, • соотношением 

, JJP2 . ро11 pD р11 

т+м=т+м, 

выражающим ванон сохранения энергии. Отсюда, нан иавестно 
ив механини, вытенает; что р и Р свяваны с р0 и Р0 линейными 
однородными соотношениями. 

Будем рассматривать два момента: непосредственно пред
шествующий удару и следующий ва ним. Тогда ноординаты 
в эти моменты будут: q0 = q; Q0 = Q, тан что в выражении дпя 
фавового объёма 

~ ~ ~ ~ dq dQ dp dP 

имеет место равенство ~ ~ dq dQ = ~ ~ dq0 dQ0
, и осте.ётся 

тольно показать, что 

(2,22). 

Импу;1ьсы р и Р можно рассматривать, как прямоугольные 

координаты точки на плоскости. Если положить р0 = У mx0
, 

ро= уму°, p=Jfmx, P=tf My, то переход от р0 и Р0 
R 

р и Р можно представить себе, как результат следующих 
преобразований: 

1) Преобрааование от р0 и Р0 к х0 и v0 

ро - J/mx, ро = v м v. (2;23) 

Это ивменение масштаба (сжатие любой фигуры) в Vm раа по ос• 
абсцисс и в ум раз по оси ординат. 

2* 11.t 



2) Преобразование от х 0 , у 0 н х, у. При зтом преобразова· , 
nии в силу (2,21) и (2,22) получаем: 

хо2+Уо2=х2+у2 

'\ } (2,24) 
Vmx0 +JfMy0 =Jfmx+VMy . 

Первое и:1 двух соотношений. показывает, что это линейное 
преобрю:ювание- ортогональное (и при этом в силу второго 
соотн0_шения такое, при котором семейства прямых утх0 + 
+ V М у O 

= const. преобравуются в самих себя, а следователь
но, оно является преобразованием отражения от прямой, 
перпендикулярной н линиям этого же семейства). 

3) Преобразование от х, у к р и Р 
р р 

Х=,1-• у=~-~ 
r т -~М 

(2,25) 

Это растяжение любой фигуры в ут- рав по оси абсцисс 
и в V М рав по оси ордина'l', 

Площадь любой фигуры на нашей плоскости импульсов не , 
ивменяется при преобразовании 2) в силу его ортогональности. 

При преобравовании 1) площади ивменяются, очевидно, в у~ 

раэ, а при преобразовании 3) - в V1пМ раз. Поэтому в резуль
тате всех этих преобразований площадь любой фигуры остаётся 
бев ивменений, т. е. в полном согласии с теоремой Лиувилля. 

Справедливость теоремы Лиувилля существенно упрощает 
ряд выводов статистической 'l·еории. Поэтому в статистичесной 
ФI?:вике почти иснлючительно пользуются канонически сопря
il,енными переменными q и р, так кан только в этих перемен
ных данная теорема выражается в ивJюженной форме. 

Заметим ещё, что величина фазового объёма представляет 
собой инвариант относительно преобравования координат (и при 
соответствующем преобравовании импульсов). Не приводя до
кавательства *), ваметим толыю, что по существу это положе
ние уже докавано нами путём выкладон, приводённых для дока
зательства теоремы Лиувилля. Дело в том, что, кан иввестно**), 
всякое каноническое преобравование q и р может быть пред
етавлено в виде совокупности бесконечно малых преобравова· 
ний, удовлетворяющих уравнениям типа Гамильтона, причём I 
играет роль параметра преобравования (например, роль угла 
поворота координатных осей). При этих же преобрааоваю1ю, 

*) Т. W. G i Ь Ь в, <,Statistische :Мechanik,>, rл. I. 
**) Е. У и т т lil н lil р, ЛналитичеснаR динащша, гл. XI. 
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·cosepme1шo ·roro )не rипа; что n преобравования р и q, :trpu 
дввжении системы по ·rеореме Лиувилля фавовый объём не 
меняется. 

§ 3. Формальное и фиви1Jеское понятие вероятност.и 
Статистическая фивика широко использует идеи, метод и 

математический аппарат теории вероятности. Поэтому вдесь 
необходимо привести основные положения этой последней и 
выяснm·ь смысл их, имея в виду применение к вопросам стати

стичесной физики. 
Современная математическая теория вероятности, как вся

кая математическая теория, строится, исходя ив ряда опреде

лений и аксиом, относящихся к понятию вероятности. Поль· 
вуясь ими, можно, вная вероятность одних <<событий& (под 
событием понимается совокупность значений одного или не

скольких переменных- <<случайных величин»), находить вероят· 
ность других событий. 

Вероятностью событий навываю·r числа; обладающие свой· 
ствами, которые мы приводим вдесь, ограничиваясь частным 

случаем, когда случайная величина принимает конечное число 
вначений *). 

Пусть переменное х принимает п вначений: х11 х 1 , ... , xn. 
n 

Пусть W (х) - такая функция х, что ~ W (xi) = 1; величина 
1=1 

W (х) называется вероятностью значения х. Пусть I - сово
купность вначений xq

1
, xq

2
, ... , хqв· Вероятностью iтой сово

купности значений называют величину 
8 

W (I) = ~ W (xq1<). (3,1) 
k~1 

Если I' и I" - две равные совокупности значений (не 
имеющие общих точек - <шепересекающиесю>) и I' - сово
нупность (xq

1
, xqJ, ... , xq), а I" - совокупность значений 

Xq +1, xq +z, ... , xq ), то, очевидно, JV (I) = W (!'} + W .(i*) 
I l s 

(<<теорема сложения вероятностей>>). 

*) По вопросу об основах математичесной теории вероятности см. 
А. Н. Н о л м ого ров, Основные понRТИR теории вероятностей, 
(936; а танже современные учебнини теории вероятности, например: 
С. Н. Бернштейн (3-е иад.), ТеориR вероRтностей, В. И. Гл и· 
вен но, Теория вероятностей (1938). Здесь же мы не стремимСR ни н об· 
щности, ни н строгости, приводR в дальнейшем тольно основные моменты 

для того, чтобы было RCHO, что поrшмаетСR поц «формальной теор11ей аеро· 
RTHOCTH>>, 
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Пусть теnерь мы имеем· 2 перемеНIJ:ые: переменную х, 
nринимающую вначение Xi, х2 , ... , xn, и переменную у, при- . 
ни~ающую вначения yi, у2 , ••• , Ут· Кроме того, вадана функ-

t-n, k-m 

ция W (х, у), причём ] W (xi, У1с) = 1. Тогда величина 
i=1 
k=1 

W (х, у) навывается вероятностью аначений х, у. Вероятностью 
же совокупности аначений @5 (х . х у у ) навы-

q1' • • 1 Ч1' р 1 • • •' р I 
вается величина 

t=l 
k=• 

W (@5) =] W (xq,• Yvk). (3,2) ; 
i-1 
k-1 

Для двух равных непересекающихся· совокупностей @5' и 6", • 
если @5 = @5' + @5", имеем: • 

W (@5) = W (@5') + W (6"). 
Вероятностью значения х нааывается величина 

(3,3) 

m 

W 1 (х) =] W (х, Yt), (3,4) 
t-1 

V словяоl вероятностью у при ааданном х наiывается ве-
личина 

W ( ) _ W (х, у) 
х у - W1(X) • (3,5) 

Если Wx (у) не вависит от х, то случайные величины х и у навьr
ваются статистически неаависимыми, и W (х, у)= W 1 (х) W:i (у). 

:Комплекс этих положений (и их обобщений на случайные 
величины, принимающие бесконе<~ное число дискретных или 
непрерывных аначений в пространстве любого числа ивме
рений) и всех теорем, которые иа них выводятся, мы будем назы
вать <<формальной теорией вероятностей>>.Чтобы эта теория могла 
быть применена в вопросах финики (а также и любой другой 
конкрет~ой науки, например, биологии), нужно; однако, сде
лать еще один важный шаг - осмыслить понятие вероятпости. 
Дело в том, что во всех приложениях понятие вероятности 
события отождествляется с относительной частотой его появл.е
ния при тех или иных условиях. В формальной же теории 
вероятностей конкретный смысл понятия вероятности остаётся 
проиt1вольным. Вероятность никак не связывается с какой бы 
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то ни было частотой появления, и поэтому, в сущности, фор· 
мальяая теория вероятностей может применяться тан, что 
вероятности вообще приписывается смысл, ничего общего 
с частотой появления события не имеющий. 

При решении этого вопроса в приложениях можно итти 

двумя путями. Можно, во-первых, при каждом применении 
определить смысл ряда понятий: вероятности, условной вероят· 
ности и понятие статистической независимости. Заметим, что 
такой путь мыслим в статистической фивике для ограничен· 
ного круга вопросов; именно, в классической статистичеспой 
термодинамике - этот путь намечен в § 8 и 9. 

Однако, l'оравдо более общее и плодотворное решение этого~ 
вопроса получается на другом пути. Этот путь, систематичес:ки .· 
nроведённый Мивесом*), состоит в том, что уже в рампах 
математической теории понятие вероятности события связы
вается с относительной частотой появления данного события 
n целой их последовательности. Хотя при проведении этой 
идеи JЗСтречаются серьёаные математические трудности; однако, 
повидимому, они могут быть преодолены. Основным является 
понятие <<коллектива». Коллективом называется бесконечная 
последовательность аначений одной переменной (или несколь-. 
ких переменных); обладающей следующими двумя свойс·1:вами. 

I. Пусть среди п первых элементов последовательности п (х) 
?лементов; которым соответствует вначение переменной х; суще

ствует предел 

W(x) = lim п (х) (3,6) 
- n-too 11 

си.ли, в случае 2 переменных, предел JY (х, у)= lim п(х, у)) , 
li-+ а, " 

ноторый называется вероятностью вначения х. 

II. При любом выборе <шодпоследоватеJ1ьностю> п' элемеuтов, 
являющейся частью последовательности п, существует предел 

W ' ( ) 1. n' (х) 
Х = 1m n;- 1 

n,~co 
(3,ба) 

причём 
W' (х 1 ) W (х 1 ) 
W' (х1) = W-(x

2
). 

(3,бб) 

Это второе свойство может быть наавано проиевольностыо 
выбора. Таким образо>J; при этом подходе вероятность всегда 
характеризует определённый <<коллектив»; и каждой операции 

*) См. R. М i s е s, Vorlesungen aus dem Geblete der angewandten 
Mathematik>>, 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung, и популярное иаложение 
А иниге Ми вес а, Вероятность и статистииа (русси. пер., ГНТТИ, 1931). 
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над вероятностями соответствует построение по определl!пному 
ванону нового ноллентива. Например, при переходе от одного 
ноллентива R другому, элементами ноторого являются сово

нупности элементов первого, мы получаем ноллектив, для кото· 

рого вероятности равны сумме первоначальных. Если ив нол· 
лектива вначений двух переменных (х, у) ввять последователь· 
ность тех вначений, для которых х имеет ваданное вначение, 

то легко покавать, что эта новая последовательность тоже будет 
коJшентивом, причём для него вероятность равна условной 
вероятности W х (у), 

Такая постановка задачи сразу связывает вероятностные 
понятия с частотой появления и потому повволяет ясно сфор
мулировать вадачу во всех вопросах; где эти понятия приме· 

няются. Вероятностные понятия применяются к явлениям, кото
рые могут быть неограниченно повторены при некоторых неив
менных условиях. Последовательность появления определённых 
событий при эти;х условиях рассматривается как коллектив, 
и, таким образом, открывается возмолшость применения теории 
вероятности к конкретным вопросам, Уже в квантовую 
механику входит понятие вероятности, которое имеет в ней 

именно такой смысл. Поэтому опирающаяся на квантовую 
механику квантовая статистика также неивбежно базируется на 
подобных представлениях. В статистической теории про
цессов, например, в теории броуновского движения; применяют 
понятие вероятности перехода и· существенно польвуются 

понятием статистической независимости. Все эти понятия 
могут быть физически осмыслены только .при условии; если 
понятие вероятности связывать с некоторой последователь· 

ностью событий -ноллективом. 

§ 4. Совокупности систем 

Мы уже видели, что вместо того чтобы рассматривать движение одной 
системы, можно рассматривать движение совонупности неаависимых си

стем. Рассмотрим этот вопрос более подробно. 
Пусть имеется N систем (будем считать, что число N неограниченно 

велико). Состояние наждой системы изображается точкой в фааовом про
странстве. Доля общего числа систем, фавовые точни ноторых в момент t 
11аключены в элементе dX=dX1 dX 2 ••• dX 211=dq1dq 2 ... dp,., составляет 

w (Х, t) dX. 

Функцию w (Z, О - w (q1 , 92 , ••• , р,., t) на11ывают фа1101юй nлотност1,ю 
распределения. Её можно танже рассматривать, как плотность вероят· 
ности того, что система имеет данное состояние. {Очевидно, что «проив· 
вольность выбора>> вдесь не испо.nьвуется, так что понятие вероятности мож· 

но понимать и чисто формально.) С течением времени иаображающие точюf 

eti совокупност~t движутсlt в фазовом пространстве, по:этому ме1tя
::: и плотность их распределения w. Найдём ваконы ивменения этой 
фун1щии. б dX все системы, которые в момент t находили,сь в о ъёме , через 
п омежуток времени dt перейдут в элемент dX , получающийся ив d~ 
п Р тём его движения в фавовом пространстве. Значит, число систем в dX 
/ моменту t + dt равно числу систем в dX к моменту t, то-есть 

w (Х', t + dt) dX' = w (Х, t.) dX. (Ц) 

в терминах теории вероятности это равенство выражает, что фавовая 
точка, находившаяся в момент t в элементе dX, с достоверностью окажется 

8 11лементе dX' в момент t + dt. 
в силу теоремы Лиувилля dX' = dX и, кроме того, Х имеет в фавовом 

пространстве .координаты qI, q8, ... , р 11 , а точна Х'-ф1авовые координаты Ч~ + q
1
dt, q

8
+q

2
dt, ... , р,. + p"dt. Поэтому получае.v; w (Х, t +dt) =- w (Х ,t)

1 
та-есть 

w(q
1
+q

1
dt, q

8
+q2dt, ... ,p,.+p

0

.,dt, t+dt)-w(q1, q8 , ... ,p,., t) 

или 
n 

dw ~ ( aw • aw • ) aw - = - qk + ~ Pk + а '"" о. dt дqk apk t 
(4,2) 

k-1 
IJH 

Заменяя,qk, в согласии с уравнениями Гамильтона, на дрk , • Р11 на 

дН 
- ~ • получим: 

.q~ 

(~,З) 

далее, найдём условие стационарности распределения, т. в. най
д!!м такую фа~iовую плотность, которая не меняется при движении 

систем. 
Стационарное распределение должно удовлетворять условию 

IIЛИ, 8 СИЛ)' (lt,З), )'СЛОВИЮ 

n 

д"'-о 
iJt -

~ aw ан IJw IJH)-o 
.,. дqkдР11- дрkдЧk - . 
k -1 

(4,4) 

Это линейное дифференциальное уравнение в частных проивводных п~р· 
вого порядка для функции w. Соответствующая ему система в полных 
проивводных-система (1,3}. Согласно общему иввестному правилу, общий 
интеграл уравнения (4,4) есть проиввольная функция всех интегралов 
уравнений системы (1,3). Таким обравом, 

w=/(Ф1 , Ф1, ... ,Ф,., W1 , W8, ... , W.). (4,5) 

Это наиболее общий вид стационарной плотности распределения. 



ГЛАВА it 

ОСНОВЫ RJIACCИЧECROй СТАТИС'fИЧЕСRОЙ 
ТЕРМОДИНАМИКИ 

§ б. Т0рмодинамичесвое равновесие. Внешние и внутренние 
параметры 

:Кан иввестно, вадача термодинамини-это ивучение свойст 
тeJI в состоянии равновесия ( <<термодинамичесного равно
весия•). :Эта же вадача ставится и в статистичесной термодина-· 
мине, ноторой будет посвящена эта глава нниги. Тольно в ста
тистичесной теории мы будем исходить ив определённых пред
ставлений о строении тела - его моленуллрной струнтуры, · 
будем считать, что нам иввестны силы, действующие межд)· 
его частицами; и вваимодействие его частиц с внешними телами. 

Задача статистической термодинамини - исходя ив определён
ной моленуллрной модели тела, найти свойства этого тела и. 
их аависимость от температуры и внешних условий; в которы 
оно находится. 

В нлассической статистине состояние системы определяете 
так же, RaR в классичесной механине, ваданием всех ноорди-
нат и сноростей (или импульсов) системы. <, 

Равберём более подробно, нан можно поставить вадачу 
статистической термодинамини. Для ноннретности рассмотрим 
sадачу на примере; предполагал; что наша система -газ. . 

Состояние гава определяется ваданием ноординат и сноро- ·• 
стей всех его :моленул. Однано, нроме этого нужно нан-то · 
авдать и другие условия, в ноторых находится наша система. 

Нужно определить положение стенок сосуда, положение внеш-. 
них тел, действующих на моленулы газа с определёнными 
силами; или величину этих внешних сил (например; силы 
тяжести). 

:Координаты внешних по отношению к рассматриваемой си
стеме тел или любые их фуннции мы навываем внешними пара· 
метрами. Величины; вавислщие от ноординат и сноростей 
частиц рассматриваемой системы (ноторые могут вависеть танже 
и от внешних параметров); будем навывать внутренними пара· 
метрами системы. Любая одновначнал фующил состояния си
стемы, т. е. фуннцил ноординат и сноростей частиц, является; 
таним обравом, внутренним параметром. 

Да·вление гава на стенну, т. е. сила, с ноторой действуют 
молекулы гава на стенну, вависит от вваимного положен1Jя 

моленул и стенки. :Это-внутренний параметр. Число моленул 
в опредеJ!ённой части сосуда (например, в нижней половине 
его) ва:Висит·от их ноординат, вначит, и эта велича:на-внутрен· 

26 

няй шJраметр. Если газ сост(IИТ ив молекул, предстr.вляющnх 
собой электрические диполи, то проекция электрического мо· 
мента всего гава на какое-нибудь направление вависит от 
vrлов, которые обраауют дипольные моменты молекул с этим 
направлением. Значит, проекция электричесного момента газа -
внутренний параметр. Если гав состоит И3 молекул, способных 
диссоциировать на атомы, то доля диссоциированных молекул
тоше внутренний параметр; она зависит от положения атомов. 
магнитный момент газа, состоящ<>го ив электрических ааря
жённых частиц,-тоже внутренний параметр; он зависит от 

поло;н:енил и сноростей частиц. 
Задание внешних параметров ещё не определяет полностью 

условий, в которых находится система. :Кроме этого нужно 
ещё анать, как происходит тешювой обмен с окружающими 
телами. Можно, например, рассматривать систему, для которой 
этот тепловой обмен иснлючён, -систему, помещённую в адиа· 
батическую оболочку. Мошна также рассматривать систему, 
способную обмениваться теплом с окру;-1,ающими телами вадан
ной температуры. В этом случае мы будем говорить, что система 

находится в термостате. 
Выводы термодинамики обычно используют следующее поло-

;нение: 3 н а ч е н и е в с е х в н у т р е н н и х п а р а м е
т ров при термодинамическом равновесии 
аависит только от внешних параметров 
и т е м пе р а т у р ы. 

Например, давление тела (внутренний параметр) при рав
новесии вависит от объёма сосуда (внешний параметр) и темпе
ратуры. Зависимость эта даётсл уравнением состояния. Точно 
тан же элентрический момент тела при равновесии вависит 
от элентричесного поля и объёма тела (плотности~ -внешних 
параметров и температуры, так кан диэлентрическал постоян
ная есть функция. плотности и температуры. Степень дис_с~~иа· 
ции в гаве при равновесии определяется занимаемым объемом 
и температурой. 

Обовначая внешние параметры через а 1 , а 2 , ••• , температу· 
ру Т, внутренний параметр е; а его равновесное значение ео, 
можно за писать это положение термодинамини в следующем 

виде: 

Энергия системы Е танже при равновесии зависит тольно от 
а 1 ; а 2 , ... и Т. Поэтому мы можем исключи1ь температуру 
и вместо неё ввести энергию системы. Тогда данное положение 
термодинамини можно формулировать тан: Пр и терм од и
н а ми чес к ом равновесии все внутренние 
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параметры суть функции только внешних: 
п ар а м е т р о в и э не р г и и, т. е. 

eo=f(ai, а2 , ... ,Е). 

§ 6. Термодинамическое равновесие с молекулярной 
1'очки врения 

Будем рассматривать систему, находящуюся при определён
ных внешних условиях. Отсюда следует, во-первых, что внеш
ние параметры имеют ваданные вначенил. Предполагал это, мы 
отвлекаемся тем самым от теплового движения внешних тел, 
положение :которых определяют эти внешние параметры. Во-вто
рых, предполагается, что либо система ванлючена в адиабати
ческую оболочку, либо вадана температура тел, с :которыми 
система находится в тепловом нонта:кте. 

Мы должны преп.де всего выяснить, что нужно понимать 
с молекулярной точки аренил под равновесным (соответствую-· 
щим термодинамическому равновесию) аначением того или 
иного внутреннего параметра системы. Чтобы выяснить это; рас
смотрим простейший пример - давление гааа на стенки сосуда. 

С точки аренил феноменологической дело обстоит таи: 
в первый момент гаа м01.кет находиться в наном-нибудь состоя
нии, отличном от состояния термодинамического равновесия; 
плотности (и температуры) в равных его точнах-рааные, давле-
Рrt; ние в равных точ:ка:х: 

тоже может быть раз
лично. Затем газ по
степенно приходит в 

ltmp-jJ состояние термодина
мического равнове-

Черт. 4. Приход системы в стационарное со
стояние Iim р = р. 

сия, давление на стен

ку приобретает неко
торое С<Jвершенно• оп

ределённое стацио-
нарное равно вес~ 

н о е значение (см. черт. 4). Это равновесное аначение дав
ления; асимптотическое при t ~ оо, может быть, очевидно, 
таи же определено, нан среднее аначение от давления ва 
чреэвычайно длинный промежуток времени: 

т 

- ,1 \ 
р0 =р= lim -Т J p(t)dt 

т .... сю о 

(здесь, :ка:к и всюду в дальнейшем, ана:к "' обозначает <<сред
нее по времени» в только что указанном смысле). 

1!1! 

Давление на стенку представляет собой силу; действующую 
стенку со стороны молекул газа. Сила эта зависит от поло· 

::ний молекул; и; поскольку молекулы движутся; опа является 
быстро иаменя.ющейсл функцией времени. Такие быстрые изме~ 
пенил (<<флюктуации») ускользают при обычных способах изме 
енил давления, например, при намерении его манометром. 

Результаты иамеренил дают всегда средние значения давления 
за .определённый промежуток времени. Если мы хотим полу· 
чить <<равновесное» аначение давления, мы должны, в согласии 

со сказанным выше, брать среднее значение за бесконечно 
большой промежуток времени. 

Подобные же рассу,ндения можно провести и в других слу
чаях по отношению :к та:ким величинам, :как, например, эле:ктри· 

чесная и магнитная поляризация, плотность в какой-нибудь 
части сосуда, концентрация того или иного вещества при хими· 

чесних реакциях и т. д. 

Мы можем поэтому сказать; что р а в н о в е с н о е в н а· 
чение любого внутреннего параметра 
равно среднему значению ва бесконечно 
боJrьшой промежуток времени от соответ
ствующей этому параметру функции 
к O O р дин ат и с :к о р о ст ей . Эти средние аначения 
параметров и характериауют термодинамическо~ равновесие. 

§ 7. Основное положение классичес1юi1: статистики. 
Микроканоническое распределение 

Мы видели, что значение .пюбой функции состояния системы 
при термодинамическом равновесии представляет собой среднее 
по времени от этой функции состояния. Для функции F (q, р) 
эт<J среднее равно 

т 

.F=lim!. ~ F(q, p)dt. 
Т---,.о:, Т О 

(7,1) 

Чтобы, пользуясь непосредственно этим определением среднего 
по времени, вычислить его, нужно, во-первых, внать законы 

иамененил состояния системы во времени и во-вторых, поль· 

вулсь этими ванонами, найти зависимость всех q и рот времени. 
Тогда, подставив их аначения в (7, 1), можно выполнить инте-
грирование по времени. .. 

Статистическая теория равновесных состояний не идет по 
этому пути. Целью её является дать возможность находить 
равновесные значенuя функций состояния, если иавестна зави

(_;имость энергии системы (гамильтоновой функции) от коорди· 

129 



ват и импульсов. Основная идея статистики состоит в замене · 
средних по времени математичесними ожиданиями от интере

сующей нас функции F ( q; р); взятыми с помощью опреде
лёиных фуннций распределения вероятности. 

Рассмотрим неноторое распределение вероятности в фазовом 
пространстве ноординат и импульсов. Пусть имеется 

dW=W(q1 , qa, ... , Pn)dq1 dq 2 ... dpn 

или, короче, полыэуясь обозначениями, введёнными в § 2, 

dW=w(X)dX 

-вероятность того, что система по своему состоянию нахо

дится в nрометутне с координатами qi, q1 + dq 1;, q2 , q2 + 
+dq2 ; ... ; qn,qn+dqn и импульсами р1 , p1 +dp1 ; р2 , р2 + 
+ dp 2 ; ... ; Pn, Pn + dpn. Таким о бравом, w (Х) = W (q0 q2 , ... , 

Pn); даёт плотность этой вероятности в точке q1, q2 , ... , Pn· Для 
наглядности мы можем представить себе, что фавовое простран
ство заполнено очень большим числом точек, ивображающих 
возможное состояние систем, а dW даёт долю всего числа точен, 
лежащих в элементе dX. 

Математическое ожидание или <<среднее статистическое>> 
от неното рой функции состояния системы F ( q, р) = F (Х) 
равю) 

F = ~ F (Х) dW (Х), ( 7,2) 

где интегрирование распространено по всему фэвовому про· 
странству. При этом, конечно, 

( 7,3) 

Зада чей теории является, таким обравом, найти такой ванон 
распределения, чтобы ввятое с его помощью статистическое 

среднее F от любой функции F (Х) давало бы среднее по вре· 
мени от этой функции F. Поскольку математические ожидания, 
взятые с помощью введённого нами распределения, доJiжны 
совпадать со средними по времени, то сама вероятность оостоя

ния доJiжва быть связана с временем пребывания системы в этом , 
состоянии. 

Основное положение классичесной статистики состоит в том, 
что вероятность распределения, удовлетворяющая поставлен

ному требованию для иволированной (находящейся в адиаба
тичесной обоJiочке) системы, даётся <<микроканоническим рас· 
предеJiением&. 

ао 

Минро:наноttиttеским распределением навывается распреде-

для ноторого плотность вероятности постоянна и отлична .пение, ерх· ля только в бесконечно тонком слое; между двумя пов 
~~:.!ями онергии Н(Х)=Е и Н(Х)=Е+ЛЕ (где В-энер
гия рассматриваемой нами системы); в остальной части 
фввового пространства плотность вероятности равна 

нулю, 
Для микроканонического распределения имеем: 

w=C при Е <Н (Х)<Е+ЛЕ} 
w=O при Н(Х) <Е иН(Х)>Е+ЛЕ ' 

(7,4) 

причём ЛЕ нужно устремлять к нулю. Таким образом, 
в микроканоническом распределении вероятность отлична от 
нуля как это и должно быть для энергетически замкнуrой 
сист;мы, только для тех состояний Х; для которых энергия 
Н (Х) имеет ваданное вначение-Е. 

Воспользовавшись <<символом Дирака& 13 (;) *), выра~кение 
для вероятности в случае микроканонического распределения 

можно написать так: 

dW(X)=w(X)dX=C. 8{H(X)-E}dX. (7,5) 

Это равенство выражает совершенно то же самое, что и (7,4). 
Значение постоянной С легко определить пэ <<условия норми· 

рования& вероятности: 

~w(X)dX=1,_ 

r. е. ив условия 

С~ 8{H(X)-E}dX=1. 

Интегрируя по фазовому пространству, сначала по бесконечно 
тонному слою между двумя поверхностями энергии Н (Х) = s 
и Н (Х) =в+ de, и обозначая объём этого слоя через Q (s) dв, 
получим: 

С~ 8(s-E)Q(в)ds=1. 

*) 8 (~) .... О прu 1; ~ О, ~ 8 (!;) d; = 1. Он удовлетворяет ycJIOitJl10 

~ I (l;J а(~ - 11) d11 -1 (11). 
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Но t(в-Е) отлична от нулп: то.ttько при в=Е. Поэтому 
О {в) можно вынести ив-под внака интегрrла, положив в =Е. 

:Кроме того, ~ 8 (в-Е) dв = 1. Таким обравом, получим 
СО(Е)=1, т. е. 

(7,6) 

Сформулировав основное положение классической стати
стики,· мы пока не дали ему никакого обоснования. Но сейчас 
иввестно, что классическая механика справедлива только при

ближённо, как предельный СJ1учай квантовой. То же относится 
и к классической статистике, и она правильна лишь прибли
жённо, в частности, при достаточно высоких температурах, 
как предельный случай квантовой статистики. Поэтому, в сущ
ности, естественно было бы сначала обосновать квантовуIО< 

· статистику, а ив неё уже, как иввестное приближение, полу
чить положения классической статистики. Тем не менее пред
ставляется интересным даже с точки врения логической раво-. 

брать вопрос об обосновании классической статистики; исходя 
ив Юiассической механики. Этот вопрос равбирается в следую
щем параграфе. Мы увидим, что положения классической: 
статистики с неивбежностью должны быть приняты, если мы 
хотим, с одной стороны, удовлетворить общим положениям 
термодинамики и, с другой стороны, законам классической 
механики. 

§ i. Об обосновании классической статистики с точки 
врения классической механики 

Формулируя основные поло женил классической теории рав• 
навесных состояний, мы предполагали только, что состояние 

системы может быть определено координатами и импульсами 

и что энергия системы является их определённой функцией" 
Сейчас мы предположим, что наша изолированная система 
точно подчиняется классической механике. Тогда законы ивме
нения состояния системы во времени известны и средние по , 
времени от любой функции состояния принципиально могут 

быть найдены. 
Чтобы выяснить сперва вопрос на простом примере, рассмот

рим сначала простейшую сн:стему с одной степенью свободы
гармонический осциллятор. Уравнение движения вдесь легко 
интегрируется и среднее по времени может быть вычислено 
злементарно. Найдём его и сравним со средним микроканони· 

чесним. 
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Га:мйльтоноnа функция осциллятора равна 

Н = {- (р2 +ш2q2) 

(масса принята равной единице), а интегралы уравнений дви
жения осциллятора имеют вид 

J!2E . ( q =---;;--- sш (l) t + ~), р= V2E cos (l) (t + ~). (8, 1) 

В силу периодичности движения среднее от любой функции 
F ( q, р) ва бесконечно большой пр оме жуток времени может 
б ~ 
ыть заменено средним ва период ;:; и равно 

2тс/w 

F=~ ~ F(Y~Esinш(t+~), Jf2Ecosш(t+~))dt, (8,2) 

оно зависит от энергии Е. 

Энергия Е имеет вдесь определённое ваданное вначение. 
Мы можем, не меняя величины этого выражения, ввять от него 
среднее по бесконечно малому интервалу вначений Е и полу
чим тогда: 

Е+ЛЕ 

J FdE 

F = lim __ Е--=л--=в~- -
ЛЕ-+0 '-' 

Е+ЛЕ ~тс/w 

= д~~ дЕ~ 21t ~ ~ F {у~й sin ш (t +~), 
Е О 

}12Е cos ш (t + ~) }'dE dt. 

Теперь __ проиввёдем под интегралом вамену переменных, от Е и t 
перейдем к q и р. Польвуясь (8,1), вычисляем функциональный 
детерминант (определитель Якоби) 

д(q, р) Y2Ecosш(t+~) ~ y12~sinш(t+~) 
д(t, Е[= .. 1 - = 1. 

- ш J/2E sin ш (t + ~) V 2~ сов ш .(t + ~) 
Совершив вамену, находим 

F'= lim _w_ r \ F (q, P).dq dp, 
дЕ-tО 21tДЕ J J 

З Статвстlt'Jеrнаа фиаваа 

(8,3) 
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rде интегрирование распространено на бесl{онечно узttую no~ 
.лосну между теми же эллипсами, что и в (8,2). 

Минронаноническое распределение для осциллятора мы по-, 
лучим, если зададим 

плот~ость вероятности 

равной постоянной ( от· 
личной от нуля) в по-· 
лосе между эллипсом 

р2 + w2q2 = 2Е и эллип-. 
сом p2 +w2 q2 =2 (Е+ 
+ЛЕ) (на черт. 5 за· 
штрихованная полоса), 
и равной нулю вне этой 
полосы. Площадь этой 
полосни равна 

Черт. 5. Поверхности энергии осциллято 21.дЕ 
ОЛЕ=Л (1t'ab) =~, 

ра - семейство эллипсов. 

Среднее статистическое от функции F (q, р) равно, следова· 
тельно, 

F = lim 21.~Е 
дЕ->0 

р2 +w2q2 =~(Е + ЛЕ) 

~ ~ F (q, р) dq dp. 
p2+w2q2=2E 

(8,4) 

Сравнивая (8,3) и (8,4), убеждаемся, что в этом примере сред
нее по времени совпадает со средним минронаноничесним. 

Вернёмся н общей постановке вопроса. Рассмотрим энергети
. чесни изолированную (консервативную) механичесную систему, 
Интегралы дифференциальных уравнений движения (1,4) и (1,5) 
можно разрешить относительно qk и Pk и представить в виде 

qk = (fik (t + ~1, ~2, • • •, ~n, cz1, iX21 • • • 1 iXn), } (815); 
Pk = l\ik (t + ~1, ~2, "· 1 ~n1 iXi, iX21 "·, iXn)· 

Пользуясь нашими сокращёнными обозначениями, можем· 
написать эти уравнения так; 

Х=Ф(t+~1 1 ~21 ···,~n 1 1Х 1 1 iX2 , ,,,, iXn)• (816) 

Среднее по времени от какой-нибудь функции состояния 

системы F (Х) равно 
т 

F=lim; ~ F(X)dt= 
Т->оо О 

1' 

= Hm } ~ F {Ф (t + ~11 ~21 , , , 1 ~n, iX 11 cz 2 , , , , 1 iXn)} dt • (8, 7) 
т-.оо о 

Это среднее [мы всегда предполагаем, конечно, что предел 

выражения (8, 7) существует], очевидно, будет, вообще говоря, 
функцией всех 2п-1 постоянных интегрирования ~2 , ~ 31 ••• , ~n, 
iXp а 21 , , , , IXn, Rроме ~1 , ОТ КОТОрОЙ ОНО Не ЭаВИСИТu, 

I:{ак мы энаем, средние по времени от функции состояния 
дают <<равновесные>> (соответствующие термодинамическому рав
новесию) эначения этих функций. Сопоставим же только что 
сделанный вывод о зависимости средних по времени от постоян

ных двюRения с формулированным в § 5 положением термоди
намики. Согласно этому по.11ожению равновесные значения 
функции состояния (внутренние параметры), т. е. их средние 
по времени, вависят только от одной постоянной-энергии 
системы. Они зависят, ~.онечно, и от внешних параметров, 
но эту зависимость мы в данном параграфе рассматривать не 
будем, считая внешние параметры постоянными. Поэтому, чтобы 
удовлетворить настоящему ПОJIОженпю термодинамиl'.и, нужно 

предположить, что рассматриваемые нами молекулярные си

стемы обладают тем специальным свойством, что для них сред
нее по времени от любой однозначной функции состояния за
висит только от значения интеграла энергии cz1 _ Е. Для любой 
F (Х) мы должны, следовательно, иметь соотношение 

F (Х) = IF (Е). (818) 

Системы, обладающие этими свойствами, будем называт1\ 
эрг од и чес ним и системами*). Таким образом, чтобы{' 
удовлетворить требованиям термодинамики, мы должны допу . 
стить эргодичность рассматриваемых ею систем. Для эргоди~ 
ческой системы среднее по времени от любой (одноэначной)f 
функции состояния равно среднему статистическому для;с 
миЕроканонического распределения. Приведём доказательство/; 
:этого положения. 

Рассмотрим микроканоническое среднее (соответствующее 
распределению с энергией, равной Е) от некоторой функции 
состояния системы F (Х). Оно равно 

причём 

F = ~ F(X)wE(X)dX, 

w,,(X) = ~{Н(!_)_-Е} 
.г. О(Е) ' 

(819) 

Так :как величина F не зависит от времени; то среднее по 

•) Ясно, что любая система с одной степенью свободы {если тольио 
для неё существуют средние по времени)-система эргодичесиая. 
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времени от неё равно ей самой; поэтому 

т 

F=F=lim; ~ ~ F(X)wв(X)dtdX,. 
T-too О 

(8,10) 

Будем рассматривать переменные Х, как переменные, опреде
ляющие состояние системы в момент t, и заменим их перемен
ными Х0 , определяющими состояние в момент t · О. Эти пере
менные связаны между собой соотношением (1,2), Rоторое 
в наших обозначениях можно паписnтъ так: 

следовательно, 

F(X)=F{Ф(t, Х0)}. 

Кроме того, очевидно, Н (Х) = Н (Х0), так что 
lJ {Н (Х)-Е} lJ {Н (Х0)-Е} Wв (Х) = 0 (Е) = ~2 (Е) = WE (Х0 ), 

а по теореме Лиувилля dX = dX0 • Поэтому посла замены 
переменных имеем: 

т 

f'=lim} ~ ~ wE(X0)F[Ф(t,X0)]dtdX0 • 
T-too О 

Изменим порядок интегрирования по t и Х0 ; тогда получим 
т 

,, р= ~ wE(X 0)dX0 Iim; ~ F[Ф(t, X 0 )]dt= ~ wE(X0 )FdX0 • 
т--,оо ъ . 

ОднаRо, в силу условия эргодичности среднее по времени F 
зависит только от энергии Н (Х 0 ), а именно: 

F=fp[H(Xo)], 
поэтому 

Но wE (Х0 ) отлична от нуля толы.о при Н = Е; поэтому f F (Н) 
можно вынести из-под знан:1 интегра.ла, полошив при этом 

Н = Е. В :результате получим: 

F'=fp (Е) ~ wE(X 0 )dX0 =fp(E)=F', 

и равенство средних доюэзано. 
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могут ли существовать эргодичесние механичесние системы в смысле 
~иного выше определении (8,8)? На первый ввгляд нажется, что сраву 

11: 0 понавать их невовможность. Действительно, наша система ваведомо мо::е интеграла энергии имеет ещё др_угие интегралы, пусть один иэ них 1 (Х) = 111, Среднее по времени от фуннции Фа (Х), очевидно, равно :ха 
I висит вовсе не от постоянной интеграла энергии Е = :х 1 , а от а2 • Дело, 

~д:~но, в том, что длn эргодичесной системы левые части всех интегралов 
внений движениn Фk = ak, Wk = ~k (где k = 2, ... , n), нроме инте

ур:ла внергии, суть много в нач н ы е *) фуннции ноординат и им
~~льсов и притом тание, что их нельвn преобразовать н фуннциям 
одноэначным. 

Может, однано, nокаэаться, что однозначные интегралы помимо 

иятеrрала энергии можно сраэу унаэать-это интегралы ноличества 

,11;.вижения и момента ноличества движения. 
Но системы, рассматриваемые в термодинамине, не имеют ни 

интеrра.1юв количества движения, ни интегралов моментов ноличе

ства 11:вижения. Действительно, например, в случае газа при отражении 
м.о.ленулы от стенки меняется её ноличество движения. Вместе с этим ме-
811ется количество движения (и момент ноличества движения) всего гаэа. 
в силу снаэанного, очевидно, и была необходима сделанная при определении 
эргодичности оговорна об однозначности фуннции F ( q, р). С точни же 
врения фиэичесной задачи, очевидно, имеет смысл рассматривать тольно 
одновначные функции состояния. 

Исходя ив сделанного вамечания о неодновначности интегралов эрго

:щческих систем, можно притти н неивбежности минронаноничесного 
распределения. Приведём этот вывод. Нашей вадачей является найти 
таное распределение вероятности w (Х), что nэятые с его помощью сред
ние статистические дают средние по времени. Рассмотрим среднее 
от проиэводной по времени от ограниченной фуннции F (Х). Очевидно, 

dF 
среднее по времени от dt равно нулю. 

,1.lействительно, 

Т [F]T 
(af:'·) ... Jim __! \ dF dt = lim-- L = о 

dt т-.оо Т ) dt Т-+ею Т ' 
о 

(!!,11) 

*) Чтобы у11снить себе смысл многовначных интеграло11 уравнений 
д11ижени11, полезно равобрать интегралы движения системы с гамильтоно
вой функцией~ 

при иррациональном t~тношении ro1/w9• ( Это - нолебание нвавиупругой 
системы о двум11 степен11ми свободы, дающее в плосности q1 , q2 <<фигуры Лис
сажу».) Здесь один интеграл ив трёх, не содержащих t, -многовначный. 
Он имеет вид 

11 t - Р1 11 t Р2 - arc g -- - - arc g - - = ~2 = coпst. 
ro1 W1 q1 о>а Фаqз 

п содержит арктанrенеы, то-есть многозначные фуннции р и q. 
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dF : 
Поэтому должно быть 11улём и среднее статистичесное --- . Оно равцо 

dt 
1n :ln 

dF """ дF С дF · 
dt= ~дXk_kk =]) дХk Xkw(X)dX, 

k=1 k=l 

При этом Х k мы должны uырааить согласно уравнениям движени11 черев xk, таи что 
. . ан . . ан 

Xz = qt = др~ , Xn+z = pz = - дqz, l oc 1, 2, .. , n. 

Преобразуеы интеграл в (8, 12) путём интегрирования по частям 
п, учитыuан, что w пропадает на границах интегрирования и 

~n 

"""ах чrо ~ах:= о, получиlVi: 
k=1 

Прираuнивая это выражение нулю и принимая во внимание проиавопь, 
ность фуннции F, приходим н выводу, что допжно обращаться в 11уль 
подцнтеrральное uыражение, т. е. 

2n 

""' . дw ~xkaxk -о. 
k-1 

Это уравнение соuпадает с уравнением (4,4) и понавывает, что w удовпе· 
творнет услоuию стационарности распределения. Значит, в силу (4,5) w 
должно вависеть толыю от интегралов уравнений движения 

(всех, нроме 11\). При этом, очевидно, w должна быть одноаначной функ. 
цией ноордипат и импульсоu. Но для эрrодичесной системы тольно и'нте· 
rрал Ф1 = Н-одноаначный, остальные-мноrовначные и притом ив них 
нельая построить однозначной фующии, таи нан если бы это быпо воамож• 
но, то эта фующия, в противоречие с предположением, была бы одновнач. 
пым интегралом. Поэтому w может зависеть только-от интеграла энергии. 
Поскольку же мы рассматриuаем систему ааданной энергии Е, то вероят· 
ность состояний с энергией, отличной от Е, должна равняться нупю, и, 
оначит, вероятность будет иметь минронаноничесн~й вид 

w =С, о(Н (Х)-Е). 

за~етим ещё, что Бирнrоф и Нейман нашли необходимые и доста· 
точные услоuия, ноторым должны удовлетворять фааовые траектории 
эргодичесних систем. Иавестны примеры эргодичесних систем. 

При применении статистини нужно иметь в виду еле" 
дующее. l],ля наиболее простых систем условие эрrодичвостu 
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Dаведомо не имеет меёта. Например, для модели идеальноtо 
гава с невзаимодействующими частицами в сосуде с rладними 

стеннами (§ 1) не тольно общая энергия гава, но и энергия 
:каждой частицы представляет собой одновначный интеграл дви
жения, .от :которого вависят средние по времени. Та:к же обстоит 
дело для квазиупругой системы со многими степенями свободы 
(потенциальная энергия которой - квадратичная форма). И эдесь 
энергия :каждого нормального нолебания - одновначный инте
грал движения, от которого вависят средни: по времени. 

Тем не менее и :к та:ким системам мы оудем применять 
выводы :классичесной статистики. Оправдывается это тем 
пр ед пол о ш е ни ем, что если, например, в случае у:каванной 

модеJIИ гааа ввести между частицами силы взаимодействия, 

то система будет удовлетворять условию эргодичности. 
Пред пол а r а е т с я, что для этого до ст ат о ч но в а а
и м о д е й с т в и е н а с т о л ь :к о м а л о е, ч т о с о о т
в е т с т в у ю щ е й е м у э н е р г и е й пр и в с е х в ы

ч и с .л е ни я х, вып о л· н я е мы х в с т ат и ст и ч е

е :к ой ф и з и :к е (н а п р им е р, в вы р аж е ни и для 
м и к р о к а н о н и ч е с к о г о р а с п р е д е л е н и я) м о
ж но пр е небречь. Таким обравом, для вычислений 
:взаимодействие можно не учитывать. Также и для системы 
квазиупругой (связанные осцилляторы) необходимо предполо·1 
жить, что введение уже очень малых нелинейных связей делает 
систему эрrодичес:кой. 

§ 9. О смысле применения понятия вероят11ости при 
обосновании статистики на основе :классической механики 

В предьщущем параграфе мы понаэали, что для механичесних систе~, 
удовлетворяющих требоuаниям эргодичности, равенство средних по вре
мени и средних минроканоничесних пвляется теоремой механини. Понятие 
вероятности при таком подходе н вопросу имеет толыю формальный смысл 
и не связывается ни с каним ноллентивом. Этому понятию нет места в меха
ничесной теории, где последующие состояния системы с неиэбежностью 
II притом одноаначно вытенают иэ её начального состояния. Вероятность 
состояния .является при этом просто мерой относительного времени пре· 

С!ывания в данном состоянии. 
Именно вероятность W (\Л) того, что система находится в пеноторой 

области Ш фаэового пространства 

W (\Л) = ~ w (Х) dX, 

2[ 

равна относительному времени пребывания системы в области \Л. Дей· 
Ствительно, пусть функция F (Х) равна единице для точен Х, лежащих 
в области Ш, и F (Х) равна нулю для точен Х вне области \Л. 
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В силу равенства средних F и F имеем: 
т 

~ F (Х) W (Х) dX = .р~оо-} ~ F(X) dt. 
о 

При таком выборе F (Х) левая часть этого равенства обращается в 

~ w (Х) dX = W ( \Л), где интегрирование распространено на область Ш. В 
щ 

т 

правой же части lim: ~ ~ dt будет, очевидно, 
о 

т 
равен lim __ 11!., где Т ш-

т 

сумма промежутнов времени, в течение ноторых ивображающая состояние 
системы точка находилась в области \Л. Таким обравом, 

Тш 
W(\Л) = lim Т 

Т-->оо 

В частности, dW = w dX даёт относительное время пребывания иаобра• 
жающей точки в элементе dX. 

Рассматривать относительные времена пребывания, иак вероятности 
в формально математическом смысле, онавывается вовможным потому, что 
они удовлетворяют тем же соотношениям, что и вероятности. Действи
тельно, время пребывания Т rr. в области@:, состоящей ив областей ~ и 18 

. очевидно равно Т щ + Т jВ· Поэтому 
tt . тrr. тш тiВ 

l1m Т = lim т- + lim Т , 

- что соответствует теореме сложения вероятностей 

W ([) = W (\Л) + W (58). 

Посмотрим ещё, накой смысл имеет понятие условной вероятности 
при интерпретации её, наи относительного времени пребывания. Равобь/!м 
фавовое пространство на два: одно. определяемое частью переменных q и р; 
область в этом «подпространстве>> обовначается \Л'. Другое подпространство 
определяется остальными переменными, область в н/!м обовначим Ш". 
Область в полном фааовом пространстве \Л даётся ваданием областей Ш' и 
\Л 11 , таи что вероятность состояния в области \l! можно вырааить в виде 

w (\Л) = w (\Л' '\Л 11 ), 

Условная вероятность того, что переменные первой группы лежат 
в области Ш:', при условии, что переменные второй группы лежат в области 
Ш11 , равна по определению условной вероятности 

, W (Ш) W (\Л', Ш") 
W щ• (Ш: ) = W (Ш: 11 ) W (Шн) 

Эдесь W (Ш: 11)-вероятность тоrо,что переменные второй rруnпы лежат 
в области \Л 11 , а переменные первой группы имеют любое вначение. 
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Принимая во внимание, что 

т\1!'&· 
W (21', 2! 11

) - lim Т -

аОJJУЧИМI 

т:у 'С,111) l' т w.· 
и. \« = 1m у-, 

Таням обравом, условная верr,ятность даёт отношение времени пребы
вания системы в состоянии, ноrда переменные первой группы лежат в обла
сти Ш:', а переменные второй группы-в области \Л", но всему времени пре
бывания в состоянии, ноrда переменные второй группы лежат в об
JJасти Ш:'. 

Например, условная вероятность определёнпых вна,,ений импульсов 
при фиксированных ноординатах даёт отношение времени пребывания 
системы в состоянии с этими импульсами при финсированной её кон· 
фигурации ко всему времени пребывания в данной нонфиrурации. 

§ 10. Система в термостате. 
Теорема Гиббса о каноничесRом распределении 

В предыдущих параграфах мы рассматривали системы, энер
rпя ноторыж не меняется при любых процессах в ней, если не 
наменяются внешние параметры. С то,ши 3рения термодина
мпни таной системе соответствует система энергетичесни иво
лированная, система, ванлючённая в адиабатичесную оболочну. 

Сейчас от рассмотрения таной энергетичесни и3олированной -· 
системы мы перейдём н рассмотрению системы, обменивающейся 
внергией . с онружающими телами. Этому второму подходу 
соответствует с термодинамичесной тuч1tи зрения система, онру
жённая очень большим термостатом определённой температуры. 
Ясно, что и то; и другое представление-достаточно большая 
идеализация. При втом модель системы <<в термостате>> является, 
ПО'Жалуй; даже более удовлетворительной, чем представление 
о системе, в течение наного угодно промежутна времени абсо

лютно не обменивающейся энергией с онружающими телами. 
Rроме того, хотя дальнейшие выводы можно сделать и поль
вуясь моделью иволированной системы, но применение пред

стамения о <<системе в термостате» их вначительно упрощает. 

Повтому сейчас, исходя ив минронаноничесного распределения 
для иволированной системы, мы постараемся вывести выраже

ние для вероятности состояния <<системы в термостате». 

Поступим следующим обравом. 
Пусть мы имеем адиабатичесни иволированную систему ~, 

состоящую из двух частей: ~ 1 (п степеней свободы, п ноорди
пат и 11, импульсов) и ~ а (т степеней свободы, т ноординат -



и т импульсов). Состояние системы ~ 1 и будет интересовать' 
нас в дальнейшем, система же ~ 2 должна иэображать <<термо• 
стат», в котором находится 1]1 • Состояние системы ~ 1 будем 
изображать вектором Х ( Xk = qk; Xn+k = Pk, k = 1, 2, ... , п;; 
qk и Pk -координаты и импульсы системы ~ 1). Соответствую·' 
щий элемент фазового объёма обозначим через dX. Состояние 
системы ~ 2 задаётся вентором У (номпоненты Yi = Qk, Ут+/ = Pk; .· 
dY - элемент объёма). Состояние всей системы ~ определится 
тогда двумя венторами Х и У в двух разных фазовых простран
ствах. Элемелт обl,ёма фазового простраяства системы }'}: 
будет, очевидно, равен dq 1 dq, . .. dpn · dQ1 ... dPm = dX dY: 
Вероятность состояния (Х, У) системы даётся микрокано
ничес«им распределением и равна 

dW(X, У)=СВ[Н(Х, Y)-E]dXdY, (10,1). 

где Н ( Х, У)- энергия системы ~. 
Нас интересует вероятность состояния системы ~ 1 при I 

дюбом возможном состоянии системы ~ 2 • По теореме сложеипя .. 
эта вероятность равна 

dW(X) = \dW(X,Y)=dX·C ~3[H(X,Y)-E]dY, (10,2)! 
(У) (У) 

где интегрирование распространяется по всему фазовому про· 
странству системы ~ 2 , т. е. по всем У1. 
Мы будем предполагать, что энергия системы ~ скла

дывается аддитивно из энергий её частей ~ 1 и ~ 2 , а 
именно: 

(10,3) ' 

Таким образом, мы при вычислении пренебрегаем энергией 
взаимодействия систем ~ 1 и~ 2 • При этом нужно иметь в виду, 
что в случае, когда взаимная энергия равна нyJIIO, взаимодей· 

ствия мешду системами вообще не будет. Мы же предполагаем, 
что эта энергия взаимодействия хотя и отлична от нуля (ер, 
стр. 39), но настолько мала, что при вычислениях ею можно 
пренебречь. При этом вычислительно мы всё же учитываем 
наличие обмена энергии между ~ 1 и ~ 2 , поскольку считаем 
что постоянна энергия системы, а не энергии Н 1 и Н 2 в 

. отдельности. Это_ пренебрежение позволяет говорить об энер· 
гии Н 1 ( Х) системы ~ 1 , как об определённой функции со
стояния этой системы ~ 1 , не ~зависящей от состояния другой 
сие.темы ~ 2 • Заметим, что энергию системы в термодинамике 
почти всегда считаl(?т аддитивно складывающейся юз энер-

4?, 

rйh · е~ частей и, таким обраэом, 
этом же приближении. 

рассматривают задачу в 

Пользуясь (10,2) и (10,3), для вероятности dW (Х) по-

лучим: 

dW (Х) =dX ·С~ 3[Н1 (Х)+Н2 (У)-Е] dY. 

Выполняем сначала интегрирование по бесконечно тонкому 
слою между двумя поверхностями энергии Н 2 = е, II 2 = е + de 
в фазовом пространстве системы ~ 2 • Обозначая объём этого 
слоя через Оа (е) de, имеем: 

dW(X)=dX ·С~ a[H1 (X)+e-E]02 (e)de. 

Отсюда, польвуясь свойством функции 3 (~) *), получим: 

dW (Х) = со2 [Е-Н1 (Х)] dX • (10,4) 

Будем в дальнейшем переходить н предельному случаю, 
1\Огда термостат (система ~ 2) очень велик и в пределе число 
степеней свободы т неограниченно воэрастает. Чтобы иэбешать 
математических ватруднений, проведём последующий вывод 
только в частном предположении, что система ~ 2 - идеальный 
газ (содержащий N частиц с массой М). Мы исследовали уте 
форму поверхности энергии идеального газа (§ 1). Обоэначим 
через r а ( е) величину 2п-мерного фазового объёма внутри 
поверхности iнергии Н2 (У) =е. Тогда, очевидно; объём слоя 
равен 

..-. ( ) d _ dY8 (в) d 

.:.:. 2 е e-ds е. 

Величина r 2 (е) равна 

r2 (е) = ~ dY = ~ ... ~ dx1 dy1 • • • dzNdP1x • • • dP№. 
Нз<• Н2<• 

Область :интегрирования даётся условием 
N 

н2 (У)= 2~] (Pfx+Pf11+Pf,) +и (Х1: УР • • ., ZN) < е. 
i=1 

х+ьа 

*) ~ f(~)~(x-;)d;"" f (ж). 
х-а2 
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tlpи всех внаt~:ениях Xi, Yi, Zi вйутри сосуда rtoteнциaлLнaJt ;, 
энергия И= О; поэтому для вначений Xi, Yi, Zi нужно инте
грировать по пространству импульсов внутри поверхности:. 

N 

211 ~ (Pfx+Pfv +Pft) = в. 

В результате этого интегрирования получаем объём ЗN-мер· 
ного шара радиуса R =v2мё, равного, IЩR легио понять,.· 
const .. eBN/2. Интегрируя ватем по ноординатам наждой мо
ленулы, мы до.лжны интегрировать по объёму сосуда; это ·. 
даст объём V. Выполнив интегрирование по ноординатам 
всех моленул, получим VN. Таним обравом, 

1
2 
(е) = ronst., VNвBN;a, 

или, обращая внимание только на вависимостъ от s: 

1
2 
(в)= const. · вBN!i. 

Отсюда 
~Л:-1 

dY 2 ЗN II 
Q2 (Е) =-а-;= COllSt, -

2
--, S =Вмем, 

где М = : N -1 и Вм не вависит от е. 
Введя это выражение в (10,4), получим: 

dW (Х) =СВм (E-H 1)MdX. (10,5) 

Увеличивая теперь бевгранично размеры нашего термостата, 

мы должны перейти н пределу М-+ оо. При этом должна, но
нечно, расти общая энергия системы ~' Е-+ оо .. Будем, однано, 
предполагать, что отношение Е / М = 0 остаётся при таном 
предельном переходе постоянным. Выражая в (5,5) Ji череа 0М, 
получим: 

Переходя н пределу (М-+ оо) и принимая во внимание, 

что liш ( 1-1
1 
)м = е-х, получим: 

Н )м e-1!li/fl 
dW(X)=dXlimCBмEM (1- ем- -dX -z-, (10,6) 

где введено обовначение lim СВмЕМ =}, 
М--нх, 

\ 
'Вводя для nостолнной нормировни Z обовначение 

}=e-W/0= ~ e--Hr/0dX (10,7) 

и отбрасывая теперь индеRс 1 при Н (мы не будем больше 
рассматривать системы Lj,), получим выражение для ве
роятности состоянин системы Lj 1 [ с фушщией Гамильтона 
Н (Х)], а именно: 

\J!-H(X) 
---0--

dW (Х)=е dX. 

Это так называемое наноничесное распределение. 

(10,8) 

Мы поназали, что наноничес.ное распределение вероятности 
состояний имеет малан часть большой системы с минронано
ничесним р'аспределением. Данная теорема, называемая иногда 
теоремой Гиббса, верна, если энергия всей системы снлады
вается аддитивно из энергии малой части и энергии остальной 

системы, так что энергией их взаимодействия можно пренебречь. 
Теорема доназана для этого частного случая, когда <<большая» 
система-газ. Одпано, доказательство может быть проведено 
и для более общего случал*). 

Rаноничесная nеролтность состолпил для системы в термо· 
стате, разумеется, дотнна ИlГI'ерпрстироваться, наr, это выте

кает ив её вывода, таи ше, нан и вероятность в случае минро· 
наноничесного распределен ил, -нан отпоситсJrыюе время пре· 

бывания в этом состолпии. 
Интегрирун (10,8) по слою между nоверхностлми постоял· 

ной энергииН(Х) =Е и Н(Х) =E+dE, получим, очевидно, 
вероятность того, что энергия с'Истемы лежит в интервале 

между Е и Е + dE: 

H(X)=_L'+JE ,v __ Н(Х) Ч.'-Е 

dw (Е) = \ e-ti-- dX = е ~0 О (Е) dE. 
П(Х)=Е 

Здесь, нан: и прежде, О (Е) dE есть фазовый объём слоя 
метду Н (Х) = Е и Н (Х) = Е + dE. Отсюда видно, что те. 
перь наша система может иметь не одну определённую энер
гию, а с определёшюй вероятностью ряд вначений энергии, 
в соответствии с возмож1юстыо обмена энергии между системой 
и онружающим её <<термостатом». Но если число степеней 

*) Доназателr,стпо длп более общего случая, например, дано 

А. Н. Хинчипым; см. ero ннпrу <,Математичесние основания статистической 
механиню>, ГИТТЛ, 19'13. См. танже добаплепип Ю. А. Нрутнова н рус· 
сно,,1у переводу нниги г. Л. JI о р сп т ц а, Статистичесние теории в 
термодина~тне, ОНТИ, а 935, стр. i27 и ел. 
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ёвободы очень велико, ro оrносиrелъньtе оrнлонею1:я энергии 
нашей системы от среднего её вначения, т. е. флюктуации, 
очень малы. Покажем это для частного случая, для системы, · 
энергия которой Н (Х) складывается аддитивно иэ энергий , 
отдельных частиц (пренебрегаем энергией их взаимодействия), · 
например, это может быть идеальный гав. Тогда 

N 

Н (Х) = ] :Н (Xi) 
1=1 

и 

_ W-:Н(Х1)-:Н(Х2)- ... -:Н(Х N) 
dW (Х) = е~---~-8 dX

1
dX

2 
... dXн, 

где Х\, Х2, ... , X.N обозначают совокупность координат и им
пульсов :каждой ив N-частиц. dW ( Xi) имеет вид произведения 
функций; ва:~fuсящих от состояния только отдельных частиц, т. е. 

dW (Х) = dw (Х 1 ) dw (Х2 ) ... dw (Хн), 

n состояния отдельных частиц статистически независимы 
между собой. 

Отклонение (<<флюктуацию>) энергии системы от среднего 
будет 

N N 

ЛН=Н-Н=] {:Н(Хi)- :Н(Хi)}=] д:Н 1 • 
i=1 1=1 

Средний квадрат флюктуации равен 

N 

лн2 =] л:н1л:нk+] л:н1. (10,9) 
i=Fk 1=1 

Но, в силу указанной статистической независимости 
состояния отдельных частиц, 

д:Н;д:Нk = л:н,л:нk = о, 
так :как 

Поэтому сумма попарных членов (5, 7) отпгдает. Принимая, 
кроме того, во внимание, что ввиду одинаковости частиц 

все Л:Н1 между собой равны, получим: 

ЛН2=Nд:Н•. 

~ичину от:клонений лучше всего ~ара:ктеривовать их 
сите.цьной величиной ЛН/Н. Поэтому средний :квадрат 
сnтельной флюктуации энергии выразится так: 

ЛН2 NЛJV д;н• 

:н 2 = (.VЛ:Н) 2 =N:Н2 ; 

отно

отпо-

он, очевидно, стремится к нулю с возрастанием числа 

частиц. 

§ 11. Термоливамические функции и термодинамические 
равенства 

Мы покажем теперь, что ив общих положений статистической 
теории вытекают основные уравнения термодинамики :квази

статических (бесконечно медленных, обратимых) процессов. 
При этом мы покажем, что величина 0 ( <<модуль :канониче
ского распределению) равна измеренной в определённых еди
ницах абсолютной температуре термостата, а W равна свобод
ной энергии нашей системы. Мы получаем возможность, та:ким 
образом, вычислять термодинамичес:кие фун:кции системы, если 
известно её моле:кулярное строение. 

Сформулируем основные положения термодинами:ки :квази
статических (==обратимых, бесконечно медленных) процессов. 

1. При бесконечно медленных процессах выражение 
dE -f--A1da1 +-, .. +Azda1 

(где Е -энергия системы, а А1 , А 2 , ••• , А1 - равновесные зна
чения обобщённых оил, соответствующих внешним параметрам 
а 1 , а2 , ... , а1 ) имеет интегрирующий множитель при J1юбом 
чисJ1е переменных а;, 

2. В числе интегрирующих множителей этого выражения 
имеется интегрирующий множитель, зависящий толь:ко от тем

пературы. Обратная величина этого множителя называется 
абсолютной температурой Т. 

При этом вообще темпера1,урой в проиэвоJ1ьной ш:кале назы
вается любая функция энергии и внешних параметров, обладаю
щая тем свойством, что для тел, находящихся между со

бой в равновесии, она имеет одпнаковое значение и притом 
и тогда, :когда тела находятся в произвольном поле внеш

них сил. 

3. Энтропия системы S определяется равенством 

TdS = dE +A1da 1 + ... -f--A 1da 1• (11,1) 

Энтропия-функция состояния тела и может быть выражена, 
напри:чер, как функция Е, а1 , а 2 , ••• , а1 • 
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4. Свободной энергией называется функция состояtшя, 
равная 

(11,2) 

Если чr дана н1ан функция Т, а1 , а 2 , ••• , а 1 , то она является 
<<характеристической функцией>> длп этого выбора независимых 
переменных. Это значит, что из неё путём дифференцирования 
могут быть получены выражения дш1 Е, А;, S. Действительно, 
разрешая (2) относительно S и вставлнп полученное выраже
ние в (1), имеем: 

IV в 
d1F= -T~dT-Л1da1 - ••• -A1da1• 

Это соотношение ::эквивалентно соотношениям: 

Т aw ='lf-E 
дТ ' 

д\JI' 
aak = -Лk, k= 1, 2, ... , l. 

(11,3) 

(11,4) 

(11,5) 

3аме·rим, что величины А1 , А 2 , ••• , А1 и Е, входящие во вее 
эти соотношения, относятся :к равновесному состоянию. Поэто
му Ak представляют собой средние значения и в наших обозначе-
ниях должны быть обозначены через Ak. В случае неизолиро
ванной сис_:г_емы точно тан жо под А,, нужно понимать среднее 

значение Ak. 
Рассмотрим теперь систему в термостате, вероятность со

стояния :которой даётся наноничосним распределением. В него 
входят независимые параметры Н, а1 , а 2 , ••• , а 1 • (От внешних 
параметров ak завиr,ит гамильтонова фуннция системы.) Мы 
будем предполагать, что от внешних параметров зависит только 
потенциальная энерг1ия 

U=U(q, р, а11 а 2 , ••• , а1 ), 

нинетnчесная же энергия не :зависит от них. Потеtщиальная 
энергия внлючает в себя, очевидно, не тольно взаимную потен
циальную энергию отдельных частей нашей системы, но и энер

гию взаимодействия её с внешними телами, положение :которых 
задаётся пар·аметрами а1 , а 2 , ••• , а 1 • 

В примере, разобранном в§ 10, И внлючает анергию вваимо· 
действия молекул со стенками сосуда. Вел·ичин·а IJf, входящая 
в наноничесное распределение, определена равенством (10,7), 
поэтому она тоже является функцией параметров 0, а1 , а2 , ••• 
. • . , а 1 • Средние значения любых фуннций o·r q и р, то-есть рав
новесное значение любых внутренних параметров, тоже будут 

48 

\. 

фун~щиями 0, а1 ; а2 ; ••• ; а1 • При этом 0 может служить 
мерой температуры в некоторой шнале. Действительно, 
равделим нашу систему ~х на две части: °Еу и ~z, тан что 
dX = dY dZ. Предположим, что их ,шергии можно считать 

аддитивно складывающимися, Н (Х) = Н1 (У)+Н2 (Z). Тогд·а 
вероятность состояния системы ~У по теореме сложения 
вероятностей равна 

vr-н Н1!У! 'IY-H2 !Z! 

w 
1 
(У) dY = dY ~ е~0~ dZ = dY е -~ ~ е 0 dZ = 

где 

'IY1-H1 
=e·<:1~dY, 

'V-H2 (Z) 

e1w1°= ~ е 0 dZ. 

лнаJrогично д.11я второй части получим: 

'IY2-H2 (Z) 

w
2
(Z)dZ=e <:1 ·dz. 

Мы поJiучили для :каждой из двух частей н·аноничесное рас
пределение с одинановым модулем 0. Тв.ним образом, для 
двух, способных обмениваться энергией, частей системы 0 
имеет одинановое значение. Таним образом, 0 обладает основ
ным свойством температуры. 

Рассмотрим теперь процесс; при нотором внешние параметры 

и состояние термостата; а значит; и 0 изменяются. Будем 
считать; что изменен·ие их происхо;:tит чрезвычайно медленно, 
тан что за время, необходимое для взятия среднего; они изме
няются ничтожно, и их можно считать постоянными. (Это 
будет выполнено, еслиj например; положить ak =а~+ лt, 

da 
тан ч.то при л-о, dt = л -о, а время Т, за ноторое 

берутся сред.ние, положить равным Т = Т 0/J/T, тан что при 
л - О Т - со, но таи, что изменение ak за это время 

Лаk = лТ = Т0~ - О.) Составим для тгного процесса выра
~1,ение: 

(11,6) 

Обобщённая сила, действующвя в направлении параметра 
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Средние значения от Е и Ak равны 

~- Н dW = ~ Н (Х, 
'11-Н 

Е= а) е-6 - dX, 

'11-Н 

~ Ak dW= - ~ Ak= 
ан --

dX. - е 1:1 
даk 

Преобразуем выражение для Ak. Тан :ван 

ан w-l:!.. а 
- - е 6 = 0eW/0 - е-н10, 

даk даk 

ТО 

л = 0ew1°-~ r 
k даk ~ 

e-Iil8 dX. 

Принимая во внимание, что 

~ е-Н!в dX = е-"''1°, 
получим: 

. . а aw 
А= 0е"'18 - е-w;в= - - . 

k даk даk 

Преобразуем подобным же образом выражение ДJIЯ Е. 

отого используем соотношение 

'V-H д 
Не 1:1 = 0 2e"'l8 - е-н1в. 

ао 

(11,7 

По::Jтому, принимая во внимание (11,7) и (11,9), поJrучим: 

'V-Il 
Е= \ He-8-dX-e"'l6 02!!_ \ e-!If6 dX=0 2e'1lf6 ~ e-vr1в 

~ - ао ~ ао ' 
или 

(11,11): 

Подставляя (11,10) и (11,11) в (11,5), получим соотношение 

dE + ""'л da =d'Jl'-d (в aw)-""' a,ir dak = 
~ k k ао ~ aok 

=-0d(8
8
~), (11,12) 

показывающее, что 1/0 -,1штегр,~рующий множитель левой 
части. Мы видели; что 0 определяет температуру термостата-; 
поснольну же 1/0, ~.роме того, является интегрирующим множи-

:;;о 

\ 
tелем выражения (11;6), мы приходим н въtводу, что 0 riред
стзвляет собой абсолю1·11ую температуру, измеренную в нено
торых единицах*). Обозначив через Т абсолютную темпера
туру в градусах Цельсия, мы имеем: 

0=kT, (11,13) 

где k-постоянная (постоянная Больцмана). Мы увидим 

(§ 12), что k= 1,З6, 1О-1 6 эрг • 
· град. 

:Кроме того, иэ сравнения (11,1) и (11,12) приходим н 
выводу, что 

дW S 
-ав= -тi. · 

Равенство (11,11) даёт теперь 

\J!=E-TS. 

(11,14) 

(11,15) 

Знаqит, W представляет собой свободную .энергию 1.1~шей си
стемы. Равенства (11,10) совпадают с равенствами (11,5). 

Свободная энергия представляет собой характеристическую 
термодинамическую функцию. Поэтому решение многих задач 
сводится к её выtlислению. Согласно (11,9) свободная энергия 
равна 

\J! = - 0 ln ~ e-H(X)f8dX. (11,16) 

Для её нахождения необходимо вычислить интеграл 

Z = ~ е-Н(Х)/8dХ, (11,17) 

так называемый интеграл состояния. 
Выполняя в (11,17) сначала интегрирование по фазовому 

слою между поверхностями постоянной энергии Е и E+dE, 
можно; очевидно, вводя функцию О (Е); написать выражение 
фаэового интеграла в виде однонратно1·0 интеграла 

00 

Z = ~ е-Е/8 О (Е) dE. (11,18) 
Ет111 

_ "') Предостапляем читателю доиаэать (приняв во внимание, что 
дАk '\ 
дО- =f:. О)• что О- единственный интегрирующий множитель, иоторый 

вависит от температуры и не вависит от ak. 
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Заметим; чrо если энерrия системы щ{ла_дывается аддитnв1tо 
иэ энергий отдельных одинаковых частиц, то 

N 

Н(Х)= ~H(Xi), 

где Xk обозначает совонупность координат и импульсов 
k-ой частицы; тогда 

Н(X1)+Н(X2)+,,,-I-JI(X N) 

,г---- -- dX1dX2 • • • dXN = 

Н(Х1) 

где Z = ~ е - - 0-·axl - интеграл состояний,взятый В ф2вовом 
пространстве («~·пространстве») одной частицы; свободная} 
энергия равна в этом случае 

W= -0Nlnz. 

Свободная энергия определена в термодинам:и'Rе с точностью 
до слагаемого вида С1е+с2 , где С1 и С2 -постоянные, не вави
ся'щие от 0 и а1 , а 2 , ••• , а1 • Действительно; как легко убедиться, 
пользуясь выражениями ( 11,4) и ( 11,5); выражения для энерг~u 
и для обобщённых сил не меняются от прибавления н \Jf сла
г'аемых этого вида; вначит, не изменяются от этого и все другие 
величины; получаемые ив \JJ. и имеющие непосредственный 
физический смысл. Эта неполная определённос1·ь выращения 
Ч! Е-Т S соответствует наличию произвольных постоянных в 
энергии Е и энтропии S. Нужно иметь в виду, что С 1 и С 2 
могут зависеть от числа частиц в системе. Этим произволом 
можно распорядиться так; чтобы свободная энергия обладала 
свойством аддитивности, то-есть чтобы она была при заданной 
плотности тела пропорциональна числу частиц. 

§ 12, Примене11ие :классической статисти:ки :к идеальному 
одноатомному газу 

Изложенные выше положения мы применим прежде всего 
R идеальному одноатомному газу. Мы будем считать; что моле· 
кулы 1'ава не взаимодействуют между собой и состояние каждой 
ив N -молекул газа будем характеризовать только её положе
нием в пространстве и соответствующими импульсами. Система 
имеет, таким обравом 1 ЗN степеней свободы. Поверхнос1ъ энер· 
гии этой системы мы уже рассматривми (§ 1, стр. 13). 
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Д.пя нахожденйя термодинамиче(jни:1: вел•·ч·•н 
а и все O O нl!.шего гам, к к гда, прежде ВС('Го нужно вычислить 

стояний z. интеграл со-

Гамильтонов а функция газа равна 
N N 

Н = 2~ ] (р:., + P:v + Р~.) + ] U (xk, yk, zk). (12,1) 
k-1 k=t 

При этом потенциальная энергия U внутри 
O нулю· у ст и с суда равна 

' ено:к принимает очень большие полоаштельные 
значения. Интеграл состояния равен: 

н 

Z= ~ е-~ dX= 
\ - U (Х1,8У1, Z1) U (Х2, U2, ZЗ) 

- J е dx1dY1dz1 ~ е- s dx2 dy2 dz2 .•• 
\ _U(xN'yN'zN) +оо Р~"' +оо s 

· · · J е 8 
dxN dyN dzN ~ е - ~mt; dp1., ••• ~ е -;tJ dpNz. 

- 00 -оо 

В интегралах по :коJрдытатам для внутренних точе:к и - о 
-У степо:к U возрастает, и е-и;е стремится к нулю. Поэтому 

~ ~ ~ e-U(xk, 11k, zk)fe dxk dyk dzk = ~ ~ ~ dxk dyk dzk = V, 

де V б .. (V) 
г -о ъем сосуда. 

:Каждый ив интегралов типа 

+оо -о:, 

J12те ~ е-Р d; = JI 21tm0. Таким образом, -• по луча.ем: 

Z = VN (2тrm0)3N/2, 

В согласии со с:казанпым на стр. 52Z равен N-й степени 
интсегрбала состояния z = v (2тrm0)3/2 для одной ча.стицы. 

во одная энергия равна: 

'V= -0lnZ= -N0lnV-
3

;
8 1ne+ 3 ;8 ln2тrm. (12,2) 

Пользуясь (11,10), получаем уравнение состояния 
- д\Jf NO 
Р= -av=v-· (12,3) 

При помощи (11,11) для энергии получим 
выражение: 

-- д\Jf ЗNО 

Е=Ч!-0 ао=-2-. (12,4) 
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(12,3), очевидftо, представляет собой уравнение :Клапейрона 
Если мы имеем граммоленулу гава, то N - число Авогадро 
N=б,06,1023 и, следовательно, 

N0=RT. 

Принимая во вним~.ние, что R=8.315,107 дрг/град, 

RT 
0=7v=kT, 

где k= RJN = 1,36, 10-16 дрг/град; это таи называемая постояи~ 
ная Больцмана. Мы определили, та.ним обравом, остававший~ 

. ся пона не определённым множитель в соотношении 0 = kT . ., 
0-температура в энергетичесних единицах. Ив (12,4) полу~~ 
чаем сейчас же теплоёмность гава: 

С _ дЕ _ зN k _ 'i. R 
v- ат- 2 - 2 · 

Наши общие теоремы позволяют; нроме установления этих· 
общих термодинамических соотношений для газа, решить танже 
вопрос о распредеJ1ении сноростей. Действительно, наждую 
моленулу газа мы можем считать <<рассматриваемой системой•, 

остальные-принадлежащими и термостату. Поэтому вероят· 
ность наной-нибудь молекуле иметь импульсы и ноординаты 
в ваданных промежутнах (Px,Px+dpx; Pv, Py+dPvi ,Р., Р.+ 
+ dp1 ; х, х + dx; у, у+ dy; z, z + dz) даётся наноничесним 
распределением 

или, заменяя импульсы Рх, Ри, Р. скоростями Рх = те и т. д. 
и определяя С ив условия нормировни, получим: 

m(~2+т,2+ 1;2) 

dW = ~ (ii7т )812
; ,kт de dYj d(, dx dy dz. (12,7).: 

Это -распределение сноростей по Мансвеллу. График 

фуннций t (~) = (2:т) 112 е-т~21 1а дан на черт. 6 для двух 
вначений Т, относящихся, кан 1 : 4. Путём интегрирования 
(12, 7) по шаровому слою в прострашстве скоростей, т. е. 
по всем ;, 'fj, С, удовлетворяющим неравенству 

v < v~ 2 +'fj 2 + С 2-< v + dv, 

11 110 всем х, у, z получаем вероятность dW (v) того, 
что абсолютная величина скорости лежит между v и 

v+dv: 

dW (v) = (н, ( 21r7т) 812 е - ;"; v2dv = F (v) dv. (12,8) 

Графин F (v) длл тех же вначений Т дан ua черт. 7. 

~---------_...l.·-0,_1 __ -~, 
О 1 2 ift;'7. -2 . --, 

Черт. б. Фушщия распределения слагающей сноро· 
стей j (О по Мансвеллу. 

Нужно иметь в виду разницу в значении выражений (12,7) 
и (12,8). Плотность вероятности в (12, 7) расиитана на единицу 
объёма фавового простран
ства и имеет мансимум при 

~ = 'fj =С= О. Плотность ве
роятности в выражении 2 
(12,8) отнесена к интерва-
лу абсолютной величины 
снорости, равному едини-

це. Она сначала р:~.стёт 
1 

_ 
с воврастанием величины 

снорос1·и; потому что ра 

стут объёмы шаровых сло
ёв в пространстве сноро
стей, достигает максимума O / 2 
при V = Vm= Vг 2kT/m и 
ватем убывает. Значение 
vm, соответствующее её 
мансимуму, называют ве

роятнейшей сноростью. 

Черт. 7. Фушщия распредедения абсо
шотпой величины сноростей F (1,) по 

Мансвеллу. 

Польвуясь (12,8); можно танже найти значение средней 

квадратичной скорости, квадрат которой v2 определяется выра-
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жени ем 

00 

v2 = ~ v 2 dW (v) = 
о 

Таким обравом, 

V2= 

со mv2 

~ vte -m dv 
о ЗkТ 
со mva =т· 
~ vae- 2kT dv 

о 

3 з 
2 vm, 

(12,9) . 

Заметим еще, что величина средней нвадратичной скорости 
просто связана со скоростью звука а в газе. Действительно, 
по формуле Лапласа 

= vr(_!_pp__ VQ_pRT 
а С - С М ' v р v 

R k 
где М - молекулярный вес гава. Таи J\aR м = т, то, оче• 

видно, 

, ,r=- , /"зс. 
V v2 = JI iГ а. 

р 

Поснольку отношение теплоёмн:остей cP/cv для рщшых 

гавов нолеблется от 1,2 до 1,66, следовательцо Vv1 и 
а - величины ОДНОГО порядка. v~ примерно В ПОЛТОра рвва 
больше чем а. Для однотомного г~ва CP/Cv, нак мы увидим 
в§ 17, составJшет CP/Cv=1,66, так что для него 

• ,r=- За. 1 31. v v2 =v5= '<±а, 

§ 13. Распределение Максвелла-Больцмана для систем 
с аддитивной энергией 

В любой системе (rаве), энергия которой равна сумме энер· 
гий отдельных частиц, для распределения частиц имеет место 

выражение, аналогичное максветювскому. Это-распределение 
Мансвелла-Больцмана. Чтобы получить его, можно подобно· 
прежнему считать, что <<системой>> является одна каная-то 

частица, остальные же играют роль термостата (tfncлo их очень 
велико). Тогда вероятность состояния этой избранной частицы 
(например, первой частицы) при любом состоянии остальных 
.r(аётсл каноническим выражением 

Н(Х1) 

dW (Х 1 ) = co:p.st.e - - 8- dX" (13,1) . 

5!i 

где Х 1 обозначает со:ео:нуnность :ноордюiат и импульсов одно:tt 
частицы; dX 1 -произведение их дифференциалов; Н (Х 1)-энер.
rию этой частицы. ПоС'l'Оянная, как всегда, должна быть опре
делена из условия нормировки, она зависит от 0. 

Это выражение может быть получено также из канониче
коrо распределения для всего газа ( совокупности всех частиц), 
Т, е. 

1У-Н(Х1)-Н(Ха)-.,,-Н(Х N) 

dW(X1,X2, ... ,XN)=e 8 dX1 dX 2 ... dXN, 

Для нахождения . вероятности <;остояния первой частицы 
(при любых состояниях остальных), равной 

dW (Х1 ) = ~ ... ~ dW (Х1 , Х2 , ••• , XN), 
(N-1) 

правую часть надо проинтегрировать по переменным Х\, Х2 , 
Ха, ... , XN, определяющим состояния 2-й, 3-й, •.. , N-й ча
стиц. Тогда опять получим (13,1). 

Теореме о распределении Максвелла-Больцмана можно 
придать нескольно иную формулировну. Среднее число ча

стиц, находящи:!!:ся в данном состоянии dn (Х1 ), равно 
N dW (Х1) *). 

Пользуясь (13,1), получим 

(13,2) 

Нужно иметь в виду,. ч1'о выражения (13,1) и (13,2) имеют 
разный смысл. Если вспомнить; что вероятность состояния 
даёт нам время пребывания; то (13,1) даёт время пребывания 
опредеJiённой (первой; например) частицы в состоянии dX 1 , 

выражение же (13,2) даёт среднее (по времени) число частиц 

•) Докажем ето соотношение, хотя оно почти очевидно. Пусть 
х (Х1с) = 11, если фавовая точка k-ой молекулы находцтся внутри dX1 , и 
z (Х,1;) = О, ecJJи она находится вне dX1 ; тогда 

N N 

dn= ~x(Xk), dn= ~ x(Xk), 
k=1 k-1 

по 

Х (Х1с) = 1,dW (Х1) + О· [1 - dW (Х1)] ,= dW (Х1); 
rge dW (Х1) -вероятность попасть в dX1 ; поетому 

N N 

dn {Х1) ="-~ Х (Х1с) = ~ dW (Х1) = NdW (Х1), 
k-1 k-1 
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II этом состоянии. Обе эти формулировки совершенно рАвно
правны в рамках н лас с и чес ной статистики. 

Если гав содержит частицы равных сортов (смесь газов) . 
и общие числа частиц разных сортов N 1 , N 2 , ••• будем считать 
заданными (исключая ив рассмотрения во.зможность химиче
ских реакций), выражение (13,1) будет иметь место для частицы 
любого сорта, выражение же (13,2), очевидно, заменится на 

dn1 (Х) =N1C1e-II1cX)/0 dX, 

dn
2 
(У)= N

2
C

2
e-II2 (YIJe dY, 

'. i • ~ • ~ • ~ • • • • • • .~ 

где Х, У, •.. обозначают состояние ( совокупность координат 
и импульсов) частицы первого, второго и т. д. сортов; Н1 (~), 
Н2 (У), •.. -соответствующие энергии одной частицы, dn 1 (Х), 
dn

2 
(У), •.. -средние числа частиц в этих состояниях. 
В качестве примера рассмотрим смесь газов в поле тяжести. 

Здесь ·· 

Н1 = 2~ р2 + migz, 
т1 

где р-импульс часmцы, т1 -масса частицы первого гава, 
z-вертикальная декартова координата частицы. Тогда 

р2 m1QZ 

dn
1 
(р, z) = N

1
C

1
e-~m10 - - 0- dpx dpv dpz dx dy dz, 

Аналогично для частиц второго сорта . 
р2 m2az 

dn
2

(p, z)=N2С2е- 1тzв--в- dpxdpydpzdxdydz. 

Проинтегрировав по импульсам, получим <<барометриче-
dп; · 

сную формулу>> для нонцентраций У1 = dx dy dz компонентов 

смеси газов 
m1 gz M1az 

У 1 = const. е --kт- = const. е- вт , 

где М 1 -молекулярный вес первого газа. Из этой формулы 
вытекает, что газы более тю:ю.ёлые, с большим моленулярн~м 
весом, будут, главным образом; сконцентрированы внизу, лег- . 
гие -Же газы распространятся на большую высоту, При этом 
в согласии с тем, что полученное распределение харантери
вует термодинамически равновесное состояние, температура 
Т-постоянная и, конечно, не зависит от высоты. Не зависит 
от высоты также и средняя скорость частиц, свщjанных с тем-
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пературой соотношением (12,9). Против этого вывода, а сле
довательно; и против второго начала термодинамики; в согла

сии с ноторым он находится; много раэ делалось возражение. 

Воэратение это основано на следующих <<наглядных сообра
,t..е,ниях>>. С подъёмом на высоту z нинетическая энергия 
Rаждой частицы уменьшится согласно уравнению живых сил: 

mv2 m1J5 
-2--2-= -mgz. 

Отсюда делается вцвод; что, следов:ательно, и средняя кин~ти
ческая энергия частиц ( а потому и температура) наверху мень
ше; чем вниэу. Этот вывод; ведущий н возможности perpetuum 
mobile второго рода, основан на недораэумении. Дело в том; 
что медленные молекулы, находящиеся вниэу, вообще не обла
дают достаточной кинетической энергией; чтобы подняться 
наверх. На высо-ту z будут проникать только те, для которых 
m;i>,mgz. Таким обраэом; при обраэовании среднего выпадут 
более медленные частицы и средняя кинетической энерrиц 
внизу и наверху, :нан показывает простое вычпсление; она- ~ 

жет<:я ОДИЦ&RОВОЙ *). 
Заметим ещё, что в случаях, когда нельзя пренебречь сила

ми вв'аимодействия между частицами; вообще говоря, формула 
Больцмана (13,2) неверна и не имеет смысла. Действительно, 
в этом случае энергия отдельной частицы не является опре
делёняой величиной в виду наличия энергии взаимодейстци:я 
частиц. В некоторых случаях, если можно рассматривать 
силы, действующие на частицу приближённо, как внешние силы 
(считая распределение других частиц заданным), можно всё же 
пользоваться формулой Больцмана (13,2) для распределения 
частиц по скоростям и ноо рдинатам, как приближённой фор
муJiой. В противоположность этому, выражение для распреде
ления Максвелла по сноростям остаётся справедливым во всех 
случаях, то есть также и для жидкостей, и для твёрдых тел. 
Действительно, кинетическая энергип всегда равна сумме нине
тичесних энергий отдельных частиц. Поэтому если мы будем 
интересоваться только распределением по скоростям, то пре

дыдущие выводы остаются в силе во всех случаях. 

3 ад а ч а • Найти свободную энергию, уравневие состоя
ния; полную энергию и теплоёмность идеального многоатом-

1юго газа. Считать, что взаимодействие между молекулами 
отсутствует и что налtдая молекула имеет У стеnРней свободы. 

*) В наиболее наглядной форме см. Р. Е h г е n f е s t, Zeitschгift 
fuг Physik, 1923, а также Н. Ге р ц ф е ль д. Нинетическая теория мате
рии, руссн. пер., гл. 1, § 7. 
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По·rенциальная энергия вэаи~юдействия атомов в молеRуле
проиавольная функция Rоординат I определяющих: состояние 
молеRулы. ПоRаэать, что в этом случае уравнение состояния 
является уравнением Rлапейрона; а энергия эависит тольно 
от температуры. 

3 ад а ч а . Применить метод нанонического распределе
ния R гаэу в цилипдричесном сосуде в поле тяжести. В начестве 
внешних параметров рассматривать ноординаты верхней и ниж

ней (плосних) стенон. Найти давление на них и поRаэать, что 
они свяааны между собой баром:етричесной формулой. 

§ 14. Давление 1шх внешний параметр 

При решении задачи об идеальном газе мы выбрали в Rаче
стве внешних параметров ноординаты стенон сосуда или вавп

сящий от них объём сосуда, Понажем; что эту же аадачу мож,но 
поставить несRольно иначе, если рассматривать гав в сосуде 

с подвижной стенRой, в цилиндре с поршнем и в начестве 

внешнего параметра рассматривать нагрузну на поршень. 

Теперь нашей системой явллется гаэ и поршень. Пусть цилиндр 
с гаэом сверху занрыт поршне.м с еечением, равным единице: 

на Rоторый действует постоянная сила, например, грув Р. 
Состояние системы определяется ноординатами х1 ; Уи Zн. • ., 

. . . , xN, YN, zN и И'Мпульсами Ptx; ••. , PNz моленул газа и одной 
ноординатой стенни поршня, ноторую будем отсчитывать or 
дна сосуда и обозначим V (тан нан она при выбранном сечении 
цилиндра равна объёму сосуда); соответствующий ей импульо 
обозначим Pv· Величина силы Р играет роль внешнего пара
метра. Чтобы увеличить силу Р; нужно совершить работу, 
равную увелич~нию потенциальной энергии силы" Р, например, 
поднять дополнительную массу dP и положить ее на поршень. 
Работа системы равна при этом-VdР; тан что соответствующая 

средняя обобщённая <<сила>> будет -V. Гамильтонова фунщия 
системы имеет вид 

(14,1) 

где Н относится н газу и имеет тот же вид; что и в § 12 [ фор· 

мула (1)]; РV-потенциальная энергия 1•руза 
2
.:.i р2 -его 

нинетичес1~ая энергия. Вычислим интеграл состояний. Он равен 

pt, 
н+Рv+~м , 

0 dx 1 dy 1 • , • dZN dPtx, , , dpNz, Z' = ~ dV ~ dpv ~ е 
Интегрирование по dxi, .. . ,dPNz выполняется тан же, как 

прежде, и даёт в т~чности значение Z, полученное в § 12: 
W(V,6) 

Z = е - - 0-= VN (21tm0)3Nfi. 

Поэтому 

Z' = ~ dV ~ dpv е- ~-kP~+Pv VN (21tm0)3N/i = 

-
00 PV 

= {: (21tm0/N ~+t ~ е - 0 VN dV = 
о 

3N +1 5N+3 
=NI (2m1t) - 2-0-i-p-N-1 (14,2) 

Свободная ~шергия в этом случае равна 

W' = -0 lnZ' = 

= -0 { ( }N+ 8
/ 2)ln0-(N+1)lnP+const.}. (14,3) 

Отсюда находим 

и 

V-дW' _ (N+1)0 
- дР- р 

Е' = Н' = W' - 0 ~i~ = ( {- N + 8 
/ 2 ) 0 . 

(14,4) 

(14,5) 

Равенство (14,4) даёт уравнение Rлапейрона (единицей; оче
видно, можно пренебречь по сравнению с N); равенство (14;5) 
выражает энергию нашей системы 1·аз+поршень, ноторая теперь 

совпадает с (<тепловой фуннцией» Е + Pv, где Е-энерrин rаэа. 
<<Свободн'ая энергия» W' системы газ+поршень; нан легно 
убедиться, равна термодинамичесному потенциалу гааа Ф = 

= W + PV, где W -свободная ~шергил газа. 
Э1·от пример понааывает, что величина W, получаемая ив 

интеграла состояний, представляет собой, вообще говоря, сво
бодную энергию в общем смысле, частным случаем ноторой 
являются свободная энергия в функции 0 и V и термодинами· 
чесний потенциал Ф (0; Р). 

§ 15. Теорема о paвIIoмepIIOM распределении кинетической 
~шерrии по степеням свободы 

Доназанные выше общие теоремы; выясняющие термодина
мичесное значение величин \Jf и 0 в Rаноничесном распреде
лении, сохраняются в соответственно иаменённом виде и 
в нвантовой статистине. Теорема о равномерном распределе-
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нии, н выводу :которой мы сейчас перейдём, имеет место только 
в :классической статистике. Она позволяет дать гораздо более 

· простое истолкование понятия температуры-именно :ка:к сред

ней :кинетической энергии, приходящейся на одну степень 
свободы. Нан у:кааано, однако, это толкование температуры 
в противоположность общему её определению, :ка:к модуля 
:канонического распределения, годится только ~ рамках :класси

ческой статисти:ки; в :квантовой же статистике такое толкование 

невозможно. Теорема о равномерном распределении позволяет 
во многих случаях очень просто находить значение энергии 

системы в её зависимости от температуры, значительно проще, 
чем путём общего метода: нахождения интеграла состояния 
и затем применения соотношений (11,10) и (11,11). Поэтому 
она чрезвычайно полезна при решении вопро'сов, касающихся 
тецлоёмкости тел. 

Будем предполагать, что путём соответствующего выбора 
ноорд~mат кинетическая энергия системы представлена в виде 

n • 
к-~_!.!__ 

- ...;;.. 2mi (q)' 
i=i 

(15,1) 

где mi зависят от масс частиц, :кроме того, они, вообще говоря, 
также фуниции координат. В прямоугольной системе коорди
нат, очевидно, тi-:--просто масса. В полярной же системе, 
{lапример, для случая од~ой материальной точни, 

р~ р: Pl 
к= 2m + 2mr2 Sill3 f} + 2mr2 t 

та:к что 

mr=m, m.,=mr2 sin2 &, m3=mr2
, 

Теорема о равномерном распределении состо~tт в том, что 
средняя кинетичесная энергия; приходящаяся на одну степень 

pi 
свободы, т. е. величина -' , одинакова для всех степенеt 

2~ : 
свободы и определяется только темпера.турой согласно равен- ... 
ству 

(15,2). 

Мы докажем несколько более общее положение, а именно, 
покажем, что 

!15,3) 
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Ясно, ч:то если Н =К+ U (q) й К имеет вид (15,1), TQ 
ан Р~ 

Pi а-=__!. и (15,3) обращается в (15,2). 
Pi mi 

ан 
Среднее Qт р1 а~ равно 

Р1 · 
-- 111-Н 
ан ~ - 6- ан 

р,-а = е Р1-а dq1···dqпdP1···dPn= 
Р1 Р1 

+оо 

=е11118 ~ ..... ~ dq1 ·, .dqndP2 ,, • dpn ~ е-Н/д р1 ;~ dp1. 
(,n-1)- -о:, 

Интеграл по р 1 можно ваять по частям: 
+оо + о:, 
\ е-Н/8р аН dp = -0 \ р ае-Н/8 dp = 
J i а Р1 i J i а Р1 i 
-оо -оо 

+оо 

= -0[р1е-Н/8]~:+0 ~ e-Hffldp1• 
-.о:, 

(15,4) 

Величина е-Н/д стремится к нулю при р 1 ~ ± со гораадо 
p•/Zm быстрей (:как е- 1 

1
), чем р 1 возрастает; поэтому член 

в квадратных с:коб:ках обращается в нуль. Поэтому 

так кatt интеграл в силу нормировки вероятности равен еди· 

нице. Значение i = 1 мы ваяли произвольно. То же выражение 
мы получили бы для любого l. Таким обрааом; (15,3) до:кааано. 

При выводе соотношения (15,3) мы нигде не пользовались 
тем; что Рi-импульс. Существенно было только, что :квадрат
ная о:коб:ка в (15,4) равнялась бы нулю. Поэтому если в аависи· 
мости от соответствующей :координаты If тоже возрастает доста
точно быстро при возрастании :координат, то и для проиавод· 

ных по координатам имеется равенство, аналогичное (15,3), 
а именно: 

(15,5) 

V.t<ааанные условия выполнены; например, для осцилля

тора. ,JJ;ля неrо Н=-~ (~+moiq2
), та:к что (15,5). даёт 

il. ан m(J)Я- -- 0 
-'i-qaq =-2- q"=U=т· 



Uодобньtм же образом, если выnоJtнены указанные 
легко доказать равенства: 

"fiYj 
qiaqk=O, 

условий, 

(15,6) 

где i =f= k. Действительно, поступая подобно пpei!Шell!Y, нахо
дим, например, 

-(~n-1) 

предполагая, что [е-Н/8]~~=~:=о. 

§ 16. Средние значения произведений координат для системы, 
совершающей малые колебания 

Если потенциальная и нинетичссная энергии сис'Гемы-нвадратичные 
формы с постоянными ноэффициентами, то, польвуясь соотношениями 

(15,5) и (15,6), можно свести нахождение средних вначений qiqk н реше· 
нию статичесной вадачи, относящейся н той же системе. Пусть потен
циальная энергия имеет вид 

2И= ~ Ь;kqJqk (16,1) 
jk 

и представляет собой существенно положительную величину, а следова· 
тельно, значениям qi=O (i=1, 2, ... , n) соотве'l'ствует устойчивое равно
весие. Соотношения (15,5) и (,15,6) можно теперь написать тан: 

ан аи 
q ~ =q· - = вс.k, (16,2) 
iaqk iaqk ' 

rде 

дik = 1 при i = k и дik = О при i =f::. k. 

Учитывая (~6,2), имеем: 
n 

] ЬJkqiqJ = Oдtk • 
/=1 

(16,3) 

Если мы будем счита'rь индене i заданным, то это система n-уравне· 
ний для n-веJiичин qiqi, j = t, 2, ••• , n. Совершенно таиую же систему 

мы получим, если будем решать статичесную еада'!:J: 11 направлениi'f 
одной обобщённой ноординаты qi действует постоянная сила величины 8, 
найти вначеНИf! всех обобщённых ноординат. Обозначим ноординаты при 
раnновесии под действием этой силы чере:з Qk. Для их нахождения 
напишем условия раnновесия: 

wли 

n 

8 при k = i, 
о 11ри k -f,t ,;, 

] bikQi = Oдik· 
i=1 

(16,4) 

Уравнения (16,З) и (16/,) имеют единстnеппое решение, тан нан 
соответствующие им однородпь:с уравнения имеют единственное реше
ние Q. = О для всех s, поснольну э1·и вначения соо·гветствуют устойчи
вому по сделанному нами 11ре;1доложепию равновесию в отсутствии внеш
них сил. Поэтому решения уравнений (16,3) и (16,4) совпадают. 

Таним путём полу•шем следующий результат. Величина qiqk раnна 
nначепию ноординаты qk при равновесии, если в направлении i-ой ноор
дипаты дей:ствуе1• сила вели-
чины 6. Эта теорема онавы- ~ 
вается полевной, в частности, 
в теории твёрдого тела. 

П р и м е р. Рассмотрим 
струну, ванреплённую нонцами 

в точнах х = О и х = l. В на
честве ноординаты q = q(x) 
nовьмём поперечное смещение 
центра тяжести сечения. Если 

l -.r 

n точне х = х2 действует попе- Черт. 8. Струна под действием силы 0. 
речная сила величины 6, то 

при равновесии струпа примет вид ломаной с углом над местом её 
приложения (сплошные линии на черт. 8). Ураnнение равновесия стру· 
ны имеет вид 

где as вависит от упругости и плотности струны и eii сечения. Реше
нuе его, нан легно убедиться, будет 

{ 
at Х1 (l - Х3) ПрИ х1 < Ха, 

Ql = q (х1) = 

а~[ Xz ( l - Х1) НрИ х1 > Х2 • 
Поэтому среднее вначение проивnедений смещений: при тепловом д11иже· 
нии струны выравится тан: 

- в 
q1q2 = a"l х1 (l - х 2) при х 1 .,;;;: х 2 , 

в 
q1qa = aal Ха (l - ж1 ) при .z1 > х2 • 
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Средний нвадрат смещения (х 1 = Ха= х) раnен 

-- о 
[q (х)]з = a2Z х (l - х). 

3ав11с11мос·rь q2 от х понааана на чертеже пунктиром. 

§ 17. Применение классической статистики к вопро,у 
о тспл:оёмкости газов 

В этом параграфе мы рааберём вопрос о теплоёмкости одно
~ атомных и многоатомных идеальных газов (идеальных, т. е. · ,, 

'

.J настолько разреа,енных, что силами между молекулами можно 
пренебрегать) и результаты теории сравним с данными опы
та. Это позволит нам сделать ряд выводов о границах при- · 
менимости классической статистики. 

При решении вопросов о теплоёмкости в тех случаях, кото
рь:е мы будем адесь рассматривать, можно воепольаоваться . 
теоремой о равномерном распределении, не прибегая к до- , 
вольно громоздкому общему методу вычисления фазовых ин-, 
тегралов. 

Для одноатомного газа, молекулы которого мы рассматри· . 
вали как точки, мы уже определили теплоёмкость Cv (12,6), 
она равна 

с =3.Yk= з R 
v 2 2 ' (17,1). 

Этот же результат сраау получается ив теоремы о равно
мерном распределении кинетической энергии по степеням 

свободы. 
Одноатомный гав, состоящий иаN молекул, имеет ЗN степеней 

свободы (если мы имеем моль гааа, N-число Авогадро). 
Мы учитываем только кинетическую энергию. Поскольку на одну. 

О kT 
степень свободы приходится средняя энергия 2- == · 

2 
, то эта 

величина для всего гааа равна 

Е= ~\'kT =~ RT. 
2 2 

Отсюда сраау ваl{лючаем, что теплоёмкость моля гааа есть 
3 кал 

-
2 

R, т. е. 3 - д , так как 
ера 

1 S кал 
R = ,9 град• 

П ольвуясь термодинамичесн:им соотношением С Р = Cv + R 
бi 

ПOJIYЧIIIM 

(.; JJ = С v + R = _:5__ - 1 666 
Cv С" 3 - ' ' (17,2) 

Нан видно ив таблицы, это значение действительно находит
ся в согласии с значением, измеренным для одноатомных газов. 

Для двух- и многоатомных гааов, 
молекулы которых имеют более CJIOm- / 1 

ную структуру, чем у одноатомных, т Ср/С,, 
нушно учитывать пинетичесr,ую энергию 

вращения молекулы, а танже потrцци

альную энергию взаимодействия атомов 

в молекуле и нинетическую энергию их 

относительного дви~кения. 

Посмотрим, к каким выводам приво
дит предположение, что молекула дви

жется, как твёрдое тело. Будем, следо

Hg 

Но { 

Nc 

Ar { 

527° 
290° 

93° 
292° 

1,666 
1,660 
1,673 
1, 6', 
i,65 
1,69 

вательно, учитывать только вращение молекулы как целого. 

Тогда иашдал моJrекула будет обладать уже не тремя, а v сте
пенями свободы. Если учитывать вращение вокруг всех трёх 
осей молекулы; то, очевидно, v = 6. Если же учитывать вра· 
щение только вокруг двух осей, то v = 5. 

Общее число степенеµ свободы гааа теперь равно Nv, и для 
средней (кинетической) энергии газа; польауясь теоремой о рав
номерном распределении, получим: 

Отсюда 

и 

С _ дЁ __ v.Yk _ vR 
"-ит-:г- 2 

Cp=C"+R = (-;-+1) R. 

Отношение теш1оёмностей равно 

t 
! 

оно тем меньше, чем больше число степеней с:rюбоды моле:нуJIЪI. 
Та~им образом, у сложных частиц, для которых :к тому ще 
еще нужно учитывать также внутреннюю энергию; например, 
энергию колебаний атомов, Cp/Cv должно быть меньше, чем 
для простых. RаЧtственно этот вывод подтверждается на 
опыте. 
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Рассмотрим случай двухатомных гавов. в таблицах пр иве-
дены экспериментальные да}шые. 

т Cp/Cv Н2 

т 
1 с. 

На 280° 1,407 

1 
{ 293° 1,398 35° 2,98 

N2 100° 3,10 92° 1,419 290° ч., 90 

{ 293° 1,398 600° 5,0R 
о~ 197° 1, t,11 1 000° 5,36 

92° 1 ,40'< 2 000° 6,06 
СН4 292° 1,320 
802 1, 260 

Для двухатомных гаэов отношениеСт,/С" блиэко к 1,40= 7/5, 
что соответствует вначению v = 5. Этим числом степеней свободы, 
пятью, обладала бы двухатомная моленула, если её представить 
себе как тёсткую палочку, нан две точ1ш на постоянном рас
стоянии. Это - модель <<гантелы (гшшастическал гиря). Враще
ние вокруг оси не учитывается, и полошение частицы опреде

ляется пятью величинами: тремя координатами её центра тяже
сти и двумя углами, определяющими направление оси. Тепло
ёмкость длл такой модели долаша составить: 

с _ ~R _ 5 R _ г:: кал. 
v - 2 - -2 - ;) о д • 

,.ра 

Действительно, при температуре, блиэной к комнатной, кан 
видно ив таблицы, на опыте была ш~мерена примерно такал 
величина. Однано, мы видим, что теплоёмность, например, 
водорода (а танте и других двухатомных гаэов) вависит от 
температуры- опа увеличивается ripи увеличении температуры. 

J 
Этот факт вависимости теплоёмкости от температуры совершен· 
HQ непонятен с точки врения нлассической теории. Более того, 
здесь вовникает очень серьёоное принципиальное эатруднение. 

Дело в том, что в классической теории для определения 
теплоёмкости нужно энать число степеней свободы абсолютно 
точно. :Кашдая степень свободы, неэависимо от того, какое 
движение ей соответствует, учитывается при подсчёте средней 
кинетической энергии совершенно одинаково. Если мы рассма
триваем, например, двухатомную моленулу и представляем 

её себе как два атома-точни, свюзанные между собой силами 
и способные колебаться одна относительно другой, то нарлду 
с пятью степенями свободы, соответствующими поступатель
ному движению и вращению, необходимо учитывать также 
и энергию этих колебаний. При этом любая ,нёсткая свявь ато
мов между собой (если только она не абсолютно жёсткая) 
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обявывает нас учитывать кинетическую <1нергию этих нолсба• 
,.. совершенно так же, как и юшетическую энергию други~ 

ни» .. тt 
степеней свободы; :здесь происходит увеличение теплоемкост,~: 
на R/2. Чтобы оправдnть допустимость пренебре:ч;епия !)ТОЙ 
степенью свободы, необходимо предполошить, что эта свяэь 
а б с о л ю т н о жёсткая, а это, конечно, недопустимо, так как 

мы энаем; что колебания атомов в молекуле возмошны. Подоб
ная трудность проявляется по существу во всех вопросах. 
Так, в случае одноатомных частиц, чтобы получить вначепие 

теплоёмкости Cu = } R, следует считать, что атомы-действ1!тель· 
но материальные точки. Допускал, например, что они предста
вляют собой как угодно малые твёрдые шары, мы сразу получим 
для теплоёмкости вначение ЗR (прибавится ещё 3/2 R на кине
тическую энергию вращения). Мы не ДОЛ'ЮfЫ, таним образом, 
учитывать движение электронов в атоме, иначе получается 

несогласная с опытом теплоёмкость. 
Таким обравом, мы можем скавать, что длл праnильногоfi 

подсчёта теплоёмкости по классичесной теории нам нуiiшор 
иметь абсолютно точную модель нашего тела. 

Это эатруднение нераврывно сnнпано с классичесной тео· 
рией; оно было устранено только нвантовой теорией, которая 
повволила такше объяснить и эаnисимость теплоёмкости O'r 

температуры. 

§ 18, Теплоёмшiс'rь тnёрµ;ых Тi'Л 

Рассмотрим теперь, что дают основные полошенил класси

ческой статистики при их приложении п вопросу о теплоёмrю
сти кристаллических твёрдых тел. 

Эмпирически у,не давно были найдены определённые эако
номерности. Это, во-первых, закон (или 1:равило) Дюлонга( 
и Пти; который мошно формулировать так: теплоемкость 

Cv твёрдых элементов, рассчитанная на грамм-атом (при ком
натной температуре), длл всех элементов имеет, примерно, 

одинаковое вначение ') 

С =6 ка~ 
u град' 

1) Непосредственно энспериментально опредедпется теплоё.\1кость 
с, (при постоянном давлении); она равна в среднем 6,4 кал/град. 
Теплоёмность с. может быть вычислена иэ СР с помощью термодинаы1-
чесной формулы 

сдV)2 т д1' 
дV 

ар 
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и, во-втор.ь...х, нравило Иеймана-Реньо: молекулярная тепло-· 

l.
мкость твёрдого соединения, примерно, равна сумме атом
rwх теплоёмкостей его. составных частей в твёрдом состоя
ши. Оба отп nолошения могут быть получены путём при-· 
менеnия ванонов Rлассической статистики следующим об-, 
раво:и:. 

Одноатомное нристаллическое твёрдое тело мы будем 
сейчас рассматривать, как систему, в ноторой частицы 
(атомы, ионы) совершают малые колебания около своих вполне 
определённых положений равновесия, в узлах кристалличе
сной решётки. Поло,-пение кюндой частицы определяем зада
нием координат его центра тюкести, рассматриваем, таким· 

образом, частицы кю, точки. Для не слишком высоких тем
ператур мы мо,нем считать, что амплитуды смещений частиц, 

настолько малы, что в потенциальной энергии можно ограни

читься квадратичными членами относительно смещений час

тиц от положения равновесия (члены первого порядка, как, 
;, известно, в этом случае равны нулю), отбросив члены более 
, 1 высоких степеней. Тогда, как известно ив механики, всегда· 
i1 можно вместо первоначальных переменных-слагающих смеще-
ний частиц по осям х, у и z ввести новые переменные - <<нор-· 
мальные координаты); представляющие собой линейные одно
родные фующии первоначальных переменных, так что 
в этих новых переменных гамильтонова функция системы 
им:еет вид 

8N 

Н = } ] (Р1 + ш1q,), 
i=I 

где шi-собственные частоты системы, а N-число атомов 
t тела. . 
I Энергия нашего тела равна, следовательно, сумме энер- · 
р'ий простых линейных осцил.~шторов. Средняя энергия 
I f 
I ощиюштора 2 (р1 + ш~q~) равна kT, так как по закону рав-

1 - kT 
номерного распределения 2 pf = · 

2 
и, кроме того, ДJlЯ осцил-

лятора средняя нинетическая энергия равна средней по
тенциальной. Таким образом, средняя энергия всего тела 
равна 

8N 

Е = Н = ~ : (pl + шtq1) = ЗNkT. 
i-1 

Если мы имеем грамм-атом кристалла, то N-число Аво-
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rадро, !vk - R, так что 

отнуда 

Это и есть закон Дюлонга и Пти. 
Закон Неймана-Реньо также содержится в полученном 

результате. Действительно; все приведённые рассуждения, 
а следовательно, и выражения для энергии и теплоёмкости 

остаются бев изменения, если тело состоит из разных атомов 
и если можно считать, что каждый ив них колеблется около 
сызершенно определённого положения равновесия. Другими сло
вами, это вначи·r, что структуру тела -расположение разных 

атомов в нём можно счи1 ать 

совершенно определённой и 
не изменяющейся с изменени

ем температуры. При этом 
предположении можно, оче

видно, рассуждать так же, 

как и прежде; причём теперь 
N обозначает полное число 
всех атомов. Поэтому в дан
ном случае теплоёмкость рав

на сумме теплоёмкостей соот
ветствующих атомов; из ко

торых состоит тело. 

Таблица теплоёмностой твёрдых эле
ментов С, {на грам~;-атом) для темпе
ратур в интервале t5°-100?C в 

кал/град 

Эле111ент j Cv t Элемент I С, 
С (алмав) а ,44 Pt 6, 11 
в 2,84 Au 5,99 
Al 5,51 РЬ 5,94 
Са 5,60 u 6 ,t,7 
Ag 6, 11 

На первый взгляд кажется, что вдесъ мы имеем хорошее 
подтверждение выводов классической статистики. Однано, при 
ближайшем рассмотрении оказывается, что дело обстоит иначе. 
Экспериментальные данные о зависимости теплоёмкостей твёр· 
дых тел от 1·емпературы показывают (см. помещённую выше 
таблицу и черт. 18), что только при достаточно высоких темпе
ратурах теплоёмкость не вависит от температуры и имеет значе

ние 6 ка.11,/ерад в согласии с законом Дюлонга и Пти и выводами 
юrассической теории. При низких же температурах теплоём
кость вависит от температуры; она падает с уменьшением 

температуры. ДJlЯ ряда твёрдых элементов, например, алмаза, 
кремния и бора, уже при ко~атной температуре теплоёмкость 
имеет значение, вначительно меньшее 6 калорий. Кроме того, 
в некоторых случаях, при очень высоких температурах, тепло

~~ чэмнеБQ.. ~щшиuивается и достигает иногда величины ·r ка.11,/град. 
Какое объяснение можно пытатьсР дать этим отклоненипм? 

Пvежде всего кожно было бы думать, что колебания частиц 
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в твё рдом теле не настолъно малы, чтобы в выражении для 
потенциальной энергии можно было ограничиться только чле
нами, квадратичными относительно смещений от положений 
равновесия (или; что то же самое, в силе, действующей на от
нлонённую из положения равновесия частицу;-ограничить.:я 

линейными членами). ДействитеJ1ьно, в ряде вопросов это при
ближение оназывается недостаточным. Например, если польво
ваться им, то коэффициент теплового расширения твёрдохо тела 
получается равным нулю. Для объяснения и вычисления тепло
вого расширения нужно в потенциальной энергии учитывать 
кубичные относительно смещений члены (в силе-квадратичные 
члены). Для теплоёмкости при сJтом получается несколыю от;1ич
ное от полученного выше выражение, так :как при учёте кубич
ных членов в потенциальной :Jнергии (нелинейные :колебания) 
средняя потенциальная энергия уже не равна средней кинети

чесной. Действительно, упомянутые небольшие отк;:rонения от 
закона Дюлонга и П1.и при высоких температурах, когда ампли
туды смещений становятся большими, .могут быть в некоторы:х 
случаях объяснены этим путём. Однано, основные рез:ние откло
нения, и_.~~еющие место для всех тел при ниэких температурах, 

этим путем объяснить нельэя. В самом деле, кан раэ при низких 
температурах амплитуды смещений частиц маJIЫ, и высшие 

чJ1ены в разложении потенциаJ1ьной энергии по степеням сме

щения эдесь не могут играть роли. 

Мы можем, таким образом, сделать вывод, что ( аналогично 
тому, что мы видели для газов) для твёрдых тел классическая 
теория даёт согласные с опытом значения теплоёмв:остей только 
для достаточно высоких температур. 

Разрешение этих затруднений дала нвантовая теория, при
менение :которой будет рассмотрено ниже. 

§ 19, Ilримсnснис классичсс:коii с11атистики к юшуче:пию 

Кроме систем, состоящих ив молекул, атомов и электронов -
материи-вещества, методы термодинамики применяются также 

к ивлучению. 

При этом эдесь кроме вопроса о полной плотности энергии 
излучения, находящегося в термодинамическом равновесии 

с материей определённой температуры, можно поставить вопрос 
о спектральном составе этого излучения. Пользуясь спентрап.ь· 
ными приборами, можно выделять определённые участки спек
тра и измерять их энергию. Применяя законы т,щ>мgпи~t 
R равновесному излучению, находящемуся в каком-нибудь пу· 
стом пространстве, окружённом телами температуры: Т, удаётся 
установить следующие два вакона: 

r,a 

1. Закон Стефана-Больцмана: 
Полная плотность равновесного излучения е пропорцио

нальна четвёртой степени температуры, т. е. 

е = аТ\ (19,1) 

2. Закон смещения Вина. Обозначая через cw плотность 
излучения в интервале частот (ll), ш+dш), эакон Вина можно 
написать в следующем виде: 

ew=Ш3/(l,} (19,2) 

Вид функции f остаётея пеопределёпным. Закон Вина можно 
выразить ещё и в более частном виде, именно; ка:н соотношение 
между частотой шт, которой соответствует максимальная спек· 

тральная ПJiотность энергии, и температурой: 

(19,3) 

Действительно, для нахошдения ма1,симума ew дифференци
дсш 

руем ew, приравниваем нулю производную iJco , подучим: 

Если разрешить это уравнение отнuситеJ1ыю u>т/Т, то, оче
видно; получим (19,3). 

Заметим, что при_ выводе этих соотношений предполагается 
(в полном согласии с опытом), что равновесие между материей 
и излучением во3можно, и по;:~тому плотность е является совер

шенно определённой конечной величиной. Заметим, что иа 
эа:нона Вина эакон Стефана-Больцмана вытекает, ка:н следствие. 

ДействитеJ1ьно, в силу (19,2) 
со со 

е = \ ewdш = \ ш3 
/ ( f ) dm; 

о о 

полагая ю/Т = х, получим: 

('; = т· ~ х' f (::") (]Х = nT 4 
• 

о 

Попытаемея приложить к излучению методы классической 
статистики и определить таким обраэом плотность ew, Нужно, 
однако, иметь в виду, что излучение в одном отношении суще
ственно отличается от систем, рассматривавшихся нами до сих 
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пор. Дело в том, что ааконы статистической фиаики были фор
мулированы нами длл систем с нонечным числом степеней 

свободы. Состояние такой системы определялось ваданием ко
нечного числа· параметров-координат и импульсов (или ноор

динат и скоростей). Ивлучение же, дру1·ими словами, электро
магнитное поле, мы рассматриваем (во всяком случае в класси
ческой теории) как непрерывное поле. Состояние электромаг
нитного поля определлетсл ваданием двух непрерывных вектор

ных функций точки-ваданием электрического веюора ~ и 
магнитного вектора Jt. Таким обравом, длл ваданил состояния 
электромагнитного поля нужно внать не конечное число пара

метров, а бесконечное число их, например, вадать величины 

1
© и J{, в каждой точке поля. При т·аких условиях ивлучение 
представляет собой систему с бесконечным числом степеней 
свободы, и применение статистики к нему требует в сущности 
обобщения её ваконов на системы с бесконечным числом степе
ней свободы. Такое обобщение может быть сделано. Ниже, 
в § 20, мы разберём этот вопрос более детально. Сейчас же мы 
уже бев детального разбора этого вопроса покажем, к чему 
приводит применение классической статистики к ивлучению. 

Ивлучение, ваключённое в некотором объёме, представляет 
собой спстему с квадратичной энергией; её энергия составляет 

~
&;•+Jt• 

8 
dV. 

;t 

.Н:олебанил эленrромагнитного nолл-векторов ~ и 3t можно 
рассматривать совершенно так же, как нолебанил координат 
и импульсов в квазиупругой системе со многими степенями 

свободы. Поэтому мы вправе применить к ней теорему о равно
мерном распределении по степеням свободы. На каждую сте
пень свободы такой системы при температуре Т приходится 
:шсргил kT. Но общее число степеней свободы ивлученил бес
нопечно, поэтому общал энергия ивлученил, равная kT, умно
женная на число степеней свободы, принимает бесконечное 
значение. Этот вывод находится в ревком противоречии с экспе
риментом. Он показывает, в противоположность повседневному 
опыту, невовможность равновесного ивлученил. 

§ 20. 1Iормалы1ыс колебаnил нспрерыш,ых еистем 

В этом параграфе мы рассмотрим непрерывные системы 
с квадратичной потенциальной энергией, уравнения движения 

ноторых линейны. Мы равберём, как в этом случае можно 
ввеети нормальные координаты, которыми удобно польвоватьсл 
длл решения вадач статистической физики, и пак можно полу-

чить частоты нормальных колебаний. Выводы настолщег~. пара
графа понадобятся нам в дальнейшем, по:этому разберем ати 
вопросы достаточно подробно. 

рассмотрим сначала простейший пример непрерывной систе-
мы, Пусть у нас имеется стержень, будем рассматривать ere 
нан непрерывное тело так, как это делается в феноменологиче
сной теории упругости. Рассмотрим малые продольные коло· 

банил в этом стержне. 
Состояние стержня можно определить ааданием смещеnил 

точек стержня Цt, х) (как функции положения х на отержш11 
и соответствующей спорости ·е (t, х). Vравнениi движения 
стержня имеет вид 

(20,1) 

где с•= е/р, е - модуль упругости, р - плотность на единицу 
длины стержня. Если с·rержень аажат на Rонца:х: и его 
нонцы (х = О и х = L) должны находиться в поиое, гранич

ные условия имеют вид 

Цt, O)=e(t,L)=O. (20,2) 

Польэулсь известным методом решения краевых аадач (раа· 
деление переменных), можем представить решение е (t, х), удо· 
влетворлющеi граничным условиям (20,2), :в виде следуIОщего 
ряда Фуръi: 

, /-~- ~ • i1tX 

Цt, х) = V ii ~ q. sш у. (20,3) 

•=1 

Коэффициенты q. этого ряда (вместе с соответствующими про· 

ивводными по времени fJs) определяют состояние нашего стерж~л. 
Они могут, таким образом, рассматриваться как обобщен
ные координаты нашей. системы. Путём подстановки в (20,1) 
убеждаемся, что q. должны удовлетворять уравнениям движения 

(20,4) 

где 
iC1t 

w.=y, s=i,2,3, ... (20,5) 

Так.им образом Rаждал координата q. совершает простое гар
моническое кол~бание с частотой w •• Поэтому они представляют 
собой нормальные координаты дл:л нашей си~тiМЫ, В iooт1ilfT· 
ствиа с .1тим кинетическая энергия стержня 

1 с -. 
К= 2 ) ре! dx 
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и потенциuШ,lIШI анергии 

И=1 
2 

нан: легко убедиться, если в эти выражения подставит:. (20,3), 
примут вид: 

о:, CXJ 

К={ ~q:, И=~ ~ш:q:. (20,6) : 

8=1 •=1 

Число собственных частот ЛZ в интервале (ш, ш + дш) 
равно, очевидно, числу целых чисел s, для Rоторых ш. (25,5) по
падает в этот интервал частот. Если поэтому для определённо-

сr.s Л ст: ( s + Лs) 
го s о:ка.зывается L = ш, а для s + s оназываегся L = 

= ш + Лш, то число Лs нан: раз и даёт исRомое число собст
венных :нолеба.ний, тая что 

ЛZ = Лs = !,_ Лш. (20, 7) ,:r 

Число ноорднпат q, нс нопечное, а они образуют очётную 
бес:нонечную совон:уппость. Описывая систему с помощью этих 
координат, к пой уже логн:о можно применять теоремы стати

стической физин:и в той же форме, кан они были формулиро
ваны ДJIЛ систем с нонечпым чис,1ом степеней свободы. Так, 
например, мы можем вычислить среднюю энергию, приходFI

щуюся на Rолебания с частотами в интервале (ш, ш+Лш). 
Действительно, на каждое нормальное Rолебание приходится 
средняя энергия kT (kT /2 на кинетическую и kT /2 - на потен
циальную). Поэтому энергия н:олебаний с указанной частотой 
равна 

ЕwЛш = kT · ЛZ = LkT Лш. 
тсс 

Перейдём к случаю, когда мы имеем нолебание непрерывной 
системы в пространстве трёх измерений. Сперва мы рассмот
рим простейший случай, ногда :нолебания описываются вол
новым уравнением для сналярной величины. 

Пусть имеется сналярная величина t\J, удовлетворяющая 
воJшовому уравнению 

(20,8). 

(где с - спорость распространения волн) и на границах рассма
триваемого объёма граничным условиям 

t\J = о. (20,9) 

7б 

Случай элентромагнитных колебаний, удовлетворяющих 
равнениям Максвелла, а тан:же упругие колебания 1·вёрдого 

уела, :ноторые будут нас интересовать в дальнейшем, может 
т , .. 
быть рааобран аналогичным путем; тольн:о вдесъ получается 

нескольRо более громоздное решение. 
Уравнение (20,8) мот:ет быть получено иа принципа Гамиль-

тона: 

а ~ { ci:) 2 

- с• (vt\J)"} dv" = о, 
причём величина 

К=.!. cca,J,) 2 

dV 
;1 ~ дt 

играет роль кинетичесн:ой энергии, а величина 

И=-; с 2 ~ (v~) 2 dV 

- потенциальной. Можно, нао5орот, рассматривать U как ана
лог юшетической и К rraн: апа.;юг потенциальной энергии. 

Рассмотрим решС'ние пашей нрJ.еnой задачи для прямо
vгодьного объёма со сторонами L1 , L 2 , L3 • Граничные условии 
(20,9) для? (t, х, у, z) могут быть тогда аапи~аны в виде: 

t]J (t, х, О, z) = t\J (t, х, L 2 , z) = О, (20,10) 
t]!(t, О, у, z)=y(t, L" у, z)=O, } 

t]!(t,x, y,O)=t]!(t,x, y,L3)=0. 
' 

Пользуясь для нахождения частного решения методом рааде

ления переменных, полагаем 

y=q(t)cp(x, у, z). 

Чтобы удовлетворить уравнению (20,8) и граничным условиям 
(20,9), необходимо выполнение уравнения 

(20, 11) 

(где k~ - некоторая постоянная) и граничных условий 

({1(0,y,z)=(fl(L"y,z)=O, } 
({1 (х, О, z) = ({1 (х, L 2 , z) = О, (20,12) 

({l(X, у, O)=(fl(X, у, L 3)=0, 

а также необходимо, чтобы q удош1етворяло дифференци
альному ур аnнению 

rz+ ш2q=0, 



Величина q совершает, таким образом, простые гармоничееl{ие 
колебания с частотой ю. Она представляет собой 
координату. нормальную 

Уравнение (20, 11) с граничными условиями (20 12) 
С'I'll.вляет собой ираевую аадачу. РешениQ Qё б ' . пред
от нуля при УдQт отлпчнwм 

k2 = k~o, = (2) 1 + (;:) 2 + (~:) ~, (20, 13) 

где Р, " и 't - ЦРлые полжительные числа. При этом ~оответ
с1,вующая данному kpo, фуниция ер выразится так: 

rn (х у z) v-8- . п~х . поу тt'i:• 
трос ' ' = -- sш '- sin - sin _ _:: L1L2I,8 L1 L

9 
L

1 
' (20, 14) 

Множитель при nроиаведении синvсов б 
вы ран таи, что Cfpo, 

удовJiетворяет условию • 

~ cpla, dV = 1 

(интеграл вант по объёму параллелепипеда l L L ) ф 
rn '1 2 а , ункции 
тРо, и Cfp'o',' соответствуют рааным аначениям k, ортQгонаJrь
ным одно и друг<;>му, так что 

~ Cfpoclfip'o't' dV = О. 
Наждое частное решение типа ф = qrp представляет Qобой 803• 
можную стоячую волну; величины 

kx = ".l 
L ' 1 

мо1нl рассматривать, иаи иомпоненты её волнового веитора. 
щее решение задачи может быть написано в виде суммы 

всех частных: ' 

со 

'f = ] qpo, (t) lfipo, (х, у, z). 
p,0,"t'=1 

Это выражение даёт рааложение любого колебания на стоячие 
волны. Легио убедиться; что величины К и U выражаются 
череа qpo, следующим обрааом; 

а, 

К=: ]ri:a,, 
pOt 
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что и показывает ещё раз, что qpo, являются- нормал1,,ным11 
Rоординатами. Собственные частоты имеют значения 

Шpca=c((l~)2+(~:)a+(z;)2 • 
Определим теперь чпсло различных собственных 
волновые числа иоторых 

k = vC~:i + CZY + СЕ/ 

(20,15) 

колебаний, 

лежат в интервале (k, k + Лk). Для подсчёта этого поступим 
тан: волновые числа собственных (нормальных) иолебаний 
изображаются вектором k с компонентами kx, k11 , kz, Ваяв 
kx, k,11 , kz за иоординаты в пространстве, видим, что ионцы 
веиторов kpo,, соответствующих собственным иолебаниям, изобра· 
зятся точиами положительного октанта (р, а, 't 1 > О) с коор-

п п п 

динатами, пратными L, L-, L , другими словами, узлами 
1 а а 

пространственной решётни с элементарной ячейкой объёма 
7.8 7.З 

LrLaLa = v- . Число точен, абсолютное вначение волнового 

числа иоторых k лежит в промежутке k, k + Лk, будет, очевидно, 
равно числу точен нашей пространственной реmётии, лежащих 
в шаровом слое между шарами радиусов k и k + Лk. Пред-

21t k полагая, что длина волны 1-, соответствующая , очень мала 

по сравнению с размерами L1 , L2 , La нашего ящииа, число 
таких точек мы получим, разделив объём шарового слоя 

4.nk1дk 
(в одном оитанте) -н- на объём элементарной ячейки нашей 

" 7.8 
решетки v-; в результате получим: 

J7k2дk 
ЛZ=~· (20,16) 

Так, очевидно, определится число различных стоячих волн 
с волновым числом между k и k + Лk. Последнее можно выра-
аить через частоты. Так каи в нашем случае k = w , то для 

с 

числа нормальных колебаний с частотами между w и w + Лw 
имеем: 

(20, 17) 

Интересно отметить, что выражение для ЛZ пе аависит 
от отношенин сторон нашего ящика, а тол.ко от его опъё:\!"а 
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V = L1 L 2 L8 • (Rонечно, с той степенью 'l'Очности, с ноторой 
верен тольно что сделанный расчёт, легно убедиться, что в нём, 
длл ЛZ воаможна неточность порядна SkЛk, где S- величина 
поверхности рассматриваемого объёма.) 

Можно понааать*), что и длл л1Щина, не имеющего формы , 
параллелепипеда, длл лщина любой формы, чпсло нормальных, 
нолебаний в данном интервале частот (в пределе длл нолеба
ний, длина волны ноторых очень мала по сравнению с его рав- ; 
мерами, с унааанной степенью точности) не аависит от фор-: 
мы лщина; а аависит тольно от его объёма и да,этсл форму
лой (20,17). 

Rроме того, можно доназать, что с тем же приближением 
выражение (20,17) получается и длл других граничных усло-

вий, например, в случае граничного условия ~,Ji = О, а не. 
и 71 , 

ф = О, или в случае граничного условия, требующего, чтобы ф 
было периодично с периодами L 1 по х, l,2 по у и L 3 

по z. Поэтому 
часто польвуютсл именно последним граничным условием,·, 

таи нан в этом случае вычисления оназываютсн более про- , 
стыми. 

Заметим ещё, что (20,17) вытенает из (20,16) TOJIЬRO в слу
чае (ноторый мы и рассматривали), ногда отсутствует диспер- . 
сил, а влачит; ш пропорциональна k; если это не таи; то длл ЛZ 
вместо (20,17) получается более сложное выражение. 

Подобным же путём можно решить аадачу длл излучения. 
Длл этого представим себе. что излучение ааполнлет пустое ' 
пространство внутри сосуда-прямоугольного лщина с зер
нальными, идrально отр'ажающими стеннами. Тогда внутри 
n:щина поля cfJ и Jt удовлетворяют уравнениям Мансвелла: 

с rot cfJ + j{, = О 
div j-{, = О 

с rot ::Н - d{ = О \ 
div cfJ = О J" (20,18) 

Эти уравнения заменяют теперь уравнение (20,8). На стеннах ' 
же лщина, ноторые мы будем считать идеально проводящими; 
выполнены граничные условия: равенство нулю танl'енциаль
ных слагающих cfJ и нормальных слагающих :Н 

(20,19) 

Этими уеловилми мменлетсн граничное условие (20,9) тольно 
что равобранной эадачи. 

*) с~,. Р. Н ура н т и 1,. Г ил ь б е рт, Методы математячесио!t 
фиаиии, ГТТИ, 1933, гл. VI, § 4. 3с1дачи об излучении; перnое пемсцrюе 
н:цание (1924) 11той нниrи, гл. VI, § ;:;, 

1,11 

В этом случае, таи же нан и n толыю что рассмотренном, 
венторы поля cfJ и ::Н можно прrдставить в виде наложения 
плосних волн, волновые числа но·rорых даются выражением 

(20,13). Этштричеснал энергия 
8
~ ~ cfJ!dV (аналог :кинетиче-

сной) и магнитная энергия Д ~ Jt 2 dV (аналог потенциаJiьной) 
выражаются череа нормальные ноординаты танже в виде суммы 

нвадратов сноростей и нвадратов ноординат. 
Однано, в случае излучения нолебанил поперечны. Rаждому 

воаможному значению k (lcx, kv, kz) соответствует не одна; 
а две стоячие волны с вааимно перпендинуллрными направле

ниями нолебаний. Из них путём сложения можно уже получить 
волну любой поляризации. Поэтому число собственных ноле
баний ЛZ с частотами в интервале Лш получается теперь 
вдвое больше, чем в случае сналлрного волнового уравнения, 
а именно: 

(20,20) 

[ер. с выращепием ЛZ (20,17)]. 

§ 21. Распрсд{'лсние энергии в спектре равновесноrо 
иалуqенин. Формула Рэле,я-Джинса 

Теперь мы можем применить принципы нлассичесной стати
стини н более детальному разбору вопроса о распределении 
энергии в спентре равновесного излучения. Представим себе, 
что наш лщин с излучением находится в состоянии взаимодей

ствия с наними-либо другими телами; ноторые мы можем рас
сматривать, нан <<термостат». Эти тела могут находиться внутри 
нщина; и вааимодействиt' излучения с ними тогда состоит 

в излучении и погло'щепии ими света. В начестве таного тела 
можно быJiо бы рассматривать и стенни лщина; в этом случае 
пришлось бы считать; что свойства их, хотя бы очень мало, отли
чаются от свойств идеального аернала и что они способны 
поглощать и излучать свет. Благодаря этим вааимодействилм 
с тановитсл воаможным обмен энергии между отдельными соб
ственными нолебанилми ивлученил, и мы можем применить 
здесь общие положения статистичесной физини. При этом, в со
гласии с общими замечаниями о приложении методов статисти
чесной фиаини (§ 8), мы при всех вычислениях не будем учиты
вать энергии этих взаимодействий. 

По теореме о равномерном расПJ)еделении на наждое соб
ственное нолебание приходится среднлл энергия kT. Тогда 
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на участок спектра с частотами между w и w + dw придётся, 
очевидно, средняя энергия, равная средней энергии всех 
собственных колебаний с частотами в этом интервале, т. е. 

внергия 

или на единицу объёма плотность энергии*) 

kТш2dш 
ewdw = ---.-з- · 

пс 

Это - аакон спектрального распределения равновесного излу
чения Рэлея-Джинса, формула, дающая квадратичную зависи
мость ew от w. ДJiя малых частот и высоких температур она 
находится в хорошем согласии с опытом. Однако, как следует 
из вывода, она должна быть справедливой для всех частот, а это 
уже резко противоречит самому примитивному опыту. Фор
мула Рэлея-Джинса всдёт к тому, что полная плотность 
излучения 

есть бескош,~чная величюz'а, так кан интеграл 

расходится. 

Это показывает, что равновесие между материей и излуче
нием с точки зрения формулы Рэлея-Дщинса невозможно, так 
как вся энергия долщна итти на излучение, обладающее беско
нечно большим числом степеней свободы. Такой вывод резко 
противоречит опыту, показывающему, что при равновесии 

плотность энергии излучения имеет совершенно определён
ную величину, пропорциональную чствёртой степени темпе
ратуры по закону Стефана-Больцмана ( <<натастрофа Рэлея
Джинса>>). 

Неудача классической теории равновесного 11злучсния яви
лась причиной, заставившей Планка впервые ввести кванто
вые представления. 

*) Мы nидю1, что плотность эперrип не заnисит от формы ( отношения 
сторон) параллслспипедального сосуда. В силу эuме•r:ш1111 в § 20 эта 11еэа
nиси~1ость от формы coc~'i\a имеет место всегда. 

§ 22. Свободлан эшргил: разрt·же1шого газа при учёте 
влияния 11заимодейстnил: частиц 

В § 12 мы рассматривали <<идеальные» газы, т. е. совершенно 
нс учитывали взаимодействия мошшул газа между собой. 
Теперь рааберём влияние взаимодействия молекул на свойства 
газа. Мы будем рассматривать электрически нейтральные моле
иулы; для каждой из которых общий заряд есть нуJ1ь. При 
этом будем предполагать, что газ достаточно разрещен, так что 
взаимодействия малы и вносят только небольшие измененил 
в уравнение состояния идеального газа; которое мы уже рас

смотрели. 

Сейчас мы выведем общее выр ашение для свободной энергии 
неидеального (реального) газа; в следующем же параграфе 
рааберём более подробно х'арактер этих сил и найдём уравне
ние состояния реального газа. 

Потенциальная энергия газа равна сумме энергий попар· 
ного взаимодействия его частиц: 

И=~ Uik• 

При этом суммирование распространяется по всем парам частиц. 
Энергия взаимодействия двух частиц U;k = и (r;k) заметно 
отлична от нуля, только когда расстояние r;k невелико, не пре

восходит некоторой величины (порядна 10- 7 см), которую мы 
будем называть <<радиусом действию>. Заметим, что эависимvсть 
сил вэапмодействия от ориентировки частиц мы не учитываем, 

рассматриваем их; тюшм образом, нан сферические. 
Здесь в выражение потенциальной энергии не включена 

энергия взаимодействия чаетиц со стеннами, 11:оторую, конечно, 

учесть тоже нужно. Мы видели выше, что учёт её ведёт про~!о 
к необходимости считать, что для частиц доступен тоJ1ько объем 
внутри сосуда. 

Предполощим сначала, что газ одноатомный. Положение его 
атомов задаётся координатами их центров х;, у;, z;. Гамиль
тонова функция газа есть 

N 

Н = 2: ] (Pfx + Pkv + Pkz) +И· 
h=1 

:Интеграл состояния равен 

Z= 
и 

~ е -;;-dx 1 ••• dz N. 
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ИН'l'еrрирование по импуJ1ьсам выполняется тан н,е, :нан 
SN 

в § 12, и даёт (2ттт0)_2_, 

Поiтому 
IN 

Z = (27t"m0) 2 VNZ' = Zи,цZ', (22,1) 

где Zи.ц - ивте1•рал состояния для идеального газа, а Z' обовяа
чает интеграл. взятый по ноордиватам и разделёввый на VN. 
Принимая во внимание выражение для потенциальной энергии 
и обозначая dxk dyk dzk = dV k, этот интеграл Z' можно пред
ставить в следующем виде: 

,1 _ _!1:1_!1 _ uia+u23 

Z' = vИ ~ dV 1 ~ е 8 dVa ~ е 1,1 dVa ... 

(' - и~к±.:::+идчN" 
... J е е dV.v· 

v 
Теперь мы сделаем упрощающее предположение, годно~ 

только для достаточно разреженных газов. Именно, мы при 
вычислении интеграла Z' будем учитывать тольно тание со
стояния, в ноторых близно друг от друга (на расстоянии; 
меньшем радиуса взаимодействия, т. е. ногда потенциальной 

энергией . взаимодействия нельзя · пренебречь) находятся не 
больше двух частиц. Мы не будем учитывать, таним образом, 
возможность образования <<роёв» из трё:х: или большего числа 
моленул, заметно взаимодействующих между собой*). При 
этом допущении величину Z' можно вычислить тан. 

Uik 

Обозначим величину е -т -1. через 't}!k· Тогда очевид
но, что 't}ik отлична от нуля, лишь если частицы с номера· 
ми i и k близ:ни друг R другу. Положив в интеграле Z' 

- "i'l1 

е Т = 1 + 't}tk, получим: 

Z'=v~~ dV1 ~ (1+'1J12)dV ~ ... 

... ~ (1 + 'tjt,N) (1. + 'tj ',N) ... (1 +'tJN-t,N) dVN, 

*) Теория, не де;:~ающая этого допущения и годная для гава любой 
плотности, развита в поо,1еднее время Майером, Борном и Наном. См. иало· 
жение этого вопроса, например, в нниrе F о w 1 е r, St. Mechanics, 2 ed. 
Вычисления очень сложны. При сделанном же предположении получается 
выражение для свободной энергии, отлич::~.ющееся от точного членами по-

рядна Nc:y. 
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рассмотрим интеграл по dV N. Он раве11 

~ (1. +'t/1,N) (1 +'tJ',N) ... (1 +'tJN-t,N) dV N = 

N-1 
... ~ { 1 + ~ 't)m + ~ 't}iN'tJhlV + ... } dV N· 

i"t i=#C 

В силу нашего допущения :\fЫ можем отбросить все члены 
типа 't}iN't}kN, 't/iN'tJkN'tJfN, •.. и т. д·, тан нак они отличны от 
нуля, толь:но ногда моле:нулы обравуют <~рои>> ив двух или 
большего чисJ1а частиц. Например, 'tJiN 't}kN отлично от нуля, 
когда i-ая, k-ая и N-аЯ· частицы близки одна к другой. 
Поэтому можно положить 

N 

~ (1+'1JiN)(1+'1J2:v) ... (1+'t/N-1N)dVN= ~(1+ ~'t}m)dVt, 
i=1 

Величина 't/ih аависит только от взаимного расстояния час

тиц; интеграл ~ 'tJiN dVN можно распространить по беснонеч
ному объёму (тВЕ r<ВЕ 'tJiN быстро убывает с увеличением rtN)· 

Поtтому ~ 't/«N dVN не зависит от ноординат i-ой частицы. 
Вводя обозначение 

UiN 

ш= - ~'t/iN dVN= ~ ( 1..-e-Li-) dVN, (22,2) 

имеем: 

~ (1 + '1}1,N) (1 +'1)2,N) ... (1 +'tJN-1,N) dV N = v -(N -1) (!), 

Аналогичным пуём получим: 

~ (1+'1J1д-1) (1+'1J~.N-1) ... (1+'1JN-i,N-1) dVN-1=V-(N-2}ю, 

.. 

Принимая это во внимание, находим 

Z' = ( 1 - v·) ( 1-~;) ... ( 1-( N -;2-':?_) 
и 

N-1 
ln Z' = ~ ln ( 1-t) , 

k-0 
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п 1 

1 

ш 2н) л:(.j 
ри малой ПЛОТНОС'JИ nеJIИЧИНЫ v ' v , ... , v' малы; но-

.~тому логарифмы можно раsло,нить в ряд и ограничиться 
лишь первым членом. Этпм путём получае111: 

N-1 

l , u> ~ '" N(N-1) u>_ys 
nZ =- -v..;;;,,,, k::ж -v ----:i-- ~ -2}·· 

k=O 

Свободная энергия газа равна 

(12.3) 

I_IJ·= -0lnZ= -01nZ11д-(:HnZ'=1lf"д+_":'_:;·з, (22,4) 

где lf ид - свободная энергия идеального газа. 
Пользуясь для \_JJ·ид выра~1,ением (12,2) и формулой (22,3), 

получим: 

I_IJ. = - 3
;v 0 ln 0-N8 ]n V + ;: №. (22,5) 

Здесь согласно (22,2) 

ш = ~ (1 ·- е-н/0 ) dV, 

причём интеграл распространяется по бесконечному простран
ству: он зависит от температуры, но не зависит от объёма. 

При выводе мы предполагали, что газ-одноатомный. Легно 
убедиться, что, учитывая внутреннее движение моленул, мы 
получим совершенно аналогичный результат. Именно, попреж
нему мы получим выражение (22,1), в ноторо:v1 теперь 1JJ",,д -
свободная энергия многоатомного газа без учёта взаимодей
ствия частиц. Из (22,5) получаем уравнение состояния и сред
нюю .1.uергию газа, а именно: 

- rJ\l!' rJ 11"ид wX 20 11-0 w_Y•0 ( 22 ,б) 
р - -- dV = - иV- + 2V" - V + 2V 2 ' 

- . aw · --- л·r:0~ дш 7 
Е='~ -8 ао =Еи.1-2v- ао· (22,) 

§ 23. Си.лы вааимодrйс•гnия молекул. Ураш:t-ние состояния 
неидеалы;ого raaa 

Теперь мы должны более подробно остRновиться на харан
тере сил вваимодействия мешду молекуJ1ами. СИJ1ы, с :которыми 
моленулы и атомы дейСТВ)ЮТ одна на другую, могут быть 
представлены в виде суммы ряда членов, :которые з11.виснт 

от свойств вваимодействующих частиц. Их можно нлассифи· 
цировать следующим образом: 

I. Силы, действующие на близних расстояниях, т. е. силы, 
падающие до нуля прантичесни уже на расстояниях порядна 

атомных равмеров 10-s см. 
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Это, во-первых, валентные (<<химичесние») силы. Мы не бу
дем рассматривать вдесь валенжных сил и ограничимся, следо

вательно, рассмотрением газов, частицы :которых химичесни не 

взиамодействуют между собой. Во-вторых, это силы отталнива
ния, появляющиеся при прониюювении элентронных оболочен· 
частиц друг в друга. Rан понааыв11.ет теория этих сил (основан
ная на :квантовой механине), они очень велини, :когда расстоя
ние взаимодействующих частиц мало, и очень быстро убывают 
при его увеличении. Когда расстояние превосходит <<диаметр» 
взаимодействующих частиц, они экспоненциально убывают в 
зависимости от расстояния. БJ1агодар I та:ким свойстnам этих 
сил вависимосгь их от расстояния можно представить упро

щё нным образом. Мы будем считать, что моленулы ванимают 
определённый объём и не могут пронинать одаа в другую. 
Таное представление соответс:тnует допущению, что потен

циальная энергия взаимодейсrвия двух частиц- нуль, если 

они не пропинают друг в друга, и принимает сразу очень боль
шие положительные значения, :как тольно две моленулы сопри

касаются между собой. Таное грубое представление даёт во мно
гих случаях хорошее приблищенuе и притом не тольно для 

газов, но даже и для нpи-
f/ f rJ 

сталлов именно потому, что 

эти силы• при ненотором 

значении взаимного рас

стояния частиц очень рез

но убывают. :Кроме того; 
мы для упрощения задачи 

считаем, что частицы-ша

ры. Это, действительно, 
имеет место, например, для 

атомов благородных газоn. 
На черт. 9 поназан ха ,• 

ра:ктер зависимости потен- 'lерт. 9. !Iотонциальпая энергии ва,ш· 
циальной энергии этих сил модойствия дnух частиц и (r) . 

• 
от расстояния центров ча-

стиц (жирная штриховая нриnап) и :кривая этой зависимости 
при сделанном приближении (тонная штриховая :кривая). .. 

II . .Силы притяжения, имеющие заметную величину ('Ще на 
расстояниях в неснольно атомных размеров, - далено действую
щие силы. Эти силы обычно назыnаются силами Ван-дер
Ваальса. При расстояниях, значительно больших атомных 
размеров, потенциальная энергия этих сил обратно пр()
nорционаJrьш1 шестой степени расстояния. Таи нан ндесь 
имеет место притяжение, то потенциальная энергия отрица-
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На чер•r. 9 характер её зависимости от расстояния вваимо 
действующих частиц показан пунктирной кривой; сплошна. 

кривая даёт суммарную потенциальную энергию всех рассмат
риваемых нами сил. 

Если взаимодействующие молекулы не имеют nостолнног 
дипольного момента, то ван-дер-ваальсовы силы вызываютс 

взаимодействием дипольных моментов; ноторые nояnллютс 

в молекулах благодаря воэмущающему действию электриче
ского поля ионов и электронов одной молекулы на другую. 

Величина соответствующей энергии взаимодействия пропор
циональна квадрату <<поляризуемости» мо.1екул. (Поллризуе-, 
мостью называется коэффициент а. в уравнении М = а.Е; где Е
внешнее электрическое поле, М - индуцированный им электри
ческий момент.) Так как от величины поляриэуемости зави
сит также диэлектрическая постоянная газа и его показатедь 

преломления (оптическая дисперсия), то эти силы называются 
<(дисперсионнымю>. 

Если взаимодействующие молекулы обладают постоянными· 
дипольными моментами; то к только что упомянутым СИJiам 

прибавляются ещё силы взаимодействия :)Тих дипольных момен
тов; однако; эти силы обычно меньше дисперсионных. 

Мы будем учит1;,1ват ь силы 
оттаJIКиванил и силы Ван
дер-Ваальса. Тогда зависи
мость энергии взаимодействия 

Ь.nух частиц от расстояни : 
будет такой; которая изоб· 
ражена сплошной кривой н 
<rерт. 9. То расстояние межд 
центрами частиц а, при ко-. 

0~~~~1--~~~~~~~ -----r тором :)Нергил отталкивани 

Черт. 10. Потенциальная :энергия nзаи
моде~твия двух частиц. Идеализиро

ванная нривая. 

начинает резко увеличиваться, 

можно назва·ть их диаметром. 

Вычислим теперь величи
ну ш (22,5), учитывал указан
ные особенности сил взаимо

действия. Потенциальную энергию мы будем считать равной бес
конечности при r <а, при r > а она конечна (черт. 10). По.этому 
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u 
00 

u (r) 

Ш= s(1-e--B)rlV=4тc s (1-e- 131r!dr-= 
() 

U) 

\ 

" (r) 
4,;;-3 --·) 

= ;·-+ч,;,:. (1-е t! r 2 dr. 
r; 

(23, 1) 

i1ервый член учитывает объём молекул. Во втором члене (для 
расстояний, больших а) энергия и (r) не только конечна, но её 
можно считать маJюй по сравнению с 0 ( = kT). (Если макси
мум абсолютной величины и (r), равный- Umin, не мал по срав
нению с kT, то возможно образование сравнительно устойчивых 
моJiекул из двух частиц газа; ::JТи случаи мы не рассматриваем.) 
Поэтому показательную функцию для значений r > а можно 

и 
разложит1,, в ряд по степеням -

0 
и ограничиться первым членом 

':' н :r) оо оо 

4тс J ( 1 - е - 0 
-) r 2 dr = : I zi ( r) r 2 d г = - ~ 5 1 и ! r 2 dr; 

а а а 

прйчём мы приняли во внимание, что при r>a, и= -1и:<О 
(притяжение). Вводя полученное в (23,1), имеем: 

(23,2) 

Подставлял ато 1шачение ш в (22,5), (22,6) и (22,7), получаем: 

СХ) 

W = W + 21ras №0 - 21rNB \ 1 1 :1 d , 
ид ЗV V J и r r' (23,3) 

а 

СХ) 

- = ,УО + 21ra s с N ) 2 а - 2т:.У2 \ 1 1 t d , 
Р v з v u v• ~ и r r' (23,4) 

а 

(23,5) 

Формула (23,4) даёт уравнение состояния газа. Нан известно, 
ДJIЛ гавов было предложено большое число эмпирических урав

нений состояния. Среди них одним из наиболее удачных яв
ляется уравнение Ван-дер-Ваальса, которое можно написать 

в виде 

( а.'\•) Р+т, (V-bN)=N0. (23,6) 

:Это уравнение состояния, как известно, не только количествен· 
110 согласуется с экспериментальными данными для сравни

тельно равреженных газов, но также качественно изображает 
явление нонденсации и переход в жидкое состояние. Если плот· 
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N 
( 

l', )!! ность v мала, то, оставляя члены порядка не выше V , 
уравнение (23,6) можно представить в виде 

1•.-0 а.У1 л·о 1Р8Ь аNЭ 
Р= V-,~-ь-va=y+-va-ya+ · · · 

Сравнивая ато уравнение с (23,4); находим значение цо-. 
стоянных: 

а = 21t ~ J и ! r2 dr и Ь = ~п_а~ 
3 . 

а 

Таким образом, постоянная Ван-дер-Ваальса Ь равна учетве
рённому объёму молекулы. :Кроме того, очевидно, можно ска
аат~, что 

Л'!j 

- а N2--" 
V - 2 

(Х) 

r.1e f иr2 dr 
а 

v 

равно среднему по пространству значению взаимной анергии 
притяжения всех молекул газа. Поэтому понятен смысл фор
мулы (23,5) для :энергии газа. Его энергия отличается от :энер
гии идеального газа как раз на эту величину. 

Мы разоб~_али вопрос о реальных газах; полыэуясь общим 
ме~?дом-путем вычисления интеграла состояний. Постараемся 
еще нагJшднее представить причину появления дополнитеJ1ьных 
(по сравнению с идеальными газами) членов в уравнении 
состояния. 

ПолыJ'уясь выводом давления газа на стенку из закона 
сохранения количества движения, причину появления по
правки на объём моленул можно объяснить так. Среднее 
количество движения каждой из ударяющихся молекул опре

деляется температурой и не .зависит от объёма молекулы. 
Однако, число молекул, ударяющихся о стенку для молекул 
конечного объёма больше, чем для: точечных, та~ как передача 
количества движения в газе при конечном объёме молекуJ1 
происходит по свободному от молекул пространству со с~ю
ростыо тешювого движения, а по объёму, занятому моле ку· 
л~:-~и, - с бесконечной скоростью (поскольку мы их считаем 
жесткими- неизменённого объёма). Учтя это обстоятельство, 
получим правильную величину поправки на объём *). 

*) Подробнее см. Н'. Герц ф ель д, Нинетичесная теория тепла, 
гл. 1, § 1". 
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Поправку, связанную с дейстдием <<дш1еко действующих• 
еп:;, можно получить, если рассматривать силы притяжения, 
деиствующие на частицы газа; прилегающие к стенке со сто

роны частиц, лежащих внутри сосуда, как внешние силы. 

Тогда потенциал этих сил будет" внутри га.за меньше, а у стенки 
больше, а :эначит по формуле Больцмана, плотность у стенки 
будет меньше, чем внутри. Давление на стенку; если не учиты· 
вать объёмной поправни, равно, по формуле :Клапейрона, N/j, 
где Ns - среднее число молекул в единице объёма у стенки. 
Если учесть разницу между этим числом N

8 
и средним числом 

молекул на единицу объёма во всём газе, равном ;- , то можно 
получить при тех же допущениях, которые были сделаны в на-

а.\'2 
шем выводе, правильное выражение для члена V" в уравнении 

состояния. 

гллnл I!l 

ТЕОI)ИН ФЛЮКТУАЦИЙ 

§ 24. Введение 

До сих пор мы рассматривали средние величины, характе
ризующие систему в состоянии термодинамического равновесия. 

Однако, в любой системе всё время происходят отклонения от 
этого состояния; на:эываемые флюктуациями. Они ведут к ряду." 
явлений, обнаруженных и и.зученных экспериментально. Мест
ные отклонения плотности в газах, жидкостях и твёр,~;ых телах 
вызывают рассеяние света в прозрачнь:х те;,1ах, так на:эывае

мое молекулпрное рассеяние света. Особенно сильное рассеяние 
получается в жидкостях при температуре, близкой к критиче· 
ской. Это так называемая 1ритиче9нал опалесuенциu- явление, 
долгое время остававшееся непонятным, так кан оно, как и 

вообще флюктуационные явления, по существу противоречит 
термодинамике при том формально111 пон;uмании е ~ положений, 
которое им придавали прежде.()бъяснение флюктуационных 
явлений могло быть дано только уже в рамках статистической 
теории, с точ1ш :эрепия которой они неизбежно должны иметь 
место в любой системе. 

Ряд других флюктуационных явлений; например, случай
ные отклонения поверхности жидкости от плоскости, также 

вызывает рассеяние света. В цепи проводников без внешних 
электродвижущи" сил вознинают флюктуационные случай-
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ны9 токи. Это яв~1ение было танже ивучено в последнее 

время. 

При рассмотрении флюктуационных явлений мы будем 
польвоваться классической статистикой. В большом числе отно
сящихся сюда вадач она даёт согласные с опытом ревультаты. 

Заметим, что во многих случаях это связано с тем, что выводы 
·её совпадают с выводами квантовой статистики в том приближе
нии, которое эдесь окаэывается достаточным. 

§ 25. IIредел чувствительности ивм('рительuых приборов, 
вывываемый флюктуациями 

Наличие флюктуаций влсчёт за собой невовможность повы
сить чvвствительность всех ивмерительных приборов выше неко
торого предела; вависящего от температуры (и конструкции 
прибора). Этот предел чувствительности вызывается тем, что 
положение указателя любого прибора; нак бы этот укаватель 
ни был построен; изменяется при тепловом движении. Отсчёт 
в приборе делается по среднему (равновесному) положению 
укавателя; укаватель же при тепловом движении колеблется 
около этого среднего положения; что происходит и при отсчёте 
нулевого положения прибора, и при отсчёте после нагрувки 
его. За меру получающейся благодаря этому неточности отсчёта 
мощно ввять квадратный корень ив среднего квадрата откло

нения укаэателя от его среднего положения. Эта неточность 
отсчёта вызывает соответствующую ошибну и в измеряемой 

'
величине. Если ивмеряемая величина меньше ошибки, то ивме
рение становится невоэможным - это <<предел чувствительности» 

данного прибора. 
Рассмотрим данный вопрос для простейшего и типичного 

случая пружинных весов; которые в виде тонкого стеклянного 

или кварцевого прута иногда применяются для вввеmивания 

малых ма{Ш...;.~L!L- вертuщш:w~ая координата укавателя 
(прогиб конца стеклянного прута); отсчитываемая внив; так 
что её среднее вначение для ненагруженного прибора равно 
нулю. Потенццащ.ца.а здерг,ия, .а.од'Ul.етствующая этой коорди-

~ 
нате, равна 2 r1.q 2

, где сх - коэффициент, зависящий от упруго-

сти и раэмеров прибора. Средний квадрат q; <<средний квадрат 
флюктуацию> легко найти ив условия 

aq3 k1' 
2=2-, 

выражающего теорему о равномерном распределении внергии; 

9:1 

получаем, очевидно, 

2 lcT q =-, 
а 

Если на весы положен грув т, то положение равновесия q1 
найдётся ив условия 

или 

При наличии нагрузки потенциальная энергия выраоится 

так: 

':1.q2 CL (q-ql)1 aqi 
т-тgq=--2--т· 

Поэтому, пользуясь теоремой о равномерном распределении 

по степеням свободы, сейчас же находим; что средний квадрат 

( )
2 kT 

флюктуации в случае нагрузки равен q- q1 = ;- , т. е. тот же, 

что ц без неё. 
Мы бvдем считать, что ивмерение массы т ещё вовможно, 

если выв.ванное ею смещение q1 больше, чем корень квадратный 
ив квадрата флюктуации, :значит, если 

ql> vq2 

или 

Наименьшая масса, ноторая может быть измерена, равна 

JllcTh 
1n=---. 

g 

Лт. 
Относительную ошибку т , допущенную при взвешивании 

проиэвольной массы т, нужно считать равной 

Лт уqз ykT; 
- ::::::: =--
т mg 

§ 26. Вп:илпие флю:ктуации на пр:>дел чувствительности 
гальва11ометра 

Выведем прежде всего соотношения, имеющие меето для 

гальванометров любого устройотва. 
Всякий гальванометр представляет собой систему, способ

ную совершать малые колебания. Обозначим через ip угол 
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отнлонения его rюдвижной системы (стрелки или рамки) из 
положения равновесия, через К - момент её инерции, через 
}t - коэффициент трения и через Сер- величину направляющего 
момента при отклонении ер. Тогда при наличии в цепи галь
ванометра тока 1

0
, вызванного внешними электродвижущими 

силами, уравнение его движения можно написать в виде 

К9+ 11~ +Сер= у! а, 
где у- некоторая постоянная. 

Затухание прибора будет опредеJiяться, во-первых, тре
нием о воздух и в подвесе и, во-вторых, потерями на джау

Jiево тепло в цепи гаJiьвапометра. Механизм ::~того затухания 
нескоJiько различный в гаJiьванометрах разного устройства. 

Во всяком случае оно вызвано тормозящим действием, оказы
ваемым на подвижную систему гальванометра магнитным полем 

токов, индуцируемых в проводниш1х при движении подвижной 

системы. Принимая во внимание, что yl равно моменту силы, 
действующей на подвижную систему при токе 1 в цепи галь

ванометра, мы должны по::>тому заплючить, что ноэффициенты 
li и у связаны между собой определёнными соотношениями. 
Чтобы установить эту связь, не предполагая какой-нибудь спе
циальной конструкции гальванометра, мошно поступить сле

дующим образом: подвижную систему гальванометра и цепь 
тока его можно рассматривать. как связанную электромехани

ческую систему, состояние которой определяется координатой ер, 

скоростью rp и силой тока в цепи /, играющей также роль обоб
щённой скорости (притом циклической, поскольку соответ
ствующая координата- заряд не входит в уравнения). Чтобы 
написать уравнение движения ст1стемы, можно воспользоваться 

схемой Лагранжа. Функцию Лагранжа Л пишем в виде 

2Л = К ~2 + LГ - Сер 2 + 2yepl. 

Первые два члена этого выражения соответствуют кинетиче
ской, третий член-потенциальной внергии; последний член 
учитывает взаимодейс'rвие токов в цепи и в подвижной системе. 

Он доJiжен быть написан именно в таком виде, так как его про
юшодная по ер должна равняться моменту силы у 1, действую
щему на подвижную систему благодаря присутствию токов 
в _цепи. Если ввести силы трения - h,ep, сиJ1у электрического 
сопротивления - RI и внешнюю электродвижущую силу е, 
то уравнения Лагранжа будут иметь следующий вид: 

d дА дА ·· . 1 - ---;-- -=Km+Cm-v/ = -h m (26,.) 
dt а, д~ Т Т 1 1Т 

d ал 

dl ill 

dl . 
L dt + уер = - RI + е, 

или 

LI t-ycp + RI = е. 
Отсюда поJiучим 

(26,2) 

(26,3) 

(26,4) 

Мы пренебрегаем здесь членом Li. В случае свободных 
колебаний гальванометра это пренебрежение допустимо при 
достаточно медленных процессах; что будет иметь место, ес,1и 
момент инерции К настолько значителен; что собственный 
период гальванометра велик по сравнению с временной постоян-

ной цепи ~. Тогда, объединяя (26,4) и (26,1); получим: 

(26,5) 

где [ а = ]l- сила тока в цепи, вызванная внешними электро

движущими силами. Общая величина коэффициента трения 
равна, таким образом, 

уз 

h=R + 11 1 • 
(26,6) 

Проградуировав l'альвапометр с помощью постоянного тока, 

его отклонения можно выразить в единицах силы тока. Обоз
начим величину их в этих единицах череа У. Из (26,5) 

видно (нужно полоашть ~=;=О), что 
с 

у= ер. 
у 

(26, 7) 

Если, каR это обычно бывает, гальванометр установлен на пре

деле периодичности, то выполнено соотношение 

2С 
h = 2Кш0 = "'~ , (26,8) 

где ш0 = у i- собственная частота (циклическая) колеба
ний в гальванометре. 

Н айдём теперь предел чувствительности гальванометра. 
Согласно вакону равномерного распределения (гальванометр 
рассматривается, как осциллятор) средний :квадрат флюктуа-
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~ии его отклонения удовлетворяет соотношению"') 

C'f2 = kT. (26,9) 

Эта величина среднего квадрата флюктуаций будет притом, 
очевидно, неаависима от того, замкнута ли цеш, прибора 

или нет. В единицах силы тока по.пучим: 

-- сз- ClrT 
Г = у2 'f' = 1а- • 

Если гальванометр на пределе периодичности, то в cи
JI.V (26,8) 

С ltu>0 
у2 = 2,2, 

и для квадрата предела чувствительности находим: 

у2 = hшо kT 
;!у2 • 

Подставляя в согласии с (26,6) h=h, +J и вводя вме-
б ~ 

сто ш0 со ственный период гальванометра t = -- получим: 
о "'о , 

У" = 1:__ kT (1 + !t_,R_) . 
R'=o уа 

(26,10) 

*) Строго говоря, для вывода этого соотношения нужно поступать 
тан: польэуясь выражением лаrранжевой фушщии Л, находим импульсы 

ал · ал 
P<t, = дч,-=Кrр; PI = i)]=LI +У'Р 

к фующию Гамильтона 

· дА дА р; (р1 - yrp) 2 Crp• 
Н = 'Р д ~ + I д! - А = 2К + 2L + -т" ' 

Применяем ванон равномерного распределения в виде 

тогла 

~ ----ш 
Р; -д =kT; q·-=0 

Р; • др; 

-;;н -. -. -ул - - -
Р,р др., -=p'frp=Krp 2 =kT; PI дl =p1l=Ll8 =yrpl~kт. 

---;;л -
'Р --=rpl=O; 
дрr 

-ш --;м- - yrpl 
rp -= -rp -=Crp2 --=kT. 

дrр д'f L 

И11 (а) к (Ь) следует (26,9). 

9б 

(а) 

(Ь) 

Если, наконец, эатуханием трения h1 можно пренебречь 
по сравнению с ,JЛеитромагнитным аатуханием, то 

(26,11) 

Эта формула д" ёт для предела чувствительности гальвано
метра вполне измеримые и могущие бь.ть аамеченными экс
периментально величины; например, при R = 100 Q и 
t

0 
= 8 сек. получается 

yyz ~ 4 . 10-12 А. 

Выражение (26,11) для предела чувствительности было про
верено экспериментально и он:азалось в согласии с peayJIЬ· 

татами опыта. Бо;1ее того, выяснилось что уще очень давно 

аамеченные (задолго до возникновения теории) колебания 
нулевой точки гальванометров объясняются именно флюк
туациями, величина которых определяется формулой (26,11). 

§ 27, Флюктуации объёма, аанятого гааом или жидкостью. 
·предел чувствительности гааового термометра. 

Расс111отрим теперь гааовый термометр и найдём его флю:н
туационный предел чувствительности. Мы будем рассматри
вать термометр с постоянным давлением; осуществляемым, 

например, с помощью столба ртути, эапирающ~го его иэме
рительную трубку. Об измеряемой температуре при таком 
устройстве термометра судят -ПО изменению объёма, занятого 
гааом, -по перемещению нижней границы ртути. Поэтому мы 
должны найти величину флю.юуации объёма, эанятого гаэом. 
При 0том мы не будем предполагать эаране<>, что гаа идеаль
ный, а будем вести расчёт таи, что он будет применим и в слу
чае, ногда прибор наподнен жидкостью. Таким образом, мы 
решим Бадачу о флюктуациях объёма жидкости и.ли гааа, 
находящихся при эаданном внешнем давлении. Задача может 
быть решена, если, таи же как в .§ 14, рассматривать нашу 
систему, :наи состоящую иэ N моJ1еиул газа и поршня (стОJ1ба 
ртути), положение которого опредеJIЯется заданием объёма 
занятого гааом сосуда. Пользуясь введёнными там обоэначе
ниями, выражение для вероятности состояния систе::-.1ы можно 

написать таи: 

Ф - Н (Piz, Р111, ... ' PN•• :l.'i, ••• ' zN) - PV - р;/21И 
~ (1 

dV dpv dx 1 dp 1x, .. dz.v dpNz· (27,1) 
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Интересующая нас вероятность определ~нного значения V 
получается отсюда путём интегрирования по х1 , у 17 ••• , zн,: 

11 

Р1х, .. . ,pNz и пору. Интеграл~ e-.:;-dx1 ••• dрн,не что иное," 
W(V) 

иаи интеграл состояния для газа, равный в--!,)--. По:;~тому 
искомая вероятность равна 

Ф-W-PV 

w (V) dV = J!2тсМв е dV, (27,1) · 

причём Ф нулшо определить иэ следующQгО уеловия: 

~ w (V) dV = 1. (27,3) 
о 

Величина \];' (V) + PV = ер (V) равна свободной энергии 
(точнее, термодинамическому потенциалу) нашего газа при 
внешнем давлении Р, ногда занимаемый им объём равен V. 
И таи, 

Ф-q> 

w (V) dV =Jf2тcM\'1 е ~ dV. (27 ,4) 

Величина ер пропорциональна (при заданной плотности) 
чис.пу частиц N и имеет минимум при равновесном объёме V O, 

иоторый находится из условия 

(27,5) 

" Благодаря тому, что N-число очень бОJ1ьшое, множитель е -lf 
имеет резиий маисимум вблизи V = V

0
• Поэтому w (V) заметно 

отлична 01· нуля тольио для малых разностей (V-V
0

)
1 
таи что tp . 

в пон:азателе можно разложить в ряд и ограничиться членами 
второго порядна, полошив 

с iJ2p) (V - V 0 ) 9 

ер (V) = ер (Vo) + -DV~ о --2- = ер (V,) + 
.J_ (дз'~) (V - Vo>9 
' DV 2 о 2 . 

Подставляя это выратение в (27,4), получим: 

1 (rJ2qc) 
w(V)dV=Ce-W JV 2 о(У-Уо)2 dV, 

(27,6) 

(27,7) 

где С - постоянная, ноторую легн:о найти из усJювия (27 ,3). 
[ в иотором, благод<1JJЯ остроте ман:симума w ( V), можно инте· 
грирование распространить от - = до + =]. Тан:ю1 обравом. 

получаем гаусеовсиое распределение. Пользуясь этим выра
Нiением, для среднего ивадрата флюктуации беэ труда 
находим: 

ЛV2 = (V - V0 )
2 0 

В случае идеального газа 

так что 

др l\'kT 
-av=va· 

-- vз 
Дvz --- N. 

kT 
(27,8) 

(27,9) 

При применении газового термометра пересчёт изменения его 

объёма на изменение 1емпературы делается с ПО:\ющью урав
нения Клапейрона, то-есть по формуле 

~т _ Роv _ т ~v 
о --;;т-vо . 

Искомый предел чувствительности газового термометра по
,11учим, по.1а~'ая эдесь 

av = Vлv~. 
Он по.лучается равным 

от= ,-Т::.с.. r ,v 
(27,10) 

Ес.'lи, например, газовый термометр содеvшит один моль 
газа (значит, его объём 22,4 ,ilитра), то N равно числу Авогадро 
6,06-10'3 и, следовательно, 

от= __ т __ = 1 2. 10- 12 Т, 
7,7. 1011 ' 

то-есть исчезающе мал и пран:тически недости,~шм. 

§ 28. Фл101,туацая плотности II числа чает1щ n спстсl\ШХ 
с nезаnиси:мымп частица1'Ш (газы, растворы) 

Рассмотрим идеальный газ, занимающий объём V и содер
жащий N частиц (молекул). Выделим внутри его некоторый 
объём 1:1. Найдём средний квадрат отклонения числ~ частиц п, 
находящихся в объёме 1:1, от его среднего значения п и вероят
ность того, что число частиц в этом объ ~ме равно п. Для идеаJIЬ
ного газа, в согласии с прежнимр~ вывода:l{и, попадания различ

ных молен:ул в объём 1:1 представляют собой независимые 
события. 
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Заметим, что последующие выводы в равной мере могут 
относиться к молекулам _растворённного вещества в растворе 
или взвешенным ноллоидным частицам. ДJIЯ газа (хотя бы и 
в поле внешних сил) эти выводы применимы также к флюнтуа· 
циям числа частиц, скорости которых лежат в определённых 
пределах; другими словами, н флюктуациям числа частиц· 
находящихся в определённой области фазового пространств~ 
молекулы. В самом деле, как следует, например, из канониче
ского выражения ДJIЯ вероятности состошшя гаrа, попадания 
разных молекул в эту область представляют собой независимые 
события (вероятность состояния равна произведению вероЯ1'-
ностей для отдельных молекул). В этом случае п выражается, 
rtонечно, соiласно распределению Максвелла. 

Вероятность некоторой о предел ё н но й частицы нахо-
диться внутри объёма () равю\ р = -V . Среднее число частиц 
в () равно п = pN. В справедливости этой почти очевидной фор
мулы можно убедиться так: пусть а,,= 1, если k-ая молекула 
находится в (), и а,, = О, если она там не находится. Тогда, 
очевидно, 

n= 

НО 

поэтому 

N 

N 

- "' n=~ 

n= ]Р = Np. 
h~I 

Величину среднего квадратичного отклонения 
можно найти тем ще методом. 

Найдём сначала п 2 • Мы имеем 

N N 

п2= (] ak )2 =] а;;+2] akaj 
k~I k~I (k-/,j) 

(п - п)! = п2-,/ 

Вторая сумма распространяется на все пары частиц, при-
.. k · N (N- 1) 

чем =/= ;; она содершит 
2 

членов. 

- Так как ah равна Jiибо единице, либо нулю, то а:= а/; и 
ai = ak = р, а при k =/=- j: 

aha1 = 1 . 1 . р 2 + 2. 1 . о ( 1 - р) р + о. о ( 1 - р) 1 = р •. 
d.00 

поэтому 

n'=Np+N(N-1)p 2 

- -2 

(п-п) 2 =п2 -п =Np(1-p)=n(1-p). (28, 1) 

v 
Если вероятность р = v очень мала и ею можно пренебречь 

по сравнению с единицей (другими словами, объём v очень 
мал по сравнению с V). то последняп формула обращается в 

(n-n)" = п. (28,2) 

Эта формула играет основную роль n теории всех явлений, 
связанных с флюнтуацинми. Плотность, усреднёпнал по объёму 

п v, равна р = т 11 . Относительное отю1онение числа час1·иц 

от среднего равно относительному отклонению плотности р, 

равно 

п- п 

п р 

Средний квvдрат этой величины равен 

(п-п)з Лр" 1 1 
-n·J = " = -п = l\\v ' (28,3) 

где Nс-среднее число частиц на единицу объёма (моленулярная 
концентрация). Таким образом, относительные отклонения плот
ности уменьшаются с увеличением объёма и концентра
ции N 1 . 

Вероятность того, что из общего числа N частпц в объ
ёме V находятся п каких-нибудь частиц, выражается форму
лой 

NI W(n)=--·- pn(1-p)N-n. 
п! (,V - п)! (28,4) 

В самом деле, вероятность того, что п определённых частиц 
находятся в объёме (), а остальные - вне (), равна по теореме 
произведения вероятностей pn (1- p)N-n. Эти п частиц могут 

у! 

быть выбраны п! (,~ :__ п)! способами, и на это число, в силу 
теоремы сложения вероятностей, нужно умножить рп (1- р)N-п, 
чтобы получить вероятность W (п). Пользуясь данным выра
жением для вероятности, можно, разумеется, найт~ уже полу

ченные нами выше выражения для среднего числа п и среднего 
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.r:вадрата отклонения (п -n)2 , Они равны 
N 

n=]~W(n) и (n-n) 2 =](n-n)!W(n). 
n=O n=O 

Вычисление этих сумм приводит к прежним реаультатам. 
Ддл большинствuа приложений важны два предельных слу

чал, ноторью мы сеичас и разберём. 

1. С л У ч а й П у а с с о н а, когда объём V значительно . 
больше r и N очень велико по сравнению сп и п. Этот случай 
и( меет месrо,. если N стремится к бесп:онечности при постоянном 
и не обязательно большом) п = N р, так что р при этом предель
ном переходе _Еолжно стремиться к нулю. Принимал во внима

п 

ние, что Р= i{, и представив W (п) в виде 

W( _ JY! (n-)n с n)N-n 
n)- n! (,\' - п)! N 1- N = 

=(1 - n)Nri" (1- ~) (1- 1~) ... (1-Т) 
N п\ ( · ~- l~)n 

при переходе к пределу N - = получим формуJ1у Пуассона -., 
W (п) = e-n ri, . 

п. (28,5) 

ле Эта формула может быть прщюжена, например, к опреде
нию вероятности того или иного числа коллоидных частиц 

в поле ультрамикросиопа. 

2. С л Уч ай Л а пл а с а имеет место, если р = ~ про-
иаволыю а N очень V , , _ велико, так что среднее число частиц 

в объёме r, равное п = N р, очень велико. Формула соответ
ствующая этому случаю, получается, если в (28,3') перейти 
к пределу N -> = при постоянном р. Вывод её приводится 
=~д~сех курсах теории вероятности*). Она имеет следующий 

Таким 

W{п) 
(n-Np)a =1, 

~ е- 2Np(l-p) 

У 21tNp (1 - р) 
обравом, Длл больших N можно пользоваться прибли-

lim 
N-->oo 

*) C:vi., напр., А. Мар и о n, Исчисление вероятностей и С. Б е р н
ш те й н, Теория nеронтностей;R. М i е s е s, Wahr"cheinlichkeitrechnung. 
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Jtt~ннot!: формула й 
1 

(n-Np)~ 

W (п) = е -~Nиt-pJ 
у 21t., р ( 1 - р) 

(28,6) 

На черт. 11 показан ход W(n) для разных N. При N=100 
1шачение W(n) уже очень хорошо соответствует формуле (28,6). 

j 
1 
1 

l !Jт 
tll,2.Jlf 

N=/6' 
1 
• N=:JC 

. , ~-~ J~l11"·~~·-o ,2.Jlf ,ь78.9/tl 12 ll/ !СО J fi .9 17 IS 18 21 2'137 JO J.J J~ 

' I 
N;JOO 

~~.,111_1!11Шн .-, 
оsт~пн~лw"тяюыт~•иммт 

Черт. 11. Вероятность числа частиц в объёме. 

Ясно, что кривая (28,6)-<<гауссовсr-шю>; она симметрична: ве
роятности положительных и отрицательных отклонений оди

наковы. 

Мы рассматривали до сих пор флюктуации числа частиц 
в одном определённом объёме r, выделенном в объёме V. Для 
многих вопросов интересно также выражение для вероятности 

распределения числа частиц по многим объёмам r 1 , r 2 , ••• 

янутри V. Длл флюктуаций числа частиц в этих объёмах для 
гааа можно вывести следующую теорему. Если r 1 и r 2 -два 
достаточно малых объёма внутри замкнутого сосуда объёма V, 
то флюктуации числа частиц в них статичесн:и не;зависимы 

между собой. Не давал вдесь доказательства этого положения, 
приведём только непосредственный вывод одного его следствия, 

важного для теории рассеяния света в газах. Мы покажем, 
что длл двух таких малых объёмов среднее значение произведе-

ния флюктуаций ( отклонений от среднего) чис::,л частиц Лп1 !ш2 
равно нулю. Для доказательства поступаем подобно тому, как 
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nри выводе формулы (28,1). Пусть ofi равно единице, если k-a 
частица находи~~я nпутри о6ъ~~а v11 и Ц равно нулю в про
тивном случае. 1 очно тuк же 01, равно единице или нулю в 
зависимости от того, нuходится ли k-ая частица внутри или 
вне v2 • Тогдu 

N N 

а потому 

N N 

n1n2 ~ 01~ о1 ] at, а,~ + ]-at а; 
1,,j~! li=1 ic/ck 

Вторая .сумма распрострuняется на все неравнь:е ин
дексы k и J и содерашт N (N -1) ч,rенов. Обозначая вероят
ности попадания RaRoй - нибудь опредеJ1ённой частицы 

в объём f\ и Р 2 соответственно чере~ 

V2 п, 

Р2 = J7 = -11 , ДJIЯ средних (математичес:ких отиданий) at 01 
получим, при k + j, следующее: 

ok Oj = 1 · 1pl. Р2 + 1 ·0pl (1- Р2) + 0.1 (1-pl) Р2 + 
+О-О(1-р,) (1-р2)=Р1Р2, 

и тат, RaR всегда хотя бы одна из двух величин о}. или а: 
равна нулю, то 

Поэтому 

и 

ЕсJ.и N О'Iень вел~шо по сравнению с п, и п2 , то n~'lnz очень 
мало, и в пределе нри N _,.. со 

Лп 1 Лп2 = О. (28, 7) 
При ::1то~1 обращае'l'ся в пуJJь и <оюэффициент корреляцию> 
флюнтуаций в объём, х Р 

I 
и Р 

2
, р аnный 

-дп 1 Лп2 
J!Лпiд;;,~ = "1 ' 

он представляет собой нен:оторую меру статистичесRой свяаи 
между флюн:туациями n этих объёмах. 

1и. 

§ 29. Молекулярное рассеяние спета 

Неоднородное распределение плотности при флюнтуациях 
ведёт н тому, что среда получается оптичесни неоднородной, 

показатель преломления её в разных точках носнолыю разли
чается. Это вызывает рассеяние света. Изучая его, можно 
судить .о величине флюктуаций. l{ан мы сейчас увидим, для 
газов и жидностей интенсивность спета, рассеянного телом 
каного-либо объёма, пропорциональна среднему квадрату флюк
туации числа его частиц. 

При вычислении интенсивности рассеянного спета (видимо

го, ультрафиолетового или инфрuнрасного) можно предста
влять теJю непрерывным и его оптичесн:ие свойства описывать 

поназателем преломления, меняющимся в среде от точки к 

точке благодаря флюнтуациям, и поJ1ьзоваться маr,роскопи
чrсними уравнениями электромuгпитного поJrя: 

. . 
Е + 4;rP = с гоt II и II= --сгоtЕ, (29,1) 

где Е-вектор электрического поля, И-магнитного поля; а 
JJ -веRтор поJiяризации среды. ПоJшризация 1) выражается так: 

s+Лs-1E (29,2) Р= i ,. 
17t 

Здесь е -средняя оптичее~шя ди::тентричеснuя постоянная 
среды; е = f1 2

, [1-поназатель прелоl\шонил дшI спета р~ссмат
риваемой частоты ш; Е не зависит от координат. Лz -изменение 
оптической диэлектричесной постоянной: благодаря флюктуа · 
циям, это-фушщин точки. Решение задuчи о распространении 
света в неоднородной среде зrrачп'l'ельно упрощается благодаря 
тому, что переменная часть ди;JJIСI,'l'РИ'Шской постоянной Лz -
мала. Для ::Jтого решения мы можем предетаnить поле n среде 
в виде суммы поля падаю~щей волны Е0 , 11 0 , 1юторое толыю бы 
и имело место, ecJiи бы фJiюктуаций по бьшо, и поля, вызвюr
ного наличием флюктуаций, т. е. дополнительного полн Е1 , 11 1 ; 

таним образом, мы имеем: 

(29,3) 

Поле Е1 , 11 1 представляет собой поле рассеянного света, 
ноторое мы и должны вычислить. Длн :)того зю1ети~1, что наJiи
чие флюктуuций в среде вьшыnает понnление добаnочпой ПОJIЯ
ризации, равной 

ЛГ =Лz Е. 
l1т.: 

Принимая во внимание, что флюктуации малы и поэтому поле 
рассеянного света Е1 мало по сравношпо с Е0 , мы можем в ::>той 
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формуле заменить Е на Е0 , пренебрегая при этом членом ~ Е1 , 

имеющим порядон величины (Лв) 2 • Таним образом, можно поло
жить 

(29,4) 

Поснольну Е0 и Ле мы знаем, величина ЛР-задана, вопрос 
об определении Е1 и 111 сводится R определению поля в среде 
с ди;шентрической постоянной е по заданному распределению 
поляризации ЛI•. Другими словами, поле определяется по за
данному распределению элентричесних моментов в среде. Поле 

Е1 будет, очевидно, равно сумме полей, вызванных наличием 
изменения поляризации ЛР в отдельных объёмах тела. Доба
вочная поляризация ЛР вызывает в объёме d р элентричесний 
момент р = Л1"d Р и вызванное ею поле представляет собой пoJie 
диполя Герца с этим элентричееким моментом. 

Поле диполя*) может быть получено из вентора Герца 

П= P(t-r~s) 
er I (29,5) 

с с 

где -== --- - снорость света в среде. Векторы Е1 и Н 1 нa-Vs fL 

ходятся по формулам: 

6 " 
Е1 , '\! div П-

02 
11, (29,6) 

Пусть падающая световая волна-монохроматическая, линейно
поляриз?_ванная с электричесними нолебаниями в направлении 
оси z; ее амплитуду можно положить равной единице. Тогда 
в точке, где находите я объём dP, имеем: 

Eoz = eiwt, Еох = Eou = О; 

л d ЛЕ дs P=Pz= р Р=-Е dP= --eiwtdp, 4.; oz 41t 

Вектор Герца направлен по оси z и равен 

дsd1,1 iw(t-~) 
П = Пz = --~ е с . 

41tsr 

(29, 7) 

(29,8) 

(29,9) 

Венторы Е1 и Н, поJrучаютсл отсюда согласно (29,6) и на рэ.с
стояниях от d Р, больших по сравнению с длиной волны ( в вол-

*) См., п::шрщrер, Е. С о 11 n, Das elektromagnetische Feld, 2 изд., 
1927, стр. 230; танже И. Тамм, Основы теории .1лентричества, § 98; 
•~есь дано решение задачи при s = 1. 
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gово! воне}; веltтор Е1 направлен по мерnдиану полярной 
с~1стемы с полярной осью по оси z, а Н1 -по параллели этоl! 
системы, причём 

Е Е w2дsd1,1sin& iw(t-~) (29 ,iO) 
1 = 1,э. = 4 2 е с • 

1tC r 

Отношение средне1·0 нвадрата амплитуды Е н rшадрату амшпt
туды Е0 (принятой нами за единицу) днёт отношение плот
ности энергю1 рассеянного света н ш1днющему- отношение их 

интенсивностей. Эта величина равна 

J 2 • 2 3 
1 - w sш Лв 2 dP 2 (29,11) 

/ 0 - (41tc 2r) 2 • 

Таним образом, необходимо найти величину Лг 2 для объёма d Р. 
При решении оптичесной задачи мы считали объём dP беско
нечно малым. Однако, было существенно только то, чтобы 
он был мал по сравнению с длиной волны. При стuтисти-

ческом подсчёте величины Лв" мы можем по::этому считать d, 
конечным. Изменение диэлентричесной постоянной Ла в объёме 
d р определяется величиной флюнтуации плотности Лр внутри 

др п--п дп 
него. При этом, очевидно, - -=-~=-=с , где п-число ча-

р п п 

стиц в dP и п- среднее число частиц в нём. Разлагая Ле: 
в ряд по степеням иэменения плотности Лр, имеем: 

Ле=:;лр; (29,12) 

средний квадрат Лв 2 равен 

л-----. - ( а s) 2 л----т 
е: - dp р. 

Подставляя это выраж{'ние в (29,11), получим 

11 = <02 si112 {} (дs) 2 Л2 dP2, 
10 ('11tc"'r) 2 dp р 

(29,13) 

(29,Н) 

Это отношение выражает интенсивность света. рассеянного 
объёмом dP; очень малым по сравнению с длиной волны. При 
наблюдении же мы имеем дело с объёмом, больши:\1 по срав
нению с длиной волны. В.:юбще говоря, чтобы получить ин
тенсивность света, рассеянного таним большим объёмом, нужно 
сложить поле света, рассеянного ра3ными элементами эт~го 

объёма, учитывая разности фаз между ними, и затем наити 
интенсивность для этого результирующего поля. 

Однано, в интересующих нас сейчас простых случаях 
(рассеяние в гаэе или в жидности при температурах, не очень 



близких к нритичесной температуре) можно решить задачу 
проще. Дело в том, что n ;:~тих случаях лучи света, рассеянного 
двумя ка~шми-нибудь объёмами dr 1 и dr

2
, малыми по сравне

нию с длиной вошrы, не1югерентны между собой. Это вытекает 
из того, что в этил" случ1:1лх флюнтуации плотности статисти
чесни независимы между собой для двух объёмов dr

1 
и dr

2
, 

а значит, 

(29,15) 

Для идеального газа :ло вытекает из совершенно строго дока
ванной нами в § 28 не:занисимости флюктуации числа частиц 
в разных объёмах (28,б). Принимал во внимание, что 

Лр,Лр2 ==-~ р2 ~ 
n1n2 

без труда получаем (29,15). 
Длл шидности п для неидеального газа Qта независимость 

будет доназана в § 32. Здесь опа имеет место, если размер объ- . 
i.'мов dr 1 и dr 2 ве.шш по сравнению с радиусом действия моле
кулярных сил порлдюс~ 10-7 см, и, следовательно, можно выбрать 
dr1 и dr 2 так, чтобы ;:~то условие выполнялось и в то же время 
размер dr 1 и dr 2 был мaJI по сравнению с длиной волны види
мого спета (10-5 с.м). 

Из (29,15) пепо.средствешю СJ1едуег некогерентность света, 
рассеянного разными объёмами d r 1 и d r 

2
• Действительно, 

в силу (29,10), (29,12) поле Е; света, рассеянного объёмом dPi, 
пропорционально фшоктуации плотности Лр; в этом объёме и 
может быть записано в виде 

Е; = А;Лр;, 

где А; обозначает пе завислщий от Лр; множитель. Интенсив
ность све'га, расселппого объёмом r, состоящим из объёмов 
d Р 1, d Р 2, ... , пропорциональна I Е 2; вдесь Е - поле света, 
рассеянного всем объёмом r, равное 

:Б= ]Е;= ]А;Лр;, 

но 

I Е ,
2 

= :~Л;Л;-- 2 =] 1 А; /'Лr1+] (A;Ak+AiAk) Лр;Лрk. 
i4'k 

В тех случалх, когда флюктуации в разных объёмах статисти
чесни независимы между собой, согласно (29,15), Лр;Лрk=О, 
~08 

а следовательно, 

Гi{2 = ~ 1 А; / 2Лрi = ~ -:Е; 12, (29,16) 
; 

O и доказывает наше утверждение. Для больших расстояний 

:: рассеивающего объёма м1-южитель I А; 2 при Лр1 в (29:_16), 
зависящий от r, можно считать одинаковым для _ll__Cex объемов 

" \ А 1 
2 Л по всем d r, и по.:.тому с уммировапие выражении ; р; 

объёмам d r сводится к умножению их на число Jv . Таким 
путём для интенсивности света, расселшюго 

чим выражение 

&=ш~siп 21! с д~)" др"~~ (.1. 

] 0 (41tc 2r)" р д? р-

объёмом v, полу-

(29, 17) 

8 до' 1 R е того, Для газов,~ как мы видели (2 ,3), -Р~- = ,c-.
1
dz; ром 

ости даётся с достаточной для гавов зависимость е от плоти 

'l'очностью соотношением 

Е - 1 = COI1St. · р, 
тан что 

,Js 1 2 1 
Р;р=Е- =fi -- . 

ПоказатеJIЬ преломления fl· очень м2ло ОТJ1ича.ется от еди
ницы, поэтому fi 2 

_ 1 = (f!, - 1) (r1 + 1) мошна ваменить на 
2 (1-.1.-1), так что 

р ~ = 2 (f!, - 1). 

Поэтому ддя интенсивности рассеянного света в гаве полу-
чrем: 

ш~ siп2 1} (11-1 )2 v 
(2 ,0 21·)2 1\\ 

Заметим что для газов это выражение совпадает с тем, которое 
получае;ся в предпоJюжении, что при рассеянии светuа отдель· 
ные молекулы и3лучают некогерентные между собои волны. 
Для очень разреженных ~·азов, когда расстояния молекул газа 
одна от другой очень велики по с равнению., с дл,?ной ВОJIНЫ 
света легко убедиться в sтом бе3 вычислении. Деиствительно, 
в это~ случае разности фаз рассеянных волн будут иметь все 
значения от О до 2тт с одинаковой вероятностью. Нужно, 
однако, иметь в виду, что такое вычисление энергии рассеян

ного света в виде суммы энергий, рассеянных отдельными 
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молекула!\!и, правильно толыю для идса.льны:х гааов, для :ко 0 

торых t..n 2 =-n. 
М Нан известно, рассеянием света в газах атмосферы об1~яс
р плетен голубой цвет неба, а также и поляризация света неба. 
Ноличественпо выводы теории рассеяния в газах в изложенном 
здесь виде хорошо подтверждаются на опыте, например, для 

инертных газов гелия, аргона. Для других газов, например 
длн углекислоты, имеются отнлопения от выводов теории. 

А именно, мы видели, что согласно изложенной теории для 
СJiучан линейно-поляризованного падающего света и рассеян

ный свет оназьшается полностью поляризованным. Это полу
чается на опыте лишь в CJryчae, 1югда газ состоит из молекул, 

обладающих шаровой симметрией:, что и имеет место, например, 
для инертных газов. Для углекислого газа и других газов, 
молекулы которых несимметричны, рассеянный свет оказы

вается поляризованным только частично. Это объясняется тем, 
что в этих случаях газ, в среднем оптичесни изотропный, может 

при флюктуациях приобретать местные отклонения от оптиче
ской изотропии. Если учесть это обстоятельство, то теория 
оказывается в состоянии объяснить результаты опыта для гааов 
во всех деталях. 

§ 30. Прющип Больц~~ана 

Мы видели, что наличие флю1-пуаций непосредственно сле
дует из того, нак мы себе представляем теперь термодинамиче
ское равновесие. Во всякой задаче, касающейся флюктуаций 
при термодинамическом равновесии, нас интересует распреде· 

ление вероятности для того или иного внутреннего параметра 

системы, то-есть для неноторой функции е (q 1 , q2 , ••• ) коорди
нат q 1 , q2 , ••• , которые опредеJшют сосrояние нашей системы 
и.JJи распределение вероятности для нескольких внутренних 

параметров ~1 , е 2 , ~3 , ••• Для решения многих вопросов до· 
статочно знашш средних квадратов флюктуациft этих пара-

метров, то есть веш,~чин (е; - i:;)2, дающих меру флюктуаций 
этих параметров. Общие методы статистической термодинамини 
принципиально позволяют решить этот вопрос, если известна 

молекулярная струнтура нашей системы. Действительно, в этом 
случае (для изотермической системы) каноническое распределе
ние даёт распределение для всех координат и импуJiьсов систе
мы, зю1чит, отсю.да может быть получено распределение вероят
ности для любой их функции. Мы видели в § 27-28, как ~тим 
путём можно решать простейшие .~адачи, касающиеся флюнтуа
ционных явлений. 

но 

Естественно поставить вопрос о том, от чего зависит веJiи
а фJiюкrуации данного параметра. Для каких переменных 

ч1IН для каких малы и ~шк они зависят от 
флюктуацин велики, ф н.туа 

й системы? Можно ли решить вопрос о величине лю -
сво ств зная д~тально строения системы (1,ак, например, при 
ц:;~н:н:и вопроса O флюктуации плотности в ,1ш~1костнх), а зная 
р ко её феноменологичесние ха ра~,теристиrш, 
тоJrОтвет на эти вопросы б:, JI дан в работах Смолуховского 
Эйнштейна. Они воспользоnались для их решения тан назы

и емым принципом Больцмана, сnязьшающим отношение ве) 
в~нтностей двух каних-нибудь (nообще гоnоря, неравно~есных 
р й изотермической спстсмы с разностью их СВО()Одных 
состояни " стемы принцип 

й В случае энергетичссю~ замннутоп сп 
ш1ерrи · .. вух состояний 
Б льцмана сnнзыnаст отношение вrролтностеи д . 
о " 

с разностью их энтропии. · ,., .. , _ 
При решении задачи о флюктуацинх ооъсма :caзonor о ~е~-

мометра мы получили соотношение (27,4). 8та формула и в с5 
жает принцип Больцмана для данного частного слу~ан. на 
показывает, что вероятность флюнтуации объема v можно 
написать в виде q,(V)-Ф 

w (V) dV = const. е - -ti-dV, 

г е Ф- свободная энергия (при заданном внешнем давлrпии, 
даче - те модинамический потенциал) в состоянии равновесия. 
:н (V)- з~ачение этой свободной энергии при том же внешн~~ 

ер р но при отличном от равновесного значен 
давлении , .. , ний с объ-
объёме V. Отношение вероятностеи для двух СОС'IОЯ 

ёмами V 1 и V 2 равно q, ,v,J-q, y 2J 
w( V 1 ) = е - · -- .i-- -
,~ (V ,) 

В общем случае для <<системы в термостате>> заданной темпера= 
туры принцип Больцмана мощет быть сфор~1улирован совер 

с рассмотренном частном случае, 
шенно аналогично тому, юш в . (вообще 

менно следующим образом. Пусть мы имеем дnа_ 2 
а и 'е совпадающие с равновесными) состояния. 1 и , 
говорн,е :арактсризуются определёнными значениями внутрен-
которы " Е ~ Для первого состояния они имеют 
них параметров , 1 , -2, • · ·, п· 

, 1J •<2
! Пусть 

значение 'i , для второго -- si · 

уу '111, ,2,' ... ' .. m (:: :: 1=n) d'"<;,d~·-' · · · d~n 

состояния с значениями (~i, ~i + d~i); тогда 
вероятность есть 

q>1-q>J 

~-'-=e--11-
w~ 

(30, 1) 



(1) (1) (IJ '2) '2) 'U' · 
При этом W1=w[e1, Z2 , •.• ,еп ], (!,'2=w[e1 ,е2 , ... ,en·];t:1, 
нан всегда, обоэначаст kT, где Т-температура термостата, 

[ tl!J t(!J t(IJJ и w - 1 [е 2) t·2> t ·2 J б а 'JJ1 = ljJ •l , ,2 , ••• , ,п, , 2 - r' 1 , ,2 , ••• , ,п о оэна-

чают свободные энергии атих двух состояний. Если одно 
иа состояний- равновесное, а другое - накос-нибудь 11,пое, 
определяемое значениями параметров е0 Z2 , ••• , еп, то, оче
видно, вместо (30,1) мотно написать 

дф 

w (ер Z2, ... 'Zn) d~I de2 ... d~n =COnst. е - в del d~2 ... den . .. '(30,2). 

где Лlj! - равность свободных энергий рассматриваемого и рав
новесного состояний. 

Принцип Больцмана является следствием общих положе
ний статистичес1юй тсрмодинамини и, нан мы увидим в § 31, 
может быть иэ них выведен. Мы раэбсрём там также границы 
его применимости и уточним его формулировку. Принцип 
Больцмана даёт ответы на вопросы, поставленные в начале 
этого параграфа. Соотношение (30,2) показывает, что чем 
больше свободная ;:шергил системы в рассматриваемом состоя
нии отличается от своего наименьшего значения, соответствую

щего равновесному состоянию, тем меньше вероятность рассмат

риваемого состояния. Поскольку вероятность состояния равна 

относительному времени пребывания в этом состоянии, мы 
можем сказать, что больше всего времени система находится 
в состолнилх, мало отличающихся от равновесного. Равность 
свободных энергий Лlj! равна изотермической работе, ноторую 
нужно затратить, чтобы перевести систему обратимым путём 
иэ равновесного состояния в рассматриваемое. Поатому боль
шой вероятностыо обладают те состояния, работа перехода иэ 
которых в равновrспос состояние мала. 

При помощи соотношения (30,2), вырашающего принцип 
Больцмана длл системы в термостате, мы можем найтп вероят
ности неравновесных состояний, воспользовавшись эмпириче

скими данными о свойствах нашей системы. Для этого мы 
должны иэ феноменологической термодинамики взять значение 
свободной энергии для рассматриваемого неравновесного состоя
ния, найти Лу и подставить его в соотношение (30,2). 

Таким образом, сели нам известны тсрмодинамичесние свой
ства системы толыю ;JJ\IПИричсс.ки (ню~ ато имеет место, напри
мер, длл жидкостей), мы этим методом мош:см найти вероятность 

данного отклонения от равновесия, т. е. решить задачу о вс· 

роятности той или иной флюктуации. 
При применении уравнения (30,2) нужно иметь в виду, что 

величина Л'f пропорциональна числу частиц N в системе. 
Так кан N - очень большое число, то ЛЧJ/1,) имеет очень рез.кий 

з.:ксимум при равновесных значениях ei = е~01 и вероятность их 
: щественно отлична от нуля только для значений ei, очень 

бу "НИХ н равновесным e/J. Поэтому Л'f можно раэложить 
л~ .~ 

яд Тейлора по степеням ei - si и ограничиться членами 
:тt ого порядка. Выбрав переменные та.к, что их равновесные 
эна~ения равны нулю, и принимал во внимание, что для рав· 
новесия a:;,jJ = О (тан нак Л•f имеет минимум), получим: 

лф 

(
• t t )dt d~ de -Ce-(c)d~l d~Z"' deri ... , (30,3) 

W <;р •2, ••• , ,п 'l 21 ... , п-

где 

и С= лф 
~"е - -0 d;1 d;2 , •• d;,. 

При этом, поснольну аначения ei = О соответствуют уст.()йчи
вому равновесию, квадратичная форма 

Л'f = { ~ 'fiт,ei~h 
ih 

-положитеJ~ьная, определённая. Выражение (30,3) понаэь:
вает что для вероятности получается многомерное распре-

д ле~ие Гаусса. Если переменные ei вь;браны так_, чтсмформа 
е Ф· - О при i =1= k ·го д'f приведена к главным осям, т. е. , ,1, - · , 

W=Ce (30,4) 

В этом случае равные ei статистичссюr пеэависимы между 

собой, eiek = о, а их средпис н:вадраты равны 

t2 о - 0 (30,5) 
•i = ~~; - (д",j,1 

д:,J / о 

б rда .,. __J.. о танже леrно найти и средние нвадрата 
В о щем случае, но 't'i"-,- , д·J, 

l• и Г;' Для этого найдём срс;~;ние значения пеличип <;; дё . По.1.1ьэуясь 
'>i .,,~k· .k . 
интеrриропанием по частю~-сопершенно тан шо, тш n § 15, на стр. б,J, 
пайдём: 

(30, б) 

,,то дj1_ = ""' ,jJJk;J·, находим систему 
Отсюда, принимая во внимание, д;k ~ 

II статаст11ч11сиаf! фиваиа 



уравнений для определения всех средних l;/;k, т. е. 

] фjk!;j!;i = (Э{;ik· (ICI, 7) 

Полученный ре11ультат допуснает следующую пrоетую интерпретацию. 
Если в <<направлении>> обобщённой ноордип:.~ты f;; дейстnует обобщённан 
сила К;, то услопиfl рапнопесиfl будут: 

IIЛИ 

дф дф 
- д;, +К,=0, - а= =0 при k=/=-i, 

~i ~k 

дф 
--=t;.Jr,, 
d;. 

(3(1, !1) 

Сравнив:.11'1 (ЗО,7) и (30,8) и принимаfl по внимание, что детерминанты 
11тих линейных систем, ршзные детермин:.~пту нn:.~др:.~тичной формы дф, 
отличны от нули и, следователr,но, систе~~ы имеют едипстnенное решение, 

приходим н вьшоду, что решение системы ( 3 О, 7) сошшд:.~ет с решением си

стемы (30,8), если п последней положить К 1 = k1'. ;Jн:.~чит: с р е д н е е 

в н а ч е н и е !;,;. р а в н о з н а ч е п и ю l;k п r и р а в н о в е с и и 
п о д д е й с т в и е м о б о б щ ё н н о й е и л ы, д е й с т в у ю щ е й 
в <<н а в r а в л е п и и,> l;i и р :.i n и о й kT. 

Для эамкнутой системы с эаданной :)Нергией ·Е принцип 
Больцмана выражается несколько иначе. А именно, в атом 
случае соотношение (30,1) оаменяется соотношением 

S1-S~ w - ---
_l=e " 
Wz 

кли, что то же, соотношением 

S 
1 
-- S 

2 
= k ln Wl • 

Н'а 

(30,fl) 

Здесь S 1 и S i -- энтропии в состоянинх 1 и 2, при ~,аданной 
энергии Е и заданных внешних параметрах. 

Ио (30,9) вытекает, что в случае замкнутой системы вероят
ность состонния больше для тех состояний, для которых больше 
энтропия, а значит, чем больше энтропия, тем большую долю 
времени система находится в этом состоянии. 

· § 31, Вьшод принципа Больцмана длн системы 
в Т(!рмостате 

Принцип Больцмана устанавливает связь между свободной энергией 
неравноnесного состоянин и его вероятностью. По<>тому для его общего , 
вывода необходимо ис11еть общее определение того, что понимается при этом · 
под <<Спободной энергией нерапноnесного состонНИfI>>. Если система может , 
быть раабита на части, 1шждая из ноторых находится в равнопесии, то еО · 
11нтропия определяется, нан сумма ,ттропий отдел.пых частей. П1ст• , .. 

4~~ 

1, ., 

у~ 

:~нерrия этих чаете!\ аддит1tппа (пренебрегается 9нерr'ия их вaaимoдett
CTDllfl). Тоrда, если определить сnободную энергию, нан E-TS, свободная 
;:щерrин системы рапна сумме спободных энергий отдельных частей, для 
н:.нндой из ноторых нужно взнтr, <<рапнопесное,, вначение свободной энер· 
rнп. Более общи,1-1 нrшнетсfl следующее определение сnободной энергии 
нераВНОВеСНОГО COCTOfl~!Иfl. 

Разность споооднои ,тергии данного состоянии и равновесного состоя· 

mm рапва работе, ноторую Н:)!ЖПО сопершит1, н:щ систе~юй, чтобы из равно· 
uесного состонпин обратимым путём перепести систему в данное состояние. 

Это определение нужно, о;щаrю, допотшть п дuух отн01пенинх. Во-пер

вых, выяснить, что значит обратимиii переход (то-есть нваэистатичесний, 
нроходнщий через состонпин рапноuесин) в перашюпесное состояние. 
nо-шорых, уточнить, что подразумепается под <<данным неравновесным 

состопвием->. 

Разберём сначала пepnыfl пуннт. Очевидно, что переход системы 
в 1;аное-нибудь нераnпопеспое состонпие не может быть обратимым, таи 
на1; он неис~бежпо проходит черес~ перапноuесные состояния. Этот переход 
может быть. одна1ю, соuершён обрати'АЫМ путё.1-1, если ввести неноторое 
до1юлнител~,ное силовое поле. Тогда сuобо1щ\ ю энергию нераnновесного 
состонпин (булем её поr;а обо1на•1ать бунnо,·1 F) можно определит~. тан: 

Свобо.:щан ::тергиn F 1 в неrютором нерс~nновеспом состоянии при дан
ных ппешних услопиf!х раппа 

(31, 1) 

г,~е И -потенциал~,наf! эпергиfl того силоnого полн, при наличии 1,оторого 
состонние ( 1) являет_сfl раnноnесным состоянием системы, а \JI' 1 - свободная 
э,~ергия этого рапновесного состоf!ния, соответстnующего ивменённым 
внешним ycлonИfIM системы-наличию силового полн. 

Понсним это определение примером. Допустим, наша система-идеаль· 
ный газ, находящийся вне полн тяжести. Состояние нер;э.вномерной плот· 
1юсти газа-состонпие пераnнопесное. Это состояние будет равновесным 
при наличии подхоцнщего nнешнего поля тяжести. Тогда И в выраже
нии (31, 1 )-потенциальная энергии газа в этом поле тяжести, а 'l\-сво
бодпая энергия газа при наличии полfl тнжести. 

Понажем, что длн свободной энергии неравнопесного состояния 
[n смысле данного определе~tин её (31, 1)] принцип равновесии-минималь
ность свободной энергии в состоянии рашюпесин-непосредственно следует 

из невозможности построении перпетуум мобиле второго рода. Рассмот· 
рим следующий изотермичес1шй цинл, протенающий при неизменных 
внешних услопинх, напрю1ер, при неизменном объёме. Пусть система 
находится в равновеспом состоннии (О). Мы внлючаем затем беснонечно 
медленно силовое поле таное, что система переходит n состояние ( 1), при 
этом потенциальнан энергиfl поля рапна U. :=Jтот процесс-обратимый, 
и при наличии дополнительного силового полfl состояние ( 1)-равновесное. 
Поэтому работа системы при этом процессе равна 

Л=Wo-W'1, 

Зате:11 мы мгновенно вынлючаем поле U. Система онавывается вне поля 
w состоянии (1), т8пер. уже неравпопеспом. При .1том ос11обожда1iiтСя раСiота 

A'=U, 

После ~того система постепенно и прито).( без совершiiiния работы (та~,; нан 
oб1,,ij1,1 ПOCTOЯHliiH) ПpllXOДllT Jj COCTOЯHlllii paiiHOBiCllЯ (О). Работа 11;инла ,. (tJ 



А+ А1 в силу невоаможности rteprteryyм мобиле 1J;олжна быть нeno.noжtf• 
тельной, т. е. 

от нуда 

что и выражает принцип равновесия. 

Данное нами определение свободной энергии неравновесного состоя
ния может быть перенесено в статистичесную термодинамику. Пусть мы 
имеем систему. rамильтонову фуннцию которой обо:эначим Н (Х). При 
этом Х в дальнейшем, ка:к обычно, обозначает точ:ку в фазовом nростран
стве-совОRУ.Пность всех координат и импульсов системы; dX -элемент 
её фа:эовоrо · объёма. Значения любого внутреннего параметра системы
любой фазовой фующии S (Х), - соответствующие равновесию, равны 
средним значениям этой функции 

1Уо-Н (Х) 

;0 =Е= 5 S(X) е 0 
dX, ('31,2) 

гдi чr O - равновесная свободная 1111ергия системы, так ЧТQ 

ir0 -Н (Х) 

е 0 = S e--6 -dX; (91, З) 

интегралы без обозначения границ интеграции распространяются по всему 
фазовому пространству. 

Поставим себе вадачей найти значение свободной энергии в неравно
весном состоянии, для которого этот внутренний пара~етр равен ;, при· 
ч~м ~-:/=, Е0 • 

Вводим дополнительное си.:ювое поле с потенциальной внергией U {.Х) 
таное, что при наличии этого поля равновесное {= среднее) sпачеиие 
8 (.Х) равно 

ГДi 

'tY-H (X)-U (Х) 

(==~= 5 :E:(X)e--8--dX, 

1i" H(XHU(X) 
е - " = j е - __ ,е __ dX. 

(81,~ 

(31, 5) 

при этом чr _ равновесная свободная энергия при наличии поля U. 
с в O б O д н у ю 8 н е р г и ю 'ii и н т е р е с у ю щ е г о н а с н е

р а в н о в е с н о г о с о с т о я н и я о п р е д е л и м т а к: 

(91,6) 

Здес. iТ - среднее вначение добавочной потенциальной о1нергии U, 
11,'-Н IX)-U rX) 

tJ-= ~ U (Х) е 1'1 dX. (31, 7) 

Здесь и в дальнейшем длrt средних применяем обовначенияi 

" 'l'-H(X)-U(X) 

~ t (Х) е ы dX 

и 

'l"o-H 

~ f (Х) е -_.- dX. 

Поиажем, что фун.1щия F имеет минимум в равновесном состоянии, 
при нотором F0 = W0 и притом при любом виде потенциала U (Х), т. е. для 
любых нарушений равновесия. 

Действительно, 

11,'-H-U 

F-F0 =Чi'-W0 -U= ~ [\l'-'1''0-U(X)]e-8-dX. 

ВводR обозначения: 

и принимая во внимание, что 

Wo-H 
~~ e'l'dX= ~ е-0 - dX-1, 

11!-H-U' 

~ ef+ZdX= ~ e-o::1-dX=- 1 

и, слеловательно, ~ e'I' (1-e'l.) dX О, получаем: 

F-F0=0 ~ ze'1'+1.dX=0 ~ e'l'(;(e<+1-e,.)dX. 

Отсюда, так :наR ~'l'~o. ,.ez+1-e1.~o. получаем интересующее нас 
неравенство 

F-F0 s; О. 

Нужно иметь в виду, что данное определение недостаточно, чтобы 
одновначно определить F', наR фун1,цию ~. 

Дейс1•вительно, условию (31,4) можно, очевидно, у'довлетворить рав
ными U (Х) при заданных 8 (Х) и ;'. Разным фуннциям U (Х) соответ
ствуют, таким образом, разные F, таи что F (;) определена неодновначно. 
Однано, при любом выборе U (Х) <<принцип равновесию> соблюд!!н, все 
эти F (;) имеют ~.инимум для равновесного состояния. 

Наше определение величины F (;) можно сделать однозначным, если 
дополнить его следующим обраво:1-1. 

С в о б од н о й э не р г и е й н е р а в но в е с н о г о с о ст о я· 
н и я, с о о т в е т ст в у" ю щ о й д а н п о ~1 у а н а ч е н и ю п а р а
м е т р а ;, будем на а ы ват ь выражение (30,6), в R от о· 
р о м U (Х) в :э я т а т а но 11, ч т о б ы п р и в а д а н н о м ; == З (Х), 
F = ЧГ -О имела миню1ум. ПоRажем, что э1•от минимум имеет место, 
если U (Х) = а:Е: tX), где а -постоянная. 

.н, 



Обозначим через Fu и 1JI' и эти nе.тшчины, соответствующие наному·fо, 
выбору фующии И (Х.) а через Р8 и W8 -те ше величины при указанном 
специальном nыборс её. Тогда шюем раоепства: •· 

ч,·u~II -И 

Fu= ~ [ 1lru-И(X)]e !i dX; (31,8) 

,1·u-П-U 

\ с --- н - dX - 1 · J - ' 
ч,·8 -Н-а8 

Fв= ~ [\Jf8 -a:C: (Х)] с---(с)-· -dX; 

,1·
8 
-П -а8 

~ с-~-,-,,-- dX = 1. 

Нроме того, пос1юлы-,у значение З (Х) =; задано, 
,1·u-H-U 11·8 -П-ав 

/;= ~ З(Х)е (с) dX= ~ с(Х)е Ь1 dX. 

По,1тому в силу (30,8), СО,10) и (30,12) 
\Jlu-11-U 

Fu-Fв= ~ [ч;·u-U-1J!'8 +aЗ]c (с) dX. 

Вводя обоаначения 

. - Ч'u-И-1I'"в+а8 z- о 

w пользулсr, ещё рапенстюми (31,~1) и (31,11), получим: 

Fu-Fв=O ~ ze"r+1 dX=0 ~ e"r[ze<+~-ez]dX; 

принимая во внимание, •rто 

ze"l.+1-eX~o, 
получаем требуе~юе нераnенстпо 

Pu-F8 ;,;; о. 

(31, 9) 

(31, 10) . 

(31, 11) 

(31, 12) 

ролуч~нпое при этом специальном nыборе И (Х) = аЗ (Х) значение 
Fв (;) = Ч' (;) б,удем в ,,~алы1ейшем 1!аз0ыпать пераnнооеспой свободной энер· rией, соотnетсrnующеи параметру ~- 3,,.метим, что, тан нан n этом случае 

;:::;- "ёiи ачr - -;,; дИ ачr 
/;=с:.= да = да и И=a""=a--tia=aaa, (31,13) 

T(;:)-1J!'() д1J!'(а) '1'~- а-а~, (21,Щ 

прич!!м 

чr (а)= - О ln ~ 
п+ав 

е ---ы~dХ 
(31,15) 

tf8 

11 \11 ra)-H-a8 

S(X)в-~--dX, (31,Н,) 

тан что 1; задано нан фушщия а. 
Из сназанпоrо n этом параграфе nытснает, что сnободпая энергия 

для нераnноnесноrо состоянпя становится 

вполне определёппой Dеличиной только при 

3 а д а н и и п а р а м е т р а, в n п д е ф у II н ц и и н о т о р о г о 

O н а в ы р а ж а е т с я. 

Перейдём теперь н доr,азат!'.ПI,стnу прющипа I,ольцмана. Покажем 
прежде всего, что из сназапного выше длн среднего 1шадрата флюктуации 
11 олучается выражение ---- о 

(S-~0)2= (д'ф) --
д :" 
~ о 

(31,1?) 

в согласии с выражением (30,5), получающимся из принципа Больцмана. 
д= д11Jf 

Для его вывода заметим прежде всего, что в силу (31,13) -д~= даа 

и в силу (31,11.) имеем: 

ач, да 
а~· = - д; = - д~чr 

д<j, . 
д; = -а, (:'11,111) 

да" 

Дифференцируя (31,16) по а, получим: 

W-II -аВ - ---
д2\{1' 1 5 м (дW м) --- s-2-~2 (З-;)2 
-даз=о "" да -с:. е ы dX= --о-= --0 - . (31,19) 

Полагая вдесь а= О и принимая во внимание (31, 18), находим (31, 1?). 
Найдём теперь вероятность' w (;) d;, псронтность о'пределённоrо значения 
; для нашей системы, не подпер,нсшюй дополнительно11у силовому полю. 
Покажем, что для системы, состоящей из большого числа частиц, эта 
пероятность даётся гауссовым распределением п согласии с принципом 

Больцмана в виде (30,3). 
Эта вероятность, очеDидно, раnна 

Wo-II (Х) 
е (с) dX, (31, %0) 

причём интеrриропапие распространено 110 слою п фазоnом пространств11 
между поверхностями З (Х) =; и З (Х) =; + d;. 

Нан вытенает из (31,1,)), (З1,14), и (31,18), 

\ I1 -Ва 
W(a)=Ф(;)-1;,J,1;(;)=-0 ln.) е--1:Г dX= 

Wo 1; 2 acr 

= -0 Ine--(c) ~ е eJ w(a)da, (31,21) 

1;1 



где /;1 и 1;1 -предолы ивменения nеличины 1;, обовначенной под внаиом по· 
следнеrо интеграла черев а= S (µ"), от нуда ·· 

е2 -~ w~ф (О+еф0 
~ е в l{'(o)do=e- r,i , 

<1 

Задача нахождения Еероятности w (;) сnодитсл, таним обрааом, и решени~ 
интегрального ур;:шнения С:Н,~~). !Iрп этом нужно иметь в пиду, что сво· 
бодная энергия пропорционаJJы1а числу частиц u системе N. Для системы, 
состоящей ив большого числа частиц, лты должны решить это интеrраль·· 
ное ураnнение для предельного случ;~л N -> оо. Поэтому полошим 

,j,(O ,. (') 
о- ::-= ~t (t); 

и ваметим ещё, что, нан n11д1ю из nьшоденпоrо п;~ми nыр;~жсния для сред· 
него ивадрата флюнтуации (31,17), он обратно пропорционален N: 

-- 0 1 
(!;-l;o>2= c~i') л·;,;~ •. 

д;" о 

;-Е Отсюда nытенает, что средний нnадрат nеличипы ---у-1·0 не sаnисит от N. 
N2 

Естественно ожид;~ть, что и а;~ноп р;~спределения для этой величины в пре
деле N-+ оо не будет ааnисеть от N, и раэысr,ивать этот эанон распре •. 
деления. Заменим поэто\!у под интеграJJом перо.11снную а па переменную 1:: 

't=.'v·l/2(0-~o), 

и положим 

w(o)do=lJ(1:)d1;. 

-~·оф 

Умножив (31, 2~) на с 1,1 п1; и с;\(\1таn ;пу за~1011у пегеменноrо интегрирова
ния, получим: 

rд, 

а аргумент F (0 cnлs,m с входпщшш 1ю111штегrш.чш1 в воюзатсле а соот
ношением 

а= -ФsЮ= -N0"'s· 
Сделав вамену переменного 

а 
---=ct, 
4:н·ч2 

ы устраним N в понавателе. Тогда интегральное уравнение будет иметь 
~едующий вид: 

N 1/21s2-~o) 

~ е-а.~ v (1:) d1: = eNF (sJ, (31, 23) 

N 1/з (~1-~о) 

а 1; связано с а тан: 

При ваданном з и N-+ оо получим: 

"'~ = ,oi + (;-';о) ,oi~+ 
'1 

= - N112' 

и тан нан ш~= О, то 

(31,2~) 

IIоэтому, учитывая, что 

F0 =0 и F~=O, Fie=шg1;, 

при N-+ оо получим: 

NF (;) = (;-; l;oP Nшls + О (N (1;-';
0
)"). 

Подставляя (31,2',), получим: 

NF(;)= 2a: +о(+.)· 
шее ,iv 2 

(31, 25) 

Вносим (31,25) в {31,23) и переходим н пределу: при этом пределы интегри
рования стремятся н - оо и + оо, и мы получаем интегральное уравне
ние для предельного ванона распределен ин v (':): 

+со о.2 

~ e-ctcv(':)d1:=e2w~~-. (31,:lб) 

-0:, 

Решение этого интегрального уравнения, на1, леги} убедиться подстанов-
ной, равно 

~ /~ -~ a2wg1; 
v ( '!:) = V 21t е ~ • 

Заметим, что из оfiщей теории интегральных ураонени!\ этого тиш1 "') 
леrно донавать, что это решение единственное. Переходп н переменной ~' 

ФJs полагая 1: = Nl/ 2 
( i;- ; 0) и заменял ,,,i~ па АО. , получим для плотности 

верОА'ГНОСТИ 

(31,27) 

*) См., например, Г. Мю 1111, Интегралыше уравнения, гл. V, § 20. 
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gта формула l'i выражает принцип Больцмана. Itaш вьiво11; rtона~ываеt, 
'IТО он справедлив в случае, ногда распрецеление вероятности гауссово 

Ф-ФJ 
11 ногда в выражении длR вероятности е - ·<-1 - входRщую в поиазатель 
свободную энергию мошна разложить в ряд по степеням 1;-1;0 и ограни
читься членами второй степени. 

Изложенные выво;::~;ы леrно могут быть обобщены на сдучай несноль
них параметров. Свободная энергия в состоянии, ногда параметры имеют 
аначения ; 1 , ;~, ••• , ; 21 , равна 

(' -H+Eatl:IHX) 

-0 ln ~ е 0 dX, 

V-H-Eat!!i 

;; = ) 81 {r:X) е ~ dX, 

а для вероятности состояния и средних значений i;;;k получаются соотно
шения (30,3) и (30,б). 

При применении принципа Больцмана нужно иметь в виду, что если 
нас интересует флюнтуация наного-нибудь определённого параметра, 
то в выражении для ф остальные параметры нужно положить равными их 
равновесным значениям. Понаже,1, что это условие (в сущности содержа
щееся в данном вьШiе определении ф) действительно выполняется в случае, 
ногда распределение-гауссово. Ограничю1ся случаем 2 параметров, 
; и "/, и будем считать, что они выбраны тан, что значения их ; = О, "1 = О 
соответствуют равновесию. Вероятность состояния (;, ; + d;; "/, '1) + d"I) 
равна 

_Ф_ 
w(I;, "1' d; drs = Св8 d; d"I, (31,28) 

rдlil для нратности через ф обовначаем дф = ф- Ч!'0 , причём 

ф =: (а11;1 + 2a12;"1+a22'1j~). (31,29) 

Вероятность того, что ; имеет определённое значение, а 11- нание·пибо, 
може'l' быть получена с помощью фор:-1улы, аналогичной (31,28), а именно, 
ата вероятность равна 

ф• 

w* (;) d; С*е - 8 d:;, (31,30) 

nричём у*(;) равно ф (,;, "/), взято,iу для значения "/, соответс1•вующего 
равновесию, то•есть равно ф (;, '1/'. в ноторо)1 'f/ исRЛючено с помощью 
уравнения 
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Для донаэательства nоложи.11 

(!1,31) 

Заменяя ,fl с помощью последнего соотношения 11 через µ, получим: 

, 1 [ ( af 2 ) 1 ] 1 µ1 'r = - + а.з. - -- ; = · · -+ Ф* Ю, 2 а22 а22 2 а22 
(31,32) 

таи нан второй чпен в последне~i выражешш нан раэ равен ф*, т. е. вначе· 

нию Ч1 при µ = °--*· = о. Исномая вероRтность равиа 
O'rJ 

+со ~ (li, r,) 

w• (;) d; = Cd; ) е -1:)-d'f/. (31,33) 
-со 

. Заменяя с помощью (31,31) пере:v1енное 71 наµ и принимая во вниманиlil 
(31,32), получим: 

ф• (li) +оо µ2 ф• 
--- ~ -~ва-d1-1 -.,-w•d; = Cd;e е е 22

- =d; .с•11 ' 
а1а 

-оо 

V2;;0 
где С•= - С, чем и донавывается наша теоре:ш1. 

ate · 
В силу топьно что донаванноrо свойства мы получим то же выражение 

дпя вероятности, будем ли мы непосредственно применять выражение 
(31,ЭО) ипи, исходя из более общего определения состояния системы, 
попьвоваться выражением типа (31,28) и интегрировать его по несуществен
кым дпя данного вопроса переменны,1. Это находится в пмном согласии 
с тем, что в термодинамине, говоря о свободной энергии, соответствующей 
определ!!нным значениям ряда пара11етров, мы подразумеваем, что прочие, 

не интересующие нас в данной задаче, переменные имеют вначения, соот
ветствующие термодинамичесному равновесию. 

Заметим ещё, что выражение (30,3) не меняет своего nида при любых 
линейных преобразованиRх координат. Нужно иметь в виду, что тольно 
пинейные преобразования и следует рассматривать, поснопьну существен· 
но отличной от нуля вероRтностью обладаю'!' лишь состояния, очень мало 
отличающиеся от равновесного. 

§ 82. Флювтуации плотности и рассеяние света 
в жидRостях и реальных rавах 

Мы видели в § 29, что для решения вадачи о рассеянии света... 1 
нужно прежде всего знать величину среднего нвадрата фл:юн

туации числ:а частиц Лп/ в объёме, выделенном в жидности, 
равмер ноторого мал по сравнению с длиной вол:ны падающего 
света (или, что сводится к 'l'Ol\ty же, выражение для среднего 
нвадрата фл:юкrуации плотности в этом объёме). Решен:ие вадачи I 
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о флюктуации плотности n сущности содер11штся в результате, 
полученном нами в § 27 о флюктуации объёма жидкости или 
газа при заданном внешнем давлении. Действительно, мы можем 
выделить некоторую массу жидкости и рассматривать её, кан 

систему, разобранную в § 27. Остальную жидкость рассматри
ваем, как груз, оказывающий постоянное даnление на выделен

ную массу. Флюктуацию :)Того внешнего давления мы можем 
не рассматривать, так как, применяя принцип Больцмана 

и интересуясь флюктуацией какого-нибудь параметра (в данном 
случае плотности выделенной массы жидкости), мы можем про
чие внутренние параметры считать имеющими постоянное зна

чение, соответствующее равновесию. Применял формулу (27,8); 
ноторая теперь даёт средний квадрат флюктуации объёма выде
ленной массы т жидкости, получаем: 

эдесь v = _!:'_о_ - удельный объём. 
т 

(32,1) 

Плотность выделенной 

квадрат её флюктуации 

т 

массы т равна р = V . Средний 

Лр2 =m2 Л-- =-ЛV2 =-- ~---- ( 1 ) 2 m 2 
--- р 2 kT 

V V о V O ( _ v i~) . (32,2) 

Эта формула показывает, что средний квадрат флюктуации 

плотности обратно пропорционален величине - v .!!..!!_ , то-есть 
dv 

nрлмо пропорционален изотермичес1юй сжи~шемости (- ~ до) . 
v др 

Отсюда видно, что в отличие от идеального газа в жидкости 
(а также в сжатом газе, не подчиняющемся уравнению состоя
ния Нлапейрона) средний кnадрат флюктуации плотности зави
сит не только от плотности, по и от темпrратуры. Флюнтуации 
плотности (а значит, и _[Jассеяние спета) становятся очень боль
шими при приближении температур к критической температуре 

данного вещества, так нак при :)ТОМ _.!!__{J_ стремится к нvлю. 
дv • 

Этим объясняется очень сильное рассеяние света веществом, 
находящимся при температуре, близкой к его критической -
так называемая <<критическая опалесценцию>. Это явление было 

открыто задолго до развития Смолуховсннм и Эйнштейном 
теоvии флюктуации, но причина его была неясна вплоть до 
появления их работ. 
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Величину интенсивности света; рассеянного в жидкости; 

мы получим; применяя формулу (29,17). Нан мы видели; 
однако, для её применимости необходимо, чтобы фJrюктуации 
плотности в рааных объёмах были статистически независимы 
между собой, именно необходимо, чтобы удовлетворялось равен-

ство Лр1 Лр 2 = О. Покажем, что для жидкости это действительно 
имеет место, для чего воспользуемся принципом Больцмана 
n том виде, :как он был формулирован n § 30. Действительно, 
свободная энергия жидкости раnна сумме свободных энергий её 
частей, каждая из :которых зависит от плотности этой части. 

Отсюда в силу сказанного в § 30 вытекает независимость флюк
туаций плотности в двух разных объёмах, а значит; равен-

ство Лр 1Лр 2 = О. 
Покажем ещё, что применение принципа Больцмана даёт 

сраэу полное решение вадачи. Выделим в жидкости две малые 
части ваданных масс m1 и m 2 • Массу остальной части жидкости 
обозначим тз. В качестве переменных е 1 , е 2 вовьмём удель
ные объёмы v1 , v2 этих двух выделенных частей. Так :как объём 
жидкости мы считаем постоянным, то, обозначая через v3 

удельный объём остальной массы жидкости тз, имеем условие 

m1 v1 +m 2 v2 + m"V 3 = const. 
Обовначим свободную энергию единицы массы 

тогда свободная энергия всей жидкости равна 

ф = mJ (v 1 ) + mJ (v 2 ) + m"f (v 3). 

(32,3) 
через/ (vi), 

(32,4) 

Разложим ату функцию в, ряд, приняв во внимание, что при 
равновесии плотность всюду постоянная (v 1 = v2 = Vз = v). 
Если учесть (32,3), то видно, что члены первого порядка по 
отношению к Лv 1 , Лv 2 , Лиз обращаются в нуль, нан это и должно 
быть. Члены второго порядка дают 

л 1 д 2f (I?) л 2 + л 2 + л 2). Ф= "i ~(т1 v, т2 Vz тз Vз' (32,5) 

стоящие эдесь производные берутся для значения удеJ1ьного 
объёма; равного v; = v - для равновесного состояния. В силу 
(32,3) 

т У,Оак т1 и mz ей т ан _.. очень малы по сравнению с единиц , о. 
тз тз 

следовательно, член тзЛv 2 очень мал по сравнению с двумя 
первыми членами в скобках в (32,5) и им можно пренебречь. 

Учитывал, что 
дf (l?) д2/ др 
-дv = - Р и дv" = - до ' 
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получим: 

(32,б) 

Отсюда видно, что Лt не содержит членов с проивведе-; 
пиями Лv 1 Лv 2 • Поэтому, польвуясь рr.венствами (32,5), нахо
дим: 

(32, 7) . 

(32,8) 

Равенство (32, 7) показывает; что флююуации удеJ1ьного 
объёма, а значит, и пропорциональные им флюктуации плот
НО!!Ти в разных объёмах неиогерентны между собой, и, следо
вательно, выражение (29,17) применимо для интенсивности 

рассеянного света. Равенство (32,8) даёт выражение для ЛрЗ, 

а именно, совпадающее с полученными прежде 

(32,2). Для величины, входящей в (29,17); получаем:: 

Лр2 dV = kT 

рЗ с -V :~) 

III для интенсивности рассеюшого света 

11 _ (1)
4 si1iiJ с дs) 2 kT V 

7~ - (',-.c2r)2 Р др -(-- др) , ~32,9) 
-v дv 

где V - весь рассеивающий объём. 
Выражение, дающее интенсивность молекулярного .rас-

сеянного света, находится в удовлетворительном согласии с опы
том. Впрочем, эдесь (таи же, как и для газов) необходимо 
кроме влияния флюктуаций плотности, учитываемого этим вы
ражением, учесть также другие причины рассеяния света, 

в частности, не<:Jбходимо учесть флюктуацию анизотропии, воз
никновение отдельны.~ неиэотропных областей в жидкости, 
в том случае, когда ее молекулы не обладают шаровой симиет
рией. Это обстоятельство ведёт и частичной депоJшриэации 
рассеянно~о света и и увеличению его ин'rенсивности. Для жид
ностей учет этих причин рассеяния может быть проведён го
раздо менее надёжно, чем для газов. Согласие теории с опытом 
эдесь не такое хорошее, как для газов. При выводе мы пред
полагали, что свободная энергия жидкости аддитивно склады
вается из свободных энергий её частей, находящихся в объё мах 
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v , 1; 2 и '1', д. Это значит; что мы пренебрегаем свободной энеJ:)
г~ей, соответствующей взаимодействию частиц, находящихся 
в равных объёмах (и притом даже тогда, когда два объёма 
находятся рядом), по сравнению с энергией взаимодействия 
частиц внутри одного и того же объi.:ма. Это, действительно, 
допу!!тимо, таи иак наши объёмы 1..1 1 , i: 2 , ••• должны быть лишь 
очень малы по сравнению с длиной волны видимого света 
( .....,5 -10- 5 см), а радиус действия сил взаимодействия (поряд
на 10-7 см) очень мал по сравнению с этой длинQй волны. 
Поэтому, если объёмы выбрать таи, чтобы они были очень 
велики по сравнению с радиусом действия, то это пренебрежение 
допустимо. Пренебрегать взаимной свободной энергией уже 
нельзя, если основные учтённые члены в Лt обращаютея в нуль. 

Таи как они пропорциональны i~, то это имеет место в 
иритичесной точке, где формула (32,9) в силу сказанного 
неприменима. Неприменимость её непосредственно вблизи нри
тичесиой температуры (праитически n интервал~ 1-2°), впрочем, 
видна уже иа того, что из неё вытекает ДJIЯ этой температуры 
нелепый ревультат - бесконечная интенсивность рассеянного 
света *). 

В обычных случаях флюктуации пою,зателя преломления, 
rзывванные фшон:туациями температур, очень малы по срав
нению с вывванными флюктуациями плотности. 

§ 33. Вычисление флюктуаций величин, рассматриваемых, 
как фушщии положения в пространстве 

Мы уже видели, что при решении многих задач теории флюнтуаций 
нас интересуют флюнтуации той или иной величины (например плотности 
нонцентрации, меняющейся в пространстве). В этих случаях вопрос о 
вероятности определённой флюнтуации сводится н вероятности определён
ного распределения э:rих величин в пространство. Иначе говоря, он сво· 

дится н вопросу о вероятности того или иного вида фуннции, дающей 

*) Ещё в своей основной работе ( «Лnnalen der Physik->, 25, 205, 190) 
Смолуховсний, не учитывая взаимодействия между равными объёмами, 
пытался длл нритичесной температуры, для ноторой тогда нвадратичные 

члены равны нулю, учитывать член четвёртого порядна в разложении 

Л,J,. Это, нан мы видели, лежит вне границ применимости принципа Больц· 
мана. Действительно, мо~нпо поназать, что тогда мы приходим н внутрен· 
не противоречивому выражению для вероятности, ведущему танже н нелепо

му результату: интенсивность света, рассеянного объё~ю~1. пропорциональ

на не величине этого объёма V, а V3/2. Теория флюнтуаций и рассеяния 
света для температур, очень близних н 1,ритйчесной, свободная от этих 
недостатнов, основанная на учёте взаимодействия, дана Орнстейном и 
Цернине. [L. О г n s t е i р und Р. Z е г n i k е, Phys. Z. S., 19, 134 
(1918) und 27, 761 (192r,); Amsteгdam Proceedings, 17, 793 (1914); 18, 1520 
(1915); 19 (1912) und 1321 (1916); Archivs Neerlandese, 111 А, tome IV, р. 7t,]. 
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вависимость рассматриваемой величины от ноордина'С. Поэтому жела.
тельно дать общие приёмы решения вадач этого типа. 

Мы рааберём эдесь :)ТОТ вопрос*), ограничиваясь случаем гауссов 
распределения, ноторое, нан мы знаем, тольно и важно для теории флюн 

туации, и не будем насатьсп математичесной стороны дела. 
Предполагаем, что дело идёт об определении вероятности одной фунн

ции 1; от ноординат в пространстве любого числа иамерений. Обобщени 
на случай многих фующий не представлпет аатруднений. Область иамене
нип ноординат а раабиваем на любое число перенрывающихсп или непере-
нрывающихсп частей!:\, 112 , ... , Vn· Объёмы (пJющади в случае двух ивмерu-
ний) их обоаначаем V1, V 2 , ... , Vn. Пустьl;k=1;(11k) обовначает среднее вна•, 
чение величины по области (например, средняя плотность или нонцентрация; 
вдесь <<среднее,> понимается, рааумеетсп, не в смысле математичесноrо 
ожидания). Мы будем просто говорить, что 1; (11k) цаёт аначение фуннции ~ 
в области 11k. При нижеивложенных выводах объёмы Vk могут быть нак 
угодно малы. Мы отвленаемсп вдесь от тех фиаичесних ограничений на вели
чину их, ноторые свпааны с моленулпрной струнтурой. Мы будем считать, 
что распределение вероятности фупнции 1; вадано, если дана вероятность 
вначений l;k для шобого раабиенип области 11 на шобое число частей 
111, 112, ... , 11,.. Поснолы,у мы рассматриваем вдесь толыю гауссовсние распре· 
деления, вероятность эта может быть написана в виде 

где 

(;; l')d"d!' а· w/-Л-_Qd;d; а· w ~1, '>а, ... ,'"'" ;1 ,2 ... ;п= JI (21t)" е ,1 >2"' 'iп; 

п 

flQ= ] Чkz!;,.';z; 
k, !=1 

(33,J) 

(33,2) 

Мы предполагаем адесь, что средние ~ от l;k равны нулю. Заметим, что 
Лт/1 Q= 0 , где дф-свободнап энергия при данных 1;1!;2 ••• !;,.. 

Чтобы таное определение вероятности имело смысл, в частности, чтобы 
для него была справедлива теорема сложения вероятностей, выражение 
(33, 1) должно удовлетворять иавестным условиям, ноторые мы получим, 
рассматривая средние аначепия Pkl = ;k~Z (нан мы внаем, вадание их впол
не определяет гауссово распределение). Эти величины просто свяваны 
с Чk1, и при помощи вьпшадни (30.7), приведённой в§ 30, мы найдём: 

/33,3) 

а 

Величины Pk! = 1; (11k) 1; (l1z) (причём Pkl = P!k) вависят, очевидно, от формы, 
положения и величины двух областей l1k и l1z, тан что можно написать 
Pk! = р (11k, 11z). Допустим, что мы рааделпем область l1z на две наних·нибудь 
части 11а и 11ь, тан что l1z = 11,, + \.1ь, Тогда в силу того, что 1; (1.1 1 )-среднее 
вначение 1; по этой облuсти, должно быть 

1; (\.1z) = 1; (1.1а) ~; + !; (\.1ь) ~: 

*) Более подробное иаложение см. М. L е о n t о w i t !! с 11, Zur 
Statik der kontinuierlichen Systeme und des zeitlichen Verlaufen der phys. 
Vorgange, Sow. Pl1ys., 3, 35 (1933). Там сделана попытна применения 
н этим вопросам понятия аддитивной фующии области. 
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Это и есть условие, ноторому должно удовлетворять р (\.1k, 111). Очевидно, 
таное же условие должно быть выполнено и для ааоисимости р (11k, 11i) 
от первого аргумента, 11k· Условия эти будут выполнены, если положип, 

p(l.1, 11')-==V~' ~ ~ р (r,-r')dVdV', 

11' 

где р (r, r')-фуннция двух точен r и r'. Замети\!, что если допустит~. 
в начестве р (r, r') <<фуннциИ>>, подобные фующии Дирана (1 (r-r'), то 
(33,4) даёт общее решение задачи. Фуннция р (r, r') является неното; 
рой харантеристиной свпаи флюнтуации равных объёмов. Если r и r 
разные то,шu, то ~:ожно было бы перейти н пределу 11~-+ О, 1)' -+0; 
тогда 

р (r, r') = ~ (r) 1; (r'). 

Нужно, однано, иметь в виду, что если точни r и r' совпадают, то эта 
формула, вообще говоря, 1°еряет смысл, поснольну, нан мы увидим: 
ниже, при r = r' р (r, r') может обращаться в беснонечность. Поэтому 
говорить о среднем нвадрате флюнтуации в точно нелы~я, его можно 
рассматривать тольно для неноторого объёма и польэоваться форму
лой (33,t,). 

Гауссово распределение (33, 1) полностью определяется этой фунR· 
цией р (r, r'), таи нан, вная её, можно найти PkZ для любых 1)~ и 111 и, 
следовательно, с помощыо (33,3) все Чkl· Если флюнтуации в любых 
неперенрывающихсп объёмuх статистичесни пеаависимы между собой, то 
для двух таних объёмоn l1k и Vz Pkz=O. :Jгот предельный случай получим, 
если положимр(r, r') =p(r) (1(r-r'), где р(r)-любая положительная 
фующия, а(1(r-r')-символ Дирана. Если объёмы областей 1.11, Ua, ... , u" 
(предположим теперь, что они не nеренµьшаются и ааполнпют.~сю область а) 
беагранично уменьшаются, а число их п беагранично растет, то нвадра
тичнап форма Q принимает неноторый предельный вид. В теории флюк
туаций это предельное выражение и является ваданным, оно равно вначе-

н11ю ~t для данного вида распределения величины ~ в пространстве для 
0 

~анной фуннu;11й ~ (r). В большинстве случаев 11ro можно представит~. • 
lilIДII 

2Q= ~ F [Ц] dV, (33,i) 

а 

где F [;, ;]-дифференциальная нвадрuтичная форма. 
Qбоэначим черев F [ '1/ ,;] соответствующую ей симметричесную бил•· 

нейную форму Мы понажем сейчас, что если F [;, ;] вадана, то можно 
определить р (r, r'), а, следовательно, вадание F [;, !;] достаточно для 
полного определения вероятности фушщwи !;. Заметим прежд11 всего, что 
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llут~м интегрирования по частям (таи же, нан это делается при вьtводi) 
уравнения Эйлера-Лагранжа в вариационном исчислении*), см. примеры 

f F ["1), i;] dV можно представить в виде 

2 ~ F[11,i;]dV=- ~ 11L[;]dV+ ~ "l)N[i;]d,. (33,6) 

а а б 

Второй интеграл распространяется по поверхности области а. Вы~ажение 
L [i;] представляет собой линейный дифференциальный оператор Эйлера
Лагранжа, соответствующий форме F [!;, i;], N(i;) оператор соответствующих 
«естественных>> пограничных условий. Мы понажем, что р (r, r') предста
вляет собой фуннцию Грина**) дифференциального оператора L (;) пр1,1 
граничных условиях N [i;] = О. Для донааательетва ааметим, что соотно
шение (33,3), свяаывающее qkz и Pkl• можно формулировать в неснольно 
w:ном виде следующим обрааол:. Если в билинейной форме 

2 Q (11, i;) = ~ q,z"11k!;1 
k, 1 

переменные 1;1 аа,.енить при по.\1ощи нодстановни на !;1- ~ P1Y1:r, то 
r 

в силу (33,3) опа преобретает DИд 2Q = ~ 1;,,r. Это соотношение дол
r 

жно сохраняться и в пределе при V k.......,. О, V 1 .......,. оо, поэтому выражениа 

(33,б) должно при ваv.ене 

[; (r) = ~ р (r, r') '( r') dV' (33,7) 

а 

перейти в 

~ i; (r), (r) dV. (ЗЗ,8) 

а 

Но если р (r, r')-фуннция Грина, то u силу её спойства ***) из (33,7) 
вытенает L [:; (r)] = -, ,r) и N [!;]=О (на границе области). Поэтому из 
(33,6) получае,1 требуе.11ое соотношение. Зюiетим, ч10 если, нан это 
часто быпает, влияние границ тела не пред')тавляет интереса, то в этих 
случаях в начестве р (r, r') можно брать фующию Грина оператора 
L [1;] для беснонечной области. 

Полученный результат позволяет дать следующее толнование (по
добное данному в § 16) величине Pkl в случае, если i; представляет 
собой фуннцию, харантериауЮЩjЮ нонфигурацию тела (например, ном
понента СN,ещения частиц u тDёрдом теле). 

*) См., например, Р. Н: уран т и Д. Гиль 6 ер т, Методы мате
матичесной фиаини, гл. l V, § 8. 

••) См. там же, гл. V, § 10. 
•••) Если р (r, r') - фуннция Грина оператора L (:;), то i; (r) = 

- J р (r, r'), (r) dV'-решенин урагненин с праDОй часню L [i;] = -, 
припограничвых)слоr,инх1У[:;]=О. См. Р. Н:урант и Д. Гилъ
бе рт, гл. \7, § 1U. 
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Статичесние услоDия ра1ЗнО1Jеси11 в случае, если на тело в <<направ
лении>> параметра i; действует сила, величина ноторой (на единицу 
объём1) равна К (r), получаются иа вариационного условия (минимум 
сDободной энергии) 

~,jl- ~ К (r) ~ i;(r) dV =0 ~ ~F [i;, ;] dV - ~ К (r) ~;(r) dV =0 

и имеют DИЦ 

L[i;]=-0K(r). 

Поэтому, принимая во внимание механичесний. смысл фующии Грина диф
ференциального оператора L [:;], можем формулировать таное положение. 

Фуннция р (r, r'), определяюща11 i;k;z, раDна статичесному вначению 
i; в точне r, если в точне r' 1J направлении параметра i; действует сосредо• 
точенная сила, равная 0= kT. 

Зная фуннцию р (1·, r'J, можно найти средние аначения нвадратов 
и проиаведений любых Dеличин, получающихся иа i; (r) путём линейных 
операций. 

Мы дадим здесь вычисление толыю выражений, определяющих интен
сивность света, рассеянного рассматриDаемым телом и выаDанного нали· 

чием флюнтуаций в нём. Если ф.лю11туации 1J рапных объёмах тела (малых 
по сраDнению с длиной. волны с пета), статистичесни независимы между 
собой, то, нан мы Dидели D § 29, интенсивность рассеянного света пропор
циональна среднему 1шадрату флюнтуации. Вообще же говоря, это не та~(, 
В общем случае амплитуда элентричесного вентора света, рассеянного 
объёмом V на очень большом расстоянии от него, получается путём интег
рирования выражения (29, 10) по всему рассеивающему объёму, учитывая 
при этом, что 

_ iю (1- zn 
Ео - ~ . 

Обозначая расстояние от dV до точни наблюдения [обоаначенное в (2!,10) 
-.ерее r] через R, найдiЭм 

iюµ 
\ - --(R+z) 

Е1 = А ~ дзе с dV, 
v 

л ю! sin 1) · 
где - е'ю 1 • а R0 -расстояние от неноторой средней точни О 

r.r.c2Ro 
объiЭма Т'. Если растоя ние R - очень вели но, то R можно разложить в 
ряд по ноординатам элечента dV, определяемого радиусом-ве1(тором r, таи 
что 

где 81 -единичный вентор направлешш рассе11ния. Учитывая ещё, что 

де 
дs=д;i;(r), 

получим 

Е = А дz r Е. (r) е - i(s, r) dV. 
1 . dl= ., -

"v 
(33,9j 

Здесь вентор s равен s = k 0-k1 , где k0 -волновой nентор падающего 

и k1 - рассея иного света, тан что 1k 1 1 = 1k0 1 = ~~, а r обозначает. ра-
диус-вентор, проведённый иа на•1ала пом:ещённого в проиавольной 
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точне О объёlllа J,.. Интенси1:пость рассеп пнога спета проп орцмональна 
среднему нвадрату модуля этой nеличины, т. е. пропорциональна ве
личине 

а=~ c;(r)e-l(s,r)dV ~ c;(r') /(s,r')dV' = ~ ~ c;(r)c;(r)ei(в, r-r')dVdV'= 

V V V V' 

- ~ ~ р (r, r') ci(•, r-r') dV dV'. (33,10) 
V V' 

Таним обравом, принимая интенсивность п адающего спета аа единицу, для 
vнтенсиnности расселнного спета получим: 

Jl = /:.2 cio z а. 

~ н:чение интеграла леr,ю найти. Заметим прежде всего, что II случае 

I 
д ородного тeJia фуннцил р (r, r') :юnисит толыю от расстояния 
r-r' 1 точен r и r' т,ш, что р= р ( r-1·' 1 ). I3 выражении длл а вну
треннюю интеграцию мо,юrо распространить по беснонечному пространству 
к написать (33,9) в виде 

+со 

а~~ dV ~ р( r-r'j)гi(1,r-r')dV'. 
v -со 

Величина f ре 1<•, r-r')dV' =С, очевидно, не вависит от V. Тогда, выпол
няя интегрирование по dV, имеем: 

a=VC, 
причем 

С= ~р( 1 r-r' 1) ei(s, r-r') dV' =ei(I, r)u (r), (33,Щ 

если 

и(r)= ~ p(lr-1·'.r) c-i(•,r')dV'. 

Однано, ввиду того, что р ( 1 r- r' 1 )-фуш,цип Грина (для бесно
нечной области), то, следооателыю, и представляе·r собой решение ураn
нения 

L [и]= -e-i(s,r). 

Но в силу (33, 11) 

и=Ce-t(s,r'), 

от нуда 

CL [e-t(s, r) ] = _ е- i(s, r) 

• 
а-= vc"" - --,.,--,--v ___ _ 

ei(s, r) L [e-i(s, r)} (33,i2) 

1В!! 

~ 34. При!\1енс1· ие 1, теории JJассеннил: сnета 

Нан уже было унаsапо в ~ 32, изл011юш1ап там теорип флюнтуаций 
плотности и вытенающие из нес следстnип отпоситrлr,по рассеяния света 

не гщщтсп длп ,ющности при температурах, очень близ1;их н нритиче

с1юй. Орнстоiiп и Цершше*) обобщили теорию таним образо.ч, чтобы она 
была приющима и для ;JТОй области том11ератур. IIpи этом они отнаэьша
ютсн от прежнего допущопип статистичеr~;оii независимости фJ1ю11туаций 

в разных объе\\ах внутри ,ющностн и 1ю11ус1.ают, что между этими флюнту
аципмн иысетсп статист1рюс1;.1 п з:11шси,юсть. Величина этой свяаи убы
вает вместе с расстотше:11 оuъ·j-.юп 0;1ин от другого, та1, что флюнтуации 
в удалёнпых 061,ёыах-статпсти•1сс1ш нез:шисичы между со601'1. 

Эта свнsr, мсащу флю~;туаципщ1 n близrшх 0G1.ijмax внутри жидности 
обусловливается силами моленулпрного nз:шмо;~;сйстnин; ою1а1ю, она 
может простираться па расстоппие значитс:rr,но бош,шсо, чем nеличина 
радиуса вааимодейстnин, тан на~; мошот осущестплпт1,сл пе непосред

ственно, а через посредство молснул, нахо,1:пщнхсп в щюмсжуточных 

объёмах. IЗлиппие этих nзаююдс i\стниi\ 1юш1шо особенно сназат1,сп вблиаи 
нритичесной те~шературы, тан нан в этом случае, благодари тому, что 

1 дv 
сжимаемость - - -а·- очень велина, уше ма лью силы моrут выавать боль

v р 

шое изменение плотности (см. пыражепие длп свободной энергии Л,j,, иа ното

D 1J 
рога видно, что при большом 

O 
Р работа, необходимап для того, чтобы 

вызвать данное изменение плотности, очень мала). 
Нан мы видели в § 33, nеличнпу статистичосной солэи флюнтуаций 

и её аависююст1, от раl;с.тоншш моншо харантсри:101,ать заданием 

фующии двух то•юнр (r, r' ). ноторап n д:ншом случае зависит тольно от 
их расстоянип R= r--r' ', т. е. р (Л). Теории Орнсте/tпа и Цернине 
соответствует фушщил р (R) следующего вида: 

kT e-xR 
Р (R)= t,1t

12 _R_' 
1 

'Х.3=-------

( -v~1) 1з ' 

(~(а. 1) 

где 1-неноторан постолпш1fI, тем бблыпал, чем на большие расстояния 
простирается свнsь менщу флюнтуавипмп. С то•нш зршшп методов, изло
женных n § 33, этот nид свлзи яплпстсп о;щим из простсilших. Его можно 
получить, допустив, что соободпап :щrрrил едшшцы объёма раnна 

M=0F(cr c)=_!_{(-v~E)cr"+y~(vcr)2 } • ' 2 дv ' 
(34,2) 

!!то sначит, что она зависит не толыю от величины относительного уплат· 

Лр 
пения cr = - , но и от его градиента. 

р 

*) L. S. Ornstein und F. Zernike, Phys. Zcits., 19, 134 
(1918); 27, 761 (1926). 

Первоначально работы были напечатаны в Amst. Acad., 17, 793 (1914); 
18, 1520; 19, 1312 и 1321 (1916) и в Archives Neer!andaises, Serie III А. 
t. IV, р. 74. 
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Перnый •1леп адест,, очеnидно, совпадает с выражением (32,5). Соответ
~твующее (34 ,2) JIИJieй1юc дифферепциалыюе выражение, нан леrно убе-
1иться, имеет вид 

L [а]= k~ { 12v
2a-(-v ;;) о} (34,3) 

(34, 1) пвляется его фушщией Грина для беснопечной области. Дейст-
1штелыю, (:14, 1) удо1тетnоряет диффере1щиальному уравнению L [р] = О, 
стре}штсп н пуша при R -;. со и имеет особую точну должного типа 

при R=O. 
Дадим ещё nыражение длп интепсюшости рассеянного спета. Дш1 

,того воспользуемся формулами (33, 11) и (~3, 12). В нашем случае 

L [e-i (s,r)] = _ _!__ f 1282-f- (- v д Р)} e-i(s,r) 
kT L дv ' 

поэтому 

V kTV 
a~----~---=----

/(s,r)L [ e-i (s,r)] с -v ~~) + s•y•-
(34,4) 

Но "z (k1 -k0 ) 2 =ki+Ч-2(k1k0) и, тан нан k1 =k0 =(1}fl ,а угол 
с 

между k0 и k1 равен углу 8 между падающим и рассеянным лучом, то 

.,i=r, _ 2 siп2 _ ( fl"') 0 
с 2 . 

Отеюда 

(1}4 si1121JkTV ер;~)" 
------
(41tc2Ro)2 { ( -v~) +у"4 (;ы)" si112 ~} • 

(34,5) 

в " др 
дали от нритичесно11 температуры 1J дv велино по сравнению со вто-

рым члепш1 в знамст1тсле, им можно пренебречь, мы получим обычную 
форму.ну Эйнштейна длп ишенсиnпости рассетшоrо света (32,9). Вбливи 

" др б 
нритичсс1;о11 то•нш дv мало, и вторым членом знамепателп прене речь 

уже нелызя. Тогда, н;ш понавывает формула (34,5), по теории Орн
стейпа и Цернине з;шисимости и от папраnлепия, и от частоты долж
ны быть уже иными, 11 ч:1стпости, иптенсиnность пропорциональна не 
четnёртой степени частоты, а 11зме~юние её с частотой-более мед
ленное. 

П начестnе второго примера рассмотрим флюнтуации поnерхности 
жидности*), т. е. те отнлопенип свободной границы жидности, паходя
щейсп под действием силы ттнести, от плосности, ноторые nознинают 

блаrодарп тсп.rювому движению. Обозначим черев ~ (х, у) вертинальную 
:координату по11ерх11ост11, отсчптыnаемую от rоризонтал1,ной плосности 

s = О, предетаnляющей средний уроnеш, поверхности жидности. 
Спободнап <11юрr1ш д,~, с1mаJ1ьшаетея из свободной энергии поверхност

ного натпжепия, пропорциональной увеличению поверхности при флюнту-

"') Л. Мандельштам, Ann. d. Phys., 41, 609(1913). 

ацинх, равной 

1ЛS= 1 ~ ~ dx dy [ (1+ (~:)"+(~~У- 1 ]~ 

~t ~ ~ [ С~:У + C}iYJ dxdy 

(у-поверхностное патяжепие жидноети), и ив нотепциальпой апергw. '1 

тяжести, равной gJ ~ ~ (2 dx dy. Тuюш образом, 

1 \ \ { [(д'"\2 (д')2] l Q=2li.т) ~ у fx) + ду +g?;'_J dxdy. 

Соответствующие линейные операторы L ['] и N [ ~] имеют вид*) 

где п-нормаль нонтура поnерхноети. 
Поснольну прантичесни nлинние границ поnерхно,~ти здесь, 

н других подобных в опросах, несущественно, ю.еето фушщии 
д( 

длFI ваданной области при граничных условипх дn = О можно 

нак n 
Грина 

nвнть 

фующию Грина для беснонечной области. В нашем случае ei! можно 
найти по общим правилам; она равна 

р(х, у;х', y')=i;.; Il~i) (i v~r)' 
где ,-расстояние точен (х, у) и (х', у'), н~1 J-фушщю:t Гашюля. Фунн
циR р (r) даёт nорошюобразную форму поnсрхпости шид1юети 11 елучае, 
ноrда n точне х', у' дейстuуст еосрсдоточс1111ап 11ертинальпап сила вели
чины kT. Очевидно, флю~;туации длп раз пых участноп поверхности не 

неаависимы между собой. .. 
Интенсивноеть света, рассепнпого попсрхпостыо ншд11аети, даетсп 

формулой, аналогичной (33,12). Поступап подобно тому, 1шн n елучае, 
разобранном выше, найдём, что sта интенсивность пропорциональна 

4 
kTs 

ы + о ' gp S"Y 

*) J],ействительно, применяR преобравование Грипа, получю1: 



причём тан ше, нан и выше, s пропорционально "' и вависит от угла рас
сея ниn. При обьншоненпых условиnх первым членом в знаменателе 
можно пренебречь, и и11°гепсишюст1, поэтому пропорциопаJ1ьна второй, 
а не четвёртой степени ш. 

В ванлючешю заметим ещё, что l(еформационные флюнтуации в 
твёрдом теле, ш11ешю ст~:виги, возни1;ающие в разных его точнах, 
ташне статистичесни сnпзапы меа;ну cofioii, и иsложеннью здесь методы 

могут быть с успехсм примеппмы 'и н это~1у слу•1аю. 

ГЛ А В А IV 

ОСНОВЫ I~DAIJTOD01i СТЛТIIСТИКИ И ЕЕ ПРОСТЕЙШИЕ 
ПРИМЕIIЕПИЛ 

§ 35, Общие положсшш 1шантоnоii иатистшш раnноnесных 
СОС'l'ОЯНИЙ *) 

Основные полошения ~;вантовой статистин:и основываются 
na представлениях r-шантовой мсханини. Им может 
быть придана формулировна, аналогичная формуJшровне 
основных положений н:.11аrсичесной статистини. Существен
ное отличие имеетсн, однан:о, в том, н:ан в нвантовой теории 

описывается и вадаётся состояние системы. В ш1ассичесной 
статисти1,е состояние системы определялось ваданием всех 

н:оординат и импуJ1ьсов системы и нушно было на,йти выра
жение для вероятности опредеJ1ёпного состояния:. В н:ван
товой же теории таное определение состояния системы не

вовможно, тан: нан: в сиJ1у <ш ринципа неопределённостю> 

невозможно точное одловременпое вадание и н:оо рдинат, и 

импульсов системы. 

В н:вантовой теории воuмотпы следующие постановки 
вопроса. Можно, во-первых, ставить вопрос о вероятности 
состояния систвмы, задаваемой опрсделёнпой воJшовой функ
цией, н:оторой соответствует нен:оторый во оможный уровень 

енергии. Во-вторых, можно иснать распрсделение вероят
ности для ноордиrrат или рuспредешшие вороятности дш1 

импульсов системы. В-третьих, мошне псн:ать в~:нон распре-

*) Мы пе прете1щусм на то, чтобы д ~ть (нtш DTO было сделано в нлассиче
сной ст;~тпсти~;е) лuг1рюениi\ xOi\ ИJ\е(1, приводящий н формулировне 
основ 1ша~1товой статистшш. :)та за;1ача (т, тому же ещё·, па наш ваглнд, 
вообще но ра;~решu1111ая с J\остато'пюй нспостыо) потребовала бы углуб
лепиn в вопросы 1ш;штовой мехашши. :1,1,ес1, даютсл тош,но основные 

фор~1улиrюm;н в 11аи11олr·с Yi\Ofiпo:11 дш1 11риложе11ий виде. Нес1i0лыю более 
подрuеiныii разuор вопроса читатеш, 1ыi\;1i•т, паприll!ер, в нниге П. И о р
д ан а, Статиспг1сс1;ан фи:зи1,а (рус. 1ир., Харыюв, 1935 г.), стр. 19 и 
следующие. 
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деления для любой фивичес1{ой величины, вависящей от 
координат и импу.ттьсов, и.1111 длп нсскольних тан:их вели
чин. Эта последняя пост.1.новн:а вопроса - самая общая, 
первые две - её частные случаи. .. 

Будем рассматривать систему, помещенную в термо?.тат, 
н дэдим для такой системы вr,~рат:ение вероятности ее со

стояния при термодинамическо:~1i равновесии. 
Займ~мся снач2ла первым ив толы,о что поставленных 

вопросов. Мы будем предполагать, .. что энергия нашей си
стемы машет принимать диснретныи ряд возможных .значе-

" Е Е L' Е Кс1ждому ив них соответствует 
НИИ 0 , 1, 1.:,2, "' • • • 

оnределённое · состояние системы, описъ,ваемое опреде-
лённой волновой фушщисй. Мы предполаг,1 ем, что значения 
:~н~jргии обравvют дисr,рстный ряд потому, что в термо
динамике мы· рассматриваем ограничвнныс в пространстве 
епстемы, а для таю1х систем :JТо действительно имеет место. 

п редполопшм rначал[!, что п.атдо11Iу воол10:пшому ~наче
нию энергии соответствует тольн:о одно еостоппие, опиеывае
мое одной волновой фушщией. Другими словами, мы счи
тгем, что 1шждыи из уровней ;шсргии-одноr,ратный или 
невырожденный. Тогда вероятность состояния: с энергией Е6 
для системы, помещёпной в термостат (и, следовательно, 
неиволированноii), даётся выражением 

\V-E, 

W
8
=e (с) 

причём чr находится из условип нормированпя 

W 00 Es 

e"G" ~ е - 8 = 1. 
п~О 

( 35 ,1) 

(35,2) 

Верзятность состояния в случае, НОL'да уровни :шсрги~
I{ратные (т. е. опр,щелёнпому вначениrо ;:~нрргпи соотве1ст
вvет нзсколько састояний системы, нссr-юлы{О неоависимых 
в~лновых функций), может бL.ТЬ отсюда получена, сели 
предположить что l{ратность полу•1иJiась в резуJrьтате слия
ния несноль;их различных уровней. IЗсроятность та1шго 
нратного состояния равна сушие вероятностей Сjiившихся 
простых состояний, тнн: что если кратность уровня энергии 
Es равна [Js, то его вероятность будет 

(35,3) 

\V-E" 

причём \у 11аходится ив уtоловиц ~ е ~- gs = 1. Выра:-;,ение 
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(35,3) n ю~:щтовой статистике ваменяет классичесное вырнже
ние 

'lf-Es 

dW (Е) = е~- О (Е) dE 

и повволпет решать те ,r,e вопросы, что и последнее, в част
ности, ~_~аходить сроднис зю чсния всех величин, имеющих 
опр?дзлешrь;е вн~1 чстпя в кашдом из состопний Е0 , Е 1 , Е2 , ••• , 

например, среднее значение энергии системы. 

Закон рtспрl'долrнип вероптности для координат. мы 
получим, если примем no внимDние известные полош:ения 
1шантовой механиrш. Если система находится в состоя
нии, ноторому соответствует волновая функция Чls (q) = 
= \fs (q" q2, · · · , qn), где i:Jнергия имеет точно определённое 
вначепие Es, то вероятность коор:щнат в предеш1х q;, qi+ 
+dq1 равна 

вдесь q обозначает сово1iупность всех координат q" q i, ••• , 

qn, а dq = dq 1 dq 2 .,, dqn, 

В более же общем случае, Rогда состояние с волновой фунн
цией ~s ( q) имеет неноторую вероятность Ws (а именно, этот 
случаи и осуществляется для системы в термостате); вероят
ность данных вначений ноординат системы равна 

о:, 
о:, 

В нашем случае вероятности Ws имеют 
Поэтому мы получаем заrюн распределения 
для системы в термостате в виде 

о:, 

W(q)dq= ~WsWs (q)dq= 
s~o 

значение (35,1). 
по ноординатам 

ro ro W-IE, 

=] WsЧJ; (q) \fs (q) dq =] е (<) ЧJ; (q) \fs (q) dq. (35,4) 
S=O S=O 

Наиболее общая задача-нахождение средних значений 
(а т~кже закона распределения вероятности) для любой физиче
снои величины-танже может быть теперь решена, если восполь
воваться известными положениями волновой механини. Кан 
иввестно, в нвантовой механике веяной физической величине 

(11 

соответствует оператор. В простrtiших случаях этот оператор 
находится таи, что в нлассическом выражении этой величины: 

черев ноординаты и импульеы, т. е. в функции F (q,p), р заме-
h д .. 

няется на . д , где h обозначает постоянную Планка, делен-
~ q 

ную на 2тс, h = 1,04 . 10-27 :-1рг · сек. Среднее ;шачение неното
рой физичесной величины, ноторой соответствует оператор 
Р, в состоянии с волновой фуннцией lfs (нан это принимаi'I 
нвантовая механика) равно 

Fss = ~ ф; (q) PЧJs (q) dq, 

где PЧJs (q) обозначает результат действия оператора Р на фунR
цию \fs (q). 

Интегрирование распространено здесJ, по все~. возможным 
вначениям ноординат системы. Эта формула дает <<усJювное 
среднее» при заданном состоянии s. У читывая, что вероятност1, 
W s :)ТОГО состояния даётся каноническим выражением (35, 1); 
для среднего значения величины Р для системы в термостате 
получим: 

оо 00 1}~-Es 

F= ~WsPss = ~С~ Fss· (35,5) 
s=O s-~o 

ПоскоJiьку эта формула справедлива для любого оператора, 
то, в частности, она справедшша и для любой степени Р, по
этому юз неё может быть поJiучено и выражение для распре
деJiения вероятности любой физичесной величины, в том числе 
для импульсов. 

Действительно, вероятность того, что значение неноторой величи~_ы 
L лежит в пределах L' и L' +dL', равна средне ... у от F = f (L), причем 
/(L)=1, ecлиL'<L<L'+dL', и /(L)=O, еслиLлежитвпеэтоrо 
интервала. Точно тан же из ( 35, 5) може·r Gытr, получен за нон распре
делении длп любого числа номмутирующих между coбoi'i величин. 

Н:ан вытенает из излошенноrо, <<система n термостате>> не мошет Gыть 
охарантеризована одной определёпной вошю1юi'! фушщией, ноторая 
позволяла бы находить псе относпщиесп н э·rой системе средш1е значении. 

Таная система не представляет собой- <<чистый случай->> n нвантопомехани
чесном смысле этого термина, а представляет coGoi\ <<смесь,>. l{ан nссг11а 
в подобных случаях n 1шаптоnоi-1 мехапи1,е, та1,ан система может Gыть 
охарантеризована <<статистичесним оператором>>. )~лп ш1шсго слу•1ан т::шим 

, <V-Il 

статистичесним оператором нnлпетсн оператор R = е eJ , где ll-o п е
р ат о р Гамильтона. С помощью этого онератора сре1\1;ие зн:Р1е,11ин люG?й 
nеличины, ноторой соотпетстnует онератор F, могут оыт1, на1111е11ы, на~, 
диагональная сумма (Spur) произnеi],енин оператороu R и F, по фор,1ул11 

F = Spur(RF) = ~ R tFt•· 

•1 

dlt 



Наi\дi'!м велпч1111у ::;рш ( /01') Фупнции .,. (q) соб-с ф- ., ·-
. 't's - тuенпые ующии 

W-JJ 
оператора Гамилигона II, ап:~<шт п опорато1Р R -- е-1,)-

, , с u. - , тан что 

'1'-11 W-Es 

По,1тому 
е 0 У., ,rz) ~- е 0 Ч'в (q). 

матричные ::~ломон'ГLI R равны 

R ( .1.• 'F_~][ \ W-E" W-E, 
вt = J 't'se Ч't dq = .) ,i,;e 0 Ч't dq = rJ

8
te -0-

тан что в этой сиетсщ) oceii матрица Rst диагональная п 
умножения мат!'Ш\, нах0;~ю~ · рименяя правила.: 

т. е. формулу (35,5). 

§ 36. '!'r11модннамичес1шс функц:ш 

Таи Ж!.', н:ан в ш1ассичосной статистин"' с "' родние, взятые 
с помощью на~)юничосн:ого распр!.'доленин, дают (для <<системы 
В термос·rато>} знuчония (JJИ3НЧОСRИХ В!.'ЛИЧИН , , относящиеся 
li термодинамичошюму равновесию Эти CJJ"'д 

ё б · " ние в нонечном 
сч те должны ыть интерпретированы нан сред 
Таи ние по времени 

же, 1.ан в 1шассичосrюм I{аiюническом · 
в " распределении 

н:вантовои статистнне величины Н и 1~· поп ' 
• r.:. б " рошпому имеют 

смысл. п -а сошотпои температуры а \JJ" -своб u 

Легно убедиться пролщо всего ч_ ;о рассуждеоднои энерг~и. 
§ 11 , . нил; приведен-

ные в и поназывающие что 0-температур u 

мdrут быть перенесены ~I в нванто~ую статниыи параЛметр, 
стинv. егно 

увидеть танше, что вывод формулы для ер u • 

§ 11 ·· еднеи энергии 
остается в силе, если заменить там интегр 

мированиом. Д ействитолыю ирование сум-, 

Es W 

а таи нан согласно (35,2) ~ е -е = е -~ , то 
~ получаем: 

Это-уравнение 

114.1 

w \У 
-1~ - - д - - дlI!' 
~ = е i:J це -- е ;; - IIJ" п -

u JA - -о и0. 

Геш,мгольца-Гиббс а, 

(36, 1) 

Qператор Гамильтона нашей системы Н зависит от внепtних 
параметров а 11 а 2 , ••• , тан -нан от них эависит потенциальная 

энергия еистемы. При этом ak определяют положение внешни·л 
тел и рассматриваются, нан числа (а но нан операторы). Таним 
обраэом, состояние внешних тол описывается нлассичесни. 

Собственные фушщии Ys и собственные эначения энергии 
Es эаnисят от парамО'I'ров а" а2 , ••• 

Обобщённая впошнля сшrа в направлении параметра ak равна 

Ak = - JU = - JII 
Jak да11 

( тан нан от ai зависит тольно потенциальная энергия, то 

в << q-представлению>, ноторым мы эдесь пользуемсн, это не опе
ратор, а число-фуннция q и а;). Среднее значение внешней 
си;1ы найдём, пользуясь общей формулой (35,5); оно равно 

Vl-E, IY-E8 

:ik =] е-1,;- (Аk)н = - ] е ~ ~ '{!; (q) :: ~ (q) dq. 

(36,2) 

rеперь же примем справедливость этого и тогда еовершеняо 
тем ;щ1 путём, нан в § 11, было донаiано paв~нtTlilO 

- д1J!' 
Ak- ---

аи.11 ' 

1.IGIJIJЧIIМ: 

1Jf-E, 

] 
-- дЕ, ачr 

= - е 0 -= -
да~ да11' 

(36,3) 

Из равенств же (36,1) и (36,3), нан было поназано в § 11, выте
нают основные термодипамичсоr,ио уравнения. 

Остаётся доназать равенство (36,2). Волновые фуннцив 
~s (q) удовлетворяют уравнению Шредингера 

H~i=Es~s· (36,4) 

Оператор Н эависит от а , , а 2 , ••• , по:-Jтому от а 1 , а2 , ••• аависят 
его собственные фуннции Чls и собственные аначения Е6 • Диф
ференцируя (36,4) по ak, получаем поэтому: 

ан,,, = -Н a,i,, + ан.w +Е a,i,_!_. 
ia11 r• ia11 д•11 's s '"" 



'Умножал uто равенство на ·,!/ ноординат, получим: s и интегрируя по пространству 

~ IJ!;~~~~s dq= - \ lji;Hдt, dq+ дЕ"+Е \ .д,J,. k ) даk даk г J IJ!s ij;z-~ dq. (36,5) 

Оператор Н -самосопрлжённый поэтом ций ер (q) и Х (q) имеем: ' у для любых двух функ-

~ срНх dq = ~ хНср dq. 

Полагал m = ,1,• _ до/, т 'j's, х - аа-: ' получаем отсюда нием (36,4): '· ' польаулсь уравнi· 

С IJ!;H адt, dq = ( аФ, н,1,• dq = Е С дt, .1.· d 
) ak j даk 'fs s J да~ '1'• q. 

ПодставJ1лл это равенство в (36 5) ' ' получим: 

\. IJ!;aн ,1, d =ав. 
j даk '1'• q даk , 

и р~енство (36,2) докааано. 

свобо;~~б~~е;::Jd с:~~и~о~:а~си;~~:~~е~:атистике нахождение 
ний, в квантовой оно сво ит . ю интеграла состоя
ний)), равной д ел к вычислению <<суммы состол-

Е 

Z =] е - ld

1

, 

кли, для случал, когда уровни энергии-кратные, равной 
Е, 

Z=~e-eQ ""81 •. 

Свободнал(3энерl'ил свлаана с суммой состояний кает иа 5,2), соотношением , как ато выте-
W = -0lnZ. 

§ 37. Применение кnантоnой статистики " о Формул n ... сциллятору. 
а лаю~а для его средней ~нергии 

квантовую статистику к гармоническому осцил

т. е. к системе, оператор Гамильтона которой имеiт 
Применим 

.ллтору, 

вид 

h д p=---i дq • 

вычислим прежде всего среднюю энергию осциллятора. Rа:к 
покааывает квантован механика 1 ), энергия такой системы может 
11меть вначения 

Es = (s+ {-) hш, S =0, 1, 2, ... (37 ,1) 

Rce состояния, соответстnующие этим возможным энергиям, 
однократны. Предположим, что наш осциллятор представляет собой 
часть системы температуры Н. Взаимодействие осциллятора 
с остальными частнми системы достаточно мaJIO (см. § 10). 
Тогда вероятность той или иной энергии осциллятора даётся 
наноничесним выражением (35,1), так что вероятность 
s-го состояния равна 

Средняя внергия Е равна 
со = Vl-1!, 

Е= ~ WsE, = ~ е'-е Е •. 
s-0 •=0 

Для её вычис.ления, нан обычно, удобнее всего вычислить 
сначаJiа сумму состояций 

со Е, 

Z= ~ е-·в 
,-о 

Применяя теперь общее еоотношение (37,1), получим: 
Е _ чr _ 0 aw = 02 а In z 

- д0 д0 ' 
(37 ,2) 

Для осциллятора (согласно равенству (37,1)1 сумма состоя" 
ний равна 

00 Е, 00 llw( 1) l,w со •""' :, - .-, - •+ - - -- ., -
Z = ::Е е 0 = ~ е 6 ~ = е ~е ~ е ld 

s-0 s-0 s-0 

1
) См., например, Л. Д. Бройль, Введение в волновую меха· 

нину, Харьнов, 1934, стр. 219, или В. Фон, Начала нвантовой меха-
нини, Ленинград, 1932, стр. 68. 



Ряд, входящий в ато nыражение, представляет собой геоме
hw -

трическую прогрессию с внаменателем е 11 , сумма его -
t 

----,,h-w ' по~тому 

( - ' - 11 

• 

ltw 
~ - ~f) 

z----,,-"' 
1 - ,, - е 

1'11) 

h,o -
ln Z = - -ln ( 1- ~ в) 20 . 

Дифференцируя и умножал на н•, имеем: 

Е = (':'1 2 д ln Z = h,o -f-- __ h_Ф_ 
д0 2 hw 

с-в - 1 

(З7,3) 

Это-выражение Планка для средней энергии О('Щиш111тор11.. 
Основное отличие от классического значения для ередней анер
гии осциллятора, равной в= kT, состоит в том, что средняя 
внергия осциллятора в квантовой теории зависпт от его соб
ственной частоты. Рассматривал систему, анергию которой 
можно nредст11вить, как сумму анергии осцилляторов (напри
мер, твёрдое тело, излучение), мы видим на атом примере, что 
в квантовой теории ;закон равпо:11е рного распределения по сте

пеням свободы не имеет места: с реднял эне ргил отдельного 
нормального колебания зависит от его частоты. Отсюда выте
нает также, что n квантовой теории температура, вообще гоnорл, 
не представляет собой универсальную меру средней кинетиче
сной анергии, нак это ииеет место с точ1,и зрения классической 
ста1·истини. 

Связь мешду средней кинетической энергией k и темпе
ратурой р11элична для разных систем, н11пример, для осцил

лятора К зависит от частоты 

К=.!.._ Й = .!_ (hw + h,o ) 
2 2 2 1,ш • 

ч hw 
лен 2 в выражении для Е 

осциллятора, остщощуюся при 

нуля. 

с t1 -1 

даёт <<нудевую анергию& 

температуре абсолютного 

Зависимость средней энергии .. от температуры дана на 
черт. 12. Пунктирная прямая дает вависимость по нлассиче
ской теории согласно 

закону равномерного 

распределения 1:Jнергии. 

При малых темпера

турах или больших чac-
hw 

,:·отах, когда 0 очень 

велико, в (37,3) в эна
менателе единицей мож
но пренебречь по срав
нению с покаэательной 
фуннцией, то~_да полу
чаем приближенное вы

ражение: 
hw 

- hw - 1Э (3 7 4) 
Е= ~ +hше . ' 

При высоних темпера-
hw 

турах, ног да O мало, 

показательную функцию 
можно разложить в сте

пенной ряд. В реэуль
тате имеем: 

t 

о J IТ",; 

Черт. t2. 3:шисююсть средней энергиl'I 

0с, 1иллптора от температуры по нванто
пой ( е1шош11:111 нривая) и нлассичесной 

(пуннтир) 1•оорилм. 

Е = hi + h--z:;-_1 __ (1i-;,)h:-----:г(h'" )з = в ( 1 + 1~;45"} .. , (37,5) 

. 0+21 0 + 3! 0 

так '1ТО, с точпоетью до члена порядна 0(~;-) 1

, Е=0, т. е. 
(ИJiи малых частотах,· вообще, 

при высоних температурах 

при малои ~ 0
) мы имеем нлассическую величину средней 

энергии. ) 
Зависимость энергии от частоты (при данной температуре 

легко получить, исходя из только что сказанного. Зависимость 
члена hw от ш изображена· на черт. 13 для двух температур 

hw 

е 0 -1 
Е) и 0 , прич:;м0 2 > 01. 

1 Пр~ больших частотах это, зависящее от температуры, 

слагаемое в выражении Е стремится к нулю. Последнее обстоя-

•о Статистичесиа11 физииа 



тельство устраняет затруднение нлассичесной теории (унаэан
яое в§ 17), связанное с разрывом величины энергии (и теплоём
ности) при переходе от очень жёсткой свлаи в системе н свлэи 
абсолютно жёстной. Очень шёсткой связи соответствует боль
шая частота, неограниченно возрастающая вместе с возраста

нием жёстности этой свлэи. Вместе с возрастанием частоты, 
по квантовой теории, убывает и аавислщал от температуры 

Черт. 13. Зависимость :шергии осцилштгора от частоты при данных 
те~шсратурах (i'-J/)2 ~ 2f\). 

часть энергии и теплоёмкость. Поэтому длл вопросов тепло
ёмкоети нормальные 1щлебания очень выс01юй частоты ро
ли не играют. 3десь переход и абсолютно жёсткой свлэи не
прерывен. 

Найдём ещё для осциллятора, находящегося при опрсделёнпой тем· 
пературе, выражение для вероятности опредслённого значения его ноор

динаты. Для этого воспользуе~1ся формулой (:J5/,). Нан известно, норми
рованные собственные фушщии осциллятора тание: 

V
-
moo 

х- h q, (37 ,6) 

где Н,(х)-полиномы Эрмита. 

Плотность вероятности поэтому согласно (37 ,4) равна 

оо Es 1 hш оо - hш• 
1 ~ --~ I .,. 

1 2 _ 1 (moo)z - ~·1,1-х2 ~ е tt [Н, (x)jl 
w(q)-=-z~e 'f',, -z rr.h. е ~ 25 61 

s=O 1-О 

где t = { е 1,1 , а Z - сумма состояний. Этот ряд может 1'ыть просум
м11рован. Для этого нужно воспол~,зооаться формулой "') 

со !1 1 

~ ts [Hs(x)]2 = -- 1 ____ et+~t х (37,7) 
~ s! y1-r,t• 
s=U 

*) :Jту формулу можно выпести следующим путём. Кан известно 
(см. Р. l{ уран т, .Ц. Гиль б с рт, Методы математичесной: фиэини, 
ч. I, гл. II, § 9, стр. sr,, pyccr,. изд., 19:~з r.), полиномы Эрмита могут Ciwтi. 
спределены с помощыо образующей фующии 

пр111ч!!м 

,,-u'I 2ux = ~ и•н. (х) 
......1 il 
•-О 

• х~ d'e -х• 
Н,(х)=(-1) ,,. -d.x:'-. 

Польвуясь тождеством 

+со 

-х:1 1 \ i?x11-111 d 
е =v;;-.)e 11 

-со 

II применяя (Ь), находим: 
+оо 

Н,(х)=(-~' ex:i dss \ ei211x-v1dy~ 
у 1t dx .) 

-оо 

( - 2i)5 

}11t 

(а) 

(Ь) 

(с) 

+со 

~ y•ex•+2ivx•-11•dJ1. (d) 

-оо 

Заменяя один из множителей в [H.(x)J2=H.(x)H.(x) (37,7) 
выражением (d), получим: 

СХ) 00 

~ ts[H,(x)JЗ =-1-..сехз с /ivx-112 ~ (-2iyt~·н.(x) d1J. 
~ s! }/1t .) ~ s. 
,-о •=0 

Применив теперь и сумме под интегралом формулу (а) 111 полож•в 
и = - 2iyt, получим: 

со 

Х, t' [Hi(x\)2 
...;;.. ,! 
•-О 
TO·iCT• (37, 7). 

,, ... 



nолаrая 

Применяп это равенство, находим: 

1 hш h,o hw 
1 ( ) - -- -xsTiФ-- - -- -i 

w(q)=z- 1~ 2 е <!,) е ;.1,1(1-е t!) 

Подставляя Z и ваменяя х на q, получаем: 

mw ~т hhw 
~ f rnw hw - h q g ~t! 

iv (q)= V h--;; Tgh 2(~ е (S7 ,8) 

Это тан наэываемап формула Блоха. Она ааменяет в 1шантовой теори• 
нлассичесную формулу 

Мы видим, что и JJ нnаптоnом случае получается распrеделение Гаусса 
тан же, 1шн в нлассичес1шй статистине. Дисперсии распределенип МОЖiТ 

быть пгоще найдена из условин 

поснольну в нвантовой мехапинс, тан же нан в нлассичесной, средня11 
нинетичеснан и средняя потенциальная ~перrии осциллятора равнw; 

Сilтсюда имеем: 

(87, 9) 

Формула Блоха (37 ,8) и прсдстаDлпет собой распределение Гаусса с дис·, 
персией · (37,9). 

Заметим, что сели мы имеем пс осциллятор с одной степенью сво· 
боды, а нваэиунгугую систему с любым числом степеней сJJободы, то рас
пределение ноординат дли нсё танжс гауссово. Действительно, введём 
нормальные ноордипаты. Нормальные ~;оордипаты являются статисти· 

чесни неаависимыми менщу собой, 11 веrоптность бу11ет равна проиаведе
нию выражений (3? ,8), относящихся но всем нормальным ноординатам, 
то-есть распределение Гаусса. Псрсходл н перпопачалы1ьш ноординатам 

путём линейного прсобразова111111, мы получим длп этих ноординат танж11 
распределение Гаусса, по этп ноор;щпаты уше, нонечно, пе будут статисти· 
чесни неаависимы меж11у собой. Их среюшс нвадраты и средние проиа
веде11ин могут быть получены путём, аналогичным тольно что изложен· 

ному :щи осциллятора, и, таким обраао~1, aa!-iOH распределения по.лност. 
ОПрiДiЛIН, 

"' 

§ 38. Тшлоём1,ость )l;nухм;омпых га.зов 

Мы видели в§ 37, что 1шантовая теория в случае осциллятора 
устраняет те принципиальные затруднения, которые воани· 

кали в классической теории теплоемкости. Мы можем танже 
дать общий ответ на nопрос о том, какие степени свободы 
существенны для nопроса о теплоё:-.шости, какие-нет и могуr 
быть заменены ((;с1,ёст1юй сnязью>>. Именно, если для данной 
степени свободы наименьшая nоаможпая энергия равна $ 0 , 

а следующий nоаможный уровень энергии Е,, то вероятность 
состояния Е 1 равна 

Е1 
е -1,1 

Ео Е-1---<е 
e-6 -J-e- !,) + 

Поэтому, есJ1и Е i -Е0 очень вслипо по сравнению с 0 = kT, 
то вероятность всех ((nоабуждёпных>> состояний Es (при s:;;;,. 1) 
будет очень мала. Значит, при этом условии система практиче
ски находится в наиниашем энергетичесном состоянии, средняя 

энергия её раnна Е0 и не ааnисит от температуры; соответству· 
ющая тешюёмкость будет раnпа нулю. 

Е -Ь' 
Если величину - 1 !с O обоаначить череа Т с ( ((Характеристи-

ческая температура>>), то услоnием исчеапоnения теплоёмкости 
будет Т ~ 1\. 

Применение кnантовой теории к вопросу о теплоёмкости 
гааов с двухатомными и многоатомными молекулами позволяет 

во всех деталях объяснить пак величину их теплоёмкости; так 
и её зависимость от температуры. 

Мы рааберём адесь nопрос о тепло;;мкости двухатомных 
гааов. Молекулу дnухатомного гааа нужно представлять себе, 
как два твёрдых атома, сnяаюшых между собой так, что расстоя
ние между ними может меняться очень мало. I{аждый ив ато

мов можно расс.vrатриnать, 1шн абсолютно шёсткий, и его поло
жение отождестnлять с положением ядер, потому что энергия 

воабуждения атома Е, - Е0 очень велика (порядr-ш 10-и эрг), 
таи что наличие дnип.епий электронов n атомах с1-шэывается 

лишь начиная с температур поряд1-ш 

10-12 10-12 

~k- = 1,r, . 10 1,; ~ 10 000° *). 

*) Если энергии возГ,уа(\Онин Е1 - Н0 ш,1r,::ш;епа в элентрон-вот,· 
тах, то 



Мы видели в § 17, что в промежутке температур от десятно:е 
градусов шкалы Нельвина до сотен градусов правильная вели -
чина теплоёмкости для двухатомных газов получается, если 
двухатомная молекула рассматривается, как система с пятью 

степенями свободы, 1шн две жёстко сnя:Jапные материальные 
точки. При :)ТОМ учитывается; поступательное движение моле
кулы и вращение во1,руг двух осей, по нс учитывается вращение 

вокруг оси симметрии и 1шлебапие ядер. Мы видеJiи также, Ч'l'О 
при высоких температурах (порядка 1 ООО' ) теплоёмкость рас
тет и имеет значение большее, чем то, которое соответствует 
:этой модели по классичсс:юй теории. Для водорода обнаружено, 
кроме того, при понишсшrых температурах (начиная с 300) К) 
падение теплоёмкости, ноторая при 50 К падает до 3 кал,/гр2д, 
то-есть до значения, соотnетствую'Щсго одноатомным газам. 

Все :эти фюпы объясняются 1шантовой теоремой. 
Мы должны рассматривать поступательное движение, вра -

щение молекулы и колебание ядер атомов. В приближении, 
годном для не слитном высоних температур, :эти движения 

можно рассматривать независимо одно от другого и считать, 

что :энергия складывается из поступательной, вращательной 

и :энергии 1юлебаний ядер. Соответственно этому средняя 

энергия Е и теплоёмкость Cv будет сrшадываться и::~ 'l'рёх чле
нов, т. е. 

Е = Еtг + Егоt + Evib, 

Cv = CLr--J-Cгot+Cvib· 

(38,1) 

(38,2) 

Для :энергии поступательного движения молекул квантовая 
теория в нашем случае нс даёг ничего нового по сравнению 
с классической; таким образом, с рсдпяя энергия одной моле
кулы равна 

Е 3 
lT tr=j f , (38,3) 

а соответствующая теплоёмкость граммолекулы будет 

З З кал 
Ctг= 2 Nk= 2 R~Зград. 

(38,4) 

J{олебания ядер в моленуле можно считать малыми и рассма
тривать их, как Гqрмопичссние (это верно вплоть до температур 

в несколько тысяч градусов). Средння :энергия колебаний выра
жается формулой llлашш, гак что для одной молекулы она 

равна 

Е hщ hw 
vib = 2 + hu> 

(38,5) 

ekT -1 

110 

а тепло!!мксогь граммолекулы 
hw 

N (h,o)! /т 
h"' 

kT~(ckT -1)2 

(38,6) 

где Ф - собственная частота колебаний. Эта частота может 
быть определена, если известен спектр излучения (или погло
щения) для данного газа. Д.шт моленул, ссотоящих из ионов 
разного знака, колебания 1юторых поэтому сопровождаются 
изменением элснтричсrкого момента молснуды и, значит, 
сопровождаются излучением света, эта частота проявляется как 
частота одной из линий излучения. Для М'0лекул, состоящих из 
одинаковых атомов, частота Ф хотя сама по себе не проявляется, 
нан частота линий излучения, но может быть найдена из ана
лиэа спектров молекул. Эти частоты молекул лежат в инфра
нрасной области спектра. Например, для HCl частота собствен-

ных 1-юлебаний атомов в молекуле равна;;= 0,875 .1он сек- 1 ; 
ей соответствует линия в инфранрасном спектре при)..= 3,42 !-'-· 

Cl т Jiu:, 1,(Jf,.10-21 .2тc-O,IOG-1014 
_ 42000 К 

Поэтому для Н vib = k = 1,37· 10 ·н - • 

Для Н 2 Т viь = 6100° К; длн 0 2 ,Т viь = 2 240° К. Величина 

Т viЬ = _hw_ может быть названа харюперистичес1юй температурой 
k 

для :энергии колебаний. Если Т ~ Тv;ь, можно пользоваться 
классической формулой; наоборот, при Т «: Т viь теплоёмкость 
С viь исчезающе мала. Приведённыс числа показывают, что 
для этих газов Т viь порядн:а тысяч градусов, а юшчит, при ком
натной температуре и ниже её энергия нолебаний этих молекул 
и соответствующая ей теплоёмкость очень малы и могу'l' вообще 

нс учитываться; например, для OJ при 300 К Cviь,....,,0,05 :;:а· Эта 
часть :энергии становится заметной только при более высоких 
температурах, и ростом её объясняется увеличение теплоёмкости 
при высоких температурах. 

Рассмотрим, наконец, энергию вращения моленулы. При 
этом мы, вычисляя энергию вращения, будем считать молекулу 
абсолютно ш:ёстной. Наша молекула представляет собой тогда 
симметричный ротатор. Момент инерции сё относительно оси, Пf)р· 
пендикулярной к оси симметрии, в согласии с нашей моделью 
принимаем равным нулю. Н:ан пока3ьшаст квантовая механи
ка, :энергия вращения таной системы может иметь вначения: 

(38, 7) 



При этом состояние, соотnетствующее определённому j, - крат
ное; кратность его раnна !2; = 2/ + 1. 

Заметим, что если бы мы не считали момент пнерции вокруг 
оси симметрии рапным пулю, а считали бы, что он отличен от 
нуля и равен В, то вместо (38,7) мы имелп бы формулу 

вroL=J-h2 [iU+____l__)__+( 1 _i_) z2} 
1l 2 L А В А ' 

где j 11 l - целые числа, прич:·м 

/=0,1,2, ... п -f<l<j. 

Эта формула покааывает, что при очень малом моменте инерции 
В разность уровней между энергией, соответствующей z = О 
и l = 1, очень велика. Поэтому n согласии с сназанным выше 

\ 
вращение вокруг оси симметрии можно не учитывать, считал, 
что моленула всегда находится n состолш1и l = О, то-есть поль
еоватьсл формулой (38, 7), иначе говорл, этим оправдывается 
наше допущение, что В= О. 

Из нва~_товой теории вытекает точно тан же, что <<вращатель
ная теплоемносты при низ1-.их температурах должна быть 
очень мала. Действительно, разница первого и нулевого уров-

h'' • 
ней энергии составлпет 

2
_;;_· Соответстnую'щал вращению харан-

h" теристичеснал температура равна поэтому T 1•0 t = 
2

,, "k. Момент 

инерции водорода равен А= 0,4 7 , 10-40 гс.м 2 • Отсюда для 
:моленулы Н 2 nолуч~?м Т ruL ~ 86 К. Длл других газов, 
даже состоящих из легких атомов ааотu, кислорода, фтора, 

момент инерции в десятю1 раз больше, а T1.0 t в деслтю~ 
рав меньше, чем у водорода. итим объяснлетсн понижение тепло
емности, наблюд::юмое у nодородu прп более nысоних темпера
турах, чем у других газоn, н:оторое поэтому подробно изучено 

внспериментальпо. При nысоких температурuх Т » Т 1-.ar< 
б .. rot, 

легно у едитьсл путем прпблюнёнпого вычисления стати-
стичесной суммы, нnантоnuп тоорня здесь приводит R ре
вультатам, совпадю~ЩИ!',~- с результатами нлассичесной теории. 

На черт. 14 И:'100JJIOE('II хо1, ТРп.носмм1(\ТlТ водорода. Н'руж
ии - эисперименталыrью данные рашrых ш:с/1одоватолей, сплош

ная линия -сглаженные 1юау,,ьтаты эr,сперш11опта. 

Нужно отметить, что теор ин вращате:тыюii тсплоёмкости 
в ивложенном виде относится n сущности тоJтько н молекулам, 

состоящим из разных атоыоn. Для молен:ул, состоящих rш оди
наиовых атомов, например, длл nодорода, для пошrого решения 

вопроса необходимо учесть принцпп Паули (§ 45-46). Учё'r 

is~ 

его для водорода приводит I{ выводу, что молеиулйрныit водЬ• 
род представляе1• собой смесь моленул водорода двух сортов: 
<<ортоводорода>> и <<параводорода>>, отличающихся один от дру

гого вваимной орионтировной спина ядер. Тольио после учёта 
этого обстоятельства удалось получить полное ноличественное 
согласие для теплоёмкости nодорода при низких температурах 
с опытом. Удалось тю,же обнаружить влияние на теплоёмность 
иатализаторов, усиоряющих переход nодорода из орто- в пара-

Cycol 
lQ 

G.O. 

.f.O 

il,o 

J,O 

2,0 

!,О 
r' 

,О 50!7 ![70!7 /1/(JJ 

Черт. 14. Теплоёмrюсть r::iзooGpaзнoro водорода n зависимости 
от те;11псратуры. 

состояние (и обратно) и ускоряющих установление равно
весия между ними, которое без наличия натализаторов про
исходит чреавычайно медленно. 

В с.вязи с разделением теплоёмкости на <<поступательную•, 
<<вращательную>> и <<нолебательпую1> нужно иметь в виду, что 
экспериментально при всех измерепилх, относящихся к равно

весному состоянию (например, калориметричесиих), ионечно, 
всегда ивмеряется их сумма. Разделить её па эти слагаемыi 
nозмошно, толы-.о зная зависимость теплоёмности от темпе
ратуры, на основании теоретичес1-.ого анализа результатов, 

нан это мы дешши выше. Разделение тешюёмности на эти 
слагаемые возможно толыю прибirижёнпо. Точная теория, 
количественно обълсплющал все детали хода кривой, учи
тывает, например, иююненил момента инерции, вызванного 

иолебанилми. 
При ивмерениях, отпослщихсн не н рс1nновесию, возможно, 

однако, отделить теплоёмкость, связанную с -колебаниями, 
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от вращательной и поступательной. Это относится к оnределе· 
нию теплоёмкости из скорости звуна в газе. Как известно,' 
скорость ввука в гаsо равна 

• / р С;=. /kT ( 1+ _!!_), 
V р Cv V т Cv 

так что, знал снорость sвука, 11юашо найти Cv· Если иэмеряется 
скорость sвуна ю13кой частоты, например, слышимого ввука, 

то в точение всего процесса распределение энQрги~1 в 1•аэе прак

тически таное жо, кат, при равновесии, и Cv является полной 
равновесной топлоёмкостью. Однако, для ультразвука очень 
высокой частоты, в случае углеюrслого г.1:за, напримrр, для 

частот 106 -1()7 герц, обмен энергии колебl!ний мол;:,нул и энер
гии поступательной и вращатолыюй уже не успевает проиехо- · 
дить, так как возбуждение коJrебаннй моле1,ул идёт сравни·· 
тельно медJ1енно толыю при небольшоit дозе соударений. 
В этом случае из скорости sву1,а определя(·тся пе полная тепло
ёмкость, а величина C1r+Crot· Длн уг~rекислоты, например,' 
получается величина примерно на 20 % меньше, чем полная 
статическая тепдоёмкость. 

§ 39. Теория: теплоё11шости твёрдых тел 

Применение квантовой теории к вопроеу о 1•еплоём1юсти 
твёрдых тел позволило Эйнштейну в 1906 г., у~-н:е рассмюривая 
очень грубую модель твёрдого тела, объяснить падение тепло
ёмкости при низких температурах. Эйнштейн рассматривал 
твёрдое те:ю как совокупность N частиц, нолеблющихся неза
висимо друг от друга около своих положений равновесия. 

КоJ1ебания частиц можно тогда считать происходящими с одной 
в 1•ой же частотой ш. Средпня энергия, приходнщаяся на одну 
степень свободы, равна в этом случае 

h(J) 
11ю 

еkт -1 

(мы отбрасываем не sависнщий от температуры и потому но суще· 

" li(J)) с ственный для вопроса о т,ешюемности член 
2 

. рrднля энер-

гия тела (состоящего из N частиц и имеющего 3N степеней 
свободы) равна тогда 

Е _ ЗаУlн"___ 
;,i- /t(J) ' 39,1) 

ekT -1 

i,. теплоёмкость 
ltw 

дЕ ЗN (h(J))! ckT cv = i)'l_' = h«) (39,2) 
(kT)2 (,),т -1)2 

Ход теплоёмкости по формуле (39,2) показан на черт. 15. 
:Качественно он согласуется с опытом. При низких температу
рах Cv стремится к нулю в согласии с эмпирическим термодина-

J 

z 

' 
Черт. 15. Теплоёмность твёрдого тела в зависимости от температуры по 

теории Dйнштейна. 

мическим правилом Нернста. При высоких температурах 
получается значение С", соответствующее закону Дюлонга 
и Пти, так нан здесь, кан мы видели, планковское выра~нение 
энергии. осциллятора переходи1' в классичес1юе. 

Однако, согласие с опытом получается толыю качеств:энное, 
Формула (39,2) даёт при Т = О касание кривой теплоёмкости 
беско~ечно высокого порндка. На опыте получается спадение 
теплоемкости менее реJное. Кроме того, постоянная ш опреде
ляется чисто эмпиричесни, и по существу для твёрдого тела нет 
одной такой собственной частоты. Тюшм образом, этот резуль
тат заставил думать, что введение квантовых представлений 
может объяснить зависимость теплоёлншсти от температуры, 
но было ясно, что нужно решить задачу длн болС'е совершенной 
модели тола. Это было сдедано Дебаем и Борном совместно 
с Карманом в 1912 г.*). 

"') Более подробное шзложепие с:11. М. Б о р 11, Теория твёрдого 
тела, русск. пер., ОНТИ, t938 г., а также с:11. К Герц ф ель д, Теория 
твердого тела, ОНТИ, 1936 г. 
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Мы будем, так же юш в § 18, рассматривать твёрдое тело 
юш систему N час'lиц, свяsанных между собой ква3иупругими 
силами и совершающих колебания около положений равно
весия. Энергия представляет собой тогда 1шадратичную форму 
от слаr,ающих смещений всех частиц, а сила, действующая 

на на~,ую-нибудь частицу, - однородную JIИНейпую фущщию 
смещений всех частиц. Вводя нормальные координаты, мы 
можем представить :шсргию системы Е, нан сумму энергий 
осцилляторов, соответствующих отде;1ьпым нормальным ноле

баниям. (Число их равно ЗN - числу степеней свободы). Средняя 
енергия нормального нолебания с частотой, равной шk, даётся 
поэтому формулой ПJiанка 

(39,3) , 

средняя энергия тела равна по~тому 

3N :,.V 

Е = ~ ; . = Е + "1 _ li"'k 
~ 1, о ~ ''"'1, (39,4) 
k - 1 k .с 1 "(1- _ 1 

3 Е """' h(J)k десь O = ~ 
2
- - <<нуJ1евая ~псргиш>, ~нсргия тела при тем-

пературе абсолютного нуля. :Как уше было указано, в вопросах 
теплоёмкости она роли не играет, хотя в тех случаях, когда суще
ственна амплитуда коJiебаиий, например, в вопросе о 3ависи
мости рассеяния рентгеновых лучей твёрдым теJiом от темпера
туры, эта энергия существенна. 

Если обо3начить число нормальных коJ1ебаний с частотой, 
меньшей ш, чере3 Z (ш), то число нормальных 1юлебаний с ча
стотами в промежупю oJ, ш + dш равно dZ (ш), и тогда сумму, 
входящую в вырашение (39,4), можно uамепить интеграJiом *) 
и Е написать в виде 

(J)max 

Е=Е0 + ~ __ h(J) __ dZ (ш). 
h<u 

(39,5) 
u 

е 8 -1 

*) Фующия Z (со), дающая число нормальных нолебапий с чс~стотой 
меньше (J), представляет собой, очеnидно, раарьшную, стуненчатую фунн· 
цию, увеличивающуюся на единицу, нан тольно (J) проходит череа аначе· 
ние, равное частоте одного иа нормальных нолебаний, и не меняющуюся 
в промежутнах между нормальньщи частотами. Мы можем, однано, эту 
фуннцию ваменить сглаженной непрерывной фушщией и тогда написать 
(39,4) в виде интеграла (39,5), понимая интеграл в обычном смысле. 
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Здесь Шmах - наибольшая иl'I частот нормальных колебаний. 
Она определяется из соотношения 

(39,6) 

так нан общее число нормальных нолебаний равно 3N. 
Выражения (39,4) и (39,5) показывают, что для решения 

еадачи об энергии твёрдого тела с помощью квантовой стати
стики нужно 3нать собственные частоты нормальных нолеба
ний, в то время как для решения той же 3адачи с помощью клас
сической статистики 3нание частот нормальных колебаний 
было не нужно-средняя энергия зависит там только от их 
числа, т. е. чисJ1а степеней свободы системы. 

Полное вычисление всех собственных частот для трёх
мерного твёрдого тела очень трудно. Решение задачи о тепло
~мкости при нивких температурах, однако, упрощается благо
даря следующему обстоптельству. При нивких температурах; 
благодаря понаванному в§ 37 (черт.13) ходу ш1ашшвс1юй функ
ции от частоты, в выражении (39,4) для средней энергии суще
ственны тольно члены, соответствующие ни3ким частотам нор

мальных колебаний. Смещения частиц при определённом нор
мальном нолебании можно рассматривать, как стоячую волну 
емещения в теле. Колебаниям с низкими частотами соответ
ствуют длинные волны, длины волн которых велики по сравне

нию с постоянной кристаллической решётки тела. Это 3начит, 
что эти упругие колебания представляют собой ввуковые 
(и ультра3вуковые) нолебания, :и при их рассмотрении тело 
еледует представлять себе непрерывным, а для вычисления 
их собственных частот можно пользоваться теорией упругости 
непрерывного твёрдого тела. Чтобы представить себе соотно
шение между колебаниями непрерывного твёрдого тела и ди
скретного кристалла, рассмотрим одномерную модель нристалла. 

В этом СJ1учае можно вадачу решить точно, 

Заметим ещё, что вадачу о собственных нолебаниях нристалла мы 
рассматриваем с точни аренил нлассичесной, а не нвантовой механини. 

Может понааатьсн непоследовательным, что, применяя нвантовую ста
тистину, другую часть вадачи - нахождение собственных нолебаний систе
мы-мы решаем с помощью нлассичесной механини. Это, однано, вполне 
допустимо, тан на1, нлассичесное и нвантовое решение этой части ва

дачи - нахождение собственных частот системы - в точности совпадает. 
Именно, решение вадачи сводится н преобравованию фуннции Гамильтона, 
представляющей собой нвадратичпую форму от ноординат и импульсов, 
н нормальному виду. В квантовой же теории аадача сводится н преобраво
nанию нвадратичноrо оператора, получс~ющсгося иа этой нвадратичной 

,Т •• h д 
,rормы, путем вамены всех импульсов Pk на ~ ~, н нормальному виду 

i дqk 
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} I ( -h· а~:- +ro zqi), а это достигается в точности теми же пре
обравованилми переменных. что 11 n нлассичесном случае. 

Прежде чем ивложить решение вадачи о теплоёмкости 
намеченным выше путём, при котором (при вычислении частот 
нормальных колебаний) дискретное твёрдое тело ваменяется 
непрерывным, рассмотрим одномерную систему, до некоторой 

степени аналогичную твёрдому теJ1у, - цепочку упруго связан 
пых частиц. На этой модели можно более детально проследить, 
при наких усJювиях указанная замена мощет считаться оправ

данной. 

§ 40, Rолебанин одномl'рноii цепочки 
упруго связанных частиц 

Раммотрим совокупность частиц, образующих цепочну,. 
в одном ивмерении. Пусть частицы при равновесии находятс 
одна от другой на одинаковом расстоянии а ( <<постоянная 
решёткю>). Пусть сила действует на частицу только от двух. 
соседних частиц и зависит от их относительного смещения 

в направлении цепочки. Пусть она пропорциональна раз
ности их смещений (квазиупругая cиJia). Тогда сила 
Fn, n-t, действующая на п-ую частицу со стороны (п -- 1)-ой, 
равна 

(40,11 

r,це en - смещение п-ой частицы из полощения равновесия, 
а х - постоянная. ПоJrная сила, действующая на п-ую частицу, 
равна, очевидно, Fп,п-t +Fп,п-i-t =Fп,п-t -Fпi-i,п, и урав~ 
пения двищения имеют вид 

т'( = Fn, п-1 -Fп+I, п (40,2) 
или 

( 40,3) 

Рассмотрим сначала бесконечную (в обе стороны) цепочку. 
Тогда мы имеем беснонечную совокупность уравнений (40,3), 
в ноторых п пробегает все целые значения от - = до + =. 
Будем искать нормальные колебания этой системы в виде мо-
нохроматической бегущей волны -

еп = Aei (wt-kпaJ = Aei (wt-<pпJ; (40,4) 

ер, определяющее равность фаз в колебаниях соседних частиц, 

158 

:/lt 
пропорционально волновому числу k = _;[, а именно~ 

rp=ka= 2la, (40,5) 

Заметим, что rp изменяется в интервале длиной 2it, тан нан 
прибавление к rp цеJюго кратного 2.t не меняет вида волны 
(40,4), поскальку rp входит туда ш , 
в виде rpn, где п - целое. Мы I 
можем, таким образом, считать,. i!i:. 
что rp Jiещит в интервале - 7t < / Л '{fff 
< rp-< те. Значениям rp в этом / 
промежутке соответствуют вол- // 
ны обоих направлений распрост- / 
ранения с длиной волны от Л = // 
= 2а до Л = =. Таким образом, / 
мы уже охватываем все возмож- // / 
ные колебания частиц цепочки ·// 

2~ 

при распространении в ней волн. / 
Подставляя (40,4) в (40,3), / 

убеждаемся, что эта система ура- i /.,, ______ _ 
внений удовлетворяется, если lL__ 
частота и волновое число свя- 0,-.. _________ ....,Jt ~ 
1аны соотношением 

(40,6) 
Черт. 16. Зависимость частоты 
волны от волнового числа длR 

цепочни. 

или, иввлекая корень и взяв 
его полтнительное значение (частоту мы мощем считать поло-

шительной), имеем: 

ш=2 (f\sin f \ · 
Сноростъ распространения волны равна 

- sin \? 
ro roa • ;·1. 2 

C=гkl=l~=a v т ~--
2 

(40,7) 

(40,8) 

. Она вависит от волнового <1исла k = : , другими словами, имеет 
место дисперсия. Можно вычислит:_ ещё групповую скорость 

U=~~=a:J=a(~cos}. (40,9) 

На черт. 16 иаображена вависимость ш от 9• 
119 



При малых ер (длинных волнах) ш пропорционально ер й сно 
рость V постоянна. При больших ер, т. е. для волн длины по 
рядка постоянной решётки а, дисперсия становится ваметной · 
при ер= те, т. е. для волны длины 2а, групповая скорость о бра· 
щается в нуль. Это покавывает, что для очень коротких вол 

.\ 
1 

- - -_ - -- - ~- - - - -~ 

отдельные частицы колеб 
лютея почти невависим 

друг от друга. 

Легко видеть, что каса
тельная (проведённая в на
чале координат) к кривой' 
вавиСИ!',ЮС'I·и ш от ер (пока
вана пунктиром ш1 черт. 16) 
давала бы вависимость ш от 
ер, если бы мы paccмaтpи

'Jf\{lJ вали колебания нашей 
цепочки, как колеба-

I 
ния сплошного стержня. 
Этому же случаю соответст-

. вует начальное вначение 

{7 я f?' с= а vf на кривой черт. 
л = С9 -:;;,2а 17. Действительно, ско-

Черт. 17. Дисперсия рость упругой волны в не-
снорости распро-

странения волны для цепочни. прерывном С'Iержне равна 
. ;Е V Р , где Е - модуль Юн-

га, р - плотность. Модуль Юнга равен отношению силы к вы
аванной ею относительной деформации. Для нашей цепочки он 
выра:iится так: 

(40,10) 

Принимая во внимание ещё что р =~ , а , получаем 

по формуле для непрерывного стержня 

1/~ =а·;-:;;__ r р v т' (40,11) : 

'r. е. как рав вначение с для нашей цепочки при ер= О. Мы видим, 
таким обравом, что частота, соответствующая определённой 
длине ВОJIНЫ, в случае длинных (по сравнению с постоянной 
цепочкой а) волн может быть вычислена с помощью формул, : 
относящихся к непрерывному телу. Даже ДJIЯ самых коротких · 

Jf)O 

волн (ер= те, Л = 2а) ошиб1ш в частоте при применени1t 
непреR_ывной модели !!е таи уш велина: ш получается равной 

,..; V ~ вмести 2 V ~, т. е. примерно в полтора рава. 
Нас интересует тело ограниченного объёма и соответственно 

;этому нормальные колебания ограниченной цепочки. Пусть 
цепочка состоит И3 N + 2 частиц, причём нрайние: нулевая и 
(N + 1 )-я - аакре_~шены. Та~юй модели соответr.твует твёрдое 
тело, эажатое жестними сте~шами. Соответственно этому <<гра
ничные условия» тановы: 

~о= 0, ~Ni 1 = 0. (40,12) 

Частное решение задачи [дифференциальных уравнений (40,3) 
при 1·раничных условиях (40,12)] получим, если вовьмём линей
ную комбинацию двух, бегущих в противоположных направле
ниях, волн, которые мы напишем в действительной форме: 

En=Acos(шt-epп+y 1)-t-Bcos(шt+,:pn-t-y2}, (40,13} 

rде А, В, у 1 , у 2 - произвольные постоянные. Чтобы удовлет
ворить граничному условию ео = о (для любого t), мы должны 
положить 

так что 

~"=А [ cos (шt - срп + у) - cos (шt + ерп +у)]= 
= 2 sin (шt +у). sin срп . 

Ив условия €N-н = О выте1щет: 

sin (N + 1) ер= О 
и, аначит, 

тсh 
ер = ер1< = N + 1 , k = 1, 2, ... , N. 

Таким обра.~ом, искомое решение задачи имеет вид 

t · r • nkn 'n = const. sш 1wt + у) sш N+- 1 

k=1,2, ... ,N. 

l{аждое ив этих решений представляет собой нормальное коле· 
бание, при котором все частицы колеблются с одной и той же_ 

частотой 

ш = 2 • 1 -:;; sin 'fx • JI т 2 

Совокупность полученных N решений и даёт как рав N нормалм 
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w.iж .копе~аяий, воёможных для нaпieit цeiioqюt, имеющеtt N 
степеней свободы. Чгстоты Wk этих нормальных :колебаний изме
няются в промежутке . 

о< 2 ./'t.. rrN .,1-i. 
(J)k < п V т sш i'\' +-1 < 2тс V т 

Наждое иэ них представляет собой стоячую волну с длиной · 
А __ 2rra _ 2а (N + 1) 

- ~-;; - __ k ___ , :которая определяется из того же усJю· 

вил, что и для :колебаний непрерывного стержня (или струны), 
именно, иэ условия, qто на длине цепоч:ки (N + 1). а должно 
у:кладываться целое число полуволн. 

l{а:к мы видели, для длинных волн с:корость их распростра-, 
пения по щточ:ке очень блиэ:ка :к с:коростям волн ДJIЯ непрерыв- · 
ного стержня с той же плотностью и модулем, Юнга. Поэтому, 
в данном случае и частоты нормальных нолебаний пр~штичес:ки 
совпадают. 

Ита:к, для длинных: волн мы, действительно, можем поль-' 
зоваться моделью непрерывного тела, в частности, мы можем 

I 
ею пользоваться для вычисления теплоём1юсти при низ:ких · 
температурах, нuгда толь:ко длинные волны (ниэ:кой часто1ы) 
облада~?т заметной энергие~. И этому же выводу можно притти, 
рассма1ривая :колебание трохмРрной :кристалличес:кой решi:т:ки, 
состоящей и~. одина:ковых частиц (одноатомное твёрдое те.10, 
например, тв·'рдые алеыенты), в наиболее общем случае. 

§ 41. Теория тешюём1юсти т~:ёрдых т< л (продолжение) 

.Нан мы видели в§ 39, для вычисления средней энергии твёр- · 
до1 о тела нео~ходимо з~.ать выражение z ( ш) -число собствен
ных :колебании в определенном интервале частот. В силу с:казан· • 
ного выше для низких температур можно рассматривать :коле- · 
банил в непрерывнс,м твt!рдом теле, рассуждая следующим 
образом. 

Мы должны решить задачу о возможных собственных :коле· 
баниях непрерывного твёрдого тела, ограниченного жёст:кими 
стен:ками. Эта задача сводится к решению дифференциа:Jьных 
уравнений теории упругости при определённых граничных 
условиях, она аналогична задаче об ~ле:ктромагнитных :колеба· . 
ниях внутри зеркального ящика, рассмотренной нами в § 20. ' 
Реsульт.~т решения получается следующий. 

В твердом теле возможны :ка:к продольные, та:к и поперечные 
колебания. Наждое нормальное :колебание представляет собой 
либо стоячую во.шу с прпдольными :колебаниями, либо стоячую 
U2 

волну с определённым образом направленными поперечными 
колебаниями. Частоты этих нолебаний выражаются сnвершенно 
аналогично часrотам эле:ктромагнитпых :колебаний (§ 20). Число 
поперечных :колебаний с частотами в промежут:ке w, w + dw 
выражается формулой того же вида, что и (20,17); оно 
равно 

Здесь с1 -с:корость поперечных упругих волн в :кристалле, 
а V-объём :кристалла. Действительно, возможны два незави
симые нормальные :колебания определённой частоты, отличаю
щиеся одно от другого поляризацией, а число их рг.зличных 

собственнь;х частот рЕвно ;::с;~ш. Нроме того, возможны ещё 
t 

продольные :колебания, направление :которых одновначно, а их 
Vш2 dw Т 

ЧИСЛО раВНО 2т.2сf- ' где с1 -С:КОрОС'f1? ПрОДОЛЬНЫХ ВОЛН, а:КИМ 

образом, общее число нормальных :колебаний с частотами между 
w и w + dш равно 

(41,1) 

где с- <<срРдняя скоросты>; она определена соnтношением 

8 2 1 
(8 = сз + сз'' . ·t ! 

(41,2) 

При этом выводе мы пренебре~·ли · анизотропией упругих 
свойств :кристалла, пронвляющейся даже д;ш нристаллов :куби
чес:кой системы. Мы ПОJ1ыювалнсь уравнениями д;ш изотроп
ного твёрдог(, тела, упругие свойства :которого хара:ктери
с:уются двумя упругими постоянными (нащшмер, модулем Юнга 
и ноэффициентом Пуассона иJ1и значениями скоростей с1 и с1 ). 

Средняя энергия кристалла согласно (39,5) равна 

h(J) 
полагая х = 0 , получим: 

hwmax 
-~~ 

~ 

(41,3) 

(41,4) 
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Для ниаRпх температур подинтегральное выражение при боль
ших частотах очень маJю, точное опред<.щение верхнего предела 
шmах несущественно, и интеграл можно распространить до бесRо
нечности. СдРлав таRую :замену, получим: 

ro 

Е = Е + JTO ~ С _! 3_}1_._r__ 
0 2r."c 3/t3 ~ с" - 1 ' (41,5) 

о 

ИнтеграJ1 в правой части, очевидно, равен Rонетате, а 
именно*): 

Таким о бравом, вnодя ещё 0 = kT, получаем: 

rде 

Отсюда теплоёмrюсть 

Е=Е0 +аТ\ 

ан 
С = - -4аТ3 

v ат-

(41,6) 

( 41, 7) 

( 4i ,8) 

Это-вакон третьей степени; найденный Дебаем. При tтремя
щейся к нуJ1ю температуре теплоёмкость тоже стремится к нулю. 

*) Интеграл вычислfiетсл тш,: 

Но 

Поэто:vrу 

со 

~ y 3e-v dy = 3! = 6, а 
о 

со со 

\ х 3 

dx = 6 ~ ---
.) с"'-1 ~ (n+i)t =15' 
О п-0 

(См., например, Мар но в, Ис,шсление нонечных разностей, Одесса, 
11911, гл. 111, § 11, стр. 157.) 

116.-

Это обращение теплоёмкости n нуль при Т =0 находптся t1 пол
ном согласии с опытом и (ещё до теории Дебан) нашло своё 
выражение в эмпиричесrюм принципе Нернста. Закон 1чбов 
для тсплоёмкости тоже хорошо оправдывается на опыте П_[JИ 
ниsних Тf'мпсратурах. 

Для ВЫСОНИХ температур ОС'l'аётся IШаССИЧеСIЮС выражение 
средней энергии. Это видно ужо из (41,3), где при больших 8 
каждый член суммы равен Н п, ело до пательно, Е = ЗNН = 3NkT. 
В этой области применимости шшссичесrюii статиспши формула 
(41,3), где Z (ш) определена попrюшнему выражением (41,1), 
т. е. ив непрерывной модели тела, ттr,с прпмени:11а. Действи
тельно, хотя здесь уже играют роль rюлебапия высокой чаl\тоты, 

которые не могут быть вычислспы из непрсрьшной модели, но 
ведь для классической статистиrш вообще существенен толь
ко подсчёт чисJш нормаJrьпых нолсбапий, а это число пра· 
вильно даётся r,оотпошепием Z ((l)""'x) = 3N, опрсдсляющим Шrпах· 
Поэтому, посколы~у формула (41,3) оправдана для обоих 
крайних случаев, очень ни:зш1х и очень высоr~их температур, 

её можно распространить и на промежуточную область, рас
сматривая это, 1шк интерполяцию. 

Принимая во внимание, что в \.\илу (41,6) 

Ыmах Vlt)З 

С dZ ( ш) = --
2
~.n:~x = 3N, 

.) li:"C 

д 

(41,10) 

получим: 

_ (в 2 N) 1/з =~:-:'!с 3 )1/з 
Шmах - С те V а ',11: , ( 41,11) 

где а-постоянная рсшётки, так что V=Na". Длпш~ упругой 
волны, соответствующей этой: максимаJrыюii частоте, равна 

Лшах=----'-=а -,- ~1,5а. '>1,с (t,11:)1/з 

wmnx " :3 

Нушно, конечно, помнить, что этот расчёт да:jт толыю по
рядок величины Шm-,х и Лmах, тан rшк д.ля ,них rюротких 
волн выражения Z (ш), по.лучсшюе из рассмотрения не
непрывного твёрдого тола, уже пе может дать точного ре
вультата. 

Введём обозначение: 

Т _ lzюmE_ = '2_11:~7! с i ) 1 /з , 
с - k ka 1,п ' 

(41,12) 

Те называется характеристической температурой. Тогда 
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(41,4) можно написать в виде 

Те 
т-

= Е + 3RT · 3 ст-)з \ ~~ O Те ,) е"'-1 
о 

(41,13) 

Таким обравом, средняя энергия зависит от отношения т . Если 
Те 

Т ветшо по сравнению с характеристической температурой Те, ' 
другими словами, если для всех собственных колебаний вплоть 
до колебания самой высокой частоты величина 

мала, то их средняя энергия равна классической величине kT. 
Те 
т 

В ЭТОМ случае 3 с~~)э ~ ?~~ близко К единице, И теплоём-
0 

кость имеет классическое значение 3R. В этой области выпол
нлется BaE-iOH Дюлонга и Пти. 

Н1 оборот, если температура Т гораздо меньше характери
стической температуры Те, то в интеграле (41,4) верхний предел 
можно заменить на бесконечный, и мы получаем выражение 
(41,5), годное для низ~,их температур, и закон Т"-для тепло
ёмкости. Таким образом, чем меньше характеристическая тем
пература Те, ·1ем больше область применимости закона Дюлонга 
и Пти. Наоборот, для тел с большой скоростью упругих волн 
И С МаЛОЙ ПОСТОЯННОЙ решёТКИ а 3Пачение Шmах, а СЛеДОВа
ТеЛЬНО, и Те велико, и уже при номнатной температуре вакон 
Дюлонга и Пти не выполняется (алмаз). 

Дебаевская формула для энергии хорошо подтверждается 
на опыте. Дифференцируя ( 41, 13), получаем теплоёмкость 

'!_о Т _ т з е 

дЕ { (т)а(' x
3

dx Т } 
Cv=a1· =3R 12 т~ J е'"-1 - !_о • 

о ет -1 

(41,14) 

Входящий сюда интеграл вычисляется приближённо. В таб
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J111ne даны значения те, вычисленные по (41,12) и взятые 
из кривой теплоёмкости. 

таблица вначений хаrан теристичосних температур 

Вещество 

Al 
Си 
Ag 
РЬ 
с 

Те из :шсперимен

тальной нривой 
тенлоё.1,нuсти 

cJ?8 
315 
215 

88 
d 860 

Те, вычисленное 

по(41,12) 

,.02 
332 
214 

?3 

На черт. 18 показаны значения Cv в зависимости от отношения 
'!...-. Сплошная кривая вычислена по Дебаю [уравнение (1-1.1,14)]; 

;~чки - экспериментальные данные для РЬ, KCl и С (алмаз). 

~ 
9 

РЬ, lfCI, С 
1! 9 • 

i Т/Тс 
Черт. 18. Значения теплоемности для свинца, хлоrистоrо налия ц 

алмава. 

Представление о тепловом движении в тв''рдых телах, 1шк 
о совокупности упругих волн, позволяет нс ,., толыю решпть 
вопрос о теплоёмкости твёрдых тел, по и разооратьс~ в очень 
многих других вопросах теории тв рдого тела. 1, апример.i 
с этой точ1,и зрения, может быть понят ряд оптических явлении 
в твёрдых телах. 

Флю1,туации плотностн твёрдых тел мошпо расематри-
вать, 1шн. уплотнении, возникающие в результате ш~те~>ф~рсп
ции упругих волн теплового двип.:енип. ИсхОi:ТЯ пз ~г01 о J.рrд
ставления, можно вычислить величину среднего квадрата 
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флюнтуации и интенсивность рассеянного света. Этим путём 
получаются величины, согJiасные с результатами вычисл.сния 
по методам § 32 и совпадающие с опытом. Можно тюш,е полу· 
чить и величину депоJiлризацип рассеянного света, ноторая 
танже оказывается в согJiасии с результатами опыта. 

Нроме того, ::Jтим путём мо:шно сделuть следующий вывод 
о спентральном составе рассешшого сnета при освещении . 
нристалла монохроматичеспш,1 спетом. 

Рассеяние можно рассматривать, ю.ш диффранцию света. 
на <<тепловых>> неоднородностях, о rшторых толыш что говори·, 
лось. При этом решеппе :лой оптической задачи приводит 
R выводу, что n даппом направлении, образующрм угол t) с па
дающим лучом, диффраrщил nызыnаетсн упругими волнами, 
удовлетворлющимп условию Бр:1гга. В данном направлении .. 
рассеивают те упругие волны теплового движения, длл ното- . 
рых направление расселпил лnллетсл направлением правиль- . 
ного отуаженил от плосн:остп унругой полны, и притом длина 
упругои полны Л удовлетворяет условию 

2 . о Л SlП -
2 

= ),, (41,15) : 

где ), -длина 
Амплитуда 

полны падаrощего спета. 

<Jтой рассеивающей упругой волны меняется 

со временем пропорционально cos (шt +а.), где ш = ~;1 (с 1 -
снорость !пругой .~олны, т. е. снорость звупа). Амплитуда 
рассеянно~ светов~~т полны пропорциональна амплитуде рас· 
сеивающеи упругои полны и, следоnа1'еJ1ыю, пропорциональна 

cos (шt + а.). Если частота падающей световой полны v = 21:. v 
л 

(V-снорость света в теле), то, следоватеJrьно, поле рассеянного 
света пропорционаJ1ы10 

cos (шt + a.)cos vt~=+cos[(v+ш) t+a.]+{-cos[('1-ш)t+a.]. 

Таним образом, в рассеяшюм свете мы имеем частоты '1 ± ш. 
Принимал во D rштапие, что в еш1у (111,15) 

2т:с 2.:r·1 . О r • 0 
ш=·-=-0 2s111 ='l_i2sш 

Л }, 2 V 2' 

приходим к nьшоду, что 

содер,~;ит дщ· частоты: 

16, 

спет, рассеянный ПОД углом 0, 

Получающееся, таним образом, изменение частоты при моле
нуллрном рассеянии очень мало; например. ДJIЛ rшарца частота 

изменяется примерно па одну дuухсоттысл,шую своей величины. 

Тем не менее, ,)ТО яnлепис удалось обнаруш11ть :шсnеримен· 
тально и, та~шм обрнзоы, подтвердить :,тот выnод теории тн''р
дого тела. 

§ 42. Itристаллы со слоашой етру1,'rуроН ;элс1шштарпоit 
ячеii1ш 

Сделанные nыше выводы были оспоnапы на том, что соб
ственные ко.лебuния иристашшчесrюй ре 1:ётrш большой длины 
волны, обладающие малой частотой, достаточно точно могут 
бьпъ получены, если пр('дстаnлпть себе тело пеnрерьшным 
и применять тС'орию упругоети. Мы убею1.пrтсь, что для одно
мерной цеnоч1ш дело обстоит иУюшю т,ш. Оюш1ю, ;-JTO'l' вывод 
справедлив толыш длп од1юато11111ых тnl'рдых тел, алемС'нтар
ная ячейн:а rшторых содерт:1п тоJ1ын1 одн11 uтом (п_римером 
таних нристаллоn может ел ушить решё,гш1 меди). I I ашu одно
мерная цепочка, состопщая нз одипан:оnых частиц. тошс может 

служить модеJrыо толыю одноато.,шого тС'ла, п rшшдом её 
периоде находится одна частrща. 

В случае присталлоn с алемептарноti пчeiiнoir, содершащей 

песнольн:о частиц (например, NaCl, СаСО" и т. J\.), шш нонааал 
Борн*), нолебания диенрС'тпой 1,риеташшчес1шй решётни 
в ненотором отнопюшш существенно отли•н.1ются от rюлебаний 
непрерывного тела. 

Длл вылсненип ;пого вопроса nозьм··м опнть однrJмС'рную 

модель -цепочну упруго свпзапных частиц с чо редующимисн 

мас;;ами т и М (М > т). 
Пусть ~ и -~ -продольные смещешш частиц llf п т. 
Уравнепил движения ашшогичны (,iО,З) п н:.1Рют nид 

м~·п + ;((2;п-'f!п -'tjп-1) =-0= о,\ 
т~п - Х (2·1п - ~п -- ~11-1) = О. f 

Ищем решенин, предr:таnляющис собой бегущую монохроматп
чесную волну 

~" = Лci(wt-<pп), 
't/n = fl1;i(w!-<pn)' } (42,2) 

*) с,,., шшrш,1ср, М. Б о р н и Г ё п пс р т-:'lf ей с р, Теория 
твёрдого тела, ОНТИ, 1938 г., стр. 211 п ел. 
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2~а : 
причём 'Р = ka = ~л- (где а - расстояние между двумя пос,1едо-
::;~~ьными одинаковыми частицами), А-длина волны. :Кроме; 

По,1ставляя (42,2) в уравнения движения 

(42,3) -

(42,1), ПОJ1учим: 

(2х - М ш'Z) А- х ( 1 + eiq,) В= О, ) 
-х (1-e-i:P) А+ (2х-mш 2 ) В _ О; J (42,4) 

иенлючая А и В, найдём 

mМш'-2х (т +!-М) ш2 +- 2х2 (1- cos r.p) = О, 
еткуда 

:Каждому ~шачению волнового 
а две частоты (см. черт. 19) ш1 

числа соответствует не одна, 
и (t)2 [два внака у корня в (42,5)]. 

. " 
Частота ш,' которая получается 
если в (42,5) перед корнем ввят~ 
внак минус; стремится к нулю 
с воврастанием длины волны 
Этой частоте ш i соответствую; 
нолебания, при которых для 
малых r.p (больших Л) массы М 

~ и т колеблются в фаве. Дей
ствителыю, полагая в (42,4) r.p=O 
И Ш 0=О, ПОЛУЧИМ А=В, ~n='1Jn• 

\ !lд: I{о~ебания, соответствующие 
VF: этои ветви часто'r ш1' вполне 

аналогичны колебаниям цепочки 
с одинаковыми массами. Для 
больших Л они могут быть ва
менены колебаниями нrтрерыв
ного стершня. Это <<дебаевс.ная 

тr r.p ветвы> часто"'. 
--;г': 2 (! , 

Частота же ш2' которая по
~ерт. 19. Чс1стоты цено•пщ с чоре- лучается, если перед корнем в 

дующимися мс1ссами. (42 5) , ваять плюс, не обращает-

волн. Н ел в нуль для очень длинных 
- О ( 'ак вы)текает иМв (42,4), для нолебаний этого рода при 

'Р - н. - оо массы и т колеб 
фаае МА = - В Э лютея в противопололшой 

' т . то-колебание частиц ячейки одной отцо-

еительно другой- <<борновс:кая ветВы> собственных частот 
решётки. 

Подобное же исследование собственных нолебаний было 
проведено Борном для пространственной кристаллической ре
шётки. 

Если в элементарной ячейке кристалла находится s час
тиц, то ревультат получается следующий. В общем случае 
мы получим Зs собственных колебаний, соответствующих 
определённой длине волны. Некоторые ив них могут, благодаря 
симметрии структуры, совпадать друг с другом. Три ив этих 
собственных колебаний дают <<дебаевсную ветвы>, для них соб~ 
ственная частота стремится к нулю пропорционально волновому 

числу при его стремлении к нуюо. Это частоты продольного 
и двух поперечных акустических колебаний данной длины вол
ны. EcJrи не учитывать аниnотропии кристалла, частоты обоих 
поперечных колебаний совпадают между собой. Остальныi 
Зs -- 3 частот дают Зs - 3 ветвей <<борновсr{их>> собственных коле
баний. Это-выLЮI{ие частоты, они не обращаются в нуль пр• 
стремящейся к бесконечности длине волны. Этим частотам со
оrветствуют колебания, при которых происходит сильное отно
сительное смещение одних частиц элементарной ячейRи относи
тельно других. 

Наличием <<борновской» ветви частот объяспяс·гся ряд ЯD· 
лений в Rристаллах. По поря:дr{у величин эти частоты-частоты 
инфракрасной облас1и световых колебаний -1012 -1013 коле
баний в сенунду. Эти колебания могут быть свявапы с ивмене
нием электрического момента ячейки, например; для кристал

лов NaCl, когда имеет место относительное смещение равно
имённых ионов Na и Cl. В этих случаях частотам этих колебаний 
в оптическом спектре кристалла соответствуют полосы аномаль

ной дисперсии и абсорбции. Эти, ле,ш,щие в инфра~{расной 
части, собственные частоты навываются частотами остаточных 
лучей. 

Борновские колебания теплового движения, так же ~шк и 
дебаевские, вообще говоря:, вывывают ивменения оптических 
свс,йств кристалла и ведут к моленулярному рассеянию све-1а. 

При этом совершенно так же, как и в рассмотренном выше слу
чае, при рассеянии на дебаевских тешювых волнах происходит 
ивменение частоты. В спектре рассеянного света попшшются 
часто'rы v ± ш, где v - часто га падающего света, а ш - частота 

той волны борновских колебаний, на которой рассепnается 
свет в данном направлении. Длина этой упругой волны Л по
прежнему даётся соотношением (41,15). Так rшк для Gорповских 
колебаний частота очень мало вависит от длины волны, то полу
чается изменение частоты падающего света, одинаRовое для 



рассеянного света ра:шых направлений. !{роме того, так ка1t;, 
для борповсю1х 1юJ1сбш111й (!) очень всли1ю по сравнению с 
частотой дебаевских тюлсба~шй той же длины волны, то иаме- ', 
пенис частоты падающего света получается значительное; легко: 

набшодасмое с помощью пбычпых спектральных приборов.· 
Это явление -явление 1юмбинационного рассеяния, ИJIИ :Jффеит 
Рамана длн нристашюв. ' 

Не1юторые и;;мс1ю11ия должны бы1ъ внесены п в теорию 
теплоёмности. Иыешю, сели мы иr,юсм присталл, состояп.1,ий иа 
элементарных ячесн: ( наждап и:з s частиц), то он обладает ЗsN · 
степсня~1и с1.юбоды и сосУrnстетш\IШО ЗsN еобстnспными нолеба
ниями, ЗN н:з ноторых от1юсятся 1, дебаевс1юii ветви, остальные · 
к борповсноii. U вырющ·ш1н длл энергии должны быть учтены 
все эти собственш.,с коJtебшпш, что вносит 1rеното1;ос изменение . 
в выраш:спил (Н,5) и (41,14). Впрочем :Уrи и:змсш:ния играют 
роль толыю длн нроыежуточпой области тс1\1ш·ратур. При ниа
ких температурах остаётея правилы1ы~1 дебасnсний :заrюн тре
'rьей степени (,J.1 ,9), щш ш,н'о1шх-1шасс11чеснос выратсние для 
теплоёмности. 

Нушпо и:1;1сть в впду, что в и:злошешюй здесь теории теплоём
коети твёрдых тс.н всюду атоl\/ы (или ионы) рСШLТIШ рассмат
риваются, нан: точ1ш. Тшш!'.1 образом, энергия возбужде
ния атомов и сuответствующал ей тснлоёмкость не уч.1ты

ваJ1ись. 

В пспоторых случанх, 1югда для атомов возможны переходы 
с оченr, малым и;Jмспсш1ем ,шсргии, теплоёмкость, сuответ· 

ствующая этим переходам, мошет играть очень большую роль. 
Это имееr место, например, ДJIЯ 1,риеталлов сернокислого гадо
линия при температурах 01шло 2° К, где его теплоёмкость уве
личивается в сотни ра:з. 

Кроме того, n и:злошенной теории предполагалось, что атомы 
не меняю1'ся ll!('Жду собой местами и что струнтура присталла 
при и:змснснии температуры не и;;меняется. Во многих случаях, 
например, для тnёрдых растворов (например, латунь) наблю
даются. вблп:ш онредРлi\нш,1х температур резкие увелпчения 
теплоём1юсти на nе,;1ичш1ы поряд1ш 1 кал/град. Эти явления, 
связанные с <<фа:зовыяи переходами 2-го рода>>, объясняются 
в том случае, сели мы учтuм во:змошноr.;ть перехода атомов 

разного сорта и:з од1юго узла решёт1,и в другой, возможные 

при этоя и:зменсния си:нметрии рсшётни и связашюе с ними 

и:змененис её эперi:ии *). 

"') Более нодроGно см. А. Б. Уuuолоде, Согрс,еш1аА тцмодн
намина. ОGщаА '1ещнш даё'!СН у Л. JI ан 11 а у и Е. JI и IJ ш и ц, С,ати
стичеснан фиJю,а, гл. XI. 
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§ 43. Рав1юnсс1iос и:.~лу 11епие. Формула II,iaнкa 

Применение квантовой теории к и:злучению, другими сло
вами, к электромагнитному полю, основано на следующих 
п едставлениях. И:злученис мы можем рассматривать,_ 1~ак и 
вf якую другую фнзичссr,ую систему, подчиняющуюся .;аконам 

а иии. Характерная особенность и:злучения та, что это 
мех н . " ,,. Од ако выше 
система с бестюнечпым числом степенен своооды. н ; , 
в§ 20 и 21, мы видели, что если ввести нормальные коорАинаты, 
то' к этой системе можно прю1енять обычные методы механики 
и статистики в общем так же, 1ш1, r, систем(" с нонечным числом 
степеней свободы. Применяя квантовую теорию, мы рассматри
ваем иалучение как <<1шантованпое поле>>. Друг~~ш словами, 
к иалучению мы применяем зюю11ы кшштовои механики. 
Каждое собственное колебание и:злучения внутри :з ,ркальногu 
ящика можно рассматривать как осциллятор. По 1шантовой 
теории энергия осциллятора может иметь значения 

h(t> h 
т+п ш, 

(4З,1) 

где w _ собственная частота рассматриваемого нормального 
колебания. Для излучения нуJiсвую энергшо нужно отбросить 
или, другими словами, принять, что уровни энергии осцилля-

тора равны пhш; а не !!
2
"! +nliш (при n= О, 1, 2, ... ). Если не от

бросить эту нулевую энергию собственного ноле~апин, то пол-
ая энергия всего и:злучепня, имсющеr о бсс1~онечное 

ная нулев , u 

число степеней свободы, получается бесконечнои. 
Такое изменённое выражение д'IЯ уровней энергии собст

венных колебаний поля излучения пока:зьшаст, что оператор 
Гамильтона для них иной, чем длн обычного осциллятора. 
Действительно 01щзываотся, что мошно так видоизменить опе
ратор Гамильтона, что это требование будет выполненным 
и в то же время полученный оператор при вамене оператора 
импульса числом обращается в классическую функцию Гамиль-

1 ( • • ") тона осциллятора -т Р" + ш" q· · 
hш 

При отбрасывании 2 
ередпяя ,шергия нормального коле-

банил при температуре Т равна 
hш 

z ==:: ---,;;;;---

cl,T - 1 

Средняя .~нергия излучения с частотами 

Ешdш=;dZ(ш), 

(43,2) 

в интервале равна 

(43,3) 
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rде dZ (ш)- число нормальных k с! · олеuаний с частотам 
интервале. Подставляя в (43 3) _ и в ЭТОМ:. получим: ,. значение е (43,2) и dZ (ю) (§ 20), t 

Ew dю = __!::__ hwS dw 
т;зсз hw (43,4) 

е/й' -1 

Эта формула ПJ1ан При маль на пренрасно подтверждается на опыте. 

т 
. х частотах и высоних темпе k , и мы получаем нан ратурах е стремится к 

Дтинса ' предельный случай' формулу Ралея-

Еw dш = -v ш2kТdю т.зсз • (43,5) 

Наоборот' при малых те можно отбросить едини мпературах в знаменателе в (43,4) 
ном. Тогда получается ф~р по ср~нению с поназательным чле
с опытом при малых Т: мула ина, приближённо согласная 

l1w 

Е d 
v - -

w ю= -hш"е kT d r.3c3 ю. (43,6) 

Интегрируя (43,4) по всем частотам [полыз получим для полной энергии закон Стефауясь прБи этом (43,6)], 

Е 

v 

ГДР, 

на и ольцмана 

CQ J Ewdw 
о _____ 11 

11:21;з ~ 
w3dw 

-,.-.,,-- = аТ 4 , v . 
О ekT - l 

k4т;3 

а= 15h3сз ' 

гллвл v 
ПРИМЕНЕНИЕ ОБЩИХ ПРИНЦИПОВ RВАНТОВОЙ 

ТЕОРИИ МНОГИХ ЧАСТИЦ. СТАТИСТИRИ 

ВО3Е-ЭйНШТЕй11А и ФЕРМИ 

§ 44, Трудности' приБедmие к статисти1шм Бозе и Ферми 

Применение :квантовой теории позво !lости, возникшие в :классической тео :ил? раа~ешить труд-
стал.;юв и многоатомных газов О р и теплоемкости кри
ряда вопросов и устранения вdтредч::~· ДJIЯ разрешения целого 
ходимо более полное применени ихся аатруднений необ
совокупности частиц чем еде е принципов :квантовой теории 

' ланпое в применениях иеложен-

йi ' 

ных в главе 111. Там из квантовой теории мы воспользовались 
в сущности только дискретностью возможных значений энергии 
системы. Из затруднений теории мы укажем здесь два, возникших уже 
давно. Первое ватруднение возникло в сущности вмЕ'сте с появ
лением прРдставления о световом кванте-фотоне. Дело в том, 
что если рассматривать излуч<'ние как газ, состоящий из фото
нов, и применять к нему общие принципы статистики, то мы не 
получаем формулу Л ланка для спектральной плотности равно
весного излучения. В общих чертах :ло можно покавать так. 
Выражение Больцмана для ереднего числа частиц с импульсами 
в интервале (р, р + dp) мо;ю10 написать в следующем вид<': 

dn = const. С ~) p2 dp. (44 ,1) 

h<0 
Для фотонов: энергия е = h(•J, и~!lуJ1ьс р = с , так что 

(44,2) z =ре. 

Подставляя эти значения в ( 44,1), получим среднее чимо фото
нов с частотами (ш, ш + dru). 

hw 

dn = conвt. е е ш2dш. 
А 

Энергия равновесного излучения при температуре Т = k , 
соответствующая этому интервалу час.тот, будет, оч<'видно, 
равна 1,w 

Ewdш = h(I) dn = coпst. е 0 'ш3 (lш. 

Таким образом, вместо формулы Планка мы получили формулу 
Вина, являющуюся её предельным случаем при hш » 0 и только 
в этой области частот и 'l'емператур согласующуюся с опытом. 
До появления статистики Бо3е эту трудность пытались разре
шить различными искусственными гипотезами. 

Другое эатруднение возникло в связи с теорией электропро-
водности: метsллов и касается их теплоёмкости*). Мы знаем, что 
электропроводность металлов объясняет1;я наJ1ичием в металлах 
электронов, которые в первом приближении можно рассматри
вать как свободные, взаимодействие которых с решёткой кри
с1алла ограничивается соударениями с ней. Исходя из этого 

*) О теории эл<штропроРодаости металлов см. Лоре н т ц, Теория 
элентронон. гл. 1, § 47; Т а ми. Теория элентромагнитного поля, гл. 3, 
§ 43; 3 ом мер ф ель д, Волнован ~1еханина, дополнение 1. 



представления, удалось дать теорию проводимости металлов 
в частности, вывести аакон Видемана-Франца о пропорциональ: 
ности коэффициентов ;JЛсктро- и теплопроводности металлов. 
Однако, в рамнах представлений классической статистики эта 
теория приводит к неправильной величине теплоёмкости. Дей
ствительно, по 3акопу равномерного распределения нужно 

приписать среднюю энергию f kT на каждый электрон. Значит, 
к средней энергии ионной решётки 3 NkT надо добавить энер
гию свобод~ых электронов. Следовательно, внутренняя ::~нер
гия и теплоемкость должны быть (для одновалентного металла 
где на каждый ион приходится один свободный электрон) 
в полтора раза больше, чем для одной решётки. Это приводит ~ 
тому, что 3акон)~юлонга и Птп, который, как мы видели(§ 18), 
объясняется учетом одной тоJ1ы,о энергии рсшётки, бе3 учёта 
энергии :электронов, нс должен бы.:.r бы выполняться даже при 
высоких температурах, а мы ;шаем, что он выполняется. 

Это затруднение было разрешено тоJrыш применением 
статистики Ферми. 

§ 45. Принципы еимме•rрии и антиеимметрии (принцип 
Паули) и их фо11~!лироu1>а n 11ош10nой механике длн про

стеишс1'0 случал дnух час'l'ИЦ 

Мы видели выше, что и после введения основных положе
ний квантовой теории остаётся ряд противоречий и трудностей 
принципиального харю,тера. Эти трудности были устранены, 
после того юш в статистичесr,ую теорию были введены и3мене
нил в согласии с представлениями, с1шзанными с <<принципом 
Паулю> в одних слу,шях и <<принципом симметрию> -в других. 
Иаменения эти привели 1, необходююсти измененин в основных 
положениях квантовой статистики. В 'первом случае, который 
имеет место, папfимер, длн электронов, этим путём мы приходим 
R так называсмои статистике Ферми, в других случаях, напри
мер, для фотонов,-к статистю,с Позе-Эйнштейна. 

Первоначалы:о Паули был вьшушдсн ввести свой принцип 
в свя3и с 3адачеи о построении пс риодической системы элемен
тов, и первоначальная его формулировка относилась к элек
тронам в атоме. EcJrи состояние электрона характеризовать 
нвантовыми числами, опр<-делнющими его орбиту и спин элек
трона, то принцип Паули состоит в том, что в атоме в каждом 
состоянии (заданном четырыш квантовыми числами) не может 
быть больше одного электрона. 

Выводы из принципа Паули, насающиеся спектров сложных 
атомов молекул, оказались в хорошем согласии с опытом. В 
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дальнейшем принцип Паули был обобщён и распростран~н на 
любые системы электронов или протонов. Для других частиц, 
например, для фотонов, вмс.сто этого требования пришлось 
ввести другое- требование симметрии волновых функций, 
заменяющее принцип Паули и играющее вполне аналогичную 
ему роль в теории совонупности таних частиц. 

Мы должны прешде всего формулировать эти принцrш ,1 и 
рассмотреть их содержание в рамнах понятий квантовой меха

ники. Нужно подчеркнуть, что принцип ПауJ1и и принцип сим
метрии волновых функций не являются следствием основных 

положений квантовой мехаюши- уравнения Шредингера и 
вероятностного истолнования волновых функций, а должны быть 
введены в квантовую механину многих одинаковых частиц, как 

новые дополнительные принципы. 

Рассмотрим сначала простейший случай- систему И3 двух 
одинаковых частиц. не взаимодействующих между собой. 
Состояние такой системы описывается волновой фунrщией 

зависящей от координат х" у 11 z, первой и х2 , у2 , z2 второй ча
~тицы (для простоты мы при дальнейших рассуждениях отвле· 
наемся от спина частицы). Оператор Гамильтона системы 
равен Н = :И, 1 + :И, 2 • Уравнение Шредингера для стационарных 
состояний системы имеет вид 

( 45, 1) 

где Е-энергил нашей системы двух частиц. При этом опе
ратор 

(45,2) 

аависит только от координат первой частицы, оператор :И, 2 -

тольно от координат второй частицы. Вид операторов ::Н, и :Н 2 
одинаковый (одинаковые частицы). Для решения этого урав
нения можно воспользоваться методом ра;щелсния переменных. 

Будем искать решение уравнснип (45,1) в виде прои3ведения 
функций ер (х,, у" z,) = ер (1) от шюрдинат одпой только первой 
частицы и функции х. (х 2 , Yei ;:; 2 ) = х. (2) координат второй ча
стицы (1 стоит вместо х" у1 , z,, 2-вмссто х" у2 , z2 ) 

w· = ер (1) х. (2). 

Подставлял это выражение в (45,1), убедимся, что оно даёт 

!~ Статистичесиал фивиRа 



решение этого уравнения, если rp и х удовлетворяют уравнениям 

Jt 1rp (1) = Elfl (1) } 
:Н2z (2) = (Е ·- :а) z (2) . 

(45,4) 

Так как наши частицы одинаковы, то :Н 1 зависит от координат 
первой частицы, так ше кан :Н 2 вависит от координат второй. 
е -собственное вначение для первого уравнения, Е -2 -для 
второго. Поэтому функции rp (1) и z (2) представляют собой 
решения одного и того те уравнения Шредингера для одной 
частицы, но соотвrтствующ1:1.е разным собственным значениям, 
равным уровням энергии. Пусть Е" и г13 -два собrтвенных зна
чения этого уравнения 

:Н•~ (х, у, z) = e,JJ (х, у, z), (45,5) 

а ф .. (х, у, z) и ,JJ13 (х, у, z)-соответствующие им собственные 
'функции этого уравнения. Тогда мы найдём два (и только два) 
решениfI уравнения Шредингера (45,1), соответствующие энер
гии системы, равной Е = Е"+ Е 13 • Первое решение \JJ"' получим, 
если положим в (45,3) 

rp{1)='fr,(X1, У1, Z1), '/..(2)= 'f13(x2, У2, 2 2); 

Е=Еа., Е-Е=Е13; 

оно равно 

'F'=ф .. (xi, У1, z1)ЧJ11(x2, У2, 2 2)· (45,6) 

Второе решение lf"" получим, если в (45,3) поло,ним 

rp (1) = <J!iз (х 11 у" z 1 ), х (2) = у .. (х 2 , у 2 , zJ; 

Е = Е3 И Е - Е = Ее,.; 
11r'' - ,1, ( ) 1 ( ) - -r!3 х" У,, Z1 ljla. Х2, У2, Zz • (45,7) 

Первое ив этих решений соответствует состоянию системы, 'if." 
при нотором первая частица находится в состоянии у" с энергией 3; 
е .. , вторая частица -в состоянии У~з с энергией г 13 • Второе реше
ние изображает состояние системы, при ното1.юм первая части
ца-в состоянии у 13 , а вторая-в состоянии у,.. Велиqина 
\ 'F \2 dV 1 dV2 даёт в том и другом случае в согласии с общими 
положениями волновой механики вероятность того, что первая 
частица находится в объёме dV 1 = dx, dy1 dz 11 вторая-в объёме 
dV 2 = dx2 dy 2 dz 2 • 

Таним обравом, для нашей системы, состоящей ив двух 
частиц, мы имеем случай <<нратныХ>> собственных значений энёр
rии. Одному и тому же собственному вщ~.чению энергии Е=Е .. + е 11 
,,в 

соответствуют два различных состояния сnстемы-две равJiиrt
ные волновые функции, IJl' и IJ;"". Такая кратность собствен
ных вначений (<<вырождение>>) всегда свявана с неноторой сим
метрией системы. В нашем случае она свяаана с симметрией (оди
наковостью) частиц, выражающейся в том, что фуннция Гамиль
тона системы (даже в cJiyчae наличия взаимодействия между 
частицами)·- симметричная фуннция частиц, не изменяющаяся 
при перестановне их ноординат. 

Поr:-нольну уравнение Шредингера (45,1) линrйно и однород
но, решениrм его, соответствующим той же энергии системы Е, 
будет и любая линейная номбинация 'F решений IJГ' и IJГ": 

IJ;" = c'\J/' + с"IГ' =с с' у .. (1) 9~ (2) + с"ф~ (1) у .. (2). (45,8) 

Наждой таной фуннции должно соответствовать опредеJ1ённое 
состояние снстrмы. 

Дело будет, однано, обстоять иначе, если мы введём прин
цип Паули. Если наши част~щы-элентроны (или протоны, но не 
фотоны), то, нан сназано выше, в силу этого принципа вовмож
ны только тание состояния системы, при ноторых не·r двух ча

стиц, находящихся в одном и том ;ке состоянии. Это значит, что 
возможны состояния системы, соответствующие не всем реше

ниям уравнения Шредингера, а из этих решений нужно вы
брать неноторые таи, чтобы соблюсти принцип Паули. 

Для нашей системы из двух частиц таной выбор сделать 
очень просто. Среди волновых фуннций нашей системы (45,8) 
есть фуннция 

'Fл=у .. (1)ф13(2)-ф .. (2)ф13 (1), (45,9) 

это- <<антисимметричнаю> фуннция. При перестановке ноординат 
двух частиц она меняет зна:н. Она равна нулю, если обе части
цы находятся в одинановых состояниях. Поэтому принцип Паули 
в вJлновой механине выражают таи, что принимают, что из 
всех допустимых с точни зрения уравнения Шредингера состоя

ний вовможны тольно состояния, изображаемые антисимметрич
ными водновыми фуннциями. Отсюда принцип ПауJш в перво
начальной формулировне получается сразу; невозможность 
для двух элентронов находиться в одном и том же состоя

нии выражается в том, что тогда волновая фуннция систе
мы-нуль. 

<<Антисимметричное>> состояние системы из двух :шентронов 
с волновой фуннцией 1_1,·л (45,9), допуснаемое щ,инципом Паули, 
уже не может быть истолновано таи, что при нём первый элек
трон находится в состолнии ,i, .. , а второй:-JiJ состоянии 1\111 (или 
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наоборот). Можно толыю сназатt, что при этом юнюtf-то один 
электрон находится n состоянии с,;, а какой-то другой-в состоя
нии~· 

Заметим в связи с этим, что вероятность определённого 
положения ЭJюктроноn n объёмах dV 1 и dV 2 даётся выраже-
нием 

(45,10) 

Данную величину можно было бы понима~ъ так: это ~~роя·r
ность того что один элентрон (а не канои-то определенный, 
например.' первый) находится n объё:ме dV 1 , другой-в dV

2
• 

Тогда вероятность нужно, очевидно, нормировать так: 

~ llV, ~ iЧ,-лj 2 dV1 =1. 
у 

(45,11) 

При этом внутренний интеграл нужно брать при условии 
х1 < х2 , у,< у2 , z, < z2 , а внешний-по nсем nозмт.ю~ым значе
ниям х 2 , ?J 2 , z2 , так кан при ::Jто:м учтены все nозможныr состоя

ния системы. Одна1ю, удобнее (45,10) понимать, как вероят
ность первой частицы (:эле1,трону) быть в dV 11 второй-в dV

11
• 

При :этом нужно толыiО взпть такое нормирование 

\ dV, \ 1 ,~-А 1

2 dVI = 1 
\' v 

(45,12) 

-по координатам обеих частиц интегрирование по всем воа
можным впаченилм. Легко видеть, что, поскольку 1 \J"!'л 2 

- сим
метричная величина, математичесние ожидания любых сим- " 
метричных в координатах частиц (а только такие величины · 
и имеют смысл) будут при обоих способах определения вероят
ности одиаакuвы. 

Таким образом, принцип Паули в его квантово-механиче
ской формулирою,е требует отназа от индиnидуаливации ча
стиц. Мы исхuдили из того, что две одинановые частицы (напри
мер, два эле1iтрона) аб<.:олютпо пе отличимы друг от друга. Это 
нашло себе выражение в том, что-мы считали оператор Гамиль
тона системы 11 симметричной функцией координат (и спинов) 
частиц. Есш1 две частицы поменять местами, то ревультат 
такого обмена ни1шн неJ1ьзл обнаружить. С этой точки орения 
откав от индивидуализации частиц естественен. Можно думать, 
что к этому выводу доJ11ю~а притти nслкая удовлетворительная 

теория. от которой мы вправе требовать, чтобы два неразличи
мых никакими опытами состошшя она рассматривала, каR 

одно и то же состояние. 

ао 

:Кроме антисимметричной: фуrпщии (45,9) среди функций 
(45,8) есть ещ~ фупкцип симметричная 

ч,·s = ·~" (1) ~11 (2) + ,~~ (1) t" (2), (45,13) 

не изменяющаяся при перестапоnне rюордипат частиц. Допу
щение, что ДJIЯ спсте~1ы НО3:\!ОJШIЫ TOJIЫIO состояния, описы
ваемые сим~1етричш,ши фушщипыи, таr,же nсдёт к отказу от 
индивидуали:заrщп частпц п прпnодит I{ статистю,е Бозе-Эйн
штейна, имеющей ыесто, n частности, для фотонов. 

§ 46. Припцпл Паули л прип:цли rим!\'rетрии n nолновой 
1неханикс rиrтеJ11ы, eoe'roaщt'ii н:J J1шоп1х О)\Иuа~юuых частиц 

Изложенные сообращ<:'пип нетрудно обобщить на случай 
системы, состонщrй п:з N частиц. Предположим сначала что - ' вsаимодеиствие между частицами М(ЫШО пе рассматривать 
и опять отвлечёмсп от сшша частиц. Гамильтонов оператор 
системы равен 

( 46, 1) 

причём оператор Jt; дейстnует на ноординаты i-ой частицы. 
Все операторы Jt; одипашшы, тоJ1ыю действуют на функции 
координат раsвых частиц. Состопние системы оппсывuетсн вол
новой фушщией 

\_JJ' (х1, Уи z1,,, ·, ZN) = 1Г (1, 2, ... , N), (46,2) 

удовлетворяющей длп ст::щпонарного состояния системы урав
нению 

(46,3) 

причём Е --энергин систrмы в с1том состоянии. Воспользовав
шись, кан: и раньше, :-.1етодом p;is;1e.rrcrшл перемсшн,1х, получим 
одно и:з решений задачи n Ш!j(С 

где lji,,., 91з, 9ш --собивсrшые фушщии урuвпения Шредингера 
для одной частицы, удош1ет1юршощие уравпспшо 

соответетвующие собстnепаы.\r :зш1 1теш1Н\! z,_, Е~, ••• , еш, причём 
е" + е~ + ... + "w = Н. Другш' 1юшс•шш уравнешrя (46,3), соответ
ствующие тому же ;;шачспию Е, получuются путl;М всех во.~мощ-
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пых перестановон координат частпц в выражении (46,4); таким 
путём по.::~учим решения: 

IJ:' = у" (2) У!3 (1),,. Уш (N), 
1t'" =у .. (3) у11 (1) ... Уш (N). 
•••••••• 1 ••••• 

EcJiи все состояния y(J,, ~13 , ... , у,,, разлпчпы, мы получим таким 
путём всего NI раз;шчпых функций, т. е. собственное значение 
Е, в .Jтом с:1учае Nl-н:ратпое. Наиболее общее решение полу
чим, ecJIИ соста~шм шшейную однородную (с проиавоJ1ьными 
коt1ффиц1,Wнтами) фующию от всех этих собственных функций, 
т. е. выражение 

~ c1clГ(k). (46,6) 

Если через р1л обозначить функцию, получающуюся из фуrш
ции (46,4) с по.,ющью некоторой пере1~тановни 1юординат час·rиц, 
то общее решение (46,6) можно написать в виде 

х, с P\Ji 
~ г ' 

}-' 

(46, 7) 

где сумма распространлется па все воз11юл:ные перестаноюш. 

Сама функция u,· тан:же входит n эту сумму, она поJiучается 

в резуJ1ьтате <<тождественной перестановн:ю> Р = 1 (т. е. отсут
ствия всяких изменений. в фушщии 11·). Эту тождественную 
перестановку тоже нужно включить в число возможных пере

становок. 

Среди функций (46,7) СС'Гь две функции, обладающие осо
быми свойствами. Это, во-первых, симметричная функция, 
соответствующая с.тrучаю, н:ог да все с г = 1, 

Ч"s= ~P\J!', 
р 

( 46,8) i 

не меняющаяся при .-побой перестановке координАт частиц. 

При перестановках в .:>той ф:,·шщии тольн:о меняются местами 

члены суммы. 

Во-вторых, антисимметричная фующия \]!' А, соответ~:rвую
щая выбору ер= 1, если перестановка Р состою• из четного 
числа транспозиций (перестанuвон двух частиц), и Ср = -1, 
если Р состоит из нечётнuго числа трннспозиций. Э·rа функция 
имеет вид 

!82 

чr А=]± P'V, 
р 

(46,9) 

где в сумме все члены, соответствующие чiiтным Р, нужно брать 
со знаком +, соответствующие нечётпым Р, со знаком - . Эта 
функция \J!·л только меняет апан при перестановке координат 
любой пары частиц, тан кап при .:>том все члены суммы меняют 
знак, поско,1ьну но всем перестановrшм прибавJiяется одна транс
позиция. В случае отсутствия вsаимодействия, когда· W имеет 
вид (46,4), по определению детерминанта \J!'л, очевидно, можно 
написать в виде: 

•~а. ( 1) 'f~ ( 1) . · , \Jш ( 1) 
Уа. (2) \JЗ (2) . , , Уш (2) 

Уа. (N)y13 (N) ... ~ш (N) 

(46,10) 

Если среди состояний !J., ~' ••• , ш есть хотя бы два одинаковых, 
то IJf А= О, так нак в .:>том случае в (46,9) попарно равны члены, 
отличающиеся внан:ом. Это :ш:е видно сразу из (46,10), так как 
в этом случае в детерминанте получаюrся два одинан:овых столб
ца. Таким образом, если мы потребуем, чтобы состояние систе
мы электронов описывалось всегда антисимметричными волно

выми функциями, то тем самым мы потребуем выполнения 
принципа Паули в виде вапрета нес1юльним электронам нахо
диться в одном и том же 1-шаптовом состоянии. Таким обравом, 
принцип (<<запрет>>) Паули выраш:ается в квантовой механике 
в том, что допускаются толыю антисимметричные волновые 

функции. 
Rак уже указывалось, совокупность элРктронов описывается 

антисимметричными функциями; для них имеет место принцип 
Паули. Из элементарных частиц тают,е совокупности протонов 
подчиняются принципу Паули, ему подчиняются также ней
троны и <<нейтрино>>. 

Состояние совокупности фотонов описывается- симметрич
ными волновыми функциями. 

Исходя из требований инв, риантпости, по отношению к пре
образованиям Лорентпа уравнений квантовой механики для 
элементарных частиц, Паули nонаsал, что симметрия или анти
симметрия воJшовых фушщий совон:упностей \.JJiементарных 
частиц связана с тем, юшой сшш имеют элементарные частицы. 

При этом пид величиной спина для частиц, имеющих отличную 
от нуля массу покол, пошшаетсн велнчина момента количества 

движения, которой об.надает по1юя.щаяся чаетица. Если же 
масса покоя равна нуJ1ю (фотоны), то величиной спина частицы 
называется наименьший момент количества движения, который 
щожет иметь частица. Спин частицы может равняться либо 
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полуцелому кратному h (электроны, позитроны, протоны, не-й- . 
тронь. -спин равен 1 

/ з h) 1 либо-целому (фотоны-h, та же вели- , 
чииа спина принимается предположитеJ1ьно для мезотронов). 

Паули покавал, что для олементарных част,щ с полуцелым 
спином волновые фуню~ии-антисимметричные, для элемен-
тарных чаuтиц с целым спином -симметричные. . 

Пусть теперь мы имеем сово.кушюсть частиц, каждая из ко- : 
торых сос·rоит иэ нескольних элементарных частиц (например, '. 
атомарный водород или гаэ, состоящий ив :моле:кул), и будем в : 
нашем рассмотрении тра:ктовать кашдую ив та:ких частиц, как ; 
неделимую. Тогда в случае, когда каждая такал частица состоит 
ив чётного числа э.11ементарных частиц, подчиняющихся запрету 
Паули, состояние сис·rемы должно описываться волновой фун:к· 
цией, симметричной относительно координат таких сложных 
частиц и антисимяетричной, есю1 каждая частица состоит ив 

нечётного числа таких элементарных частиц. Действительно, в 
первом случае, переставляя две частицы, Мh1 тем самым совер· 

шаем перестановку чётного чисJrа элементарных частиц, и 
потому антисимметричная (по отношению к их координатам) 
волновая функция не должна меняться при перестанов:ках 
сложных частиц-она должна быть еимметричной. относительно 
координат этих слощных частиц. Во втором uлучае перестановка 
сложных частиц состоит в перестановне неч'iтного числа эле· 

ментарных и ПО'l'ОМУ долщна менять внак во.'Iновой фун:кции. 
Другими словами, волновая функция должна быть антисиммет
ричной функцией :координат сложных час·rиц. Являются ли tJ:a· 
стицы элементарными или совоиупное·rью определ·'нного числа 
1тементарных-имеи существенное вначение для <<статистики& 

этих частиц (т. е. выбора еимм.етричных или антисимметричных · 
состояний). Если в состав системы входят частицы первого и 
второго рода, то волновая фун:нция системы должна быть си:t.1-
метричной по отнс,rnению к перестановне координат частиц пер

вого рода и антисимметричной по отношению к 1,оординатам , 
частиц второго рода. ' 

Допущение толыю симметричных или только антиuиммет
ричных волновых фующий :может быть истоJ1:ковано, ка:к отказ" 
от индивидуализации частиц. Это отоутствие индивидуализации · 
и ОТJ1ичает статистrшу Ферми антисим..,1етричных водновых 
функций, поJrучающуюся в случае наличия вапре•rа Паули, и 
статистику Бове-Эйнштейна, соотrетствующую симметричным 
воJIНовым фуннцuям, от нлассичесной. l, нлассичесной стати
сти:ие состояния, получающиеся одно из другого путём об
мена частиц, рассмаrривались ющ различные. Именно, 
если п,,, частиц находится в состоянии Ч1 ч niJ - в состоянии 

~~ ит.д. 1 пЦ)-всостощцца'1ш, танчтоп,,,+п~+ ... +nЦ)=N, 

f8t 

Ni 
то , та:ким вначенияы соответствуе'r равли,Н.Ых 

п"! п~! ••. пшl 
состояний, отличающихся одно от друrого толь:но пере

становкой частиц. В случае же симметриqных волновых 
функций совокупности чисел nh, пе, •.• , nш соответствует 

толь:ко одно сосrояние, описываемое симметричnой вол
новой функцией. В случае антисш.1метричных волновых 
функций, ногда кроме отназа от индивидуащiвации при~ 

нимается ещё запрет Паули, совонушюсти чисел п,, п~, . , . , nш 
соответствует одно состояние (ко1·да все числа п~; п~, . , . , nш 
равны либо нулю, либо единице) и ни одного состояния, 
ко1•да хотя бы одно ив чисел п., п), •• , , пш больше единицы 
(т. е. когда две и больше частиц находится в одноl\1 и том же 

состоянии). . 
· Перенумеруем состояния отдельных частиц и будем черев 
п п , . nя попре,1шему обозначать числа частиц в этих co-
j' 2' • ' "' 

стояниях. Совокупность чиrел пн п~, ... , nя . . . определяет 
некоторое состояние всей системы, содержащей N частиц. 
Ясво, что 

Inя=N. 
k=t 

Обозначим череэ О (п1 , п2 , n3 , ••• ) число возможных состоя· 
ний системы, соответствующих заданным числам пн п2 , nз, , , • 
Величину О {ni, п2 , n

3
, ••• ) можно назвать кратностью этого со

стояния системы, понимая при этом кратность (в противопо
ложносrь прежнему), кан число состояний системы, совмести
мых с принципом си:\1метрии или антисимметрией и соответ
ствующих данным п11 п2 , n3 , • • • В случае отсутствия требо
ваний симl\1е•1рий (или антисимметрий)-в случае <<нлассиче· 
сной~ (в Э'l'ОМ смысле) статистики О да!:\т общее число таних 
состояний, она равна 

~· NI 
о (пи п2, па,··.)= n~Гn;Гn.3! ... · {4б,Н) 

В случае статистики Бове-Эйнштейна 

О (п11 п2 , n3 , ••• ) = 1 
для всех значений п11 п 2 , n3 , , , , 

В случае статистики Ферми 

О (пи п2 ,п3 , •• • )=1,'} 
если все nk ~ 1, и 

О (n1.; п., па, , , .) = о, 

если хотя бы одно nk > 1. 

(46,1.2), 

(46,13) 
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Изложенные формулировни остаю1:·ся без изменения и в том 
слуqае, когда учитывается взаимодействие между qастицами. 

В этом случае фушщия Гам1шьтона хотя у:>1,е не может быть 
предст~влена в виде (46,1), но попрежнему симметриqна отно· 
с11т~.льно координат частиц. По:лпму из любого решения JIГ 
путем перестановки координат частиц мы снова поJ1учаем 

решение задаqи, так qто формулы (46,7), (46,8), (46,9) сохраняют 
силу и эдесь. То;1ько в этом случае частнЬl(~ решения уже не 
моrу1:· быть найдены методпм раздеJiсния переменных, так что 
формулы (46,4) и (!i6,10) не ииеют места. 

До сих пор мы отвлекались от спина (магнитного момента) 
элеrпрона. Если его учесть. то формулировка принципа Паули 
для электронов (или вообще частиц со спином) остаётся прежней. 
Волновая функция систе"'1ы долшна менять знак при переста
новке всех величин, определнющих два элеrпрона, т. е. при пе· 

рестановке их ноординат и переменных, определяющих их спин. 

Мы должны, таким обравом, толыю определять сос1ояние ча· 
стиц волновой фунн:ци<>й, зависящей щюме координат ещё от 
<<спиновой переменной>>, моrущ<>й принимать два значения. Если 
же мы будем определять состош1ие электрош1 пепоJшо, волно· 
выми функциями, заr::исящими толы,·о от 11:оординат, то в каждом 
так определённс,м состоншш могут быть два :электрона с двумя 
равными направлениями спина. 

:Как уже указывалось, ограниqснис симметричными и ан·rи· 
симметричными фующия~,и нс вытекает из уравнений квантовой 
механики.Необходимо по:этому показать, что оно им не противоре· 
чит. Именно нужно покааать, что ес.:~и система в определённый 
момент находится в состоянии, описывасмоУI симметричной (или 
антисимметричной) фующией, то при дальнейшем изменении 
состояния системы, происходящем по законам квантовой ме· 

ханики, состояние её будет длл любого момента времени описы
ваться опять симметричной (или антие;имметричной) фуннцией. 

Докаэательство этого положения следующее. Волновая функ· 
ция системы подчиняется уравнению Шредингера 

(46,14) 

nричём опера·rор ll - сю,tчетричпый по отношенnю к координа
там частиц; он мтн:ст (д:rя непзолиров:шной систе:v~:ы) зависеть 
и от врРмсни. Пусть IJ'( t) - решение :Jтого уравненип и пусть 
вначение :Jтого рсшспил, прп t ссс О рапное 1_1; (О), - антисимме
тричная функция, так что если Т обuзначает операцию переста
новки координат двух Rаких-либо частиц (транспозицию), то 

TIF (О)= - \Ji' (О). 

1Эб 

... 
Рассмотрим функцию 

ф ( t ) = Т ii,· ( t ) + \]. ( t ) . ( 46, 16) 

В силу (46,15) Ф (О)= О; нроме того, таи нан сумма двух реше. 
ний q; (t) и TIJ: (t) уравнения Шредингера (46,14), равная Ф (t), 
есть также его решение, то из этого выrенает, что Ф (t) = О. 
ДействитеJIЬно, умножая уравнение 

НФ= ~ ~: 

на сопряжённую фуннцшо Ф*, а сопряжённое ему уравнение
на Ф, снладыnая и интегрируп по все:\!: значениям ноординат, 
получим: 

-~ :t ~ Ф*Фd't= ~ {ФНФ*-Ф*НФ}d1:, 

где d't=dx 1 dy 1 ••• dzN. В силу самосопряжённости оператора 
Н правая часть равна нул.ru, так что 

_с}_ \ Ф*Ф d't=O 
дt ~ 

и, эначит, 

~ Ф*Ф d1: = const., 

а так нак при t = О и Ф = О, то 

~ Ф*Ф d't = ~ 1 Ф ,2 d-. = О, 
т. е. Ф = О для любого t, или 

Т 1]. (t) = - чr (t). 

А это значит, что функция i]J· остаётся антисимметричной для 
любого t. Донаэательство для случая симметрии такое же. 

§ 47. Во3мощные квантовые состояния частицы в сосуде 

В дальнейшем мы будем прилагать квантовые статистини 
к гаэу, т. е. к совокупности невзаимодействующих частиц. 

Поэтому мы рассмотрпм, r,ание состояния может иметь согласно 
1<вантовой теории частица, паходящаясп внутри сосуда (ното
рый дл.я простоты будем считать 1,убом со сторонами, равными L) 
с непроницаемыми стенкюrи. Такие стенни осуществляются 
при помощи <<потенциального барьера», т. е., другими словами, 
потенциальная энергия частицы внутри сосуда-нуль, при 
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.. 
приближении ше н стенш1м быстро растёт до бесконечности. 
При этом, чтобы обеспечить полную пеnоз:'lюш1юсть прохожде
ния частицы через барьер, n 1шш1товоii теории необходимо 
принять, что этот барьер именно бРсн:опечно nысою1й. (В нлас
сическом СJ1учае оп доJ1шеп быть д.тш ;нога тольно достаточно 
высоким.) 

Состояние часпщы описьшастсп noлrronoii: функцией: ~. удо- ' 
влетворяющей: ураnпеншо lif редш1гс ра для стационарных со
стояний. Внутри сосуда, где потенциальная :лю _1JГИЯ - нуJiь, 
это урашюние и11сет nид 

v"~ +- k2
~ = о. (4 7,1) 

Волновое число k сnязапо u импульсом частпцы р и её ,JНt·рrией 
е в этом стационарном состоянии соотпошениа:\rи Бройля: 

k=l!.. } 1i , 
( 4 7 ,2) 

.~ 2пz:з 
1. =--=-," 

L" 

На стеннах сосуда долшны быть nыполнопы граничные условия 

(47,3) 

выражающие пево3J1юш1-юсть прошпшоnепин частицы череа 

стенки. 

Rан мы видели (см. § 19), ураnпспие (47,1) ЩJИ граничных 
условиях ( 4 7 ,3) имеет CJieдyroщcc решение: 

удовлетворяющее граничным услошшм на стешшх при 

х=О, у=О, .z=O и x=L, y=l.,, z=L, 
если 

1tp ';Т;J 

kx=[, ku=y;, р, cr, 1:=1, 2, 3, ... 

(47,4) 

(1t7,5) 

Подставляя (47,4) n (47,1), убеждаемсп, что (47,4) удоnлетво
ряет этому ураnпсшпо, если 

(47,6) 

Можно показать, что, таким образоJ11, мы получаем полную 
систему решений уравнения (4 7, 1). I{аждому из них сс,01Вет
ствует возможное соt_;тояние чuстицы с пмпульсом р, причёы 

( h-)2 р2 = (hk)2 = -{' (р2 + (j2 + 1:2), ( 4 7, 7) 

Н18 

и анерrией 

е = Р~ . 
2rn 

Число dZ(p) стационарных состояний с импульсом в прО!ltежут:ке 
р, Р+ dp можно найти совершенно так же, :кан число нормаль
ных :колебаний в § 19. Оно равно числу точс1, пространственной 

нубичес:кой решётни ( с ячейной, сторона которой равна~'-') , 

расположенных в промежутне между дnум.н шарами радиусов 

р и р + dp, :которые лежа1 в положительном 01,та1-1те. Поэт::Jму 
это число равно отношению объёма шарового слоя н объёму 

с 
hrr.)З (h,:)3 

ячейки r = -v-' т. е. 

1 
dZ (р) = 8-

rдfd V . 'L8.- объём сосуда. 

41ср" dp --~ 

с~')" 
(4 7 ,8) 

Выражая это число через энергию частицы г, получим: 

VтЗ/2 . 
dZ (г) =-1-~ - Е1/2dг. 

2 / 2 r;З/i 3 

Заметим, что ввиду того, что мы пользовались сналярным волно
вым уравнением (47,1), в :котором спин эленrрона нс учтён, для 
электронов нушно ещё отдельно учесть, что состоnниn элен

тронов могут отличаться в смысJ1е направления спина. Учёт 
этого обстоятельства nедёт к необходимости удвоить число 
возможных состояний (47,9) соотnетсrвенно двум возможным 
независимым направлениям спина и дlс\:~т: 

dZ (г) = V в~ 1 !: dz; (47,9) 

Применяя эти выводы :к фотонам, ну,юю иметь в шщу, что 
выражение ( 4 7 ,8) сохраннетс.н и здееь. Его нуюно только 
удвоить, чтобы учесть возможность полярпзuции фuтона 
(см. § 19). Однако, для фотона импульс и ;)Нергия уже связаны 
не соотношением (47,7), выте1iающим из механини Ньютона, 
а соотношением 

Е 

р=
с 

(47,10) 

(где с-скорость спета), вытенающим из рел.нтивистс:кой меха
нини для частицы с массой пок,ш, равной нулю. Поэто111у урав
нение (47,9) в этом случае не .шiee·r меuта, а доюhно быть заме
нено уравнением 

V е°'dз 
dZ (г) = а -з-hз • 

7t с 
(47,11) 
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§ 48. Применение статистики Бове к фотонному гаву 

Переходя к пршюжепиям иэложенных общих положений, 
рассмотрим прежде всего иэлучение. Будем рассматривать его 
с точки врения представления о фотонах, как своеобраэный 
<(фотонный>> гаэ, и поставим себе эадачу найтн плотность иэлу- ' 
чения еш dw, соответствующую участку частот w, ш + dш, при , 
термодинамичесн:ом равновесии. 

Мы видели(§ 43), что, рассматривая излучение, как :элен:тро- , 
магнитные волны, и применяя к ним квантовую теорию, мы по- ; 
.11учасм формулу Планка для спектральной плотности равно- '. 
весного иэJrучrния, вполне сог.'Iасную с опытом. 

Исходя а,е из представления о ф'"Jтонах и пользуясь клас
сическим выраже,шем Максвелла-Бодьцм;~на для среднего 
числа частиц с определённой :энергией, мы приш.ли к неправиль
ной формуле Вина д.1я плотности равновесного иэлучения:. I{al( 
уже указано, разрешение этой трудности дало только введение 

статистики Бозе-Эйнштейна, применение которой к фотонам 
даёт правильное планковскос выражение для плотности равно
весного излучения. 

Таким обра:юм, окаэывается, что представJ1епие об излуче
нии как о квантовых воJшах и представление о нём как о фотон
ном гаэе, подчиняющемся принципу симметрии, то-есть с·гати

стике Бо3е-Эйнштейна, в рассматриваемом вопро<"е о равновесии 
совершенно ю.вивалентны. Заметим, что :эквивалентность :этих 
двух представлений не ограничивается рассматриваемым эдесь 

частным вопросом, а представляет собой общее положение 
квантовой теории света. 

Исторически статистика Бозе возникла именно в свяэи 
с решение"" эадачи о равновесно:\1 излучении с точки зрения 

представления о фотонах сщё до ясной формулировки общих 
принципов квантовой механики многих теJ1 и принципа Паули. 

Пусть в замкнутой, идеально отражающей оболочке нахо
дится иэлучение -совокупность фотонов. Рас.;сматриваем фотоны 
(как в § 44) как час'Iицы с энергией е = hш и импу.'Iьсом 

р = hш . То1да чисдо воэможных квантовых состояний фотона 
с 

с :энергией в интервале е, е + de или; что то же, с частотой 
в интервале ш, ш + dw согласно (47,11) равно 

( 48,1) 

Если среднее число фотонов в определённом состоянии с энер-

1•ией е равно п = п ( е), то энергия :этих фотонов равна 
En= hшп. (48,2) 
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Следовательно, интересующая нас энергия в интерnале чactof 
(1>, ш + dщ равна еп dZ, а плотность её равна 

(48,3) 

Задача ваключается, таким обравом, в отыскании среднего числа 

частиц п (2) или, поскоJiьку уровни энергии частицы (фотона) 
в нашем случае дискретны, в отыскании среднего числа частиц 

~
1 
= п (,k) в состоянии с энергией 1=1,. Для решения э!ой эадачи 

мы предполагаем, что наш ящик с излучением помещен в термо

стате. Тогда вероятность состояния излучения, которое опре
делено .;аданием чисел частиц п,, п2 , nJ, ... в различных воэ
можных состояниях, даётся каноническим выражением 

lli-E 

W (п 1 , п 2 , n
3

, ••• ) = e--t1-Q, 

прJчём энергия системы Е равна 

Е= ~ nh.ek. 

(48,4) 

Поскольку мы принимаем эдесь статистину Бозе, каждой сово
купности чисел п 1 , п2 , n3 , • • • соответствует только одно воз

можное состояние системы 

Q (п 1 , п2 , n3 , ••• ) = 1. 

Поэтому вероятность состояния можно написать в виде 

W-n1a1-n2t2-n3sз- •.• 

W (п1 , п2 , n3 , ••• ) = е 1* (48,5) 

В рассматриваемом нами случае фотонов условие nостоян

ства числа частиц ~ nk = N не имеет места, потому что фотоны 
h. 

могут исчеэать и появляться (при испуснании и поглощении 
света), и общее число их ничем не фnксироnано. Таким образом, 
в :этом случае числа п 11 п2 , n 3 , ••• представляют собой незави· 

симые переменные, определяющие состояние сис'rемы. Кроме 
того, выражение (48,5) показывает, что вероятноС'l'Ь состояния 

•knk 

имеет вид проиэведения мно,нителей типа consL. е - -tj. Это эна
чит, что nеременные п1, представляют собой статистически неза
висимые величины. Вероятность определённого эначения каж
дого nh. (nh. = О, 1, 2, •.. ) даётся выражением 

(48,6) 
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~•де Ck - .tюрмирую~:ций мно}Rитель, определяемый na уравнения 
оо nk•k 

ck ] е ---~- = 1. (48, 7) 
nk=O 

По.этому средние ЧИСJiа частиц в разных состояниях системы . 
могут быть найдены независимо друг от др}Га. Среднее число . 
чостиц в k-ом состоянии равно 

"k 

Обозначая е-~- через qk (qk<:1), получим 

со 

~ пkqZ'' 
nk=O nk = -"-со---
~ q;k 

nk=O 

(48,8) :. 

Это выражение-того же типа, что и n § 37. Обозначив, так же 

как там, ~ q~k через z, по.1учим, как легко видеть иа (48,8).: 
nk-o 

Но величина z равна 

Z= 

поэтому, логарифмируя и дифференцируя, получим 

или, в наших 
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перво па чальных обозначениях, 

- - 1 1 
п = п (г) = -.-- = hw 

с(:) -1 

Подставляя в (48,3), получаем формулу Планка: 
hw9dw 

ewdw = --h.;;- . 

п2сз (е е -1) 

§ 49. Статисти:ца Ферми для случая «вырождения» газа 

Пусть мы имеем совокупность N электронов, ва:к.тrючённых 
в сосуде. Стенки сосуда мы рассматриваем как бесконечно высо
кий: потенциальный барьер (§ 47), обеспечивающий невозмож
ность выхода электронов из сосуда. Вваимодейстnием электро
нов между собой будем пренебрегать. Так в первом приближении 
можно рассматривать электроны в металле. В этом парагра
фе мы рассмотрим случай очень низких температур, когда 

все существенные величины могут быть получены весьма 
просто. 

Состояние нашей системы мы определяем заданием чисеJr 
частиц п1' п2 , n

3
, ••• в состояниях с энергиями е 1 , е 2 , е 3 , ••• 

:Каждой совокупности чисел п11 п2 , n3 , ••• , в которой все nk либо 
нули, либо единицы, соответствует одно (антисимметричное) 
состояние системы. Состояния же системы, при которых хотя 
бы одно ив чисел nk больше единицы, невозможны в силу прин
ципа Паули. 

Вероятность состояния нашей системы, соответствующего 
определённым значениям п1 , п 2 , n3 , , •• , если система помещена 
в термостат, даётся каноническим выражением 

V!-E 

W(n 1 , п2 , n3 , ••• J=e00(n11 п2 , пз, ... ), (49,1) 

где О (пн п2 , n 3 , ••• )-кратность состояния. В нашем случае 
в согласии со сказанным выше (см. стр. 185, § 46) О= 1, если вое 
nk <: 1, и О= О, если хотя бы одно nk > 1. Так как мы отвлека
емся от вваимодействия частиц, то энергия системы Е равна 
сумме энергий всех частиц 

Е= ~ nkek; 

кроме того, очевидно, 

~ nk=N. 

Ив (49,1) вытекает, что для очень пивной температуры 0 
сколько-нибудь заметной вероятностью (близкой к единице) 
обладает состояние с наименьшей возможной энергией; вероят
ность других сос1·ояний очень мала. Область температур, коrда 
это имеет место, называется областью <<вырожденnя гаваt. 
Ввиду наличия вапрета Паули наименьшая вовможвая энергия 
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Е в отлnчие от классnческого слуt~ая nоло,~{и:тельна, а не равна 
нулю. Состояние, совместимое с вапретом Паули и обладающее 
наименьшей энергией, получится, очевидно, когда nk = 1 для N 
наинивших уровней энергии частицы, другими словами; если 
электронами <<занято>> N наинивших уровней. Эту наименьшую 
энергию Е0 (её навывают нулевой энергией) легко найти. Число 
состояний электрона (число уровней) с энергией его между в 
и е + de согласно { 4 7, 9) равно 

ilzmЗ/2 
ГДе в:::::; n?.hЗ -

dZ (е) = V В e'l2de 

В каждом ю3 N низших состояний находится один элект

рон; поэтому 

N Со 

Е0 = ~ Ek= ~ edZ(e)=} VBC~la, (49,2), 
k~1 О 

где С0 - энергия наивысшего ванятого уровня. :Кроме того, число· 
ванлтых уровней равно общему числу электронов, так что_ 1 

Со 

N = ~ dZ (г) = : BVC~l2
• 

(49,3) 

о 

Подставив значение В, получаем отсюда: 

(
3N ) 2/з _ h2 с 2 1'!__) 2/з Со = 2V - 2т З1t V ' 

(49,4) 

Таким обравом С определяется массой частицы (элек1·роuа) 
' о . 

т и плотностью газа;. Разделив (49,2) на (49,3), находим (при 

учёте спина): 

Е = зN,;0 = Зh2N (з1t2 f!.) 2/а • 
о 5 ~От V 

(49;5) 

В отл~чие от классического случая, когда Е = { N0, мы вnдим, 
что в с1·атистике Ферми при понижении 'Iемпературы сред

няя энергия Е стремится к значению Е0 , зависящему топько 
от плотности гава. Это стремление энергии R предельному 
вначевию, как можно покавать (§ 51); происход11:r доста
точно быстро, так что при переходе к области вырождения 

теплоёмкость С = f}_E стремится к нулю. (:Конечно, это ещё не 
11 ат 

вытекает ив стремпения энергии к постояIJному впачению, то.к 

f 9ft 

как если бы, например, Е равнялось бы Е0 + const. Т, то С11 
была бы отлична от нуля.) 

Постараемся дать грубую оценку :верхнего предела обла
сти температур, при которых имеет место вырождение газа. 
Чтобы вырождение имело место, вероятность любого состояния 
с энергией Ei, отличного от состояния с минимальной энер
гией, должна быть исчезающе мала по сравнению с вероятно

с1ъю этого последнего, т. е. 

Ч:-Ео '}'-Е1 

е-0- У е~е-

или 

(49,6) 

За состояние с энергией Е1 мы можем взять уже состояние, при 
котором один из ванятых уровней освобождён, и бывший 
на нём электрон по"1учает энергию, большую, чем эвергия Со 
последнего ванятого уровня. В этом елучае энергия Е1, оче
видно, порядка Е0 + С0 • Так что в случае вырождения доJ1жно 

быть выполнено условие ~ у 1 или, пользуясь (49,5), 

~-(з 2 f!.)2/э,..,,.!!.._2_ (1!_)2/з f 
2т0 '1t V "' т0 V У ' 

(49, 7) 

Таким образом, область вырождения простирается до более 
высоких температур при малой массе частиц (элентронЬI) и при 

iV 
большой плотности v. Для элеюронного газа в металле, где 

N 
плотность V очень велика (примерно, один электрон на ион 

решётки); вырождение имеет место вплоть до десятков тысяч 
градусов, т. е. во всяком случае для веех ·Iемператур, когда 
метаjIЛ являетея твёрдым телом. Этим разрешается в теории 
метал.'lов основное ватруднение, состоящ~е в . том; что тепло
ёмкость металла равна 6 калориям, т . е. теплоёмкости !(ристал
личес1'ой решётю1, а элентроны не вносят ничего в величину 
теплоёмиости. Действительно, элептронный гав в металле вы
рожден, а, как указано выше, ·геплоёмкость его в этом слу
чае очень мала (по сравнению с теплоёмкос1'ью; определяемой 
{)ешёткой). Это ваключение без существенных ивменений сохра
няется и в более совершенной теории, учитывающей взаимодей
с·rвие элек·rронов с ионами кристаллической решётки метаm1а. 

В случае обы•шых 1'а1юв (состоящих ив таких атомов или 
моле:кул, которые подчиняются статистике Ферми), ввиду 
малой плотности гаво.в и большой массы :молекул; условве выро-
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жде~шя далеко не выполнено, вплоть до температуры их сжи

жения. Наоборот, в этих с.ilучаях мы имеем дело с областью 
таких плотностей и таких высоких температур, когда стати
стика Ферми приводит к результатам, совпадающим с клас
сической (см. § 51). Поэтому для обычных ганов, поскольку 
речь идёт об энергии поступательного движения их частиц, 
можно польвоваться классической статистикой. 

Найдё:м ещё давление вырожденного электронного гана. 
Цля этого надо знать его свободную энер1·ию \Ji". При вырождении 
>У-Ео 

е-в -~ 1 и, следовательно; в этом случае можно положить 

\Ji" = Е0 , (49,8) 

но в силу (49,5) Е0 пропорционально v- 2/a и, следовательно, 

W=E0 =const. V- 2/a, (49,9) 

Отсюда, поJiьвуясь общим выражением для давления, 

дW 2 -3 
р = - дV =-3 const. V 

или, разделив на Е0 , получим: 

2 
pV =з Ео. (49,10) 

Таким образом, связь давления с энергией в точности та же, 
что и в классической теории обыкновенного газа (хотя Е0 , 
конечно, зависит от температуры и плотности совсем иначе). 
Это и не удивительно, потому что это соотношение для состоя
ния идеального газа получается на основании самых общих 
положений (теорема импульсов, равновероятность всех напра· 
ВJiений скоростей частиц), так что его вид, конечно, должен быть 
тем же и в случае применения принципа Паули. 

§ 50, Парамагнетизм влектронного газа и парамагнитные 
свойства щелочных металлов 

:Классическая теория парамагнетинм:а Ланжевена *) даё,r 
магнитную восприимчивость, обратно пропорционаJ1ьную 
абсолютной температуре. Однако, для ряда металлов, напри
мер, для щелочных, ~~спериментально обнаружены парамаг
нитные свойства, причем для этих металлов магнитная воспри· 

•) См., например, И. Е. Тамм, Теория элентричества, ч. 11. А б· 
р'llгам-БеннеР., 11, § 30. 
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имчивость в широких пределах оказывается не зависящей 

от температуры. 

Об'Ьяснение этого факта было дано Паули в 1927 г. Он пред
положил, что парамагнетизм в 1Jтих случаях вызывается не 

магнит11Ыми моментами ионов решёток, а магнитными момен
тами; свяван11Ыми со спином электронов проводимости, друrими 

словами, объясняется магнетизмом: электронного газа. При 
этом для объяснения независимости парамагнетизма от тем
пературы существенно, что электронный гав можно рассматри· 
вать, как вырожденный гав Ферми. 

Найдём магнитную восприимчивость вырожденного элек
тронного газа. Энергия электрона, находящегося в магнитном 
поле, складывается ив его кинетичесной энергии и магнитной 

энергии, вависящей от ориентировки спина электрона по отно· 
шению к магнитному полю. Спин электрона может быть напра· 
влен или по полю, или про·rив поля. Магнитный момент ЭJieR· 
трона равен <<магнетону Бора&, т. е. равен 

he 
p.=/lmc; (50,1) 

вдесь е - варяд электрона, с - скорость света. Энергия, :которой 
обладает в магнитном поле Н магнитный момент!'-, равна- (р.Н), 
т, е, в нашем случае равна ± fJ-H. Полная энергия эле:ктрона 
равна 

1 = Е =t= р.Н, (50,2) 

rде Е - его кинетическая энергия. Число состояний электрона 
с кинетической энергией Е, Е + dE и спином определённого 
направления dZ1 (Е) равно поJювине выражения dZ (Е): 

dZ1 (Е) =} BV Elf2dE, от:куда Z1 (Е) = : BV е3'2 , 
где в согласии с ( 4 7 ,9) 

(50,3) 

При вырождении энергия системы имеет наименьшее воз
можное вначе:в:ие. Если ваняты все уровни энергии, при кото· 
рых спин направлен по полю и кинетическая энергия электрона 

меньше ,+ ·и все уровни, соответствующие обратному напра
влению спина с энергией, меньше С, то энергия системы равна 

t+ ~-

Е =} (Е-!'-Н) dZ1 (Е) + ~ (Е + р.Н) dZ1 (Е)· (50,4} 



Общее число занлтых уровней равно числу элентронов 

Z1 (С+) +z1 (С) =N. {50,5) 

Нужно найти значения С+ и С, дающие минимум Е при 
заданном N. Дифференцируя (50,4) и (50,5) ·по С+ и С, 
снладываем производную от (50,4) с производной от (50,5), 
умноженной на неопределённый множитель Лагран:жа-С. 
Приравняв нулю, получаем: 

или 

от иуда 

(C+-f!-H) Z~ (C+)-CZ~ (С+) =0 } 
(С + ,.,.н) z~ (С) - cz~ (С)= о ' 

С+ = С + 1-1П; С = С - 1-1Н, 

причём С находится ив условия (50,5), а именно: 

zl (C+IJ-H) +z1 (C-IJ,H) =N. 

(50,6) 

(50, 7) 

(50,8) 

П роеиция магнитного момента элентронного гава на направле· 
ние поля равна 

(50,9) 

Действительно, первый член в '"снобнах даёт число элеитронов 
со спином, направJiенным по полю; а второй-число элентронов 

со спином- против поля. Принимая во внимание (50;7), 
находим: 

(50,10) 

Если магнитное поле слабое, то IJ,H мало по сравнению с С, 
и можно ограничиться членами первоf'о порядна относительно Н. 
Это значит, что мы находимся в области, где проницаемость 
постоянна, а для парамагнитных тел это имеет место вплоть 

до самых больших, достижимых на опыте; полей. Разлагая по· 
этому Z 1 (С± 1-1Н) в (50,8) и (50,10) в ряд по степеням Н 

. и ограничиваясь членами первого порядна, получим: 

2Z1 (С)= N, 
м = 2IJ- 2нz~ (С). 

(50,Н) 

(50,12} 

Тан RaR zl (С)= const. С81 2 , то z; (С)= ; Zi?). Принимая это 
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tio внiiмавие и иснлючая иа (50,12) Z~ (~), поJ1у'tим: 

M _3"iJ,2HN 
- 2~ • 

Магнитная восприимчивость равна 

М 3"iJ,2N 
Хпарам = HV = -2~V , (50,13) 

:Как видно ив (50,11), величина С совпадает (в нашем прибли
жении) с энергией последнего заполненного уровня, ноторую 

мы обозначали в § 49 через С0 • Поэтому 

"-" -- Зтт2N hЯ с )2/а 
1о-1оо-2т i , (50,14) 

rдi 
N 

N 1 = v , тан что 
(50,15) 

Таиим образом, получается восприимчивость, не зависящая 
от температуры во всём (доступном для наблюдения) проме· 
жутне температур. 

В этом расчёте принят во внимание только спин элентрона, 
воздействие же магнитного поля на траенторию электрона ни· 

нщ. не учитывалось. Учёт этого обстоятельства; сделанный 
Л. Д. Ландау, в рамнах нвантовой 'f<эории *) приводит R выводу, 
что движение элентронов тан возмущается магнитным полем, 

что получается диамагнитный момент; пропорциональный полю. 
Этот момент, а следовательно, и соответствующая ему вос
приимчивость Хциам, имеет знак, обратный анану момента, полу
ченного Паули, составляя по абсолютной величине 1

/ 3 его, т. е, 

1 
Хдиам = - 3 Хпар,ш· (50, 16) 

Поэтому полная восприимчивость элентронного газа равна 

(50,17) 

•) Для объяснения диамаrнетиэма существенно применение : 1 анто· 
вой теории. Нлассичесная теория вообще не может дать последователь· 
ного объяснения магнитных явлений, пан результата движения элентри· 
чесних варядов. В общем виде это было донавано Г. Лоренцам и Ван-Лёвен 
(см., например, Б лох, Моленулярная теория магнетизма, гл. II, § t руссн . 
пер., f93li г.). Нлассичесная теория Ланжевена, дающая в общих чертах 
правильное объяснение парамагнетизма, исходит ив существования гото• 
вых магнитных диполей в моленулах. Объяснить же вознинновение этих 
магнитных моментов, исходя иэ движения варядов, удалось толыю" с нван
tовой точии врения. 

il.99 



Сравним полученное значение iзосnрпймчивости 6 оm.tто:м ДJtJt 
щелочных металлов. В этом случае число свободных электронов 
N можно считать равным числу ионЬв (одновалентный металл). 

Na 
к 
RЬ 
Cs 

lx, 10-т, выч. по (17) 1 х, 10-7 набл. 

4,38 
3,4 
3,26 
3,02 

5,8 
5,1 
0,6 

-0,5 

Ревультаты приведены в 
таблице. 

Согласие теории с опы
том для Na и К - удовле- \' 
творительное. Отклонения 
для RЬ и Св объясняются 
тем, что при расчёте со
вершенно не учитывался 

диамагнитный момент ио-
нов; который для больших · · 

ионов тяжёлых металлов может играть уже существенную , 
роль. 

§ 51, Статистика Ферми. Общий случай 

Перейдём теперь к рассмотрению гава, подчиняющегося 
статистике Ферми в общем случае, не ограничиваясь нивкимп 
температурами, для которых имеет место его <<вырождение•. 

Модель гава мы берём прежнюю, в частности, не будем учиты
вать вваимодействия между частицами и для неё выведем соот
ношения, 1·одные для любых температур. 

Состояние нашей системы полностью определяется ваданием 
чисел ч1:1.стицп1 , n2 , n3 , ... в состояниях с энергиями е1 , е 2 , е3 ,,,. 
Вероятность этого состояния согласно (49,1) равна 

1"-Е 

W (п1 , п2 , n3 , ••• ) = е-в-О (п1 , п2 , n
8

, •• • ), 

где g = 1, если все nh-< 1, и О= О, если хотя бы одно nh больше ' 
00 

единицы; Е =] nheh - энергия системы. 
k=1 

Свободная энергия \)]', кан всегда, оnределяется ив условия 
нормирования вероятности и может быть выражена черев 
<<сумму состояний» Z 

,,. 
e-'ii" =Z= 

Е 

е0= 

Среднее ч~ло частиц в каком-нибудь 
в первом п1 , равно 

состоянии, 

1200 

1V-n1•1-n2•2- .. , 
~ 

(51,1) 

например 

(51,2) 

При этом суммировать вдесь, а также в выражении (51,1) 
нужно по всем вовможным состояниям системы, т. е. по всем 

состояниям, для которых все nh имеют вначение О и 1. Ясно, 
что поэтому О :,;;;;;;,nh:,;;;;;;, 1. Rpo!'4e того, так Ra:« общее число час
т11ц постоянно, т. е. 

]nh=N, (51,3) 
k 

то при суммировании нужно брать только совокупности чисел 
n1 , n2 , n8 , ••• , удовлетворяющие этому условию. 

Заметим, что ·вычисление среднего числа частиц nh сводится 
R вычислению суммы состояний z. Действительно, полагая 

•.t 

q1i = е - 8 , получаем: 

но 

и поэтому 

Z= 

n1 =} ] n1qf1q:2 ... , 

az 
дq1 = 

n1, n11, ••• 

(51,4) 

Таким обравом, достаточно вычислить сумму состояний. Зная 
её, мы, как всегда, кроме того можем определить свободную 
энергию \)]' = - 0 ln Z, а значит, все термодинамические вели
чины. При вычислении Z вовникает математическое затруднение, 
свяванвое с необходимостью учитывать :r;ри суммировании 
условие постоянства числа частиц (51,3), Чтобы обойти это 
ватрудвение, поступим так. Если, как обычно, обовначить 
черев 80m величину, равную единице при т = О и нулю при 
т ;:J:. О (т-целое), то, очевидно, Z можно написать так: 

Z = ] 80,tnk - N q~1q~i , , , 
n1, n2, ... 

Теперь суммирование уже распространено по всем возможным 
n1i=O, 1, бев учёта условия (51,3), ввиду того, что члены, 
для которых это условие не выполнРно, обращаются в нуль, 

таJС пак длц нцх 8o,tn%-N = О. Величину 80111 можно написать 

~,)f 



в виде определённого аналитического выражения. Имевио, 
легко убедиться простым интегрированием, что 

тогда 

Вт; i(}Jnk-N) q, 
а - 1 с k • u,r.n11-N - 21. J е drp, 

о 

подставляя это выра~нение в выражение дJiя z, получим: 
Z = ~ Oo,r.nk-Nqfiqfa = 

2!i 

- 21. ~ q~1qf2, .• ~ einiq,ein2q,,,, e-iNq, drp. 
n1, n2, ... О 

Инменяя порядок интегрирования и суммирования, выпол
няя суммирование по всем значениям п" = О, 1 (причём теперь 
уже суммирование по равным п" в силу скананного нужно 
nыполнять ненависимо одно от другого), получим: 

2т. 

Z = 2~ ~ p,-iNq, ~ qf1einq,q~zein2q,, , , drp = 
О n1, n2, .•• 
2т: 

1 ~ e-iNq, П }: - 21. q~11eink'I' drp :::: 
о k n11=0, 1 
2т: 

1 ~ e-iNq, П (1 + q"ei'!') drp. - 21. 
о k 

Но 

}J In (t+qkei'!') 
П (1+q"ei'l')=e k ' 
k 

и поэтому Z можно написать в виде 

- t 2~т: -iNq,+ }J In (t+qkвi'P) 
Z=-- е k dт 21. Т' (51,5) 

о 

Нас интересует нначение Z в случае, когда общее число частиц 

нашей системы N очень велико, но плотность f сохраняет 

нонечное значение. Таким обраэом, достаточно найти не точ
ное sначение интеграла (51,5), а приближённое, асимптотиче· 
сное при больших N, что мы и сделаем. Заметим, что при фикси-

ровании плотности ~ сумма ~ ln (1 + q"ei'!') растёт пропор-
k . 

· ционально N. Это свянано с тем, что величины уровней энергии 
Ek 

в", входящие в выражение q" = е -~, ваnисят от раэмuров сосуда 
V = L8 

[ сравни формулу ( 4 7, 7)], а по'1тому при заданной плот-

ности ; сумма ] ln (1 + q"ei'!') будет вависеть от N. Чтобы 
k 

установить вид этой зависимости , напишем данную сумму в виде 
интеграла 

"k 00 • ~ 
~ - +iq, \ --+iq, 
~ ln ( 1 + е 8 l = ~ ln ( 1 + е 0 

) dz ( е), 
k о 

где dz (в)-число квантовых состояний частицы с энергией 
i, в+ dв. Если внешнее поле отсутствует, то согласно ( 4 7 ,9) 
dz = ВVв112dв, так что эта сумма равна 

00 I 00 ! 

\ - -+iq, v \ - +iq, 
BV а ln (1 + е 8 ) в1f2ds = NB N ~ ln (1 + е 0 ) в112dв 

и при фиксировании плотности N действительно пропорцио
нальна N. Легко убедиться; что эта пропорциональность будет 
иметь место и в присутствии внешнеl'о поля. Таким образом, 
Z имеет вид 

где 

~'l'i: 

Z = frc ~ eNW ('!')drp, 
о 

w (rp) = -irp+ ~ ~ln (1 + q"ei'!'); 
k 

(51,6) 

при ваданной плотности это-не вависящая от N функция. 
:Н: интегралу (51,6) мы мощем применить теорему об асимптоти
ческих вначениях интеграла, доназанную в дополнении к этому 

:дараграфу, согласно ноторой асимптотически при N - = 
ln Z = Nw (rp0 ) с точностью до членов, отношение ноторых 
R написанному стремится к нулю при возрастании N. При 

203 



э'i'ом ({10 iюрень уравненйя W1 (rp0 ) = О, '1'. е. ура~знения 

w' (((1
0

) = -i { 1- i_ ~ q,,e''fo } = О 
N ~ 1 +q"ei'fo 

k 

или, полагая !((10 =; , уравнения 
~ d -N=O, 
~ •k-t 

k е tt +i 
Это ур9.ввенnе имеет одно действительное решение С. 
деле, ПОСRОЛЬКУ Eh >о' при с~ - со 

}: •1с-~ N ~-N, 
1t е 8 .+1 

8. при с~+ со 

~ d 
~ •k-~ N ~+ оо, 

k е-,;г +1 

производная же его левой части по С, равная 

всегда положительна. 

•11-С 

d ~ е ""'"@ 
в~~--, 

(е_6_+ 1)1 

Таким обравом, получаем: 

(51,6а) 

(51, 7) 

В самом 

lnZ =Nw (((10 ) =Nw (r~) = - ~ + ~ ln (1 + /-;,"\ (51,8) 
k 

причём С нужно найти ив условия (51, 7). 
Среднее число частиц в k-ом состоянии найдём, поль-

ф (51 - д ln Z 
ауясь ормулой ,4) nk = qh ~ . При втом нужно диф-
ференцировать по qh, учитывая, что С такще зависит от q . 
Поэтому 1t 

nh=qh дlnZ =Nqh {(дw) $aw ~} 
дq,. . дqk c-conat. а, дgk • 

Прпя:uмая, однако, во внимание, что n силу (51,6а) 

дw дw 1 
at; ""'д'fо iO """'О, 

nолучаем: 

с 

n _ а ln Z _ N ( aw) _ qke - 6 _ 1 
k-qh дqk - qh дq" C=const.-qke-t+1- •k-C 

е 6 + ·1 

. (51,9) 

Это - выражение для <<распределения Ферми&, заменяющее рас· 
пределение Максвелла-Больцмана при учёте принципа Паули. 
При этом (51,7), очевидно, просто выражает условие 

~nh=N. 
k 

Свободная энергия нашего газа равна 

C-•k 
~· = -0 lnZ = N {С-~~ 1n(1 + е-. -6 ) } • (51,10) 

k 

Она при заданной плотности оказывается пропорциональной 
числу частиц N. При этом здесь это получается бев добавления 
к- 0 ln Z членов, вависящих от N, как это приходится делать 
в классической теории ( см. § 33), чтобы получить пропорцио
нальность N. 

Пользуясь (51,10), легко раскрыть термодинамичесмй смысл 
веJ1ичины С, являющейся корнем уравнения (51,7) и поэтому 

вависящей от температуры и электронной плотности ; , Диффе· 
ренцируя W по N при постоянном объёме V и 0 (следова· 
тельuо, при переменной плотности), получим: 

дW -C+N д_'.__}!5_ ~--d-
дN- дN дN ~ •k-t • 

k е-0 + 1 

В силу (51, 7) два последних члена сокращаются и 

(дW) -С 
д-N v,0- ' 

(51,11) 

то-есть С - химический потенциал электронов. 

Как вытекает из сделанных при выводе распределения Фер
ми, то-есть выражения (51,9), предположений, это выражение 
справедливо всегда, если энергия системы аддитивно склады

вается ив энергий отдельных частиц, т. е. ногда вэаимодей
ствие частиц не учитывается. Внешнее же поле сил может при
сутствовать. Значит, это выражение справедливо щ,и тех 
же предположениях, что и выражение Максвелла-Больцмана. 
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Согласно (51,9) среднее число частиц в опре,t:tелённом состоянйи,, 
с энергией е равно 

а Юiассичесное ( т. е. 

·iiщ I 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
~ 
~ ,,2 
1 

n=-.--~c-
e 0 + d 

(51,9) •. 

не учитывающее принципа Паули) выра· 

жение для п при дискретных 

уровнях энергии можно наnи

сать так: 

• С-а - -8 -
п = const.e = е ~ , (51,12). 

если постоянную обовначить ; 
t 

черев e\:j. 

Для больших вначений ; 
энергии s ~ С, когда в (51,9) : 
в внаменателе можно прене

бречь единицей по сравнению 
с покавательной функцией; 

ё ход обоих выражений при
мерно одинаков. Для малых 
же вначений ваконы распре

деления (51,9) и (51,12) совер
шенно равличны, причём рав
личие тем больше, чем меньше , 
температура. При вырожде
нии, т. е. при достаточно ма-

Черт. :!О. Среднее число частиц n 
нвантовом состоянии с энергией s. 
Сплошная линия-по Ферми, пуни
тирная- по Больцману-Маисвеллу. 
Нривые: J -для ниэних температур 
(для Ферми в области вырождения), 
2 - для . более высоних температур. 

стина 

лых 0, как мы внаем, стати
Ферми даёт прямоугольный графин: 

п = 1 при s < С0 и п = О при s > С 0 • 

При более высоких температурах получается вависимостъ, 
ивображiённая на чертеже (черт. 20). При этс,м переход от 
участка кривой, примерно параллельного оси абсцисс, к экспо
ненциальному убыванию происходит при вюtчении s = С, так 
как при е < С покавательное выражение в внаменателе меньше 
единицы и при убывании s приближается н нулю. :Н:uгда же 
s становится больше С и растёт дальше, показательная функция 
скоро делается вначиrельно больше единицы, и внаменатель 

•-С 

можно ваменить на е ~. При шшюrх температурах этот пере
ход очень ревкий, и при в-> О кривая стремится к прямо
угольному графику ( область вырождения). Отсюда видно, 
что наивысшая ~шергия ваполненных при вырождении уров-

6 

ней с0 , введённая нами в § 49, равна вначению С при 0 =О, 
С-=С(О). С 

u Можно покавать, что при очен?. высоких температурах 
становится отрицательным и растет неограниченно по абсо
лrотной величине. При это~ функция распр(=:деления _Ферми, 
т. е. выражение (51,9), для среднего числа частиц п обра
щае·rся в классическое выражение Мансвелла (51,12). Вмес-
е с vтим и все свойства газа Ферми при высокой темпера
~уре совпадают со свойствами газа по классической стати-
ми~. ( Равберём теперь частный случай, когда внешние силы ва 

исключением вваимодействия со стеннами) отсутствуют. 81 21/2т а 

В этом случае согласно (47,9) dz(e)=BVelfzds, В=---;яfз · 
Поэтому свободную энергию можно написать в виде 

C-•k 

'V=N{ с-; I ln(1+e ~)} = 
k 

со С-• 

= N { с- в; ~ ln ( + е-6 ) alfa ае} , 
о 

(51,13) 

а условие (51,7), определяющее С, в виде 

в r //2а. 
J а-С 
ь ет +1 

(51,14) 

Среднее число частиц с энергией между е и ~ + dв равно 

п (е) dz (s) 
вv,/l2as 

= •-С 

е8 +1 

(51,15) 

Найдём уравнение состояния га3а, Для ·этого дифференцируем 
W по объёму 

р = -ci;)N,0" (51,16) 

Принимая во внимание, что 'У,- однородная функция первой 
степени от числа частиц N и объема V [см. (51; 10)], и поJ1ьэуясь 
теоремой Эйлера об однородных функциях и формулами (51,11), 
(51,16), мы мошем написать: 

'V=NC-Vp, 
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pV= -W+NC 

или, подставляя W по формуле (51,10), 

о:, С-• 

pV = B0V ~ ln ( 1 + е 0 ) elfa de. 
о 

С помощью интегрирования по частям находим: 

о:, С-1 

8 ~ ln(1+e0 -)elfade= 
о 

о:, 

= f ~ : :1
c2dr; 

о е8 + 1 

(51,17) 

Эдесь принято во внимание, что выражение в нвадратных 
сноб.ках при данных пределах интегрирования обращается 
в луль. Таним обравом, 

Средняя :энергия гаэа равна 

(51,18) 

Следовательно, 

Таним образом, эта свявь давления и средней энергии полу
чается и в общем случае. Средняя энергия вависит от темпе
tатуры и плотности согласно (51,13), при этом С -фун.кция 

у и 0, определяемая посредством уравнения (51,7). 
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Найдём приближt!нное выражение термодинамичес.ких вели
qтщ при нив.ких температурах в области вырождения. Для это1•0 
преобравуем формулы (51,14) и (51,18) путём интегрирования 
по частям: 

о:, (Х) (Х) 

N = ~ п (е) dz (е) = [ п (е) z (е)] - ~ z (е) п' (е) de = 
. О •=0 U 

(51,19) 

2 с -= - 5 BV ~ е 51 2п' (е) de. (51,20) 
о 

Величина п' (е) для ни:ших температур существенно отлична от 
нуля тоillьно вблизи значения е = С (0), вбливи .которого п (е) при 
малом 0 п (е) падает от вначения 1 до нуля. Поэтому положим 
е =С+ и0 и разложим е8/2 в (51,19) и е•/2 в (51,20) в ряд по степе
ням и. Этим путём найдём: 

~ еР п' (е) de = ~ (С+и0)Р :: dи = 
о с 

0 -

=СР ~ (1+р~и+Р<Р-; 1 ) ;и2 + ... );:dи, 
с 

0 

где р равно 3
/ 2 или 

5
/ 2 • 

Примем во внимание, что 

дп е" 

ди = -- (е" + 1)1 

-чётная фуннция и. Тогда получим: 

~ еР n' (е) de = -СР { 1 + р (р;- !) ( ~)2 ~ ~2

:~ d~ 2 + ... } , 
о ! -со 

14 Статистичесная фиаина 2Q9 



При этом учитываем, что 

и что в интегралах 00 
\ ие" du 
~ (е"+ 1)2 
~ 

!! 

l 1 ]00 1 е"+ 1 о= - ' 

и 

1; 
нижний предел- -

0
- можно ааменить на - оо (при этом мы 

с 

дел2.ем ошибну порядна е - е. ~). 
'Учитывая, далее, что 

+со со 

\' ~(2_ее .. -+ .. d1 )и2__ \ тс2 ~ -- = 2 J,i 2 (e-u+зe-Bu-f'- ... )dU=3, 
- со о 

получаем: 

(51,21). 

Отсюда и в силу (51,19) и (51,20) находим: 

N=-~ ВVС81з 
3 { 1+~(~)2}; (51,22) 

- 2 
{ 1 + 5;2 (~ ) з} j Е =-- BVC5! 2 (51,23) 5 

при 0=0 первое .. свv)-~ уравнение дает С= С0 = ЗN 3
• Равре-

шая ше уравнение (51,22) относительно С, находим с точностью 

(~)2.· до членов порядна ~ 

С= С0 { 1-~ (1;~)2} , (51,24) 

с 3N )2/з 
rде Со= 2BV • 

Разделив (51,23) на (51,22) и подставив в полученное вы
ражение С (51,24), получим с той же степенью точности: 

- З ,. { 5"2 с 0 ) 2 } тс2 А81 Е = 5 N "о 1 + -12 ~о = Е о+ 4 -~ -- . (51,25) 
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Отсю,ttа находим теtiлоёмносtь 

с _ аЕ _ тc7Nk ckT) ckT) 
v - ат - 2 ~о = тt2 R ~ , (51,26) 

Теплоёмность очень мала, если температура очень мала по срав-
kТ 

пению с температурой вырождения; она, примерно, в 1; рае 

меньше, чем нлассичесное :значение теплоёмности. Это и объяс
няет то, что элентроны при обычных температурах ничего не 
добавляют н ТЕо'плоёмности металлов. 

Заметим ещё, · что, пользуясь (51,13) и (51,24), можно 
найти и свободную энергию. Она равна 

W = NC - i Е { NC0 { 1 -
51тс; ( ~ ) 

1

} • (51,27) 

В рассматриваемом случае отсутствия внешних сил энергия 
з 

е связапа с импульсом р соотношением s = Jт. Поэтому в дан-
ном случае, подобно тому, нан это часто делается в нласси
чесной статистине, можно дать выражение для распределения 
частиц по абсолютным величинам импульсов для статистини 
Ферми. Полыэуясь (51,15), найдём для среднего числа частиц 
с импульсами в промежутне р, р + dp выражение 

' Vp2 dp 
dnp(P) = п dZ (р) = с Е:___ ~ ) , (51,28) 

тс2h3 /m!! 8 + 1 

ноторому в нлассичесной статистине соответствует выражение 

по Мансвеллу 

dnP (р) = Ff/JJ 
р2 

- 4тсN e-2m-8 р2 dp (51,29) 
(2тст0) 3/а ' 

Графин фуннций -~iP (51,28) и 
(51,29) дан на черт. 21, энергии 
е = С эдесь соответствует им-

пульс Р = J/2т:, при нотором 
примерно и происходит переход 

от параболичееного (пропорцио
нального р2 ) возрастания нри
вой н энспоненциальному убыва-

р 
' ' р 

Черт. 21. Среднее число частиц 

d--,;p 
F (р) = dp в вависимости от абсо-
лютной величины импульса р при 
нианой температуре, бливной и 
вырождению (по Ферми-сплош
ная нривая, по Больцману·Манс-

веллу-пуннтирная нривая). 

нию. При вырождении (черт. 21) эдесь при p=P
0
=J/2m~, 

происходит разрыв нривой и падение её до нуля, 
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Дополневие к§ fi1 

13ычисление асимптотичесного (при N-:;.cXJ) выражения длп 
интеграла*) 

ь 

J = ~ F (z) eNw(z)dz. 
а 

Для нахождения асимптотического выражения этого инте
грала, который должен быть ввят по некоторому пути на пло

скости комплексного переменного z = х + iy ( в нашем случае 
по действительным аначениям z), мы воспольауемся <<методом 
перевала». Функции F (z) и w(z) = и (х, у)+ iv(x, у) мы пред
полагаем .аналитическими в интересующей нас области z-пло
сности. Для решения аадачи мы должны подходящим обрааом 
деформировать путь интегрирования (что, как иввестно ив 
теоремы Коши, не меняет величины интеграла). Пусть z0 -но
рень проивводной w' (z), так что 

w' (z 0 ) = О. 

Первые производные от и и v по х и у свяваны между собой 
соотношениями Коши-Римана, которым удовле'rворяют дей
ствительные и мнимые части всякой аналитической функции 
и которые выражают независимость проивводной от направле· 

шш дифференцирования: 

их= Vy; 
Uy= -Vx· 

В точке z
0 

все эти первые проивводные равны нулю: 

U~= и~= V~= vg=O. 

( а) 
(Ь) 

(с) 

По свойству аналитических функций точна z0 не может быть ни 
максимум; ни минимум функций и, v, а в ней эти функции имеют 
седловину (если и и v откладывать перпендикулярно плоскости 
ху). Вторые проивводные ихх• Uxu, vxx и т. д. удовлетворяют 
соотношениям 

(d) 

получающимся ив (Ь} путём дифференцирования. Разла
гая и в ряд вбливи z = z0 и учитывая (с) и (d}, получим: 

•) См. Р. :Н: у рап т . и Д. Г ил ь б е рт, Методы математиче
сной фивини, руссн. пер., стр. 501. Применение н интеграции, nстречаю
щейся в статистичесной теории, дано Фаулером н Дарвином; см. ннигу: 
J,' о ,v l е r, Statistical Mechanics. 
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и (х, у)=== 

=и0 +: {и~х[(х-х0) 2 -(у-у0 ) 2 ]+2иf11.(х-х0) (у-у0)}, (е) 
v (х, у)= 
= v0 + ~ {v~x [(х-х0) 9 -(у-у0 ) 2 ] +2v~y (х-х0) (у-у 0)}. (f) 

Rвадратичные формы вдесь неопределённые (могу'l' менять внак), 
откуда и вытекает, что точка z есть точна седловины на поверх:· 

ностях и (х, у), v (х,у). 
Поверхность, ивобра- '! 
жающая и, как функ-
цию х и У, можно 

представить себе в ви-
де гористой местно-

сти. Сечения поверх-
ности плоскостями ~ 
и= conвt. дают гори- ,г--====/=~==.:::: 
вовтали на ней; а 

линии v = conвt. в 
силу(Ь)нормальны к 
этим горивонталям и 

)18.ЮТ ПОЭТОМУ ЛИНИИ 

самого крутого на

клона (см. черт. 22). 
Проведём путь инте
грирования так, что

бы он проходил череа 
точку седла z0 в на-

L "-' I 
а .r(J ь .41 

Черт. 22. Деформация пути интегрирован~я 
при применении метода седловины. ( Чертёж 
сделан для частного случ:т v~ь=и1.,=0.) 

правлении перевала черев седло, т. е. в направлении линии 

крутейшего спуска с него Az0 A'. Это направление даётся 
одной ив асимптот семейства гипербол v = cons~. Для опре
деления асимпто'r имЕ'еМ поэтому уравнение 

V~x [(х-х0) 2 -(у-у0) 2 ] +2v~y (х-х0 ) (У-Уо) = О. (g) 

При движении по одной ив этих асимптот и имеет максимум 

в точке z
0

, Пусть параметричесное уравнение этой асимптоты 

имеет вид 

z=z0 +(c.t+i~)s 
илn 

Х = Х0 + IJ.S, у = Уо + ~S, (h) 
где s-действительный параметр; подставляя (h) в (i), находим: 

V~x (c.t~ - ~2
) + 2v~y IJ.~ = О, 

(i) 
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Подставляй (h) в (е), 110.луttим: 

и(х, y)=и0 +s2~r.t (и~11 - и~х ~:~) =U0 -s2x2
• (j) 

v"x 

При этом нужно взять тот из двух норней в (j), для но·rорого 

~ ( о о v111) 3 О t'r.t Ux11 -Uxx 0 - =-х < , 
vxx 

ч•rобы и ~м~ла мансимум при s = О. 
В силу (J) и (е) на отрезне АА' вблизи z

0 
будет 

Множитель eNw = eNwo -Nx2s2 вблизи z
0 
на прямой АА' ведёт 

себя в аависимости 01· s, нан нривая Гаусса, тем более острая,,, 
чем больше N. Поэтому при достаточно большом N при инте~ 
грации можно ограничиться нан угодно малым отрезном вонру,r , 
zo. Можно поназать, что остальные части интеграла дают до
бавни, энспоненциально убывающие вмеете с возрастанием N. 
По этому при N ~ оо · 

J = ~ F (z) eNwo-Nx!s2 (rl+i ~) ds. 

F (z) можно вынести из-под знана интеграла, взяв его для в:ва· 
чения 

z=z0 , т. е. S=O; 
тогда 

+• 
J = F .(z0 ) eNwo {r.t + i~) ~ e-Nxasa ds. 

-· 
Полагая V Nxs = Z, имеем: 

При вонрастании N пределы стремятся н ± оо, и мы получаем 
асимптотичесное выражение 

J = ~ i~ " / 7t F (z ) eNw(zo) 
% JI N ° . 

Для логарифма J имеем: 

lnl=Nw (z 0)+0(lnN). 
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§ 52. Идеа.пъпый гав, 
подчиняющийся статистике Бове-ЭйЕmтейпа 

Рассмотрим идеальный газ, подчиняющийся статистине 
Бозе, частицы ноторого в противоположность фотонам, рас
смотренным в § 48, обладают массой покоя, не равной нулю. 
Для таного газа число частиц постоянно. Эта задача может быть 
р1:1mена тем же путём, что и задача о газе Ферми (§ 51). 

Состояние газа аадаётся числ~ми частиц n1 , n2 , n9,... в со
стояниях с энергиями е 1 , 1: 2 , е9 , ••• 

Вероятность этого состояния равна 

W-E 
W (п1, n2, пз,,, .) = е6 - О (п1, n2,, • .), (52,1) 

00 

причём теперь(§ 46) 0=1 для всех значений п1 , п3 ; •• • , удовле
творяющих условию 

(52,2) 

Так же, как в случае газа Ферми, достаточно найти сумму со· 
стояний 

(52,3) 

·~ 
где qk = е - -0-. Среднее число частиц в состоянии ek выражается 
череs неё согласно (51,4) таи: 

(52,4) 

Вводя множитель 

равный единице для совонупностей чисел п11 , удовлетворяющих 
(52,2), и равный нулю для совонупностей nk, не удовлетворяю· 
щих этому условию, можем написать сумму состояний в виде 

со 

Z ! ~ qn
1

1 qn
2 

2 =~ ~ 
,ч, n2,,,.-o 

~, .... 

~ ei'!'(~nk-N) dcp. 
(} 

(52,5) 



При этом теперь суммировать нужно по каждому nk от О до 
со (в этом отличие от случая Ферми, где суммирование было 
по nk=O, 1). Условие (52,2) при суммировании теперь учиты
вать не нужно-оно выполnено автоматически, благодаря мно

жителю 1\, 'f.nk-N' 

Выполняя в (52,5) суммирование под внаком интеграла, 
получаем: 

где 

~'l'C 

dcp = 2iJ.тc ~ eiNw dcp, 
о 

l 
1 

W = - ер- N ~ Jп (1-q1,,el~). 
k 

Так же, как в § 51, применяем теорему об асимптотичесном ·i, 
вначении и получаем: 

ln Z =Nw (ср 0 ), 
причём ср0 находится из условия 

(52,6) 

, . • { 1 iJ. ] qkel~o } w (cpo)=i - + N i =0. 
1-еkв ~о 

(52,7) 

п . ' олагая tcp0 = 
0
-, получаем: 

а уравнение (52,2) принимает вид 

или 

~ 1 ~ ---,,,---- = N 

~ ---.---, -=N. 
~ ,-,•k 

е- 11 - -1 

(52,8) 

(52,9) 

Польвуясь {52,4), находим среднее число частиц в k-ом со
стоянии 

nk=q1,, ~InZ =N{ caw) +aiii а,} -N(aw) = 
дqk дqk C=const. а, дqk - дqk C=const. 
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с 
-0 

qke i 
С = •1<-С 

• -8 е-8--1 ~-q~e 

Это - р11спределенnе Бове-Эйнш:тейна. Свободная энергия раnна 

О C-•k 
W= -0lnZ =N { C+w] ln (1-е, t; ) }· 

k 

Легко убедиться, кроме того, что давление свявано с 3нер
rией тем же соотношением 

При высоких температурах распределение Бове совпадает 
с массическим. Отклонение от классичес1юго распределения 
для гава ив молекул мало и практически всегда перекры
вается наличием вваимодействия. 

В свяви с применением статистик Ферми и Бове нужно 
ваметить ещё следующее. :Как мы видели в§ 46, квантовая меха
ника многих частиц строится, исходя из требования симметрии 
и антисимметрии волновой функции системы, ведущей к стати
стикам Бове-Эйнштейна или Ферми. В главе III, прииеняя 
квантовую статистику к модели кристалла, мы в явном виде 

не применяли принципа Паули или допущения только симме
тричных состояний и, тем не менее, получили правильные ре

вультаты. Это объясняется тем, что при той модели твёрдого 
тела и том способе рассмотрения, которым мы польвовались, 
эти требования неявно, в сущности, уже выполнены. 

Дело в том, что мы рассматривали там малые колебания 
частиц кристаллической решётки около их положения равно
весия и учитывали только одно состояние, когда каждая частица 

лоналивована около определённого узла решётки, совершая 
оноло него колебания. При индивидуализации частиц мы можем, 
одна.но, путём перестановки частиц получить всего NI таких 
совершенно равноправных и обладающих одинаковой энергией 
состояний. 

Если бы мы стояли на точке врения индивидуаливации 
частиц, то каждое состояние нужно было бы рассматривать 
Nl-нратным, что не ивменило бы ревультат, так как это привело 
бы только к общему множите.ilю у всех членов суммы со сто -
яний. В случае же, когда для частиц, ив которых состоит кри· 
сталл, имеет место статистика Бове-Эйнштейна или Ферми, нуж
но вместо всех этих NI состояний учитывать только однв, описы
ваемое волновой функцией; являющейся симметричной [Бове
Эйнmтейн, формула (46,8)] или антисимметричной комбина
цией [Ферми, формула (46,9), легко убедиться; что она в этом 
с.пучае не равна нулю] волновых функций всех этих состояний. 
Таким обравом, хотя нужно учитывать, в сущности, другое 
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состоянйе сисrемы (симметрnчное ~ши антисймметриttное), а вё · 
то, о котором мы говорили, первоначально соответствовавшее 

определённой расстановке частиц по узлам, но кратность, с ко- : 
торой нужно учитывать состояние каждой энергии, оста~тся · 
та же (единица). А только это и существенно для вначения . 
суммы состояний и всех наших выводов. 

ГЛАВА VI 

DPOYHOBCROE ДВИЖЕНИЕ, НЕRОТОРЫЕ ОБЩИЕ 
ВОПРОСЫ СТАТИСТИЧЕСКОИ КИНЕТИКИ 

§ 53, Броуновсвое движение 

Р. Броун обнаружил в 1827 г., что мелкие микроскопические. 
и ультрамикроскопические (коллоидные) частицы, взвешенные , 
в жидкости, находятся в постоянном и беспорядочном вепре- · 
кращающемся движении. Многочисленные экспериментаJiьные 
исследования*) показали, что это движение не связано с какими
пибо внешними влияниями и что оживлённость его повышается · 
при увеличении темпера'l'уры и зависит от размера частиц и вяз

кости жидкости. Чем меньше размеры частиц и чем меньше 
вязкость жидкости, в которой они находятся, тем оживлённее 
движение частиц. Э·rо же явление наблюдается и у частиц, 
взвешенных в газе, например, у частиц, ив котuры:х состоит 

табачный дым. 
В этом явлении мы наблюдаем тешювое движение взвешен· 

ных частиц. 

Развитая с этой точки зрения количественная теория явле· 
ния была дана А. Эйнштейном и М. Смолуховским*) и в дапь· 
нейшем была в существенных своих чертах блестяще подтвер
ждена на опыте. Позднее были обнаружены различные другие 
явления, аналогичные броуновскому движению: флюктуации 
тока в проводниках, дрожание зеркала гальванометра, под

вешенного на упругой нити в газе, и т. д., о которых уже б~ло 
упомянуто в главе III. По существу во всех этих яв.."Iениях ; 
мы имеем дело с флюктуациями, вызванными тепловым движе· .( 
нием. При изучении их нас интересует характер изменения и:х :, 
во времени. 

*) Обэор реэу.:tьтатов энспериментальных работ см. в основной статье; 
М. Смолуховсного (в сборнине А. Эй н шт ей н-М, Смол ух о в·! 
с к и й, Броуновское движение) и в книге .Ж. П е р ре и, Броуновсное: 
движение. · 
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В теории явлений этого рода процессы в. системе рассматри
ваются, как <<случайные>> процессы, они исследуются статисти

ческими методами. Статистические методы, применяемые в тео
рии этих явлений, представляют собой развитие методов, дан
ных в работах Эйнштейна и Смолуховского. В основе теории 
броуновского движения (как и более сложных явлений этого 
рода) ле,~шт представление, что частица находится под дейст
вием беспорядочных тоJ1чков со стороны молекул окружающей 
среды. Действие этих толчков вместе с систематическим воз
действием среды на движущуюся частицу (трением) ведёт 
к тому, что среднее ( статис'lическое) значение кинетической 
энергии её поступательного движения равно 3/2 kT (т. е. зна
ченmо, вытекающему из закона равномерного распределения 

по степеням свободы для кинетической энергии, соответствую
щей координатам центра тяжести частицы). 

Установим прежде всего, как зависит величина смещения 
броуновских частиц от времени. Мы будем рассматривать сме
щение частиц в течение промежутков времени, достаточно длин

ных, так что за это время сила, действующая на броуновскую 
частицу со стороны окружающих молекул; много раз меняет 

своё направление. Значит, для случал частицы в газе это время 
должно бы·rь гораздо больше, чем промежуток между двумя 
ударами частицы молекулами газа. 

Будем рассматривать броуновское движение в одном изме
рении и найдём среднюю величину смещения частицы и его 
квадрата за заданное время. При этом нужно иметь в виду, 
что здесь <<среднее» (и <<веролтносты>) понимается (как и во всём 
дальнейшем), конечно, не как среднее по времени, а как среднее 
по совокупности частиц. 

Дпя таких достаточно больших промежутков времени мы 
можем считать, что смещения частицы за два непрекрываю

щи:хся промежутка времени статистически независимы между 

собой. Это основное допущение и позволяет установить вависи
мость среднего квадрата смещения от времени. Мы рассмотрим 
сначала случай; когда внешние силы (например, сила тяжести) 
отсутствуют, и поэтому смещения частиц в равные стороны рав

новероятны. 

Пусть 8 =х-путь, пройдённый в течение промежутка вре
мени (О; t); 8 1 = х1 -путь, 11ройдённый в течение промежутка 
(О, ti) (причём t1 < t) и 8 2 = х- х1 -путь, пройдённый в течени& 
промежутка ( t - ti). 

В силу статистической независимости s 1 и 8 2 и того, что 
одинаково вероятны положительные и отрицательные сме-

щевиЯ -8 - S 1 = S 3 = 0, мы имеем 8183 =si2 =0 и, сп:едова-
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тельно, 

S
2 =(s1 +s2 )

2 =S: +2s1s2 +S:=sf+s:. 

Обовначая s2 = rp(t) и, соответственно, if=rp(t
1
), i:

= rp (t - t 1), получим функциональное уравнение 

rp(t)=rp(tJ)+ rp(t-t1)• 
Решение его: 

rp (t) = х2 = s2 = 2Dt, (53,1) 
где D- постоянная. 

Характерной чертой соотношения (53,1) является пропор
циональность среднего квадрата смещения первой степени 
времени. 

3с:1метим, что случайные функции, обладающие, подобно,.· 
только что рассмотренной х ( t), тем свойством, что их изменения · 
за равные промежутки времени статистически неаависимы 
между собой, играют очень важную роль в теории случайных 
процессов. Мы будем на6ыва1ъ их случайными функциями 
с статистическими неаависимыми иаменениями. 

Очевидно, что такое представление о характере броунов
ского движения справедливо только для не слишком малых 
промежутков времени. Действительно, если считать, что t 
может быть как угодно мало, то мы пришли бы к выводу о на
личии бесконечно больших скоростей. В самом деле, средний 
ивадрат скорости получае1·ся равным 

l . s2 

1. 2D 
1m -t2 = 1m -t- = со. 

f-,O 

Равберём теперь вопрос о броуновском движении бoJiee 
детаJ1ьно, чтобы ус1·ановить зависимость смещений частицы от 
свойств окружающей среды и самой частицы. Для этого напи
шем уравнение движения частицы. На частицу действуют; 
во-первых, .. силы со стороны окружающей её среды и, во-вто
рых, на нее могу1· действовать внешние силы, например; cиJia 
тяжести. Силы, действующие на частицу со стороны среды, 
можно разделить на систематическую часть -это сила трения 

и случайную часть-флюктуацию этой силы вааимодействия 
среды с частицей, среднее аначение которой равно нулю. Мы 
будем попрежнему рассматривать смещение частицы за доста
точно длинные промежутки времени и будем отвлекаться от 

очень мелких дрожапий частицы. Поэтому мы можем ваять 
выражение для силы трения, справедливое при движении с по

с:rоянной скоростью, именно считать, что с.ила трения пропор- . 
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циональна скорости, её х-компонента равна - hx. где h-
ноэффициен1· трения *). , 

Кроме того, решая вадачу о таком усреднённом двюнении, 

мы можем не учитывать сил инерции - mfc'. Тогда урэвне· 
ние двюнения частицы приме·r вид 

(53,2) 

Здесь Х обозначает компоненту внешней силы, зависящую от 
положения частицы, /-случайная часть воздействия на частицы 
окружающих молекул. Среднее значение f для J1юбого момента 
времени равно нулю, 

f=O. (53,3) 

Величина f быстро меняет своё направление. 
Рассмотрим случай броуновского движения частицы, на 

которую действует внешняя квазиупругая сила Х = - ах. 
Случай свободного броуновского движения получится отсюда 
нак частный, при а= О. Уравнение движения имеет теперь 
вид 

. f 
х+ах =х' 

•) Мы считаем, таним обрааом, что имеет место аанон сопротивления, 
х.арантерный для ламинарного движения жидкости. Нетрудно убедиться, 
что при броуновсном движении условие наличия ламинарного потона 
в жидности-малое аначение числа РейнолLдса-м0жно считать выполнен· 
ным. Действительно, число Рейнольдса равно 

Re =pav. 
"IJ 

Если мы для снорости v воаьмём аначение средней нвадратичной тепловой 
снорости (и, следовательно, будем учитывать все самые мелние тепловые 

дрожания частицы), то 

Поэтому 
VkT 

v - -8 - , где р1-плотность вещества частицы. 
а Р1 

р ykT 
Re=--- ---

"IJJ!p; уа 

Здесь "IJ/p - io-2 , р - р 1 ""' 1, kT - 10-1з, получим: 

3.10.10-17 3.10-5 

Re- - . 
Jla Jla 

Значит, даже при а - do-s (моленулярные раамеры) получаем: 

Re - 3 · 10-1 , 

и усло~ие ламинарности выполнено. 



где 

С1 

а=т· 

Решение этого уравн.ения: 

-at t 
х = х0е- at + .!!.,,,- ~ f (&) e0~df}, 

о 

где х0 - вначение координаты при t = О. 
Обовначая черев F (t) импульс сиJIЫ f (t), т. е. 

1 

F ( t) = ~ f ( & ) d&, 
о 

мощем переписать уравнение (53,4) в виде 

-at 
I 

х-х0е- 01 = !.__f,,_ ~ e0~dF(&). 
о 

(53,4) 

(53,5) 

Здесь dF (&) == f & d(&)-импульс~·сиJIЫ f за время d&. Мы пред
положим, что импульсы эти за равные промежутки времени 

статистически независимы между собой. Таким обравом, мы 
принимаем, что импульс силы f ( & ) , подобно тому, как в выше
изложенной упрощённой модели смещение частицы,-случа:r· 
ная функция с статистически независимым изменением. Сред
ний импульс ва любой промежуток времени равен нулю, 

дF = О; кроме того, равно нулю среднее произведения импульсов 
для двух неперекрывающихся промежутков времени 

(53,6) 

Отсюда совершенно так ше, как выше, на стр. 220, для сме
щениа s вытекает, что тогда средний квадрат импульса ЛF ва 
время дt равен 

ЛF2 = 2Вдt, (53, 7) 

где В-некоторая постоянная. 

Легко видеть, Ч'l'О если внешних сил нет, т. е. а = О, то 

смещение х-х0 просто равно F lt) , а 
(53,8), 

Заметим ещё, что на основании сказанного выше функция 
F (t). не имеет проивводной, так что функция f {t} в ypaвнe-

ruti 

нии no существу не имеет смысла, n эrо уравненnе имеет 

только симвоJшческое вначение. 'Уравнение ще (53,5), экви
валентное (53,2), продолжает сохранять смысл и в нашем 
случае. (Строго говоря, интегралы в них н~жiю понимать 
как интеграJIЫ Стильтьеса.) 

Веяв от '(53,5) среднее и принимая во внимание, что 
dF = О, получим: 

х = Xoe-ot, 

Мы видим, что в среднем смещение частицы экспоненциально 
стремится к нулю. Это вызвано действием квазиупругой силы 
и силы трения (инерция не учитывается, и поэтому коJ1ебаний 
около положения равновесия не получается). Так и должно быть, 
поскольку систематическое воздействие, вызванное толчками 

окружающих броуновскую частицу :молекул жидкости, учтено 
членом с трением, а беспорядочная часть в среднем пропадает. 
Перенеся в (53,5) член х0е- 01 в левую часть, возведя в квадрат 
и взяв среднее, оолучим: 

Здесь квадрат интеграла написан в виде двукратного инте
грала и среднее ввято под внаком интеграла. В силу (53,6) под 
интегралом остаются только элементы, относящиеся к совпа

дающим интервалам d& и d&', и, пользуясь (53,7), результат 
можно представить в виде 

-2at 1 
-2al 

(х -х е- 01 ) 2 - ~1!._е -- \ e? 0~d& = В < 1 -е ) (53,9) 
о - h~ ~ 'Jh • 

При t- со значение среднего квадрата отклонения х ив по· 
ложения равновесия, как вытекает ив этого уравнения, стре

мится к 

- в 
Ха=-, 

cih 
(53,10) 

Эrо nредельное значение естественно отождествить с средним 
вначением х 2 , ноторое имеет место при термодинамическом 
равновесии*), Польвуясь теоремой о равномерном распреде· 

•) Этот важный пункr рассуждения бу)!ет более детально обоснован и 
равобран в §. ~4 и 60. 
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пении, для этого nоследнего среднего получаем: 

:1 -. :1 kl' -~х =-
2 2 ' 

2 kT 
х =-. 

:х 

Приравнивая (53,10) и (53,11), находим: 

B=h. kT. 

(53,11) 

(53,12) 

Rак и должно быть по смыслу величины В, определяющей 
интенсивность толчков со стороны окружающих частицу моле- . 
кул, она не зависит от величины ~. характеривующей внешни!!" 
силы. В присутствии внешних сил и бев них В- одно и то же •. 

Подставляя (53,12) в (53,9), найдём: ': 

(53,13) 

Перейдём теперь к случаю, когда внешние силы отсутствуют, 
Мы должны тогда перейти к пределу при ~=0. При этом а=О и 

• -2crl • • -2ct 1· ,-е , 1· ,-е 
1m а =-h lffi __ (J ___ _ 

2 
= h t. 

Поэтому для свободного броуновского движения 

- 2kT 
Х2 =-- t 

h ' 

таи что ноэффициент диффувии D равен 

D - '(!'_ -h. 

(53,14) 

(53,15) 

Это -формула Эйнштейна, свявывающая коэффициент диффувии 
D и коэффициент трения h. Для случая броуновского движения 
сферических частиц в жидкости для коэффициента трения можно 
принять выражение Стокса (полученное ив гидродинамики 
вязкой жидкости*) 

h=6тra"fj, (53,16) 

rде а- радиус шарика, "fj-вяsкость жидкости. Тогда полу· 
чается соотношение 

(53,17) 

"') См., например, М. План к, Механика деформируемых тел, 
Н. :К очи н, Ров е, :К и бель, Теоретическая гидромеханика, 11, § 21. 
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Ив этой формулы вытекает возрастание оживлённости броу" 
новского движения с увеличением температуры и уменьше

нием равмера частиц и независимость 0·1· их массы. Для броу
новского движения в газе, когда размер частицы мал по срав

нению с длиной свободного пробега молекул газа, формула 
Стокса неприменима, и в этом случае коэффициент трения может 
быть получен из нинетической теории газов *). 

Из (53, 14) легко получить выражение для среднего квадрата 
того расстояния r 2 в пространстве, на которое частица смещается 
ва время t. В силу симметрии и (53,14) очевидно, что 

х2 = у2 =? = 2Dt , 

откуда 

r 2 = х2 + у 2 + z2 = 6Dt 

-формула, подвергавшаяся многократной экспериментальной 
проверне. 

Необходимо отметить, что соотношение, аналогичное (53,12), 
появляется в теории всех явлений, подобных броуновскому 
движению. Заметим, что для газов оно может быть получено 
путём непосредствен:ного вычисления трения, кан действия 
равницы в ударах окружающих частицу молекул спереди 

и сзади, и вычисления флюнтуации импульса толчков, учитывая 
флюктуации числа ударов. Поснольку Gто соотношение необхо
димо для того, чтобы имел место закон равномерного распре
деления, оно должно выполняться всегда при условии, что 

броуновсное движение происходит в системе, находящейся 
в термодинамическом равновесии. Так, например, если броу
новская частица заряжена, то на неё кроме ударов молекул 
среды будут действовать t"JЛектромагнитные силы со стороны 
неивбежно присутствующего равновесного излучения. Импульс 
ЛF, получаемый ею за время д t, будет складываться из импульса, 
вывванного ударами, ЛF8 и импульса со стороны излучения 

ЛFе, так что ЛF = ЛF8 + ЛFе. 
В силу независимост:и этих двух воздействий средний квад-

рат ЛF равен др= ЛF; + ЛF~. 
Полагая попрежнему ЛF; = 2В8Лt, Лi1 = 2Ведt, получим: 

B=Bs+Be. Если частица не заряжена, то действием окружаю
щего ивлучения можно пренебречь, тогда присутствует только 
член В6 , коэффициент трения h8 связан с ним согласно (53,12) 

*) См., напри~:ер, Н. Г е р ц ф е л 1. д, 1-{ине'rичесная теория тепла, 
ГJJ. 1, § 24, и Г. А. Л о р е н ц, Сrатистичесние теории термодинамиики, 
11.-я .nенция, § 35. 
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-соотношением 

Если частица двщкется в пустоте под влиянием одного излу~ 
чения. то входит толыю Ее. В этом случае тоже не:иабежно 
дейст~ует сила, аналогичная трению, но:эффициент ноторого 
h

1
, причём 

Когда действуют оба фантора, 1юэффициент трения h = hs + hв. · 
Соотношение в= hl;T соблюдено в силу (53,12) и равенства, 
в= В8 + В8 , хотя, нонечно, хара1,тер течения процесса во вре
мени, вообще говоря, иной, чем при наличии тольно какого
нибудь ив двух воадействий. 

§ 54, Общие методы статистичеt1~оii теории протеRавия 
процессоn во врrмспи. Цепи Маркоnа, 
-Уравнение 3iiПШ'l'ciiнa-Фoш~i)pa 

В вопросах статистической кинетини, так же как в частном 
случае теории броуновс1юго движения, основную роль играе 
понятие цепи Маркова. Под именем цепи:Мар1юва*) (дискре1•ной. 
в теории вероятности понимают следующее. Пусть ~аная-либ 
система может нах()диться в одном иа п состоянии, которы" 
обоаначим нумерами 1, 2, 3, ... , п. l~редположим, что состонни~ 
её можно наблюдать череа определенные промежутни времени 
например каждую сенунду, в моменты t=O, 1, 2, ... С течение 
времени м'огут происходить переходы иа од~~ого состояния в дру~ 
гое. Ряд состояний, принимаемых систсмои с течением времени, 
представляет собой цепь Мар1юва, если вероятность того, чт~ 
при t-ом наблюдении система находится n k-ом состоянии, пол. 
ностью определена аадuнием состояния (например, l) системы 
для одного иа предшествующих наблюдений в момент . t0 < t:; 
Эта вероятность может быть написана в виде w ( to, l, t, k), 
её можно назвать вероятностью перехода иа состояния l в со-, 
стояние k аа время между t

0 
и t. Иа с1шза~шого вытекает, что. 

эта вероятность перехода не зависит от того, в каких состоя·· 
ниях система была до момента t0 • ,. 

Понятие о цепи МарJюва можно распространить на случай,. 
ногда состояние системы может быть определено череа сноль 
угодно малые промежутни ( t- непрерыnный параметр) и когда 

*) л. Мар" 0 в, Ис•шслс1ше перопт1юсгеit, Д~~:~пление (<<За:\lе, 
•Отел~,ный случай испыта1шii, спнзанных D 1\еп1,,,). И~ложение ди~~~,:in 
цепей в СDRЗИ с физичсс11и:11и задачами, с:11. Н. М 1 е s е s, Wa r v 

Jichkeitsrechnung, § 16. 

'l:16 

еостояние системы определяется ваданием непрерывно и11ме

няющихся параметроn х1 , х2 , ... , Хп, В наших :задачах часть 
этих параметров может определять полошение, часть - сно

рости системы. В дальнейшем мы часто будем для краткости 
писать один параметр -х. Ряд таним образом определённых, 
следующих непрерывно друг за другом, состояний обраауют 
цепь Марнова, если можно ввее;ти вероятность перехода 
w (t 0 , х 0 ; t, х) dx иэ состояния х 0 , 1юторое система имела в мо
мент t0 , в состояния, для ноторых х лежит :между х и х + dx 
R моменту t, которая полностью определена заданием х0 в лю
бой момент t0 • 

Если последователыюсть состояний системы во времени 
рассматривать пак цепь Марнова, то точное задание началь
ного состояния определяет для последующих моментов времени 

вероятность состояния системы (а не само состояние, 1,ак это 
имеет место в механине). .,.... 

При этом мы, нонечпо, понимаем слово <<вероятносты> в 
смысле его <<физичесного>> определения (§ 3). Мы считаем, что 
воаможные значения состояния системы в момент t обраауют 
<<ноллентив>> и вероятность w dx даёт относительное число 
появлений в этом но.~шентиве состояний (х, х + dx). Вопрос 
о свяаи вводимой таним обрааом вероятности состояний со 
средними по времени будет рассмотрен нише, в § 60. 

R понятию непрерывной цепи Марноnа для случайной 
величины х мтюю притти ещё следующим обрааом. Пусть 
величина х ( t) для любого t > t0 может быть представлена 
кан фушщия от х0 и о:= а. ( t0 , t), т. е. 

Х = ер (х0 , о:), (54,1) 

где о: - случайная величина [ аан:он распределения для неё, 
W (t0 , ~; о:) da., предполагается 3аданпым], аависнщая от проме
жутка (t0 , t), причём :значения о: для равных (непrренрь1ваю
щихся) промежут1юв времени (t0 , t) с т а т и с т и ч е с к и 
не э а в и с им ы м е ,н д у с о б о й. Поrнольну :задано 
распределение вероятности для о:, то этим определено рас

пределение вероятности для х, при :заданном х 0 , т. е. веро

ятность перехода (зависящая от t0 ,x
0

, t). Заметим, что если :зна
чения о: для равных промешутн:ов времени статистически не 

неаависимы, то величины х ( t) уже пе будут представлЯ'fь 
собой цепь Марнова, так как тогда, задавая :значение х =Х1 , 
для момента t1 < t0 , мы тем самым финсируем о: 1 = о: ( t1 , t0 ) и 
благодаря свяаи а. с а, меняем вероятность ж.1 (t

3
, t, а) da, :зави

сящую в этом случае от о:1 . Таким обрааом, в :этом случае :зада
ние х0 не определяет полностью вероятность перехода, она 

вависит. от предшествующих состояний. 
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Если частица движется в пустоте под влиянием одного иэлу~ 
чения. то входит только Ве. В этом случае тоже неиэбежно 
дейст~ует сила, аналогичная трению, коэффициент которого 

hi, причём 

:Когда действуют оба фактора, коэффициент трения h = hs + hв. 
Соотношение В= М,Т соблюдено в силу (53,12) и равенства 
В= В8 + Ве, хотя, конечно, хара~пер течения процесса во вре
мени, вообще говоря, иной, чем при наличии только какого
нибудь иэ двух воэдействий. 

§ 54. Общие методы статистическоii теории протекания 
процессов во вр•\мспи. Цепи Маркова. 
Уравнение ~iiПШ'l'еiiна-Фою,ера 

В вопросах статистической кинетики, так же как в частном 
случае теории броуновского движения, основную роль играет 
понятие цепи Маркова. Под именем цепи Маркова*) (дискретной) 
в теории вероятности понимают следующее. Пусть какая-либо 
система может находиться в одном ив п состояний, которые 
обозначим ну.мерами 1, 2, 3, ... , п. l!редположим, что состояние 
её можно наблюдать череэ определенные промежутни времени, 
например, каждую секунду, в моменты t =О, 1, 2, ... С течением 
времени могут прои<;ходить переходы ив од~~ого состояния в дру
гое. Рнд состояний, принимаемых <;иетсмои с течением времени, 
представляет собой цепь Марнова, если веролтность того, что 
при t-ом наблюдении система находится в k-ом состоннии, пол
ностью определена заданием состонпия (например, l) системы 
для одного ив предшествующих наблюдений в момент t0 < t. 
Эта вероятность может быть написана в виде w(to, l; t, k); 
её можно назвать вероятностыо перехода ив состояния l в со
стояние k эа время между t

0 
и t. Ив с1шзанного вытекает, что 

эта веронтность переходс1 не .зависит от того, в 1шких состоя· 
нинх система была до момента t0 • 

Понятие о цепи Мар1{ова мтюю распространить на случай, 
:ногда состояние системы может быть определено череп сколь 
угодно малые промежутки ( t- непрерывный параметр) и ног да 

*) л. М ар i; О в, Ис•шс:1GIШ() BC['OПTIIOCT<JЙ, Цо.ба.плоние ( <<За~е
tt1телт,ный случай исш,паниii, сппза.нных IJ J\Ot11,»). И?ложею1е диснр~ТН!'IХ 
цепей в связи с фи:зичес,шми задачами, см. R. М 1 е s е s, Wahrsvheш· 
lichkeitsrechnung, § 16. 

1 / 

еостояние системы определяется ваданием непрерывно ивме

няющихся параметров х1 , х 2 , ... , Хп, В наших эадачах часть 
этих параметров мошет определять полошение, часть - ско

рости системы. В дальнейшем мы часто будем для краткости 
писать один параметр - х. Ряд таким о бравом определённых, 
следующих непрерывно друг ва другом, состояний образуют 
цепь Маркова, если можно ввеии вероятность перехода 
w (t0 , х 0 ; t, х) dx ив состояния х 0 , 1,оторое система имела в :мо
мент t0 , в состояния, для 1,оторых х лежит между х и х + dx 
R моменту t, которая полностью определена эаданием х 0 в лю
бой момент t0 • 

Если последовательность состояний системы во времени 
рассматривать как цепь Маркова, то точное задание началь
ного состояния определяет для последующих МО:\Iентов времени 

вероятность состояния системы ( а не само состояние, 1шк зто 
имеет место в механике). . ..... 

При атом мы, нонечпо, понимаем слово ((вероятность>> в 
смысле его <(физического>> определения (§ 3). Мы считаем, что 
воэможные эначения состояния системы в момент t обраэуют 
((коллектив>> и вероятность й' dx даёт относительное число 
появлений в этом коллективе состояний (х, х + dx). Вопрос 
о свяэи вводимой таким образом вероятности состояний со 
средними по времени будет рассмотрен ниже, в § 60. 

:К понятию непрерывной цепи Маркова для случайной 
величины х можно притти ещё следующим образом. Пусть 
величина х (t) для любого t > t0 может быть предсташтена 
кан функция от х0 и C1.=a(t0 , t), т. е. 

х=ср(х0 , е1:), (54,1) 

где С1. - случайная величина [вю{он распределения для неё, 
w (t0 , ~; а.) da., предполагается заданным], вавиеящая от проме
жутка (t 0 , t), причём значения е1: для равных (пепереr,рываю
щихся) проме.шупюв времени ( t0 , t) с т а т и с т и ч е с к и 
не э а в и с им ы между с о б о й. П11rкольну задано 
распределение вероятности для а., то этим определено рас

пределение вероятности для х, при заданном х 0 , т. е. веро

ятность перехода (зависящая от t0 , х0 , t). Заметим, что если зна
чения С1. для рапных проме:шут1юв времени статистически не 

неэависимы, то величины х ( t) у;щ, пе будут представлять 
собой цепь Маркова, тан как тогда, задавая значение х = х1 , 
для момента t1 < t0 , мы тем самым фиксируем Cl. 1 = е1: (t" t0 ) и 
благодаря свяви С1. с е1: 1 меняем вероятность w"-

1 
(t

01 
t, е1:) de1:, эави

сящую в атом случае от е1: 1 . Таким обрапом, в sтом случае эада
ние х0 не определяет полностью вероятность перехода, она 

зависит от предшествующих состояний. 
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Последовательность значений, принимаемых координатой 

броуновской частицы в рамках представлений, иалощенных 
выше, представляет собой цепь Маркова. В самом деле, со
гласно (53,5) х может быть представлено в виде, аналогичном 
(54,1), а именно: 

x=x0e-cr1 +a(O, t), 

-crl 
I 

где а (О, t) = Т) е0 1> dF (Н)- случайная величина. 
о 

(54,2) 

В сил у статистичесной неаависимости dP ( t) для непере1iрЫ
вающихся промежут1юв времени величины (]. - также статисти

чески неаависимые для неперекрывающихся промежутков (на, 
пример, для О, t и t', t" при О< t < t' < t"), откуда в силу 
скааанного выше и щrедует наличие цепи Маркова для х. 

Таким oбpaa<'Jf, рассматривая в теории броуновского дви
жения последовательный ряд состояний частицы как цепь 

Маркова, мы тем самым делаем определённое предположение 
о независимости толч1юв для разных промежутков времени. 

Цепи :Маркова, конечно, вовсе не являют(;я наиболее общей 
мыслимой схемой случайного процесса. Но в статистичесно~ 
фиаике обычно рассматривают процессы, кari обрааующие цепи 
Ммркова. Во многих случаях процесс мощно представить, как 
цепь Марrюва, путём введения дополнительных параметров, 
характериаующих состояние системы в данный момент, напри.: 
мер, путём описания состояния системы ааданием не только ее 
координат, но и скорос)'ей. 

Плотность вероятности перехода w (t0 , х0 ; t, х) для цепи Мар
кова удовлетворяет следующему <<интегральному уравнению 

Смолуховского» *): 

W (t 0 , х0 ; t + 't, х) = ~ W (t 0 , х0 ; t, z) W (t, z; t + 't, х) dz,. (54,3) 

1•де интегрирование распространено на всю область изменения 
величины х (или, в случае многих параметров, всех веJ1ичин 
х 1 , х 2 , ••• , Хп), В самом деле, вероятность перехода аа проме-
жуток времени (t 0 , t + 't) из состояния х 0 в состояния (х, х + dx) . 
равна сумме произведений вероятностей перехода ва проме

жутон времени (t 0 , t) иа х0 в любое состояние (z, z+dz) и 
из него ва промешутон времени (t, t + 't) в состояние 
(x,x+dx). 

*) См. сборнин Смолуховсний-Эйнштейн, Броунов
ское движение. Математпчесн;~.я теория относящихся сюда вопросов рав
вита А. Н. :К о л м о г о р о в ы м в работе <<Аналитичесние методы теории 
вероятности•>, русск. перев., Усп. мат. наук, вып. V, стр. 5, 1938. 
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:Кроме того, очевидно, 

~ W (t о, Х0 ; t I х) dx = 1. (54,4) 

В тех случаях, когда вероятность переходов аависит только 
от разности t- t

0
, т. е. 

w(t0 ,x0 ; t,x)=W(x0 ,t-t
0
,x), 

случайный процесс мощно называть однородным по времени. 
В задачах о флюнтуациях в системе при стзционарных внешних 
условиях, в частности, при тепловом равповесщ~, ;:~то имее1• 
место всегда. Если при t -:,. оо вероятпоеть перехода стремится 
к некоторому пределу 

lirп w (х0, t, х) = w (х), 
1-+оо 

не аависящему от начального состояния системы, то мы гово
рим, что существует предельная или стационарная вероятность. 

Предельная вероятность удовлетворяет следующему урав
нению, получающемуся из (54,3) при переходе в нём к пределу 
t-oo: 

w (х) = ~ w (z) п• (:, -:., х) dz. (54,5) 

Можно также найти вероятность какого-либо состояния в мо· 
мент t, если в момент t0 задано не начальное состояние, а вероят
ность его 

т. е. вероятность определённых значений х0 • Искомая верою·
ность w(t,x) равна, очевидно, 

W (t, Х 1 = ~ W0 (х0 ) W (t 0 , х0 ; t, х) dx
0 

(5i,6) 

и, как легко убедиться, умножив (54,4) на w
0 
(х0 ) dx

0 
и интегри· 

руя, удовлетворяет уравнению 

w (t + -r, х) = ~ w (t, z) w (t, z, t + -r, х) dz, (5~
1
7) 

причём при t = О 

W (О, х) = W0 (х), (54,8) 

а при t--+ оо w ( t, х) стремится к стационарной вероятности 
.w (х) (если она существует). Если распределение w

0 
(х0 ) в на-

229 



чалъный момент стационарное, w0 (х0 ) = w (х0 ), оно в силу 
(54,4) будет тюшм: ;ъе для любого следующего момента времени. 

Если сдеJшть рнд предположений о вероятностях переход'1, 
то решение интегрального уравнения Смолуховского (54,3) 
может быть сnедепо к решению уравнения в частных проиввод
ных, так ш1вываемого уравнения Эйнштейна-Фоккера. Мы рас
смотрим одномерный случай, когда состолпие системы опре

делено одним ш1раметром х, и сделаем сJiедующие допущения*). 

Мы предположим, во-первых, что процесс происходит так, что 
сущестuуют коночные пределы: 

limz-x=lim
1 

(' (z-x)w(t,x; t+'t, z)dz=A(t,x); (54,9) 
~->О 't 't J 

l1m ---=]1m (z-x) 2 1v(t, х; t+'t, z) dz= . (z-xp . 1 ~ 

t->0 ,: ,: 

=2B(t,x). (54,10) 

Величина А (t, х) даёт среднюю скорость систематического 
ивмепешш х, nеличипа В (t, х) - меру интенсивности толчков**). 
Они лвлнютсл харакrеристинами данного процесса. Мы пред
положили, таним обравом (подобно тому, как <>то имело мест() 

в рассмотренных nыше случаях}, что (z - х)" = Лх2 пропорциона
льно 't для малых 't, Второе предполошение должно выражать 
то, что для малых 't вероятности сколько-нибудь вначительных 
изменений веJшчины х очень малы и достаточно быстро стре· " 
vлтсл к нулю. Это •rребоnани~ мт-1шо выра:зить в виде 

l . !z-:r:,З 1· 1 ~! 1з ( + )d 1m~-;.:·-= 1m-- z-x w t,x;t o;,z z. 
't---tU ... 't 

(54, 11) 

}7еловие :это J1ег1ю понять, если принять во внимание, что для 
малых z - :с nоiшчина I z - х/3 очень мала, для боJ1ьших же z - х, 
iv ( t, х, t + 't, z) доJш,на так быстро стремиться 1, нулю, что соот
ветствующие члены стремятся к нулю вместе с 't (но всё же так, 
что величина 13 ( t, х) по равна нулю) ***). 

*) Вывод (в упрощёнпом виде) заимствован иа работы А. Н. К о л
м о г о р о n а, Апалитичес1;ие методы, Усп. мат. наун., вып. V ( 1938), 
стр. 5, § 1 ::! 11 Н. А. Н. Н:олмогоров понавывает, что наше первое предпо
ложение (54, 1 О) пnллется, nообще говоря, следствием второго (54, 11). 

* *) О раз11е.r1снии на систематичесное и беспорядочное иаменениА 
см. примечание ш.1 стр. 237. 

"'**) :Jто трсGопапие харантериsует эадачу в том смысле, что повnолнет 
рассматривать :r:, нан непрерывно ивменяющуюсн величину. Выводы, 
полученные с помощью этого услоnин, неприменимы поэтому длн случая 

броуноnсного движения (например, в гаае) для очень малых промежутнов 
времени, если под х подравумевать снорость частицы и (и считать, что , 

flЗO 

Задаче, поставленной таким образом, можно поставить 

в соответствие символическое уравнение движения: х = А ( t, х) + 
+ беспорлдочные тuлчю1. . 

Длл вывода уравнения Эйнштейна-Фо~шера поино;rшм (54,З) 
на произвольную фуrшцию q (х}, обращ.э.ющуюсл в нулr, вместо 
со своей прои:зводной на границах области и:зменешш, и про
интегрируем по всей сJТОй области, напри:.~ер, от х = - со до 
+ со. Тогда получи:\1: 

~ q(x}w(t 0 ,x0;t,x}dx= 

= ~ W (t 0 , х0 ; t, z) dz ~ iv (t, z; t +'t, х) q (х) dx. 

Равлож:ив в правой части q(x) в ряд, по степеням (x-z), 
перенеся первый член в левую часть и равдешш на 't, получим: 

~- q(x)w(t0 , х0; t+1:, x)'t- w(t 0 , х0 ; t, x)dX= 

~ ~ W (t 0 , х0 ; t, z) [ q' (z) х ~ z +q" (z) ~ ;"z)" + 
+ q'" (С) rx=-z)З ] dz 

. б't J 

причём эначею:е С лежит мепщу z и х. Заметим, что если 
/q"' (С) < М, то член с третьей производной в правой части 

lx-z i3 

меньше М 6" и стремится н нушо при 'ё-)-0 n силу 

(54, 11}. Переходя к проделу 't ->- О, принимал во внимание 
(54,9) и (54,10), получим: 

~ q (х) _!)_Wjt9,д;'!i_f_,_?) dX = 

=~w(t 0 ,x0;t,z)[q'(z)A(t,z)+q"(z)B(t, z)]dz. (54,12) 

Выполнял справа интегрирование no частл,.,1, принимал во 
внимание, что на гранпцах q = q' = О (и и:зменля обо:значоние 

в момент соударенил опа мrноnенно меппетсп). Деiiст1J1,телыю, согласно 
формулам теории raso~ вероптвостr, того, что з;~ врсмн " (\luлoe но ср;:шне
нню со временем своtю;~,ного пробега О) пронзоii;1ёт соу11арепие, равна 

1 - е-т/б ~ ; • При соударении снорость из1~е11нетсп в сре;~но:,1 на 1;ове•1-

ную величину ± ~. 1·ан что ,-дu-;з = il" ~ , и услоппе __ д~; /3 ->- о (при 
't - О), очевидно, невыполнимо. 
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переменной интегрирования z на х, получим: 

\ (x)fдw+дAw_a~вw}dx=O. 
.) q L дt д:r i)x2 

Так как это уравненпе должно иметь место при произвольно~~ 
q (х), то*) для плотноt;ти вероятности перехода w (t

0
, х; t, х) 

отсюда вытенаеr <<_уравнение Эйнштейна-Фоннера>>: 

дw = - д.А (t, х) W + д 2В (f, х) W 
i)t дх дх 2 

(54,13) 

Это дифферепциадьпое уравнение типа уравнения тf'пло
проводности (параболичес1юго тппа). Нужно найти его решение, 
удовлетворяющее условию нормирования (54,11), обрuщающееся 
при t = О в нуль, всюду нроме х=х0 , решение того ше типа, что 
и решение задачи о распространении тепла из точни. 

Вероятность w (t, х) состонния х, в момент t при задан
ном начальном распределении w0 (х0 ), нак легно убедиться 
подставляя (511, 7) в (511,13), танже удовлетворяет уравнению 
Эйнштейна-Фо1шера. Начальнь:е условия для неё даются 
выражением (54,8) **). 

Уравнение Эйнштейна-Фо1шера (511,13) допуснает следую
щее наглядное и<;ТОJШОвание, ноторым часто пользую'l'СЯ для 

его вывода. Пусть мы имеем большое число броуновсних 
частиц, выходящих в момент t0 из х0 и движущихся неза

висимо друг от друга. :Концентрация их в точке х в момент 
t пропорциональна w (t 0 , х0 ; t, х). Поток частиц S снлады
вается из <<гидродинамического>> потока Aw, где А-ско-

дВw 
рость систематичесного их движения и потока диффузии - -- , 

дх 

тан что S = Aw ~ ~:-:--. Уравнение (54,13) предс;авляет собой 

*) См. тан 1шэы1ыемую <<Основную лемму вариационного исчисле
ния>>, например, Р. R у рант и Д. Гильберт, Методы математиче
с1юй фиаи1ш, гл. IV, § 3, 1. 

**) Замотш1 ещё, что плотност1, вероятности норохода w (t0 , х0 ; t, х) 
удовлетворпет, нui; фу111щин <<11u•1:щ1,ных•> переменных t0 , х 0 , уравнению, 
сопртнёнпому у1кшнонию ;Jiiнштсй1ш-Фо1шера: 

См. А. Нолмогоров, 11ит. раб. l!рименение аналогичного уравнения в сэя• 
ви с не1юторыми другими задачами теории броуновсноrо движения см. 
ниже, § 58. 

1.1З2 

уравнение непрерывности 

дw...L~-:S'-o 
дt I дх - • 

Допустим, что А и В пе зависят от t. Стационарное реше
дw 

ние должно удовлетворять (54,13) прп -,---= О, откуда 
rJt 

_!)_( Aw-~ вw)=о 
дх \. дх ' 

т. е. 

дВw 
- 8 х -Aw= const. 

Если область из~11енrния х простираетсл uт - оо до + оо, 
б дw 

то в есконечности w = дх = О *), и СJrедовательно, 

д::-Аw=О. (54,14) 
Отсюда находим 

х 

w(x)=-exp ~ ---~--:-2-с r \ л (··) а; } 
в l . в(;) 

о 

Постоянную С нужно определить из условия нормирования 
(54,4). 

В теории процессов в системе, находящейся при постоянных 
внешних усJювиях, например, в теории флюнтуаций в иволиро

в_анной или изотермичеt;ной системе, нромс допущения о том, 

что состояние систЕ>мы представлнет собой цепъ Марнова, 
делается ещё второе основное допущение: допуснается, Ч'l'О 
вероятности переходов тановы, что t;ущЕ>ствует предельная (ста

ционарная) вероятность состояния. 8та стационарная веvоят
НОС'J.Ь и является той <<вероятностью t::остояний>> безотноси

тельно к накоиу-нибудь начальному состоянию, которая рас
сматриваетсл в термодинамичесной статистике. Для изотерми
чесной систrмы соответствующее ей распределение является 

наноничесним, для изолированной сис'!l,':Мы -,шшронаноничесним 

распределениrм. 

*) Можно понаэать, что это имеет место нри следующих условиях: 
а) С"> В> С', где С" и С'-два не1юторых ноJюжитеJ1ьных числа; 
Ь) при х -> оо Л-отрш1ательное, при х -> -оо А- полошител~,нос, при
чём и н том, и в другом случае но абсолютной nелачине больше нено
торой пост11яююй. См. Л. По н т р п г и 11, А. Ан ц р он о в и А. Витт, 
<<Ж. :Э. Т. Ф.>>, 1?2 (1933). Если эти услопип не вы110J111е11ы, то станионар
ное решение может и не существовать; ер. примеры, припедённые в § 55. 
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.. 
§ 55. Некоторые примепснил уравнения Эйнштейна-Фоккера. 

Рассмотрим ря-д простейших применений излошенной общей 
теорини, прежде всего свободное броуновское двишение в одном 
измерении. Мы бyдellf рассматривать явление, схематизируя 
его ·нш: те, нан в § ~JЗ. и будем определять состояние частицы 
толыю заданиrм её положения, не рассматривал её скорости. 
В сигласип ~о скаsюшым в § 54 IIJЫ полаг11ем в уравнении Эйп-

1 (z-x) 2 

штейпа-Фотшrра А (х) = О. Вслпчину же В = 
2 

lim " = 

1 . S 2 

= 2- l1m "- , пс sавислщую в силу однородности процесса во 

времени и в пространстве ни от t, ни от х, обозначим через 
D. Уравнение Эйнштсйпа-Фонкера обращается в уравнение 
диффузии 

дw д•w 
-;----t =D"-- ... 
О UX ... 

(55, 1) 

Решение его, удовлетворяющее формулированному выше 
начальному условию и ycJIOn.итo нормирования; пмест вид 

1 
w-(x 0 , t, х) = -V е 

lнcDt 

(У- Хо)З 
--4DГ- (55 ,2) 

Распределение-гауссово; оно всё время расплывается, 
тан что стационарного решенин не существует. В согласии 
со сяазанпы."11 выше о задачах, относящихся н системе в тепло

вом равновесии это - иснлючительный случай, связанный 

с допущением, что частица движется в бесконечном простран
стве. Допустив, что броуновская частица не может выйти иэ 
некоторого объё.wа (сосуда), мы пришли бы к выражению для 
воролтпости, допуекающому стационарное распределение. 

Из (55,1) видrю ощё, между прочим, что вероятность значе
ний случайной фушщии с неsависимъrм изменением [в данном 
cJiyчae такой фушщиой являете.я х (t)], удовJiетворяющей усло
виям (54, 10) и (5~, 11), даётся гауссовским выражением. 

Рассмотрим сщё случай броуновского_ движенин в поле 
тяжести. <<Уравнения дви?r,ению> во:{ьмём в согласии с (53 ,2) 

в виде х = - f +толчки (ось х направлена вверх), где 
g- напряжение еилы тяжести, h-попрежнему коэффициент 
трения. 

У равнение Эйнштейна-Фоккера и:11еет вид ( причём G = f) 
дw = G дw + D a•w (55,3) 
дt дх дхl • 

•i 
; 

Pemeнne его~ 
~ (х+ Gt - х0)2 

W (х0 , t, х) = -V _____ е - -~4Dt -- -
41t Dt 

Таким о бравом, распределение--гауссово; причём центр его сме
щается вниз (падает) <ю скоростью G, кроме того, привал рас
пределения расплывается. 

Рассмотрим теперь (одномерный) случай, ногда в начале коор
динат помещена горивонтальнал стенна; от ноторой частицы 

отражаются. Тогда при х > О вероятность iv (х0 , t, х) должна 
удовлетворять (55,3) и, нроме того, условию нормирования 

= 
~ W (х0 , t, х) dx = 1. 
о 

Дифференцируя это последнее по t и пользуясь (55,3), получим: 
со ro 

о= :i ~ w dx = ~ tx ( D ~: + Gw) = - [ D :: + Gw] Х=О ' 
о о 

дw 
таи на:к при х=со W=ax=O. Таним образом, при х=О 

должно быть выполнено граничное условие 

D:-: +Gw=O. 
Если G = О (сиJiы тяжести нет), решение задачи имеет вид"') 

(х-х0)2 (х+хо)• 

W= -~- {e-4Dt -+e-4DT}. 
Y41tDf 

В случае на.личин силы тяжести легло найти стационар
ное решение (55,3), удовлетворяющее граничным условиям, 

полагал всюду n::+Gw=O [см. выше (54,14)]; тогда 
Gx 

W=Ce D 

Это-<<барометричесное распредР.ление>>. Если воспользова тьсл 
вырюиением для D (53,15), получим: 

mgx 

W=Ce - kT-, 

т. е. формулу Больцмана для распрrделrнил частиц в пол~ 
тяжести. 

*) Решение в общем случае см. М. См о .JJ ух о в с ни fi-Э й н
ш те й н, Сборнии <<Броунонсное движение,>, C'!'JJ. 382. 

аза 



§ 56, Уравнение ::Эйнштеiiна-Фоttхера для случал многйх 
параметр()в и его приложения 

Выводы, сделанные в § 54, легко обобщить*) на случай, 
когда ~остонние СИ(;Темы определяется ваданием не одного, 

а многих параметров: :r1 , х2 , ••• , х,,. Эти параметры могут 
быть, наприыер, координатами одной или МНОL'ИХ частиц в про· 
странстве или часть J\Южt;т быть слагающими их скоростей. 
Состояние системы можно представить точной в п-мерном про
странстве, ноордината,ш 1-юторой: (вообще говоря, криволиней
ными) являются параметры х1 , х2 , ••• , Хп, Элемент объёма 
в этом пространстве мошс~1 написать в виде 

Q dx 1 dx2 ••• dxn, 

где Q = Q (х 1 , х,, ... , х,,)-некоторал фующил координат. Таи, 
например, в случаеполлрпыхноординат x

1
=r,x.=&, х =ер, 

Q = r 2 
sin (}, В случае ~не еВКJIИДОВа пространства И ПрЛМО· 

угольных координат Q = 1. Вероятность перехода ив точки 
О ( 1 О '') ~ ( х х1 .' х2 , ••• , х" в оuласть с 1.оординатами х х;, х; + d:r;), 

где i=1, 2, ... , п, обс:тачим через w (tu, х"; t, x)Qdx 
(в да,1ьнейшем мы буд·\М вместо всех х; писать просто х 
и вместо dx, dx2 ••• dxn -просто dx). Таким обравом, w
плотность вероятности. 

Rан выте1,ает из ска13анного в § 54, уравнение Смолухов
сн:ого сохраняет силу и в :1том случае и может быть написано 
в виде 

w(t 0 , х0 ; t, х)= ~ w(t 0 , х0 ; t, z)w(t, z; t+-r, x)Qdx, 

причём 

~ wQ dx= 1. 

ПредттоJiагаем, что существуют пределы 

lim !'_'!~-;;; = lim 1 (zk - xk) w (t, х; t + 't, z) Q dz= 
't--+0 J 

=Ak(t,x), 

lim (;;_k_=_::_k)_(zz-xz) = 
,->О 2" 

=lim 2\ ~ (zh-x1J(z1 -x1)w(t,x;t+'t,z)Qdz= 

= Вн (t, х) 

(56,1) 

(56,2) 

(56,3) 

*) Общий nыоод уравненин Эйпштейна-Фоннера дан в работе 
А. Н. Нол м о го Ров а, Zur Theorie der stetigen zufalligen Prozesse 
Math. Ann, 108, стр. 1'.9 (1933). ' 
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и ч'l'о 

lim /(zk- xk) (zz jxz) (z;- х;)/ = О. 
't'--+0 

(56,4) 

Умножал (56,4) на произвольную функцию q (х 1 , х 2 , •• ,xn) = 
= q (х) и повторял весь вывод, данный в § fi4, получим вместо 
уравнения (54, 12) УlJавнЕ'нпе 

\ д J q(x)Q(x) Jtw(t 0 ,x
0 ;t,x)dx= 

r о [ ~ дq (х) =Jw(t 0 ,x;t,x) -_....Ан(t,х) дхk+ 
k 

,-, J2q (х) ] + ~ Вы (t х) - - - - dx 
,.;,,,,. ' дхk дхz ' 
k,l 

(56,5) 

откуда после интегрирования по частям в правой части и при

нимал во внимание, что q (х) произвольна, получим для 
w (t 0 , х0 ; .t, х) уравнение Эйнштейна-Фоккера 

дw ] д ~ JЗ Q (х) дt- = - а- Ak (t, х) Q (х) w+ 
8

- _) Bk1QW. 
Xk Xk ( Xj 

k k,l 

(56,6) 

Вероятность перехода w ( t
0

, х0 ; t, х): представляет собой неот
рицательное решение уравнения (56,6), удовштворлющее уш10-
вилм нормирования (56,2) и при t = t0 обращающееся в нуль 
всюду' кроме ТОЧRИ х = Хо. 

Величины Л1, и Bkl харантеризуют наш случайный проr1есс. Если 
х1 , х 2 , ••• , х,,-прямоуголr,ные ноордипаты, то пеличины Ak харанте
риауют систематичес1,ое изменение их, 1Jk 1- случайные отrщонения от него. 

В наиболее общем случае nыдеJiение <<с11стематичес1юй,> части измене
НИfl ноординат неод1юаI1ачно и без дальнейших физи•юс,шх рассуждений 
не имеет смыс.ла. Дело в том, что при переходе 1, другим ноординатам 

·A.t и Bkj преобраауютсп в л; и B~r, следующим образом: 

~ ,дхk ~в· J2xk 
Ak= _,,.,;,,,,. Л"'дх'+ _,,.,;,,,,. а.?>дх' дх'' 

(!. .. а.?, а. ~ 

~ , i)xk дХj 
Bkj=,,,.;,,,,. Ba.r, а< ах~· 

a.ji 

R атом легно убедиться, если в выражениях (56,З) разности zk-xk, 
с.:тоящие под энаном интеграла, разложить в рл,\ Тейлора по разностям 
в новых ноординатах z~ -< и приннть по внимание (56 /, ). Та ним обра
аом, Вkj-IЮ)ШОненты тензора 2-го ранг.~, величины жо Ak не явлнются 
номпонентами пентора и из рапенства их нулю п одной ноординатной 
системе не следует, что они рапны нулю в друrой. Поэтому Ak не могут 
служить инвариантной харантеристикой систематичесного иамененин. 

аз, 



tз случае, ноrда метрина в пространстве (х1 , ж1 , ... , х,.) ие ввеценlt, Г 
уравнение Эйнштейна-Фоннера можно переписать в следующем вице: 

дv - д д в д с v ) д iН-ax!J, . -"~ах~ д -дx._R"v. 

Здесь v wQ, тан что вероятность .состояния dx равна v dx; д-произволь· 
ная положительная величина, преобразующаяся согласно форм:уле 

д' = Д : (:~· х,2, ... ' x~j ' R1c = Ak Д1 } '(Вkад). 
\ 1 • Х:г, ••• , Xn vx~ " 

R1c -ве:~-;тор, ноторым можно характеризовать систематичесное ивменение х1• 
Однано, очевидно, выбор его 11еодновначен ввиду произвоJiьности Д, 

В начестве первого примера рассмотрим броуновсное 
движение при отсутствии .внешних сил в трёх измерениях, 
считая, что состояние частицы опрещ:,ляется эаданием её 
ноординат х, у, z. Процесс однороден во времени, таи что 
вероятность переходов эависит •rольно от длины проме~нут:ка ,' 
времени, а не от начала и :конца его. Систематичес:кого смещения _ · 
нет, поэтому Ах= Ау= Az = О. Кроме того, ввиду изотропии 
и однородности среды, в :которой происходит броуновсное дви
жение, направления осей х, у, z совершенно равноправны; 

пос1тому Вх:с Byv=Bzz D=const. и, нроме тоl'о, Bxy=Bvi= 
= Bzx = О. ПоСJiеднее равенство следует из (5,6,3), если при
нять во внимание, что, например, смещение, при :котором (х-х0)· 
· (у-у0) положительно, и смещение, при :котором это проив
ведевие И)Iее.т ту же величину, но отрицательно,-одинаново 

.вероятны. Кроме того, Q 1 тан на:к ноордина:ты де:кар
товы. 'У равнение (56,6) для вер~ятности перехода w = w (х0 , у 0, 

.10 ; 1, х, у, z) принимает вид 

aw -D ca2w a2w asw) дt - i)xB + дуа+ i)zS ' (56,7) 

Решение его, удовлетворяющее начальным условиям и услови;ю 
нормирования*), следующее: 

i _ (x-xo)2+(11-Yo)l+(z-zo)I 

W=-- -· е 4Dt 
( '-i:r.Dt)'la 

(56,8) 

§ 57, Вращатеш.иое броуиове&ое движение 
Разберём вопрое о вращениях, ноторые поJiучает частица, помещён· 

ная в жидность ·юш газ под влиянием теплового движения. Ориентировну 
•астицы будем харантtрнвовать по-Jiярными углами 6, 'f, определяющиюr 

•J См., например, А. Н. Н р ы JI о в, О неноторых дифферен.ц11а.л~.· 
ных ура:внениях математичес:ной фиэию.1, § 26, 

'-na 

\ 

по;по). ние в пространстве ненотороrо направJiеиия, свяванноrо с част•· 
· цей 'tiopoe мы будем н:~аывать осью частицы). Вращение_ же частицы 

вонруг 'r.той оси мы рассматривать не бJдем. Мы допуснаем, нроме 
lf того, что на ч:~.стицу действует не.который момент сил М (t, 3), вра

щающий её ось в плосности меридиана. т. е в пJiосности 'f === const. 
Таной вращающий момент будет, например, дей:ствоватъ на частицу, если 
частица обладает элентри,1есню1 мо;;ентом р, направленным по её оси, 
и находится в элент.ричесно:'>1 по::~е Е, направJiенном по поJIЯрной оси непо
движной координатной системы ~. 'f· В этом CJiyчae 

1rl= -pEsin&. 

ДJIЯ решения задачи вводим вероятность w sin 6 dl} dr, Проенция д~/' 
yrJioвoгo смещения направления оси частицы дt на· пJiосность Р, обравую
щую yгoJI У. с nлосностью меридиана, проходящего череэ начальное направ· 
ление оси, равна сумме проенций смещения по меридиану и по парал
лели. Она может быть поэто.му паписuна в виде 

_ Mp=дGcos,.+дrsin6sinz, (57,1) 

правильном с точностью до членов первого порядна в д3 и дr (в этом 
приближении можно пренебречь ирививной единичной сферы и рассматри· 
вать д4р, дiJ·, д'f sin U-, ):{ан отрезни на плоскости). 

Ввиду тоrо, ч'rо тоJiчни, действующие на частицу со стороны моJiенул, 
действуют равно~1ерно во всех нацравлепиях, средний нвадрат этой проен· 
ции смещения не доJiжен зависе·rь от поноро1·а плосности проенции Р, 
Принимая во внимание (5б,3) и (56,4) (вы,ду последнего условия при· 
бnижi!нное выражен_ие {57, 1) для дiJp достаточно), получим 

д42-

litn~ =Bpp,,;, 
т-0 2'1: 

= lim ~ (дЬ'соs1 У.+ 2ЛО::i~ sin О cos У. sin '/. + д?-sin'O 11in1 z)
= в88 coss '/. + 2в8" sin II cos ·1. sin ,. + в.,,"' sin3 у_= 

-: (B8&+в.,,.,,sin11}) +i (B8&-B'l''l'sinЧ})cos2z+ }в&q,sin3sin2z. 
Это выражение не доJiжно sависеть ни от 'f, ни от 3, ни от t (последнее -
в· силу стационарности за~юна толчнов), поэтому необходюю, чтобы 

В83 = B"l'I' sin~ 1'= censt. = D, 

В8.,,=0, 

(57,2) 

(57 ,3) 

Систематическое изменение vгJia {} вызвано действием момента cиJI М. 
Снорость R

11 
систематичесного" изменения угла 6 нужно приравнять 

yrJioвoй сноросп~ вращения оси частицы во.круг ос11, проходящей перпен· 
динуJiярно плосности меридиана и равной i'vi/h, где h-ноэффициент тре· 
ния при вращении. 

Обозначим угол поворота ва время -: вонруг этой оси черев д~&i 

тогда 

:Р_еJJичину угла ~4~ иужоо теперь выразить черев Д{) и д'f с точностью .,, ~ 



• Д{}! 
до членов второго порядна шшючите.т1ьно, таи иан lrm - = 2Вв& ,r 

';: 

. д'fа 
l1m ~-=2B'l''I' не равны пулю. 

Обозначим углы оси част1111ы при ,;: = О через {) и ер и при ,;: - череа 
fl' = 11 + д11 и 'f' = 'f +де;:. а угловое смещение оси через да. Польауясь 
формулами сферичес1;ой тригонометрии, из черт. 23 (псе нанесённые 
на нём .чинии-дуrи б о JJ 1, ш их н р у r о в), найдём 

р cos U'=cos {)cos да+ sln 11 sin ласоs ,j,, 
sin 1)' sin ла 
sinf=scnл;' 

tgдa11 = -lgдacos,f,. 

Отсю;1а пр11ГJ.чижё11110, с треГJуе}юй точноетью, на
ходи\\: . 

r)', д~ = J!ЛD 2 + дер" sin2 {) + Лr 2Л{) sin 1) cos il, 
да sin ,j,=Лr s;n 11 (1 +cos iJ д1J), 

Л~I} = --да COS Ч' = }/ даз:_ даа sinЗ ,j,= 

= уло2 + Лr 2Лtlcos О sin {)= до- ~ д'f 2 sin il cos {}. 

Отсюда находим: 

R 1. д&3 1· Д{} . " "l' д'fз 3= !Ш -= lffi --.,SJll11COS11 lffi-= 
~-~о гс r: ~ 't 

Черт. ~3. Вращ1-
тельное броунов

сное движение. 

IIom1raн 

= .'1 11 -si11 U cos OB'f'f = .Ai -D ctfl Ь. 
111 

R G 0= -,- ' ПОJJvчим: 
~ 11 " 

лr , 
.,, н = lt + lJ с Lg ,! . (57,5) 

J1равнение Эйшuтейна-Фошюра в нашем елу•1ае согJ~асно (56,6) пише.\1 
в виде 

. _ 1 ( д 2 
,· аз . . , d . д2В,1; w sin 1)) 

w- -. -, :.uз B 03w sш {) + J • n'f'fw s1n l!- "'' А& w sш {) +--~'f __ _ 
Slll tJ и · . ( 'f" и II i)i) дср ' 

Подставшт сюда BIJD и B'f'f из (57,2), Bl:l'f нз (G7,3), Л0 иэ (57,5) и A'f=O, 
получим: 

дw д . с iiw 11I ) ]) д 2 rv 
sin (1 ')t = "'' sш {) D -1,1 -- 1 w +--.--.-1 iJ 2 . (57,6) 

с 01.J ( t i SlJl t ~ 

Предположим сш1•ш,1а, что мо.,1с1п 1ll = -К sin iJ, причi}.м К -посто
пннан (нанрююр, в 11риве;1ённо\1 выше 11рю1оро дш10ш1 К~~ рЕ). Соот
ветств3:ющая е\\у 11ото1111иат,11с1н с111с1н·пн равна Е = К cos i!, М = 

d~ и " о = -i!O. 3 СООvраже11и11 C.И\IMOTIJIIИ СТаJ\ИОНарное раснределение Wo 

должно, очевидно, sависсть тоm,1ю от 1J II удовлетворять уравнению, 

("7 6) .. uw о dw о получающе,1уся 113 ,, , , нолагап, в нем дt = , dcp = , отнуда 

. !l (п (!Н'о 111 ) С' 
8!1111 dtl.-h Wo = • 

Леrно убедиться, что постоянную С' нужно положить равной нулю 
таи иаи иначе решение нельая будет нормировать. 

i)E 
Поэтому, вставляя М = - i)I}, получим: 

Решение этого уравнения: 

Wo=Ce-•I hD. 

При этом постоянную С нужно определить ив условия нормирования 

7t 

21t ~ w0 siп II d{) = 1. 

о 

(57, 7) 

Распределение w0 имеет вид распределения Больцмана (или ианоничес1юrо 
распределения Гиббса). Совпадение будет полным, если положить 

Dh=kT. (57 ,8) 

Это соотношение для вращательного броуновсноrо движения вполне ана
логично соотношению для поступательного. Предполагая, что частица 
есть шар радиуса а, и принимая для ноэффициепта трения при вращении 
выражение Стоиса*) h = 81t1Ja3 , где 11- ноэффициент вяэности жидности. 
получим для <<иоэффициента диффузии•> D вращательного броуновсноrо 
движения формулу Эйнштейна 

D=-~ 
81t1ja3 

(57, 9) 

Переходя и рассмотрению вероятностей перехода, предположим, что 
lvf =О. Будем отсчигывать 1) от направления оси час1 ицы в ~юмент t0 ; тогда 
в силу симметрии JV не будет зависеть от 'f· Нроме того, примем во внима
ние, что процесс однороден во времени и вероятности перехода зависят 

тол~,ио от длины промежутна вре~1ени t, тан что, не нарушая общности, 
можно положить !0 = О. Из (57,6) для плотности вероятности перехода 
w (О; .t; {}) получим уравнение 

. ,. дw D д . "дw 
SШ II i) t = д1} SJll II JI} (57,10) 

Польауясь этим уравнением, можно следующим образом определить сред
ний ивадрат синуса угла смещения частицы, не решая самого уравнения. 
Примем во вни\\ание, что 

7t 

siп2 {}= 2т.: ~ w sin3 1) d{), 

о 

(57 ,11) 

*)См.,например,Н. Ночин, И.Нибель, А. Розе, Теоре
тичесиая rидродинамина, ч. II, стр. 356 (1937). 

tб Ст,ат11стичесR!1,я фиаина 



Умножая (57,10) на 211:sin1 6 и интегрируl'I по 6, полу1111м: 

'!': 'i"I ' 

211: ~ sina 6 t7 dl} = :i sin' {} = 2i,;D' ~ sin1 д :f} ( sin & ;:) dl}. J' (57, 12) 
о о 

Преобравуя интеграл в правой части путём двунратноrо интегрирова· .. · 
ния по частям и принимая при ето~1 во внимание, что sin 1} для пределов · 
интеграла обращается в ну.пь, получим: 

" 'i"I 

~ вin' 6 :
6 

( sin 6 :l) d&·= -2 ~ вin2 д сов 1} ~; d6 = 

'i"I 'i"I 

4 ~ w. sin 6 dfl - 6 ~ w si118 д d6. 

о о 

Поцетавляl'I ,то в (5?,12) и принимая во внимание (57,11) и (57,7), 
иолу.чим: 

d-- --
dtsiniд =4D-6Dsinal}, 

Интегрируя это дифференциальное уравнение для sin1 6 прв начальном 

усповии sin2 6=0 при t=O, получим: 

(57,18) 

При малых t вin• 6 можно вамени'РЬ на 61, а 1-e-l!Dt на бDt; 'l'огр;а мы 
uопучим формулу Эйнштейна 

li3 =4Dt, (57,Щ 

вnопне аналогичную соответствующей фор:1<1упе для поступательного 
броуновсноrо движения [см. (53, 1), для дв;vх ию,н~рений]. Для очень боnь• 
ших t e-: 6Dt стремится н нулю, и sin2 6 стремится н 2/3-вначеншо, 
соответствующему равной вероятности всех направлений. 

Решение (неотрицательное) уравнения (57,10), удовлетворяющего 
уСJiовию нормирования (57,i) и при t=O обращающегося в нуль всюду, 
при 1} :::/= О может быть получено общими методами решения нраевых ва~ач*); 
оно имеет вид 

~ -
w 1 ] (2n + 1) P,i (сов l:t) e-n (n+t) Dt, 

n=O 

nрич!;м р,.. (cos 6) - полиномы ,1Iежандра, удовлетворяющие усnовия~ 

ортогональности 

11: f О, n:::f=m, 
} Pк(cos6)P111 (cos6)sin6d3 = l 2ni_!, n=Щi 

•) См., например, Р. Ну рант и д. Г ил ъ б ер т, MeTOAW 
математической физики, глава 5, § 1\J. 

' \. § &в. Задачи о дос'i'ижевии rрави~. ttрииеие:1•• 
в"ычис~евию qис~а соударений броувовсиой частицы 
Ма рассмотрим эдесь специальные вадачи, относящиеся к теории 

СJiучайных процессов. Они связаны с вопросами, для решения которых 
необходимо внание вероятности того, что в течение ваданного времени 
броуновская частица иоснётся границ ваданного объёма. Простейшим с.лу
чае\11 вадач этого рода ~вляется врпрос, вовнииающий в связи с знспери• 
меитаnьной установкой Брилувна*). Брилувн обработал стении сосуда 
.с жидиостью, содержащим броуновские частицы, таиим обравом, что 
частица, попав на стениу, остаётся на ней и выпадает из раствора. Он 
опредедил ватем чисдо частиц, приставших н стение ва данное время. 

Рассмотрим сначала одномерную вадачу. Пусть**) х-иоордината 
центра броуновской частицы или вообще параметр, определяющий состоя• 
ние рассматриваемой системы. Предположим, что в момент t =0 частица 
(для оnределённости мы будем говорить о частице) находи.'IаСь в точне ж, 
и обовначим через W (ж, t) вероятность того, что она ва время t хотя бы рав 
дост~гнет либо точии а, либо точии Ь. Обоваачим, далее, через v (ж, t, ;) d~ 
вероятность перехода ва время t ив точии ж в интерва.'I (;,; + d;), не нос· 
нувшись при этом границы а или Ь. Вероятность тогd, что частица, ВЫЙДЯ 
ив точии ж, ни разу не достигнув границ а или Ь, будет но времени t 
в иаиой·нибудь точие внутри интервала (а, Ь), равна 

ь 

~ v (ж, t, ;) d;; 
а 

• другой стороны, она равна, очевидно, 1-W (х, t), таи 'l'to 

ь 

~ v(x, t, ;)d;+W (х, t)=1, 
а 

(58,1) 

Вероятность W (ж, -: + t) того, что ва время -: + t проивойдёт :хотя бы одно 
соударение, равна сумме двух вероятностей: вероятности W (ж, -:)-того, что 
хотя бы одно соударение nроиэойд1Jт ва время -:, и вероятности того, что 
ва время -с соударение не поивойдёт, а оно проивоАдliт ва остальной про· 
межутои времени t, равный · 

ь 

~ v(ж, 't,;)W(~. t)d;. 
а 

Поатому ПGЛучаем соотношение, похожее на уравнение (З(t,t.), 

ь 

W(ж, 't+t)=W(ж, 't)+ ~ v(x, 't, ;)W(~1 t)d~. 
G 

(58,2) 

*) L. В r i 11 о i n, Ann. d. chim. physique, 27. (t12 (1912). Критика 
его опытов и расчёта дана М. Смолуховским, см. сборник <<Броуновское 
р;вижение», стр. Sf\ 7. 

**) В изложении следуем работам: А. По н т р яг ин а, А. А И• 
1,l р 9 но в а и А. Витт а, «Ж:ЭТФ>), 172 (1933): А. К о л мог О• 
ров а и М. Л е о н т о в и ч а, Zur Berecbnung der Brownschen Fliiche, 
Sow. Phys., 4, р. 1 (1933). 

• •• . ... 



На границах отревна при х = а их= Ь вероя'I'IiоС'Гь W (х, t) для любого t 
обращается в единицу (это вначит, что уже при t = О граница достигнута), 
а именно: 

W(a, l)=W(b, 1)=1. (58,3) 

Для всех вначений х внутри интервала (а, Ь) при 1 = О вероятность W (х, t), 
очевидно, равна нулю, т. е. 

W(x,0)=0, а<.1:<Ь. (58,4) 

Теперь мы должны сделать ряд допущений, насающихся плотности вероят
ности v (х, /, О, выражающих то, что двю.11ение частиr1ы происходит непре· 
рывно. Эти допущения поаволят нам свести решение аадачи и решению 
дифференциального уравнения. Верощнос~ь v (х. ,, 1;) не равна вероят
ности перехода w (х, "· ~) беа условия недостижения точен а и Ь, рас
сматривавпюйся нами в § 5t,, а очепидно, вообще говоря, v-<; w. Поэтому, 
если условие(54,11)выполнено для вероятности w(x, 't, (),тои для веро
ятности v (х, "•- 1;) будет иметь место аналогичное условие 

ь 

lim: \ v (х, 't, ;) 1 ;-х [3 dt;= о. (58,5) 
,--.о • J 

а 

Если время 't стремится и нулю. то и вероятность достижения границ а 
или Ь стремится и нулю, поэтому v стремится и w и стремится всюду при 
1; =f= х и нулю. Мы предположим, что это стремление достаточно быстро, так 
что 

ь 

i ~ lim-::- (1;-x)v(x,-:,l;)d;= 
,--.о • 

а 

ь 

. t ~ I1m-
,-.o 't 

а 

+со 

=lim~ \ (1;--x)w(x, 't, l;)d:;=A(x), 
't j 
-оо 

+со 

=lim{ ~·(l;-x)1w(x, "• t;)d;=2B(x) 
-00 

(58,б) 

(58,7) 

(где А (х) и В (х), очевидно, имеют тогда то же вначение, что и выше, 
в § 54) и иро.1 е того 

Ь +со 

~ v(x, 't, ;)d:;- ~ w(x,'t,l;)d:; 

lim а -со =0 (58,8) 
,-.о 't 

.или, принимая во внимание (58,1), 

1
• W(x, 't) О 
lffi = . (58')) 

't'---1>0 ,; 

'Чтобы полу•1и·1ь дифференциальное уравнение· для W (х, 1), равложим 
стоящее в (58,2) под июегралом W (;, 1) в рнд Тейлора по с1епеням 
1;-х. Тогда получим: 

ь 

\ { дW (х. t) 
W(x,l+'t)=W(x,1;)+j W(x,t)+(;-x) дх + 

а 

+ (;-х)2 д2W(.т,/)+ (;-х)~ д3W(j'_i_,_l_2} v(x "~)dl; 
2 d.т 2 б дх'/. ' ' ' ' 

где х1 -вначение, .11ежащее между х и 1;. Интегрируя почленно, полу
чим: 

ь 

W (х, t+,)=W (х, ,) +w (х, 1) ~ v(x, ,, 1;) di;+ 

а 

ь 

+ дW}:· /) ~ (;-х) v (х, 't, ;) dt;+ 

(1 

ь +: az~~~,/) ~ (;-x)iv(x,,,i;)d~+ 

а 

ь 

+ 1 \ д 3W(х1, t) ,. )' d 
6 J --:ах~ -- .;-х v (х, ,, i;) i;. 

(1 

ь 

Заменяя во втором члене справа ~ v (х, ,, 1;) d:; согласно (58,1) на 
а 

11.-W (х, ,), вычитая иа обеих частей W (х, 1) и рааделив на 't, полу
чим: 

W(x, t+'t)-W(x,t) 
't 

ь 

= W (х_~ (1-W (х, 1)) + дW (х, fp · ~ (" (;-х) v (х, 't, 1;) d;+ 
't дх 't j 

а 

ь ь 
д 'W 1 \ 1 (' д 'W 

~+ дхJ · 2" J (:;-x)1v(x, "• l;)d:;+ 6, j дхi (;-х)зv (х, "• 1;) di;. 
а а 

Переходя и пределу при "= О и принимая во внимание, что при этом 
в правой чаС'lИ нервый член обращае1ся в нуль в силу (58,9), rюслед· 

дW д.sW 
ний обращается в нуль в силу ([,8 ,5). ноэффициен1ы же при - и --

dx дх 1 

дW 
стремятся н А (х) и В (х). а левоя •rас1ь-н df , получим: 

дW(х, 1) 
д/ 

А (х) дJ-V (х, t) +в (х) д W (х, /) 
дх дх' • 

(58,tO) 

Решение этого дифференциального уравнения, в правую часть иоторого 



ilхОдит оператор, соnршкённъttl *) входящему в правой частй уравнения 
Эйнштейна-Фоккера (5',,13). при граничных условиях (58,3) и началь-
ных (58,4) даёт искомую веролтность W (х, t). . 

Польауясь :этим уравнением, можно найти среднее аначение времени 
достижения броуновсной частицей, находившейся первоначально в точке 
х внутри итервала (а, Ь), границ интервала. Вероятность того. что. 
первое достижеш1е границ произойдёт sa промежуток времени между 

t и t + dt, равна, нан легко видеть, дd~ dt. По:это~1у среднее вначенив , 
времени достижения t= М (х) рашю 

00 

\ дW 
t=M(x)= ,) tdtdt. 

о 

(~8.Н) 

Оно удовлетворяет дифференциальному уравнению, нотороо можно 
получить следующим нутём: нродифференцируем уравнение (58, fO) по 
t, 11атем помножим его на t и проинтегрируем 110 t от О до оо; получим: 

00 00 00 

( д2W д \ дW д2 \ дW 
~ t-д[~dt=A(x) 0x.) t д!dt+В(х)дх'.) t7fi dt, 
о о u 

(58, 12) 

В1.1полняя слева интегрирование по частям, имеем: 
00 

\ tд'тt'dt=[tдWJco-JY(x oo)+W(x О)· 
.) дt 2 dt O , ' ' 
u 

член в квадратных снобнах равен нулю, таи нан при t - оо W (х, t) 
стремится н единице (вероятности того, что частица когда-нибудь дости

дW 
гнет границ) при любом х, и ноэтому -- стремится н нулю. R нулю 

dt 
дW 

же должно стремиться и t иГ, и11а,1е интеграл в (58,Н) не сходится, 

II понятие среднего времени дос1ижения теряет смысл. !{роме того, 
в силу (58,4) W (х, О)= о и, следова1ельно, 

00 

\ д'W 
.) tдt'-dt=--1. 
ъ 

Подставляя это эначение в (58, ,12), получаем дифференциальное уравне
нке для М (х): 

д'М дМ · 
В(х)-д ,+А(х)-0 =-1. 

Х' Х 
(58,(3) 

Для ираёв интервала время достижения равно нулю, таи что 

М (а) =11-1 ( Ь) = О. (58,Щ 

Решение должно-быть, очевидно, по смыслу аадачи положительное, 

*) См" например, Р. Нурс1.нт и Д. Гильбiрт, Методы мате
матичесной физинк. 

В качестве примера рассмотрим простейший случай броуновсного 
движения в одном и~мерении. Вэто"слу•1ае1см. §55) Л.(х)=О, В1х)= 
=const. =D. Уравнение (~8 1 J) эдесь имеет ·1от же вид, что и (54,f3), 
Для среднего времени дос1 ижен ия границ х = О или х = а получим: 

d~:=-i, М(О)=М(а)=О. 
Решение его 

х (а-х) 
.Лf (х) = 2у;--- (О<;: х:,:::;; а) 

имеет максимум при х = а/2, при этом М (:) = :~ • 

Рассмотренную задачу можно обобщи1ь и рассматривать эадачу для 
многих измерений. Нроме того, монто ноставип, во;,рос о нахождении 
вероятнос1и W (х1 • х 2 • ••• , х.,.; 1)- ·1ого, ,,то ·10,1i;a. и ;ображающая состоя
ние системы. находившанrн при 1=0 в •10·1не ix 1 . х 2 . • • .,х,.) ВН.):_три 
области & простр,шс1ва п и.~мерrпиi\. за времн I хоти бы раз ноrнет~.я 
границы R ;этой области, 11ри,1ём нервос дос·1юкение границы нроизойдет 
на определённой час1и L этоrr грани11ы. Пу·1ём рассуждений, совершенно 
аналогичных выше 11рипедённым. можно 1юна:зать *), ч10 эта- вероятность 
удовлетворяет дифференциаш,11ому уравнению 

дW дW a2w 
dt=] Ak дх~ +] Bkl Dxk dx1 • (58,(5) 

где АА: и Bkz имеют то же аначение, ч·10 и в (~6,3). Нраевые условия, 
наи легно видеть, следующие: на части L границы области 

W (х1 , х2 , ••• , х,.; t) = 1 (58,tб) 

1 
(выделенная часть L границы достигнута уже 11ри t = О) и на осталь-
ной части границы R - L 

W(x 1 , Х2, , , ., х,.; 1} =0 (58, 17) 

(насание границы произошло уже в момент t = О. 11ри•1ём эаведомо не 
на L). Начальные условии-для всех то,:ен внутри &. 

W (х1 , х2 , • , ., х,.; О) =О, (58, (8) 

§ 59, При~иеиие к теории ~.оагушщии ~.оллоидов 

Ивложенные методы могут Выть применены н теории ноагуляцпи 
ноллоидов, данной Смо:туховсним **). Г1 ри этом 11редrюлагается, что 
если две нош1оидные частицы соударнютсн, то они соединнются в одну 

большую часпщу, и, таним оGра:ю,1. раJмер частиц но.члоидного рас
твора rюсты1енно всё увеличиРае·1сл и уле:1ич11ваl!тСя, и если частицы 

станут очень большими, 'J'O 1;од п:1ин,,ием си.:1ы тнжести они будут 
опуснаться вниз и вы1,адать иа раствора. Чтобы это нвление имело 
место, нужно, чтобы НОJ1Jюид11ые частицы бы:ш не аарлж1;ны, тан нан 

*) См. работы, цитированные в начале§ 58. 
**) M.v.Smoluchowski, Phys.ZS.,15, 593,f916иZ::1.f.Phys. 

Chem., 92, 129, 1917, 



в противном случае наличие отталнивательных сил замедляет или со

всем пренращает процесс ноагуляции. 

Задача сводится, таним образом, и вычислению числа соударений 
частиц между собой. Заметим, что ;)ТОТ же воr.рос представляет инте
рес танже для химичесних реанций в жидних средах (в этом случае 
роль броуновсной частицы играет моленула растворённого вещества), 
а танже в теории ударов второго рода в i!Шд1-юстях. ногда внутренняя 

энергия моленулы переходит при ударе в энергию ноступательного 

движения. 

Рассмотрим*) две частицы сферичесной формы. Ноординаты пер
вой обозначим через х1 , у1 , z1 , второй-через х,, У2, z2, радиус наждой 
иа них-через а. Обозначим через W (х1 , у1 , z1 , х., YJ, z,, t) вероят
ность того, что за время t эти две частицы соударятся хотя бы один 
раа, если при t = О они находились в точнах (х1 , у1 , z1 ) и (х2 , 
у2 , z2), Эта вероятность равна, очевиr~;но, пероятнос1и 1ого, что эа 
время t центр второй частицы хош бы раз носнётся поверхнос1и сферы 
:Е радиуса 2а, описанной вонруг центра первой частицы. Уравнение 
втой сферы-

Состояние нашей систю:ы двух частиц мы можем, очевидно, опре
делить аадание.\1 точни в шсстимерном нространстве с ноординатами 

х1, у1 , z1 , х2 , у 2 , z2 • Вероятность соударения W равна вероятности 
того, что изображающая точна носпётся поверхности сферы ~. Изобра
жающая точна может паходитьсн в области Ф этого пространства, 
в ноторой (x 1 -x2)'+(y1 -y,)'+(z1 -z2)'>,4:i'. Границей области Ф 
является, во-первых, поверхность ~. Это-та часть границы, достиже
ние ноторой нас интересует. Достижение её означает соударение, 
поэтому на ~ W = l д,ш любого t (соударение нроизошло уже в 111омент 
t =О). Во вторых, бесно,rечно уда.пёпная 1.оперхность - это остальна.FI 
часть границы; на ней JV = О танже для любого времени t. 

На основании снаэанного выше веронтность W удовлетворяет 
уравнению, сопряжённому с уравнением 8йнштейна-Фоннера. В нашем 
случае, ввиду отсутствия систематичссних смещений, все Ak = О, 
а в силу симметрии Hkj=O и Hkk=D (где D-но;~ффициент диф
фуаии), и уравнение имеет вид 

(59, 1) 

Вероятность W зависит, очевидно, тольно от относителыюго расстоя
ния частиц, т. е. тольно от: 

r= J!(x1 --xJ · + (у1 -yJ' + (z,-zJ". 

Введём вместо х1 , у1 , z1 х_, Ус, z2 r еремепнос r. Ур:шнепие (59,1) ДЛJJ 

•) Приведённый э~есь выео;~ 1ю фup:vre отли,ыетсп uт данного Смолу· 
ховсиим, ноторый пот,зуется ураннение11 ~)й11штеrш;~-Фо1шера для плот
ности вероятности v (х0 • t, х) (§ 51,), а пе уравпс,1ие\1, c.,iy сопряжённым, 
для вероятности W(x0 , t). 3а'1ети:vr, что можно дош:шать энвивалентность 
обоих методов. 

нашей вероятности W (r, t) обратится тогда в уравнение 

дWr _ 2D д2Wr 
ат- дr''. 

при граничных условиях 

и начальном условии 

W (2а, t) = i, 
W(oo,t)=O, 

W (r, О)= О при r > 2а, 

(59,2) 

(59,3) 
(:,9,4) 

(59,5) 

Решение уравнения (59,2) nри этих условиях, нак легно убедиться 
проверной, имеет вид 

r-2a 

с}Г2п1 
2а 4а 

W(r,t)=-- , 1 -
r r у 7t 

~ e-e2d1;. 

u 

(59,6) 

При t --,. оо оно стремится и стационарному решению, удовлетво-
# дW 

ряющему уравнению (59,2) при дt = О и равному 

• '2а 
l1mW =-. 

t--,co r 

Знаюrе этой вероятности позволяет следующим обрааом вычи

слить среднее число соударений ;; (t) наной-нибудь определённой ча
стицы с онружающими её за время t. Пусть в момент t = О среднее 
число частиц в единице объёма равно А1 : тогда среднее число соуда· 
рений частицы, избранной нами, с проч~,ми за время t равно*) 

; (t) =N, ~ W (r, t) dV, (59,8) 

*) Число первых соударений частицы 1 с прочими частицами 
(таи что при этом повторные соударения её с на1юй·нибудь другой не вхо
дят в расчёт) можно написать в виде 

причём !1, = 1, если s-ан частица хоть раа испытала соударение с нашей 
иабранной частицей, и о.,= О в противном случае; сум:vrирование рас· 
пространяетсл на все (нроме избранной) частицы. Среднее аначение v (t) 

при ваданном начальном положении частиц равно ~ а,, но 
2 

да= 1 , W (r,, t}+ О · [1- W (r •. t)] = W ('',, t), 

так что это среднее равно 

] W(r,, t)._ 



лричl!м интегрирбвать нужно по всему пространству, исмлюqая сфер:, 
1: радиуса 2а, описанную вонруг центра первой частицы. 

Дифференцируя (59,8) по I и принимая во внимание (59,2), получим: 

Принимая во внимание, что 

lda (59,б) получаем: 

r-~a 

,aw !,а 
r ~= -2а+- -

дr v;; 
~V215T 

~ 
о 

(r-2a)I 
-ezd, 2ar --BDt 

е ,----е 

~ Jf2rcDI 

aw 
Отсюда легно убедиться, что при r -, со r~ 75r стремится н нулю. При · 

r=Ja этот же член равен 

r' iJD~ = - 2а ( 1 + У ::Dt) 
Подставляя в (59,9), получим 

~; = 1бn:l\'1 П а ( 1 + !,а ) 
Y2rcDI 

•, wнтегрируя, найдём: 

- ( ва Vё) '1 (t)= 161t.V1Da 1 +--= . 
, y2r.D 

(59,(0) 

Последнее выражение можно написать в вида 

~ dn W (r,, /), 

nричlэм dn равно ч~tслу частиr\ n 0Gъu11e dV на расстоянии r от центра пер• i 
вой частицы. Очсви;~,но, dn ра1:но л11Gо нулю, лиGо единице. Считая, что У 
при 1 = О центр люGо;t ч1стиr1ы ~ю)l;ст с о;щнаrюnой вероятностью ю1еть 'J 
J1юбое положение в п1.юстранствс пне сrJюры радиуса 2а, и вэяn среднее .1 
по все'1 начальньш положспия.11 частиц, нриш1.v1ал во внимание при атом,":,, 

'l'Го dn = N 1dV, получим: 

~(/)=~dnJV(r,t) N 1 ~W(r,t)dY. 

При достаточно большом t (Dt ~ а1 ) вторым членом в снобнах можно 
пренебречь по сравнению с первым; тогда мы по.пучим: 

(59,Щ 

Это выражение получится сразу, если в (59,9) подставить предельное 
выраж&'Ние для W (59, 7). 

§ 60. О средних по времени для случайпых процемов, 
рассматриваемых 1ш1, цепи Мар1tова 

Rан вытенает иа самого смысла фиаичесного понятия вероят
ности, вероятности состояния и веронтности переходов дают 

нам относительную частость, с ноторой встречается данное 

состояние или данный переход при рассмотрении определён
ных совонупностей одинановых систем и рассмотрении перехо

дов в этих совонупностях. Средние значения (математические 
ожидания) представляют собой средние, взятые для этих сово
нупностей (например, для очень большого числа одинановых 
броуновсних частиц). Мы понажем, однано, что для процесса, 
однородного во времени (§ 54), при условии существования пре
дельной стационарной вероятности эта стационарная вероят

ность наного-нибудь состояния связана с времrпем пребывания 
одной определённой системы в данном состоянии. 

Соответственно этому средние, взятые с помощью стационар
ной вероятности от любой фуннции, состояния можно отожде
ствить (в формулированном ниже смысле) со средними по 
времени от этой фуннции за очень .длинный промежутон вре
мени. Поэтому эти средние стационарные аначения и имеiот 
смысл значений рассматриваемой величины в состоянии термо

динамичесного равновесия, а сама стационарная вероятность 

состояния имеет смысл вероятности состояния термодинамиче

ской статистини. 
Заметим, что уже выше, в§ 55, мы приписывали стационар

ной вероятности име:rшо этот смысл. Здесь мы дадим обоснова
ние этого. 

Мы донажем сейчас две теоремы *), устанавливающие эту 
свявь. 

Для простоты будем предполагать, что состояние системы 
определяется одним параметромх. Этот параметр можно рассма
тривать, нан случайную величину, зависящую от времени t, х1 • 

Пусть f (х) - неноторая фующия состояния системы. Рассмот-

*) Для случая диснретных состояний доназаны Мизесом (R. М i е
!! е s, Wahrscheinlichkeitsrechnung-, § 16,б), ноторый называет эту теорему 
«псевдоэргодичесной•>. . 



рим среднее по времени от неё 

т 

7 = l ~ f (х1) dt. 
о 

Это среднее - случайная величина, зависящая от промежутка Т 
и начального значения х0 • Мы обозначим его через 

f = Q (Т). 
Докажем теперь, что: 
1. Средне~ (математическое ожидание) от среднего по вре-

мени Q (Т) =-1 стремится при Т -> = н среднему (математиче· 
скому ожиданию) от f (х), взятому с помощью стационарной 
вероятности. 

2. Вероятность любого заданного отнлонения величины Q (Т) 
от этого своего среднего значения при Т - = стремится к нулю. 

Докажем сначала первую теорвму. 
Интересующее нас среднее равно 

т т 

Q (Т) = f =; ~ f (х1 ) dt =; ~ /(х1) dt. 
о о 

..... 

Перейдём к пределу Т .-.. = и примем при этом во внимание, 
что в силу существования стационарной вероятности 

lim f (xJ = lim ( f (х) w (хо, t' х) dx = 
f-+OO J 

= ~ f (х) lim w (х0 , t-, х) dx = ~ f (х) w (х) dx = 7 
(эдесь f обозначает среднее стационарное). 

Поэтому на всём промежутке Т, за иенлючением не~юторой 

его части, величина КJТОрой не завиеит от Т, f (х 1) как угодно 

мало отличается от f. Поэтому 

т 

lim Q(T)= Iim ~ \ ! (х1 ) dt = J, 
Т-+со .) 

о 

что и требовалось доказать. 
Чтобы доказать вторую теорему, раеемотрим средний квад·' 

рат отклонения величины Q (Т) (дисперсию), равный 
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и покажем, что он стремится к нулю при неограниченном вов

растании Т. 
Польвуясь определением величины Q (Т), находим 

тт 

[Q (Т)]2 = l 2 ~ ~ f (х1) f (х1,) dt dt' = 
о о 

тт 

= ~з \ ~ f (х1) f (;1·) dt dt '. (60,2) 
о о 

Примем во внимание, что (при t' > t) вероятность после
довательности эначений х 0 (при t =О), х (при t) и х' (при t') 
равна w (х0 , t, х) W (х, t' - t,, х') dx dx', 

f (х1) f (Х1•) = ~ ~ J (х) f (х') w (х0 , t, х) w (х, t' - t, х') dx dx' = 

= ~ f (х) W (х0 , t, х) dx ~ f (х') w (х, t' - t, х') dx'. 

В выражении (60,2) область интегрирования по t и t' -квадрат 
(0,0)(0,Т)(Т ,О)(Т ,Т). 

При переходе к пределу Т - = учтём, что всюду внутри 
этого квадрата, ва исключением 

полосы (вертикально эаштрихо
ванной на черт. 24) вонруг диа
гоnали t = t', ширина которой D 
не эависит от Т, величина f f (х') 
iv (х, t' - t, х') dx' как угодно мало 
отличается от своего предела при 

t' - t- =, равного 

lim \ f (х') w (х, t' - t, х') dx' = 
t'-t-,oo ) 

о 
о 

,j 

= ~ f (х') w(x') dx' = f 
Черr. 24. Область интсгриро

(при t' < t нужно t и t' ломе- вания при доназаrельстве rео
нять местами). Поэтому веюду, ремы о вероягносrи времени 

эа исключением этой полосы, пребывания. 

f (х1) f (х1,) можно эаменить на 
f f f (х) W (х 0 , t, х) dx. Точно так же всюду, кроме двух гори-

эонтально эаштрихованных полос, можно J f (х) W (х0 , t, х) dX 
[а для нижнего треугольника J f (х') w (х 0 , t ', х') dx'] ваменить 

на /. Так как исключаемая при этом площадь-порядка DT, 
а вся площа,ф, равна Т2, и так как f (х1) f (х1,) всюду огра-
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ничена, то в пределе, в (60,2), f (х1) f (х1,) можно ваменить на f . 
Поэтому 

тт 

lim [Q(T)]2 = lim ']~ ~ ~ j (Xt) f (Xt') dt dt' = 
т--,оо 00 

т т 

=lim.;т ~ ~ /dtdt'=/2. 
о о 

II тогда 
---_ ·- --- - 2 -2 -2 

lim [ Q- Q] 2 = liш (Q 2 
- Q) = f - f = О. 

Т-->оо 

Ив стремления к нулю среднего квадрата отклонения 
Q сейчас же вытекает стремJ1еш~е к нулю и вероятности любого 
отклонения Q. ДJiя .)ТОГО достаточно воспользоваться <<леммой 
Чебышева>>, которая утвер,1,дает сJiедующее: вероятность р (Q) 
"ого, что I Q- Q • больше а, удовлетворяет неравенству 

р (Q) < (Q-:,Q)2 

и 1 1шачит, стремится к нулю вместе с (Q-Q)", что мы и хотели 
докавать. 

* * * 
В этой главе мы рассмотрели некоторые приложения с'Iа

тистической теории процессов (броуновс1ше движениf!) и не!\О
торые, относящиесn к ней, общие положения. 

Мы видели, что, вводя вероятности переходов, рассматривая 
процессы в тююй физической системе, как <щепь Мар1ювю>, 
можно дать удовлеТЕорительную картину явлений, подобных 
броуновсн:ому движению. 

Мы пон:азали тан:же, что стационарная вероятность свяэана 
с <<временем пребыванию> системы в данном состоянии. Таким 
образом, мы имели вдесь теорию, которая охватывает н:ак про
цессы, так и состояние термодинамичесн:ого равновесия. 

При этом в теории, с одной стороны, получаются флюктуа
ции, с другой же стороны, находит место и необратимый харан:
тер феноменологических уравнений процессов. Эти последние 
рассматриваются, кан: уравнения, имеющие место для средних зна

чений при эаданных начальных значениях. Примером этого слу
жит рассмот рснный нами случай броуновсного движения частицы, 
на которую действуют н:вазиупругие силы. Мы видели, что сред
нее эначение смещения удовлетворяло уравнению, дающему мо

нотонное, <<необратимое» приближение к положению равновесия. 
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