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Vorwort.

Der folgende Bericht besteht aus drei Teilen:

Der erste behandelt die von MiLNE und McCRrEA (Lit.-Verz. Nr. 45
und 52) entdeckten weitreichenden kosmologischen Moglichkeiten im
Rahmen der klassischen Mechanik. Man darf vermuten, dafl ein um
40 Jahre fritheres Bekanntwerden der Rotverschiebungen in den Spek-
tren der auflergalaktischen Nebel die meisten Entwicklungen des ersten
Teiles schon damals hitte entstehen lassen. Als aber die Ansitze
zu diesen Uberlegungen zu verdorren schienen und an ihrer Stelle die
Kosmologie der allgemeinen Relativitdtstheorie in Wechselwirkung mit
der Beobachtung trat, da glaubte man irrtimlich, die einzigartige
Leistungsfihigkeit dieser Theorie an einem der klassischen Mechanik
unzuginglichen Problem schlagend demonstriert zu haben. Um der
Gerechtigkeit willen verdient jetzt, nachdem im Felde der Kosmologie
die weitgehende Gleichwertigkeit des dlteren mit dem jiingeren Lehr-
gebdude erkannt ist, die ,klassische” oder ,,dynamische* Kosmologie
eine breite Darstellung. Zwar sind ndmlich die beiden grundlegenden
Arbeiten von MILNE und McCREA von diesen Autoren spéter gelegent-
lich erwdhnt worden. Doch haben sie weder in Deutschland, wo die
Polemik gegen die Relativitidtstheorie eigentlich eine giinstige Atmosphére
hitte schaffen miissen, noch auch in anderen Lindern Resonanz in
weiteren Arbeiten gefunden. Mit der MiLnEschen Erkenntnis ist ein
betrichtlicher methodischer Gewinn verbunden. Denn wir wissen nun,
daB man auch in der Dynamik von Sternsystemen durch Verwendung
der relativistischen Mechanik neben mathematischen Komplikationen
kaum ein vertieftes Verstindnis der Phinomene gewinnt, solange man
normale und nicht extrem ausgeartete Fille zu betrachten wiinscht.
Man darf also z. B. nicht hoffen, aus der relativistischen Mechanik
oder auch aus irgendwelchen Modifikationen des NEwtoNschen Gravi-
tationsgesetzes weitergehenden Aufschlufl iiber die Natur der Spiral-
nebel zu gewinnen als aus der klassischen Mechanik und Gravitations-
theorie.

Der zweite Teil des Berichts behandelt die von FRIEDMANN und
LeEMAITRE stammende Kosmologie der allgemeinen Relativititstheorie.
Die der Einfithrung in den Ideenkreis der Relativititstheorie dienenden
Abschn. 11 und 12 waren unerlaflich, wenn nicht alle folgenden Ent-
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wicklungen ganz in der Luft schweben sollten. Leider liegt es in der
Natur des formalen Apparates der Relativititstheorie, daB die Dar-
stellung im ganzen zweiten Teil nicht so elementar bleiben konnte
wie im ersten. Der wesentliche Unterschied gegeniiber anderen Dar-
stellungen ist die ausfiihrliche Wiedergabe der neueren Entwicklung
in der Beziehung von Theorie und Beobachtung in Abschn. 17. Dieser
Abschnitt ist so breit gehalten, daB er mit seinen sechs Unterabschnitten
fast einen selbstindigen dritten Teil hitte bilden kénnen, um so mehr,
als er in mancher Hinsicht nicht allein die Theorie des zweiten Teiles,
sondern auch die des ersten der Beobachtung gegeniiberstellt. Doch
sind die hypothetischen Betrachtungen iiber die Lichtfortpflanzung des
Abschn. 9 nicht konkurrenzfihig gegeniiber denjenigen von Abschn. 16.
Somit ist es richtig, den Vergleich von Theorie und Beobachtung im
Rahmen der relativistischen Kosmologie zu belassen.

Eine wirkliche Vollstindigkeit ist in den beiden ersten Teilen nicht
erstrebt worden, sondern eine zusammenhingende Darstellung der nach
der Meinung des Referenten wesentlichen Grundziige der Theorie.

Im dritten Teil des Berichtes, der der LoRENTzinvarianten oder
kinematischen Kosmologie von MILNE gewidmet ist, muBte die Dar-
stellung notwendig skizzenhaft werden, weil viele der zu behandelnden
Fragen in der Literatur bisher leider nicht gentigend diskutiert worden
sind. Im groBen und ganzen ist das Schaffen MILNEs auf diesem Gebiet
so monologisch gewesen, daB manche Einseitigkeiten iibertrieben stark
in den Vordergrund traten. Die Darstellung ist deshalb oft sehr zuriick-
haltend und am SchluB bewuBt kritisch. Es ist zu wiinschen, daBl an
der Kliarung der durch MILNE aufgeworfenen Fragen stirker gearbeitet
wird, besonders in einem Lande, das so wesentliche Beitrige zum
Aufbau der Gruppen- und Invariantentheorie geleistet hat wie. das
unsere.

Die Literatur vor 1933 findet man bei H. P. ROBERTsON: Relativistic
Cosmology. Rev. Modern Physics 5, 62—90 (1933). Deshalb enthilt
das Literaturverzeichnis des vorliegenden Berichts neben den Mono-
graphien im Teil A die nach Meinung des Referenten wichtigeren seit
1933 erschienenen Arbeiten aus dem eigentlichen Fragengebiet des
Berichts. Wo es nétig oder wiinschenswert erschien, wurde der Inhalt
einer Arbeit schlagwortartig charakterisiert. Der Teil B bringt Arbeiten,
die irgendwie mit den Rotverschiebungen fertig zu werden versuchen,
ohne sie als DoPPLER-Effekt zu deuten. Sie stehen in keinem Zusammen-
hang mit dem Text. Da oft &ltere Literatur zitiert werden mubte,
konnten Hinweise nicht durchweg in der jetzt iiblichen Form auf das
Literaturverzeichnis bezogen werden. Um der Einheitlichkeit willen
sind deshalb alle Anmerkungen und Literaturhinweise als FuBinoten
gebracht worden. '
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Die Formeln sind in jedem Teile durchnumeriert. Bei Formel-
hinweisen innerhalb des gleichen Teiles ist nur die Nummer der Formel
angegeben. Anderenfalls ist der Teil als romische Ziffer hinzugefiigt:

Zum Schlufl habe ich aufrichtig zu danken: Den Herren HEISEN-
BERG und HUND in Leipzig fiir sorgfiltige und kritische Durchsicht
groBer Teile des Manuskripts, den Herren BLASCHKE, JENSEN und LENz
in Hamburg fiir die Durchsicht der Druckfahnen, meinen Bergedorfer
Kollegen KrRUSE und LARINK fiir Ratschlige und Mithilfe beim Lesen
der Korrektur, besonders aber dem Herausgeber dieser Sammlung fiir
die Anregung zu diesem Bericht und sein stindiges, titiges Interesse
sowie dem Verlag fiir seine groBe Geduld.

Hamburg-Bergedorf, im September 1941.
O. HECKMANN.
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Einleitung.

Die Vorstellung, daBl der Raum bis ins Unendliche mit Sternen
erfiillt sei ohne Abnahme ihrer Zahl, mag bis in die Zeiten des DEMOKRIT
zuriickreichen. Doch war mit ihr ein mechanisches Problem erst auf-
geworfen, als sie verkniipft wurde mit NEwroNs Idee der allgemeinen
Schwere der Materie. OLBERS gibt in seinem bekannten Aufsatz in
Bopes Jahrbuch 1826, worin er die Absorption des Lichtes einfiibrt,
um die Vorstellung von der unendlichen Erfiilltheit des Raumes mit
Sternen zu schiitzen gegen den Einwand, daB der Himmel nicht sonnen-
hell sei, eine Bemerkung HALLEYs wieder, die Materie miisse um des
allgemeinen Gleichgewichts willen sich ins Unendliche erstrecken, weil
sie sonst zusammenstiirze. Hier scheint einer der friithesten Fille
mechanischer Betrachtungsweise in unserem Problem vorzuliegen. Doch
brauchen wir auf die Spekulationen des 18. Jahrhunderts iiber den
Aufbau der Welt nicht weiter einzugehen, da in ihnen eine kritische
Durcharbeitung der Frage nicht versucht wird.

Die Arbeiten von C. NEUMANN® und H. v. SEELIGER? haben wesent-
lich die Bedeutung, jene Schwierigkeiten hervorgehoben zu haben, die
sich aus der Annahme eines mit Materie ganz erfiillten euklidischen
Raumes unter Zugrundelegung des NEwtonschen Gesetzes ergeben,
wenn man verlangt:

1. daB die Materieverteilung eine nichtverschwindende mittlere
Dichte habe (wobei die ,,mittlere Dichte als Grenzwert der in einem
beliebigen Volumen V enthaltenen Masse M, dividiert durch V fiir
V > oo definiert ist),

2. daBl die Materieverteilung statisch sei.

Die zweite Forderung fallenzulassen, lag damals kein empirischer
Grund vor3. Dagegen hitte man — statt das NEwToNsche Gesetz

1 C. NEuMann: Uber das Newtonsche Prinzip der Fernwirkung, S. 1 u. 2.
Leipzig 1896 — s.a. Leipziger Ber. Math.-Phys. Kl. 1874, 149.

? SEELIGER: Astron. Nachr. 137, 129 (1895) -— Minch. Ber. Math.-Phys. Kl.
1896, 373; 1909, 4. Abhandlung.

3 In der Kontroverse SEELIGER—WILSING (Astron. Nachr. 137 und 138)
deutet WiLsiNg mit Recht an, da vom theoretisch-mechanischen Standpunkte
aus die Bedingung der statischen Verteilung méglicherweise die Ursache der
Schwierigkeiten sei.

Fortschritte d. Astronomie, Bd. II. 1
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aufzugeben, wie beide Autoren vorschlugen — mit der schon ein Jahr-
hundert vorher (etwa bei LAMBERT!) vorhandenen Vorstellung eines
hierarchischen Aufbaues der Materie des Universums sehr wohl die
mittlere Dichte der Welt (in obigem Sinne) als verschwindend annehmen
konnen bei nirgends verschwindender lokaler Dichte und ohne irgendein
Weltgebiet auszuzeichnen. Dadurch hitte man Schwierigkeiten mit dem
NewTONschen Gesetz vermieden, doch wurde diese Vorstellung erst
spiter konsequent durchdacht2. Selbst die Aufgabe der euklidischen
Struktur des Raumes hitte damals leicht in Betracht gezogen werden
kénnen, nachdem eine Ubertragung der klassischen Mechanik auf nicht-
euklidische Riume lingst geleistet war3.

Als A. EINSTEINs allgemeine Relativititstheorie auf den Plan trat,
sah sie sich zundchst dhnlichen Schwierigkeiten gegeniiber bei der
Behandlung des statischen Problems wie die NEwToNsche Mechanik.
Die Erweiterung ihrer Grundgleichungen um das kosmologische Glied4
lieferte dann die Moglichkeit eines mit statischer Materie gleichmaBig
erfilllten Raumes. Das A-Glied wirkte in diesem Falle nach zwei Rich-
tungen: 1. war es einer Abinderung des NEwTONschen Gesetzes weit-

1 LamBerT: Kosmologische Briefe iiber die Einrichtung des Weltbaues. Augs-
burg 1761 — s.a. K. ScawarzscHiLp: Uber Lamberts kosmologische Briefe.
Gottinger Nachr. 1907, H. 2.

2 FourNIER d’ALBE: Two new Worlds. London 1907. Deutsch von M. IKLE:
Zwei neue Welten. Leipzig 1909. — CHARLIER: Ark. f. Mat., Astron. och Fys. 4,
Nr. 24 (1908); 16, Nr. 22 (1922). — SELETY: Ann. d. Phys. 68, 281 (1922); 72, 58
(1923); 73, 291 (1924). — Bemerkungen zur ersten Arbeit SELETYs von EINSTEIN:
Ann. d. Phys. 69, 436 (1922). Bei SELETY weitere Literatur.

3 Gauss’ Stellung zur nichteuklidischen Geometrie ist bekannt. Uber die
moglichen Beziehungen der nichteuklidischen Geometrie zur Wirklichkeit hat
Gauss undeutliche Vorstellungen gehabt. Im Briefe an BesseL vom 9. April
1830 heiBt es: . . .,,Wir miissen in Demut zugeben, daB, wenn die Zahl blo8 unseres
Geistes Produkt ist, der Raum auch auBer unserem Geiste eine Realitat hat, der
wir a priori ihre Gesetze nicht vollstandig vorschreiben kénnen.” Im Briefe an
Borval vom 6. Marz 1832 betont Gauss (ausdriicklich gegen KaNT), daf unser
a priorisches Wissen vom Raum anders geartet sei als das von der Zahl. — STACKEL
in ,,Gauss als Geometer* (GauB’ Werke X, 2) fithrt an, daBl GAUSs von SCHWEICKART
das Wort ,,astralische’* Geometrie fiir nichteuklidische Geometrie iibernommen
habe, weil er mit ihm einer Meinung gewesen sei dariiber, daB3 die Entscheidung
zwischen euklidischer und nichteuklidischer Geometrie eine astronomische An-
gelegenheit sei. — Von DIRICHLET wissen wir, da er die Potentialtheorie in nicht-
euklidischen Riaumen untersucht hat, allerdings ohne seine Uberlegungen zu ver-
offentlichen (vgl. LOBATSCHEFSKIJ: Zwei geometrische Abhandlungen, S.444.
Leipzig 1898). — ScHERING dehnt 1870 und 1873 das Gravitationsgesetz aus auf
nichteuklidische und mehrdimensionale Raume (Ges. Werke 1, 155 u. 177). —
Uber Mechanik in nichteuklidischen Raumen vgl. ferner u. a. KiLring: J. f. Math.
98, 1 (1885). — LieBmanN: Leipziger Ber. 1902, 393. — Wegen astronomischer
Anwendungen vgl. z. B. ScHwARzsCHILD: Vieteljahrsschr. d. Astron. Ges. 35, 337
(1900). — HARZER: Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 17, 237 (1908).

4 EINsTEIN: S.-B. preufl. Akad. Wiss. 1917, 142.



Einleitung. 3

gehend dquivalent, 2. ermoglichte es gleichzeitig im Rahmen der fiir die
Relativititstheorie typischen Interpretation von Gravitationsfeldern
als Gebieten nichteuklidischer Weltmetrik die zwanglose Einfiihrung
eines geschlossenen sphérischen oder elliptischen Raumes.

Der stirkste Impuls zur heutigen Kosmologie ging dagegen von
den merkwiirdigen Eigenschaften eines anderen Weltmodells aus, das
DE SITTER auf Grund der erweiterten Feldgleichungen der allgemeinen
Relativititstheorie herleitetel. Er glaubte schlieBen zu miissen, daB
in diesem von dem EinsTEiNschen grundverschiedenen Modell jede
Lichtquelle eine von ihrer Entfernung vom Beobachter abhingige
Rotverschiebung zeigen miiite; doch war die mathematisch-physikali-
sche Interpretation des Modells zunichst noch (infolge ungeeigneter
Koordinatenwahl) zu unklar, als daB die Art der Abhangigkeit (selbst
ihr Sinn) festgestanden hitte. Trotzdem haben die frithen Versuche?,
die SLipHERschen Messungen der Rotverschiebung bei auBergalaktischen
Nebeln mit anderen Daten dieser Nebel zu kombinieren, ihre Anregung
wesentlich von der Theorie her erhalten. Die pE SitTERsche Welt wurde
bald als Spezialfall allgemeinerer nichtstatischer Modelle erkannt3. Die
allgemeine Beschaftigung mit diesen Modellen erhielt nun umgekehrt
ihren wesentlichen Impuls von der Erfahrung her durch die Entdeckung
der bekannten linearen Beziehung zwischen Rotverschiebung und Ent-
fernung der Nebel (HuBBLE 1929). Die auf der aligemeinen Relativitéts-
theorie aufbauende Kosmologie wollen wir wegen ihrer Grundlage kurz
,,metrische’* Kosmologie nennen.

Eine neue erkenntniskritische Schérfe kam in die Diskussion durch
das Eingreifen von E. A. MiLNE*, der seit 1932 in ganz anderer Richtung
eine Kosmologie und Gravitationstheorie zu entwickeln begann, zum Teil
in bewulltem Gegensatz zu derjenigen der allgemeinen Relativitits-
theorie. Sie ist noch nicht abgeschlossen, trigt aber so neuartige Ziige,
daB wir ihre Grundgedanken im folgenden behandeln miissen. Wir
wollen sie mit einem Schlagwort ,,LoRENTzinvariante’ oder ,kine-
matische” Kosmologie nennen, weil sie ganz auf der Forderung auf-
gebaut ist, nur kinematische Elemente zu ihrem Aufbau zu benutzen
und die das Universum erfiillende Materie zu beschreiben in Relationen,
die gegeniiber LORENTz-Transformationen invariant sind.

! pE SITTER: Proc. Akad. Wet. Amsterdam 19, 1217 (1917) — Monthly Not.
Roy. Astron. Soc. 78, 3 (1917).

2 Die Wechselwirkung zwischen Theorie und Beobachtung in dieser Zeit ist
beschrieben bei HuBBLE: The Realm of the Nebulae. Oxford 1936. Deutsch von
K. O. KiIEPENHEUER. Braunschweig 1938.

3 Literatur bis 1932 einschlieBlich bei RoBERTSON: Rev. Modern Physics 5,
62 (1933).

4 Zusammenfassung bei MiLNE: Relativity, Gravitation, and World-Structure.
Oxford 1935.

1*
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Mit dieser Theorie nicht zu verwechseln ist eine andere, leider nur
wenig beachtete Kosmologie, die 1934 ebenfalls von MILNE (zum Teil
gemeinsam mit W. H. McCReA) gegeben wurdel. Wir wollen sie kurz
»NEWTONsche* oder ,, dynamische” Kosmologie nennen, weil sie weit-
gehend auskommt mit altvertrauten Begriffen und Vorstellungen der
klassischen Mechanik, die sie anwendet auf nichtstatische Materie-
verteilungen im ganzen euklidischen Raume.

Wenn auch der stirkste Impuls fiir alle kosmologischen Uber-
legungen der letzten Jahre ausging von der Erforschung der kosmischen
Stellung der extragalaktischen Nebel, so wird doch der Zusammenhang
zwischen den Ergebnissen der Nebelforschung und der Kosmologie
nicht immer klar erkannt. Manchmal wird die Meinung vertreten, wenn
es gelidnge, einen optischen ElementarprozeB zu finden, der die Rot-
verschiebung in den Nebelspektren einwandfrei, ohne die Annahme
von DorpLER-Verschiebungen, zu deuten erlaubt, so kénne man die
Kosmologie mit ihren Extrapolationen entbehren. Damit ist aber die
Frage nach dem mechanischen Zusammenhalt — etwa nach dem
Gleichgewicht — der ungeheuren Massen im System der Nebel nicht
beantwortet, sondern man hat héchstens seine Uninteressiertheit an
diesem Problem erklirt. Vorldufig, wo wir solche Prozesse nicht kennen,
sondern ad hoc ersinnen miiBten, wird durch diese Haltung die Kosmolo-
gie ohne Not — nur aus Unbehagen vor der ,,Phantastik kosmischer
Bewegungen — geldst von einem empirischen Befund, der sich zwanglos
in sie einfiigt. Aber angenommen, ein solcher ProzeB wiirde bekannt:
MiiSte man auch dann zum Verstindnis des mechanischen Zustandes
des Nebelsystems notwendig bis zu Ideen wie ,,die Welt als Ganzes* und
vielleicht zu unendlichen Extrapolationen aufsteigen?

Man nehme an, daB Newtonsche Mechanik und Gravitation zur
Grundlage der Deutung des Zustandes im erfahrbaren Bereich der
Nebel gewahlt werden. Die Behauptung, die Gesamtheit der Objekte
in diesem Bereich bilde in strengem Sinn ein abgeschlossenes System,
ist sofort als weltweite Extrapolation zu erkennen, weil sie identisch
ist mit der Behauptung vélliger Leere jenseits der Grenzen dieser Ge-
samtheit. Dazu kdme die fundamentale Schwierigkeit, die im Begriff
der Trigheit im Rahmen NEwtoNscher Mechanik liegt. Da, wo diese
Mechanik sich bewihrt hat, handelt es sich stets um solche Systeme,
die in das allgemeine Feld der Fixsterne eingebettet sind, das man fiir
die Trigheit verantwortlich machen kann. Die Behandlung eines im
vollig leeren Raum schwebenden Systems mit den Mitteln der NEwTON-
schen Mechanik zwinge wieder zur Auffassung von der Trigheit als

"1 Mune: Quart. J. Math., Oxford Ser. 5, 64 (1934). — MILNE u. McCREA:
Quart. J. Math., Oxford Ser. 5, 73 (1934). — Vgl. auch MiLNes Buch (s. S. 3
Anm. 4) Kap.IV und XVI.
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Resultat -einer Beschleunigung relativ zum absoluten Raum?!. Man
konnte ja dabei stehenbleiben; aber befriedigend wire diese Haltung
nicht und auch keinesfalls ein Verzicht auf kosmologische Spekulation.
Somit, wenn schon die Extrapolation nicht vermieden werden kann, ist es
besser, sie derart vorzunehmen, da3 die NEwToNsche Mechanik stets sinn-
voll ohne Uberspannung ihres Trigheitsbegriffes anwendbar bleibt;d.h.
man muB annehmen, daB die Materie der Welt den ganzen Raum erfiille.

Eine Abinderung der geometrischen oder mechanischen Grundsitze
innerhalb der von der Erfahrung zugelassenen Grenzen wiirde die kosmo-
logischen Folgerungen insofern harmloser machen kénnen, als man
etwa zu endlicher, geschlossener Unbegrenztheit der Welt kime2. Aber
es scheint nicht méglich zu sein, mechanische Deutungen der Gesamtheit
der beobachteten Nebel zu geben, die konsequent ohne extrapclatorische
Begriffe und Relationen auskommen, so daB8 man wohl auf jeden Fall
zur Idee der Welt als eines Ganzen und zu ihrer Behandlung mit irgend-
welchen mechanischen Grundsitzen gedringt wird.

Man steht also vor der Frage, in welcher Weise die Extrapolationen
vorzunehmen seien. Die in der Nebelverteilung von HUBBLE behauptete
hohe Gleichférmigkeit und die Entfernungsproportionalitit der als
DorrrLEr-Effekt gedeuteten Rotverschiebungen legten den Gedanken
nahe, eine vollkommene Homogenitit zu fordern, so dal jeder Beob-
achter, wo in der Welt er auch stehen mag, das gleiche Bild von der
Verteilung der Nebel und ihrer Geschwindigkeiten hat. Nach allem
vorhergehenden liegt fiir diese Annahme vélliger Homogenitit aber
kein Zwang vor. Thr Charakter ist also der eines Postulats oder Axioms
der kosmologischen Theorien. Es ist evtl. durchaus moglich, dieses
Axiom durch ein weniger einschrinkendes zu ersetzen, etwa die oben-
erwihnte hierarchische Anordnung der Weltmaterie zu postulieren. Die
Schmiegsamkeit dieser Vorstellung ist enorm. Sie ist bisher zwar nicht
zur Darstellung der Rotverschiebungen in den Nebelspektren aus-

1 MiLNE: Nature 140, 382 (1937). (Referat itber die 2. Auflage von FOWLER:
Statistical Mechanics.)

2 In diesem Zusammenhange ist die bei kosmologischen Uberlegungen kaum
beachtete Tatsache wichtig, daB euklidische (auch hyperbolische) Raume sehr
wohl endlich und unbegrenzt sein kénnen: Man braucht nur eine gewisse ,,Gitter-
struktur in sie einzufithren, sie in periodisch wiederkehrende Elementarzellen
eingeteilt zu denken, um zu sehen, daf ein topologischer Unterschied eines periodi-
schen Raumes nicht existiert gegeniiber einem nur aus einer Elementarzelle be-
stehenden, sofern man jede Menge homologer Punkte in einem Falle ,,einen‘
Punkt nennt im anderen. Also ist Euklidizitiat keinesfalls mit unendlicher Er-
streckung des Raumes identisch. Uber diese KLEIN-CLIFFORDschen Raumformen
vgl. F. KLEIN: Vorlesungen itber nichteuklidische Geometrie. Berlin 1928. Kap. IX:
Das Problem der Raumformen. S. a. E. PescrL: Uber die Gestalten des Raumes.
8. Semesterbericht des Mathematischen Seminars der Univ. Miinster, Miinster
1936. Dort weitere Literatur.
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gestaltet worden. Das kann aber keine Schwierigkeiten bereitenl. Auch
andere Inhomogenititen kénnen grundsitzlich zugelassen werden.

Wenn man das Homogenitdtsaxiom annimmt, wie es in der Literatur
zur Zeit weitgehend geschieht, so sind noch sehr verschiedene Wege
moglich, ihm jeweils einen Inhalt zu geben, weil man von verschiedenen
formalen Grundelementen ausgehen kann. Man mag die Differential-
gesetze der NEwTONschen Mechanik zur Beschreibung des Weltganzen
benutzen wollen oder diejenigen der EINsTEINschen Gravitationstheorie
oder irgendwelche andere ; prinzipiell steht man vor der Frage: Innerhalb
welcher Grenzen sind die elementaren Differentialgesetze der Geometrie,
der Bewegungsgleichungen und Erhaltungssitze noch willkiirlich, wenn
sie iiberhaupt geeignet sein sollen, einem Homogenitdtsaxiom unter-
worfen zu werden? Diese Frage wurde zuerst von MILNE? gestellt und
teilweise beantwortet. Mit ihrer Behandlung wiirde eine streng systema-
tisch-deduktive Darstellung der Kosmologie zu beginnen haben. Doch
wiirde sich daraus fiir unseren Bericht von vornherein eine starke mathe-
matische Belastung ergeben. Wenn auch im folgenden auf prinzipielle
Fragen mehr Gewicht gelegt werden soll als auf die Mitteilung zahl-
reicher Einzelheiten, so ist doch eine vom Einfachen zum Komplizierten
aufsteigende Darstellung vorzuziehen. Die Reihenfolge der zu be-
sprechenden kosmologischen Theorien ist damit vorgezeichnet:

Im ersten Teil wird die ,,NEwTONsche oder ,,dynamische’ Kosmo-
logie so weit entwickelt werden, dal sie sowohl ihre eigenen Ziige klar
zeigt wie auch jene, die fiir alle vom Homogenititspostulat Gebrauch
machenden Kosmologien typisch sind. Hier wird die Darstellung aus-
fithrlicher sein als in den anderen Teilen, weil dann die spateren Frage-
stellungen allen Lesern, die dem Gebiete fernerstehen, leichter verstind-
lich werden diirften.

Im zweiten Teil wird die ,,metrische’ Kosmologie der allgemeinen
Relativititstheorie behandelt. Dabei wird nicht ihre Neuartigkeit gegen-
iiber der klassischen Mechanik in den Vordergrund geschoben, sondern
mehr Wert auf ihre Verwandtschaft gelegt, die man bald erkennt,
wenn der formale Apparat zur Selbstverstindlichkeit geworden ist.

Im dritten Teil wird die ,kinematische oder LORENTzinvariante
Kosmologie besprochen. Es wird darauf verzichtet, sie mit einer eigens
zu ihrer Rechtfertigung geschaffenen Philosophie zu verkniipfen, wie
es ihr Urheber MILNE oft getan hat. Vielmehr sollen die Ziige heraus-
gearbeitet werden, die sie mit den beiden anderen Kosmologien gemeinsam
hat. Die Unterschiede werden dabei von selbst geniigend klar werden.

1 Aus dem speziellen Modell, das weiter unten (bes. Abschn. 5) behandelt wird,
1aBt sich eine Kugel homogener Dichte herauslésen, die sich als Ganzes ausdehnt
oder zusammenzieht. Solche Kugeln kénnte man als Elemente des hierarchischen

‘Weltaufbaues benutzen.
2 MiLNE: Z. Astrophys. 6, 1 (1933).



Erster Teil.

Dynamische Kosmologie!.

1. Die Grundgesetze der Materie.

~ Die das Universum erfiillende Materie wollen wir wie ein Gas be-
handeln, dessen Molekiile die Spiralnebel sind. Die linearen Dimen-
sionen von Volumelementen seien grofl gegen die mittlere Entfernung
zweier benachbarter Nebel. Wir beschreiben die Materie durch zwei
skalare Funktionen, die Massendichte o (x,, %,, %5, {) und den Druck $ (x,,¢)
sowie durch einen Stromungsvektor v;, dessen Komponenten ebenfalls
Funktionen der kartesischen Ortskoordinaten x; (+ =1, 2,3) und der
,,absoluten® Zeit ¢ sind. Die fiir diese Funktionen nétigen Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen formulieren wir nicht besonders; sie sollen
implizite in den mit den Funktionen vorzunehmenden Prozessen mit-
gegeben sein. :
Die Forderung der Erhaltung der Masse ist niedergelegt in der
Kontinuitatsgleichung

W 08 4 dev)
(iiber doppelt auftretende lateinische Indizes ist, wenn nicht das Gegen-
teil bemerkt wird, von 1 bis 3 zu summieren), die also aussagt, daB eine
Zunahme der in einem Volumen enthaltenen Masse nur erfolgen soll
durch Einstrémen von Massen durch die Oberfliche des Volumens.
Der Vektor der Massenstromung kann auch passend als Vektor der
Impulsdichte bezeichnet werden.

Die Forderung der Erhaltung des Impulses wird niedergelegt in den
drei Gleichungen

GIOXA O (ov;uy ¢ oD

@ i IRl X
die aussagen, dal die Zunahme des Impulses in einem Volumen (1. Glied
links) erfolgt:

a) durch Einstrémen von impulstragender Materie (2. Glied links,
daber der Name , Impulsstrom® fiir den Tensor gv;v);

b) durch die unregelmiBig die Oberfliche des Volumens durch-
schwirmenden Partikeln und die Impulsiibertragungen zwischen diesen

=0

1 Vgl. zum ganzen Teil I die S. 4 Anm. 1 angegebene Literatur. Die im Text
gewahlte Darstellung deckt sich weitgehend mit der bei HEckMaNN: Nachr, Ges.
‘Wiss, Gottingen, N.F. 3, 169 (1940).
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Partikeln infolge der zwischen ihnen herrschenden Wechselwirkungen
ihrer gegenseitigen Anziehung (1. Glied rechts); die ,Isotropie, d. h.
Richtungsunabhingigkeit, dieser Schwarmbewegungen und Spannungen
kommt darin zum Ausdruck, daB ein Druckskalar statt eines Druck-
tensors von vornherein eingefithrt wurde;

c) durch die Wirkung von Gravitationsfeldern vom Potential @
auf die Massen im Innern des Volumens (2. Glied rechts); diese Wirkung
umfaBt sowohl den EinfluB von Feldern, die durch die Oberfliche hin-
durch auf die inneren Massen wirken, wie auch den GesamteinfluBl dieser
inneren Massen auf sich selbst.

Die Forderung, daB die Gesamtheit der Massen, deren Bewegung
durch (1) und (2) beschrieben wird, nur den Gravitationskriften unter-
liegt, die sie auf sich selbst ausiibt, wird niedergelegt in der Poisson-
schen Gleichung

2 2 2
3) 40 =32+ 52+ 52— 4aGo,
wo G die Gravitationskonstante ist.
Mit Riicksicht auf (1) 148t sich (2) in die bekannte Form
Do, _dv, | 0, o0 1 0p

Dt~ 6t 'v"Z‘—x,,— Ox;, o Ox

(2a)

bringen.

Die Gleichungen (1), (2) bzw. (2a) und (3) driicken eindeutig aus,
daB wir uns nicht allein im Bereich der NEwToNschen Mechanik und der
NewroNnschen Gravitationsauffassung zu bewegen gedenken, sondern
daB wir auch ganz eindeutig die euklidische Geometrie benutzen. Es
wire leicht, die Erhaltungssitze (1) und (2) sowie das Gravitations-
gesetz (3) unter Beibehaltung ihres physikalischen Inhaltes so zu formu-
lieren, daB sich das durch sie beschriebene Geschehen in einem nicht-
euklidischen Raume abspieltel. Doch miiite — und darin lige der

1 Ist etwa do? = g;3dx*dx* die RieMaNNsche Metrik des dreidimensionalen
Raumes, so wirde die fiir beliebige MaBbestimmung giiltige und gegeniiber be-
liebigen Koordinatentransformationen invariante Formulierung der Gesetze (1),

(2a) und (3) lauten do 1 (i)('/gevi) B
0t g o4 -
vt L 0D

i v"vi —_ lk___’
o TV = T8 A

1 0, oo
V_g W(g’kl/?axl> = 47IGQ .
Hier ist g die Determinante der g;;; g°* sind die durch g dividierten Unterdeter-
minanten der g;z. @, p, v* haben die analoge Bedeutung wie die entsprechenden
GroBen @, 9, v; des Textes. v, bedeutet ,kovariante Ableitung* nach x* (vgl.
Abschn.12). Die Gleichungen gehen in die des Textes iber, sobald g;; = 0 oder 1,
wenn i §+ & oder 7 = %, wenn also im euklidischen Raume kartesische Koordinaten

gewahlt werden.
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Unterschied zur Relativititstheorie — die nichteuklidische Struktur
durch Angabe ihrer Metrik do ? = g;;, dx‘d* a priori vorgegeben werden,
weil wir im Rahmen der NEwrtonschen Physik kein Mittel héitten, um
sie durch die Materie und ihr Verhalten gleichzeitig mit den GroBen
0,p,v;, ® mitzubestimmen. Zége man also die Preisgabe der euklidischen
Struktur an dieser Stelle in Betracht, so miite man schon anderweitig
tiefgreifende Griinde dafiir aufzeigen. Doch steht es frei, wie S.5, Anm. 2
gesagt, den euklidischen Raum endlich und unbegrenzt zu denken.
Man hat allerdings kein Mittel zur Verfiigung, sein Volumen aus dem
Materiegehalt zu bestimmen. Da die Moglichkeiten der NEwTONschen
Mechanik in solchen Raumformen nicht untersucht sind, wollen wir
im weiteren den euklidischen Raum als unendlich ansehen.

Die Gleichungen (1) bis (3) sind nur ein blasses Schema, dem sich
zwar das zu konstruierende Weltmodell zu fiigen hat, das aber noch so
unbestimmt viele Losungen besitzt (schon weil es — mangels Vorgabe
einer Zustandsgleichung — 6 Funktionen in § Gleichungen verbindet),
daB notwendig ganz neue Gesichtspunkte hinzutreten miissen, um ein-
deutige Losungen zu erhalten.

2. Die zuldssigen Beobachter.

Wir wollen die Materie, deren orts- und zeitabhingiges Strémungsfeld
durch die GréBen g, p, v; beschrieben wird, fortan das ,,Substrat®
nennen. Wenn wir die Strémung des Substrats statt auf das System
S mit den Koordinaten x; auf ein dagegen beliebig bewegtes S’ mit
den Koordinaten x} beziehen, dessen Achsen aber parallel zu denjenigen
von S sein sollen, so haben wir zunichst

(4) %, = & + x,

wo der zeitabhingige Vektor «; die Lage von S’ relativ zu S beschreibt.
Daraus folgt, daB die von S aus in einem Punkt P beobachtete Stro-

mung v, mit der von S’ aus im gleichen Punkte P ,

beobachteten Stromung v; zusammenhingt durch S’
. dai g Y,

(5) vir, b)) =47 + vl 0), a

wo links das Argument x durch (4) zu ersetzen ¢

ist (inden Argumenten von v;, v; ... unterdriicken app. 4. Zwei verschiedene Beob-

wir die Indizes der Einfachheit halber). Die achter S und S schauen aut den

Gleichungen (5) enthalten das Additionstheorem gleichen Punkt £

der Geschwindigkeiten, das also eine Vorschrift enthalt {iber die Art und

Weise, wie man ein einmal vorgegebenes Strémungsfeld v; auf ein anderes,

relativ zumersten beliebig bewegtes Koordinatensystem umzurechnenhat.
Jetzt schrinken wir die zuldssigen Systeme S, S’, S”... in folgender

Weise ein: Wir verlangen, daB alle Strémungsfelder v;, o}, v} ..., die
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in der geschilderten Weise auseinander hervorgehen, im Ursprung des
jeweiligen Koordinatensystems verschwinden sollen. Es soll also gelten

(identisch in #) v(x,) =0, wenn % =0,
(6) 7)1/: (x” t) = 0’ » x,: = 0 2
i@, =0, , =0, usw.

Anschaulich gesprochen: Alle verschiedenen Beobachter (im Ursprung
ihrer jeweiligen Koordinatensysteme gedacht) schwimmen mit dem
Substrat; in ihrer unmittelbaren Nachbarschaft (ungenau ausgedriickt)
herrscht also keine Strémung von ihrem jeweiligen System aus gesehen.
Wir haben also gerade oo® verschiedene Koordinatensysteme, deren
jedes von der in seinem Ursprung herrschenden Strémung mit-
genommen wird. In dieser Verabredung liegt natiirlich eine Einschrin-
kung der zunichst willkiirlich gebliebenen Funktionen «; in den Trans-
formationsformeln (4): Setzt man nimlich x; = 0 (faBt also von S aus
den Ursprung von S’ ins Auge), so ist nach Voraussetzung (0, #) = 0;
%; = a;, und aus (5) folgt
a,

(7) o =v(a, 1),

Diesem System von Differentialgleichungen haben die a; stets zu ge-
niigen. Man kann das Additionstheorem (5) jetzt in der speziellen Gestalt
(8) vi(x —a,t) =v;(x, 1) —v(a, 1)

schreiben. Es enthilt — um es noch einmal zu betonen — nur die Ver-
abredung dariiber, was mit dem Symbol v gemeint sein soll beim Uber-
gang von einem unserer oo3 Systeme S auf ein anderes S’. — Im ganzen
gesehen haben wir in diesem Abschnitt nur eine Fiktion von im Welt-
substrat geeignet stationierten Beobachtern formuliert.

3. Das Weltpostulat.

Den Schritt zur eigentlichen Kosmologie tun wir nun, indem wir
fordern, daB die zulissigen Beobachter alle die gleiche Weltansicht
haben sollen; d. h. die Beschreibung der Welt, die einer von ihnen von
S aus mittels der Funktionen g, p, v; liefert, soll iibereinstimmen mit
derjenigen, die irgendein anderer von S’ aus in den GréBen @', ', v;
gibt. Genauer: Findet der Beobachter in S an irgendeiner Stelle PW
in"einem bestimmten Augenblick ¢ bestimmte Werte von g, , v;, so
soll der Beobachter in S’ im gleichen Augenblick ¢ an der von P® ver-
schiedenen Stelle P®, die relativ zu S’ die gleichen Koordinaten habe
wie PO relativ zu S, die gleichen Werte ¢’, p’, v; finden. Es soll also
identisch in ¢ gelten:

e(x", 1)
©) p(x", 1)

v, (%", 1)

Il

o' (x®',¢), wenn " =x®’,
p’ (x(2) ” t) , . x(l) —_— x(ﬂ) "
GELY, L, =

il
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Die urspriinglich verschiedenen Funktionen ¢ und g',» und ', v;
und v} sollen also identisch sein. Also kann man die Akzente an
den GroBen g, p, v; ein fiir allemal fort-

lassen. Dann folgt mit Riicksicht auf (4)

zunichst

Y-
ox, ) =0 (', 1) =o' 1) =0(x —a, 1.
Also sind s
(10) ex, ) =e()
und f\'bb. 2. Der Beobachter in $ schaut
(11) b, 1) =p(1) auf einen Punkt P, derjenige in S’

auf einen anderen, P(®; P(®) hat aber
: : - : . in bezug auf S’ die gleiche Lage wie
Funktionen von ¢ allein. Fiir die Strémun- PO) in boug auf S.
gen ergeben sich durch Fortlassen des Ak-
zents auf der linken Seite von (8) die drei Differenzengleichungen

(12) V(v —a, t) =v(x,0) — v(a, t),
wo die a; natiirlich dem System (7) zu geniigen haben. Ist neben g;
auch b; eine Lésung von (7), so gilt

da; db; _ d(a;—b)
dt dt at

also nach (12)

= v;(a, t) — (b, 9),

d(a; — b)
at
Ist aber neben a; und b; auch a; — b; eine Lésung von (7), so muB (7)
ein lineares System sein; d. h. die v; miissen die Form haben

=v;(a—>b1).

(13) v = a(f)x, oder vy = ay % + ay9%, + a;3%; Usw.,
wo die neun Funktionen a,, nur die Zeit enthalten.

Um diese ,linearen Stromungsfelder und ihren Zusammenhang
mit der Homogenititsforderung des kosmologischen Prinzips oder Welt-
postulats anschaulich zu machen, betrachten wir die folgende Ab-
bildung 3, die das ebene Stromungsfeld v, = 0,2x,, vy = —0,1x, wieder-
gibt. AuBer dem Beobachter S in der Mitte des Bildes wurde noch
ein zweiter, S’, im 2. Quadranten angenommen. Seine Geschwindigkeit
relativ zu S ist gekennzeichnet durch den Pfeil in S’. Die Stromung,
welche S” beobachtet, ist durch die punktierten Pfeile angedeutet,
welche durch geometrische Subtraktion der Relativgeschwindigkeit
von S’ zu S von den ausgezogenen Pfeilen gewonnen sind. Greifen wir
z. B. den Punkt (1, —3) relativ zu S heraus, so siecht man, da der dort
stehende ausgezogene Pfeil die gleiche GréBe und Richtung hat wie der
punktierte Pfeil, der im analogen Punkte (von S aus (—1, 0), von S’ aus
(1, —3)) liegt.
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Wegen der Zeitabhingigkeit der a;; hat sich schon nach kurzer Zeit
ein solches Bild in ein anderes verwandelt. Die Pfeile geben also nicht
die wirklichen Bahnen der Substratelemente wieder, sondern nur das
instantane Vektorfeld der Stromung.

Wenn wir die Funktionen a,;,(f) keiner weiteren Einschrinkung
unterwerfen, so sind in ihnen auch Strémungsfelder enthalten, welche
eine instantane Drehung des Weltsubstrates relativ zu jedem zulissigen
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Abb. 3. Das lineare Strémungsfeld v, =0,2%,; 9, = —0,1%,. Die punktierten Pfeile bieten von S” aus
das gleiche Bild wie die ausgezogenen von S aus.

Beobachter enthalten, also z. B. das Aussehen der folgenden Abbil-
dung 4 zeigen, die das Stromungsfeld v, = —0,2x,; v, = 0,2%, wieder-
gibt. Die Beobachter wiirden zu der Auffassung kommen, daf sie ihre
Koordinatensysteme ungeeignet gewahlt haben?! und ihre Weltbeschrei-

1 In dem Sinne, daB ihre Koordinatensysteme keine Beschreibung mechanischer
Vorginge in der Form der NewroNschen Bewegungsgleichungen (2a) gestatten,
also keine Inertialsysteme sind. Es ist aber zu betonen, daB die folgende Spezialisie-

rung ohie Einschrinkung der Allgemeinheit stets moglich ist, weil ein dynamisches
Argument aus Griinden der Systematik an dieser Stelle nicht benutzt werden sollte.
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bung auf Koordinaten beziehen, relativ zu welchen keine Drehung des
Substrates stattfindet. Diese Verabredung liuft darauf hinaus, in der
Matrix

aix = (i + ags) + 5@y — agi)
den zweiten, schiefsymmetrischen Anteil identisch verschwinden zu
lassen, also vorauszusetzen

(14) Ty = Ay
I

RN
NN\

ééj‘:t RN

///,¢\\\\

Pt i
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\
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Abb. 4. Stromungsfelder, die wie das abgebildete vy = —0,2%,; v,=0,2%,; eine Drehung enthalten,
werden von der weiteren Betrachtung ausgeschlossen.

4. Die Unmoglichkeit einer statischen Welt.

In mathematischer Hinsicht spielt die durch das Weltpostulat er-
zeugte Einschrankung der Funktionen p, p, v; etwa die Rolle von
Anfangs- oder Grenzbedingungen fiir das System der partiellen Diffe-
rentialgleichungen (1) bis (3). In kosmologischer Hinsicht aber bedeuten
die Gleichungen (1) bis (3) die Moglichkeit, das rein kinematische Schema
des vorigen Abschnitts mit physikalischem Inhalt zu fiillen.



14 Dynamische Kosmologie.

Ohne noch weitere’ Einschrinkungen einzufiithren, kénnen wir an
dieser Stelle ein dynamisch wichtiges Ergebnis ableiten durch Einfithren

von (10), (11), (13), (14) in (1), (2a) und (3).
Wir bezeichnen zeitliche Ableitungen dx/df in bekannter Weise
mit x. Dann wird aus (1) :
(15) 0 + 0(ay; + agp + a33) = 0.
In (2a) fillt wegen der Ortsunabhingigkeit von p der Druckgradient
fort, und es bleibt
op

(16) AipXp + A3 Qs X = ~

] od . .
Die Bedingung T2 07 = ox0y lur die Existenz von @ ist wegen der

Symmetriebedingung (14) erfiillt. (16) in (3) eingesetzt liefert

(17) _A¢=d11+‘"22+‘.‘33+2,;“%k=_4”69
i
oder, mit Riicksicht auf (15),
a
(18) (%)= Z i+ antezo.

Es folgt, da p =0 fiir den phy51kahschen Begriff der Dichte charakte-
ristisch ist, daB die Dichte nicht zeitlich konstant sein kann, es sei
denn, daB ¢ = 4;, = 0 ist.

Das SEELIGER-NEUMANNsche Resultat, daB es unmdglich ist, den
euklidischen Raum mit statischer Materie gleichmiBig zu erfiillen bei
Zugrundelegung des NEwTONschen Gesetzes, ist in unserem Ergebnis
enthalten, dariiber hinaus aber ceteris paribus die Unmaéglichkeit einer
zeitlich konstanten Dichte selbst dann, wenn Strémungen vorhanden
sind. AuBerdem kam fiir die Herleitung von (18) die Vieldeutigkeit
des Potentialausdrucks
(19) = lim f edv,

V—)oo

bei den verschiedenen Moglichkeiten des Grenziiberganges V — oo, die
NEUMANN und SEELIGER so betont haben, iiberhaupt nicht ins Spiel.

Wenn wir an dieser Stelle das bisher betrachtete anisotrope Stro-
mungsfeld weiter in seinen dynamischen Eigenschaften verfolgen
wollten, so trite allerdings eine Vieldeutigkeit in Erscheinung: Zwar
ist durch das Weltpostulat die Mannigfaltigkeit der zuldssigen Potential-
ausdriicke bis auf eine additive Zeitfunktion eingeschrinkt auf qua-
dratische Formen in den Koordinaten, so daB man (etwa) bei dem
Grenziibergang (19) den Raum durch #hnliche, konzentrische und
koaxiale Ellipsoide auszuschopfen hitte. Innerhalb dieser Moglich-
keiten aber herrscht Willkiir, die nur durch eine zusitzliche Forderung
beseitigt werden kann. Das natiirlichste wire, zu verlangen, daB die
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Potentialdifferenz zwischen zwei beliebigen Punkten nur vom Abstande
beider Punkte abhinge. Dann folgte mit Riicksicht auf (3) eindeutig

(20) @ =2TGo() (0 + 5+ ).

(20) lieferte dann mit (15) und (16) zusammen ein System von sieben
Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die sieben unbekannten Zeit-
funktionen g und ;.. Doch ist an dieser Stelle die Spezialisierung des
Potentials in der Form (20) noch nicht ganz zwingend.

Die Preisgabe des NEwTONschen Gesetzes und seine passende Er-
setzung durch ein anderes Gravitationsgesetz war fir NEUMANN und’
SEELIGER der Weg, um eine statische Welt zu erhalten. Wir sehen,
daBl es zu diesem Zwecke nur darauf ankommt, die Beziehung (18) zu
vermeiden. Das ist unter Beibehaltung von (1), (2a), (13) und (14)
auf mannigfaltige Weise durch Anderung von (3) mbgliéh. Wollen wir
uns auf lineare Differentialgleichungen fiir @ beschrinken, so kommt
an Stelle der Porssonschen Gleichung nur in Betracht
(21) AD + A,(t) = 4aGyp,
wo A,(#) eine universelle stets positive Zeitfunktion bedeutet. Man
bekommt dann statt (18)

(22) ;:( ) = St + anGo— Aol

womit fiir die Moglichkeit 9 = const. > 0 Gewihr geleistet ist. Fir
die Festlegung der Funktion 4,(f) miiBte man Betrachtungen heran-
ziehen, die auflerhalb unseres Rahmens liegen. Zwei besonders einfache
Spezialfalle mogen erwiahnt werden. Der erste ist von DouGALL! be-
handelt worden, der mit plausiblen Griinden vorschligt, statt der
Porssonschen Gleichung die neue A ® = 452G (9 — g) zu benutzen, wo g
die mittlere Dichte der Welt bedeutet. Fiir Materieverteilungen von
endlicher Gesamtmasse ist stets p = 0. In unserem Falle der homogenen
Masseverteilung im ganzen euklidischen Raume ist p = g, so daB (22)
ausartet zu d(o/p)/dt = Z‘h .- Eine zeitlich konstante Dichte kénnte

also nur bei g, =0, bel verschwindenden Strémungen, statthaben.
Der zweste, sehr einfache Fall ist 4, = const. Er ist dadurch be-
merkenswert, dafl er 4quivalent ist der Einfilhrung des /-Gliedes
in die Feldgleichungen der allgemeinen Relativititstheorie2. Wir werden

1 DoucaLr: Philos. Mag. 10, 81 (1930).

%2 In diesem Zusammenhang sei folgendes bemerkt: Die von (21) verschiedene
Gleichung A® + A® = 47Go wird von EINSTEIN in der S. 2 Anm. 4 zitierten
Arbeit zur Erlauterung der Einfithrung des Gliedes Agu, in seine Feldgleichungen
herangezogen. Dieser bereits von C. NEUMANN gemachte Abinderungsvorschlag
des Newronschen Gesetzes (vgl. S. 1 Anm. 1) ergibt sich aber wnicki als Nahe-
rung aus den Feldgleichungen der Relativititstheorie. Damit ist die Begriin-
dung, die HEckMANN und SIEDENTOPF [Z. Astrophys. 1, 67 (1930)] fiir ihre
Gleichung (5, 18) gegeben haben, hinfallig.
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weiter unten noch mehrfach von ihm zu handeln haben. Es ist aber
doch hervorzuheben, daB die Einfilhrung der- Funktion A,(f), mag
man sie auch bei kosmologischen Betrachtungen fiir angemessen halten,
in die NEwrtoNsche Gravitationsauffassung ein schwer zu deutendes
Element einfiihrt, weil der einfache Sinn der PoissoNschen Gleichung —
die Divergenz der Gravitationskraft ist an jeder Raumstelle der Massen-
dichte proportional — verlorengeht.

5. Das isotrope Stromungsfeld.
Sehr einfache und leicht iibersehbare Verhiltnisse treten ein, wenn
man in (13) die Funktionen a;(f) so wahlt, daB3

(23) 1 = Qg = d33 =.f(t)»
a;,; =0, wenn ¢+ &

wird. Man hat also

(24) v = %/ ().

Dann liegt eine reine Expansion oder Kontraktion des Weltsubstrats
vor. Fiir jeden zuldssigen Beobachter erfolgt die Strémung véllig radial,
und ihr Betrag ist dem Radius proportional. Wir nennen diese Stré-
mung ,,isotrop*‘.

An die Stelle der Gleichungen (15), (16) und (17) treten die folgenden

(25) o+ 3ef=0,
(26) i+ ) =—5,
(27) f+p=—""6e.

3
Die Integration der beiden Gleichungen (25) und (27) mit den beiden
unbekannten Funktionen ¢ und f gelingt leicht, wenn man an Stelle
der universellen Funktion f eine neue R(f) einfiihrt durch

R
(28) f= 3
deren Bedeutung durch Einsetzen in (24) sofort klar wird. In
_dn_ R
=gt YR

hat man die Bewegungsgleichungen eines Substratelementes, deren
Integration

(29) % = xR
liefert, wo 47 drei das speziell herausgegriffene Substratelement kenn-

zeichnende Integrationskonstanten sind. Also ist R(f) der universelle
Skalenfaktor, der angibt, wie irgendwelche Konfigurationen von Sub-
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stratelementen im Laufe der Zeit, zu sich selbst dhnlich bleibend, ge-
dehnt werden oder schrumpfen. Es bedeutet keine Einschrinkung der
Allgemeinheit anzunehmen, dall stets R(f) =0 sei.
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Abb. 5. Das isotrope Stromungsfeld v; =0,2%;; v3=0,21,.
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Mit Riicksicht auf (28) folgt aus (25) durch Integration
(30) f%ﬂQR3 = I = const. >0;

d. h. die Masse im Innern irgendeines Volumens, das sich mit dem Welt-
substrat ausdehnt, bleibt konstant im Laufe der Zeit. Aus (27) wird
mit Riicksicht auf (28) und (30)

5 M
(31) R=——+5
oder, einmal integriert,
15, G
(32) S R=—+h,

wo & eine beliebige Integrationskonstante bedeutet, die positiv, Null
oder negativ sein kann. Der Verlauf der Losungen von (32) in der
Fortschritte d. Astronomie. Bd. II. 2
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¢, R-Ebene ist leicht qualitativ zu iiberblicken. Die direkte Integration

liefert

(33a) fiir h>0: R= 50 (Gofz — 1); & (t—1))2h = (@int — 1),

(33b) fir h=0: R= (

Gk

Ble—a,

(1 —cost); +({— W 1h|( sin7),

wo 7 die durch dv = di/R definierte reelle Hilfsgrofe ist. Diese drei
Losungstypen, die wir als ,hyperbolisch®, ,,parabolisch® und , ellip-

8 /
7 4
6

3 /
2 //// 2= |
Y/ <IN

N

\

14 7 2 3 4 5 3
t
Abb. 6. Der elliptische (& < 0}, parabolische (4 = 0)
und hyperbolische (k >>0) Losungstyp der Glei-
chung (32).

tisch” bezeichnen wollen, sind in
i der folgenden Abbildung 6 wieder-
gegeben.
ie , Unbestimmtheit” des Po-
tentials @ 148t sich jetzt endgiiltig
aufklaren. Im vorigen Abschnitt
war gezeigt worden, wie das Welt-
postulat in Verbindung mit (2a)
zu einer Einschrinkung von @ auf
quadratische Formen in den Koordi-
naten fithrte. Im vorliegenden Falle
der isotropen Strémung aber fiihren
(26) und (27) zwangldufig zu dem
radialsymmetrischen Ausdruck (20).
Also folgt, da innerhalb der NEWTON-
schen Mechanik die Annahme eines
Einflusses der Strémungen auf das
Potential keinen Platz hat, daB
(20) auch im Falle der anisotropen
Strémung zu benutzen ist. An-
schaulich heifit der Ausdruck (20),

daB zwischen zwei Raumpunkten A und B vom Abstand 7 eine Potential-
differenz herrscht, die man erhielte, wenn man alle Materie der Welt
fortdenkt- auBer derjenigen, welche in einer Kugel vom Radius » mit
dem Zentrum A4 oder in der ebensogut méglichen vom Zentrum B liegt.
Die Schwierigkeit des Grenziibergangs in (19) ist also endgiiltig beseitigt.

Nun ist auch eine einfache Deutung der Gleichungen (31), (32),

(33a, b, ¢) méglich. Kennt man

R(t), so ist nach (29) das zeitliche

Verhalten eines Substratelementes relativ zum Ursprung bekannt; ist
=r,R(t) = 1/Zx2 seine Entfernung vom Ursprung, so hat man
nach (31) und (32) fiir » die Gleichungen

P GMA

72

b

ii'z G§mro

> + k2.
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Da M7} gleich 4%973, also gleich der (zeitlich unverinderlichen) Masse

in der Kugel vom (zeitlich verdnderlichen) Radius 7 ist, so darf man
sagen, daB das Substratelement sich im Laufe der Zeit allein unter der
Anziehung dieser Kugel radial bewegt. Alle auBerhalb 7 liegende
Materie spielt keine Rolle. Man kann sich sogar die Masse M7 im Null-
punkt konzentriert denken. Die beiden letzten Gleichungen sind die
NewToNsche Bewegungsgleichung und die daraus abgeleitete Energie-
gleichung fiir die geradlinige Bewegung des Substratelementes der Masse
Eins im Felde der Zentralmasse Mr.. (33a) bis (33¢) sind die bekann-
ten Beziehungen zwischen Radiusvektor und mittlerer Anomalie einer-
seits mit der exzentrischen Anomalie andererseits bei der numerischen
Exzentrizitit Eins, d. h. bei verschwindendem Drehimpuls.

6. Die Singularitidt des Modells.

In den Gleichungen (30) bis (33) zeigt sich ein bemerkenswertes.
Vorkommnis fiir den Zeitpunkt ¢ = ¢,. Es entspricht nach dem zu Ende
des vorigen Abschnitts Gesagten dem Zusammensto8 bei geradliniger
Bewegung im Zweikorperproblem. Da dann R =0 wird (wobei R
und R gleichzeitig unendlich werden), so hat das Weltsubstrat in diesem
Augenblick unendliche Dichte. Im Falle (33c) tritt dieselbe Singularitit
jedésmal auf, wenn - (t— ) = 2knGM2|k)2, k=0,1,2...
Wenn wir unser Weltmodell auf die Wirklichkeit anwenden wollen, so
entsteht aus dieser Singularitit ein besonderes astronomisch-physikali-
sches Problem, tiber welches viel diskutiert worden ist®. Als Beginn
wiirde die Singularitit eine katastrophale Explosion, als Ende einen
ebenso katastrophalen Zusammenbruch der unendlichen Welt bedeuten.
Es ist jedoch klar, dal in der Nachbarschaft der Singularitat die
wirkliche Materie in Zustinden wire, welche keinesfalls durch die
einfachen Grundgesetze (1), (2), (3) zu beschreiben sind. Doch bleiben
der kosmogonischen Spekulation grofle Moglichkeiten, weil bei der
Ubertragung unseres Modells auf die wirkliche Welt — und selbst
dann, wenn man ohne Riicksicht auf das Modell die beobachteten Rot-
verschiebungen im Nebellicht als wirklichen DoPPLER-Effekt deutet —
eine verhiltnismiBig hohe Dichte der Weltmaterie vor endlicher Zeit
anzunehmen ist.

Im Rahmen der bisher von uns angestellten Uberlegungen entsteht
die Frage, ob nicht durch eine einfache Abinderung unserer Voraus-
setzungen die Singularitit vermieden werden kann. Wir wollen zwei
speziellen Moglichkeiten nachgehen: Zunichst soll untersucht werden,

! pE SitTER; Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 93, 628 (1933). — ToLMAN:.
Relativity, Thermodynamics, and Cosmology, Kap. X, Teil III. Oxfard 1934.

2%
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ob vielleicht die Voraussetzung der Isotropie zu primitiv war. Wir
werden jedoch sehen, daB wenigstens eine Anisotropie der Strémung
des Substrats nach drei aufeinander senkrechten und zeitlich unver-
dnderlichen Richtungen die gleiche Singularitit zeigt. Danach wollen
wir den EinfluB der radikalen Abinderung des Gravitationsgesetzes
durch ein konstantes 4 -Glied besprechen, die in der Tat die Singularitit
beseitigt, sofern 4,> 0 gewihlt wird.

a) Anisotropie der Stromungen.

Wir wollen nicht die sehr komplizierte Integration des Systems
7. Ordnung versuchen, das die Behandlung der allgemeinen Anisotropie
verlangt (vgl. Abschn. 4). Vielmehr beschrinken wir uns auf den Fall, wo
dje lineare Abhingigkeit (13) der Substratstrémung nur Diagonalglieder
zeigt, wo also a@;; = 0 ist, sobald 7 &= k. Indem wir der Kiirze halber
fiir die vorliegende Betrachtung a;; = 4; schreiben und die Summa-
tionsvorschrift aufheben, liefern (15), (16) und (20) das System
4. Ordnung

(34) ¢ +e2a=0,

(35) a; + a = —ko; k=*—3 ,

dessen Integration tibersichtlicher wird, wenn man drei neue Funk-
tionen 4; einfithrt durch

(36) a; =
(34) liefert sofort
(34a) 0A4;A;A3 = M = const. > 0.

| B

T

Die Gleichungen (35) verwandeln sich in
(35) A= —hod,.

Wire g (#) schon bekannt, und ist dann y eine (vielleicht nur partikulire)
Losung von

(*) 5’ = —key’
so lautete die allgemeine Losung von (*)

at
@ vt @ B) =0 (o« + B8 [55).

wo o beliebig und f positiv, aber sonst ebenfalls beliebig ist. Also erhalt
man die drei Funktionen 4;, indem man setzt

(37) A=y, o B),

wo «;, B; drei verschiedene Konstantenpaare sind. Es bleibt demnach
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wegen (34a) nur noch y, zu bestimmen als irgendeine partikulire Losung
von

y -1 ~1 -1
2o e
Hat man aus (38) y,, so ist durch (37), (%), (36) das System (34), (35)
vollstindig gelést. Man kann zeigen, dall das ganze Problem sich auf
Quadraturen zuriickfithren 1aBt. Doch es gentigt hier, die Frage nach
dem Verhalten von g in der Umgebung von y, = 0 zu beantworten,
wo wir die Singularitit zu befiirchten haben.

Da ¢ > 0ist, so folgt aus (*), daBl ¥ =< 0, je nachdem v 2= 0. Daraus
folgt sofort, daf jede Lésung von (*), welches auch-die Konstanten «;, §;
sein mogen, insbesondere also y,, mindestens einmal die {-Achse durch-
setzen muB. Da der Nullpunkt der Zeitzdhlung willkiirlich ist, legen
wir ihn in den Schnittpunkt von y, mit der #Achse. Offenbar wire
die Regularitit des Problems gewihrleistet, wenn in (38) das Pro-

dukt
(%) y(g)(“1+131f)(“2+52/)(0¢3+133[)

bei ¥y = 0 von Null verschieden wire. Dann wire dort y, mit seiner
ersten und zweiten Ableitung reguldr und gestattete eine Entwicklung
der Form

Yo = €1t — ¢t 4 ---; ¢, beliebig; ¢;> 0.

Doch fithrt das Einsetzen dieses Ausdrucks in (38) auf einen Wider-
spruch. Also ist anzunehmen, daB (%¥) mit vy, gleichzeitig verschwindet,
womit wir wegen (34a) vor der gleichen Singularitit stehen wie im
isotropen Falle.

b) Beseitigung der Singularitit durch Einfithrung des A,-Gliedes.
Nachdem die Riicksicht auf eine spezielle Art der Anisotropie die
Singularitit nicht beseitigt hat, wollen wir wieder zur Isotropie zurtick-
kehren und die Gleichungen (25), (26) mit (21) kombinieren, wobei
wir Ay = const. setzen. Man mache sich klar, daB das Analogon zur
Larraceschen Gleichung A @ = 0 im kugelsymmetrischen Falle nun-
mehr lautet

ao 2 dod
39) @ty gy T =0
mit der Losung
(40) ®— _9}’2%072,

daf} also etwa fiir zwei Massenpunkte zur NEwtoNschen Anziehung eine
fiir positives 4, mit wachsendem Abstand unendlich werdende AbstoBung
hinzugetreten ist. -Daraus braucht natiirlich, solange 4, geniigend klein
gehalten wird, ein Widerspruch zu den Erfahrungen im Planetensystem
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nicht zu folgen. Aber ein starker Einflufl auf die Singularitit unseres
Weltmodells ist von vornherein wahrscheinlich.
Wir erhalten nun mit (28) wieder (30), aber an Stelle von {31)

s GM | A
oder integriert
: 1 pe G A po
(42) 2R—R—i—6R—}—h.

Die allgemeine Integration von (42) verlangt die Auswertung eines
elliptischen Integrals, die hier nicht gegeben werden soll. Es geniigt,
zu bemerken, dal die Losungen von (42) leicht qualitativ zu iibersehen
sind, wenn man die Nullstellen der rechten Seite fiir positive R kennt:
Im Falle 4,> 0, A < 0 gibt es, vorausgesetzt, daB I > 0 geniigend
klein gehalten wird, zwei Nullstellen R, und R,, zwischen welchen R2
negativ ist, also keine reellen Lésungen existieren kénnen. Sei R, < R,.
Dann gibt es Losungen im Bereich 0 << R < R,, die in Bogenform
verlaufend senkrecht auf der #-Achse beginnen, aufsteigend R =R,
berithren und wieder (symmetrisch zum Anstieg) abfallen. In diesen
Losungen ist die Singularitit genau so wie frither vorhanden. Gleich-
zeitig mit ihnen treten aber im Bereich R > R, ganz neue Losungen
auf: Sie kommen aus dem Unendlichen, sinken bis zur Berithrung mit
R = R, herunter und gehen wieder symmetrisch hoch ins Unendliche.
Diese Losungen enthalten die Singularitit nicht mehr. Fallen bei
groferem It die beiden Nullstellen gerade zusammen, R; = R, = R,
so nihern sich sowohl die senkrecht von der #-Achse aufsteigenden
wie auch die aus dem Unendlichen von oben kommenden Lésungen
asymptotisch der Geraden R = R,. Wird Ik noch gréBer, so gibt es
keine reellen Nullstellen mehr. Qualitativ sind die Losungskurven
dann vom Typus (33a). Bei Vorzeichenwechsel von A, oder 4 gibt es
keine qualitativ anderen Losungen als (33a, b, c). Es folgt also, daB
nur dann, wenn Ay > 0, 2 < 0 und I geniigend klein ist, der gesuchte
Fall eintritt, in welchem L&sungen ohne die Singularitit vorhanden
sind.

7. Die Bahn eineé nicht zum Substrat gehérenden
Probekoérpers.

Wir wollen eine Partikel P betrachten, die nicht den fiir das isotrop
stromende Substrat charakteristischen Gleichungen x, = #{f(¢) folgt,
sondern sich frei im Felde des Substrats, also im Felde des Potentials (20)
bewegt; wobei o (#) bereits durch (30) und eine der Méglichkeiten (33a, b, c)
bestimmt sei. Die Differentialgleichungen der Bewegung sind
) f=—120

-
3

0%;.
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Diese Differentialgleichungen sind invariant gegeniiber einem Wechsel
der im Substrat mitstrémenden Beobachter, der durch die Gleichungen

(44) %y = % + a; R(f)

mit irgendwelchen Konstanten «; definiert ist. Man erkennt das durch
Einsetzen in (43) und mit Riicksicht auf (27) und (28) sofort.

Die allgemeine Losung von (43) ist in den folgenden sechs Gleichungen
enthalten:

(45) izzgxi—%
und
(46) 5= ok — fiR [T,

wo o; und f; sechs Integrationskonstante sind. Es ist bemerkenswert,
daf} die ,Integrale’ des dynamischen Systems (43), die man durch
Isolierung der Integrationskonstanten aus (45) und (46) erhilt, die
Koordinaten und Geschwindigkeiten linear enthalten. Die Form von (46)
zeigt, daB man das erste Glied der rechten Seite stets durch einen
Beobachterwechsel der Form (44) wegtransformieren kann; man hat
nur a; = «; zu setzen. Jede Partikel mit f;, = 0 gehért dem Welt-
substrat an. Denken wir uns die Transformation ausgefithrt, so lautet
(46) mit Riicksicht auf (33a, b, c) im Falle 2> 0

(462) ¥ — V‘;h Gint:  ((—ty) )2k = S (GinT — 1),

im Falle 2 =0

-1
eb)  x—=38(2%%) Clt—4,

im Falle 4 <0

1
3
;

om
2 |h|

(46¢) ¥ = V% sint,  (t— ) }2[h| = (r — sint).
Schon aus (43) folgt, daB die Bahnkurven eben sein miissen, weil der
Drehimpuls erhalten bleibt. Dann bedeutet es keine Einschrinkung
der Allgemeinheit, etwa a; = fi; = 0 zu setzen und die Bewegung nur
in der x, x,-Ebene zu betrachten. In den Koordinaten «}ist die Bewegung
geradlinig. Dagegen erfolgt die Bewegung in den Koordinaten x; nach
(46) in Kegelschnitten. Um das einzusehen, braucht man nur aus
(33a, b, ¢) R und ¢ durch 7 zu ersetzen, wobei man etwa im Falle (37¢)
Gleichungen der Form
%, = A,;{(1— cost) + B, sint,

(47) .
%2 = Ay(1— cost) + Bysint
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erhilt. Sie stellen Ellipsen dar, deren Peripherie durch den Nullpunkt
des Koordinatensystems geht. Im Falle (33a) erhidlt man Hyperbeln,
im Falle (33b) Parabeln. In Spezialfillen kénnen diese Kegelschnitte
natiirlich in Gerade ausarten.

8. Statistik und Thermodynamik.

Die Tatsache, daf3 die Integrale von {43) linear von den Koordinaten
und Geschwindigkeiten abhingen, macht es leicht, statistische Systeme
von freien Partikeln zu behandeln, die zahlreiche Einzelheiten zeigen.
Doch wollen wir darauf nicht niher eingehen und statt dessen das ge-
samte Substrat als statistische Gesamtheit von Partikeln der Masse 1
betrachten, die beschrieben wird durch eine Verteilungsfunktion F(x;,
u;, t) der Koordinaten x; und Geschwindigkeiten #;, so daf3

Flx, u;,t)dx,dx,dx5du, duydu,

angibt, wie viele Partikel zur Zeit ¢ im Bereich x; + 3dx;, u; + $du;
liegen. 'Diese Funktion hat auf alle Fille einer Integrodifferentialglei-
chung zu geniigen, der BorTzMaNNschen ,,StoBformel‘?
0F 0@ dF oF

(48) of ~ ox, om, Mkax—]()

die besagt, daB die zeitliche Anderung von F in einem 6-dimensionalen
Elementarvolumen durch zwei wesentlich verschiedene Anteile zu-
stande kommt: Erstens stromen sowohl durch die ,,Koordinatenwinde**

(Anteil ", g—F) wie auch durch die ,,Geschwindigkeitswinde* (An-

teil 3@ gF) Partikeln ein und aus infolge der Beschleunigungen, die

jede Partikel durch die duBBeren Krifte vom Potentia 1P erfihrt. Zweitens
aber kénnen ,,Begegnungen stattfinden, welche ziemlich unvermittelt
eine Partikel aus irgendeinem anderen Elementvolumen in das betrachtete
hinein- oder aus ihm in ein anderes herausschleudern. Dieser Beitrag
ist angedeutet durch den ,,Wechselwirkungsterm‘* J (¥), dessen kompli-
zierter Bau uns hier nicht im einzelnen interessieren soll2.

In unserem Falle ist nach (20) 6? iz — Gox;. Die Lsung von (48),

3
welche dem isotropen Substrat entspricht, lautet
3
,z( s —aif P
(49) F=(2n) 2go~% 27T

wo ¢ und f die frithere Bedeutung haben und ¢ die allein von ¢ abhingige
Streuung der individuellen Partikelgeschwindigkeiten um die mittlere

! BoLTzMANN: Vorlesungen iiber Gastheorie 1, §§15 u. 16. Leipzig 1895.
2 CHARLIER: Statistical Mechanics based on the Law of Newton. Meddel.
Lunds astron. Observ., II. Ser. Nr. 16, 1917.
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Strémungsgeschwindigkeit v; = x;f bedeutet. Setzt man (49) in (48)
ein, so erhilt man

(50) 6] +a6=0,

: G
(51) j+r=— 0,
(52) 06~ % = const.

(51) ist mit (27) identisch. Der Vergleich von (50) mit (28) oder von (52)
mit (30) zeigt, daB o umgekehrt proportional zu R ist. Wie in der
kinetischen Gastheorie kann man eine zu ¢ proportionale ,, Temperatur*
definieren (k= BoLTzMANNsche Konstante):

o 1
(53) RT =0~ 4.
Die Temperatur des Substrats dndert sich also umgekehrt proportional
zum Quadrat des universellen Skalenfaktors R. Man kann auch leicht
die Entropie gemaB ihrer statistischen Definition berechnen

(54) S=—[[[][[FInF dx dx,dx;du, duydus,

wo iiber die Geschwindigkeiten von — oo bis 4 oo zu integrieren ist;
die Raumintegration dagegen ist iiber das Innere einer sich mit dem
Substrat ausdehnenden geschlossenen Fliche zu erstrecken. Bis auf
eine gleichgiiltige additive Konstante erhidlt man

(55) S=MnM — 9N,

wo It die im rdumlichen Integrationsgebiet liegende Masse ist, die
nach (30) konstant bleibt im Laufe der Zeit. Die Entropie des Volumens
bleibt also ebenfalls zeitlich ungeindert wahrend der Expansion oder
Kontraktion des Substrats. Wir haben demnach in dem Substrat ein
thermodynamisches System einfachster Art vor uns, das stets im
thermodynamischen Gleichgewicht ist, obwohl seine Anderungen unter
Umstinden beliebig rasch verlaufen konnen!. Diese raschen Zustands-
inderungen unterscheiden sich von denjenigen der gewéhnlichen Thermo-
dynamik dadurch, daBl keine Diffusions-, Wirmeleitungs- oder Rei-
bungsprozesse an ihnen beteiligt sind. Die adiabatische Ausdehnung
oder Kompression eines Gases in einem Kolben ist nur dann reversibel,
wenn man sie quasistatisch verlaufen 14Bt; anderenfalls wiirde die
Entropie durch Diffusion steigen, der Vorgang also irreversibel sein.

1 Auf solche Prozesse ist ToLMAN gestoBen bei der Ubertragung der klassischen
Thermodynamik in die allgemeine Relativitatstheorie. Uber seine Arbeiten wird
zusammenfassend berichtet in dem S. 19 Anm. 1 zitierten Buche ToLmans. DaB
diese Prozesse aber nicht der relativistischen Thermodynamik vorbehalten sind,
betont gelegentlich einer Besprechung des ToLmaNschen Buches HECKMANN: Astro-
phys. J. 82, 435 (1935). — Der besprochene Typus von Zustandsidnderungen ist
auf statistischem Wege von BorTzmanN entdeckt worden. Vgl. Gastheorie 1, 139
— Wiss. Abh. 2, 56, insbesondere 79ff.
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Bei dem Vergleich unseres Modells mit der Wirklichkeit hat man
natiirlich zu beachten, daB dauernd irreversible Energieumsetzungen
bei den Strahlungsvorgingen im Weltall vor sich gehen, die streng
genommen in unseren Bilanzen erscheinen miiiten, so daB auch hier —
namentlich in der Nihe der Singularitit — eine Grenze unserer hochst
vereinfachten Betrachtungen erkennbar wird!.

9. Die Lichtfortpflanzung.

Die Behandlung der Lichtfortpflanzung in unserem Modell bietet
merkwiirdige prinzipielle Schwierigkeiten, die darauf beruhen, daf die
Substratelemente oder die mit ihnen verkniipft gedachten zuldssigen
Beobachter (Abschn. 2 und 3) alle relativ zueinander beschleunigt sind2.
Dabei ist es aber unmoéglich zu behaupten, irgendeiner von ihnen sei
absolut beschleunigt. Jeder Beobachter S kann behaupten, er ruhe,
und alle anderen S’, S”... wiesen relativ zu ihm Beschleunigungen auf.

Wenn der Astronom die Bahn eines spektroskopischen Doppelsternes
aus Linienverschiebungen zu bestimmen hat, so ist er nicht im Zweifel,
daB sich in diesen Linienverschiebungen zwei ganz unabhingige ,,ab-
solute” Bewegungen zeigen: erstens die Bahnbewegung des Sternes,
zweitens die Bewegung der Erde um die Sonne, die er sorgfiltig von
der ersten zu trennen hat. Diese Unterscheidung ist wesentlich, denn
es ist prinzipiell nicht gleichgiiltig fiir die Anwendung des DopPLERschen
Prinzips auf beschleunigte Bewegungen, ob die Beschleunigung dem
Beobachter oder der Lichtquelle zuzuschreiben ist. Ganz elementar
sieht man das so ein: ' ‘

A. Ein Beobachter B ruhe in einem Inertialsystem, d. h. die Licht-
geschwindigkeit relativ zu ihm sei ¢. Eine Lichtquelle L sei relativ
zu B beschleunigt in radialer Richtung. Zur Zeit ¢, gehe ein Lichtimpuls
von L aus und erreiche B im Augenblick #,. Die Entfernung LB sei
irgendeine zeitabhingige Funktion 7(f). Dann ist

) _

la— 1t
Um den DoprrLER-Effekt abzuleiten, betrachten wir ein zweites Licht-
signal, das um den sehr kleinen Zeitraum A¢#, spiter von L abgehe
als das erste und um den (ebenfalls sehr kleinen) Zeitraum Af, spiter
bei B ankomme. Wieder ist

vt + 4t) —c
T At — (6 + 48)

1 Abschatzungen iiber die Rolle der Strahlung z. B. bei DE SITTER: The Astro-
nomical Aspect of the Theory of Relativity, § 19. Berkeley (Cal.) 1933.

2 Nur bei Zugrundelegung der DougaLrschen Form der Poissonschen Gleichung
AD=47G(g— ) (vEl. S. 15 Anm. 1) sind alle Substratelemente relativ zueinander
in gleichférmiger Translation begriffen.
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Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke bekommt man unter Vernach-
lissigung von Quadraten in A

Aty k2
a, 1T

wo v, = (%—:)t=tl die Relativgeschwindigkeit beider Kérper im Augen-

blick der Emission ist. Denkt man sich einen endlichen Wellenzug
der Frequenz », emittiert von L, so wird er mit einer Frequenz », in B
ankommen und es ist

o e}
(4) =1+
Die gleiche Formel gilt fiir das Verhéltnis #,/n, der Anzahl », der pro
Zeiteinheit emittierten Wellenziige (Lichtquanten, Photonen) zur An-
zahl n, der pro Zeiteinheit empfangenen.

B. Die Lichtquelle ruhe im Inertialsystem. Relativ zu L sei also
die Lichtgeschwindigkeit gleich ¢. B sei relativ zu L beschleunigt.
Wieder gehe zur Zeit £, der Lichtimpuls von L aus; er komme zur Zeit 2,
in B an. f, — #; hat nicht den gleichen Betrag wie im vorigen Falle,
Jetzt ist ¥ ()

.
und fiir einen zweiten Impuls gilt analog
¥ {ty -+ Aty)
fy + Aty — (8, + At))

Daraus folgt

(B) Gre == w=(g)

Aty 2 My 1~Z)ﬁ2 Et:lz‘

4

Man bekommt also in beiden Féllen zwei total verschiedene Ergebnisse:
Einmal geht v;, das andere Mal v, in die Formel ein.

Dieses Resultat entspricht genau dem Verfahren bei der Berechnung
der Bahnen spektroskopischer Doppelsterne. Die Kleinheit der GréBen v,
und v, ist iibrigens nicht vorausgesetzt worden. Wollte man die unter A.
und B. durchgefiihrten Uberlegungen auf Grund der gewohnlichen
Athervorstellung ableiten, so wiirde man zu beriicksichtigen haben,
daBl Lichtquelle und Beobachter evtl. eine gemeinsame Translation
im Ather ausfiihren (etwa infolge der Rotation der MilchstraBe); dann
miiite man Glieder zweiter Ordnung in »/c in Kauf nehmen, bekidme
aber sonst das gleiche Resultat.

Im Falle des expandierenden Weltsubstrats nun liegen die Ver-
hiltnisse ganz anders; da kann nicht behauptet werden, daBl von der
Relativbeschleunigung einer im System S’ ruhenden Lichtquelle L
gegen den Beobachter B in S e bestimmter Teil als ,,absolut” der
Lichtquelle, ein anderer ,,absolut’ dem Beobachter zuzuschreiben sei.
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Die Beschleunigungen sind wirklich nur relativ, so daB die Rechen-
weisen A. und B. nicht sinnvoll angewandt werden konnen. Dagegen
besteht hier eine bemerkenswerte Moglichkeit, die Athervorstellung
beizubehalten und anzunehmen, daf jeder zulissige Beobachter wirklich
im Ather ruhe; das heiBt dann, daB der Ather die allgemeine Expan-
sion oder Kontraktion des Weltsubstrats mitmacht. So spekulativ diese
Annahme auch ist — ganz unbegriindet in Erfahrungen irgendwelcher
Art —, so verlockend ist sie, weil sie bei geniigender Entmaterialisierung
der Athervorstellung gestatten wiirde, sich den Ather als Triger des
Trigheitsfeldes, als Triger der im Gravitationspotential @ der Form (20}
zum Ausdruck kommenden Gravitationsspannungen des Weltsubstrats
zu denken. In diesem ,.expandierenden® Ather eine Optik allgemein
zu begriinden, ist natiirlich eine sehr unbestimmte Aufgabe, die zu
formulieren uns hier nicht obliegt. Sicher ist nur, daB man eine zeit-
abhingige Lichtgeschwindigkeit in ihm anzunehmen hitte. Esist zweck-
miBig, die Lichtgeschwindigkeit ¢ relativ zum Substrat zu verstehen
und demnach zu definieren
c(t)y = a (L) .
di\R
Das zur Zeit ¢, von L ausgehende Signal wiirde B zur Zeit #, erreichen
und dabei vom Augenblick der Ablésung in L bis zur Ankunft in B
im Substrat den Weg @ = 7/R durchlaufen haben, so daB
t
- f c(t) dt.
A
Der unmittelbar danach, um das sehr kleine Intervall A¢, spiter, ab-
gegangene Impuls wiirde um das (ebenfalls sehr kleine) Intervall A4,
spiter in B ankommen, ohne daB /R sich inzwischen geindert hitte,
weil Beobachter und Lichtquelle im Substrat ruhen, so da8 auch gilt
tt 4t
(4
5= j c(t)dt.
t+ 4t
Durch Gleichsetzen erhidlt man
L+ At t+ At
c(t)ydt = | c(¥) dt,
0]

oder, wenn c¢ sich in den kleinen Zeitriumen Af, und A¢, nicht gedndert
hat,

v
R

_ Aty cl(t)
(56) A_t1 Co(ty)”

Obwohl wir die Funktion ¢(f) nicht kennen, kénnen wir eine wichtige
Folgerung aus (56) ziehen.
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In (56) sind zwei verschiedene Einfliisse auf die von L ausgehenden
Wellenziige (Photonen, Lichtquanten) enthalten. Die Anzahl der
Photonen, welche pro Zeiteinheit in einer bestimmten Richtung die
Lichtquelle verldft, sei #,, ihre Frequenz »,. Dann gilt nach (56) sowohl

1y clty)
67) 7 olh
wie auch

vy clly)
G8) PaaTAL

wenn man mit #, die Anzahl pro Zeiteinheit und mit », die Frequenz der
in B ankommenden Photonen bezeichnet. Mit dem DoppLERschen Prinzip
haben (57) und (58) zunichst nicht viel gemeinsam. Doch ist der
physikalische Gehalt auf Grund der skizzierten Athervorstellung einiger-
maBen klar: (58) beschreibt die Frequenzinderung eines Lichtquants
und (57) die Anderung ihrer zeitlichen Haufigkeit infolge der Arbeits-
leistung im zeitlich verdnderlichen Potentialfeld @. Fiir (57) hat man
auch den Namen ,,Verdiinnungseffekt” der Lichtquanten eingefiihrt.

Die Gesamtausstrahlung des Nebels L in den Raum ist 4zn, /Av,.
Wenn das Licht beim Beobachter B ankommt, hat es sich auf eine
Kugeloberfliche vom Radius aR (f,) ausgebreitet und trigt auf dieser
die Gesamtenergie 47n,Av, mit sich. Auf die Flacheneinheit (Offnung
eines empfangenden Objektivs) entfillt dann der Betrag, der als schein-
bare Helligkeit / des Nebels von B beobachtet wird

_ 4mnghv,
= tna R h,)
Da aber nach (57) und (58)

so bekommt man

'= iy ey
oder, wenn man
Vo dz
WUt
schreibt,
_omhn 1
(59) = aRE(t) [ dAze’
(1 + T)

Wird ein zweiter Nebel L betrachtet, der pro Zeiteinheit die gleiche
Energie 4mn,hv, wie der erste in den Raum ausstrahlt, und wird das
von ihm emittierte Licht zur gleichen Zeit #, beobachtet wie das des
ersten Nebels L, so ist der Zeitpunkt der Emission natiirlich ein anderer
als beim ersten Nebel, sagen wir 7, wenn die Entfernung 7 = aR(f)
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verschieden ist von der des ersten » = aR (). Die scheinbare Helligkeit !
des zweiten Nebels wird erhalten als

@ RE(L) 2 (z) TR (&) <1, N ?)2 .

Das Verhiltnis der scheinbaren Helligkeiten beider gleichzeitig zur
Beobachtung kommenden Nebel ist also

J— nyhvy 2 (ty) nyhvy 1

d_Z

_a (”T_)_

F
(’+z

Der Term @ : a? wiirde allein auftauchen, wenn Lichtquelle und Beob-
achter relativ zueinander ruhten und kein rétender EinfluB das Licht
auf dem Wege von L nach B verinderte. Der Korrektionsfaktor aber,
der hier hinzugetreten ist, nimmt Riicksicht auf die Frequenzinderung
der Lichtquanten (v, = », bzw. v,), auf die ,,Verdiinnung* ihrer Haufig-
keit (n, = ny bzw. #,), und enthilt automatisch die Beriicksichtigung
der Tatsache, daB das zur Zeit £, beobachtete Licht zu ganz verschiedenen
Zeiten ¢; und ¢, die beiden Nebel L und L verlieB.

Weitere der Beobachtung zugingliche Relationen (Zusammenhang
zwischen Entfernung und Rotverschiebung, Entfernung und Nebel-
zahl usw.) wollen wir hier nicht untersuchen, weil wir die Funktion c (¢)
nicht kennen. Im Hinblick auf die Gesamtheit der zulissigen Beob-
achter, die alle nach der Zeit ¢ rechnen, kann man die Frage aufwerfen,
wie man durch Lichtsignale diese universelle Zeit in Gedankenexperimen-
ten iiber die Welt verbreiten kann. Dabei sende ein zuldssiger Beob-
achter A zur Zeit ¢, Licht zu einem zweiten, B, wo es zur Zeit ¢, an-
komme und unmittelbar zuriickreflektiert wird, so dall es zur Zeit #;
wieder in 4 ankomme. Dann.ist also

ta & ts

fcdt:]cdt.

b A

Teilt man dem Beobachter B die Zeiten #, und #, spater mit, so hat
er die Moglichkeit, sich aus der Forderung der Gleichheit der beiden
Integrale die Zeit £, auszurechnen. Hat er also etwa bei einer ganzen
Folge von Lichtsignalen die Augenblicke der Reflexion nach seiner
(irgendwie laufenden) lokalen Uhr mit T notiert, so kann er den
Zahlen T die Zahlen ¢, gegeniiberstellen und eine Korrektionstabelle:
der Uhr anfertigen, die seine lokalen Zeiten T mit den Zeitangaben
von A in Ubereinstimmung bringt. Auf diese Weise kann die Zeit
eines Beobachters leicht zur universellen Zeit gemacht werden;
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vorausgesetzt, daBl man die Funktion ¢ (#) aus Beobachtungen erschlieBen
kann.

Zum Schluff betonen wir noch, daB zur Ableitung von (60) nur die
Hypothese der in einem homogenen und isotropen Substrat zeitlich
verdnderlichen Lichtgeschwindigkeit gebraucht wurde ; die mechanischen
Grundgesetze (1) bis (3) gingen in das Ergebnis in keiner Weise ein.
Also kann die vorgetragene ,,Optik* nicht zur Priifung der Modelle
dienen, ehe nicht ein Zusammenhang zwischen den universellen Funk-
tionen c¢(f) und R(¢) hergestellt ist. Zu sehr durchsichtigen und ein-

fachen Ergebnissen kdme man durch die Forderung ¢ ~ %—, die durch

die Analogie zur Relativitdtstheorie (vgl. Abschn. 15 und 16) nahe-
liegt. Doch gehen wir hier darauf nicht ein, weil wir spiter auf die
analogen Fragen zuriickkommen miissen.

10. Zusammenfassung des ersten Teiles.

Ausgehend von den Grundgleichungen der NEwronschen Mechanik
haben wir mit Hilfe des Weltpostulats Losungen konstruiert, die so
beschaffen sind, daB jeder Beobachter — wo auch immer er in dem
Weltmodell stehen mag — von der Welt den gleichen Anblick hat,
sofern er relativ zu seiner nichsten Umgebung ruht. Eine véllig ein-
deutige Bestimmung der Potentialfunktion gewannen wir aus der
Forderung, daB das Potential das gleiche sein solle fiir alle mit dem
Weltpostulat vertréglichen Strémungsbilder, insbesondere also auch
fiir ein richtungsunabhingiges oder isotropes Stréomungsfeld,

" Auf mogliche Abinderungen sowohl der geometrischen Voraus-
setzungen wie auch des elementaren Gravitationsgesetzes wurde hin-
gewiesen. Wir gewannen einen gegeniiber den bekannten NEUMANN-
SEELIGERschen Argumenten vertieften Einblick in die Unméglichkeit
statischer Materieverteilungen in euklidischen Rdumen unter Zugrunde-
legung der NEwronschen Mechanik und Gravitation. Im weiteren wurde
der isotrope Fall ausfiihrlich untersucht und vollstindig gelést. Die
mit ihm notwendig verkniipfte Singularitit (unendliche Materiedichte)
vor endlicher Zeit wurde besonders behandelt und ihre Unvermeidbarkeit
ohne radikale Abinderung des Gravitationsgesetzes hervorgehoben.
Nach der Betraclitung der Bewegung freier Teilchen wurde gezeigt,
daB das Weltsubstrat, als thermodynamisches System aufgefaB3t, seine
Anderungen adiabatisch und, obwohl nicht quasistatisch, doch reversibel
vollfithrt. Am SchluBl wurde auf die prinzipiellen Schwierigkeiten ein-
gegangen, die sich der eindeutigen Begriindung einer Optik in dem zeit-
lich verdnderlichen Schwerefeld entgegenstellen, in welchem alle Sub-
stratelemente relativ zueinander beschleunigt sind. Eine hypothetische
Moglichkeit, bei der die Lichtgeschwindigkeit von der Zeit abhingt,
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wurde niher ausgefiihrt und der EinfluB der Rotverschiebung auf die
scheinbaren Totalhelligkeiten auBergalaktischer Nebel bestimmt ohne
weitere Voraussetzungen iiber die Art der zeitlichen Verinderlichkeit
der Lichtgeschwindigkeit.

Zweiter Teil.

Metrische Kosmologie.

11. Kurze Charakterisierung
der allgemeinen Relativititstheorie.

NEwTONS ,,Rotation relativ zum absoluten Raum* belegt den Raum
mit der physikalischen Eigenschaft, , Fiihrungsfeld“ oder ,,Trigheits-
feld* zu sein, das die Reaktionskrifte bei Beschleunigungen hervorruft
und den Kreisel veranlaBlt, seine Richtung beizubehalten. So kennt
NEwTON eine Wirkung des Raumes auf die Materie, gegen welche sich
die scharfe Kritik MacHs! wendet. Die umgekehrte Idee, eine Wirkung
der Materie auf den Raum, mufite NEwToN fernliegen, weil der Raum-
begriff damals nicht die Schmiegsamkeit besaB, die er anderthalb Jahr-
hunderte spiter durch RIEMANN? bekam. So sah NEwtoN die Gravi-
tationswirkung der Materie als in den Raum eingelagertes Kraftfeld;
eine Zweiheit: Fiihrungsfeld und Gravitation beherrschte seine Me-
chanik.

Es ist das charakteristische Merkmal der allgemeinen Relativitits-
theorie, Fithrungsfeld und Gravitationsfeld im iibergeordneten Begriff des
,,metrischen* Feldes vereinigt zu haben3.. Der AnlaB lag fiir EINSTEIN
in der empirisch sehr gut gesicherten Proportionalitit von triger und
schwerer Masse4. Beschleunigungen im Fiihrungsfeld rufen Reaktionen
hervor, die wie Gravitationskrafte wirken. Beschleunigungen in Gravi-
tationsfeldern kénnen die Schwere lokal aufheben fiir das beschleunigte
System. Soweit es auf lokale Phinomene ankam, muBte also der EinfluB

1 Macu: Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 7. Aufl., S.216ff. Leipzig
1912. )

2 Riemann: Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen.
Neu herausgegeben und erliutert von H. WEvL. Berlin 1919.

3 Die hier vorgetragene Auffassung der spezifischen Eigenart der Relativitits-
theorie ist wesentlich orientiert an der 5. Aufl. von WEvL: Raum-Zeit-Materie.
Berlin 1923.

4 Diese Tatsache hat zwar in der NEwToNschen Mechanik nicht den ihr ge-
biihrenden Platz, ist aber andererseits zur Relativitatstheorie nur AnstoB, nicht
Zwang gewesen. Es gibt Gravitationstheorien, welche der Tatsache explizit
Rechnung tragen, die aber sehr verschieden sind von der EinsTEINschen. Vgl.
z. B. NorDSTROM: Ann. Physik 42, 533 (1913). —— Bericht iiber iltere Gravitations-
theorien bei LAUE: Das Relativitatsprinzip 2. Braunschweig 1921.
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eines Schwerefeldes auf einen physikalischen Proze8 sich immer dadurch
ermitteln lassen, daBl der Proze studiert wurde in einem im Fithrungs-
feld so beschleunigten System, daB jenes Schwerefeld (scheinbar) hervor-
gerufen wurde (Aquivalenzprinzip). Um also die physikalischen Prozesse
in beliebigen Schwerefeldern (lokal} verfolgen zu koénnen, war es
wiinschenswert, ihre Formulierung so allgemein zu machen, da3 man sich
auf jedes irgendwie im Fiithrungsfeld bewegte Koordinatensystem be-
liebig beziehen konnte. Dall auch die Zeit mittransformiert wurde, war
bei der von PoINcCARE! und Minkowski? entdeckten Symmetrie der
Raum- und Zeitkoordinaten fiir EINSTEIN selbstverstdndlich. So ent-
stand die eine Forderung der allgemeinen Relativititstheorie: Allgemein
kovariante Formulierungen zu geben von Mechanik, Thermodynamik
und elektromagnetischem Feld; eine Forderung, die sich (abgesehen
von der Mittransformation der Zeit) mit LAGRANGEs Bestrebungen
innerhalb der Mechanik deckt. Diese Forderung ist aber noch nicht
eigentlich charakteristisch fiir die allgemeine Relativitdtstheorie, weil
es z. B. moglich ist, das NEwToNsche Gravitationsgesetz mitsamt der
NEwrtoNschen Mechanik ganz allgemein kovariant zu formulierens3,
Wirklich einschneidend ist daher erst die zweite Forderung, die
,,Gravitationskraft“ ihrer gesonderten Existenz zu berauben und das
Raum-Zeit-Kontinuum so elastisch, in seiner Struktur so verformbar
zu halten, daB es die Rolle, die frither der Begriff der Gravitationskraft
spielte, mitiibernehmen konnte. Das geschah dadurch, daB die durch
das Symbol
(1) ds? =di? — dx® — dy? — dz?

charakterisierte pseudoeuklidische ,,Metrik** der speziellen Relativitits-
theorie ersetzt wurde durch die allgemeine RiEmManNsche

2 ds? =g, dx"dx"; ,¥» =1 bis 4; x% = ct.
51 u

in der die g,, Funktionen der Weltkoordinaten sind. (Griechische
Indizes sollen — im Gegensatz zu den lateinischen — im folgenden
immer von 1 bis 4 laufen.) Es blieb also nicht dabei, daB das Intervall (1)
auf allgemeine Koordinaten umgerechnet wurde, sondern es wurden g,,
zugelassen, die eine Reduktion von ds? auf die pseudoeuklidische Form
gar nicht mehr gestatten, also wirklich #nichieuklidischen, unter Um-
stinden sehr verwickelten Mannigfaltigkeiten entsprechen, die erst in
euklidische R4dume hoéherer Dimensionszahl einbettbar sind und dort
komplizierte ,, Kriimmungen und , Torsionen‘‘ zeigen. Somit ist es
zwar nicht moglich, in kleinen Gebieten Beschleunigungszustinde von

1 PorncarE: Rend. Pal. 21, 129 (1906).

2 MinkowskI: Physik. Z. 10, 104 (1909) — auch in dem Sammelband: Das
Relativitatsprinzip, 3. Aufl. Leipzig 1920.

3 FrIEDRICHS: Math. Ann. 98, 566 (1927).

Fortschritte d. Astronomie. Bd. I1.

(O8]
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Gravitationsfeldern zu trennen, weil sich immer in einer sehr kleinen
Umgebung einer Weltstelle die quadratische Differentialform (2) in
die pseudoeuklidische Gestalt (1) transformieren 148t, weil also ein
Beobachter immer gerade einen solchen Beschleunigungszustand an-
nehmen kann, daB irgendein lokales Gravitationsfeld, in dem er sich
befindet, genau aufgehoben wird, Aber es ist im allgemeinen nicht
moglich, groBere Bereiche in diese ,,gravitationslose Form zu bringen.
Wenn es moglich ist, so sagt man, es herrsche kein ,,echtes’ Gravitations-
feld, sondern nur das Fiihrungsfeld. Mehr oder minder zweckmiBige
Koordinatenwahl kann dann ein Gravitationsfeld vortiuschen, das den
Reaktionskriften des Fiihrungsfeldes entspricht. Wenn aber — wie
man sagt — ds? nicht der pseudoeuklidischen Form &iquivalent, also
nicht in groBen Bereichen in die Form (1) transformierbar ist, so hat
das Fithrungsfeld eine reichere Struktur und die hinzugekommenen Ziige
enthalten das, was frither Gravitationsfeld hieB, und was man auch in
der Relativititstheorie so nennen darf, wenn man nur im Auge behilt,
daB diese ,echten’ Gravitationsfelder eine organische Weiterbildung
des einfachsten Fiihrungsfeldes sind, daB beide Begriffe jetzt im Begriff
des metrischen Feldes vereinigt sind. So bleibt es manchmal dem
Belieben iiberlassen, welchen Anteil des metrischen Feldes man Fiih-
rungsfeld, welchen man Gravitationsfeld nennen will. Dann ist es
wesentlich, Formulierungen zu haben, die eine méglichst hohe Invarianz
gegeniiber der Willkiir solcher Trennungen besitzen. Aber ebenso
wesentlich und in keiner Weise angetastet bleiben , kopernikanische*
Leistungen, bei welchen ,,nichts weiter’ geschieht als der Vollzug einer
Koordinatentransformation, die mit einem Schlage aus Wirrnis Klarheit
schafft.

Die zweite Forderung der Relativititstheorie verlangt also, Gleichun-
gen anzugeben, welche die Struktur des metrischen Feldes bestimmen
durch Funktionen, die die Materie charakterisieren. Das Vorbild ist
die Porssonsche Gleichung, welche das Potential @ mit der Materie-
dichte p in Zusammenhang bringt. Da die Relativititstheorie nicht
nur mit einer skalaren Funktion @ das metrische Feld beschreibt,
sondern mit der Gesamtheit der 10 Funktionen g,,, dem sog. metrischen
Fundamentaltensor, so 148t sie auch gravitierende Wirkungen anderer
Materiegroflen als allein der Dichte g zu. Sie behauptet Gravitations-
wirkungen, die nicht allein von der Dichte, sondern auch vom Impuls
und vom Impulsstrom der Materie ausgehen. Diese GréBen bilden
wieder einen 10-komponentigen symmetrischen Tensor M**, den
Materietensor, der bei den Feldgleichungen an die Stelle der Dichte
in der Porssonschen Gleichung tritt. Der Materietensor muBl in Zu-
sammenhang gebracht werden mit einem Tensor, der in Analogie zu A @
die zweiten Ableitungen der g,, enthilt. Nennen wir diesen noch
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unbekannten geometrischen Tensor 7#”, so miissen Gleichungen bestehen
von der Form THy — —y Mr,

wo das Minuszeichen vollig konventionell und # ein Proportionalitits-
faktor ist, der der Gravitationskonstante entspricht. Da M*“* den Er-
haltungssitzen der Materie geniigt, ndmlich der Erhaltung der Masse
(die der Erhaltung der Energie dquivalent ist) und der Erhaltung des
Impulses, vier Differentialgesetzen, die wir in die symbolische Form
M2 = 0 kleiden wollen, so mufl auch 7*” den vier Gesetzen 1%’ = 0
geniigen. Der durch den eingeklammerten Index angedeutete Divergenz-
prozeB ist eine vollig eindeutige Operation, die anzufithren wir uns nur
im Augenblick ersparen. Unter den méglichen Differentialausdriicken 7#*
mit verschwindender Divergenz gibt es nur einen einzigen, der in Analogie
zur Porssonschen Gleichung die zweiten Ableitungen der g,, nach den
Koordinaten linear enthilt!. Nennen wir diesen weiter unten (Abschn. 12}
explizit angegebenen Ausdruck G*” — 3 g“G + Agt”2, wo A irgend-
eine Konstante ist, so haben wir in

®) G — g6 + Ager = —x M

die gesuchten Feldgleichungen, die ein System von zehn partiellen
Differentialgleichungen 2. Ordnung in den g,, darstellen3.

Die Feldgleichungen (3) sind in den zweiten Ableitungen der g,,.
linear, nicht aber in den ersten Ableitungen. Daraus folgt, daB z. B.
zwei starke Gravitationsfelder sich nicht einfach iibereinander lagern,
sondern in eine komplizierte Wechselwirkung miteinander treten. In-
folge der damit verbundenen mathematischen Schwierigkeiten gelang
bisher keine befriedigende Behandlung des strengen Zweikérperproblems
im Rahmen der Relativitdtstheorie.

Es ist ein merkwiirdiges Resultat der geschilderten Geometrisierung
der Gravitation, daB sie — sofern die Konstante A sehr klein gehalten
wird — in einer ersten Niherung genau die NEwronsche Gravitations-
theorie liefert, woraus ohne weiteres folgt, daB in dieser Ndherung alle
mit der NEwroNschen Theorie in so gutem Einklang stehenden Beob-
achtungstatsachen auch mit der allgemeinen Relativititstheorie iiberein-

stimmen. Die Konstante » der Gleichungen (3) ergibt sich dabei zu

7= 87:26 (G = Gravitationskonstante; nicht zu verwechseln mit dem:

! Zum Beweise vgl. WEYL, Raum-Zeit-Materie, 5. Aufl. Anhang.

2 ¢"% sind die kontravarianten Komponenten des Tensors 8uv- Eine Einfithrung
in die Tensoranalysis findet man in jeder der bekannten Monographien von EDDING-
TON, LAUE, PauLi, WEYL.

3 Wir benutzen die Theorie nur in ihrer phanomenologischen Form, bei welcher
auf eine Theorie des Materietensors verzichtet wird. Uber eine Theorie der gravi-
tierenden Massen als Singularitidten der Gleichung G‘,“, = 0 vgl. EINSTEIN-INFELD-
HorrFMaNN: Ann. of Math., II.s. 39, 65 (1938).

3*
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Kriimmungsskalar G in (3)). Die Entscheidung zwischen beiden Theo-
rien kann erst in héheren Niherungen gesucht werden. Die dabei von
der Relativititstheorie vorhergesagten ,,Effekte’ der Periheldrehung des
Merkur von 43" pro Jahrhundert, der Rotverschiebung von Spektral-
linien in starken Schwerefeldern (Sonne, Siriusbegleiter) und der Ab-
lenkung von Lichtstrahlen in Schwerefeldern (am" Sonnenrand 1”,75),
scheinen zwar der GroBenordnung nach vorhanden zu sein. Doch liegt
die Grenze der heute moglichen Beobachtungsgenauigkeit in allen Fallen
zu nahe, als dal} weitere exakte quantitative Priifungen in Zukunft iiber-
fliissig wiren. Auch ist das theoretische Verstindnis dieser Erscheinungen
nicht durchaus auf die Relativitdtstheorie angewiesen.

12. Zusammenstellung der Grundgleichungen.
Die Relativititstheorie charakterisiert die Weltmetrik durch das

Symbol

(2) ds®> =g,,dx" dx" (u,v =1 bis 4)
oder ) d i

(22) V=gt =g

wo u* der Vektor der ,,Vierergeschwindigkeit* ist, d. h. der Tangenten-
einheitsvektor an die Kurve x* = x*(s), und s die Bogenlinge. Die
Frage, ob die Differentialform (2) reduzierbar ist auf die Form (1)
durch passende Koordinatenwahl, hingt ab von Eigenschaften des
Tensors 4. Stufe

ori, or%,

(4) ROL’:;. = axt o9 + I'JL ®0 I‘l F:L’

des RiemaNnschen Kriimmungstensors. Die Symbole I'2, = I'Z  sind
definiert durch

) __ Ao — Lo agna Cgos agx()
{5) Lio=6"T ig <6x0+ 6x"—_6x")’
wo g* die , kontravarianten Komponenten des Fundamentaltensors g, ,,
bilden; es ist also

(6) gmg“’=62={
1 )y oO=1¥x.

Im Falle 0 = # ist nicht iiber # zu summieren, sonst erhilt man statt 1
fiir 6% den Wert 4. _

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Form (2)
durch Koordinatentransformation in (1) iiberfithrt werden kann, ist
das Verschwinden simtlicher Komponenten des RieMann-Tensors (4).

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die konstante Kriim-
mung K einer Mannigfaltigkeit von der Metrik (2) lautet

(*) thxl = K(gaxaf‘ - g”tég) .
Die euklidischen Mannigfaltigkeiten sind hierin fiir K = 0 enthalten.

0, wenn o x,
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Der in (3) auftauchende Tensor G'*, der sog. ,,verjiingte” RIEMANN-
Tensor, ist eine Linearkombination aus den Gréfen (4), und zwar ist

7) G =gg"Gop;  Rypnt = Gy

Ebenso ist der in (3) auftauchende Skalar G eine Linearform der G,,,
und zwar ist
(8) G = g,G*" = g7 Gy

Wihrend der Tensor Ry,,” in einer #-dimensionalen Mannigfaltigkeit
graltig

ﬁ(ﬁ;{—” algebraisch unabhingige Komponenten hat, hat der Tensor

G,,= R;,," deren nur Ngjj Im Falle # =3 stimmen die beiden

Anzahlen {iberein. Wihrend man also fiir # >3 an Hand von G,,
schwichere Aussagen iiber die Kriimmungsverhiltnisse macht als an
Hand von R,,,*, kann in einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit der
eine Tensor ganz durch den anderen vertreten werden. Insbesondere
sind fiir » = 3 die Gleichungen

(:) Glx: —2Kguu

die eine Linearkombination der Gleichungen (*) darstellen, notwendig
und hinreichend fiir konstante Kriimmung K.

Die ,kovariante Ableitung® eines Tensors 7'* nach x° ist definiert
durch den Tensor 3. Stufe
erx
0x°
Aus ihm wird der im vorigen Abschnitt erwihnte Ausdruck der
,, Divergenz® von T** abgeleitet durch Gleichsetzen der Indizes » und o,
also

T =" "+ It T 4 I, T,

7 O Ten 3 ”® % t
(9) T("):’a;v:%_FQ"Tp +ngT9‘

Durch einfaches Ausrechnen bestdtigt man, dal die Divergenz von
G** — % ¢*G verschwindet. Da auch die kovariante Ableitung (und
damit die Divergenz) von g‘* gleich Null ist, so ist also

(10) (G*— 3g*G + Ag™)y = 0.

Der auf der rechten Seite der Feldgleichungen (3) stehende Ten-
sor M'* kann je nach der Struktur der gravitierenden ,,Substanz‘
verschiedenen Bau haben. Wir wollen der Einfachheit halber nur eine
Materie betrachten, die allein durch ihre Dichte und ihre Strémung
charakterisiert ist. Dann hat M‘* die Form

(11) M = goutu?,
wo 9, ,.Eigendichte” der Materie heiBt. Die Bedeutung von (11) wird

4
sofort klar, wenn man fiir einen Augenblick ¢ =g, (%)2 und
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; s ax

P =y 744 = 7, setzt.” Dann bekommt M** die Form
- Mt = gviek,
(12) : Mt = o4,
Mt=op.

Bei pseudoeuklidischer Weltmetrik, wenn also kein ,eigentliches”
Gravitationsfeld vorhanden ist, kann man die Koordinaten so wihlen,
daB (2) die Form (1) annimmt; die I'Zy verschwinden und die Be-
dingung M(;) = 0 wird identisch mit den Erhaltungssitzen (I, 1) und
(1, 2) fiir verschwindenden Druck und verschwindendes Potential. LBt
sich aber (2) nicht mehr auf die Form (1) bringen, so enthilt das Ge-
setz M7 = 0 nach (9) auf jeden Fall Zusatzterme, die die gréBere
Kompliziertheit der metrischen Struktur ausdriicken und in manchen
Fillen mit dem Namen ,,Gravitationskraft” belegt werden diirfen.
Die Bedingung der verschwindenden Divergenz von M** 148t sich dann
schreiben T

u

(13) 4o T lhuu=0.

Auch diese Gleichungen sind noch mit (I, 1) und (I, 2) bei Vorhandensein
eines Potentials verwandt, haben aber nur in ganz ausgearteten Spezial-
fallen den gleichen einfachen Bau'.

Die Gleichungen (13) gelten aber nicht nur fiir kontinuierlich ver-
teilte spannungsfreie Materie, sondern auch? fiir materielle Korpuskeln.
Da durch (13) die sog. geoditischen Linien in der Metrik (2) definiert
sind, kann man sagen, daBl materielle Korpuskeln sich auf geoditischen
Linien bewegen. Es ist wichtig, darauf zu achten, daB hierbei als
Parameter die Bogenlinge s benutzt wird. Man kann ndmlich aus den
Maxwerrschen Gleichungen in ihrer allgemein-kovarianten Form fol-
gern3, daB die orthogonalen Trajektorien einer sich zeitlich ausbreitenden
elektromagnetischen Wellenfront Kurven sind, welche den Gleichungen

acx¥ axt dx*

(14) apt + I, ap ap 0
gehorchen, die in ihrem Bau mit (13) identisch sind. Wihrend aber (13)
mit der Gleichung (2a) verbunden werden muB, ist im Falle (14) des
Lichtes die Bedingung
(15) : g i 22

n dp dp
hinzuzunehmen. Man sagt, da hier der Tangentenvektor dx*/dp die
»,Lénge* Null hat, das Licht bewege sich auf einer geodatischen Nullinie.
Der Parameter p ist hier also nicht die Bogenlinge. '

=0

1 HECKMANN: Abh. Math. Sem. Hamburg 14, 192 (1941).

2 Lave: Das Relativitatsprinzip 2, § 15. — Vgl. auch RoBERTsoN: Proc.
Edinburgh Math. Soc. (2) 5, 68 (1937)-

8 Lave: Das Relativititsprinzip 2, § 14d.
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GemaB (15) breitet sich das Licht vom Erregungspunkte auf einem
Kegel in die Zukunft hinein aus. Denkt man sich den Kegel auch in
die Vergangenheit konstruiert, so ist folgende Sprechweise iiblich: Jede
vom Scheitel des Kegels in sein Inneres weisende Richtung heiBt , zeit-
artig”, jede ins AuBere weisende ,raumartig”; jede auf dem Kegel
liegende Richtung heiBit ,,Nullrichtung®. Steht die ,natiirliche Zeit-
richtung durch die Ausbreitung des Lichtes fest, so heiBt ein Punkt P
,iriher als ein anderer, Q, wenn beide durch eine berall zeitartige
Kurve verbunden werden kénnen und die Zeitkoordinate xp kleiner
als x‘é ist. Dieser Begriff des , frither ist nur dann sinnvoll, wenn man
zeigen kann, daf ein Ereignis Q nur von solchen Ereignissen P kausal
abhiangen kann, die ,,frither sind als . Man wird also zu untersuchen
haben, ob die von den Feldgleichungen beschriebenen Prozesse gerade
den Wirkungszusammenhang zeigen, den der Lichtkegel ausdriickt,
von dem man anzunehmen hat, daB er in Gebieten, die zu klein sind,
als daB er sich in ihnen selbst durchdringt, die Welt scheidet in kausal
zusammenhidngende Punkte im Kegelinnern und kausal nicht zusammen-
héngende Punkte im KegelduBern, kurz, ob der durch die Feldgleichun-
gen gegebene Wirkungszusammenhang iibereinstimmt mit dem durch
den Fundamentaltensor g,, gegebenen.

Man beachte vorab, daB die Feldgleichungen (3) zusammen mit (13)
und (2a) nur scheinbar ein System von 15 Gleichungen mit den 15 Un-
bekannten g,,, u*, ¢ darstellen. Denn (13) ist ja eine Folge von (3),
so daB nur 11 Gleichungen fiir 15 unbekannte Funktionen vorliegen.
Diese charakteristische Unbestimmtheit beruht wesentlich auf der Tat-
sache, daB} die Feldgleichungen (3) aus einem invarianten Variations-
prinzip herleitbar sindl.

Die Antwort auf die aufgeworfene Frage ist nach einer neueren
Analyse? folgende: Nach Vorgabe eines Systems von Anfangswerten

0g,. . . .
der g,,, %, ", 0 auf einer Fliche x* = const. besitzt die Losung tat-

sdchlich noch eine unendliche Vieldeutigkeit, die gerade vier willkiir-
lichen Funktionen entspricht. Aber irgend zwei dieser in den Anfangs-
werten {ibereinstimmenden Losungen kénnen stets durch Koordinaten-
transformationen ineinander iiberfithrt werden, charakterisieren somit
dieselben invarianten Verhiltnisse, sind also physikalisch gleichwertig.
Von dieser Vieldeutigkeit abgesehen herrscht der richtige Kausal-
zusammenhang: Die Werte der FeldgréBen g,,,, #*, ¢ in einem Punkte P
hangen in der Tat allein ab von Anfangswerten, die im Innern des von P
riickwirts konstruierten Lichtkegels liegen.

1 Literatur bei PauLi: Encykl. d. Math. Wiss. 5, 2, 19, Nr 23.
2 STELLMACHER: Math. Ann. 115, 136 (1937).
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Wie fremd auch der formale Apparat anmuten mag gegeniiber den
Gleichungen (I, 1), (I, 2), (I, 3) der klassischen Mechanik: Die innere
Verwandtschaft liegt doch vor und driickt sich wesentlich aus in der
Tatsache, daB die klassischen Gesetze in (10) und (11) als Grenzfall
enthalten sind. Der Unterschied liegt — physikalisch gesehen — haupt-
siachlich darin, daB nun erstens die Feldwirkungen sich hochstens mit
Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen, daB3 zweitens nicht allein die Masse,
sondern daneben noch der Impuls und der Impulsstrom der Materie
gravitierend wirken; da also die Materie nicht durch einen Skalar auf
das Gravitationsfeld wirkt, sondern durch einen Tensor, ist es verstind-
lich, warum das Gravitationsfeld selbst nicht mehr durch den Skalar @,
sondern durch den Tensor g,, beschrieben wird.

13. Die zuldssigen Koordinatensysteme.
Das Weltpostulat.

Wie im Kklassischen Falle die eigentliche Kosmologie beginnt mit
dem Augenblick, wo (Abschn. 3) das Weltpostulat eingreift, so kommt es
auch jetzt darauf an, die unendlichen Losungsmannigfaltigkeiten durch
ein analoges Prinzip so einzuschrinken, dall die mit Materie erfiillte
Welt jedem ,,zuldssigen’’, d.h. mitschwimmenden Beobachter den
gleichen Anblick bietet. Wir haben also zunichst eine mathematische
Formulierung zu $uchen fiir die zuldssigen Beobachter.

Es ist eine groBe Erleichterung, von vornherein die Koordinaten
so zu wihlen, daB in ihnen die Materie iiberhaupt nicht strémt. Sind
zunichst #* irgendwelche Koordinaten, in welchen die Viererstrémung w*
durch vier beliebige Funktionen dieser Koordinaten beschrieben wird,
so fithren wir durch

., 0% 0 wenn v=4

M——d,‘?:“ﬁl‘:azz 1

’» y = 4
die neuen Koordinaten x” ein. In diesen ist dann nach (13)
r f4 =T 44,0 = 0
und wegen %4, =1 [vgl. (2a)] ist
5’44 =1
und damit nach (5)
081
0%t
Also: In allen Koordinatensystemen #*, in welchen g,, =1 ist und
die g,; nicht von der Zeit abhingen, kann Materie von der Form (11)
ruhend verharren. Unter diesen Koordinatensystemen kann man von

vornherein ein noch einfacheres Koordinatensystem auswiéhlen, ohne
dadurch die Allgemeinheit zu beschrinken; man kann namlich g,; = 0

=0. G=1,23)
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setzen. Geometrisch ist das leicht einzusehen: Man wihle im R, einen
Unterraum Rj, in welchem jede Richtung raumartigen Charakter habe,
und konstruiere die Gesamtheit der auf Ry semkrechten Geoddtischen,
die nun alle notwendig zeitartige Richtung besitzen. Auf diesen trage
man gleich lange Stiicke ab, die den geometrischen Ort eines zum Rj
,,geoditisch-parallelen” Unterraumes darstellen, der wieder senkrecht
durchsetzt wird von den Geodatischen. Indem man das Verfahren fort-
setzt, erfiillt man den R, mit der ool-fachen Schar der zueinander
geoditisch-parallelen Unterrdume, deren orthogonale Trajektorien jene
oo® geoditischen Linien sind. Die auf diesen Geoditischen abgetragene
Linge definiert uns die universelle, kosmische Zeit ¢, und die Mannig-
faltigkeiten ¢ = const. stellen den zeitlich verdnderlichen Raum dar.
Das Linienelement hat in diesen Koordinaten offenbar die gewiinschte
Form

(16) ds? = di? + g, dx"dat,

wo wir die Zeichen jetzt fortlassen. Die g;; hdngen noch beliebig
von ¢ und x* ab. Der Materietensor ist dabei anzusetzen in der Form

Z‘/[“C = ]&[14 - 0,
M4t = o (s #).

Nun stationieren wir in dem Weltsubstrat (wir nehmen das Wort des

(17)

ersten Abschnitts wieder auf) mitschwimmende Beobachter S, S, S
die die Welt (16) jeweils beschreiben in den Koordinaten x*, x*, %" ...
Da also fiir sie alle gelten soll o = o' = ' = --. = 0; u* = u* = u* = ...
=, so lauten die Transformationsformeln, die den Ubergang von S
auf S beschreiben,

(18) =zl &2 x%); =t

und analog hat man beim Ubergang von S auf S

X=Xz, %% %), t=t

usw. Fiir alle diese Beobachter ist g,; = g,; = g4; =+ = 0; €44 = L4
= g44 = +-» = 1, wihrend die g;;, g;; ... miteinander verbunden sind
durch

-, 0% 0%* .
(19) &rs (%) 557 g% = Gi(%) (t, k7, s=1,2,3)

gemif dem Transformationsgesetz kovarianter Tensoren. Wir bedenken
nun, daB in die Transformationsformeln (18) eine Reihe von Parametern
eingehen muB neben den Koordinaten, so daB sie eigentlich zu schreiben
sind . )
=z (x1, x2 43; al,a%..).

Denn der Ubergang von S auf ein anderes System S wird abhiingen
vom Orte des Systems S (charakterisiert durch drei Zahlen) und von
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seiner Orientierung im Koordinatensystem der x* (wieder charakterisiert

durch drei Zahlen). Somit ist (18) als 6-parametrige Transformationen-

schar aufzufassen:

(18a) & = & (x1, 42, 48; al...ad).

Uber eine spezielle Gestalt der Schar machen wir keine Voraussetzungen.
Das Weltpostulat verlangt jetzt folgendes: Findet S zu einer be-

stimmten Zeit ¢ an irgendeiner Stelle P (x) bestimmte Werte g;,(x, ¢},

so soll irgendein anderer Beobachter S zur gleichen Zeit ¢ an der analogen

Stelle P (%), die definiert ist durch &° = #’, auch die gleiche Metrik g, (%, #)

finden; es soll demnach gelten

Gix(%,8) = g%, %), wenn x*= %' (identisch in #).
Die g;; und die g;;, sind also die gleichen Funktionen der Koordinaten.
Man kann somit den Querstrich iiber den g fortlassen und erhilt aus (19)
die Gleichung P
_ X" ox*
(20) &re(X, U 57 7 = 8%, 1) .

Diese Gleichungen sollen identisch gelten in den Parametern ¢ und
der Zeit ¢. Sie enthalten die durch das Weltpostulat erzeugte Zwangs-
koppelung zwischen den zunichst beliebig gelassenen Funktionen g;;
und #°(x; a). (20) kann in wesentlich verschiedenen Weisen verwandt
werden: Gibt man die Form von (18a) vor, so erhilt man aus (20) die-
jenigen g;., die die vom Weltpostulat geforderte Invarianzeigenschaft
besitzen. Gibt man aber die g;; vor, so ist aus (20) die Transformationen-
schar zu bestimmen. Diese letztere Aufgabe ist gar nicht immer 16sbar,
schon weil die Anzahl der Gleichungen (20) gréBer ist als die Anzahl
der gesuchten Funktionen. Wir wollen hier aber die Integrabilitits-
bedingungen nicht im einzelnen untersuchen. Es geniigt, im Augenblick
zu bemerken, daB die g;;, in (20) die Zeit ¢ nicht beliebig enthalten diirfen,
sondern nur so, daB die Losung #(x; @) bestimmt zeitfrei wird. Das
wird nur erreicht durch die Forderung, daB die sechs g;; die Zeit nur
in einem und demselben Zeitfaktor enthalten:

(21) ix(®, 1) = —R*(®) yir (%)

Damit erhdlt man aus (16)

(22) ds? = di* — R¥(t)de?; do? = v, dx'dx. (i, k=1,2,3)
Die quadratische Differentialform do? ist natiirlich positiv definit, da
sie nur raumartige Richtungen enthilt. Auf die. vollstindige Unter-
suchung von (20) zu verzichten ist uns nur deshalb méglich, weil wir
noch die Feldgleichungen (3) in Verbindung mit dem Materieansatz (17)
zur Verfiigung haben.

1 FusINI: Ann. Mat. pura appl. (3) 9, 33 (1904). Vgl. auch den Anhang C
der S. 3, Anm. 3 genannten Arbeit von ROBERTSON, ) '
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Wir benutzen also das Weltpostulat im weiteren nur in einer sehr
schwachen Weise: Man kann etwa sagen, die Form (22) der Metrik sei
notwendig und hinreichend dafiir, daB die Invarianz gegeniiber be-
liebigen zeitfreien Transformationen (18a) nachtriglich gefordert werden
kann. Die Forderung der Invarianz selbst brauchen wir aber nicht zu
erheben, da die Invarianz sich durch Heranziehung der Feldgleichungen
automatisch einstellen wird. Der geometrische Inhalt von (22) ist am
einfachsten ausgedriickt durch die Tatsache, daB irgendwelche relativ
zu den Koordinaten x%, x% x3 festliegenden Konfigurationen im Laufe
der Zeit in allen Teilen zu sich selbst dhnlich transformiert werden.
Ferner ist die Form (22) die einzige unter allen Linienelementen der
Form (106), bei welcher alle Geoditischen 1, 2, 43 = const. durch einen
einzigen Punkt R(f) = 0 gehen. Damit ist ein Weltpunkt als Beginn
der Welt ausgezeichnet und die Schicksalsgemeinschaft aller Substrat-
elemente ausgedriickt.

14. Lésung der Feldgleichungen.
a) Die riumliche Metrik.

Berechnet man fiir die Metrik (22) nach (5) die I™*;, so bekommt man

. e 1 Oy . Oy Oy,
ko ko kLY o i\,
Iy =TI = 27 (09{7' ox &x’)’

; . R
T~ RRy; it o=
F4k4:ka:Ff4:O.
(i1, kR 1=1,2,3)

Die Punkte iiber R bedeuten Ableitungen nach der Zeit. Die nach (4)
und (7) berechneten Komponenten des verjingten Kriimmungstensors
sind

0 wenn sE£k;

(222) t o, ik,

* . -
G = Gy, — 2R?*y;, — RRyy,

* *
wo G der aus den I'); aufgebailte verjiingte RiEMANN-Tensor in der
dreidimensionalen Metrik do? ist. Ferner kommt

‘ Giy = 0; GMZS%.
Man kann die Feldgleichungen (3) umschreiben in die Form
(3a) Guy — Aguy = —n(M,,, — 3., M). (n,v =1 bis 4)
Hier ist nach (17) M =g, M*” = ¢ und somit
My — 38 M =% RPoyy,
M,—3%g.M=0, (i,k=1,2,3)

7 1 1
My~ 2g,M=730.
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Die Feldgleichungen (3a) liefern jetzt

*

(23) Gix — 2R?p;; — RRy + AR?y;, = —%Ra OVik

(24) 3——/1——%9-

Da R nur die Zeit ¢ enthilt, so folgt aus (24), daBl ¢ auch nur von ¢,
aber nicht von den Koordinaten x* abhingen kann, also

(25) el ) =e().
Dividiert man (23) durch y;,, so hat man die Variablen #° von ¢ getrennt,
so daB man erhilt

*
(26) Gy + 26Ky =0,

wo K eine weder von ¢ noch von den x* abhingige positive Konstante
ist, ¢ dagegen nur die Werte 41, 0, —1 annehmen kann. Wie wir in
Abschn. 12 ausfiithrten, ist (26) die notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die konstante Kriimmung ¢ K der Metrik d 6%, Dieses Resultat
hat eine groBe Tragweite: Wir hatten nur eine ganz schwache Form des
Weltpostulats benutzt, die zwar auf die Weltmetrik (22) fiihrte, ohne
aber do?, die riumliche Metrik, einzuschrinken. Jetzt haben die Feld-
gleichungen zu (26) gefiihrt und damit diejenigen Verhiltnisse geschaffen,
auf die das Weltpostulat in seiner schirfsten Form (Invarianz der
Metrik gegeniiber einer 6-parametrigen Transformationsgruppe) uns
gefithrt hittel. Die Wahl der raumlichen Koordinaten steht uns noch
frei. Um aber die Transformationsgruppe einfach schreiben zu kénnen,
withlen wir fiir do? die sog. projektive? Form des Linienelements der
Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung

3 3 2
1+ &v?) X (dx))? — e(indx")
5 T T
(27) d.a (1 + er?)? ’
mit 3.

= ¥ (xi)2
1

&= +1, 0 oder —1

Fir ¢ = 1 stellt (27) die Metrik eines sphiirischen, fiir e = —1 eines
hyperbolischen und fiir ¢ = 0 eines euklidischen Raumes dar. Wenn
& == 0, so lautet die Transformationsgruppe, welche (27) invariant 148t,

Gt mAt
(28) =tz
@, + apx

(i, k=1,23)

1 Dieses Vorkommnis steht in Analogie zur Bestimmung des Potentials &
aus den Gesetzen der Impulserhaltung in Teil I, Abschn. 5.

2 Die projektive Form des Linienelementes hat viele Vorteile. Trotzdem ist
sie in der physikalisch-astronomischen Literatur nur selten benutzt worden.
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Fiir ¢ = 4+1 muB dabei die Matrix

45

a a @ a
al ap a4 a4
A at @ &
al a4 4
fiir ¢ = --1 aber die Matrix
a) —ial —ia} —iai
ia) @ 4 a _ ,
a3 as a2 a4l i=7-1
ia) al a3 a3

orthogonal sein. In beiden Fillen sind von den 16 Koeffizienten also
nur 6 unabhingig, weil 10 Orthogonalititsbedingungen bestehen. Man
sieht, daf3 (28) eine projektive Transformation darstellt, die das ,,ab-
solute’ Gebilde
(x1>2 + (x2)2 + (x3)2 + e=20
in sich iiberfithrt: Bei ¢ = 41 eine imaginire, bei ¢ = —1 eine reelle
Kugel. — Im Falle der euklidischen Metrik (¢ = 0) lautet die Trans-
formationsgruppe einfach
o= b+ biak, (i, k=1,2,3)

wo die 4 irgendwelche Konstante sind und die & eine orthogonale
dreireihige Matrix bilden. Da also 6 Relationen zwischen den 9 Gré8en b},
bestehen, sind nur 3 von ihnen unabhingig. Die Gruppe hat wieder
genau 6 Parameter.

Unter mathematischen Gesichtspunkten ist die Wahl der projektiven
Form (27) fiir Riume konstanter Kriimmung besonders empfehlenswert.
Fir spitere Anwendungen ist dagegen angenehm die folgende Form:

dr?

do? =
1 — ev?

(27a)

+ 7?3 (d6* + sin?0 d¢?),
die man aus (27) erhilt durch die Transformation

%1

v .
= ——=——cos@sinf,
Y1 —en?

x% =

V4 . .
~————singsinf,
1 — er?

V4
%% = —— cosf.

V1 — er?
Ebenso wird oft verwendet die Form

(27b) do® = dy? + S2(y) (@6* + sin0 d g?¥),
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wo _ siny wenn &= +1,
sin]/s-x

S(x) =-— == = x » €= 0,
Siny . £=—1.
Aus (27a) wird sie erhalten durch die Transformation r = S(y).

b) Die Zeitabhingigkeit.
Um die Zeitabhingigkeit von R und g zu erhalten, setzen wir (26)
in (23) ein und bekommen unter Hinzunahme von (24) die folgenden
Gleichungen zwischen R und p:

30) e+3en=0,

(31) R2=§R29+§-R2—8K.

(30) sagt die Erhaltung der Masse aus und liefert integriert
(32) %R"’g = I = const. > 0,

wo der Faktor 47/3 vollig konventionell ist. Also folgt fiir R die Diffe-
rentialgleichung

5o . #I A pa_

R = ink T 3 R—¢K.
Da man, solange K 3= 0 ist, immer do?=d¢'?/K setzen kann, wo do’?
die Kriimmung +1 hat, so kann nach (22) K in die Funktion R mit
aufgenommen werden. Dann ist es keine Einschrinkung der Allgemein-
heit, in der Fundamentalform ds2 = dt? — R2(f)do? von vornherein
fiir do? nur die Kriimmung ¢ = +1, 0 oder —1 anzunehmen, so daB die
Differentialgleichung fiir R lautet'

I fe =20
Die Losungen von (33) hingen von den beiden Parametern M und A
ab. Doch erreicht man durch die Transformatlon x = V% [A!
y=V4[4]- R (4 = 0!) mit der Abkiirzung p = 4 ‘, {A{ daB (33)
die Form
dy\2

(332) (d—z) =S Hnr—e  (en=0+1,—1)
bekommt, die zunichst nur fiir 9y = 4-1 gilt, aber fiir 7 = 0 tatsichlich

in (33) fir 4 = 0 iibergeht, wenn man in diesem Falle y = ;’% setzt.

Somit hat man also je nach den Werten von & und % im ganzen
9 Gruppen von Losungen, in deren jeder der Parameter p beliebige positive
Werte annehmen kann. Durch |4 | wird dariiber hinaus nur der MaBstab
der Losungen festgelegt.

— €&.
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Wir hatten bisher g, = 1 gesetzt und damit fiir einen in der Welt (22)
frei fallenden, unendlich kleinen Bereich die Lichtgeschwindigkeit gleich
Eins angenommen. Wenn wir ¢ d¢ an Stelle von d#in (3) schreiben, so
konnen wir zu CGS-Einheiten zuriickkehren und erhalten mit Riicksicht

auf (33) und % = SnG

mit dem nur auf den S.35, 37 vorkommenden Kriimmungsskalar G)

(33b) TR=C0 LRy

(G == Gravitationskonstante, nicht zu verwechseln

Dabei haben wir zur Abkiirzung —3ec? = h, Ac? = A, gesetzt. Wir
stehen vor dem merkwiirdigen Resultat, daf der universelle Skalen-
faktor R(t) in der klassischen Theorie wie in der Relativititstheorie nicht
nuy gendhert, sondern formal genawu das gleiche Gesetz erfiills, wie ein Blick
auf Gleichung (I, 42) zeigt!. Und zwar entsprechen die klassischen Fille
negativer Gesamtenergie in einem sich mit dem Substrat ausdehnenden
Volumen den relativistischen Fallen sphirischer Metrik, die klassischen
positiver Energie den relativistisch-hyperbolischen und diejenigen der
Energie Null den euklidischen Rdumen. Diese Entsprechung ist insofern
lehrreich, als sie fiir beschriankte Bereiche eine wechselseitige Aufhellung
der klassischen und relativistischen Gravitationstheorie liefert.

Wiirde man nicht den aufs dulerste vereinfachten Materieansatz (12)
bzw. (17) machen, sondern neben der Dichte der Materie auch noch
ihren Druck berticksichtigen, so wiirde die Relativitidtstheorie zu
prinzipiell von den klassischen abweichenden Ergebnissen kommen,
weil das Auftreten von Spannungen in der Materie das Auftreten eines
Impulsstromes bedingt, der seinerseits nach der Auffassung der Relativi-
tatstheorie wieder gravitierend wirkt. Die Diskussion solcher Modelle
liefert aber keine wesentlich neuen Resultate gegeniiber dem einfachen
Ansatz (17) und in der Folge gegeniiber (33). Denn erstens ist der
quantitative EinfluB der Spannungsglieder (mechanischen oder elektro-
magnetischen Ursprungs) sehr gering. Zweitens ist das gualitative Ver-
halten der Modelle in Abhingigkeit von der Zeit — solange nur isotrope
Druckspannungen (beliebiger Stirke) herrschen — immer schon durch
das einfachere, drucklose Modell (33) vorgezeichnet.

Wir haben den Lésungsverlauf kurz in Abschn. § und 6 diskutiert
und begniigen uns unter Hinweis auf die in diesem Punkte sehr voll-
stindige Literatur? mit ein paar kurzen Bemerkungen: Zunichst ist
natiirlich in den relativistischen Modellen ebenso wie in den NEWTON-
schen die Singularitit fiir R = 0 vorhanden, die wir in Abschn. 6

1 Dieses Resultat fanden MILNE und McCreA. Vgl. die S. 4, Anm. 1 angegebene
Literatur.

? DE SITTER: a.a. O. vgl. S. 26, Anm. 1. — ToLMAN: a. a. O. vgl. S.19,

Anm. 1. — ROBERTSON: a.a. 0. vgl. S. 3, Anm. 3. — HEeckmMaNN: Nachr. Ges.
Wiss. Gottingen 1932, 97.



48 Metrische Kosmologie.

behandelten. Auf den Versuch, anisotrope Materieverteilungen ein-
zufithren, haben wir diesmal verzichtet (obwohl seine Durchfiihrung
keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet). Wieder haben wir singulari-
tatenfreie Losungszweige fiir 4 > 0, & = +1(h < 0), sofern nur M ge-
niigend klein gehalten wird. Bei dieser Vorzeichenwahl haben wir die
einzige Moglichkeit einer statischen Losung R = const., die aber — wie
im klassischen Falle — instabil ist®. :

Wir heben aber ganz besonders hervor die Fille 4 = 0,& = +1;
A<0,e=0und 4 <0,& = +1, weil sie keine Méglichkeit materie-
freier Losungen gestatten. Bei ihnen ist die Verbindung von metrischem
Feld und Materie so eng, daB die Metrik véllig ausartet (R — 0), sobald
der Materiegehalt verschwindet. In diesen Fillen allein wird dem MacH-
schen Prinzip Gentige getan (vgl. S.32, Anm. 1), ist also die Triigheit
vollig durch die Materie bestimmt. In allen anderen Modellen bleibt
bei verschwindendem Materiegehalt doch ein mit physikalischen Eigen-
schaften belegtes metrisches Feld iibrig, entgegen dem von EINSTEIN
urspriinglich aufgestellten Programm?.

Man kanh sich die durch (22) und (26) dargestellten vierdimensionalen
Welten eingebettet denken in fiinfdimensionale euklidische Riume.
Dann erhéht es die Anschaulichkeit, mit Unterdriickung von zwei
Dimensionen MiNKowsKI-Diagramme zu Kkonstruieren3.

15. Die Bewegung einer freien Partikel.

Um die Bewegungsgleichungen eines freien Probekérpers im Sub-
strat der Metrik (22) zu erhalten, haben wir die zu Anfang des vorigen
Abschnitts abgeleiteten speziellen Werte der Iy, in die Gleichung (13)
der geoditischen Linien einzusetzen. Ist « ein beliebiger an die Stelle
der Bogenlinge s tretender Parameter, so erhalten die Gleichungen (13)
der Geoditischen einen Zusatzterm, so dal sie lauten

datx® dx* dx? _ dx* d®s|ds .
(34) do? +r’f¢9 da do  da .docz/doc' (1, v, @ = 1 bis 4)
wobei gleichzeitig ds\e  dxtdx At
(ﬁ) =8 iy dx (1, v =1 Dbis 4)

ist. Im besonderen Falle der Metrik (22) bekommen wir statt (34),
wenn wir den Parameter « identifizieren mit der Bogenlinge ¢ im
Hilfsraum do? = y;, d%' d+*,
a2 ¥* Eodxidy  dx*(d*s ds idR) C
g | I G = Tl a F @) GiE=129)
OV ) @, pards _aras as
ie T Ras T dodo¥do’
1 EppiNGcTON: Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 90, 668 (1930).

2 EINSTEIN: Ann. Physik 55, 241 (1918). _
3 WEYL: Raum-Zeit-Materie, 5. Aufl. RoBeErTsoN: a.a.O. vgl. 5.3, Anm.3.
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wobei gleichzeitig

(36) 1= Vik% %%k )
o -

Aus (37) und der zweiten Gleichung (35) leitet man her
d*s jds 2 dR

08) id/dc =% do’
so daB also gilt
azx* odx dy

(39) iz T s =0 G k=123

Die Projektion der Geoditischen (34) der Metrik (22) auf den Hilfsraum
der Metrik (36) ist in diesem Hilfsraum selbst wieder eine Geoditische.
Nach (14) und (15) erhilt man fiir Lichtstrahlen wieder (39); aber
an die Stelle von (37) tritt (wegen ds?=0) do = di{/R. Die Glei-
chungen (36) bis (39) sind von der Annahme konstanter Kriimmung
der Metrik do? frei. Im speziellen Falle der konstanten Kriimmung

*
und in den projektiven Koordinaten der Metrik (27) lauten die I’}

*
Il =

£ ' C
¢ T et ((ﬂ”xf + 6;’61) ’

so daB (39) die folgende Form annimmt:

d?x* 2¢ drv dxi*

(40) it " 1iert do do =

Man erhidlt sofort zwei Gruppen von Integralen

X 1 ax*
o =

(412) == (k=1,2,3)
ij 1 ax' ,  dx . e
(41b) 0“=1+Mg(’d2-x’—d%x‘), (G 1=1,23%; 379

wo ¢* und ¢ Konstante sind. (41a) in (41b) eingesetzt, gibt
(42) =yl — Iy,

Die Geodiatischen der Metrik (27) sind also — wie zu erwarten war —
auch im Falle & 5= 0 gerade Linien. Die sechs Integrale (41a, b) sind
in den Ableitungen linear: eine direkte Folge der Invarianz von (27)
gegeniiber der 6parametrigen Bewegungsgruppe (28). Aus (38) folgt

Zﬁ = wR?, w = const.
[
Damit ergibt (37)
do 1
43 = e
“3) at Ry ¥ o®*R?

Fortschritte d. Astronomie. Bd. IL. 4
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Da R(¢) nach (33) bekannt ist, so kann ¢ als Funktion von ¢ berechnet
werden. Fir o = 0 beschreibt (43) die Fortpflanzung eines Licht-
strahls (etwa eines Wellenkopfes).

Die abgeleitete einfache Gestalt der Bahnkurven freier Partikeln
geht sofort verloren, wenn man sie nicht beschreibt in Koordinaten,
die im Substrat ruhen. Ein Beobachter, der gewdhnliche, sich nicht
mit dem Substrat ausdehnende Koordinaten verwendet, wird die
allgemeine Substratstrémung der Partikelbewegung iiberlagert finden
und somit dhnliche Bahntypen, wie wir sie durch (I, 47) beschrieben®.

Es ist prinzipiell nicht schwer, das Studium von statistischen Gesamt-
heiten freier Partikeln an unsere Integration der Bewegungsgleichungen
anzuschlieBen, solange man gegenseitige Beeinflussungen von Partikeln
bei nahen Begegnungen auler acht 148t2. Den EinfluB der Begegnungen
aber in Rechnung zu stellen durch Ubertragung des Wechselwirkungs-
gliedes der rechten Seite von (I, 48) in die Relativitatstheorie, diirfte
sehr schwierig sein. Deshalb kann eine statistische Begriindung der
relativistischen Thermodynamik zur Zeit nicht gegeben werden. Da-
gegen hat ToLMAN® die phinomenologische Thermodynamik allgemein
kovariant formuliert und auf die relativistische Kosmologie angewandt.
Dabei fand er zum ersten Male thermodynamische Systeme, die beliebig
rasch verlaufende Zustandsinderungen durchmachen und dabei stets
im thermodynamischen Gleichgewicht sind, also konstante Entropie
haben. DaB dieses Vorkommnis aber nicht auf den Bereich der relativisti-
schen Thermodynamik beschrinkt ist, haben wir in Abschn. 8 gesehen.

16. Die Fortpflanzung des Lichtes.

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist die Ableitung einer Ver-
allgemeinerung des Gesetzes von der quadratischen Abnahme der Licht-
energie mit der Entfernung von einer punktférmig gedachten Licht-
quelle. Die Behandlung dieses Problems im Falle der Metrik (22)
braucht nicht notwendig die konstante Kriimmung der Metrik do?
= ¥,, d%'dx* vorauszusetzen, ist also weitgehend unabhingig von den
Feldgleichungen und ebenso von der schirfsten Fassung des Welt-
postulats (Invarianz der Raummetrik gegeniiber einer Gparametrigen
Gruppe). Um bei der Darstellung dieses fiir den Vergleich mit der
Beobachtung wichtigen Problems keine Unklarheiten zu lassen, wollen
wir es zunichst in vollig klassischer Weise anfassen, um dann durch die

1 Verschiedene numerisch durchgerechnete Bahnen bei DE SiTTER: a.a. O.
S. 186ff. (vgl. S. 26, Anm. 1). ‘

2 'WaLKER: Proc. Edinburgh Math. Soc. (2) 4, Teil IV, 238 (1936). — ROBERT-
soN: Kinematics and World-Structure III. Astrophys. J. 83, 257 (1936).

8 ToLMaN: a.a. O, vgl. S.19, Anm. 1.



Die Fortpflanzung des Lichtes. 51

Ubertragung in die kovariante Formulierung der Relativititstheorie
den EinfluB des metrischen Feldes (22) einzufiihren.

Die theoretische Behandlung optischer Phinomene geschieht am voll-
stdndigsten in der elektromagnetischen Lichttheorie, die ohne Schwierig-
keit in allgemein kovariante Form zu bringen ist, so daB3 der Einflu3 von
Gravitationsfeldern auf diese Erscheinungen leicht studiert werden kann
im Rahmen der Relativitdtstheorie. In der Beobachtung der aulergalak-
tischen Nebel als Reprisentanten von Substratelementen der kosmolo-
gischen Theorien kommen aber nur so einfache optische Erscheinungen
ins Spiel, daf} ein Zuriickgreifen auf die elektromagnetische Lichttheorie
weithin entbehrlich ist. Vielmehr geniigt es, die feinere Struktur des
Feldes durch Mittelbildung so zu verwischen, daB gerade energetische
Betrachtungen eine besonders einfache Form annehmen, wellenoptische
dagegen ausgeschlossen werden.

a) Klassische Strahlungstheoriel.

In einem euklidischen Raumgebiet, das keine Materie enthilt, in
welchem also weder Absorption noch Emission von Strahlung stattfindet,

3
gehorcht die vom Orte x', der Zeit ¢, der Richtung o' (}i': (&) = 1)

und der Frequenz » abhingige Strahlungsintensitit I der fundamentalen
Transportgleichung

101 ;01

oot T ¥ gm =0
Wir wollen eine besondere Art von Strahlungsfeld nidher betrachten:

Es sei namlich
I(#, ¢ of) = Iy(x, )
in nachster Umgebung A einer bestimmten Richtung «f, die unter
Umstdnden noch vom Orte abhingen darf. Dagegen sei
I(x ¢ o) =0,

sobald &' von o} weiter ab liegt. Kurz: Zu jeder Zeit soll an jeder Stelle
nur Licht aus einer Richtung vorhanden sein (die aber orts- und zeit-
abhingig sein darf). Der Skalar # der Strahlungsdichte, der Vektor {*

des Strahlungsimpulses und der Tensor $** des Impulstransportes durch
Strahlung vereinfachen sich dann in folgender Weise

_*/Id IA“’- %i:%/szidw:uzxﬁ;

Pt = — / Is'obdw = uojok

! Darstellung der formalen Seite der Strahlungstheorie bei MiLNE: Handb. d.
Astrophysik, Bd. I111/1, S. 70ff. 1930.

4*
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wegen der Ausartung der Integration iiber die Richtungskugel. Die
durch Multiplikation mit 1 und &' und nachtriglicher Richtungs-
integration aus der Transportgleichung fiir I abgeleiteten Gesetze der
Erhaltung der Energie und des Impulses der Strahlung nehmen. dann
die duBerst einfache Form an

« 1 0u  d(uof)
*) ¢ 0Ot + ox* =0,
1 0% . O(uadod)
Kk 1 o)
**) c Ot + ox* =0.

Unter Riicksicht auf die erste 148t sich aus der zweiten Gleichung ab-
leiten 1 du o
o pO0y
T8t T %g=0.

Andererseits gilt per definitionem fiir die Lichtfortpflanzung

i _
cdr— %o
deshalb also

doiy Oob , dx* 0o}

dt — 0t ' dt éx* -

Daraus folgt (was wir schon wuBten), daB die & sich nicht 4ndern lings
der Lichtbewegung: Die Fortpflanzung erfolgt geradlinig. Es geniigt
also, fiir Fragen der Energieerhaltung mit (¥) zu arbeiten.

Die quadratische Abnahme der Energiedichte der Strahlung in der
Umgebung einer punktférmigen Lichtquelle ergibt sich sofort, wenn
man setzt

u=ur); of= x7 7= (a1 + (¥*)* + (4%)%.
Denn es kommt

10u  Ou 2 1
TW—*—W—*——;M:O oder ?

Die allgemeinste Losung lautet

flct —7)

72

Da ¢t — 7 = const. die Gleichung der radialen Lichtfortpflanzung ist,
so folgt, daB # wihrend der Fortpflanzung umgekehrt proportional
zu 72 abnimmt. f(cf — 7) ist die absolute Helligkeit der Lichtquelle
im Augenblick der Emission.

b) Strahlung in Gravitationsfeldern.

Es ist offensichtlich, daB wir hier einen der Einfachheit des Problems
unangemessenen formalen Aufwand nur deshalb getrieben haben, um
die hohe Symmetrie der Gleichungen (*) und (**) in einer Tensor-
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gleichung auszudriicken. Wir setzen x* = ¢ und definieren den Vierer-
vektor #* = % (p ein Parameter) der , Linge” Null:
0= (ﬂ4)2 _ (nl)Z — (n2)2 _ (n3)2'

. . dxt dx cdt : . A
Offenbar ist »* = d; = Z% . %5 = o'n* (wir lassen den Index 0 an «*

wieder fort). AuBerdem definieren wir den Tensor
(44) E“ = ugnn’,

oder, auseinandergezogen,

Et = yonin® = uyolt ok (nt) = uwalak,
E¥ = uywint = uy(n*Y o’ = uaot,
wobel EY = gl = u,

(45) u = uy(n')?

die gewdshnliche Energiedichte ist. Nun nehmen die Gleichungen (*)
und (**) die einfache, gegentiiber LORENTz-Transformationen invariante
Form an:

0 Euvy

o 0.

Schreibt man hier statt der gewdhnlichen die kovariante Ableitung
[Gleichung (9)], so hat man in

: 1 o) —gEr)
(46) = **’ggv
eine gegeniiber belicbigen Koordinatentransformationen invariante
Formulierung von Energie- und Impulserhaltung in einem Strahlungs-
felde der besonderen von uns betrachteten Art.

E(,y = 0 enthilt schon unter klassischen Gesichtspunkten den Ein--
fluB beliebiger Trigheitsfelder. Dariiber hinaus aber enthilt das Gesetz
— so postuliert die Relativitdtstheorie — auch den Einflu8 von all-
gemeineren metrischen Feldern (Gravitationsfeldern) auf die Fort-
pflanzung von Strahlungsenergie, auch wenn das metrische Feld nicht-
euklidische Struktur hat. #" ist dann irgendein die Fortpflanzung von
Strahlung ausdriickender Nullvektor, erfiillt also die Bedingung

N O L

(47) Guyn'n” = n"n, =0,
und es ist ©odxt “

_—— =

ap ’

wo p ein Parameter ist, der in #“ nicht explizit vorkommt.
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c) Strahlung im metrischen Felde der Kosmologiel.

Wir nehmen an, das metrische Feld habe die Form
(22) ds?=df— R¥()do?; de?=yudridst; Y—g=Ry; y=|y]
und setzen die konstante Kriimmung von do? vorerst nicht voraus.
Indem wir in (46) statt u, wieder u, statt #* also wieder of = %f? ein-
fithren [wegen der speziellen in (22) benutzten Koordinaten] erhalten
wir fiir 4 = 4 mit Riicksicht auf ;6’0 = R~?

d(R*Yyuot)  (R3Yyu)

Fir y=1=1,2,3 dagegen kommt mit doi _ do + rx"gﬁi
T dt dat ok

& [a(Raﬁuak) IRy u) | popa
¥ + e RR%VV“

(SO) Raﬁ o 19{ -

d? ik R .

+ ’M/[‘d7+ I}ka"“ ‘I’—E(x"’] =0.

Da in (50) die erste Klammer wegen (49) verschwindet, bleibt {ibrig
i * : .

(51) , %+I’j’kocfoc"+%oc’=0.

(51) ist die Differentialgleichung der geoditischen Nullinien des Lichtes
und verwandelt sich sofort in (39), die Differentialgleichung der Geo-
datischen im Hilfsraum do¢2, wenn man mittels do = d¢/R die Bogen-
linge ¢ im Hilfsraum an Stelle von ¢ als Parameter einfiihrt. Man sieht
also, daB (49) mit (¥), (50) mit (**) auf einer Stufe steht. (49) sagt die
Erhaltung der Strahlungsenergie aus. Integriert man die ganze Gleichung
iiber ein im Koordinatensystem der &' festes Volumen, so enthilt sie
folgende Bilanz: Die zeitliche Abnahme der im Innern des Volumens
enthaltenen Gesamtstrahlungsenergie (2. Term) kommt zustande durch
den FluB von Energie durch die Oberfliche (1. Term, Verwandlung
des Raumintegrals in ein Oberflichenintegral!) und eine Wechsel-
wirkung zwischen metrischem Feld und Strahlungsfeld (3. Term), die man
als , Arbeitsleistung* der Strahlung bei der Ausdehnung bezeichnen
kann, und die verschwindet, wenn R zeitlich konstant ist. Man kann
der Gleichung (49) eine andere Wendung geben: Multipliziert man sie
mit R und faBt die beiden letzten Terme zusammen, so kommt

41/ 10 ok a7
(492) g !;/kw ) a(Ra‘:y Yo,

1 Dje Darstellung ist eine nur leichte Verallgemeinerung derjenigen von
ROBERTSON [Z. Astrophys. 15, 69 (1938)], die einige Irrtumer der Literatur ver-
bessert.
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Integration iiber ein im Koordinatensystem der x* festes Volumen
liefert mit der Bezeichnung

W= [[[RYyudstds?ds®

fiir die gesamte Strahlungsenergie im Integrationsgebiet das Ergebnis,
daB die zeitliche Abnahme des Produkts RW allein auf Kosten des
Abflusses dieser GroBe durch die Oberfliche zu setzen ist. Fiir die
GréBe RW gilt also ein ,,gew6hnlicher Erhaltungssatz, nicht aber
fiir die Gesamtenergie selbst.

Wir kénnen im Raume do2 = y;, d*’dx*, ohne iiber seine metrische
Struktur etwas vorauszusetzen, stets ein Koordinatensystem % ein-
fithren, fiir welches y;;, = 1; 9,5 =95, = 0 wird [vgl. die Herleitung
von (16)]. Wir schreiben der Durchsichtigkeit halber ! = y und lassen
die iibrigen Querstriche wieder fort:

do* = dx2 + Yab dx*dxb; Yab = '}’ab(xr 2, xs); Y= ]'Yabl 5

(52) (a, b =2,3).

Dem Wesen dieses Koordinatensystems entsprechend sind die Kurven
x2%, % = const. Raumgeoditische, lings deren die Bogenlinge ¢ = g
wird. In dem neuen Koordinatensystem betrachten wir ein Lichtfeld,
dessen Strahlen alle auf den geodatisch-parallelen Flichen y = const.
senkrecht stehen, also der Bedingung x2? = const., ¥® = const. geniigen.
Fiir dieses Feld ist

(53) al:ﬁi:kﬁj x¥= o3 =0,

t

dt
(54) T :6[ i
lautet

(RYyu) | (RYyu) _

(55) P + =, =0.
Somit ist
(56) R4V;};u = F(r — g, 2, %)

eine beliebige Funktion der Differenz 7 — y. Aus (53) und (54) folgt
aber, daB lings der Lichtbewegung nicht allein x2 = const., x3 = const.,
sondern auch dr — dy = 0, also

(57) 7 — ¥ = const.

ist. Die vorerst formal eingefiihrte Zeit 7 hat also die anschauliche
Bedeutung des Lichtweges lings der Geoditischen x2 = const.,
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%% = const. im Hilfsraum (52) 1. Nach (56) und (57) ist folglich der
Ausdruck
(58) RY%)Vy (x, 2, #3)u (7, ¥, ¥% x3) = const.

langs der Lichtbewegung in unserem Strahlenfeld. Aus (58) kann man
fiir das spezielle Lichtfeld noch einmal eine nunmehr fast triviale und
mit (49a) gleichwertige Abwandlung des Energiesatzes entnehmen:
Die Gesamtenergie einer Lichtwelle dndert sich umgekehrt proportional
zu R wihrend der Fortpflanzung. Die GroSe

(59) R2Yyu

hat die Bedeutung der Energie, die pro Zeiteinheit (in #) durch den bei
festem x stehenden Querschnitt der Raumwinkeleinheit flieBt. Um
aus (58) die weiteren Folgerungen fiir die Strahlung von Nebeln zu
ziehen, miissen wir die Voraussetzung formulieren, daf die Licht-
strahlen x2, ¥® = const. alle von einem Punkte y = 0 ausgehen. Dann
muf} das in (52) benutzte Koordinatensystem so beschaffen sein, daB
die Kurven x2 = const., 43 = const. sich alle in einem Punkte schneiden.
Dazu ist notwendig und hinreichend, daB y,;(x, x%, %% —> 0 geht,
wenn ¥ —> 0 (4, b = 2, 3), welches auch die Werte von x2 und x® sein
mogen. Diese Eigenschaft der y,, bedeutet keine Einschrinkung der
Allgemeinheit, weil immer folgende Konstruktion moglich ist?: Man
zieht alle Raumgeoditischen (Lichtstrahlen) durch den als Sitz des
Nebels gedachten Punkt. Auf diesen Raumgeoditischen tragt man die
Linge x ab und konstruiert die Flichen y = const. ; diese sind geoditisch-

Abb. 7. Zur Abh:ngigkeit der scheinbaren Helligkeit . einer Lichtquelle von ihrer Stellung auf der
Raumgeoditischen, die sie mit dem Beobachter verbindet (siehe Text).

parallel und stehen auf den Lichtstrahlen senkrecht, so daB keine Glieder
dy dx? oder dy dx® in do? auftauchen konnen. Wenn y — 0, so auch
]/; = ]/}?a,,_l» 0.. Aus (58) folgt also, daB die Strahlungsdichte u fiir
% —> 0, d.h. in nichster Nihe der Lichtquelle, derart unendlich wird,
daB das Produkt ]/')Am endlich bleibt.

Nun fragen wir, wie die scheinbare Helligkeit einer Lichtquelle
abhingt von ihrer Stellung auf der Raumgeoditischen, die Beobachter

1 Man vgl. Gleichung (43) fir @ = 0.
2 Die Konstruktion 1auft im wesentlichen auf die Konstruktion sog. RIEMANN-

scher Normalkoordinaten hinaus. Vgl. PauLi: Encykl. d. Math. Wiss. 5, 2, 19,
Nr. 17 (1921).
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und Lichtquelle verbindet. Der klareren Vorstellung wegen denken wir
uns zwei Lichtquellen (Nebel) L und L an verschiedenen Stellen auf
einer und derselben Raumgeodidtischen g liegend (Abb. 7).

Wir fithren auch zwei Koordinatensysteme (y, %2, %) und (%, %2, z3)
der eben geschilderten Art ein mit den Zentrenin Lund L. B, Lund L
mogen im Weltsubstrat unverinderliche Lage haben. Die ,radialen‘
Koordinaten von B relativ zu L und L seien yz und jjp.

Zur Zeit t; (bzw. 7;) emittiere L einen Lichtimpuls in Richtung
nach B. Er hat die Gleichung v — y =17,. Zur Zeit ¢, (bzw. 7,) emit-
tiere L einen analogen Lichtimpuls v — % =7;. Beide mégen zur
gleichen Zeit 4, (bzw. 7,) beim Beobachter B ankommen. Beim ersten
Lichtimpuls ist

RT)Vy(x, 4% 23 u(z, g, 2, 43) = F(r — 7, 22, &8);
insbesondere ist nach (59)

S 2

R )y, % Ppulr, g, 29) = T L)
die Energie, die in der Zeiteinheit durch den Querschnitt an der Stelle
des Einheits-Raumwinkels der Richtung x2, x% hindurchtritt. Verfolgen
wir den Impuls bis zu seinem Ursprung, lassen also y — 0 gehen, so
geht 7—7;. Der Biindelquerschnitt steht dann unmittelbar bei der
Lichtquelle, empfingt also die in der Richtung x2, x® gerade emittierte
Strahlungsenergie. Also ist

F (1, 42, &3
(60) (TII‘EZ (Tl)—i) = H(TI’ x2: x3)
die absolute Helligkeit von L in der Richtung x2, x3. Fiir den ersten
Impuls ist nach (57), (58) F(r — x, 2, #3) = F(1;, #2, #%). Man kann
deshalb mit Hilfe der letzten Beziehung die Integrationskonstante F
durch H und R ersetzen, so dal fiir den Empfang des ersten Impulses
in B gilt
(61)  R(wo) Yy (xm, 2, )Ty, g, 2% 6% = H(vy, 2%, ) R (Ty).

Die analoge Uberlegung liefert fiir den zweiten (von L ausgehenden)
Impuls mit der Abkiirzung

Fm o oy F (@, 7 F)

H(z, 22, 53) = 20 2
offenbar (2 70 R*(7y)

Rty (i, 2, ) (1, 75, 7, %) = H(1,, 2, B R¥(T,).
Das Verhiltnis der scheinbaren, gleichzeitig beobachteten Helligkeiten ist
das Verhiltnis der beiden Energiedichten # und #
(62) u(Ty, xs 4% %°) _ H(ry, 2% &) Vy(is 7, 39 R (x)

ulvy 1 B %) Hzy, 2 2% Vylys 25 27 REE)°
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% und 7 bedeuten den gleichen Punkt auf g; x2, ¥3 und #2, &3 die gleiche
durch g festgelegte Richtung; nur sind beide Male verschiedene Koordi-
natensysteme benutzt. AuBer dem selbstverstindlichen Verhiltnis H : H
tritt im zweiten Faktor das Verhiltnis der Flichen auf, iiber die sich
das von L und L ausgesandte Licht bei B verbreitet hat. Der dritte
Faktor ist allein verursacht durch den in der Funktion R (¢} zum Aus-
druck kommenden nichtstatischen Charakter des unterlegten kosmo-
logischen Modells (22).

Wenn die Welt in der Umgebung von L die gleiche Beschaffenheit
hat wie in der von L, wo beide auch liegen mégen, wenn also das Welt-
postulat in seiner scharfen Form gilt, oder wenn die Feldgleichungen
der Gravitation auf (22) angewandt werden, dann haben wir Metrik
konstanter Kriimmung. Den von uns gewihlten Koordinaten ent-
spricht dabei die Form (27b) des Linienelementes mit x2 = 0, 23 = ¢,
]/y = 5%(x) sinf; ]/77 = S%(7)sinf. Ist dazu noch die Ausstrahlung

von der Richtung unabhingig, so folgt
u(ty, x) H{t) S*(xs)  F(t)
1

(63) Ut 1) H(@) s RE(r)’
woraus im Falle euklidischer. Raumstruktur [S2?(y) = x?] — abgesehen
vom dritten Faktor — die quadratische Abnahme von # mit der Ent-
fernung folgt. Hitten wir statt (27b) die Koordinaten (27a) fiir die
raumliche Krimmung gewihlt, so hiitten wir erhalten S(y) =7; S (¥) =7,
also die quadratische Abnahme der scheinbaren Helligkeit mit der ,,Ent-
fernung‘‘ auch in den nichteuklidischen Fillen ¢ = 4-1. Die Koordi-
nate 7 steht [nach Multiplikation mit R(f,)] der HupBLEschen ,Ent-
fernung niher als die Koordinate y. Wir haben iibrigens in (63) wieder ¢
statt 7 geschrieben, da es sich nur um die Bezeichnung der Zeitpunkte
handelt, bei welchen die skalaren Funktionen #, H, R zu nehmen sind.
Die funktionelle Abhingigkeit ist fiir £ und 7 natiirlich verschieden.

Der letzte von den Emissionszeiten abhingige Faktor 1aBt sich durch
beobachtbare GroBen ausdriicken. Betrachten wir die von L aus-
gehenden Impulse, so gehorchen sie dem Gesetz dy/dt = 1/R. Der
zur Zeit ¢, der Emission von L bis zur Zeit {, des Empfangs bei B vom
Lichte zuriickgelegte Koordinatenbetrag jx ist

t
_ fu
XB - R
i

Fiir jeden anderen von L zu irgendeiner Zeit ausgehenden Lichtimpuls
hat das Integral denselben Wert y5. Insbesondere gilt also fiir einen
um das kleine Zeitintervall A¢, spiter abgehenden und um A%, spiter
ankommenden Impuls das gleiche in den Grenzen ¢, -+ A¢, bis ¢, 4 At,.
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Also folgt zunichst

htdt A
ai / dt
R ] R

& t

Sind 4¢, und 4t,so klein, daB die Verinderlichkeit von R wihrend dieser
Zeitspannen nicht ins Spiel kommt — d. h. solange man sich also der
Singularitit des Integrals bei R = 0 nicht zu sehr nihert ; dort wiirde (64)
zu modifizieren sein —, so folgt einfach

ﬁz_ R(ty) LeY

(64) At; - R(tls R

wo 7, die Frequenz des ausgesandten und v, die des empfangenen Lichtes
bedeutet. Die Frequenz v, zur Zeit {; des von L ausgehenden Lichtes
verhilt sich zur Frequenz ¥, bei Empfang wie v,:%, = R(t,): R(f,).
Also kommt

(65) — kR tl)

2
¥ k (21)

—

Die zur Herleitung von (65) benutzte Betrachtung ist véllig analog der
zur (I, 58) fithrenden. Doch ist eine strengere wellenoptische Begriindung
von (64) moglich?; ihre Wiedergabe erfordert aber ein Heranziehen der
elektromagnetischen Lichttheorie. Andererseits kann man (62) oder
{63) so begriinden, wie es bei (I, 60) geschah. Wir haben die verhiltnis-
maBig elementare Ableitung aus dem Strahlungstensor als die strengere
vorgezogen.

17. Vergleich von Theorie und Beobachtung?.
a) Einleitung.

Die vorgetragene Theorie, sowohl in ihrer klassischen wie in ihrer
relativistischen Gestalt, erlaubt uns folgende allgemeine Feststellungen:
Betrachtet man die Gesamtheit der den (endlichen oder unendlichen)
Raum erfiillenden Materie als ein abgeschlossenes mechanisches System,
so ist es nur unter erkiinstelten Annahmen méglich, die Materieverteilung
als statisch zu verstehen, wihrend Kontraktionen, Expansionen und
Stromungen von vornherein zu erwartende Phinomene sind. Nimmt
man das Homogenitdtspostulat an, so erhilt die Expansion den ent-
sprechend gleichformigen Charakter, und man wird zu Modellen gefiihrt
mit vollkommen {ibersehbaren Eigenschaften — wie wir gezeigt haben.

1 T.aue: Berliner Ber. 1931, 123.

2 Vgl. zu diesem Abschnitt auBBer dem S. 3, Anm. 2 zitierten Buche von HUBBLE
ganz besonders das neuere des gleichen Verfassers ,,The observational approach
to cosmology*, Oxford 1937, das eine Fortsetzung des vorigen bildet.
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Auf seiten der erfahrbaren Wirklichkeit dagegen ist die Homogenitit,
losgelost von aller Theorie, nur in beschrinktem Umfange direkt priifbar?,
so daB Unstimmigkeiten zwischen Theorie und Beobachtung teilweise
auf nicht direkt sichtbare Inhomogenititen zuriickfithrbar sind, auch
dann noch, wenn in den direkt iiberschaubaren Gebieten unserer Um-
gebung Homogenitit zu herrschen scheint. Solche Unstimmigkeiten be-
weisen dann nicht notwendig die Unhaltbarkeit der theoretischen Grund-
anschaungen, sondern vielleicht nur die zu spezielle Gestalt der homo-
genen Modelle. Zur Zeit bleibt auf jeden Fall die Frage zu beantworten,
ob die homogenen Modelle schon zur Darstellung der Beobachtungen
ausreichen, ob man also eventuelle Diskrepanzen noch in Fehlern der
Beobachtungen suchen darf. Oft wird der Standpunkt eingenommen, da8
es auf eine Priifung ankomme zwischen der Annahme einer realen Ex-
pansion und einer scheinbaren, durch eine unbekannte Ursache der Rot-
verschiebung vorgetduschten. Dann stellt man aber zwei Moglichkeiten
schroff gegeneinander, die reibungslos nebeneinander bestehen kénnen,
stellt also ein Scheinproblem.

Fiir den Vergleich von Theorie und Beobachtung hat man moglichst
ferne Nebel zu benutzen, Die in Betracht kommenden Daten sind

1. die scheinbaren Helligkeiten % oder die in der Astronomie ge-
brauchlichen scheinbaren GréBen m = —2,5logh (log = Logarithmus
zur Basis 10);

2. die Anzahlen N (m) pro Quadratgrad der Sphare aller jener Nebel,
die heller sind als die scheinbare Grofle m;

3. die Rotverschiebung z = dA/4 in den Nebelspektren. )

Die Beobachtungen haben die Funktionen N (m) (bis zur 21. GréBe)
und z(m) (bis zur 18. GroBe) kennen gelehrt. Also liegt es nahe, aus
der Theorie ebenfalls Relationen N (m) und z(m) herzuleiten und fest-
zustellen, ob diese sich zwanglos durch geeignete Wahl der freien Para-
meter in Ubereinstimmung mit den empirisch gefundenen Funktionen
bringen lassen. Vielleicht lassen sich kiinftig auch scheinbare Durch-
messer verwenden neben den scheinbaren Helligkeiten2. Doch sind sie
zur Zeit bei schwachen Nebeln noch nicht genau genug zu bestimmen.

In der Literatur ist mehrfach auch der EinfluB der Streuung der
absoluten Leuchtkrifte der Nebel beriicksichtigt?; wir wollen um des.
Grundsitzlichen willen auf ihn nicht eingehen, da er nicht sehr wichtig
ist und leicht in nachtriglichen Korrekturen beriicksichtigt werden kann..

1 Eine besondere Schwierigkeit ist die zweifelsfreie Trennung wahrer Inhomo-
genititen von scheinbaren, durch galaktische Absorption hervorgerufenen. Im

iibrigen vgl. MowBRrAY: Publ. Astron. Soc. Pacific 50, 275 (1938).

2 McCrea: Z. Astrophys. 9, 290 (1935).

3 HuBBLE u. ToLMAN: Astrophys. J. 82, 302 (1935). — EppINGTON: Monthly
Not. Roy. Astron. Soc. 97, 156 (1937). — HuBBLE: Monthly Not. Roy. Astron.
Soc. 97, 506 (1937). — SpiTzER: Observatory 61, 104 (1938).
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b) Die den Zusammenhang von Theorie und Erfahrung
herstellenden Formeln.

Wir beginnen damit, die spiter in verschiedenen Abwandlungen
benutzten Gleichungen zusammenzustellen, die den Vergleich von
Theorie und Beobachtung erméglichen.

Es ist zweckmiBig, die radiale Koordinate y in (52) mit der Lauf-
zeit T =1, — t; eines Lichtsignals zu verkniipfen, das im Augenblick ¢,
emittiert wird und nach Durchlaufung des ,,Bogens’ y im Augenblick ¢,
den Beobachter erreicht. Nach (53) ist

s
fdt
(66a) x(T) = RO
to— T
Die Funktion R () gehorcht dabei der Differentialgleichung
; I A
(33) RZ:HE+’3'R2—€-

Um in einem bestimmten Fall (66a) auszuwerten, ist es aber nicht immer
notwendig, (33) zu integrieren. Oft geniigt es, in (66a) R als unabhingige
Variable einzufiihren R,

adR
(66D) Z(Ry) = %8’

R,

wo R aus (33) einzusetzen ist und R, = R(f;) fiir den Augenblick der
Emission gilt, also von Nebel zu Nebel verinderlich ist, wihrend R,
= R(ty) fiir den Augenblick der Beobachtung gilt und festzuhalten ist.

Nach (27a) und (27b) besteht zwischen y und der , Entfernung* »
die Beziehung

Giny wenn &= —1,
(67) r=35() = r ., &= 0,
siny " £ = +1.
Die Rotverschiebung z steht nach (64) mit R in der Beziechung
_di_ R R
{68) = T Rl 1) 1—}?1 1.

Die Beziehung zwischen der der Energiedichte # proportionalen schein-
baren Helligkeit /, der radialen Koordinate und der Rotverschiebung
wird durch (61) und (64) hergestellt:

(69a) o H H

TR T RAR

Der physikalische Gehalt dieser Gleichung ist in den Abschn. 9 und 16
ausfiihrlich auseinandergesetzt worden. H ist die absolute Helligkeit
der Lichtquelle im Augenblick der Emission. Es werde angenommen,
daBl H fiir alle Nebel, die wir betrachten, den gleichen Wert habe, obwohl
wir entferntere Nebel in fritheren Stadien sehen. Diese Annahme ist
auferordentlich weittragend, weil die weitesten Nebel, auf welche wir
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die Theorie anwenden wollen, ,,Entfernungen von nahe 5108 Licht-
jahren haben (vgl. Tabelle 2 S. 67). Schon dann, wenn in Zeitriumen von
5-408 Jahren die Anderung in den absoluten Helligkeiten der Nebel
bei 20% liegt, ist der EinfluB auf die kosmologischen Folgerungen aus
den Beobachtungen nicht mehr zu vernachlissigen. (Vgl. S. 74f., wo
ein Skalenfehler der scheinbaren GroBen von diesem Betrag be-
handelt wird.)

Fiir kleine Entfernungen ist z klein. Dann ist S(x) R, mit der ge-
wohnlichen ,,photometrischen Entfernung* der Astronomie identisch.
Tatsichlich ist die durch
(69b) =1
definierte ,,photometrische Distanz’* D im weiteren wichtig, wenn sie
auch eine reine HilfsgréBe darstellt.

Da wir die auBergalaktischen Nebel als typische Vertreter des Welt-
substrats ansehen und die Streuung der absoluten GréBen vernach-
lissigen, so ist die Anzahl N(h) pro Quadratgrad.der Nebel bis zur
scheinbaren Helligkeit % proportional dem Volumen des riumlichen
Winkels von der Offnung 1 Quadratgrad und der Héhe %, die bis zu
jener Ferne reicht, in der ein Nebel gerade die Grenzhelligkeit % hat.

Ist » die Nebelzahl pro Volumeneinheit, Q = 41254 die Zahl der
Quadratgrade auf der Sphire, so ist

D= R,S(x)(1 +2)

X
N =2 R[S 00) s
0

(70) P 3 (éinx Cofy — %) wenn &= —1,
fSZ(x)dx= LE A no &= 0,
0 % (X - SinchSX) » &= +1

Mit den angegebenen Formeln ist man in den Stand gesetzt, bei ge-
gebenen Parametern M, 4, ¢ in (33) und gegebenem Zeitpunkt #, der
Beobachtung — wie er zu erhalten ist, werden wir weiter unten bald
sehen — z und N in Abhéngigkeit von % bzw. von m = —2,5logh zu
berechnen. Fiir eine Reihe von vorgegebenen Werten T berechnet
man aus (66a) y und aus (68) z und setzt in (69a) und (70) ein. N ist
dann bis auf den Proportionalititsfaktor » festgelegt.

¢) Reihenentwicklungen.

Aus den Formeln (66) bis (70) lassen sich. die Funktionen z(m)
und N (m) nicht explizite, sondern in Form von Reihenentwicklungen
gewinnen. Wenn es auch moglich wire, ganz allgemein die Konvergenz
dieser Reihen nachzuweisen, so ist doch leider das Gesetz der Reihen-
koeffizienten so undurchsichtig, daB die Hoffnung, man kénne mit
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wenigen Gliedern bei den Entwicklungen auskommen, bisher nicht be-
griindet ist. Vergleicht man die durch Abbruch der Reihen gewonnenen
Naherungsformeln mit der Erfahrung, so besteht ndmlich ein wichtiges
Bedenken: Durch eine Ausgleichung nach der Methode der kleinsten
Quadrate werden die ersten Glieder einfach zur interpolatorischen Dar-
stellung der mit zufilligen Fehlern behafteten Beobachtungen benutzt.
Dann ist es aber kaum mdglich, zwei Terme verschiedener Ordnung
der Entwicklungen in ihren wahren Werten durch Ausgleichung zu
erhalten, wenn etwa beide Terme von vornherein gleich gut die Inter-
polation leisten ; denn dann werden die beiden Terme durch die Beob-
achtungsfehler statistisch gekoppelt. Wenn also auch die ersten Glieder
einer Entwicklung mit hohem Gewicht und kleinen mittleren Fehlern
herauskommen, so sind ihre wahre<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>