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Vorwort.

Die Schiittelschwingungen elektrischer Lokomotiven sind Gegen-
stand mehrerer in der Fachliteratur verstreuter Abhandlungen.
Die vorliegende kleine Schrift will sie in groflen Ziigen zu einer
Einheit zusammenfassen.

Was Kummer, Meissner, Miiller, Buchli, Couwen-
hoven u. a. geleistet haben, sollen aber nur Stationen eines
Gedankenweges sein, der ohne eine Unterbrechung seiner Kon-
tinuitiit von ihnen zu erleiden und ohne iiber ihre Losungen
hinauszufiihren, sich das Problem so stellt, als ob er eine eigene
Losung suchte. Uber diese Fiktion hinaus biete ich keine neue
Lésung an.

Vollstiindigkeit der Darstellung ist nicht beabsichtigt gewesen.

Herrn Professor Dr.-Ing. h.c. Fritz Emde bin ich fiir wesent-
liche Verbesserungen, Frgénzungen und sachliche Richtigstellungen
zu groffem Dank verpflichtet. Herrn Professor Ing. Dr. W. Kummer

danke ich herzlichst fiir viele wertvolle Auregungen.
Chemnitz, im September 1923.

Iwan Doéry.
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I. Einleitung.

Die Erfahrung zeigt, dal der Anker und das Triebwerk
elektrischer Lokomotiven mit Kurbelantrieb bei ,kritischen Ge-
schwindigkeiten“ in Schwingungen geraten konnen. Die Erschei-
nung hat ausgesprochene Resonanzmerkmale. Die Erschitterung
wiachst mit zunehmender Geschwindigkeit und verschwindet oft
ganz unvermittelt. Sie tritt bei Belastung und im Leerlauf auf.
Die Ursache kann deshalb nicht elektrischer Natur sein.

Die neuartige, oft Schiittelschwingung genannte Schwingungs-
bewegung ist an elektrischen Lokomotiven erst bemerkt worden,
als man die Motoren wegen ihrer grofien Leistung im Rahmen
hochlegte und ihr Drehmoment mittels Kurbeln und Stangen auf
die Triebrider iibertrug (Abb.1 bis 3). Es war auffallend, dal
die Schiittelschwingung zwar an den Kurbelantrieb gebunden war,
daB sie aber nur an elektrischen Lokomotiven auftrat und daf}
eine dhnliche Erscheinung am Antrieb der Dampflokomotive, von
der man ihn iibernommen hatte, trotz der Jahrzehnte zuriick-
reichenden Erfahrung noch nicht beobachtet worden war.

Das ungleiche Verhalten des Kurbelantriebs im Dampf- und
im elektrischen Betrieb blieb lingere Zeit ungeklart. Zur Auf-
deckung der Ursache hat besonders der von W. Kummer erkannte
Einflufl der Motormasse auf die Triebwerksbeanspruchung gefiihrt.
Die Erkenntnis, dall die Elastizitit des Antriebs zusammen mit
der Ankermasse elektrischer Lokomotiven ein schwingungsfihiges
System bildet, das der Dampflokomotive ihres fast masselosen
Antriebs wegen abgeht, gestattete durch Bestimmung der schwin-
genden Masse und der Elastizitit die Eigenschwingungsdauer des
Systems und die Frequenzen zu ermitteln, bei denen es in Re-
sonanz gerdt. Diese dem DProblem durch Kummer gegebene
Formulierung ist in ihrer vollen Bedeutung erst gewiirdigt worden,
nachdem sie nach Aufzeigung der vom Lagerspiel und von der

Dory, Schiittelerscheinungen elektr. lokomotiven. 1



2 Einleitung.

Abb. 1. Schlesische 1-C-1-Personenzugslokomotive der Maffei-Schwartzkopft-Werke
mit direktem Parallelkurbelantrieb (ohne Zahnradvorgelege).

Va

Abb. 2. Lotschberg-1-E-1-Lokomotive der Maschinenfabrik Oerlikon mit einseitigem
Zahnradvorgelege und Dreieckstangenantrieb.
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Abb. 3. Bayrische 1-D-1-Lokomotive der Pége-Elektrizitits- A.-G. Chemnitz und
Lokomotivfabrik J. A. Maffei-DMinchen mit Lotterantrieb. (Beiderscitiges
Zahnradvorgelege und Doppelparallelkurbelantrieb. Vgl. S, 36.)

M= Motor, T =Transformator. R = Geschwindigkeitsregler, S = Stromabnehmer.
7 == Zahnradvorgelege, G — Kithlgeblise, K = Kompressor fiir Bremsluft, F = Fahrdraht.



Einleitung. 3

Verianderlichkeit der Elastizitdt herrithrenden Schwingungserreger
zur Vorausberechnung der kritischen Geschwindigkeiten und auch
dariiber noch hinaus zur praktischen Beseitigung der Schiittel-
schwingung durch Buchli gefiihrt hatte.

Aber solang der Einflul des Lagerspiels und der veréinder-
lichen Elastizitit auf die Arbeitsweise des Kurbelantriebs noch
nicht klar erkannt war, war es naheliegend, den Schwingungs-
erreger im Antrieb selbst zu suchen.

Kleinow untersuchte den Kurbelantrieb unter der Voraus-
setzung konstanter KElastizitit und unter Vernachldssigung des
Lagerspiels und fand, dafl das Drehmoment in allen Kurbel-
stellungen konstant bleibt. Der spielfreie Kurbelantrieb kon-
stanter Elastizitdt, der sogenannte ideale Kurbelantrieb selbst,
konnte also kein Schwingungserreger sein. Das stand scheinbar
im Widerspruch mit der Erfahrung, dafl die Schiittelschwingung
gerade vom Kurbelantrieb herriihrt.

J. Buchli bemerkte indes, dafl die Schiittelerscheinung vom
Lagerspiel herriihrt, das bei ungenau eingestellten oder abgenutzten
Lagerschalen auftritt.

Also nicht der Kurbelantrieb, aber die vom Spiel herriihrende
Abweichung von seiner idealen Ausfithrung kann zur Schiittel-
schwingung fiihren.

So ward der Widerspruch mit der klassischen Untersuchung
Kleinows, die keinen vom idealen Kurbelantrieb herrithrenden
Schwingungserreger zulidlit, aufgeklirt. Die Praxis, die keinen
spielfreien Autrieb kennt, hat ebenso zu dieser Erkenntnis bei-
getragen wie die Untersuchungen Buchlis und Couwenhovens,
die gerade in dem vom Spiel herrithrenden Winkelsprung der
Ankermasse den Schwingungserreger erkannten.

Vom idealen Kurbelantrieb Kleinows, der spielfrei und
von konstanter Elastizitit gedacht war, war die erste Voraus-
setzung gefallen. E. Meissner liel auch noch die zweite fallen.
Er beriicksichtigte die Verdnderlichkeit der Elastizitit, die von
der Kurbelstellung abhéngt und auch ohne dufleren Erreger zu
einem unendlich grofien Ausschlag der Eigenschwingung fiihren
kann. Auf die Schiittelerscheinung des Kurbelantriebs fiel damit
ein neues Licht.

Kummer hatte die Schwingungsfihigkeit des aus der Trieb-
werkselastizitit und aus der Ankermasse bestehenden Systems

l*



4 Lagerspiel.

gezeigt. So entstand die Frage nach dem Schwingungserreger.
Meissner hat auch noch die Fihigkeit des Systems zur Selbst-
erregung nachgewiesen. Die Frage nach dem Erreger hatte damit
ihre Berechtigung scheinbar wieder verloren.

Aber K. E. Miiller, der Schiiler Meissners und Kummers,
hat die gemeinsame Idee gezeigt, die den Auffassungen beider
Ziiricher Meister zugrunde liegt und eine einheitliche Betrachtung
der Schiittelerscheinung zuliaft.

2. Die erste Abweichung vom idealen Kurbelantrieb.
(Lagerspiel.)

Die gleichférmige Ankerdrehung geht unter dem Einflufl der
Schiittelschwingung in eine ungleichformige Bewegung iiber. Man
kann sie von zweil verschiedenen Ausgangspunkten aus beschreiben

und entweder von der
_ N absoluten (resultieren-
ZE 4 den) Ankerbewegung
i d i oder von der relativen
e S | has oy \ Bewegung des Ankers
' . Vatel | | gegeniiber den Trieb-
% W ! riidern ausgehen.
N\ A / Couwenhoven ist
\ \“‘--fj | / / von der absoluten
G o P Ankerbewegung aus-
/o W || gegangen. Dieser Weg

o/ hat den Vorzug, daf
o er die Bewegung so
wie sie wirklich auf-
Vany / 5 tritt, unmittelbar be-
i \ / schreibt.

I/ Von der ungleich-
formigen = Bewegung

AbD 4. des Ankers und der

Lokomotive ist so viel sicher, daf} sie wegen der grollen konstanten
Grundgeschwindigkeit absolut nur in einem Sinn stattfinden kann.
Die Schwingung &ndert also nur die Grofle, aber nicht die Rich-



Lagerspicl. 5

tung der Ankergeschwindigkeit. Die beschleunigte Riickwiirts-
schwingung wird zur verzigerten Vorwirtshewegung, die verzogerte
Riickwirtsbewegung zur beschleunigten Vorwartsbewegung. Trotz-
dem konnte sich der Kurbelzapfen von der Lagerschale abheben.
Aber wegen des Kraftschlusses schwingt der Anker trotz des
Spiels tatsichlich spielfrei. Das Spiel beeinflufit also nicht die
Eigenschwingung. Iis kann aber als Schwingungserreger wirken.
Das Spiel, das im Ruhezustand allseitig (s) ist, vergroBert
namlich die Voreilung der treibenden Welle um den Betrag

A‘p_dq)ii‘ssmq)’ (1)

(r = Kurbelarm, ¢ = Kurbelwinkel; Abb. 4),

wenn die eine Stange tridgt, und um den DBetrag

, (1a)

wenn die andere, um 900 versetzte Stange tragt.

Beide Stangen konnen nur in den Kurbelstellungen gleich-
zeitig tragen, in denen die vom Spiel beider Stangen herriihrenden
Voreilwinkel gleich sind:

S CoS @

AQ(}):AUJ: "

Ap — .scosqp

ssinq)‘_
. =

]—‘Al,b, (1b)

also nur in den Winkelhalbierenden der Quadranten
@ — 450, 1350, 2250 ynd 3159,

in denen motwendig ein Stangenwechsel eintritt.
In allen andern Kurbelstellungen kann nur eine Stange
tragen.
Im Augenblick des Stangenwechsels springt der Abstand der
Kurbelzapfen der belasteten Stange (Abb. 5)
L4 s+ ¢ ®)

(&, = absolute elastische Langenéinderung, I. — Abstand zwischen
treibender und getriebener Welle)

auf den Abstand der Kurbelzapfen der unbelasteten Stange
L—s, (2a)
was zu einem Winkelsprung der Ankermasse fithrt. Sie erleidet

ihn in jedem Quadranten, also mit der vierfachen Antriebs-
frequenz (4y).



6 Lagerspiel.

Der vom Spiel erregte periodisch wiederkehrende Winkel-
sprung versetzt den Anker und das Triebwerk in eine erzwungene
Schwingung von der gleichen Frequenz (4p). Ihr Ausschlag
wichst ins Unendliche, wenn im Resonanzfall die Frequenz der
erzwungenen Schwingung (4 ) gleich wird der Eigenfrequenz (1)
des Systems: 4y = n.

treibende |Motor) Welle ™ treibende (Motor) Wells

N h)
. p

gotriebene Blind- getrichene Blind- gl
oder Vorgelegewelle oder Vorgelegewelle Nl i
i / \ -2

Xy b Ny gl

oY Y

Beginn des Stangenwechscls AbD. 5. Evde des Stangenwechsels

Die kritische Geschwindigkeit (p*), bei der die Resonanz

eintritt, ist also
= nm_ bt 1 1 Per/sec (3)
4 4 9x B¢ ’

weil die Eigenfrequenz des Systems

1 1
=57 ‘/; Per/sec?) 4)

ist, wenn (@) das Trigheitsmoment des Ankers und (e) den
elastischen Nachgiebigkeitsgrad des Triebwerks bedeutet.

1) Man iberzeugt sich davon leicht, wenn man in die Gleichung der
harmonischen Schwingung eines Pendels

. X
@5:—}-? =0 (6)
mit der Tragheitskraft @i und der elastischen Richtkraft f die Losung

x = Acos(wt—y) einfithrt, wo () die Winkelgeschwindigkeit oder Kreis-
frequenz = 2y hedeutet.
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Die erzwungene Schwingung, die harmonisch ist, weil der
Anker spielfrei schwingt und eine harmonische Eigenschwingung
hat, lagert sich tiber die fortschreitende Ankerbewegung. Der
Anker schwingt spielfrei wegen seiner kraftschliissigen Verbindung
mit dem Triebwerk und deshalb harmonisch.

Wenn aber Resonanz nicht mit der Grundfrequenz der er-
zwungenen Schwingung eintritt, sondern mit ihrer Lten Oberwelle
und wenn auf eine Umdrehung nicht 4, sondern allgemein
(#) erzwungene Schwingungen kommen (vgl. S. 34), dann wird die
kritische Drehzahl allgemein

L 1L 11 ¢/1
Y —H'n e ml/®c Ier/SGC. (-)3:)

Beispiel 1. Die Eigenfrequenz der schlesischen
1-C-1-Personenzuglokomotive (Abb. 1).

Der elastische Nachgiebigkeitsgrad (¢) des 'Triebwerks, das ist der
Winkel, um den sich die Ankermasse gegeniiber den Triebridern unter der
Wirkung eines Drehmoments von 1mt verdreht, rihrt her von der Nach-
giebigkeit der Motorwelle (e,,), der Blindwelle (¢;), der Triebstangen (¢,) und
' »)1Y.

Kuppelstangen (¢;)?): e = e+ eyt ot
wenn man die Nachgiebigkeit der Kurbeln und Kurbelzapfen vernachlassigt.
Es ist (vgl. Abb. 6):
. — L, 0,423
m =) G T 0,84.10—3.0,83.107

L, = Liange des auf Verdrehung beanspruchten Motorwellenstiickes = 0,423 m,

= rd0,6.10—+m—1t—1,

T
J,, = polares Triagheitsmoment der Motorwelle — 39 (0,31 — 0,16%)
Y =1d084.10-3m*
(i = Schubmodul = 0,83.107 m—2t. Y s
L ;
0 = 0 = 1,65 = rd 3,8.10—4 m—1t—1,

v T J,G T 0,52.10—3.0,83.107
L, = Lange der Blindwelle zwischen den Kurbelsitzen = 1,65 m,

14
dJ,, = Polares Tragheitsmoment der Blindwelle == 39 (0,275¢ — 0,14%)

— —3 mt
Durchmesser der Blindwelle = 0,275 m, = 0,52.10—3 m*,

Bohrung der Blindwelle = 0,14 m.

A L, . 2,484

T Mrsing ~ I 1,rsing . 2,089.107.0,558.10—2.0,09 . 0,5
= 4,5.10—¢tm—1t—1,

1) Den nachstehend eingeschlagenen Weg zur Ermittlung der Trieb-
werkselastizitat hat Couwenhoven (Forschungsarbeiten d. Ver. Deutsch. Ing.,
Heft 218, S.51) angegeben.



8 Lagerspiel,

& = absolute elastische Langenianderung der Triehstange beim Drehmoment
M = Prsin g,
L,.P

== 111_17; )

L, = Liange der Triebstange — 2,484 m,

I’ = Triebstangenkraft,

r = Kurbelradius = 0,3 m,
F, = Querschnitt der Triebstange = 0,685.10-2m?,
I = Elastizititsmodul — 2,089 .107 m—2 t,

sin? @ = 0,5, wenn die Kurbelstellung (¢ = 459 gewihlt wird, die die groBte
Dehnung gibt.

&

=

A\
—
|
: L]
A

Abb. 6.

Fir die Kuppelstauge zwischen Blindwelle und mittlerem Triebrad kann
angenommen werden, daf sie 2/, des Motordrehmoments iibertragt:
L, 2/, . 0,115
T EFp?sin?e — 2,089.107.0,23.10—2.0,09.0,5
L, = Linge der Kuppelstange — rd 0,115 m,
I, = Querschnitt der Kuppelstange == 0,23.10—2m? (angenomimen),
e=vc,+e¢, +e +e = (06+ 38+ 4,5+ 8,55). 10—+

= 1245.10—+m—1t-1,
Triagheitsmoment des Ankers: ® — rd 0,9 mtsec?.

(2

= 3,55.10—4m—1¢—1,

Die Eigenfrequenz des Systems ist also

1 ¢/1 1 10* .
"=5-Vae =35 Vm = rd 4,8 Per/sec, 4)
und die kritische Geschwindigkeit
p* = % = 1,2 Per/sec, 3)

was
60 x 1,2 = 72 U/min
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der 'I'riebrider, oder bei 1200 mm Triebraddurchmesser einer kritischen
Lokomotivgeschwindigkeit von 163 km/h entspricht.
Die Beobachtung auf der fahrenden Lokomotive hat ein Schiittelbereich

‘sch
zwischen 16 und 22 km/h

festgestellt. Kin schwiicheres Schittelbereich zwischen
34 und 43 km/h

rithrt wahrscheinlich von einem Stichmafifehler (vgl. S.34) her.

Beispiel 2. Die kritische Geschwindigkeit der Varesina-
Lokomotive.

Couwenhoven hat den mittleren Nachgiebigkeitsgrad des Trieb-

werks zu
e = 1273.10—3m—1¢t—1

und das Trigheitsmoment des Ankers zu
6 = 0,0663 mtsec?
bestimmt.
Die Ligenfrequenz des Systems ist also
y = ﬁ VWOSL‘!B = 17,3 Per/sec, 4)
und die kritische Geschwindigkeit

p* = jT) = 4,33 Per/sec, 3)

was 4,33 >} 60 = 260 U/min der Triebriider oder bei 1500 mm ‘I'riebrad-
durchmesser einer Lokomotivgeschwindigkeit von 73,5 km/h entspricht. Die
Messung im Betriebe hat 78 bis 80 km/h ergeben.

Wenn auch die Schwingung sonst spielfrei ist, kann doch
im Resonanzfall, wenn das iibergelagerte Drehmoment der er-
zwungenen Schwingung die Grofe des Motordrehmoments iiber-
steigt, der Kraftschluf und daher die Beriihrung zwischen dem
arbeitenden Kurbelzapfen und seiner Lagerschale bei der Riickwirts-
schwingung des Ankers aufhéren, so dal beide Kurbelzapfen im
Lagerspiel schweben.

Dieser Schwingungszustand, bei dem die Arbeitsiibertragung
zeitweise ganz aussetzt, was sich wegen des Losewerdens der
arbeitenden Triebstange durch Stangengerassel oder triebwerk-
zerstorendes Poltern duliern kann, erklirt die auf der Loko-
motive empfundene Schiittelerscheinung. Sie verschwindet und
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geht wieder in die spielfreie erzwungene Schwingung iiber, sobald
sich der Schwingungsausschlag nach Uberschreiten der Resonanz
vermindert hat.

So fithrt gerade die Betrachtungsweise Couwenhovens,
trotzdem sie von der absoluten, kraftschliissigen und deshalb
spielfreien Ankerbewegung ausgeht, im Resonanzfall zur Relativ-
bewegung, die den Anker riickwirts in sein Spiel treibt und sich
wesentlich von der spielfreien ' Ankerschwingung unterscheidet.
Wihrend diese eine erzwungene harmonische Schwingung ist, kann
die ins Spiel einschwingende Bewegung es nicht mehr sein, weil
sich beim Durchgang durch das Spiel die elastische Richtkraft
sprunghaft dndert.

Ihre Schwingungsdauer
1

= 7 ] T—|— T
hat zuerst K. E. Miiller auf anschauliche Weise als Summe der
natiirlichen Schwingungsdauer (7' = 1/5) und der zum Durch-
fliegen des Spiels (s) benstigten Zeit

__4s _ 2s

TV T eng
berechnet, weil das Spiel bei jeder vollen Schwingung (von der
Amplitude @) viermal mit einer bei Null beginnenden verinder-
lichen Geschwindigkeit, deren Mittelwert

V:y% (0=u=1)

sei, durchschritten wird.

Deshalb ist

1 , 25\ 1 25
v=g=1(14 )=, (1+ 20)

und die Frequenz

p— N (5)
ST
wrQ
Unter dem Einflul des Lagerspiels vermindert sich also
die Eigenfrequenz des Systems und geht von der natiirlichen
Frequenz (1) der harmonischen Schwingung in die Frequenz (v)
der quasiharmonischen1) Schwingung iiber.

1) Die Bezeichnung rihrt von Kummer her.
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Die Frequenz der quasiharmonischen Schwingung ist nicht
konstant. Sie wichst mit der Grofie des Ausschlags (¢). Aber
nicht seine absolute Grofe, nur sein Verhiltnis (s/¢) zum Spiel
bestimmt die Eigenschwingungsdauer.

Die vom Spiel herrithrende (dynamische) Stérung des Systems
tritt also, wenn die Schwingung wegen des Kraftschlusses (kine-
matisch) spielfrei ist, als Aullere Storung auf, die zum Winkel-
sprung der Ankermasse fiithrt und eine der fortschreitenden Anker-
bewegung iibergelagerte erzwungene harmonische Schwingung
erregt.

Die vom Spiel herrithrende Storung des Systems tritt dagegen,
wenn der Anker sein Spiel durchschreitet, als innere Storung
auf, die zum Elastizititssprung des Triebwerks und zur freien
quasiharmonischen Schwingung fiihrt.

Beide sind nur verschiedene Wirkungen der einen vom Spiel
herrithrenden Storung des Systems, die sich als Elastizitdtssprung
dullert, wenn der Kraftschlufl verschwindet, und als Winkelsprung
auftritt, wenn der Kraftschlull wiederkehrt.

3. Die zweite Abweichung vom idealen Kurbelantrieb.

(Veriinderliche Elastizitiit.)

Von der Elastizitit des Triebwerks ist bisher angenommen
worden, dall sie wihrend einer Umdrehung konstant bleibt. In
der Regel dndert sie sich aber mit der Kurbelstellung.

Das kommt daher, daf die Stangenkraft (P) auch bei un-
veriinderlichem Motordrehmoment (M) wegen des verdnderlichen
Hebelarmes (rsin ¢)

M = Prsing

vom Kurbelwinkel (¢) abhingt und dal sich die Verteilung des
Motordrehmoments auf beide Triebwerksseiten wegen der Phasen-
verschiebung ihrer Stangen mit der Kurbelstellung #ndert, so daB
die Beanspruchung und Nachgiebigkeit der Triebwerksteile (Wellen,
Stangen, Kurbeln) mit dem Energieflul durch sie wechselt.
Denkt man sich das Triebwerk etwa festgestellt und die
Ankermasse elastische Schwingungen um die Motorwelle aus-
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fiihrend, so wird also die Schwingungszahl je nach der Kurbel-
stellung eine andere sein, weil die Nachgiebigkeit des Getriebes
von jener Stellung abhingt. Was geschieht aber, wenn das
Getriebe nicht mehr feststeht, sondern etwa gleichformig umlauft®
fragt Meissner. Von einer eigentlichen Schwingungszahl im
iblichen Sinn kann offenbar nicht mehr gesprochen werden; ja
der Schwingungsvorgang wird vielleicht gar nicht mehr streng
periodisch sein. Bleibt iiberhaupt die Schwingung in endlichen
Grenzen, oder kann sie, obwohl die Aullere Erregung fehlt,
trotzdem zu unendlich groflen Ausschligen fiithren?

Uber den Schwingungsvorgang bei veriinderlicher Elastizitit
kann man sich wie folgt einen Uberblick verschaffen:

Wenn der Elastizitdtsfaktor (1/¢) nicht mehr konstant ist,
wie bei der harmonischen Schwingung, sondern wenn er eine
periodische Funktion

U+ T) = [
der Zeit ¢ mit der Umlaufszeit (1) des Antriebs als Periode ist,
so geht die Bewegungsgleichung der harmonischen Schwingung

Oi+ ;—x = 0 (e == const) (6)

in die Gleichung der nunmehr nichtharmonischen Schwingung
Or+f{t)r =20 (6a)

iiber. Sie hat wie jede lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
zwel linear voneinander unabhingige Losungen,

D (t) und D, ().

Setzt man in der Gleichung (6a) statt (f) durchweg (¢t + 1'), so
dndert sie sich wegen

FE+71)=171@®)
nicht. Daher sind auch
O, (t+T) wd D+ T)

Losungen der Gleichungen (6a), d. h. die Funktionen (®,) und
(@,) sind periodisch. Sie sind aber nicht rein periodische Funk-
tionen wie bei konstanter Elastizitit. Sie reproduzieren sich
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vielmehr mit einem Multiplikator (#), wenn die Umlaufszeit (T')

abgelaufen ist:
D, (t+ T) = my D, (1),
D, (t+ T) = my Dy (t),

My .My = 1.

(M

Das kommt daher, dall die Schwingung in einem zeitlich
veridnderlichen elastischen Keld erfolgt und deshalb, wenn
die Vergroferung der elastischen Kraft gerade im Moment des
grofiten Ausschlags eintritt, mit wachsender Zeit ins Unendliche
zunehmen kann, so wie es die erzwungene Schwingung im Resonanz-
fall tut. Aus der »mal wiederholten Anwendung der Periodizitits-
eigenschaft (7) folgt nadmlich

DP(E+nT) = m" D), (7a)

was bei reellen Multiplikatoren zum unbegrenzten Wachstum
der einen lFunktion, deren Multiplikator

ny, > 1

und zum Verschwinden der andern Funktion fiihrt, deren Multi-

plikator !

My — <1
m

. 1
1st.

Zu den Lésungen (7) der Differentialgleichung (6a) kann man wie
folgt gelangen (vgl. etwa J. Horn, Gewdhnliche Differentialgleichungen
[Sammlung Sehubert, Bd. 50], S. 232, Leipzig 1905 bei Géschen):

Sind x; (t) und x, (t) dic beiden noch unbekannten Lisungen, dann
lautet das allgemeine Integral

X(t) = Pay(t) + Qua(t) @)
mit den willkiirlichen Integrationskonstanten (P) und (Q).
Weil die Elastizitat f(/) die Periode 7' hat:
e+ 1) = @),
so dndert sich die Gleichung (6a) nicht, wenn man statt (t) durchweg (¢ + 1)
setzt. Deshalb sind auch «; (¢ 1') und @ (¢ 1') Lsungen der Gleichung (6a),
sind also von der Form (a):
2y (t+T) = Az (t)+ By (t), ] (b)
2o (t+ 1) = Cuay(t)+ Day(t), f
mit den durch x,, x; bestimmten Integrationskonstanten A, B, C, . Nach
(a) und (b) ist
X+ 1) = Pay(t+ 1)+ Qug(t +T) (©
= PA+ QOB O)+HPB+ QD) () (d)
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Sucht man /’/Q) so zu bestimmen, daf mit konstantem m
X({t+T)=mX({) )
wird (was im allgemeinen nicht schon von x; und x, gelten wird), so folgt
aus Gleichung (d) und (7):
(P(A—m)+ @ Clay () + [PB+ QD —m)] my(t) = 0,
oder weil die Koeffizienten beider Glieder gleichzeitig verschwinden miissen:

P(A—m)4+ QC =0,
PB+ Q@D —m) =0,

1
o @ _A—m B
P C — D—m )
Daher hat man fir m die Bestimmungsgleichung
m2—m(A+ D)4+ (AD— BC) = 0, f)
di
16 wegen AD—BC =1 (@)
ib ht 1
ubergeht m me—m(4d+D)+1 =0, (h)
so dafl das Produkt ihrer Wurzeln der Bedingung geniigt:
my.mg = 1.

Hier ist A4+ D reell. Far A+ D = 2 ist auch m reell. Fir
|A+D| < 2 ist m dagegen eine komplexe Einheit, und e, my sind zu-
einander konjugiert. Die zu m, gehorige Eigenschwingung X (/) mit der
Eigenschaft (7) ist durch das mit m = m, aus (e) folgende Verhiltnis P/()
charakterisiert (ebenso bei mygy). Aus der Gleichung (h) folgt fir die
Stabilitatsbedingung {Gleichung (8), S.16]:

A0 (i)

Der Satz (g), daB die Determinante («) der Konstanten (4, £, C, D) in
den Gleichungen (b) gleich Eins sein muf:
A .

A = C])!:AID-—J)C:L (g)
1aBt sich in jedem Sonderfall fir die gewéhlten Anfangsbedingungen der
Differentialgleichung (6a) nachweisen. Er ist an die Bedingung gekniipft,
daB der Koeffizient [¢; der ersten Ableitung in der Differentialgleichung

m —

%4+ Ryd 4 Roa = 0 (k)
verschwindet und kann fiir diesen Fall
Ry =0, )

also fiir die Gleichung
b4 Ryx = 0
wie folgt allgemein bewiesen werden:
Sind «, und xy Losungen der Gleichungen (k), ist also
&+ By + Ryxy = 0, | (m)
o+ Rydiy + Romy =0, f
dann folgt aus beiden Gleichungen (m):
, _ Eme— v

Ry = = (m)
2y dy — @) Ty "



Veranderliche Elastizitat. 15

Aus den Gleichungen (b): )
gy = Auwy+ By,

Yo = Ciay 4+ D, | (b)
ergibt sich aber
r= Yl — HaYe = @iy — apay) (AD —1C)
oder nach Gleichung (g) und (n)
r = w4, (0)
wihrend aus (n) folgt:
da Ay @y —aywy) Vg e gy — \
e T dr T My —any = —v = —wlty
d
und wegen Rl — 0 (l)
w o= @ &y — 4 xy = K == konstant. (p)

Da die Konstante ihren Wert behélt, wenn die Losungen x; (f) und x, (t)
in y; () = &, (t + T') und y, (t) = a4 (¢ + T') ibergehen [vgl. Gleichungen (b)],
so mull auch

T =de— iy = K =w (a)
sein, was in Verhindung mit (leichung (o) zum oben behaupteten Satz (g)
fihrt: A= AD—BC = 1. (@)

E. Meissner nennt Schwingungen mit [m| 3= 1 instabil.

Der reelle Multiplikator beeinflult also den Ausschlag der
Schwingung. Von einem imaginiren Multiplikator mit dem Betrag 1
dagegen hingt nur die Phase der Schwingung ab.

Das kann z. B. aus der Darstellung der Schwingung als um-
laufender Vektor unmittelbar abgelesen werden. Ein imaginirer
Multiplikator kommt dort einer Drehung des Vektors, ein reeller
Multiplikator einer Anderung seines Betrages gleich.

Fiir einen imagindren Multiplikator bleibt also die Schwingungin
endlichen Grenzen (stabil). Sie éindert aber ihre Phase und hat —
sofern sie iiberhaupt periodisch bleibt — auch eine andre Frequenz.

Betriigt nimlich nach Ablauf der ersten Periode von 7'Sekunden
die Phasenverschiebung (y), so ist sie nach 2 7'Sekunden (2 y) usw.
Wenn die Schwingung nach (p) vollen Umldufen, also nach pT
Sekunden wieder zu einem Punkt gleicher ’hase zuriickkehrt, das
ist wenn die Phasenverschiebung (p x) ein Vielfaches () eines vollen

Umlaufs (2 x) ist, py — 2wy,

beginnt das Spiel periodisch von neuem, also offenbar mit der
Frequenz (1/p T'). Die Schwingung bleibt also nur dann periodisch,
wenn sich (y) und (27) so wie zwei ganze Zahlen (p,q) verhalten,
die wir gleich als teilerfremd angenommen haben:
2mp
==
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Zwischen stabilem und instabilem Gebiet besteht der Grenzfall

m=+1, (8)
fiir den die Funktion (7) der Bedingung gehorcht:
O+ T) =+ D(1). (9)

Um die Instabilitiitsgebiete zu berechnen, geniigt es daher, Losungen
der Gleichung (6:) zu suchen, die der Bedingung (9) geniigen.

Beispiel 3. Berechnung der Instabilitatsgebiete fur stickweise
konstante Klastizitat.
(E. Meissner, Schweiz. Bauzeitg. Bd. 72, S.95, 1918).

Die Elastizitat des Triebwerks sei innerhalb zweier periodisch wieder-
kehrender Teilintervalle von der Dauer (17/2) stiickweise konstant und habe
die Werte (¢;) und (e,). Die Dauer einer vollen Periode der Elastizitat oder
ihre Umlaufszeit sei (7).

Dann ist die Eigenschwingung eine periodische Funktion, die sich nach
Ablauf der Umlaufszeit (1') bis auf einen Multiplikator (in) reproduziert:

D+ T) = md(). (7)

Wir suchen den Grenzfall

jm| =1, ®
der die stabile Schwingung von der instabilen scheidet, d. h. wir suchen die
an den Grenzen der Instabilititsgebiete liegenden Kigenfrequenzen, die als
die Randwerte der instabilen Schwingungen die kritischen Geschwindigkeiten
angeben, mit denen Schiittelerscheinungen beginnen und endigen kénunen.

Fiir die stiickweise konstanten Elastizititen lauten die Bewegungs-
gleichungen :

im Teilstiick (1) mit dem Nachgiebigkeitsgrad (e;): () Iﬂ + — =0, |
(6)
» » @ » ) (es [, B
oder )
A2 x .
de? +dr =0, l
61
By ©b)
i TRy =0,
wenn o
1 1
« = ]/ Oe, und = Voo
die Kreisfrequenzen und L
' « 1 V 1 l
N —= —— =
27
O (48)
e b=
ST 2x 7 2; | O

die natiirlichen oder Eigenfrequenzen in beiden Intervallen bedeuten.
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Krsetzt man in den Gleichungen (6b) die Zeit (¢) durch den Kurbelwinkel

2n
v=7h
8o gehen sie wegen
de _dz do 2% dx

dt —de dt — T d¢

iber in
x|
dW+UWm=ml
&y (6¢)
‘3(};§+(T§)2y =0. l

Ihre Integrale sind von der Form
x = AcosAp-+ Bsin Ap im Teilstick 1, |

y = Ccosuqp-+ Dsinup » 2, f 6d)
A= Tn,\

10

u="7Tg5 f (10)

Die Integrationskonstanten (A, I3, C, D) folgen aus der Bedingung, dall
an der Grenze zweier Teilsticke die Ordinaten und die Tangenten der dort
zusammenstoBenden Teilkurven ibereinstimmen miissen. Demmnach folgt fir
(p = 0):

Lop=—0 =— Yp-—=0>

dplop=—0 \d@/p=—0¢’

aus den Gleichungen (6d):

A= 0,
AB = uD, | an
und far (p = x):
xq}:n:y(p:n:/m’y(pi—n’ (1)
dx _qdy o ay 2
((l(]))zp:n_ (d(p Q= o 3@%:_"’

weil wegen der Periodizititshedingung (7):
D(p+2m) = mP(p)
D (1) = m P (—m)
ist, aus den Gleichungen (12) mit Hilfe der Gleichungen (64):
Acosim+ Bsin Am = m (Ccosum— 1D sin ), \
—AdsinAm4+ABeosAa = m (uCsinpmw+ul) cosum). |
Durch Elimination ergibt sich:
umC = Aa-++ Bb, \
umD = Ac+ Bd, f (12b)

und

(12a)

wenn
«
b

4

e cos Agr cos st — Asin Agrsinu,
Mesin lncos,un%»lcosﬂ.nsin,u:rr,l

— pcos Aarsin ur — Asin Agwr cos uar,

d = — usin Aqsin ur -+ A cos Amecosum

Pl

(13)
|

bedeuten.

Dory, Schiittelerscheinungen elektr. Lokomotiven. 9
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Aus den Gleichungen (12b) und (11) folgt:
umAd = Awt+ Bb, )\

AmB = Ac+Bd, | (12¢)
A(i—m) —_pt, ]
! g 12d)
R c
b(/l —m) = —A—I, ]
« d be
(7 — m) (7 — m) = 2u ] a0
me—m (% _}_i) _bc—ad. '
" AT Au
Die rechte Seite der Gleichung (14) ist [vgl. Satz (g), S.14]:
be—ad
in L
was unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (13) folgt. Deshalb ist
N a d -
w)w—m(; 4——;)4—1 =0, (14a)

wo der Klammerausdruck reell ist, und die Bedingungsgleichung fiir den
gesuchten Grenzfall |m| — 1 lautet:

1/a d
— (£ 1L 2) — 1
my2</t+l)_1)’ (19
\ Bf /
3 b ! . .I\'\, / .."\
\'. y ...\I‘
Abb. 7.

oder fiir (a¢) und (d) die Werte aus den Gleichungen (13) und fiir (1) und (y)
die Werte aus den Gleichungen (10) gesetzt:

cosnT:rr.cos{Tar—é—(Z_—}—%) singT'sw.sin {T'or = 1. (16)

Die linke Seite der Bedingungsgleichung (16) enthalt auBler den kon-
stanten Eigenfrequenzen (), {) nur die Umlaufszeit (7). Wir fassen sie nun

1) Die Stabilitidtsbedingung (15) ist identisch mit der Bedingung (7), S. 14.
Man hitte sie unmittelbar anschreiben und umgekehrt aus ihr und den
Anfangsbedingungen die Konstanten rechnen kdnnen.
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als Verinderliche auf und fragen nach den Werten (7') der in Abb. 7 auf-
gezeichneten Funktion
(1) — ) . 1Ly, &\ .. . .
(T = cosyTa.cos §T:7r—-—2- (f-l_ 77> siny Ta.sin {Tw, (16a)
- fur die sie den durch Gleichung (16) gekenn-
zeichneten Grenzfall, das ist den Streifen
[F(T)] =1 (16b)
erreicht. AuBerhalb dieses Streifens wird die
Funktion /'(T) instabil. Wo die Werte den
Streifen tberschieBen, sind Schittelgebiete.
Die Schunittpunkte der Kurve F'(7) mit den
Geraden F(1) = %1 bestimmen Randwerte
der Schittelgebiete oder kritische Geschwin-
digkeiten.

Die Abbildung 8 zeigt den Verlauf der
Funktion (16a) firr verschiedene Verhiltnis-
zahlen der stiickweise konstanten Elastizitaten
oder Eigenfrequenzen

u? = ﬁ, u = ‘C,

e n
also die Funktion 2

F(& = cosScosué

o«
é — % u %) sin §sinu§, ((16¢)
S =nTm
Die Verhaltniszahl («) schwankt zwischen (0)
und (1):
a) Wenn die Elastizitit durchaus kon-
stant ist: e = eg,
n=24
ist w =1,
und die Funktion (16¢) geht in eine har-
monische Schwingung
(& =cos2f —cos2anT (16d)
iiber, die den Streifen
[F(® =1
niemals iiberschreiten und deshalb keine
paur L == Schiittelgebiete aufweisen kann, wie es fiir
- (3 _-,T_[—)h 1 eine harmonische Schwingung konstanter

Elastizitit selbstverstindlich ist.
b) Wenn aber die Elastizitat periodisch ganz aussetzt:
eg =0; u—=0,
dann lautet die Funktion Esin §
(9 = cosg—>7"°

und die Schiittelgebiete werden sehr breit (Abb.8).

(16e)

9%
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Die Berechnung eines Sonderfalls im Beispiel (3) zeigt, dal
es unendlich viele Schiittelgebiete der Umlaufszeit 7' gibt. Sie
bestehen nicht aus einzelnen Punkten, sondern erfiillen ganze
Bereiche und erstrecken sich iiber alle Drehzahlen, fiir die die
Multiplikatoren einen von 1 verschiedenen Betrag haben. Ihre
Randwerte (mit m — +1) sind die unendlich vielen kritischen
Geschwindigkeiten, die die stabilen von den unstabilen Gebieten
trennen.

Nur auflerhalb dieser Resonanzgebiete sind die Schwingungen
stabil. Bei Uberschreitung der Randwerte werden die Schwin-
gungen instabil und fiithren zu Schiittelerscheinungen.

Beispiel 4. Die kritischen Geschwindigkeiten der
1-E-1-Lotschberglokomotive (Abb.2).

Der einseitige Zahnradantrieb dieser Lokomotive macht ihr Trieb-
werk unsymmetrisch, was zu verschiedener Nachgiebigkeit der beiden Trieb-
werksseiten fithrt. Die Nachgiebigkeit der Zahnradseite ist ndmlich um die
von der Vorgelegewelle herrithrende Verdrehung kleiner als die Nachgiebig-
keit der andern Triebwerksseite,

Nach den Berechnungen von Couwenhoven (l.c., S.78) ist der auf
1 mt Drehmoment bezogene mittlere Verdrehungswinkel der Zahnradseite

e = 1,742.10 *m 't 7,
der andern Triebwerksseite aber
e, = 5,21.10*m~ 1t 1,

Wenn Lagerspiel vorhanden ist, dann konnen die beiden Triebwerksseiten
nicht gleichzeitig, sondern nur abwechselnd Arbeit iibertragen. Die Nach-
giebigkeit des Triebwerks erleidet deshalb im Augenblick des Stangen-
wechsels einen Sprung.

Die Elastizitit ist also stiickweise konstant. Ihre kritischen Umlaufs-
zeiten (1) sind die Schnittpunkte der im Beispiel (3), Seite 19 ermittelten
Funktion

. - g Lol S\ain o Tor . sin &1
(T = cosr]ln.cosglyr-—g( :—{—E)sm)}lﬂ.sm\glﬁ (16a)
mit den Geraden (1) = i 1. (16b)

Die kritischen Umlaufszeiten des Triebwerks sind dann (4 1), weil wegen
des Stangenwechsels vier volle Perioden der Klastizitat auf eine Triebwerks-
umdrehung kommen.

Die Kigenfrequenzen in den beiden Teilstiicken sind

141 1 104
=0 VT, " ox ) a1 oar = 1 Perfsec, l

L1 1 1 T
S~ ex ¥ 60 2nl|,742.0,747‘ 14 Per/sec, l

weil das Tragheitsmoment der Ankermasse ©® — 0,747 mtsec? betragt.

(C))
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Mit diesen Werten lautet die Gleichung der Kurve (16a):

I'(T) = cos81 Tar.cos 14 Tt —1,1558in 8,1 I'sr.sin 14 T'w,  (16f)
die in Abb. 7 aufgezeichnet ist. Sie schneidet die Geraden I'(1) = + 1 bei
T, = 0,039 und 0,052 Sek.

und Ty = 0,085 und 0,097 Sek.

Die kritischen Umlaufszeiten des Triebwerks liegen also zwischen
4717 = 0,156 und 0,208 Sek.

und 47T, — 0,3¢ und 0,388 Sek.

Das entspricht folgenden I'requenzen:

1%7", —= 4,8 bis 6,4 Per/sec
und 4—17_ = 2,57 bis 2,94 Per/sec
und kritischen Drehzahlen:

46;),] — 238 bis 384 li/min

6 . .
und a ),10, — 154 bis 176 U/min,

oder (bei 1350 mm Triebraddurchmesser) folgenden Schiittelgebieten:
von 73 bis 98 km/h
und von 38,3 bis 44,6 km/h.

Die Messung auf der fahrenden Lokomotive hat 38 bis 42km/h ergeben
(Couwenhoven, a.a. 0., S.6). Das oberste Schittelgebiet wird nicht erreicht,
weil die Hochstgeschwindigkeit der Lokomotive 70 km/h betriagt

Neuere Ausfithrungen sowohl der Schweizerbahnen als auch der deutschen
Reichseisenbahnen vermeiden die vom einseitigeun Zahnradantrieb her-
rithrende Unsymmetrie durch beiderseits angeordnete Zahnrader.

Das Beispiel (3) zeigt die Berechnung der Instabilititsgebiete
fiir stiickweise konstante Klastizitit und DBeispiel (4) gibt eine
praktische Anwendung davon. Um die Instabilititsgebiete der
Eigenschwingung A2z

O — + e =0 (6a)

fiir kleine Schwankungen des elastischen Feldes allgemein zu be-
rechnen, fihrt K. E. Miiller in die Bewegungsgleichung (6a) die
Umlaufszeit (71') der Elastizitdt und den Kurbelwinkel

2

ein, fiir die die Gleichung (6a) iibergeht in
drx

it I n@ (6e)

420 "
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[vgl. Gleichung (6¢), S.17] und entwickelt die Elastizitit f,(g), die
Umlaufszeit (1) und den Ausschlag (x) in Reihen eines kleinen
Parameters (0):

fi(9)

i@ No? 4 02 022 - - ]l
T—=Ty+0T, + 02Ty +--- |

T = o + 02, 4 0%@ + - I

Diese Entwicklungen in Gleichung (6e) eingesetzt und nach
Potenzen von (0) geordnet, geben nach der Methode der unbe-

stimmten Koeffizienten eine Reihe von Bedingungsgleichungen,
deren erste lautet:

(18)

d2z,

d p?

Vernachlissigt man den Einflu der iibrigen Bedingungs-
gleichungen, die von den Gliedern mit dem kleinen Parameter (9)
und seinen hoheren Potenzen herrithren, dann folgt die erste
Niherungslosung der Gleichung (6a) als Integral der Gleichung (6f):

z, = Acos(np—7), } (19)

worin (A) und (x) Integrationskonstanten sind und 7, nach
Gleichung (4) und (18) die angeniherte oder mittlere Eigen-
frequenz bedeutet.
Nun mufl nach friitherem die Losung (19) der Periodizitits-
bedingung (9) geniigen:
D(t4+T)=+d(). (9)
Es muf} also nach Gleichung (19) unter Beriicksichtigung der
Gleichung (17) sein:
cosn (g + 27x) = +cosnq, (9a)

+ Tengtay, = O. (6)

1
n :?(1’ 2, 3 cee ]l‘/).

Die kritische Umlaufszeit (1) der Elastizitit ist wegen
Gleichung (19) und (9a)
T*

n I

T 21,
und die kritische Frequenz der Elastizitit
1 _ 2 (20)

e — —

I k
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Die Umlaufszeit (7') der Elastizitdt ist in symmetrischen Ge-
trieben gleich einem Viertel der Umlaufszeit des Antriebs, weil
die Stangen (Triebwerksseiten) viermal wihrend einer Umdrehung
wechseln und beide Triebwerksseiten elastisch gleich sind. Wenn
aber die Elastizitit der beiden Triebwerksseiten verschieden ist,
so kehren gleiche elastische Verhdltnisse nur nach jedem zweiten
Stangenwechsel, nidmlich nur fiir die jeweils gleiche Triebwerks-
seite wieder, und die Umlaufszeit der Elastizitit ist gleich der
halben Umlaufszeit des Antriebs. Wenn Stichmaffehler vorhanden
sind, kann die Umlaufszeit der Elastizitit auch der Umlaufszeit
des Antriebs gleich sein (vgl. S. 34).

Die kritische Frequenz der Elastizitiit ist also in symmetrischen
Getrieben gleich der vierfachen Antriebsfrequenz (¢ — 49) und
in unsymmetrischen Getrieben gleich der doppelten oder einfachen
Antriebsfrequenz (¢ = 29, ). Ist allgemein ¢ = xy, so folgt
aus Gleichung (20) die Reihe der kritischen Drehzahlen

¢ 2m 2 1

e = = — . — Per/sec 21
Y % kx xhk 2m ) Oe, / (21)
k 1,2,8..., 1y = mittlere Kigenfrequenz,
4 fir symmetrische Getriebe, ¢, mittlere Elastizitat,

X
I

2 fir unsymmetrische Getriebe, ® — Trigheitsmoment.
1, 2 fir Stichmabfehler,

Man erhiilt also alle kritischen Drehzahlen, wenn man (k) in
der Gleichung (21) die Reihe der ganzen Zahlen durchlaufen laft.
Statt ganzer Schiittelbereiche ergibt aber die erste Anndherung
nur kritische Drehzahlen.

Beispiel 5.
Eine schone Bestatigung hat die Theorie K. E. Millers durch Buchli
und Couwenhoven gefunden, die mit dem Torsiographen') gemessene

1) Dervon Geiger konstruierte Torsiograph besteht aus einer Aluminium-
scheibe, die durch ein Band angetrieben wird und die zu untersuchenden
Drehschwankungen mitmacht. Im Innern der Bandscheibe ist ein sie moglichst
ausfillendes Schwungrad angeordnet, das durch Spiralfedern mit der Band-
scheibe elastisch verbunden ist. Wihrend aber die Bandscheibe die Dreh-
schwankungen der Maschinenwelle fast unveridndert wiederholt, ist durch
zweckentsprechende Bemessung der Federn, derart, dafl die Eigenschwingungs-
zahl des Schwungrades unter die niedrigste Schwingungszahl der zu messenden
Drehschwankungen gelegt wird, dafar gesorgt, dal das Schwungrad ohne
Riicksicht auf die Ausschlige der Bandscheibe gleichméfig umlauft.

Zwischen der genau wie die Maschinenwelle ungleichférmig umlaufenden
Bandscheibe und dem in ihrem Innern befindlichen Schwungrad entstehen also
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Schiitteldiagramme einer 1-E-1-Litschberglokomotive (Abb. 2) mit Buchli-
scher Federung verdffentlichen (BBC-Mitteilungen, Mannheim 1923, Heft 1/2)
Wie aus den in Abb. 9 wiedergegebenen Bruchstiicken der Torsiogramme zu
erkennen ist, treten Schiittelschwingungen

vierfacher Frequenz bei 15,6 km/h,
zweifacher » » 30,2 km/h,

einfacher » » 48,7 km/h

auf. Die Reihe der Schiittelfrequenzen und kritischen Geschwindigkeiten
ist also

k=124,
so wie es die Gleichung (21) fir ¥ = 2 fir unsymmetrische Getriebe (ein-
seitiger Zahnradantrieb!) vorschreibt. Die dreifache Frequenz (k = 3)

tritt in der Regel nicht
auf. Vgl. Kummers und
Miillers Reihe der aus-
16,6 km/h ~—~——~—-~—"~—~—"""""-" gezeichneten  Schiittel-

frequenzen Seite 38.

1 Umdrehung
—_— )'—.

+€

1 Umdrehung

+ > Die Reihe (21) fiir
30,2 km/h\/\/\/\/\/\/\/\/‘ die von der veriinder-
lichen Elastizitit her-
rithrenden kritischen

1 Umdrehung

b > Lok
- Drehzahlen
NI YA VAVAVAVAVAN 2
$o____ y]0
Abb. 9. = (21)

erinnert an die Reihe (3a, S.7) der kritischen Geschwindigkeiten

=1, (3a)
die von der Resonanz der Eigenschwingung mit der Grundschwin-
gung oder mit der kten Oberwelle einer von einer duleren Stérung
erregten erzwungenen Schwingung herriithrt: Die Reihe (3a) geht
fiir die doppelte Eigenfrequenz (27%,) in die Rethe (21) iiber.

Drehschwankungen, die, am Umfang der Bandscheibe gemessen, unmittelbar
die Winkelabweichung der Maschinenwelle darstellen. Die Drehsehwankungen
gehen fiir jeden Punkt der Bandscheibe auf einem Kreisbogen vor sich, also
tangential zum Halbmesser. Durch Winkelhebel werden die tangentialen
Ausschlige in radiale und schlieBlich in axiale umgeformt und durch eine
nicht mitlaufende Nadel aus dem Drehbereich der umlaufenden Massen
herausgeleitet und auf einen Schreibhebel ibertragen (Zeitschr. d. Ver. D.
Ing. 1916, S.811).
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Die Ubereinstimmung ist keine zufillige. L. Dreyfus hat
gezeigt, dall die von der verdnderlichen FElastizitdt herriihrenden
Schiittelbereiche tatsichlich Resonanzfille der Eigenschwingung
mit der Grundwelle oder mit einer Oberwelle des pulsierenden
elastischen I'eldes sind. Der Resonanzfall tritt ein, wenn die
Frequenz der Elastizititsschwankung gleich der doppelten Eigen-
frequenz ist, so wie es der Vergleich der Reihen (3a) und (21)
fordert.

Das ist auch leicht verstindlich: Der Ausschlag eines Pendels
wichst, wenn seine elastische Richtfihigkeit bei der Anndherung
an die Ruhelage abnimmt und im Moment des grofiten Ausschlags
am grofiten ist. Die grofere elastische Richttihigkeit beim grofiten
Ausschlag erhoht ja die Schwingungsenergie des Systems. Die
elastische Richtfihigkeit muf} freilich sowohl beim positiven, als
auch beim negativen Pendelausschlag wachsen, also mit der
doppelten Frequenz der Pendelschwingung. So wird dem System
vermittelst der Schwankung des elastischen Feldes dauernd linergie
von aullen zugefiibrt. Das ist die physikalische Erklarung der
Instabilitiit.

Dall es unendlich viele Instabilititsbereiche oder Schiittel-
zonen geben kann, kommt von der Moglichkeit unendlich vieler
Oberwellen im Verlauf des elastischen Feldes. Dall es aber
Schiittelbereiche sind, die die Resonanzpunkte zu Resonanz-
zonen verbreitern, das kommt von der Verinderlichkeit der Eigen-
frequenz. Sie hiingt nicht nur von der Grofle der Elastizitit,
sondern auch von ihrer Frequenz und Phase ab. Andert man
namlich ihre Frequenz, so dndert sich auch ihre Phase gegen die
Eigenschwingung und das im Moment des grofiten Ausschlags
wirksame elastische Feld, das die Eigenfrequenz beeinflufit. Die
Eigenfrequenz 4ndert sich also zugleich mit der Frequenz der
Elastizititsschwankung. Deshalb kann das zwischen beiden Fre-
quenzen fiir die Resonanz erforderliche Verhéltnis (1:2) innerhalb
eines grofern (Instabilitits-) Bereiches erhalten bleiben.

Die vollstindige Losung des Problems, die auch die Ermitt-
lung der ,Breite“ des instabilen Gebiets umfalit, ist Dreyfus
durch den Nachweis gelungen, dafi ein System periodisch ver-
anderlicher Elastizitat identisch ist mit einem System konstanter
Elastizitat, aber mit pulsierender Dampfung.
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Fiihrt man niimlich in die Schwingungsgleichung (6a, S. 12)
A2z 1
O(lt2+?x:O (6a)
mit der periodisch verdnderlichen Richtfahigkeit
1 . ;
=10 =fC+T)
statt der Zeit ¢ durch
dp — odt mit 02@e =1

eine neue unabhingige Verinderliche ¢ ein, wo also @/2x die
Eigenfrequenz bedeutet, so geht sie wegen

dr _drde wdw
dt “de dt ~ T do

und
d2x g dx do Ldrr

1 d(02) do

(lt‘ﬁ’_mtw? ¢l¢dt:ww+7¢l¢ do
1 /d2x 1 dlognat@e dx
:@<Tw_§ do th))

iiber in
a3z 1 dlognatedx

92 dg dg '
Das ist die Gleichung eines Systems mit konstanter Elastizitit
1 dlognat e
2 do
Durch die Dampfung wird dem System Energie entzogen oder
zugefiihrt, die proportional dem Integral

z = 0. (22)

(= 1), dessen Dampfung <— > periodisch schwankt.

P ®

. [dlognate dx __ (dlognate /dx
E_J do dqodx_j dp \do

0 0

)2,/ ¢ (23)

sein mulb.

Ist das Integral iiber eine volle Periode negativ, so wird dem
System Energie entzogen und die Schwingung verklingt. Ist das
Integral aber positiv, dann wird dem System Energie zugefiihrt
und die Schwingung wichst iiber alle Grenzen (instabil). Ist
endlich der Integralwert Null, so bleibt die Energie des Systems
ungeéindert und die Schwingung ist ungedimpft.

Im allgemeinen ist das Energie-Integral (23) von Null ver-
schieden, wenn die Frequenz (¢, ke) der Elastizititsschwankung
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oder ihrer kten Oberwelle gleich der Frequenz der Schwingung

2
<g—z> ist und wenn die Phasenverschiebung zwischen beiden

Schwingungen weder 0° noch 1800 ist?).
Da aber die Schwingung ((?—ql))z die doppelte Grundfrequenz

(21,) der Schwingung z hat, so ist die Resonanz der Elastizitits-
schwankung oder ihrer kten Oberwelle mit der Eigenschwingung
doppelter Frequenz die Bedingung fiir die Instabilitét:

ke = 2 Mo, (20)
so wie es die Gleichung (20), S.22 fordert.

Beispiel 6. Ermittlung der Instabilitatsgebiete und ihrer Breite
nach Dreyfus fir ein elastisches Feld von einfachem Verlauf.
(Vgl. Dreyfus, Archiv fir Elektrotechnik, 12. Bd. Heft 1, S. 38, 1923.)

Die gesuchten Schittelgebiete missen Losungen der Gleichung

d?e 1

1) Zum Beweise entwickle man den Logarithmus der Elastizitit in eine
Fouriersche Reihe
lognate = N G cos (e —y)
k
2
und setze die Frequenz der Schwingung (’(Il%) gleich der doppelten mittleren
¢

Eigenfrequenz (2 ) der Schwingung . des Systems:

d.r)Q -
((l(p = Acos27,.¢.
Dann fihrt das Energie-Integral (23) auf Integrale von der Form

@

j sin (ke.@—y)cos2n,@pdg
0
g @

= cos ZI sinke@cos 27, dp — sinlj coskepeos2n,pdo.
0 0

Erstreckt man die lntegrale iiber eine volle Periode (2s), so verschwindet
das erste Integral der rechten Seite, wihrend das zweite Integral nur dann
von Null verschieden ist, wenn die Frequenzen einander gleich sind:

ke = 21n,, (20)
also wenn die Frequenz (¢) der Elastizitit oder ihrer kten Oberwelle gleich
der doppelten mittleren Eigenfrequenz (7,) des Systems ist. Das Energie-
Integral verschwindet aber auch noch in diesem Falle, wenn wegen des
Faktors siny die Phase der Elastizititsschwankung gleich (y = 0) oder
entgegengesetzt (y = 180°) der Phase der x-Schwingung ist. Diese Bedingung
bestimmt die Grenzen der Schiittelgebiete.
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und der mit ihr identischen Gleichung

d? x 1 dlognate dux
de? 2 dp do to=0 #2)

sein. Zwischen der Zeit (¢) und dem Winkel (¢) besteht die Beziehung

¢
@ = jo)z//.
0

Der vollen Umlaufszeit (1') der Klastizitat entspricht dann der Winkel
T

b = J.(udt = w, T = 21,/ (24)
0
(,, mitlere Winkelgeschwindigkeit oder Kreisfrequenz,
7)o = mittlere Eigenfrequenz.)

Das elastische Feld habe den hesonders einfachen Verlauf

lognate = + € cos = (p (25)
(& = Amplitude des Logarithmus der elastlschen Nachgiebigkeit).
Weil wegen der Resonanzbedingung (20) die Frequenz der Elastizitat (¢)

gleich der doppelten Eigenfrequenz (217,) sein muf, so kann man far die
Losung der Gleichung (22) den Ansatz versuchen:

r = ay sin — (p{—ugsm3p(p+a,,sm5(p<p+ (26)

Setzt man die Werte (x) und (log nat¢) der Gleichungen (25) und (26) in
die Gleichung (22) ein, so erhilt man:

siu—g)—(p [a,l (1 flﬂ) 5 ¢: (ay — 3:12)J

+sind 5o [a, (1— 94)2)_0(1)2(([3 s+ =0

Weil die Glieder einzeln verschwinden miissen, so folgt fiir kleine
Elastizitatsschwankungen (€ << 1) mit guter Annédherung

P ¢
— = 1+ T
oder wegen Gleichung (24)

3
o= ay(1el). @7)

Die kritische Frequenz der Elastizitit (¢) ist also, iibereinstimmend mit
Gleichung (20), gleich der doppelten Eigenfrequenz (21), verbreitert sich
aber zur kritischen Zone (c*),

oF =2 (e F A, |

23
oF = ¢ F de, ] (2%)

deren Breite
2de = 1, € (29)
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der Schwankung (€) des elastischen Feldes proportional ist. Wenn die
Elastizitit Oberwellen hat, dann lafit sich leicht auf gleiche Weise zeigen,
dafl die kritische Zone der Elastizitat far die kte Oberwelle

e 277() ( _ (E“)
ok — 1 -
o= l+4, (274a)
die kritische Klastizititsfrequenz in Ubereinstimmung mit Gleichung (20)
e= 2l (20)
und die Breite der Zone
¢
9 — 0 (292)

/.,
ist.

Die kritischen Drehzahlen (y*) ergeben sich aus Gleichung (21).

Das Beispiel (6) zeigt die Berechnung der Instabilititsgebiete
fiir einen einfachen Sonderfall. Fiir einen beliebigen Verlanf
des elastischen Feldes schliigt Dreyfus folgendes Niherungs-
verfahren vor:

Ist die Elastizitatskurve
e = (1
mit der Abszisse (f) und der Ordinate (¢) gegeben, so zeichne
man sie um und wahle als neue Abszisse

t
q):jco(lt mit ©20e¢ — |
0

und als neue Ordinate (lognate) und bestimme von der neuen
Kurve
lognate — f(o)

die Grundwelle und ihre Oberschwingungen.

Dann gibt es fiir jede (kte) Harmonische mit der Ampli-
tude (6;) und der Frequenz (kc) ein Instabilititsbereich, dessen
kritische Drehzahl

w6241 /1 Per
V= Tk 2afae o (21)

und dessen Breite

24d4e 1

2yt = == 5(&“7* Per/sec (29b)

ist, wenn (x) Perioden der Elastizitiit auf eine Umdrehung kommen.
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4. Mehrere Abweichungen vom idealen Kurbelantrieb.
(Der praktische Kurbelantrieb.)

Der praktische Kurbelantrieb unterscheidet sich vom idealen
durch die Abweichungen, die vom Spiel, von der Veriinderlichkeit
der Elastizitit und von andern Stérungen herriihren. Er ist
durch die Winkelinderung des Ankers und durch die Elastizitéts-
dnderung des Triebwerks gekennzeichnet. Beiden liegt eine Ande-
rung der Voreilung zugrunde, die den Ubergangswinkel beeinfluBt,
das ist der Winkel, den das System beim Stangenwechsel wahrend
der Ubergabe des Drehmoments durchliuft.

Im idealen Kurbelantrieb konnen beide Stangen dauernd
tragen. Sein Ubergangswinkel umspannt den vollen Quadranten
(900). Der Voreilwinkel der treibenden Welle indert sich nur
mit der Belastung und bleibt in allen Kurbelstellungen wun-
verdndert.

Wenn der Antrieb aber Spiel besitzt, dem gegeniiber die
elastische Verformung vernachldssighar ist, dann dndert sich der
Voreilwinkel sprunghaft in den Quadrantenhalbierenden, in denen
ein plotzlicher Stangenwechsel auftritt. Der Ubergangswinkel
ist Null geworden.

Die Trigheit der Ankermasse verhindert freilich, dal sich die
Winkel tatsichlich sprunghaft &ndern. Sie konnen sich auch
deshalb nur allméhlich #ndern, weil die Stangen wegen der
elastischen Verformung des Triebwerks nicht plotzlich wechseln.
Die Ubergangswinkelgeschwindigkeit wird deshalb praktisch einen
endlichen Wert annehmen. Die Grofe und die Abweichung des
Ubergangswinkels vom rechten Winkel ist ein Maf der Abweichung
des Antriebs vom idealen Kurbelantrieb und deshalb ein Maf der
Neigung des Antriebs zur Schiittelschwingung.

Der Ubergangswinkel (I") ist gleich der Differenz der Kurbel-
winkel (g, ¥), bei denen die Ubergabe des Drehmoments beginnt
und endet. Die Winkel (¢,v) konnen aus der Bedingung ermittelt
werden, dafl wegen des beiderseitigen Stangeneingriffs wihrend
der Ubergabe die Voreilwinkel (4 ¢, 49) beider Triebwerksseiten
einander gleich sein miissen. Daraus folgt fiir den Beginn des
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Stangenwechsels, wo die Stange der einen Triebwerksseite noch eben
vollbelastet, die der anderen noch eben unbelastet ist (Abb. 5):

:(s+sl)smq>:scosq) (1¢)

r r
und fiir das Ende, wo umgekehrt die arbeitende Stange eben
entlastet ist:

dop

ssiny _ (s+ &)cosy
ro r ’

T

(1d)

wenn (s) die vom Spiel und (¢, &) die von der elastischen Ver-
formung herrithrenden Anderungen der Mittenentfernung (L)
bedeuten. Die Differenz
Ade = & — &
gibt den KElastizitdtssprung beim Stangenwechsel an.
Die Beziehungen (1c¢) und (1d) zeigen deutlich, dall die
Elastizitdt (¢) des Antriebs den Beginn (¢) des Eingriffs verfriiht:

cot p =14+ Zl (30)

und sein Ende (¢) verspitet:
gy =1+2, (30a)

so daB der Ubergangswinkel
r=y¢y—g¢ (81)

(vgl. Abb. 5) mit der Elastizitit des Antriebs wichst. Er geht in
den rechten Winkel des spielfreien idealen Kurbelantriebs iiber,
bei dem dauernd beide Stangen tragen, wenn die Elastizitit so
groB ist, dall ihr gegeniiber das Spiel vernachlissigt werden kann,
was den einen Grenzfall bildet, wihrend umgekehrt der Uber-
gangswinkel Null wird, wenn die Verformung dem Spiel gegen-
iiber vernachldssigbar klein ist und der Stangenwechsel plétzlich
eintritt, was den andern Grenzfall bildet (Abb. 12).

Diese Verhdltnisse werden mnoch durchsichtiger, wenn man
vom Elastizititssprung (4¢) beim Stangenwechsel absieht, wodurch
die Kurbelwinkel (¢, %) komplementir werden. Aus den Glei-
chungen (30) und (30a) folgt ndmlich fir & = ¢, = &:

COttp:1+§:tg¢ (30b)
und I =90—2¢, (31a)
I' = 909 — 2 arc cot <1 +:—>, (31Db)
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und wenn insbesondere &/s klein ist?),
r & L/&e\e 1 /&\3 L /7e\s 1 /&\¢
5z§f:"§'“§<§> +’6<§>"20<¥>‘*24<§> — (Bl

Ist dagegen 1 4 2 = '1' grol}, so ist

, u3 us
r:%uqmm@~§+?—+m> (31d)

Also nur vom Verhiltnis (g/s) der elastischen Verformung
zum Spiel, nicht von ihren absoluten Werten, hingt der Uber-
gangswinkel ab. Er ist Null, wenn die Verformung verschwindet
und ein rechter Winkel, wenn das Spiel verschwindet. Zwischen
diesen theoretischen Grenzen liegen die praktischen Werte, in
denen das Verhaltnis (&'s) endlich bleibt (Abb. 10).

900

80

60

40

201

0

0 2 4 6 8 10 20 30
&fs

Abb. 10.

Man kann die Grofe des Ubergangswinkels durch Anderung
des Lagerspiels und der Llastizitit des Antriebs beeinflussen und
seine Neigung zur Schiittelschwingung nicht nur durch genaue
Einstellung der Lager und Beseitigung des Spiels, sondern auch
durch Erhéhung der Elastizitiit des Systems verringern.

Der griBlere Ubergangswinkel, gleichgiiltig ob er erhohter
Elastizitdt oder verringertem Spiel entspringt, mildert den vom

1) Aus 1+ y == tg (45° 4 x) folgt namlich
y

x == arct vy = l —_Ju
o 2

Jeden dieser heiden Ausdricke kann man in eine Reihe entwickeln und
erhilt dann (31c¢).
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Spiel herriihrenden Winkelsprung und die von ihm erregte Anker-
schwingung und verflacht beide zur unschiddlichen allm#hlichen
Winkeldnderung.

Das ist der wahre Grund, warum der Einbau von Federn,
den Buchli vorgeschlagen hat, die Schiittelschwingungen be-
seitigen kann. Das ist aber auch der Grund, warum die Schiittel-
schwingung im Leerlauf oft stéirker empfunden worden ist als bei
Belastung, wo die stirkere elastische Verformung einen grofieren
Ubergangswinkel gibt.

Beispiel . Der Ubergangswinkel der schlesischen
1-C-1-Personenzuglokomotive (Abb. 1). (Vgl. Beispiel 1, S.7.)
Nach Beispiel 1, S. 7, ist der elastische Verdrehungswinkel des Trieb-

werks den Triebriidern gegeniiber (beim Drehmoment 1 mt):
¢ = 12,45.10—4m—1t—1,
dem cine Anderung der Mittenentfernung (/.) beim Drehmoment () ent-

spricht:
¢ =eMreosep = 3,735.10 +Mcosp (r = 0,3m).

Der Ubergangswinkel ist also nach Gleichung (3la):
I = 90°—2¢, (31a)
wo (@) bestimmt ist durch die Gleichung (30Db):

" 35.10—4¢ .M
cot @ :1+%:1+3,7%a 10 oS @

s
Die Abb. 11 zeigt den Verlanf des Ubergangswinkels, abhingig vom
Drehmoment fiir verschiedene Werte des Spiels und der Elastizitdt. Nur

(30¢)

1 0
00 90°

80 6/3 — Af&Gh

60
~
40
20
0 + + N +
0 2000 4000 6000 8000 10000
kgm,
Abb. 11,

vom Verhiltnis (¢/s) der FKlastizitit zum Spiel, nicht von ihren absoluten
Werten (¢, s) hingt der Ubergangswinkel ab: Die Elastizitit (¢ = 12,45.10—4)
bei s = 0,001 m Spiel gibt den gleichen Ubergangswinkel wie die doppelte
Elastizitit (e = 24,9 .10—4) bei doppeltem Spiel (s = 0,002m). Um-

Dory, Schiittelerscheinungen elektr. Lokomotiven. 3
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gekehrt erreicht man mit der Verringerung des Spiels auf einen Bruch-
teil (s = 0,00025m) dasselbe wie mit der Erhéhung der Elastizitit auf ein
Vielfaches (¢ — 49,8.10—4).

Die Abbildung zeigt auch, wie rasch der Ubergangswinkel mit der
Belastung wichst. Der Ubergangswinkel der leerfahrenden Lokomotive
(rd 400 kgm) bei s = 0,001 m Spiel ist ungefihr nur 5°, was nahezu plotz-
lichem stoBartigem Stangenwechsel entspricht und die gerade im Leerlauf
oft stark auftretende Schiittelerscheinung erkliart. Beim Stundendrehmoment
(4000 kgm) ist der Ubergangswinkel nahezu 450.

Wihrend das Lagerspiel die GroBe des Ubergangswinkels
beeinflulit, beeinflussen Stichmaffehler seine Phase. Das kommt
daher, dafl das Lagerspiel und die elastische Verformung die Vor-
eilung der treibenden Welle in allen Quadranten vergrofern, dal
aber Stichmaffehler die Voreilung in benachbarten Quadranten
in einander entgegengesetzter Weise beeinflussen, weil sich das
Spiel der einen Stange um ihren Stichmafifehler (f;) scheinbar
vergrofert, das der andern aber um ihn (f,) verringert und um-

gekehrt: ot S+ e
=1, | .
oSt | 00
s+ fi

Einem friitheren Beginn (¢) des Stangenwechsels entspricht darum
ein fritheres Ende (¢), so dall weniger die GroBe des Ubergangs-
winkels (¢p — ¥), als seine an den Eintritt () des Stangenwechsels
gebundene Phase geéindert wird und von den Quadrantenhalbierenden
nach den Totpunktlagen wandert (Abb. 12).

Weil sich der EinfluB der Stichmalfehler auf den Stangen-
wechsel in benachbarten Quadranten verschieden auswirkt, so
wiederholen sich die Ubergangsverhiiltnisse nicht mehr periodisch
in allen Quadranten, sondern nach einem halben oder vollen Um-
lauf. Die vom Lagerspiel herriihrende Ankerschwingung kann
deshalb bei Stichmalifehlern neben der vierfachen auch die einfache
oder zweifache Frequenz des Antriebs haben (vgl. Beispiel 1, S. 9).

Eine eingehende Betrachtung der Stoérungen durch Stichmaf-
fehler hat keine praktische Bedeutung. Die genaue Arbeit der
Lokomotivfabriken und die verfeinerten Melmethoden der Eisen-
bahnwerkstitten werden StichmaBfehler bei der Herstellung und
bei der Nachstellung des Antriebs in der Regel ganz vermeiden
konnen.
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5. Ubersicht.

Kummer und Meissner haben die Schwingungen beschrieben,
die vom Lagerspiel und von der verinderlichen Elastizitit des
Triebwerks herrithren und zu scheinbar verschiedenen Schiittel-
schwingungsarten fithren, zur harmonischen erzwungenen Schwin-
gung, die durch eine dullere Erregung entsteht, und zur instabilen
freien Schwingung, die sich selbst erregt. Beiden liegt eine ge-
meinsame Idee zugrunde. Das ist die Art, wie sich die Voreilung
der treibenden Welle dndert.

Im idealen Kurbelantrieb kann sich die Voreilung nur mit
der Belastung &ndern, weil die Nachgiebigkeit des Triebwerks
konstant ist. Eine Anderung der Voreilung ist im idealen Kurbel-
antrieb bei konstantem Moment gar nicht moglich. Wenn aber
Lagerspiel oder StichmaBfehler da sind, und wenn sich die Elastizitét
des Triebwerks mit der Kurbelstellung &ndert, dann &ndert sich
die Voreilung mit ihr und mit der Grofle der Fehlerglieder.

Die Schiittelschwingung des Kurbelantriebs mit Lagerspiel
und Stichmaffehler und mit verinderlicher Elastizitit, die Schiittel-
schwingung des praktischen Kurbelantriebs kurzweg, dessen Voreilung
vom Spiel und von der Verformung herriihrt und sich in beliebiger
Weise auf beide verteilt, bildet daher den allgemeinen Fall. Die
Schiittelschwingung des spielfreien Kurbelantriebs, dessen Voreilung
von der Verformung allein herriithrt und nur mit ihr sich &ndert, und
die Schiittelschwingung des Kurbelantriebs konstanter Elastizitiat mit
einer nur mit dem Spiel sich dndernden Voreilung sind Grenzfille.

Damit verlieren die Unterschiede, die die verschiedenen
Schwingungserscheinungen des Kurbelantriebs voneinander trennen,
ihre grundsitzliche Bedeutung. Der sie verbindenden Idee der
Aufteilung der Voreilung aufs Spiel, auf StichmafBfehler und auf
die Verformung liegt das gemeinsame Prinzip zugrunde, die
Schiittelschwingung durch Anderung der Groe und der Phase
des Ubergangswinkels zu beeinflussen.

Am vollkommensten gelangt dieses Prinzip zur Anwendung,
wenn man die Voreilung nicht nur der Grolle, sondern auch der
Phase nach verteilt. KEs ist auf diese Weise ndmlich moglich,
den Voreilwinkel so einzustellen und den Ubergangswinkel so zu
beherrschen, dafi Schiittelschwingungen vermieden werden.

3#
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Die Aufteilung des Voreilwinkels aufs Spiel und auf die Ver-
formung und die Anderung seiner GroBe und seiner Phase gibt
daher die allgemeine Losung fiir die Beherrschung der von der
Elastizititsinderung und vom Lagerspiel und Stichmaffehlern
herrithrenden Schiittelschwingung.

Die Aufteilung der Voreilung und ihre absolute Grifle kann
durch Nachstellung der Lager und Beseitigung des Spiels, durch An-
ordnung von Triebwerken konstanter Elastizitit [Lotter?), Abb.3]
und durch Erhdhung der Elastizitit des Triebwerks (Buchlis
federnde Zahnrdder und Kupplungen), die Phase der Voreilung
aber durch Beseitigung der Stichmaflfehler geiindert werden.

Das sind zugleich die Mittel zur Milderung und Beseitigung
der Schiittelschwingung. Sie zeigen die wahre Rolle, die der Er-
hohung der Elastizitiit des Tricbwerks zukommt und von ihrem
Einflull auf den Ubergangswinkel herriihrt.

Alle Triebwerke sind durch die Anderung ihrer Voreilung
wihrend einer Umdrehung und durch die Art ihrer Verteilung
aufs Spiel und auf die elastische Verformung gekennzeichnet.
Aber nicht von der absoluten Griofle des Spiels (s) und der Ver-
formung (&), nur von ihrem Verhiiltnis (& s) hiingt der Ubergangs-
winkel und die Neigung des Antriebs zur Schiittelschwingung ab.

Das Verhiltnis ist unendlich im idealen Antrieb, dessen Spiel
verschwindet, dessen Stangen im ganzen Quadranten dauernd
beiderseits im Eingriff sind, der deshalb den grifiten Ubergangs-
winkel von 90° hat und ohne Neigung zur Schiittelschwingung
den einen Grenzfall bildet.

Das Verhiltnis wird Null im Kurbelantrieb, dessen elastische
Verformung dem Spiel gegeniiber vernachlissigbar ist, der das
Moment beim Stangenwechsel plotzlich und stofartig in ver-
schwindend kleinem Ubergangswinkel von der einen Triebwerks-
seite auf die andere iibergibt und der mit starker Neigung zur
Schiittelschwingung den anderen Grenzfall bildet.

Mittelfdlle bilden Triebwerke mit endlichem Verhiiltnis des
Spiels zur Verformung und mit endlichem Ubergangswinkel, der
kleiner als ein rechter Winkel ist.

1) Der Lotterantrieb befreit die Iilastizitat aus ihrer Abhingigkeit von
der Kurbelstellung durch die Verwendung eines Doppelparallelantriebs ohne
Totpunktlage.
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Ein Blick auf den Verlauf des Ubergangswinkels und auf die
Stangenwechselbilder (Abb. 12) zeigt die Einheit in der Mannig-
faltigkeit auch graphisch. Nur durch die Grofe und durch die
Phase des Ubergangswinkels unterscheiden sich die verschiedenen
Schwingungseigenschaften der Triebwerke voneinander.

Alle Schiittelerscheinungen sind Resonanzschwingungen so
groBen Ausschlags und so groflen zusitzlichen Drehmoments, dal
der Kraftschlufl der Arbeitsiibertragung aufhort und daB sich der
arbeitende Kurbelzapfen bei der Riickwirtsschwingung von seiner
Lagerstelle abhebt, so dal der Anker mit beiden Zapfen frei im
Spiel schwebt, gleichgiiltig, ob dieser Schwingungszustand der

Spielfrei it Lagerspiel
Suohmqssﬁ,hlurfu i —
uhue Stichmassfehler
/
mit Lagersplel und
[dealer Antrieh " mit Stluhm%sfehler

&ls == oo oo > gls >0 &ls = 0
[' o0 900 > ' >0 =0
Dauernder Kraft- Im Ubergangswinkel (/") Dauernd einseitiger
schlull beider voriitbhergehend beider- Kraftschluf
‘I'ricbwerkseiten seitiger Kraftschluly

Die Ubergangswinkel (/') sind schwarz angelegt. Nur innerhalb dieser Winkel tragen beide
T'riebwerkseiten.

Abb. 12. Stangenwechselbilder.

Resonanzfall der Eigenschwingung mit der vom Spiel erregten
erzwungenen Schwingung oder mit der vom verdnderlichen
elastischen Feld herriihrenden Schwankung der Elaztizitit ist.

Die Schiittelfrequenzen geniigen in der Regel der zuerst von
Kummer aufgestellten Reihe

1—2—4, (A)
in der die Antriebsfrequenz gleich 1 gesetzt ist.

Fiir die von der verdinderlichen Elastizitit selbsterregte
instabile Schwingung Meissners gilt zwar die vollstindige
Reihe (21) der Frequenzen:

1—2—3—4...k ]
und der Winkelgeschwindigkeiten: : B)
Yy — 1y — 15— 1/, 1 J
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Weil aber der praktische Kurbelantrieb Spiel besitzt, so mufl
die Schiittelschwingung, wenn sie es durchschreitet, auch dem
Gesetz der quasiharmonischen Schwingung (5) geniigen, mit der

Frequenz:
1

2s
4
(weil in der Regel vier volle Schwingungen durch das Spiel auf
eine Umdrehung fallen) und mit der Winkelgeschwindigkeit:

1
TS (5b)

wrl)

4 (5a)

1+

1+

Die Winkelgeschwindigkeit des Ankers kann aber nur eine
sein. Aus der zweiten Gleichung (B) und (5b) folgt deshalb

1
— = U Yy g — 1/ 1 (5¢)

1
+ 4

Die vom Durchgang durch das Spiel herriihrende
Frequenzreihe ist also nach (5a) und (5c¢):

4-(1/1—1/2*1/3‘]/4---l/k)’ (C)

die sich mit der von der Veranderlichkeit der Elastizitat
herrithrenden Frequenzreihe (B)

1—2—3—4...k (B)

in den Werten (1 — 2 — 4) iiberdeckt.

K. E. Miiller, der beide ins Unendliche weisende Reihen (B)
und (C) aufgestellt hat, ist mit ihrer Verschweilung im Uber-
lappungspunkt (1 —2—4) zu Kummers Reihe der ,ausgezeich-
neten Schiittelfrequenzen“

1—2—14 (A)
zuriickgekehrt.
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