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Vorwort. 

Die Schüttelschwingungen elektrischer Lokomotiven sind Gegen

stand mehrerer in der Fachliteratur verstreuter Abhandlungen. 

Die vorliegende kleine Schrift will sie in großen Zügen zu einer 

Einheit zusammenfassen. 

Was K um m er, Me iss n er, Müll er, B u c h li, Co u wen -

hoven u. a. geleistet haben, sollen aber nur Stationen eines 

Gedankellweges sein, der ohne eine Unterbrechung seiner Kon

tinuität von ihnen zu erleiden und ohne über ihr e Lösungen 

hinauszuführen, sich das Problem so stellt, als ob er eine eigene 

Lösung sur.hte. "Ober die>;e Fiktion hinaus hiete ich keine lieue 

Lösung an. 

Vollständigkeit der Darstellung ist nicht beabsichtigt gewesen. 

Herrn Professor Dr.-Ing. h. c. Fritz Emde bin ich für wesent

liche Verbesserungen, Ergänzungen und sachliche lUchtigstellungen 

zu großem Dank verpflichtet. Herrn Professor Ing. Dr. W. Kummer 

danke ich herzlichst für viele wertvolle Anregungen. 

Chemnitz, im September 1923. 

Iwan Döry. 
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1. Ein lei t n n g. 

Die Erfahrung zeigt, daß der Anker und das Triebwerk 
elektrischer Lokomotiven mit Kurbelantrieb bei "kritischen Ge
schwindigkeiten" in Schwingungen geraten können. Die Erschei
nung hat ausgesprochene Resonanzmerkmale. Die Erschütterung 
wächst mit zunehmender Geschwipdigkeit und verschwindet oft 
ganz unvermittelt. Sie tritt bei Belastung und im Leerlauf auf. 
Die Ursache kann ueshalb Ilicht elektrischer Natur sein. 

Die neuartige, oft Schüttelschwingung genannte Schwingungs
bewegung ist an elektrischen Lokomotiven erst bemerkt worden, 
als man uie Motoren wegen ihrer großen Leistung im Hahmen 
hochlegte und ihr Drehmoment mittels Kurbeln und Stangen auf 
die Triebräder übertrug (Abb. 1 bis 3). Es war auffallend, daß 
die Schüttelschwingung zwar an den Kurbelantrieb gebunden war, 
daß sie aber nur an elektrischen Lokomotiven auftrat und daß 
eine ähnliche Erscheinung am Antrieb der Dampflokomoti've, von 
der man ihn übernommen hatte, trotz der Jahrzehnte zurück
reichenden Erfahrung noch nicht beobachtet worden war. 

Das ungleiche Verhalten des Kurbelantriebs im Dampf- und 
im elektrischen Betrieb blieb längere Zeit ungeklärt. Zur Auf
deckung der Ursache hat besonders der von W. Kummer erkannte 
Einfluß der Motorrnasse auf die Triebwerksbeanspruchung geführt. 
Die Erkenntnis, daß die Elastizität des Antriebs zusammen mit 
der Ankermasse elektrischer Lokomotiven ein schwingungsfähiges 
System bildet, das der Dampflokomotive ihres fast masselosen 
Antriebs wegen abgeht, gestattete durch Bestimmung der schwin
genden Masse und der Elastizität die Eigenschwingungsdauer des 
Systems und die Frequem:en zu ermitteln, bei denen es in Re
sonanz gerät. Diese dem Problem durch K um mer gegebene 
Formulierung ist in ihrer vollen Bedeutung erst gewürdigt worden, 
nachdem sie nach Aufzeigung der vom Lagerspiel und von der 

Döry 1 Schüttelerscheinungen elektro IJukomotiven. 



2 Einleitung. 

Abl>.1. Schlc,ische l-C-l-I'er,onenzugslokomoti"e der Maffei-Sehwartzkopff-Werke 
mit direktem Parallelkurbelantrieb (ohne Zahnradvorgelege). 

Abu. 2. Liitschberg -I-I'> 1- Lokomotive der Maschinen fabrik 0 er li k on mit einseit.igem 
Zahnradvorgeleg-e und Dreieckstangenantrieb. 

Abb. 3. Bayrische I-D-l- Lokomoth"e der PÖ g e- Elektrizitäts- A.-G. Chemnitz und 
Lokomotivfabrik J. A. Maffei-Miinchen mit Lotterantrieb. (Beiderseit.iges 

Zahnradvorgelege und Doppelparallclkurbelantrieb. V gl. S. :16.) 

11[=. Motor, T =: Transform ator, R =: Geschwindigkeitsr<'.gler, S == Stromabnehmer. 
Z =- Zahnradvorgelüge. G =: Kühlgebläse, J( == KOlllpressor für BrellislufL F = J1'ahrtlraht. 



Einleitung. 3 

Veränderlichkeit der Elastizität herrührenden Schwingungserreger 
zur Vorausberechnung der kritischen Geschwindigkeiten und auch 
darüber noch hinaus zur praktischen Beseitigung der Schüttel
schwingung durch Buchli geführt hatte. 

Aber solang der Einfluß des Lagerspiels und der veränder
lichen Elastizität auf die Arbeitsweise des Kurbelantriebs noch 
nicht klar erkannt war, war es naheliegend, den Schwingungs
erreger im Antrieb selbst zu suchen. 

Kleinow untersuchte den Kurbelantrieb unter der Voraus
setzung konstanter Elastizität und unter Vernachlässigung des 
Lagerspiels und fand, daß das Drehmoment in allen Kurbel
stellungen konstant bleibt. Der spielfreie Kurbelantrieb kon
stanter Elastizität, der sogenannte ideale Kurbelantri!~b selbst, 
konnte also kein Schwingungserreger sein. Das stand scheinbar 
im Widerspruch mit der Erfahrung, daß die Schüttelschwingung 
gerade vom Kurbelantrieb herrührt. 

J. Buchli bemerkte indes, daß die Schüttelerscheinung vom 
Lagerspiel herrührt, das bei ungenau eingestellten oder abgenutzten 
Lagerschalen auftritt. 

Also nicht der Kurbela.ntrieb, aber die vom Spiel herrührende 
Abweichung von seiner idealen Ausführung kann zur Schütte 1-
schwingung führen. 

So ward der Widerspruch mit der klassischen Untersuchung 
Kleinows, die keinen vom idea.len Kurbelantrieb herrührenden 
Schwingungserreger zuläßt, aufgeklärt. Die Praxis, die keinen 
spielfreien Antrieb kennt, hat ebenso zu dieser Erkenntnis bei
getragen wie die Untersuchungen Buchlis und Couwenhovens, 
die gerade in dem vom Spiel herrührenden Winkelsprung der 
Ankermasse den Schwingungserreger erkannten. 

Vom idealen Kurbelantrieb Kleinows, der spielfrei und 
von kon stan tel' Elastizität gedacht war, war die erste Voraus
setzung gefallen. E. Meissner ließ auch noch die zweite fallen. 
Er berücksichtigte die Veränderlichkeit der Elastizität, die von 
der Kurbelstellung abhingt und auch ohne äußeren Erreger zu 
einem unendlich großen Ausschlag der Eigenschwingung führen 
kann. Auf die Schüttelerscheinung des Kurbelantriebs fiel damit 
ein neues Licht. 

Kummer hatte die Schwingungsfähigkeit des aus der Trieb
werkselastizität und aus der Ankermasse bestehenden Systems 

1* 



4 Lagerspiel. 

gezeigt. So entstand die Frage nach dem Schwingungserreger. 
Meissner hat auch noch die Fähigkeit des Systems zur Selbst
erregung nachgewiesen. Die Frage nach dem Erreger hatte damit 
ihre Berechtigung scheinbar wieder verloren. 

Aber K. E. Müller, der Schüler Meissners und Kummers, 
hat die gemeinsame Idee gezeigt, die den Auffassungen beider 
Züricher Meister zugrunde liegt und eine einheitliche Betrachtung 
der Schüttelerscheinung zuläßt. 

2. Die erste Abweichung vom itlealen Kurbelantl'ieb. 
(Lagerspiel. ) 

Die gleichförmige Ankerdrehung geht unter dem Einfluß der 
Schüttelschwingung in eine ungleichförmige Bewegung über. Man 
kann sie von zwei verschiedenen Ausgangspunkten aus beschreiben 

A,,0.4. 

und entweder von der 
absoluten (resultieren
den) Ankerbewegung 
oder von der relativen 
Bewegung des Ankers 
gegenüber den Trieb
riidern ausgehen. 

Couwenhoven ist 
von der absoluten 
Ankerbewegung aus
gegangen. Dieser Weg 
hat den Vorzug, daß 
er die Bewegung so 
wie sie wirklich auf
tritt, unmittelbar be
schreibt. 

Von der ungleich
förmigen Bewegung 
des Ankers und der 

Lokomotive ist so viel sicher, daß sie wegen der großen konstanten 
Grundgeschwindigkeit absolut nur in einem Sinn stattfinden kann. 
Die Schwingung ändert also nur die Größe, aber nicht die Hich-



Lagerspiel. 5 

tung der Ankergeschwindigkeit. Die beschleunigte Rückwärts
schwingung wird zur verzögerten Vorwärtsbewegung, die verzögerte 
Rückwärtsbewegung zur beschleunigten Vorwärtsbewegung. Trotz
dem könnte sich der Kurbelzapfen von der Lagerschale abheben. 
Aber wegen des Kndtschlusses schwingt der Anker trotz des 
Spiels tatsächlich spielfrei. Das Spiel beeinfiußt also nicht die 
Eigenschwingung. Es kann aber als Schwingungserreger wirken. 

Das Spiel, das im Huhezustand allseitig (s) ist, vergrößert 
nämlich die V oreilung der treibenden Welle um den Betrag 

Lil cP = Li cp -= I ~s_~_cp I (1) 

(r = li:urbelarm, rp = Kurbelwinkel; AIJb.4), 

wenn die ellle Stange trä;..(t, und um den Betrag 

Li2 cp = Li1jJ = I s c~s cP I ' (1 a) 

wenn die andere, um 900 versetzte Stange trägt. 
Heide Stangen können nur in den Kurbelstellungen gleich

zeitig tragen, in (lenen die vom Spiel beider Stangen herrührellclen 
V oreil winkel gleich sind: 

Li cp = I S Hi~l cp I = I s c~.s cp I = LI l/J, (1 b) 

also nur III den Winkelhalbierenden der (~uadranten 

cp = 450, 1;)50, 2250 und ;)150, 

1Il denen notwelHlig ein Stangenwechsel eintritt. 
In allen amlern Kurbelstellungen kann nur eIn e Stange 

tragen. 
Im Augenblick des Stangenwechsels springt der Abstand der 

Kurbelzapfen der belasteten Stange (Abb. 5) 

L + s + Cl (2) 
(EI = absolute elastische Längenänderung, 1" = Abstand zwischen 

treibender und getriebener Welle) 

auf den Abstand der Kurhelzapfen der unbelasteten Stange 

L-s, (2a) 

was zu einem Winkelsprung der Ankermasse führt. Sie erleidet 
ihn in jedem Quadranten, also mit der vierfachen Antriebs
frequenz (4 y). 



(j Lagerspiel. 

Der vom Spiel erregte periodisch wiederkehrende Winkel
sprung versetzt den Anker und das Triebwerk in eine erllwungene 
Schwingung von der gleichen Frequem (4 y). Ihr Ausschlag 
wächst ins Unendliche, wenn im Resonaudall die Fre([uenz der 
erzwungenen Schwingung (4 y) gleich wird der Eigenfrequenz (f}) 
des Systems: 4 y =1/. 

letnobect! BIlDd
odt::r Vorgelege'l'elle 

s.gi .. d .. S ... g •••• choe'. Abb. 5. 

Die kritische Geschwindigkeit (y "' ), bei der die Resonanz 

eintritt, ist also y* = !L = 1 . _1_ . 1 jl 
4 4 2'Jl V @e Per/sec, (3) 

weil die Eigenfrequenz des Systems 

f} = -21 . 1 (T Por/sec 1) 
'1t V @e 

(4) 

ist, wenn (@) das Trägheitsmoment des Ankers und (e) den 
elastischen Nachgiebigkeitsgrad des Triebwerks bedeutet. 

1) Man überzeugt sich davon leicht, wenn man in die Gleichung der 
harmonischen Schwing ung eines Pendels 

19:';+ X = 0 (6) 
e 

mit der Trägheitskraft B,i) und der elastischen Richtkraft ~ die Lösung 
e 

:r = A cos (cut - X) cinfiihrt, wo (cu) die Winkelgcschwi!Jdigkeit oder Kreis
frequenz cu = 2 :n:1j hedeutet. 



Lagerspiel. 7 

Die erzwungene Schwingung, die harmonisch ist, weil der 
Anker spielfrei schwingt und eine harmonische Eigenschwingung 
hat, lagert sich über die fortschreitende Ankerbewegung. Der 
Anker schwingt spielfrei wegen seiner kraftschlüssigen Verbindung 
mit dem Triebwerk und deshaI b harmonisch. 

Wenn aber Resonanz nicbt mit der Grundfrequenz der er
zwungenen Schwingung eintritt, sondern mit ihrer kten Oberwelle 
und wenn auf eine Umdrehung nicht 4, sondern allgemein 
(x) erzwungene Schwingungen kommen (vgl. S.34), dann wird die 
kritische Drehzahl allgemein _ 

'. I I 1 VI / 'Y' - - . 1] - --- -- Per sec - kx - xlc 2n: @e . 

Beispiel 1. Die Eigenfrequellz der schlesischen 
1-C-1-l'ersonenzuglokomotive (Abb.1). 

(;) a) 

Der elastische Nachgiebigkeitsgrad (e) des Triebwerks, das ist der 
\Vinkel, um den sich die Ankermasse gegenüber den Triebrädern unter der 
\Virkung eines DrehmomentH von 1 IlIt verdreht, rührt her VOll der 1'\ ach
giebigkeit der Motorwelle (ern)' der Blindwelle «('I,)' der Triebstangen (e t ) und 
Kuppelstangen (l'k)1): + + + e = e", eb ('t ('k' 

wenn man die .Kachgiebigkeit der Kurbeln und Kurbelzapfen vernachlässigt. 
Es ist (vgl. Abb. 6): 

L", 0,423 
elll = ./",G = 0,84.10- 3 ,0,8,;'107 = rdO,6.10- 4 m- 1 t- l , 

L", = Länge des auf Verdrehung beanspruchten lIIotorwellenstückes = 0,423 m, 
n: 

J", = polares Trägheitsmoment der Motorwelle = 32 (0,31 4 - 0,lö4) 

U = Schubmodul = 0,83.107 m- 2 t. 
= rd 0,84.10-;] m4, 

LI! 1,65 
e - -- - = rd 3,8. lO-4 m- I t- I , 

b - J b G - 0,52.10-3.0,83.107 

L b = Länge der Blindwelle zwischen den Kurbelsitzen = 1,65 In, 

n: 
J b = Polares TrägheitsllIoment der Blindwelle 32 (0,2754 - 0,144) 

Durchmesser der Blindwelle = 0,275 m, 
Bohrung der Blimlwelle = 0,14 m. 

f: L t 2,484 

= 0,52. \()-3 m 4, 

e - --- - ~~-,----;;--

t - lllr sin p - J~' Ptl'~ sin2 rp - 2,08fJ .107 • 0,5tl3 .10 2. O,I)H. 0,5 
= 4,5. 10- 4 m-It- 1 , 

1) Den nachstehend eingeschlagenen \Veg zur Ermittlung der Trieb
werkselastizität hat C ou w enho ven (Forschungsarbeiten d, Ver. Deutsch. lng., 
Heft 218, S. 51 ) angegeben. 



Lagerspiel. 

F = absolute elastische Längenänuerung der Triehstange beim Pre" IllOillent 
lvI = Pj' sin rp, 

Lt·P 
f: = j~'Ft ' 

L t = Länge der Triebstange :2,484 In, 

P = Triebstangenkraft, 
j' = Kurbelradius = 0,::1 m, 

Pt = Querschnitt der Triebstallge = 0,58;;. 10 - 2 m", 
E = Elastizitätsmodul = 2,08!). 107 m - 2 t, 

sin2 rp = 0,5, wenn nie Kurbelstellullg (rp = 450) gewählt wird, uie die grüßte 
Dehnung gibt. 

Kurbel 

B- B-
o - 0 
.... <0 

M ____ :=.'! __ 

423 

Aukcr 
'/ 

AbI>. Ii. 

Für die Kuppelstauge zwischen Blindwelle lind mittlerem Triebrad kann 
angenommen werden, daß sie 2/; des l\Iotordrehmoments iiberträgt: 

% L k 2/~. O,l\5 
e - - = 3,55.10- 4 m- 1 t- 1 , 

k - j '; Fk 'r2 sin2 rp - 2,ORH. 107.0,23 . 10- 2.0,0(1.0':) 

L 10 = Länge der Kuppelstange = rd 0,115 m, 

F" = (~uerschnitt der KuppelRtange = 0,23.10- 2 m 2 (allgenomlllell), 

e = c'" + e" + ct + ek = (0,6 + 3,8 + 4,5 + 3,55).10- 4 

= 12,45.1O-4m·- 1 t - 1 , 

Trägheitsmoment des Ankers: e = rd 0,9 mtsec2• 

Die Eigenfreqllenz des Systems ist also 

1 1/ 1 1 1/ 104 , 
'YJ = 2:n: rAe = 2:n:' r 0,9.12,45 = rd 4,8 Per/sec, 

und die kritische Geschwindigkeit 

was 

y* = !l = 1,2 Per/sec, 
4 

60 X 1,2 = 72 Ujmin 

(4) 

(3) 
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der Triebräder, oder bei 1:200 mm Triebrad(lurchmcsser einer kritischen 
Lokolllotivgeschwindigkeit von 16,:1 km/h entspricht. 

Die Beobachtung auf der fahrenden Lokomotive hat ein Schüttelbereich 
zwischen 

16 und 22 km/h 

festgestellt. l<~in schwächeres Schütteibereich zwischen 

34 und 43 km/h 

rührt wahr~cheinlich von einem Stichmaßfehler (vgl. S.34) her. 

Beispiel 2. Die kritische Geschwindigkeit der Varesina

Lokomoti ve. 

Couwenhoven hat den mittleren Nachgiebigkeitsgrad des Trieb-
werks zu 

e = 1,273.10- 3 rn-I t- 1 

und das Triigheitsmoment des Ankers zu 

e = 0,0663 mtsec2 

bestimmt. 

Die Eigenfre(lUCnZ des Systems ist alsu 

_ 1 1/ 10'1 _ 17 3 l' .' 
'I - 2:n: r 0,0663 . 1,273 - , eI/sec, 

und die kritische Geschwindigkeit 

y* = !L = 4,33 Per/sec, 
4 

(4) 

(3) 

was 4,33 X 60 = 260 U/min der Triebriider oder bei 1500 mm Triebrad
durchmesser einer Lokomotivgeschwindigkeit von 73,5 km/h entspricht. Die 
Messung im Betriebe hat 78 bis bO km/h ergeben. 

Wenn auch die Schwingung sonst spielfrei ist, kann doch 
im Hesonanzfall, wenn das übergelagerte Drehmoment der er
zwungenen Schwingung die Größe des Motordrehmoments über
steigt, der Kraftschluß und daher die Berührung zwischen dem 
arbeitenden Kurbelzapfen und seiner Lagerschale bei der Rückwärts
schwingung des Ankers aufhören, so daß beide Kurbelzapfen im 
Lagerspiel schweben. 

Diesel' Schwingungszustand, bei dem die Arbeitsübertragung 
zeitweise ganz aussetzt, was sich wegen des Losewerdens der 
arbeitenden Triebstange durch Stangengerassel oder triebwerk
zerstörendes Poltern äußern kann, erklärt die auf der Loko
motive empfundene Schüttelerscheinung. Sie verschwindet und 
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geht wieder in die spielfreie erzwungene Schwingung über, sobald 
sich der Schwingungsausschlag nach Überschreiten der Resonanz 
vermindert hat. 

So führt gerade die Betrachtungsweise Co u wen ho v e n s, 
trotzdem sie von der absoluten, kraftschlüssigen und deshalb 
spielfreien Ankerbewegung ausgeht, im Resonanzfall zur llelativ
bewegung, die den Anker rückwärts in sein Spiel treibt und sich 
wesentlich von der spielfreien' Ankerschwingung unterscheidet. 
Während diese eine erzwungene harmonische Schwingung ist, kann 
die ins Spiel einschwingende Bewegung es nicht mehr sein, weil 
sich beim Durchgang durch das Spiel die elastische llichtkraft 
sprunghaft ändert. 

Ihre Schwingungsdauer 
1 -Ir=-=1'+t: v 

hat zuerst K. E. Müller auf anschauliche Weise als Summe der 
natürlichen Schwingungsdauer (T = 1/'1) und der zum Durch
fliegen des Spiels (s) benötigten Zeit 

t:=~= ~T 
V 1-"7l (J 

berechnet, weil das Spiel bei jeder vollen Schwingung (von der 
Amplitude Q) viermal mit einer bei Null beginnenden veränder
lichen Geschwindigkeit, deren Mittelwert 

27lQ 
V=I-"-l'- (0<1-"<1) 

SeI, durchschritten wird. 
Deshalb ist 

-Ir = ~ = l' (1 + ~~~) = ~ (1 + I-" !"(J) 
und die Frequenz 

1/ = __ '1'--::-_ 
1+~' 

I1 7l Q 

(5) 

Unter dem Einfluß des Lagerspiels vermindert sich also 
die Eigenfrequenz des Systems und geht von der natürlichen 
Frequenz ('/'}) der harmonischen Schwingung in die Frequenz (1/) 
der quasiharmonischen 1) Schwingung üher. 

1) Die Bezeichnung rührt von Ku m m e r her. 



Veränderliche "~lastizität. 11 

Die Frequen;7, der quasiharmonischen Schwingung ist nicht 
konstant. Sie wächst mit der Größe des Ausschlags (Q). Aber 
nicht seine absolute Größe, nur sein Verhältnis (s/ Q) zum Spiel 
bestimmt die Eigenschwingungsdauer. 

Die vom Spiel herrührende ( dynamische) Störung des Systems 
tritt also, wenn die Schwingung wegen des Kraftschlusses (kine
matisch) spielfrei ist, als äußere Störung auf, die zum Winkel
sprung der Ankermasse führt und eine der fortschreitenden Anker
bewegung übergelagerte er;7,wungene harmonische Schwingung 
erregt. 

Die vom Spiel herrührende Störung des Systems tritt dagegen, 
wenn der Anker sein Spiel durchschreitet, als innere Störung 
auf, die zum Elastizitätssprung des Triebwerks und zur freien 
(lUasiharmonischen Schwingung führt. 

Beide sind nur verschiedene Wirkungen der einen vom Spiel 
herrührenden Störung des Systems, die sich als Elastizitätssprung 
äußert, wenn der Kraftschluß verschwindet, und als Winkelsprung 
auftritt, wenn der Kraftschluß wiederkehrt. 

a. nie zweite Ahweichung vom idealen Kurbelautl'ieh. 
(Veränderliche lnastizität.) 

Von der Elastizität des Triebwerks ist bisher angenommen 
worden, daß sie während einer Umdrehung konstant bleibt. In 
der Regel ändert sie sich aber mit der Kurbelstellung. 

Das kommt daher, daß die Stangenkraft (P) auch bei un
veränderlichem Motordrehmoment (]}I) wegen des veränderlichen 
He belarmes (r sin rp) 

JJl = Pr sin rp 

vom Kurbelwinkel (rp) abhängt und daß sich die Verteilung des 
Motordrehmoments auf beide Triebwerksseiten wegen der Phasen
verschiebung ihrer Stangen mit der Kurbelstellung ändert, so daß 
die Beanspruchung und Nachgiebigkeit der Triebwerksteile (Wellen, 
Stangen, Kurbeln) mit dem Energiefluß durch sie wechselt. 

Denkt man sich das Triebwerk etwa festgestellt und die 
Ankermasse elastische Schwingungen um die Motorwelle aus-
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führend, so wird also die Sehwingungszahl je nach der Kurbel
stellung eine andere sein, weil die Nachgiebigkeit des Getriebes 
von jener Stellung abhängt. Was geschieht aber, wenn das 
Getriebe nicht mehr feststeht, sondern etwa gleichförmig umläuft 't 
fragt Meissner. Von einer eigentlichen Schwingungszahl im 
üblichen Sinn kann offenbar nicht mehr gesprochen werden; ja 
der Schwingungsvorgang wird vielleicht gar nicht mehr streng 
periodisch sein. Bleibt überhaupt die Schwingung in endlichen 
Grenzen, oder kann sie, obwohl die äußere Erregung fehlt, 
trotzdem zu unendlich großen Ausschlägen führen? 

Über den Schwingungsvorgang bei veränderlicher Elastizität 
kann man sich wie folgt einen Überblick verschaffen: 

Wenn der Elastizitätsfaktor (IM nicht mehr konstant ist, 
wie bei der harmonischen Schwingung, sondern wenn er eine 
periodische Funktion 

f'(t + T) = (t) 

der Zeit t mit der Umlauft:izeit (1') des Antriebs als Periode ist, 
so geht die Bewegungsgleichung der harmonischen Schwingung 

t:A .. 1 
I!:'Ix + -:e = 0 

e 
(e = const) (6) 

m die Gleichung der nunmehr nichtharmonischen Sehwingung 

@.i' + (t);J; = 0 (6a) 

über. Sie hat wie jede lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zwei linear voneinanuer unabhängige Lösungen, 

tP l (t) und tP2 (t). 

Setzt man in der Gleichung (6a) statt (t) durchweg (t + 1'), so 
ändert sie sich wegen 

l(t + 1') = (t) 

nicht. Daher sind auch 

tPl (t + T) und tP2 (t + T) 

Lösungen der Gleichungen (6a), d. h. die Funktionen (tP1) und 
(tP 2) sind periodisch. Sie sind aber nicht rein periodische Funk
tionen wie bei konstanter Elastizität. Sie reproduzieren sich 
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vielmehr mit einem Multiplikator (111), wenn die Umlaufszeit (T) 
abgelaufen ist: 

(7) 

1n1 .1n2 = l. 

Das kommt daher, daß die Schwingung in einem zeitlich 
veränderlichen elastischen Feld erfolgt und deshalb, wenn 
die Vergrößerung der elastischen Kraft gerade im Moment des 
größten Ausschlags eintritt, mit wachsender Zeit ins Unendliche 
zunehmen kann, so wie es die erzwungene Schwingung im Resonanz
fall tut. Aus der nmal wiederholten Anwendung der Periodizitäts
eigenschaft (7) folgt nämlich 

~(t+nT) = m"~(t), (7a) 

was bei reellen :\'lultiplikatoren :;mm unbegrenzten Wachstum 
der einen Funktion, deren Multiplikator 

m1 > 1 

und zum Verschwinden der andern Funktion führt, deren Multi
plikator 

ist. 

Zu den Lösungen (7) der Differentialgleichung (6a) kann man wie 
folgt gelangen (vgl. etwa J. Horn, Gewöhnliche Differentialgleichungen 
[Sammlung Schubert, Bd. 50], S.232, Leipzig 1905 bei Göschen): 

Sind Xl (f) und X2 (t) die heiden noch unbekannten Lösungen, dann 
lautet das allgemeine Integral 

X (t) = PX1 (t) + Q '1"2 (t) (a) 

mit den willkürlichen Integrations konstanten (P) und ((J). 

Weil die Elastizität tU) die Periode l' hat: 

{(t + 1') = {(t), 

so ändert sich die Gleichung (6 a) nicht, wenn man statt (f) durchweg (t + 1') 
setzt. Deshalb sind auch Xl (t + 1') und ,'1;2 (t + 1') Lösungen der Gleichung (6a), 
sind also von der Form (a): 

Xl (t + T) =: AX1 (t) + B X2(t), ) 
X2 (t + 1') = C ;/:1 (t) + DX2 (t), J (b) 

mit den durch Xl' X2 bestimmten Integrationskonstanten A, B, C, lJ. Nach 
(a) und (b) ist 

X(t+1')=P.Tl(t+T)+QX2(t+T) (c) 

= (PA+ <.!C)xl(t)+(Pl:i+ (Jj)x2(t) (d) 
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Sucht man ]J/(J so zu bestimmen, daß mit konstantem /11 

X (I + T) = mX(t) (7) 

wird (was im allgemeinen nicht schon von Xl und X2 gelten wird), so folgt 
aus Gleichung (d) und (7): 

[lJ(A -m) + (J G] ,1'1 (t) + [PB + (J (D -In)] ,T2(t) = 0, 

oder weil die Koeffizienten beider Glieder gleichzeitig verschwinden müssen: 

l'(A-m)+QC =0, 
PB+(J(])-IJt) = 0, 

also 
Q A-In B 

- P = -C- = ])-m' (e) 

Daher hat man für 111 die Bestimmungsgleichung 

m2 -m (A +]) + (AD- 11C) = 0, 
die wegen 

AlJ-BC=l 
übergeht in 

m2 -m(A+D)+1 = 0, 

so daß das Produkt ihrer Wurzeln der Bedingung genügt: 

1111 , m2 = 1. 

(f) 

(g) 

(h) 

lIier ist A + D reell. Für A + D > 2 ist auch m reell. Für 
IA + D I < 2 ist 111 dagegen eine komplexe Einheit, und 1nu m2 sind zu
einander konjugiert. Die zu 1111 gehörige Eigenschwingung X (I) mit der 
Eigenschaft (7) ist durch das mit In = 1111 aus (e) folgende Verhältnis P/(J 
charakterisiert (ebenso hei 1/!2)' Aus der Gleichung (h) folgt für die 
Sta bili t ä ts bedingung [Gleichung (8), S. 16]: 

1/! = A + D = 1. (i) 
2 

Der Satz (g), daß die Determinante (.1) der l\:onstanten (A, 11, C, lJ) in 
den Gleichungen (b) gleich Eins sein muß: 

LI = I~~! = AD-BC = 1, (g) 

läßt sich in jedem Sonderfall für die gewählten Anfangsbedingungen der 
Differentialgleichung (6a) nachweisen. Er ist an die Bedingung geknüpft, 
daß der Koeffizient R 1 der ersten Ableitung in der Differentialgleichung 

;i; + R 1 x + R2 :t: = ° (k) 
verschwindet und kann für diesen Fall 

(I) 
also für die Gleichung 

wie folgt allgemein bewiesen werden: 
Sind [l'I und X2 Lösungen der Gleichungen (k), ist also 

~l + R1~1 + 1:2 X 1 = 0, } 
X2 + R1X2 + 1, 2 X2 = 0, 

(m) 

dann folgt aus beiden Gleichungen (m): 

_ XIX2- a'l x2 -~. 
](1 - • . - 11.' 

XIX2 - Xl X 2 
(n) 
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Ans den Gleichungen (b): 
!h = A :1'1 + ]JX2,"\ 

ergibt sich aber 
Y2 = C:I'\ +D:r2, J 

r = Ydi~- !i1Y2 = (X1:i'2-,i'1;)'2) (AD-DC) 
oder nach Gleichung (g) und (n) 

l' = W 11, 
während aus (n) folgt: 

dU' d (:v1 x.) - "'I :1:2 ) .... 1J - = - = X X' - J" :1'0 = - 'V = - IV l "X dx 1 2 1 _ 1 
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(b) 

(0) 

und wegen BI = 0 (1) 
/(' = Xl X2 - ,1\ X2 = 1\ ::..-:: konstant. (p) 

Da dic Konstante ihren Wert behält, wenn die Lösungen '~:1 (t) und X2 (t) 
in ,111 (t) = .T1 (t + 1') und .'12 (t) = X2 (I + 1') übergehen [vgl. Gleichungen (b)], 
so muß auch 

l' = !h,~2-ih!l2 = K = w (q) 
sein, was in Verhindung mit meichung (0) zum oben behaupteten Satz (g) 
führt: 

11 = AD - J: C = 1. (g) 

E. Meissner nennt Schwingungen mit Iml =1= 1 instabil. 
Der reelle Multiplikator beeinflußt also den Ausschlag der 

Schwingung. Von einem imaginären Multiplikator mit dem Betrag 1 
dagegen hängt nur die Phase der Schwingung ab. 

Das kann z. B. aus der Darstellung der Schwingung als um
laufender Vektor unmittelbar abgelesen werden. Ein imaginärer 
Multiplikator kommt dort einer Drehung des Vektors, ein reeller 
Multiplikator einer Änderung seines Betrages gleich. 

Für einen imaginären Multiplikator bleibt also die Schwingung in 
endlichen Grenzen (stabil). Sie ändert aber ihre Phase und hat -
sofern sie überhaupt periodisch bleibt - auch eine andre Frequenz. 

Beträgt nämlich nach Ablauf der ersten Periode von T Sekunden 
die Phasenverschiebung (X), so ist sie nach 2 T Sekunden (2 X) usw. 
Wenn die Schwingung nach (p) vollen Umläufen, also nach p T 
Sekunden wieder zu einem Punkt gleicher Phase zurückkehrt, das 
ist wenn die Phasenverschiebung (p X) ein Vielfaches ('1) eines vollen 
Umlaufs (2 n) ist, 2 

PX = n'l, 

beginnt das Spiel periodisch von neuern, also offenbar mit der 
Frequenz (I/pT). Die Schwingung bleibt also nur dann periodisch, 
wenn sich (x) und (2 n) so wie zwei ganze Zahlen (p, q) verhalten, 
die wir gleich als teilerfremd angenommen haben: 

2 nJ) 
X=--' 

I/ 
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Zwischen stabilem und instabilem Gebiet besteht der Grenzfall 

m = + 1, (8) 
für den die Funktion (7) der Bedingung gehorcht: 

f1J (I + 1') = + f1J (t). (9) 

Um die Instahilitätsgebiete zu berechnen, genügt es daher, Lösungen 
der Gleichung ((j a) zu suchen, die der Bedingung (9) genügen. 

ßeiSlliel3. Berechnung der Instabilitätsgebiete für stückweise 
konstante Elastizität. 

(E. Meissner, Schweiz. Bauzeitg. Bd.72, S.95, 1!J18). 

Die Elastizität des Triebwerks sei innerhalb zweier periodisch wieder
kehrender Teilintervalle von der Dauer (1'/2) stückweise konstant und habe 
die Werte (Cl) und (e2). Die Dauer einer vollen Periode der Elastizität oder 
ihre Umlaufszeit sei (1'). 

Dann ist die Eigenschwingung eine periodische Funktion, die sich nach 
Ablauf der Umlaufszeit (1') bis auf einen Multiplikator (111) reproduziert: 

<P (t + 1') = In <P (I). (7) 

Wir suchen den Grenzfall 
Iml = 1, (8) 

der die stabile Schwingung von der instabilen scheidet, d. h. wir suchen die 
an den Grenzen der Instabilitätsgebiete liegenden Eigenfrequenzen , die als 
die Randwerte der instabilen Schwingungen die kritischen Geschwindigkeiten 
angeben, mit denen Schüttelerscheinungen IJeginnen uni! endigen können. 

Für die stückweise konstanten Elastizitäten lauten die Bewegungs
gleichungen : 

im Teilstück (1) mit dem Nachgiehigkeitsgrad (ei): A ~2t~ + ~ = 0, I 
,. t/2 y .11 - J " " (2)"" " (l~). ~ -, ., + - _ 0, (.1- (?2 

oder 

wenn 

rl 2 x + 2 l d t2 a ,7; = 0, J 
d2 " 
flt2 +ß2 y = 0, 

a = 1/-1- und ß = 1fTe2 r Ae} r e e2 

die Kreisfrequenzen und 

1} = 2(~ = 2~ Y e~l' \ 

6 = !rr = 2 ~ V e1
('2 J 

die natürlichen oder Eigenfrequenzen in heiden Intervallen bedeuten. 

(6) 

(6b) 

(4a) 
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Ersetzt man in den Gleichungen (6b) die Zeit (t) durch den Kurbelwinkel 

2n 

so gehen sie wegen 

über in 

q; = yt, 

dx tlx dq; 2:n; d.ce 
dT = dq;'(jt = l' dq; 

d2 a: "2 l cl q;2 + (1 '/1) x = 0, 

d2 /1 J d ~2 + (1' b)2 y = O. 

Ihre Integrale sind von der Form 

x= A cos A q; + B sin A q; im Teilstück 
y= o COS ,lHp + ]) sin p,q; 

" " 
A = 1''1), , 
P. = T~. J 

(6c) 

1, \ (6d) 
2, J 

(10) 

Die Integrationskonstanten (A, B, C, lJ) folgen aus der Bedingung, daß 
an der Grenze zweier Teilstücke die Ordinaten und die Tangenten der dort 
zusalllmenstoßenden Teilkurven übereinstimmen müssen. Demnach folgt für 
(q; = 0): 

X<p =0 = !/<p = 0 , 

(dx) _ (d Y) 
dq; <p=o - a:q; <p=o' 

aus den Gleichungen (Gd): 
A = 0" 

AB = p.D, J 
und für (q; = n): 

weil wegen 

und 

(
d Xx),p =" : y(~ ;)" = In!/ <p =(d ~ ') } 
dq; <p=n - dq; <p=:n; --- In dq; ",=-:n;' 

der Periodizitäts bedingung (7): 

<P(q;+2n) = m<P(q;) 

<P (:11) = 111 <P (- n) 
ist, aus den Gleichungen (12) mit Hilfe der Gleichungen (6 d) : 

A cos Än + n sin An = In (0 cos,u n - J) sin,un), \ 
-AA sinÄn+ABcosAn = 111 (p. Osin/tn+p.]) cosp.n). J 

Durch Elimination ergibt sich: 

wenn 

bedeuten. 

,ltmO= Aa+Bb" 
p.mD = Ac+Bd, I 

a p. cos ),n cos p.n - A sin A:7T sinp.n, l 
I, P. sin An cos p.n + A cos An sin p.n. 
c = -p. COS ),:7T sin p.:7T - A sin An cosp.:7T, J 
d = -p.sinAnsinp.n+AcosAncosp.:7T 

Höry, Scbüttelcrscheinungen elektro Lokomotiven. 2 

(11) 

(12) 

(12a) 

(12b) 

(13) 
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Aus den Gleichungen (12b) und (11) folgt: 

,llmA = A(~+ 13b, , 
}.,m13 = A e+Bd, J 

A(~-m)=-IJ!, 1
J
. 

13 (~ - 11/,) = - A {- , 

(~ -m)(4-m.) = ;!~, 
( a d) be-ad. 

m2 - In ~il + T = Aß 

Die rechte Seite der Gleichung (14) ist [vgl. Satz (g), S. 14 J : 
be-all - -1 

Ap. - , 

(12c) 

(12d) 

(14) 

was unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (13) folgt. Deshalb ist 

m2 - n{~ + ~-) + 1 = 0, (14a) 

wo der Klammerausdruck reell ist , und die Bedingungsgleichung 
gesuchten Grenzfall Im I = 1 lautet: 

1 (a d) m = - - + - = 1 1), 
2!1 }., 

~ tl)k---------------~~------------_,~~---

Ahu.7. 

für den 

(15) 

oder für (a) und (d) die Werte aus den Gleichungen (13) und für (}.,) und (lI) 
die Werte aus den Gleichungen (10) gesetzt: 

cos1ITn.cos.t,Tn-~(~+~)Sin'l]Tn.sin!;Tn = 1. (16) 

Die linke Seite der Bedingungsgleichung (16) enthält außer den kon
stanten Eigenfrequenzen (li,!;) nur die Umlaufszeit (T). Wir fassen sie nun 

1) Die Stabilitätsbedingung (15) ist identisch mit der Bedingung Ci), S. 14. 
Man hätte sie unmittelbar anschreiben und umgekehrt aus ihr und den 
Anfangsbedingungen die Konstanten rechnen können. 
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als Veränderliche auf und fragen nach den Werten (1') der in Abb. 7 auf
gezeichneten Funktion 

1'(1') = COSIIT:7r.cos~Tn-~ (~+~) sin1)Tn.sin~Tn, (16a) 

c 
C für die sie den durch Gleichung (16) gekenn

zeichneten Grenzfall, das ist den Streifen 

1/«1')1 = 1 (16b) 
erreicht. Außerhalb dieses Streifens wird die 
Funktion F (1') inRtabil. Wo die Werte den 
Streifen überschießen, sind Schüttelgebiete. 
Die Schnittpunkte der Kurve F (1) mit den 
Geraden F(T) = ± 1 bestimmen Randwerte 
der Schüttelgebiete oder kritische Geschwin
digkeiten. 

Die Abbildung 8 zeigt den Verlauf der 
Funktion (16a) für verschiedene Verhältnis
zahlen der stückweise konstanten Elastizitäten 
oder Eigenfrequenzen 

u2 =~ 
e2 

also die Funktion 

u 

F (~) = cos g cos u g 1 
- ; (u + ~-) sin g sin ug, (16c) 

g ~ 1) Tn. 

Die Verhältniszahl (u) schwankt zwischen (0) 
und (I): 

a) Wenn die Elastizität durchaus kon
stant ist: 

ist 
'f] =~, 

u = 1, 

und die Funktion (16c) geht III eine har
monische Schwingung 

Fe;) = cos2~ = cos2n'f]T (I6d) 
über, die den Streifen 

iFml = I 
niemals überschreiten und deshalb keine 
Schüttelgebiete aufweisen kann, wie es für 
eine harmonische Schwingung konstanter 
Elastizität selbstverständlich ist. 

h) Wenn aber die Elastizität periodisch ganz aussetzt: 
e1 = 0; u = 0, 

dann lautet die Funktion . "sin " 
F (") = cos ~ - " " ~ , 2 (16e) 

und die Schüttelgebiete werden sehr breit (Abb.8). 

2* 
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Die Berechnung eines Sonderfalls im Beispiel Ul) Ileigt, daß 
es unendlich viele Schüttelgebiete der Umlaufszeit l' gibt. Sie 
bestehen nicht aus einzelnen Pu'nkten, sondern erfüllen ganze 
Bereiche und erstrecken sich über alle Drehzahlen, für die die 
Multiplikatoren einen von 1 verschiedenen Betrag haben. Ihre 
Randwerte (mit m = + 1) sind die unendlich vielen kritischen 
Geschwindigkeiten, die die stabilen von den unstabilen Gebieten 
trennen. 

Nur außerhalb dieser Hosonanllgebiete sind die Schwingungen 
stabil. Bei Überschreitung der Randwerte werden die Schwin
gungen instabil und führen zu Schüttelerscheinungen. 

Beispiel 4. Die kritischen Geschwindigkeiten der 
1-E-1- Lötsch b erg I okom oti ve (Abb.2). 

De,' ein sei ti g e Zahnrauantrieb dieser Lokoll1oti ve macht ihr Trieb
werk unsymmetrisch, was zu verschiedener Nachgiebigkeit der beiden Trieb
werksseiten führt. Die Nachgiebigkeit der Zahnradseite ist nämlich um die 
von der Vorgelegewelle herrührende Verdrehung kleiner als die N achgiebig
keit der andern Triebwerksseite. 

Nach den Berechnungen von Couwenhoven (1. c., S.78) ist der anf 
1 mt Drehmoment bezogene mittlere Verdrehungswinkel der Zahnradseite 

el = 1,742.10-- 4 rn-I t-I, 
der andern Triebwerksseite aber 

e2 = 5,21.10- 4 rn-I t- I . 

Wenn Lagerspiel vorhanden ist, dann können die beiden Triebwerksseiten 
nicht gleichzeitig, sondern nur abwechselnd Arbeit übertragen. Die N ach
giebigkeit des Triebwerks erleidet deshalb im Augenblick des Stangen
wechseIs einen Sprung. 

Die Elastizität ist also stückweise konstant. Ihre kritischen U mlaufs
zeiten (1') sind die Schnittpunkte der im Beispiel (3), Seite 19 ermittelten 
Funktion 

1'(T) l' ]' l(ll+b)' ]' . '1' , = cos 1) :n: • cos (; :Jr - - , - Slll 11 :Jr. S11l ~ :Jr • 2 b I) , 

mit den Geraden 1-'(1') = ± 1. 

(IGa) 

(16b) 

Die kritischen Umlaufs zeiten des Triebwl·rks sind dann (4 T), weil wegen 
des Stangenwechsels vier volle Perioden der Elastizität auf eine Triebwerks
umdrehnng kommen. 

Die l<~igenfrequenzen in den beiden Teilstücken sind 

1 ~ 104 

11 = 2:Jr Y (11'1 - 2:Jr 5.21.0,747 

1 1 r.::r=- 104 

,:; =~ r(11"~ - 2:Jr 1,742.0,747 = 14 Per/sec, 

8,1 Per/sec, 
(4) 

weil das Trägheitsmoment deI" Ankermasse Ei = 0,747 mtsec2 beträgt. 
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Mit diesen Werten lautet die Gleichung der Kurve (16a): 

F(1') = cosS,l Tn.cos141'n-1,155sin8,1 Tn.sin141'n, (l6f) 

die in .\hb.7 aufgezeichnet ist. ~ie schneidet ehe Geraden F(1') = ± 1 bei 

T1 = 0,03fJ und 0,052 Sek. 
und 1'2 = 0,085 und 0,OH7 Sek. 

Die kritisllhcn Umlaufszeiten des Triebwerks liegen also zwischen 

4 1'1 = 0,156 und 0,208 Sek. 
und 4 1'2 = 0,34 und 0,38ö Sek. 

Das entspricht folgenden Frequenzen: 

1 
T = 4,8 bis (j,4 Per/sell 

4 1 

1 
und = 2,57 bis 2,H4 Per/see 

4 T"2 

und kritisllhell Drehzahlen: 

und 

(iO 

41'] 
2i"l8 bis 384 li/min 

()1~ = 154 bis 176 E/min, 
4 :! 

oder (hei 13501l1m Triebraddnrehmesscr) folgenden ::lchüttC'lgebieten: 

von 73 his!J8 km/h 

und von 38,3 bis 44,6 km/ho 

Die Messung auf der fahrenden Lokomotive hat 38 bis 42 km/h el'geben 
(e 0 u w e 11 h 0 v en, a. a. 0., S.6). Das oberste Schüttelgebiet wird nicht erreicht, 
weil die Höchstgeschwindigkeit der Lokomotive 70 km/h beträgt 

Neuere Ausführungen sowohl der Schweizerbahnen als auch der deutschen 
Reichseisenbahnen vermeiden die vom einseitigen Zahnrad antrieb her
rührende U nsymmetrie durch beiderseits angeordnete Zahnräder. 

Das Beispiel (3) zeigt die Berechnung der Instahilitätsgebiete 
für stückweise konstante Elastizität und Beispiel (4) gibt eine 
praktische Anwendung davoll. Um die Instahilitätsgebiete der 
Eigenschwingung d2 x 

&J dt2 + f(t)x = 0 (6a) 

für kleine Schwankungen des elastischen Feldes allgemein zu be
rechnen, führt K. E. NI ü II e r in die Bewegungsgleiclmng (6 a) die 
Umlaufszeit (1') der ElastiJ.:ität und den Kurbelwinkel 

2n 
fjJ = T t (fjJ = 2:n; für t = 1') (17) 

elll, für die die Gleichung (6a) übergeht in 

(/"2 x + 1'2 (1 ( fjJ) x = 0 
d fjJ2 4:n;2 &J 

(6 e) 
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[vgl. Gleichung (6 c), S. 17 J und entwickelt die Elastizität 11 (f{!), die 
Umlaufszeit (T) und den Aussehlag (x) in Reihen eines kleinen 
Parameters (~): 

fl ( cp) = 1} 02+ d 1}1 2 + d21}22 + ... 1 
4n2 0 I 

T = To + (5 Tl + (52 T2 + ... JI 

X = Xo + ~ Xl + ~2X2 + .. . 

(18) 

Diese Entwicklungen in Gleichung (6e) eingesetzt und nach 
Potenzen von «(5) geordnet, geben nach der Methode der unbe
stimmten Koeffizienten eine Reihe von Bedingungsgleichungen, 
deren erste lautet: 

d2 xo 2 2 _ 
~d + To '10 X o - O. (fif) 

f{!2 

Vernachlässigt man den Einfluß der übrigen Bedingungs
gleichungen, die von den Gliedern mit dem kleinen Parameter (d) 
und seinen höheren Potenzen herrühren, dann folgt die erste 
Näherungslösung der Gleichung (6a) als Integral der Gleichung (6f): 

Xo = .A cos (n f{! - X), } 
n = 1~1}o, 

(19) 

worin (A) und (X) Integrationskonstanten sind und 1}0 nach 
Gleichung (4) und (18) die angenäherte oder mittlere Eigen
frequenz bedeutet. 

Nun muß nach früherem die Lösung (19) der Periodizitäts
bedingung (9) genügen: 

W (f + T) = + W (f). (9) 

Es muß also na.ch Gleichung (19) unter Berücksichtigung der 
Gleichung (17) sein: 

cosn(f{! + 2n) = +cosncp, 

n =+(1, 2, 3 '" k). 

(9a) 

Die kritische Umlaufszeit (T*) der Elastizität ist wegen 
Gleichung (19) und (9a) 

T* =r!, - --"'--
1}o 2 1}o 

und die kritische Frequenz der Elastizität 

1 2 1}o 
e = T* = -k-' (20) 



Veränderliche Elastizität. 23 

Die Umlaufszeit (T) der Elastizität ist in symmetrischen Ge
trieben gleicb einem Viertel der Umlaufszeit des Antriebs, weil 
die Stangen (Triebwerksseiten) viermal während einer Umdrehung 
wechseln und beide Triebwerksseiten elastisch gleich sind. Wenn 
aber die Elastizität der beiden Triebwerksseiten verschieden ist, 
so kehren gleiche elastische Verhältnisse nur nach jedem zweiten 
Stangenwechsel, nämlich nur für die jeweils gleiche Triebwerks
seite wieder, und die Umlaufszeit der Elastizität ist gleich der 
halben Umlaufszeit des Antriebs. Wenn Stichrnaßfehler vorhanden 
sind, kann die Umlaufszeit der Elastizität auch der Umlaufszeit 
des Antriebs gleich sein (vgl. S. 34.). 

Die kritische Frequenz der Elastizität ist also in symmetrischen 
Getrieben gleich der vierfachen Antriebsfrequenz (e = 4. 1') und 
in unsymmetrischen Getrieben gleich der doppelten oder einfachen 
Antriebsfre(lUenz (e = 21', 1'). Ist allgemein c = x 1', so folgt 
aus Gleichung (20) die !leihe der kritischen Drehzahlen 

1'* = ~ = ?_?I~ = ~ . _1 lr 1 Per/sec (21) 
x k x x k 2 Jl V 6J eo 

k = 1,2,3 ... , 
u = 4 für symmetrische Getriebe, 

= 2 für unsymmetrisdle Getriebe, 
= 1, 2 für f::ltichmaßfehler, 

110 = mittlere Eigeufl'equenz, 
fO = mittlere Elastizität, 
e = Trägheitsmoment. 

Man erhält also alle kritischen Drehzahlen, wenn man (k) in 
der Gleichung (21) die Heihe der ganzen Zahlen durchlaufen läßt. 
Statt ganzer Schütteibereiche ergibt aber die erste Annäherung 
nur kritische Drehzahlen. 

Beispiel 5. 
Eine schöne Bestätigung hat die Theorie K. E. Müllers durch Buchli 

und Cou wenhoven gefunden, die mit dem Torsiographen 1) gemessene 

1) Der von Geiger konstruierte Torsiograph besteht aus einer Aluminium
scheibe , die durch ein Band angetrieben wird und die zu untersuchenden 
Drehschwankungen mitmacht. Im Innern der Bandscheibe ist ein sie möglichst 
ausfüllendes Schwungrad angeordnet, das durch Spiralfedern mit der Band
scheibe elastisch verbunden ist. Während aber die Bandscheibe die Dreh
schwankungen der Maschinenwelle fast unverändert wiederholt, ist durch 
zweckentsprechende Bemessung der Federn, derart, daß die Eigenschwingungs
zahl des SChwungrades unter die niedrigste Schwingungszahl der zu messenden 
Drehschwankungen gelegt wird, dafür gesorgt, daß das Schwungrad ohne 
Hücksicht auf die Ausschläge der Bandscheibe gleichmäßig umläuft. 

Zwischen der gen au wie die Maschinenwelle ungleichförmig umlaufenden 
Bandscheibe und dem in ihrem Innern befindlichen f::lchwungrad entstehen also 
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Schütteldiagramme einer 1-E-1-Liitschberglokomotive (Abb.2) mit Bnchli
scher Federung veröffentlichen (BBe-Mitteilungen, Mannheim 1923, Heft 1/2) 
Wie aus den in Abb. 9 wiedergegebenen Bruchstücken der Torsiogramme zu 
erkennen ist, treten Schüttelschwingungen 

vierfacher Frequenz bei 15,6 km/h, 

zweifacher " 30,2 km/h, 
einfacher " 48,7 km/h 

anf. Die Heihc der Schüttelfre<juenzen und kritischen Geschwindigkeiten 
ist also 

k = 1,2,4, 

so wie cs die Gleichung (21) für u = 2 
seitigel' Zahnradantrieb !) vorschreibt. 

für unsYlllmetrische Getriebe (ein
Die dreifache Frequenz (k = 3) 

30,2 km/h 

I. 

48,7 krn/h 

tritt in der Regel nicht 
_____ l-~mdrebung.:>t- auf. Ygl. Kummers und 

~I( 

Abb.0. 

1 Umdrehung 
I( 

1 Umdrehung 
)I( I ,I. \ ,j( 

l\I ü Il e r s Reihe der aus
gezeichneten SchütteI
frequenzen Seite 38. 

Die Heihe (21) für 
die von der verii,nder
lichen Elastizität her
rührenden kritischen 
Drehzahlen 

" _ 2 t]o (21) 
Y - 'Xl~ 

erinnert an die Heihe (3a, S. 7) der kritischen Geschwindigkeiten 

* _t]o 
Y - 'Xk' (3a) 

die von der Resonanz der Eigenschwingung mit der Grundschwin
gung oder mit der Hen Oberwelle einer von einer äußeren Störung 
erregten erzwungenen Schwingung herrührt: Die Reihe (3a) gebt 
für die doppelte Eigenfrequenz (21/0) in die Heihe (21) über. 

Drehschwankungen, die, am Umfang der Bandscheibe gemessen, unmittelbar 
die Winkelabweichung der Maschinenwelle darstellen. Die Drehschwankungcn 
gehen für .ie<len Punkt deI" Bandscheibe auf einem Kreisbogen vor sich, also 
tangential zum Halbmesser. Durch Winkelhebel werden die tangentialen 
Ausschläge in radiale und schließlich ill axiale umgeformt und durch eine 
nicht mitlaufende Nadel aus dem Drehbereich der umlaufenden Massen 
herausgeleitet und auf einen Schreibhebel übertragen (ZeitRchr. d. Ver. D. 
Ing. 1916, S.811). 
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Die lrbereinstimmung ist keine zufällige. L. Dreyfus hat 
gezeigt, daß die von der veränderlichen Elastizität herrührenden 
Schütteibereiche tatsächlich Resonanzfälle der Eigenschwingung 
mit der Grundwelle oller mit einer Oberwelle des pulsierenden 
elastischen Feldes sind. Der Resonanzfall tritt ein, wenn die 
Frequenz der Elastizitätsschwankung gleich der doppelten Eigen
frelluenz ist, so wie es der Vergleich der Heihen (3a) und (21) 
fordert. 

Das ist auch leicht verständlich: Der Ausschlag eines Pendels 
wächst, wenn seine elastische Hichtfähigkeit bei der Annäherung 
an die Ruhelage abnimmt und im Moment des größten Ausschlags 
am größten ist. Die größere elastische Hichtfähigkeit beim größten 
Ausschlag erhöht ja <lie Schwingungbenergie des Systems. Die 
elastische Richtfähigkeit muß freilich sowohl beim positiven, als 
auch beim negativen Pelldelausschlag wachsen, also mit der 
doppelten Frequenz der l'endelschwingung. So wird dem System 
vermittelst der Schwankung des elastischen Feldes <lauernd Energie 
von außen zugeführt. Das ist die physikalische Erklärung der 
Instabilität. 

Daß es unendlich viele Instabilitäts bereiche oder Schüttel
zonell geben kann, kommt von der Möglichkeit unendlich vieler 
Oberwellen im \' erlauf des elastischen Feldes. Daß es aber 
Schüttelbereiche sind, die die Hesonanzpunkte zu I{esonanz
zonen verbreitern, das kommt von der Veränderlichkeit der Eigen
frequenz. Sie hängt nicht nur von der Größe der Elastizität, 
sondern auch von ihrer Frequenz und Phase ab. Ändert man 
nämlich ihre Frequenz, so ändert sich auch ihre Phase gegen die 
Eigenschwingung und das im Moment des größten Ausschlags 
wirksame elastische Feld, das die Eigenfrequenz beeinfiußt. Die 
Eigenfrequenz ändert sich also zugleich mit der Frequenz der 
Elastizitätsschwankung. Deshalb kann das zwischen beiden Fre
quenzen für die Hesonanz erforderliche Verhältnis (1: 2) innerhalb 
eines größern (lnstabilitäts-) Bereiches erhalten bleiben. 

Die vollständige Lösung des Problems, die auch die Ermitt
lung der "Breite" des instabilen Gebiets umfaßt, ist Dreyfus 
durch den Nachweis gelungen, daß ein System periodisch ver
änderlicher Elastizität identisch ist mit einem System konstanter 
Elastizität, aber mit pulsierender Dämpfung. 
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Führt man nämlich in die Schwingungsgleichung (6a, S. 12) 

(ii}d2X+~X=O (6a) 
d t2 e 

mit der periodisch veränderlichen Richtfähigkeit 

~= f(t) = f(t + T) 
e 

statt der Zeit t durch 

drp = IJJllt mit 1JJ2(ii}e = 1 

eine neue unabhängige Veränderliche rp ein, wo also 00/2 tl die 
Eigenfrequenz bedeutet, so geht sie wegen 

dx dx drp df 
-- -00--
dt - d rp dt ~ d rp 

und 

über in 

(22) 

Das ist die Gleichung eines Systems mit ko n s tan te r Elastizität 

( ) d D" f ( 1 d log nat e) . d· 1 h kt = 1, essen amp ung -:2 cl rp pel'lo ISC 1 sc wan . 

Durch die Dämpfung wird dem System Energie entzogen oder 
zugeführt, die proportional dem Integral 

~ ~ 

E = fdlOgnat I' d;J; fix = frllOgnate {dX)~tI 
drp rirp drp \drp r:p 

(23) 
o 0 

sein muß. 
Ist das Integral über eine volle Periode negativ, so wird dem 

System Energie entzogen und die Schwingung verklingt. Ist das 
Integral aber positiv, dann wird dem System Energie zugeführt 
und die Schwingung wächst über alle Grenzen (instabil). Ist 
endlich der Integralwert Null, so bleibt die Energie des Systems 
ungeändert und die Schwingung ist ungedämpft. 

Im allgemeinen ist das Energie-Integral (23) von Null ver
schieden, wenn die Frequenz (c, ke) der Elastizitätsschwankung 
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oder ihrer kten Oberwelle gleich der Frequenz der Schwingung 

(::Y ist und wenn die Phasenverschiebung zwischen beiden 

Schwingungen weder 00 noch 1800 ist!). 

Da aber die Schwingung (::Y die doppelte Grundfrequenz 

(21]0) der Schwingung x hat, so ist die Resonanz der Elastizitäts
schwankung oder ihrer kten Oberwelle mit der Eigenschwingung 
doppelter Fre(luenz die Bedingung für die Instabilität: 

7ce = 2 tlo , (20) 

so WIe es die Gleichung (20), S. 22 fordert. 

Beispiel 6. Ermittlung der Instabilitätsgebiete und ihrer Breite 
nach Dreyfus für ein elastisches Feld von einfachem Verlauf. 

(Vgl. Dreyfus, Archiv für Elektrotechnik, 12. Bd. Heft 1, S. 38, 1923.) 

Die gesuchten Schüttelgebiete müssen Lösungen der Gleichung 

(~<72 ;C + ~ x = 0 (6a) 
"(2 e 

I) Zum Beweise entwickle man den Logarithmus der Elastizität in eine 
Fouriersche !leihe 

log !lat (' = ~ ~ cos (1 .. up - X) 
k 

und setze die Frequenz der l:lchwingung c:~r gleich der doppelten mittleren 

Eigenfre'luenz (2 110) der Schwingung ,I' des Systems: 

c:~r = A cos 2110·!P' 

Dann führt das Energie· Integral (23) auf Integrale von der Form 
9' 

J sin (h . (I-' - X) cos 2 rlo!p d (p 
o 

(I) tp 

= cos X J sin k e!p cos 2 rJo (P d (p - sin X J cos k c !P cos 2 rJo!P d!p. 
o 0 

Erstreckt man die Integrale über eine volle Periode (2 n), so verschwindet 
das erste Integral der rechten Seite, während das zweite Integral nur dann 
von Null verschieden ist, wenn die Frequenzen einander gleich sind: 

1; c = 2 rJo , (20) 
also wenn die Fre(!uenz (e) der Elastizität oder ihrer kten Oberwelle gleich 
der doppelten mittleren Eigenfrequenz (rJo) des Systems ist. Das Energie
Integral verschwindet aber auch noch in diesem Falle, wenn wegen des 
Faktors sin X die Phase der E!astizitätsschwankung gleich (X = 0) oder 
entgegengesetzt (X = 180°) der Phase der x-Schwingung ist. Diese Bedingung 
bestimmt die Grenzen der Schüttelgebiete. 
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und der mit ihr identischen Gleichung 

d2 .J; 1 rllog nat c ";1; + ( - x -- ) 
d q;2 2 dT d 'p ,- (22) 

sein. Zwischen der Zeit (t) und dem Winkel ('I') besteht die Belliehllng 

t 

T = f w,/I. 
o 

Der vollen U mlaufsz"it ('J') der Elastizität entsprieht dann der Winkel 

2' 

<p = f 6)dt = W m T = 271 Ilo/e (24) 
o 

«(')", mi tIere \Vinkelgesehwindigkeit oder Kreisfrequenz, 

110 = mittlere Eigenfrequenz.) 

Das elastische Feld habe den lJesonders einfaehen Verlauf 

2'1 
log nat (~= ± (,f cos -i T (25) 

(l~ = Amplitude des Logarithmus der elastischen Nachgiebigkeit). 

Weil wegen der Resonanzbedingung (20) die Frequenz der B;lastizität. (c) 
gleieh der doppelten Eigenfrequenz (21)0) sein muß, so kann man für die 
Lösung der Gleichung (22) den Ansatz versuchen: 

.71 +- 'S71 + '5 71 + :1' = a1 Sill (j) q) "3 Sill (j) T ((5 sm rJ) T ... (26) 

Set7.t man die Werte (:c) und (log nat e) der Gleichungen (:25) und (26) in 
die Gleichung (22) ein, so erhält man: 

sin;,pfal(l-;:)± ~ ;:(1I1-3(/2)J 
. 11 [( 11 2 \ ~ 71 2 'J +SIllS",T a x 1-9<P2)± 2 <p2 «((3- 5a,,) + ... =0. 

Weii die Glieder einzeln verschwinden müsseu, so folgt für kleine 
Elastizitätssehwankungen «(,f ~ I) mit guter Annäherung 

rJ)=l+~ 
71 - 4 

oder wegen Gleichung (24) 

(2i) 

Die kritische Frequenz der Elastizität (e) ist also, übereinstimmend mit 
Gleichung (20), gleich der doppelten Eigenfre(juenz (2/10)' verbreitert sich 
aber zur kritisehen Z 0 n e (c*). 

deren Breite 

c* = 2(110 + d1lol, \ 

c*=l'+,1[', J 

2 d e = 110 a; 

(2~) 

(29) 
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der i:lchwanknng (C5:) des elastischen Feldes proportional ist. Wenn die 
B:lastizität Oberwellen hat, dann läßt sü.:h leicht auf gleiche Weise zeigen, 
daß die kritische Zone der Elastizität für die He Oberwelle 

c*= 2/;o(1+~"), (27a) 

die kritische Elastizitätsfre,!uenz in übereinstimmung mit Gleichung (20) 

(20) 

und die Breite der ~one 

2.Je (29a) 

ist. 
Die kritischen Drehzahlen (1'*) ergeben sich aus Gleichung (21). 

Das Beispiel (6) zeigt die Berechnung der Instabilitätsgebiete 
für einen einfachen Sonderfall. Für einen beliebigen Verlauf 
des elastischen Feldes schliigt Dreyfus folgendes Näherungs
verfahren vor: 

Ist die Elastizitätskurve 

e = (t) 

mit der Abszisse (t) und der Ordinate (e) gegeben, so zeichne 
man SIe um und wähle als neue Abszisse 

t 

f[! = S wdt mit w 2 @e = I 
o 

und als neue Ordinate (log nat e) und bestimme von der neuen 
Kurve 

lognate = (f[!) 

die Grundwelle und ihre Oberschwingungen. 

Dann gibt es für jede (kte) Harmonische mit der Ampli
tude «(I;k) und der Frequenz (k l') ein Instabilitätsbereich, dessen 
kritische Drehzahl 

r* = e = 2.dl 1;-1 Per sec (21) 
x 7cx 2:n: Y ® eo 

und dessen Breite 

2 .d r* = 2.d e = 
x 

1 
- (I; 0/' Per/sec 2 "I 

(29b) 

ist, wenn (x) Perioden der Elastizität auf eine Umdrehung kommen. 
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4. Mehrere Abweichungen vom idealen Kurhelantrieb. 
(Der praktische Korbelantrieb. ) 

Der praktische Kurbelantrieb unterscheidet sich vom idealen 
durch die Abweichungen, die vom Spiel, von der Veränderlichkeit 
der Elastizität und von andern Störungen herrühren. Er ist 
durch die Winkeländeruug des Ankers und durch die B:lastizitäts
änderung des Triebwerks gekennzeichnet. Beiden liegt eine Ände
rung der V oreilung zugruDde, die den Übergangswinkel beeinflußt, 
das ist der Winkel, den das System beim Stangenwechsel während 
der Übergabe des Drehmoments durchläuft. 

Im idealen I\:urbelantrieb können beide Stangen dauernd 
tragen. Sein übergangswinkel umspannt den vollen Quadranten 
(900). Der Voreilwillkel der treibenden Welle ändert sich nur 
mit der Belastung und bleibt in allen Kurbelstellungen un
verändert. 

Wenn der Antrieb aber Spiel besitzt, dem gegenüber die 
elastische Verformung vernachlässigbar ist, dann ändert sich der 
Voreilwinkel sprunghaft in den Quadrantenhalbierenden, in denen 
ein plötzlicher Stangenwechsel auftritt. Der Übergangswinkel 
ist Null geworden. 

Die Trägheit der Ankermasse verhindert frmlich, daß sich die 
Winkel tatsächlich sprunghaft ändern. Sie können sich auch 
deshalb nur allmählich ändern, weil die Stangen wegen der 
elastischen Verformung des Triebwerks nicht plötzlich wechseln. 
Die übergangswinkelgeschwindigkeit wird deshalb praktisch einen 
endlichen Wert annehmen. Die Größe und elie Abweichung des 
übergangswinkels vom rechten Winkel ist ein Maß der Abweichung 
des Antriebs vom idealen Kurbelantrieb und deshalb ein Maß der 
Neigung des Antriebs zur Schüttelschwingung. 

Der übergangswinkel (r) ist gleich der Differenz der Kurbel
winkel (!p, lj.!), bei denen die Übergabe des Drehmoments beginnt 
und endet. Die W iukel (!p, lj.!) können aus der Bedingung ermittelt 
werden, daß wegen des beiderseitigen Stangeneiugriffs während 
der übergabe die Voreilwinkel (Li!p, Lilj.!) beider Triebwerksseiten 
einander gleich sein müsseu. Daraus folgt für den Beginn des 



Der praktische Kurbelantrieb. 31 

Stangenwechsels, wo die Stange der einen Triebwerksseite noch eben 
vollbelastet, die der anderen noch eben unbelastet ist (Abb. 5): 

LlqJ = (s+EI)sinqJ = scosqJ (lc) 
r r 

und für das Ende, wo umgekehrt die arbeitende Stange eben 
entlastet ist: 

A _ S sin t/! _ (s + E2) cos t/! 
nt/!--- - , 

r r 
(1 d) 

wenn (s) die vom Spiel und (Eil E2) die von der elAstischen Ver .. 
formung herrührenden Änderungen der Mittenentfernung (L) 
bedeuten. Die Differenz 

LlE = EI - E2 

gibt den Elastizitätssprung beim ::3tangenwechsel an. 
Die Beziehungen (1 c) und (1 d) zeigen deutlich, daß die 

Elastizität (E) des Ant.riebs den Beginn (qJ) des Eingriffs verfrüht: 
E 

cot q; = 1 + I 
S 

und sein Ende (1/J) verspätet: 
E2 

tg 1/J = 1 +-, 
S 

so daß der übergangswinkel 
r=t/!-qJ 

(30) 

(30a) 

(31) 

(vgl. Abb. 5) mit der Elastizität des Antriebs wächst. Er geht in 
den rechten Winkel des spielfreien idealen Kurbelantriebs über, 
bei dem dauernd beide Stangen tragen, wenn die Elastizität so 
groß ist, daß ihr gegenüber das Spiel vernachlässigt werden kann, 
was den einen Grenzfall bildet, während umgekehrt der über
gangswinkel Null wird, wenn die Verformung dem Spiel gegen
über vernachlässigbar klein ist und der Stangenwechsel plötzlich 
eintritt, was den andern Grenzfall bildet (Abb. 12). 

Diese Verhältnisse werden noch durchsichtiger, wenn man 
vom Elastizitätssprung (LI E) beim Stangenwechsel absieht, wodurch 
die Kurbelwinkel (qJ, 1/J) komplementär werden. Aus den Glei
chungen (30) und (30a) folgt nämlich für EI = E~ = E: 

und 

E 
cot qJ = 1 + - = tg 1/J (30 b) 

S 

r= 900 -2qJ, 

r = 900 - 2 arc cot (1 + :), 
(31a) 

(31 b) 
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und wenn insbesondere cis klein ist 1), 

5~~0 = : - ~ (: r + ! (: Y - 2~ C Y + 2~ (: Y - + ... (31 c) 

E 1 
Ist dagegen 1 + -.s ='/1 groß, so ist 

( 
U3 u5 ) r = 900 - 114,60 u - .'3 + 5- + . " . (31 d) 

Also nur vom Verhältnis (c/s) der elastischen Verformung 
zum ~piel, nicht von ihren absoluten Werten, hängt der Uber
gangswinkel ab. Er ist Null, wenn die Verformung verschwindet 
und ein rechter Winkel, wenn das Spiel verschwindet. Zwischen 
diesen theoretischen Grenzen liegen die praktischen Werte, in 
denen das Verhältnis (es) endlich bleibt (Ahb. 10). 
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Abb.10. 

Man kann die Größe des Ubergangswinkels durch Änderung 
des Lagerspiels und der Elastizität des Antriebs beeinflussen und 
seine Neigung zur Schüttelschwingung nicht nur durch genaue 
Einstellung der Lager und Beseitigung des Spiels, sondern auch 
durch Erhöhung der Elastizität des Systems verringern. 

Der größere Ubergangswinkel, gleichgültig ob er erhöhter 
Elastizität oder verringertem Spiel entspringt, mildert den vom 

1) Aus 1 + y = tg (450 + x) folgt nämlich 
y 

y 1 f du 
.'C = are tg 2 + Y = 2 u2 

o 1+u+ 2 
.Teden dieser heiden Ausdrücke kann man in eine Reihe entwickeln und 
erhält dann (31 c). 
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Spiel herrührenden Winkelsprung und die von ihm erregte Anker
schwingung und verflacht beide zur unschädlichen allmählichen 
Winkeländerung. 

Das ist der wahre Grund, warum der Einbau von Federn, 
den Buchli vorgeschlagen hat, die Schüttelschwingungen be
seitigen kann. Das ist aber auch der Grund, warum die Schüttel
schwingung im Leerlauf oft stärker empfunden worden ist als bei 
Belastung, wo die stärkere elastische Verformung einen größeren 
übergangswinkel gibt. 

Bei~piel 7. Der ühergangswillkel uer schlesischen 
l-C-I-Personenzuglokomotive (Abb. 1). (Vgl. Beispiel 1, S.7.) 

Nach Beispiel 1, S. 7, ist ,ler elastische Verdrehungswinkel des Trieb
werks den Triehr;idern gegelliiber (heim Drehllloment 1 mt): 

(' = U,45. 10-4 m- 1 t- I , 

dem eine Änderung der l\littenentfernung (L) heim lJrehmoment (JlI) ent
spricht: 

e = eMl'cosrp = 3,735.10 411!cOSfJ! (I' = O,Sm). 
Der übergangswinkel ist also nach Gleichung (ill a) : 

r = 90o-2rp, 
wo (rp) hestimmt ist durch die Gleichung (30 b): 

cot rp = 1 + ~ = 1 + 3,735.10- 4 ,11 cos rp . 
S 8 

Die Ahb. 11 7.eigt den Verlauf des übergangRwinkels, abhängig 
Drehmoment fiit' verschiedene Werte des Spiels und der Elastizität. 
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(31 a) 

(30c) 

vom 
Nur 

vom Verhältnis (r!,) der I<~lastizität zum Spiel, nicht von ihren absoluten 
Werten (e,8) hängt der übergangswillkel ab: Die Elastizität (e = 12,45.10-') 
bei s = 0,001 m Spiel gibt den gleichen übergangs winkel wie die doppelte 
Elastizität (e = 24,9 . 10- 4) bei doppeltem Spiel (s = 0,002 m). Um-

Döry. SchüttelerscheinuDQ:8n elektro J.Jokomotivf'n. 3 
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gekehrt erreicht man mit der Verringerung des Spiels auf einen Bruch
teil (s = 0,00025 m) dasselbe wie mit der Erhöhullg der Elastizität auf ein 
Vielfaches (e = 49,8. 10- 4). 

Die Abbildung zeigt auch, wie rasch der Übergangs winkel mit der 
Belastung wächst. Der übergangswinkel der leerfahrendcn Lokomotive 
(rd 400 kgm) bei s = 0,001 m Spiel ist ungefähr nur 50, was nahezu plötz
lichem stoßartigem Stangenwechsel entspricht und die gerade im Leerlauf 
oft stark auftretende Schüttelerscbeinung erklärt. Beim Stundendrehmoment 
(4000 kgm) ist der übergangswinkel nahezu 450. 

Während das Lagerspiel die Größe des übergangswinkels 
beeinflußt, beeinflussen Stichmaßfehler seine Phase. Das kommt 
daher, daß das Lagerspiel und die elastische Verformung die Vor
eilung der treibenden Welle in allen Quadranten vergrößern, daß 
aber Stichrnaßfehler die Voreilung in benachbarten Quadranten 
in einander entgegengesetzter Weise beeinflussen, weil sich das 
Spiel der einen Stange um ihren Stichrnaßfehler (f~) scheinbar 
vergrößert, das der andern aber um ihn (f'2) verringert und um
gekehrt: 

(30 d) 

Einem früheren Beginn (g;) des Stangenwechsels entspricht darum 
ein früheres Ende ('I)!), so daß weniger die Größe des übergangs
winkels (g; - w), als seine an den Eintritt (g;) des Stangenwechsels 
gebundene Phase geändert wird und von den Quadrantenhalbierenden 
nach den Totpunktlagen wandert (Abb. 12). 

Weil sich der Einfluß der Stichrnaßfehler auf den Stangen
wechsel in benachbarten Quadranten verschieden auswirkt, so 
wiederholen sich die übergangsverhältnisse nicht mehr periodisch 
in allen Quadranten, sondern nach einem halben oder vollen Um
lauf. Die vom Lagerspiel herrührende Ankerschwingung kann 
deshalb bei Stichrnaßfehlern neben der vierfachen auch die einfache 
oder zweifache Frequenz des Antriebs haben (vgl. Beispiel 1, S. 9). 

Eine eingehende Betrachtung der Störungen durch Stichrnaß
fehIer hat keine praktische Bedeutung. Die gen aue Arbeit der 
Lokomotivfabriken und die verfeinerten Meßmethoden der Eisen
bahnwerkstätten werden Stichrnaßfehler bei der HerRtellung und 
bei der Nachstellung des Antriebs in der Regel ganz vermeiden 
können. 
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5. ii her sie lt t. 

Kummer und Meissner haben die Schwingungen beschrieben, 
die vom Lagerspiel und von der veränderlichen Elastizität des 
Triebwerks herrühren und zu scheinbar verschiedenen Schüttel
schwingungsarten führen, zur harmonischen erzwungenen Schwin
gung, die durch eine äußere Erregung entsteht, und zur instabilen 
freien Schwingung, die sich selbst erregt. Beiclen liegt eine ge
meinsame Idee zugrunde. Das ist die Art, wie sich die Voreilung 
der treibenden Welle ändert. 

Im idealen Kurbelantrieb kann sich die Voreilung nur mit 
der Belastung ändern, weil die Nachgiebigkeit des Triebwerks 
konstant ist. Eine Änderung der Voreilung ist im idealen Kurbel
antrieb bei konstantem Moment gar nicht möglich. Wenn aber 
Lagerspiel oder Stichmaßfehler da sind, und wenn sich die Elastizität 
des Triebwerks mit der Kurbelstellung ändert, dann ändert sich 
die Voreilung mit ihr und mit der Größe der Fehlerglieder. 

Die Schüttelschwingung des Kurbelantriebs mit Lagerspiel 
und Stichmaßfehler und mit veränderlicher Elastizität, die Schüttel
schwingung des praktischen Kurbelantriebs kurzweg, dessen V oreilung 
vom Spiel und von der Verformung herrührt und sich in beliebiger 
Weise auf beide verteilt, bildet daher den allgemeinen Fall. Die 
Schüttelschwingung des spielfreien Kurbelantrieb~, dessen Voreilung 
von der Verformung allein herrührt und nur mit ihr sich ändert, und 
die Schüttelschwingung des Kurbelantriebs konstanter Elastizität mit 
einer nur mit dem Spiel sich ändernden Voreilung sind Grenzfälle. 

Damit verlieren die Unterschiede, die die verschiedenen 
Schwingungserscheinungen des Kurbelantriebs voneinander trennen, 
ihre grundsätzliche Bedeutung. Der sie verbindenden Idee der 
Auf teilung der V oreilung aufs Spiel, auf Stich maß fehler und auf 
die Verformung liegt das gemeinsame Prinzip zugrunde, die 
Schüttelschwingung durch Änderung der Größe und der Phase 
des Dbergangswinkels zu beeinflussen. 

Am vollkommensten gelangt dieses Prinzip zur Anwendung, 
wenn man die Voreilung nicht nur der Größe, sondern auch der 
Phase nach verteilt. Es ist auf diese Weise nämlich möglich, 
den Voreilwinkel so einzustellen und den Dbergangswinkel so zu 
beherrschen, daß Schüttelschwingungen vermieden werden. 

3'" 
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Die Aufteilung des Voreilwinkels aufs Spiel und auf die Ver
formung und die Änderung seiner Größe und seiner Phase gibt 
daher die allgemeine Lösung für die Beherrschung der von der 
Elastizitätsänderung un d vom Lagerspiel und Stichrnaßfehlern 
herrührenden Schüttelschwingung. 

Die Auf teilung der Voreilung und ihre absolute Größe kann 
durch Nachstellung der Lager und Beseitigung des Spiels, durch An
ordnung von Triebwerken konstanter Elastizität [Lotter 1), Abb.3J 
und durch Erhöhung der Elastizität des Triebwerks (Buchlis 
federnde Zahnräder und Kupplungen), die Phase der Voreilung 
aber durch Beseitigung der Stichrnaßfehler geiindert werden. 

Das sind zugleich die Mittel zur Milderung und Beseitigung 
der Schiittelscll\vingung. Sie zeigen die wahre Holle, die der Er
höhung der Elastizität des Triobwerks zukommt und von ihrem 
Einfluß auf den ebergangswinkel herrührt. 

Alle Triebwerke sind durch die Äu(lerung ihrer Voreilung 
während einer Umdrehung und durch die Art ihrer Verteilung 
aufs Spiel und auf die elastische Verformung gekennzeichnet. 
Aber nicht von der absoluten Größe des Spiels (s) und der Ver
formung (E), nur von ihrem Verhältnis (ES) hiingt der Übergangs
winkel und die Xeigung des Antriebs zur Schüttelschwingung ab. 

Das Verhältnis ist unendlich im idealen Antrieb, dessen Spiel 
verschwindet, dessen Stangen im ganzen Quadranten dauernd 
beiderseits im Eingriff sind, der de~hallJ den größten Übergangs
winkel von 90° hat und olme Neigullg zur St;hüttelschwingung 
den einen Grenzfall bildet. 

Das Verhältnis wird Null im Kurbelantrieb, dessen elastische 
Verformung dem Spiel gegenüber vernachlässigbar ist, der das 
Moment beim Stangen wechsel plötzlich und stoßartig in ver
schwindend kleinem Übergangswiukel von der einen Triebwerks
seite auf die andere übergibt und der mit starker Neigung zur 
Schüttelschwingung den anderen Grenzfall bildet. 

Mittelfälle bilden Triebwerke mit endlichem Verhältnis des 
Spiels zur Verformung UIlr! mit endlichem nbergallgswinkel, der 
kleiner als ein rechter Winkel ist. 

1) Der Lotterantrieb befreit die Elastizität aus ihrer Abhilllgigkeit von 
der Kurbelstellung durch die Verwendnng eines Doppelparallelantriebs ohne 
Totpunktlage. 
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Ein Blick auf den Verlauf des übergangs winkels und auf die 
Stangenwechselbilder (Abb.12) zeigt die Einheit in der Mannig
faltigkeit auch graphisch. Nur durch die Größe und durch die 
Phase des übergangswinkels unterscheiden sich die verschiedenen 
Schwingungseigenschaften der Triebwerke voneinander. 

Alle Schüttelerscheinungen sind Resonanzschwingungen so 
großen Ausschlags und so großen zusätzlichen Drehmoments, daß 
der Kraftschluß der Arbeitsübertragung aufhört und daß sich der 
arbeitende Kurbelzapfen bei der Rückwärtsschwingung von seiner 
Lagerstelle abhebt, so daß der Anker mit beiden Zapfen frei im 
Spiel schwebt, gleichgültig, ob dieser Schwingungszustand der 

Spielfrl'i 
Sticbmassfehlerfre; 

mit Lagerspiel 
+- ~ 

obue Stichmassfehler 

Idealer Antrieb 
mit Lagerspiel und@/ 
+-- --+ 
mit Stichmassfehler 

I::,IS :~-:: 0 1::/8 -=- 00 

l' ~_ !:Oo 
00 > 1::,'8 ~'> () 
90°>1'>0 

Dauernder Kraft- Im Übergallgswillkel (/') 
~chlul~ beider vorübergehend beider-

I' :=-: 0 

Dauernd einseitiger 
Kraft.chlull 

'I'rieuw8rkseiten seitiger Kraft1'\chluß 

J)ic Ül,ergangawiukel (/') sind I:Ichwa.rz angelegt. Nur illDcrhal b dieser Winkel tragen heide 
rl'riebwcrkseitell. 

Abb. 12. Stungenwechselbilder. 

Resonanzfall der Eigenschwingung mit der vom Spiel erregten 
erzwungenen Schwingung oder mit der vom veränderlichen 
elastischen Feld herrührenden Schwankung der Elaztizität ist. 

Die Schüttelfrequenzen genügen in der Regel der zuerst von 
Ku m m er aufgestellten Reihe 

1- 2 - 4, (A) 
in der tlie Antriebsfrequenz gleich 1 gesetzt ist. 

Für die von der veränderlichen Elastizität 
instabile Schwingung Meissners gilt zwar die 
Reihe (21) der Frequenzen: 

1-2-ä-4 ... k 

und der Winkelgeschwindigkeiten: 
1/1 - 1/2 - 1/3 - 1/4 ... l/k. 

1 
J 

selbsterregte 
vollständige 

(B) 
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Weil aber der praktische Kurbelantrieb Spiel besitzt, so muß 
die Schüttelschwingung, wenn sie es durchschreitet, auch dem 
Gesetz der quasiharmonischen Schwingung (5) genügen, mit der 
Frequenz: 

1 
4· --

1+ 2 s 
!t 7t Q 

(5 a) 

(weil in der Regel vier volle Schwingungen durch das Spiel auf 
eine Umdrehung fallen) und mit der Winkelgeschwindigkeit: 

1 

1 28 
+ !t7t(J 

(5 b) 

Die Winkelgeschwindigkeit des Ankers kann aber nur ein e 
sein. Aus der zweiten Gleichung (B) und (5 b) folgt deshalb 

(5 c) 

Die vom Dur c h g an g dur c h das S pie I herrührende 
Frequenzreihe ist also nach (5a) und (5c): 

4 (1' I I 11 1/ 1/ ) • ;1 - /2 - /3 - 4 ••• k, (e) 

die sich mit der von der Veränderlichkeit der Elastizität 
herrührenden Frequenzreihe (B) 

1-2-3-4 ... 11, (B) 

in den Werten (1 - 2 - 4) überdeckt. 

K. E. Müller, der beide ins Unendliche weisende Heihen (B) 
und (e) aufgestellt hat, ist mit ihrer Verschweißung im über
lappungspunkt (1 - 2 - 4) zu K um mers Heihe der "ausgezeich
neten Schüttelfrequenzen" 

1-2-4 (A) 
zurückgekehrt. 
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