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Vorwort.

Wenn die zuldssige Bodenpressung fiir die Griindung eines Bau-
werkes auf Grund von Probebelastungen irgend welcher Art iiberpriift,
oder, infolge Mangels an Erfahrungsziffern fiir das Baustellengebiet,
itberhaupt erst bestimmt werden soll, so entsteht die Aufgabe, diese
Probebelastungen verldBlich zu deuten. Hierin liegt auch heute noch, nach
angestrengter, viele Jahrzehnte wihrender Arbeit vieler Forscher und
einiger Baugrundkommissionen, die Hauptschwierigkeit des Problems.
Die verldBliche Deutung irgend einer Probebelastung, welche, wie wir
annehmen wollen, entweder auf durchaus gleichartigem oder waagrecht
geschichtetem Baugrund (ohne empfindlich stérende Inhomogenitaten)
vorgenommen wurde, ist moglich, wenn man sich

1. iiber die Druckverteilung unterhalb der Probelast ein einiger-
mafen zutreffendes Bild machen kann, und wenn man gleichzeitig
2. iiber die zwischen Spannung und Forméinderung herrschenden
Beziehungen fiir die im Druckgebiet liegenden Bodenschichten verfiigt.

Sind diese beiden Voraussetzungen erfiillt, dann ist es ein leichtes,
die zu erwartenden Verformungen im Untergrund durch Zusammen-
setzung der elementaren Verzerrungen etwa lings der Hauptspannungs-
trajektorien zu finden.

Leider ist es so gut wie sicher, dafl dieses ferne Traumbild des
statisch geschulten Technikers in voller Strenge niemals Wirklichkeit
werden wird. Jedoch scheint der oben angedeutete Weg der getrennten
Betrachtung von Spannungen und Formanderungen der einzig gang-
bare zu sein und wurde auch tatsichlich von den Bodenforschern
beschritten.

Um die Druckverteilung im Baugrund zu erforschen, wurden
zahlreiche Spannungsmessungen, allerdings zumeist in kiinstlichen Sand-
schiittungen, vorgenommen. Sie haben wertvolle Aufschliisse ergeben und
Zusammenhénge mit der Spannungsverteilung im elastisch-isotropen
Halbraum aufgedeckt.

Das mindestens ebenso schwierige Problem des Zusammenhanges
zwischen den Hauptspannungen eines Bodenelementes und den eintre-
tenden, teils elastischen, teils bleibenden Forménderungen wurde im



VI Vorwort.

Laboratorium erst in Angriff genommen, nachdem Messungen von
Verschiebungen in der Umgebung értlich belasteter Erdkorper die
Sicherheit verschafft hatten, daBl Verhaltnisgleichheit zwischen Spannung
und Dehnung bzw. Zusammendriickung, auf welcher bekanntlich die
mathematische Elastizitatslehre aufgebaut ist, in erdartigen Massen
nicht besteht.

Beide Teilaufgaben der Deutung von Probebelastungen erfreuen
sich heute noch der vollen Aufmerksamkeit der Bodenforscher und wer-
den im Laufe der Zeit einer vollstdndigen, wenn auch nur angendherten
Losung zugefiihrt werden.

Wenn sich heute ein praktisch tatiger Bauingenieur oder Studie-
render des Baufaches mit den bisherigen wissenschaftlichen Errungen-
schaften auf dem Gebiete der Deutung von Probebelastungen des
Baugrundes vertraut machen will, dann st6Bt er in diesem Streben
auf bedeutende Hindernisse. Die ausgezeichneten Biicher iiber Grundbau,
Erddruck, Erdbaumechanik und Ingenieurgeologie sowie die zahlreichen
Aufsitze in Fachzeitschriften #iber diesen Gegenstand und Berichte
von Baugrundkommissionen enthalten wohl duBerst wertvolle Hinweise,
Versuchsergebnisse und theoretische Betrachtungen, jedoch ist ihr
Studium mihselig und zeitraubend. Nach der Meinung des Verfassers
fehlt es hier an einem knapp gehaltenen, méglichst durchsichtig ge-
schriebenen Leitfaden fiir den iiber wenig freie Zeit verfiigenden,
im Erwerbsleben stehenden Ingenieur, der sich die Grundbegriffe der
Lehre vom Gleichgewicht und die Elemente der hoheren Analysis in
sein Berufsleben hintibergerettet hat.

Diesem Mangel soll das vorliegende Biichlein abhelfen. Wenn es
dem Leser beim ersten Durchblattern auch den Eindruck erwecken
sollte, als enthalte es ausschliefilich theoretischen Formelkram, so moge
er nicht iibersehen, dafl die Beschreibung selbst des einfachsten Span-
nungszustandes eben nur mit Beniitzung mathematischer Symbole
moglich ist. Er wird nach Verwendung weniger MuBestunden auf die
Lektiire dieses Leitfadens feststellen, daBl es ihm &hnlich ergeht wie
beim Lesen eines Romanes in fremder Sprache, die ihm infolge jahre-
langen Nichtgebrauches ungeldufig geworden ist. Es gibt Biicher, in
die wir uns erst ,einlesen miissen, um mit Sicherheit beurteilen zu
konnen, ob sie fir uns Wert besitzen oder nicht.

Wenn jemand, der sich fiir die Frage der Baugrundbelastung
interessiert, rasch dariiber entscheiden will, ob es fiir ihn die Mihe
lohnt, den vorliegenden Leitfaden durchzuarbeiten, dann geniigt es
vollauf, den Abschnitt XIV zu lesen. Falls das darin Gesagte in ihm
nicht den Wunsch rege werden 148t, sich die Gedanken, die zur Aufstel-
lung der kritischen Randbelastung gefiihrt haben, griindlich zu eigen
zu machen, dann kann er das Biichlein unbekiimmert zur Seite legen.
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In dem vorliegenden Leitfaden wurde die Durchldssigkeitsziffer
der behandelten Boden mit k = co angenommen, so daB die mit der
Porenwasserstromung verbundenen hydrodynamischen Spannungser-
scheinungen vollkommen ausgeschaltet wurden. Eine zusammenfassende
Darstellung der Setzungserscheinungen in Tonschichten, fiir welche be-
kanntlich 0 < k< oo gilt, wird demnéchst als ein ein abgeschlossenes
Ganzes bildender Beitrag zur analytischen Tonmechanik in Buchform
erscheinen.

Was die personlichen Beitrige des Verfassers zu dem Problem
der Druckverteilung im Baugrunde betrifft, sei hier bemerkt, daf die
Formulierung des Prinzipes der geradlinigen Druckausbreitung Gl. 10— (6)
und die Anwendung von FlieBbedingungen zur Bestimmung der GroéSe
des gestorten Gebietes, der plastischen Setzungen und der kritischen
Randbelastung von seiner Hand stammen.

Das Manuskript des vorliegenden Buches lag im Sommer 1932
bereits fertig vor. Die notwendig gewordene Umarbeitung wegen Aus-
schaltung eines Teiles des Stoffes, der sich auf die Druckverteilung in
seitlich begrenzten kornigen Massen bezog, sowie die schwierigen wirt-
schaftlichen Verhiltnisse haben sein Erscheinen so lange verzogert.

Zum Schlusse sei auch an dieser Stelle Herrn Professor Dr.
K. v. Terzaghi, Wien, fiir dem Verfasser zur Verfiigung gestellte, noch
unverdffentlichte Versuchsergebnisse und viele Anregungen bez. der
Darstellung des Stoffes der aufrichtigste Dank ausgesprochen.

's-Gravenhage, im Mai 1934.
Der Verfasser.
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I. Einleitung.

1. Problemstellung und Begrenzung des Stoffes.

Die Aufgaben, die der Grundbau an den Konstrukteur und den
ausfithrenden Ingenieur stellt, fallen zum Teil in das Gebiet der Mechanik,
da es sich dabei um die Ubertragung von meist bedeutenden Kréiften
(Eigengewicht und Nutzlasten) auf den Untergrund von Bauwerken
handelt. Denkt man sich alle Ergebnisse der Mechanik, die im Grundbau
eine Rolle spielen, systematisch zusammengestellt, dann gelangt man zu
dem Begriff der Grundbaumechanik, auch Erdbau- oder Boden-
mechanik genannt.

Die Ubertragung der Krifte zwischen Bauwerk und Baugrund
vermittelt ein Korper, den wir im folgenden Grundbaukoérper
nennen wollen zum Unterschiede von einem aus Erde (Boden, Baugrund)
bestehenden Kérper (z. B. ein Erddamm), den man mit dem Ausdruck
Erdkoérper zu bezeichnen pflegt.

Der Grundbaukorper besitzt in vielen Féllen eine waagrechte Sohl-
fliche und lotrechte Seitenwénde. Betrachtet man nun die Moglichkeiten
der Kraftiibertragung durch Sohle und Wand, dann ergibt sich eine
ibersichtliche Einteilung der Einzelgebiete der Grundbaumechanik:

a) Die Krafteiibertragung finde in der Hauptsache durch die Sohle
des Grundbaukérpers statt; hierher gehoren flachgegriindete Bauwerke,
Turm- und Schornsteingriindungen, Strompfeiler von Briicken, ,,stehende
Pfahle.

b) Die Krifteiibertragung finde in der Hauptsache durch die Seiten-
winde des Grundbaukérpers statt: Stiitzmauern, Silos, ,,schwebende
Pféhle.

Betrachtet man Grundbaukérper mit rohrenférmiger Gestalt, dann
werden

c) die Krifte allseitig auf den Grundbaukérper iibertragen: Schacht-
und Tunnelmauerwerk, Durchlidsse. (Die Schachtauskleidungen kénnten
auch unter b) aufgefithrt werden.)

Betrachtet man schliefilich einen Erdkoérper vom Standpunkte
der Mechanik aus, dann gelangt man zu dem Gebiet der:

d) Standfestigkeit von Diémmen und Boéschungen.

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 1
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Bei den Aufgaben der Gebiete a) bis einschliefilich ¢), die in Wirk-
lichkeit immer als Kombinationen der obigen abstrakten Fille vor-
kommen, wirken zwischen Grundbaukérper und Baugrund Spannungen,
die miteinander im Gleichgewicht sind. Je nachdem man nun die vom
Untergrund auf den Grundbaukérper ausgeiibten Normal- und Schub-
spannungen oder die ihnen das Gleichgewicht haltenden vom Grundbau-
korper auf den Baugrund iibertragenen Spannungen weiter verfolgt,
gelangt man zu zwei ganz verschiedenen Problemen der Mechanik, namlich:

1. zur statischen Berechnung des Grundbaukérpers, bzw.

2. zur Berechnung der Spannungen und Forménderungen des
Baugrundes.

Natiirlich sind diese beiden Aufgaben innig miteinander verkniipft,
da die Forméanderungen der Sohle bzw. Seitenwand des Grundbaukérpers
mit den Forminderungen der Grenzschicht des Untergrundes im Zu-
sammenhange stehen.

Diese einfache Betrachtung zeigt schon, welch gewaltige Anforde-
rungen selbst das einfachste Griindungsproblem an unsere mechanischen
Kenntnisse stellt.

Wenn man sich nun weiter vor Augen halt, dal der Grundbaukorper
aus einem der Stoffe: Holz, kiinstlicher bzw. natiirlicher Stein oder
Eisen besteht, wahrend der Baugrund ein Stoff von meist unbekannter
mineralogischer und chemischer Zusammensetzung ist und nur zum Teil
erforschte physikalische Eigenschaften besitzt, wird man einsehen, daB
wir niemals erwarten diirfen, die mechanische Seite des Griindungs-
problems in &hnlich zutreffender Weise zu beherrschen, wie dies bei-
spielsweise bei der Belastung eiserner Fachwerkstrager der Fall ist. Die
Aufgabe, die in einem beliehigen Punkte eines belasteten Grundbau-
korpers und ebenso die in einem beliebigen Punkte des Untergrundes
herrschenden Spannungen zu finden, wire auch dann noch &ufBerst
schwierig, wenn sowohl Grundbaukorper als auch Untergrund aus in
elastischer Hinsicht isotropen Stoffen bestiinden, die fiir beliebig hohe
Beanspruchungen dem Gesetze von Hooke unterworfen blieben.

In Wirklichkeit gehorchen die Baustoffe, aus denen wir die Grund-
baukérper herstellen, fir méfBige Beanspruchungen annidhernd dem
Hookeschen Gesetz, wihrend der aus einem erdartigen Kérper bestehende
Untergrund seine mechanischen Eigenschaften mit der Zunahme der
Spannungen, also ortlich, verdndert.

Hieraus folgt, dal man gezwungen ist, die theoretischen Erwigungen
auf die allereinfachsten Q(leichgewichtsbetrachtungen zu beschrinken
und in erster Linie darauf bedacht sein wird, ein angendhertes Bild
der Druckverteilung unter einem Bauwerk zu erhalten. Dieses kann
man dazu verwenden, um Schluffolgerungen auf die zu erwartenden
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Forméanderungen im Untergrunde zu ziehen, wobei die Forménderungen
des Grundbaukorpers zu beriicksichtigen sein werden.

Die vorliegende Schrift beschaftigt sich in der Hauptsache mit dem
unter a) genannten Gebiet der Grundbaumechanik, also mit der Druck-
verteilung lotrechter Lasten in einem waagrecht begrenzten, im iibrigen
unendlich ausgedehnten Korper, der mit gewissen, unserer bisherigen
Kenntnis der verschiedenen Bodenarten entnommenen Eigenschaften
ausgestattet wird.

Von der Berechnung des Grundbaukérpers selbst wird hier voll-
kommen abgesehen.

Die mathematische Elastizitdtslehre gibt wertvolle Anhaltspunkte
dariiber, wie die Verteilung der Kréifte im Untergrund etwa vor sich
gehen mag, und aus diesem Grunde werden gewisse Ergebnisse der Unter-
suchung des elastisch-isotropen Halbraumes néher erértert.

Die mathematische Plastizitétslehre liefert in der Form der FlieB-
bedingung ein Mittel, um die Umgebung einer Laststelle auf ihren Gleich-
gewichtszustand zu untersuchen und bei bekannter Druckverteilung
im weiter abgelegenen Bereich die GroBle des sogenannten gestérten
Gebietes (FlieBbereiches) zu bestimmen.

In Fillen, wo die Anwesenheit von Grundwasser in Betracht gezogen
wird, soll der Grundwasserspiegel entweder ruhend oder mit sehr geringer
Geschwindigkeit steigend oder fallend angenommen werden. In waag-
rechter Richtung sei die Wassergeschwindigkeit stets Null.

2. Der Begriff ,,Baugrund®.
Wir wollen hier auf keine der von verschiedenen Seiten vorge-
schlagenen, in Besonderheiten gehenden Klassifizierungen der Boden-

arten eingehen, sondern mit v. Terzaghi [43]* zwei Hauptgruppen von
Boden unterscheiden:

I. kohisionslose Sande,

II. luftfreie Gemenge von festen Teilchen (Kérnern oder Mineral-
schuppen) und Wasser.

Diese Einteilung wahlen wir im Hinblick auf die beiden wichtigen
physikalischen Eigenschaften der Bodenarten, auf denen ihre Trag-
fahigkeit beruht. Diese Eigenschaften sind:

a) die innere Reibung,
b) die Kohésion.

Die Boden der Gruppe I sind dadurch gekennzeichnet, dafl ihre
Kohision (die wir allgemein mit p;, bezeichnen wollen, wobei p als Symbol

* Die zwischen eckigen Klammern befindlichen Zahlen beziehen sich
auf das Schrifttumverzeichnis am Ende des Buches.

1*
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einer Spannung, k als Andeutung des Wortes Kohésion oder auch des
Wortes Kapillaritét anzusehen ist) Null ist, wihrend die innere Reibung,
ausgedriickt durch einen Winkel ¢, einen gewissen endlichen Wert besitzt:

0<¢<;-

Die Boden der Gruppe I1, zu welchen die Tone gehéren, besitzen sowohl
eine gewisse Kohidsion p, > 0 als auch eine bestimmte innere Rei-
bung ¢ > 0.

Ist der Wert der inneren Reibung ¢ verschwindend klein, die Ko-
hision p, hingegen bedeutend, dann gelangt man zu dem Begriff der
festen Korper (Metalle). Wird hingegen die Kohésion p, klein, dann nahert
sich der betreffende Boden den Boden der Gruppe I.

Beide Gruppen von Boden zeigen unter Druck bei seitlich ver-
hinderter Ausdehnung elastische Eigenschaften, die praktisch durch ein
und dasselbe Gesetz, nimlich

61 = — = In (py+ p) + O (1)

ausgedriickt werden konnen. Die durch Gl. (1) gegebene Kurve ist die
,»Schwellkurve fiir Sande und Tone* von v. Terzaghi [25].
Die Bedeutung der Symbole ist folgende:

E1 e Porenziffer bei einem bestimmten Druck.

Ps vvvennnnnnn Die grofite der drei Hauptspannungen bei verhinderter
seitlicher Ausdehnung (also in einem linearen Verfor-
mungszustand).

A, p;und C; . .Konstante.

Auch die Gesamtzusammendriickung, d. h. die Summe aus elastischer
und bleibender Forménderung, die unter Druck bei verhinderter Seiten-
dehnung, sowohl im Falle der Boden I als auch II auftritt, 146t sich nach
dem obengenannten Forscher angenihert durch ein und dieselbe Be-
ziehung kennzeichnen:

Hierin sind: Eg= —0a In (p + pc) + 02' (2)
€g v die Porenziffer fiir einen bestimmten Druck;
/2 die grofite Hauptspannung in der Bodenmasse;

a, p.und C, ...Konstante.

Die Gleichungen (1) und (2) bezieben sich, wie bereits erwéhnt,
auf einen linearen Verformungszustand, der durch Zusammenpressung
einer Bodenprobe bei verhinderter Seitendehnung entsteht. Die grofite
Hauptspannung in der Langsrichtung (Richtung des ausgeiibten Druckes)
wurde mit p bezeichnet. Die beiden anderen Hauptspannungen g, die
in den Querrichtungen wirken, sind untereinander gleich.
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Das Verhéltnis %Wird die Ruhedruckziffer genannt. Wiahrend des

ganzen Vorganges dieser linearen Verformung bleibt die Ruhedruckziffer
konstant. Die dabei auftretenden Zusammendriickungen sind zum Teil
elastisch (reversibel), zum Teil bleibend (irreversibel). Von diesen wichtigen
physikalischen Tatsachen wollen wir in der Folge mehrfach Gebrauch
machen.

3. Die plastischen Erscheinungen in erdartigen Korpern.

Nach dem allgemeinen Sprachgebrauch nennt man einen Korper
plastisch, wenn sich seine duflere Form mit verhdltnismaBig geringem
Kraftaufwand in gewiinschter Weise verindern lafit und dabei sein
Rauminhalt angenihert derselbe bleibt. Nach dieser landldufigen Vor-
stellung mufBl daher ein erdartiger Korper, dem die Eigenschaft der
Plastizitiit zugesprochen werden soll, zwei Eigenschaften besitzen:

a) seine innere Reibung (@) mub} gering sein;
b) er muBl raumbestindig sein.

Als bestes Beispiel eines solchen Stoffes kann der allgemein bekannte
Topferton genannt werden.

Wir wollen hier gleich bemerken, daBl diese Begriffsbestimmung
der Plastizitdt fir das Studium der plastischen Erscheinungen vom
Standpunkt der Mechanik aus nicht geeignet ist.

In der Mechanik wird die Plastizitdt nicht als Korpereigenschaft,
sondern als ein besonderer Spannungszustand betrachtet und diese
Auffassung soll dem vorliegenden Leitfaden zugrunde gelegt werden.

Ubt man auf einen unter verhiltnismiBig geringen Belastungen
dem Hookeschen Gesetze gehorchenden festen Korper Kréfte aus,
die untereinander im Gleichgewicht sind, dann entsteht in diesem Korper
ein Spannungszustand, von dem wir annehmen wollen, dafl wir ihn be-
stimmen konnen. Vergrofiert man nun sdmtliche &duBeren Krifte stetig,
dann wachsen auch die Spannungen in einem bestimmten Punkt stetig
und im gleichen Verhéltnis. Dies 148t sich jedoch nicht unbegrenzt fort-
setzen. Es zeigt sich ndmlich, daB von einer gewissen Grofe der duferen
Krifte, also auch der inneren Spannungen des betreffenden Punktes an
die Forménderungen nicht mehr im selben Verhéltnis weiter wachsen,
sondern allméhlich schneller zunehmen als die Spannungen. Man sagt,
der Stoff beginnt zu flieBen und spricht von einer FlieBgrenze und
einer FlieBbedingung.

Wird die GroBe der #uBeren Krifte noch weiter gesteigert, dann
findet schlieSlich der Bruch des Korpers statt.

Zwischen der FlieS- und der Bruchgrenze befindet sich der
Korper im plastischen Zustand. Das Intervall zwischen diesen
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beiden Spannungsgrenzen ist bei verschiedenen Stoffen verschieden
grof. Liegen FlieB- und Bruchgrenze sehr nahe beieinander, dann spricht
man von sproden Korpern, liegen sie weit auseinander, dann nennt man
die Stoffe bildsam oder plastisch.

Die Fliebedingung wird in der mathematischen Plastizitéts-
theorie durch eine Beziehung zwischen den Hauptspannungen eines
Korperpunktes und den Stoffkonstanten ausgedriickt. Die allgemeinste
heute als giltig betrachtete FlieBbedingung hat v. Mises [34] angegeben
sie lautet:

(03— 0a) + (07— 03 + (03— 51)2 = [ (01 + 03 -+ 03). (1)

Hierin sind ¢4, 0,, o5 die drei Hauptspannungen in einem Korperpunkt;
die die Stoffkonstanten enthaltende Funktion f ist durch Versuche fiir
jeden besonderen Stoff zu bestimmen.

Gehen wir nun zu den erdartigen Korpern zuriick, dann fallt uns
eine wichtige Erscheinung auf, wenn wir z. B. die Ergebnisse einer ein-
fachen Probebelastung auf Sandboden betrachten: vergréflern wir die
Last stetig, so bemerken wir im allgemeinen erst gleichméfig, dann jedoch
stets schneller anwachsende Senkungen. Das Intervall zwischen jener
Belastung, die wir dem betreffenden Boden nach dem Verlauf der Last-
Setzungskurve und nach alten Bauplatzerfahrungen zumuten wiirden,
und derjenigen Grenzbelastung, die wir als Bruchlast zu bezeichnen
gewohnt sind, ist verhdltnismiBig groB. Es dréngt sich uns durch diese
Betrachtung die Vermutung auf, daf es sich auch hier um plastische
Erscheinungen handelt, die sich im Bereiche der Lastfliche abspielen,
daf also bei einer Probebelastung des Baugrundes nicht das elastische,
sondern das plastische Gleichgewicht das Endergebnis beherrscht.

Um zu einer rechnerischen Behandlung dieser Verhéltnisse zu ge-
langen, werden wir allerdings die Bodeneigenschaften einigermafen
idealisieren und uns mit der Untersuchung der allereinfachsten Be-
lastungsfélle begniigen miissen.

Das Endziel, das sich die mathematische Plastizitdtstheorie gesteckt
hat, nadmlich sowohl Spannungen als auch Forménderungen in jedem
Punkte eines plastischen Gebietes anzugeben, ist bisher nicht er-
reicht. Man begniigt sich vorliufig mit der Behandlung von Gleich-
gewichtsaufgaben vom Standpunkte der exakten Kontinuitdtsmechanik
aus [34].

In dem vorliegenden Leitfaden wird durch Annahme widerspruchs-
freier Spannungsverteilungen fiir bestimmte, einfache Belastungsfille
versucht werden, mit Hilfe einfacher FlieBbedingungen die Form der
durch Erhohung der #uBeren Lasten verursachten plastischen Gebiete
festzustellen und deren EinfluBl auf die wichtigste Forménderung: die
Setzung zu bestimmen.
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II. Messungen von Spannungen und Forméinderungen
in erdartigen Korpern.

4. Einteilung der Versuche.

Eine der Hauptaufgaben der Grundbaumechanik im Hinblick auf
die Griindung von Bauwerken besteht in der Erforschung der Bezie-
hungen zwischen den Gréfien: Belastung, Lastfliche, Griindungstiefe,
Setzung und Belastungsdauer.

Da eine rein theoretische FErfassung dieser Zusammenhdnge, wie
oben erwihnt, aussichtslos ist, haben sich zahlreiche Forscher der aufer-
ordentlichen Miihe unterzogen, die Einflisse einiger der genannten Fak-
toren fiir besonders vereinfachte Verhiltnisse auf dem Versuchswege zu
studieren. Die groBe Mannigfaltigkeit der in der Praxis vorkommenden
Bodenarten, sowie die bedeutende Anzahl der Verinderlichen des vor-
liegenden Problems machen es begreiflich, da — auch abgesehen von
der Schwierigkeit von Spannungsmessungen in erdartigen Korpern —
eine allgemein giiltige Losung durch Versuche allein ebensowenig
erwartet werden kann. Die Versuchsergebnisse und Setzungsbeobach-
tungen an ausgefiihrten Bauwerken konnen jedoch als Grundlagen fiir
die Aufstellung von Arbeitshypothesen dienen, welche dieses Tatsachen-
material {ibersichtlich zusammenfassen und die zur beildufigen Voraussage
des Verhaltens von Griindungen verwendet werden kiénnen. Deshalb sind
die seit etwa 50 Jahren ausgefithrten Versuche auf diesem Gebiet fiir

jeden weiteren Fortschritt der Grundbaumechanik von auferordentlicher
Wichtigkeit.

Diese Versuche lassen sich in folgende Gruppen unterteilen:

A. Spannungsmessungen.

a) Messung von lotrechten Normalspannungen in kiinstlichen Sand-
schiittungen. Hierher gehéren die Versuche der nachfolgenden Forscher
bzw. Korperschaften:

Steiner-Kick [1] Prag 1879
Strohschneider [16] Graz 1909—1911
Universitit Illinois [19] Urbana, Ill. 1910—1913
Pennsylvania State College [18] 1913—1914
Goldbeck, Arlington Experimental Farm[20] Washington 1917
Koegler-Scheidig [29] Freiberg 1925—1927
Hugi [30] Ziirich 1927

b) Messung waagrechter Normalspannungen in Behiltern gegen
lotrechte, feste Winde:
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Miller-Breslau [14] Berlin 1904—1905
J. Feld [24] Cincinnati 1922

v. Terzaghi [43] Cambridge (Mass.) 1928
Gerber [38] Zirich 1928

¢) Messung waagrechter Normalspannungen gegen feste Silowinde
und lotrechter Normalspannungen auf feste Silobdden:

Janssen [5] A Bremen 1895
Prante [6] Bernburg 1896
Jamieson [11] West St. John
(Canada) 1904
Pleiner [13] Dresden 1906
Lufft [21] Buenos Aires 1914
Fulton [46] Dundee (Scot- _
land) 1931

B. Verformungsmessungen.

d) Messung elastischer bzw. elastischer und bleibender Setzungen
in der Umgebung einer ortlichen Belastung:

A. Foppl [7] Miinchen 1897
Bastian [12] Utting (Ammersee) 1905
Buisman-Volker [48] Ymuiden (Holland) 1926

De Wyckerslooth de Weerdesteyn [31] Den Oever (Holland) 1926

e) Messung elastischer und bleibender Setzungen von Lastflichen
(Probebelastungen) :

American Foundation Committee [17] seit 1913
Wolterbeek [23] ° Ymuiden (Hol-

land) 1921
Pref3 [39] Berlin 1925—1931
Koegler [44] Freiberg 1930
Bernatzik (bisher unveroffentlicht) Wien 1932

Die unter b) und c) angegebenen Versuche beziehen sich auf seitlich
durch praktisch unnachgiebige Wande begrenzte Erdkoérper. Da in
unseren Betrachtungen der Erdkérper stets unbegrenzt gedacht werden
soll, fallen die Messungen b) und c¢) auBerhalb des Rahmens dieser Ab-
handlung; sie wurden nur der Ubersicht wegen mit aufgefiihrt.

5. Allgemeine Messungsergebnisse der unter 4. genannten Versuche.

Zu a). Die Versuche der Reihe ,,Steiner-Kick* wurden mit kiinst-
lichen, teilweise trockenen und losen, teilweise feuchten und gestampften
Sandschiittungen ausgefiihrt. Die Belastung befand sich in der waag-:
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rechten Schiittungsoberflache. Die Abmessungen des Sandkérpers waren
groB im Verhiltnis zu den Abmessungen der Lastfliche.

Die Verteilung der lotrechten Normalspannungen in waagrechten
Ebenen ergab sich ausnahmslos glockenférmig, im Prinzipe also so,
wie die Verteilung dieser Spannungen in elastisch-isotropen Korpern.
Die absoluten Werte der Spannungen waren jedoch durchwegs bedeu-
tend grofler als die nach der mathematischen Elastizitdtstheorie errech-
neten.

Naturgemal konnte bei diesen Versuchen nicht festgestellt werden,
ob die Wirkung der Belastung sich bis ins Unendliche erstreckte, da die
Abmessungen der Schiittungen, wenn auch reichlich, doch immerhin
begrenzt waren. Aullerdem ist das Messen sehr kleiner Spannungen auBer-
ordentlich schwierig. Die verwendeten MefBflichen, Membranen, MeB-
dosen usw. konnten nur Spannungen anzeigen, die einen gewissen Kleinst-
wert besaflen. Diese Schwierigkeit hat zu der Meinung gefiihrt, daBl das
Gebiet der Spannungen unter einer kreisformigen Lastfliche durch eine
Umdrehungsoberfliache eingeschlossen sei, deren Meridian im Lastfléchen-
rande mit einer Tangentenneigung gegen die Lotrechte von 50 bis 60°
beginne und sich nach unten bis ins Unendliche erstrecke, wobei die
Tangentenneigung (,,Grenzwinkel”, Strohschneider) allmahlich bis
Null abnehme.. Die spéiteren Versuche von Gerber und Bernatzik
haben gezeigt, daf} die Annahme eines Grenzwinkels nicht gerechtfertigt
ist. Die Spannungen nehmen mit der Entfernung von der Lastflachen-
achse sehr rasch ab, die Lage der Nullpunkte 1Bt sich jedoch mit den
angewandten Instrumenten nicht bestimmen.

Die Versuche von Koegler-Scheidig ergaben, daB die Verteilung
der Spannungen an der Unterseite der verwendeten, ziemlich starren
Platten ebenfalls Glockenform aufwies und daff am Rande die Driicke
Null waren. Hierbei ist es wichtig, im Auge zu behalten, daf} die Schiittung
praktisch kohésionslos war und die Belastung auf die Oberfliche derselben
einwirkte. Der GroBtwert der Sohlspannung (in der Lastflichenachse)
war abhéngig von der Plattengrofe und war stets grofer als die gedachte
mittlere Belastung, was schon aus der Glockenform der Spannungs-
verteilungskurve folgt.

Aus den Versuchen von Illinois ging hervor, daB von der Lastfliche
starke Reibungskréfte auf den Sand iibertragen werden, die radial nach
innen gerichtet sind.

Zu d). Die klassischen Versuche von A. Foppl hatten hauptsichlich
den Zweck festzustellen, ob die auf Grund der mathematischen Elastizi-
tétslehre errechneten Einsenkungen der Oberfliache des elastisch-isotropen
Halbraumes auch fiir ,,Erdreich Giiltigkeit haben. Dieser Forscher
beschrankte sich daher auf die Messung elastischer Setzungen und be-
niitzte eine Last von 100 kg, die von einer Platte von 10 cm Durchmesser
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unterstiitzt war. Er kam zu dem folgenden Schlusse betreffend die GHiltig-
keit der Formel von Boussinesq:

,,Die Formel kann daher — aus welchen Griinden moge dahingestellt
bleiben — keine richtige Auskunft fiir das Verhalten eines elastischen
Korpers von der Art des Erdbodens in dem Hofe meines Laboratoriums
unter den gegebenen Verhiltnissen sein.‘

Der Boden, auf dem diese Versuche ausgefithrt wurden, war ein
angestampftes Kies-Sandgemisch, das jahrelang der Einwirkung der
Witterung ausgesetzt war.

In seinem Lehrbuche ,,Vorlesungen iiber technische Mechanik®,
Band V, 1907, ergéinzt A. F6ppl seinen obigen Ausspruch dahin, dafl er
als Ursache der Abweichung zwischen der Boussinesqschen Formel
und den Versuchsergebnissen das Nichtzutreffen des Hookeschen
Geesetzes fiir Erdboden angibt. ‘

Diese Messungen wurden fiir gewachsenen Boden von den unter d)
genannten Forschern wiederholt und dabei die Fépplsche SchluB-
folgerung bestétigt.

Zu e). Die Versuche dieser Art (Probebelastungen) sind in grofer
Zahl gemacht worden; die obengenannten gehéren zu den sehr sorgféltig
ausgefithrten und zugleich in Veroffentlichungen ausfiihrlich be-
schriebenen.

Der allgemeine Verlauf der Last-Setzungskurve bei Oberfldchen-
belastung ist seit langem bekannt. Wichtig sind die Feststellungen von
Pref und Koegler iiber den Einflu8l der Lastflichengrofie auf die Gesamt-
setzung. Sowohl im Falle kohésionsloser als auch bindiger Boden gibt
es eine LastflichengroBfe, fiir welche die Gesamtsetzung bei konstanter
mittlerer Belastung einen Kleinstwert darstellt; sinkt der Lastflichen-
durchmesser unter diesen Sonderwert, dann nimmt die Setzung zu.
Vergrofert man den Lastflichendurchmesser, dann steigt die Gesamt-
setzung ebenfalls, aber viel langsamer. Jeder Erklirungsversuch des
Verhaltens des Bodens unter der Einwirkung ortlicher Belastung wird
diese Besonderheit als Priifstein fiir seine grundlegenden Annahmen
betrachten miissen. Wir werden auf diesen Punkt unter Ziffer 40 aus-
filhrlich zuriickkommen. Hier sei noch erwidhnt, daf die Zunahme der
Setzung mit gegen Null konvergierendem Lastflichendurchmesser sich
natiirlich nicht bis ins Unendliche fortsetzen kann, da fiir den Last-
flachendurchmesser = Null die Belastung verschwindet und somit die
Setzung ebenfalls Null werden muf.
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II. Spannungen und Formiinderungen im
elastisch-isotropen Halbraum.

6. Allgemeines.

Obwohl der feste, dem Hookeschen Gesetz unterworfene Korper
nur als ein besonderer Fall der erdartigen Koérper aufgefaft werden
kann und daher sein Verhalten unter Belastung fiir die in der Baupraxis
vorkommenden Béden keineswegs allgemein als mafBgebend zu be-
trachten ist, gehen dennoch alle theoretischen Betrachtungen iiber die
Druckverteilung im Baugrunde von den Ergebnissen aus, die die mathe-
matische Elastizititstheorie fiir den einfachsten Belastungsfall des
elastisch-isotropen Halbraumes, nimlich die in einem Punkte der Ober-
fliche angreifende, lotrechte Einzellast liefert. Die betreffenden Unter-
suchungen verdanken wir Boussinesq [3] und Michell [8]. Sie gehen
von der gewichtslosen, urspriinglich spannungslosen, isotropen, dem
Hookeschen Gesetz gehorchenden Masse aus, dessen unbegrenzte Giiltig-
keit vorausgesetzt wird. Aus diesem Grunde ist es unmoglich, mit Hilfe
dieser im Rahmen der mathematischen Elastizitdtstheorie streng giiltigen
Untersuchungen allein zu dem Begriffe der Tragfihigkeit fester Korper
zu gelangen. Die Ubereinstimmung zwischen den Erscheinungen, die
sich infolge Einwirkung duBerer Lasten auf feste Korper zeigen, und
den erwahnten theoretischen Ergebnissen ist gebunden an die Proportio-
nalitit zwischen Spannung und Forminderung bei reinem Zug oder
reinem Druck. Denken wir uns einen Korper, fiir welchen dieser Zu-
sammenhang innerhalb gewisser Grenzen gilt, dann sind die Beziehungen
von Boussinesq anwendbar, auch wenn die Forminderungen nicht
rein elastisch, sondern zum Teile bleibend wiren. Im letzteren
Falle wiare die Giiltigkeit der Formeln allerdings auf die erstmalige
Belastung beschréinkt. Der Begriff des konstanten Elastizitdtsmoduls
wiare dabei zu ersetzen durch den eines konstanten Forminderungs-
moduls.

In den elastizititstheoretischen Tjntersuehungen kommt auBler
dem Elastizitdtsmodul E noch eine andere elastische Konstante
vor: die Poissonzahlm. Man versteht darunter das Verhéltnis zwischen
der Lingszusammendriickung ¢z, und der Querdehnung ¢; in einem
einachsigen Druckzustand, oder das Verhiltnis zwischen Lingsdehnung
und Querzusammendriickung in einem einachsigen Zugzustand.

m = % (1)
Durch die beiden GroBen E und m ist das elastische Verhalten eines
isotropen Korpers vollstindig bestimmt. Der oft beniitzte Schub-
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modul @ solcher Stoffe ist keine selbstédndige Konstante, sondern 148t
sich durch E und m ausdriicken:

¢ =g E. (2)
Fiir den in elastischer Hinsicht anisotropen Stoff wichst die Zahl
der Elastizitatskonstanten von 2 auf 18; in diesem Falle, also bei einem
mit der Richtung verdnderlichen Elastizitdatsmodul, verliert die Poisson-
zahl m ihren Sinn. Man kann also nur dann von einem bestimmten
Werte der Poissonzahl sprechen,
wenn es sich um einen elastisch-

isotropen Korper handelt.

Trotz dieser vielen Einschrén-
kungen, die man fiir die Anwen-
dung der Elastizitdtstheorie auf
wirkliche Stoffe machen muB,
sollen die wichtigsten Ergebnisse
derselben im folgenden zusam-
mengestellt werden, da sie fiir
Vergleiche mit empirisch festge-
stellten Spannungen und Form-
gnderungen sowie auch zur Unter-
stiitzung unserer Anschauung
niitzlich sein konnen.

7. Spannungen im elastisch-
Abb. 1. Spannungen des elastisch-iso- lsotr;)pen dHal}:)ral}me,l lil:erv}(l)f-
tropen Halbraumes im Zylinderkoordi- geruien m:c eme lotrechte
natensystem, hervorgerufen durch eine Einzellast.
lotrechte Einzellast P. Die in der Oberfliche des
Halbraumes angreifende lotrechte
Einzellast P falle der Richtung nach mit der Achse eines raumlichen Polar-
koordinatensystems zusammen. Der Pol O sei identisch mit dem Last-
angriffspunkt (Abb. 1).

r, ©® seien die Polarkoordinaten eines Punktes des Halbraumes, in
welchem die folgenden Spannungen herrschen:

0, ... lotrechte Normalspannung;
gy ... waagrechte Normalspannung in radialer Richtung;
Of o ’ . ,, tangentialer Richtung;

T.... die zu ¢, und o, gehorige Schubspannung.
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Mit diesen Bezeichnungen und mit der Poissonzahl m lauten die
Grundgleichungen von Boussinesq wie folgt:

_ 3P 3
O'z——-m“cos'ﬁ‘

P g sy m— 2 1
U,l_—-~2n?1213cosz951n19~— T oot "
Uaz—m~2 L[cosﬁ~71f

m 2m | 14 cosdJ

T = 3P cos2¥ sin

2 wr?

In diesen Gleichungen bedeutet das Pluszeichen bei Normalspannungen
Druck, das Minuszeichen daber Zug.

Abb. 2. Spannungen des elastisch-isotropen Halbraumes im Polarkoordina-
‘tensystem, hervorgerufen durch eine lotrechte Einzellast P.

Durch eine Transformation der Spannungskomponenten erhélt man
aus den GIl. (1) die oft wichtigen polaren Spannungen, und zwar:

oy ... die Normalspannung in der Richtung des Fahrstrahles (Abb. 2);

05 ... die im Meridian liegende Normalspannung senkrecht zum Fahr-
strahl;
oy ... die Meridianspannung;

T, ... die zu g, und o, gehorige Schubspannung;
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P (2m—1 . m—2)\
Or =7 U m — cosd T 2m
. . m—2 P cos? &
s m  2m12 1+ cos?d 2)
op=—m=2 P fsp— 1 }
¢ m 2mr? | 1+ cosd
__ m—2 P sindeosd®
T om 27m1% 14 cosd =T

Wie in (1) ist auch hier o; eine Hauptspannung, also 7,= 0. Die Be-
deutung der Vorzeichen ist hier dieselbe wie oben. Die Gleichungsgruppen
(1) und (2) sind einander vollkommen gleichwertig. Jede von ihnen
beschreibt den Spannungszustand eines Punktes 7, & des Halbraumes
eindeutig. Sie bringen jedoch verschiedene Besonderheiten des Span-
nungszustandes zum Ausdruck. Weder (1) noch (2) enthilt den Elasti-
zitdtsmodul E*.

Aus (1) ersieht man, dafl die Spannungen in waagrechten Ebenen
vollkommen unabhéngig sind von der Gréfe der Poissonzahl m. Die

Spannungsverteilung in diesen Ebenen ist also fiir alle elastisch-isotropen
Kérper dieselbe.

Da GL = tg ¥ ist, so geht die Spannung eines waagrechten Fléchen-
" z
elementes immer durch den Ursprung O.

Aus o,=0 folgt cos¥, = ﬁf oder ¥, = arc cos
also 4, = 51950".

Hieraus ergibt sich, daff die waagrechte Normalspannung in tan-
gentialer Richtung oder, was dasselbe ist, die Meridianspannung fiir jede
Poissonzahl m > 2 innerhalb eines geraden Kreiskegels, dessen Offnungs-
winkel 2 X 51°50" = 103° 40" betragt, eine Zugspannung ist, wihrend
in allen Punkten auflerhalb dieses Kegels, also ndher der Oberfliche,
in den Meridianebenen Druck herrscht.

Gl. (2) zeigt, daB die im Meridian liegende Normalspannung senk-
recht zum Fahrstrahl im Innern der Masse iiberall eine Zugspannung
ist; nur an der Oberfliche wird diese Spannung gleich Null. Die Be-
dingung ¢, = 0 fithrt auf
m-— 2
cos Py = SEm—1)

Z. B. wird fir m =3 (Kupfer, Zinn): cos®,= _116 oder ¢, = 84°15’. Die

polar gerichtete Normalspannung ist also fiir m = 3 innerhalb eines
geraden Kreiskegels, dessen Offnungswinkel 2 X 84° 15’ = 168° 30’ be-
tragt, eine Druckspannung; auBerhalb dieses Kegels, also niher der

* Siehe Anhang, zu IIL. 7, a).
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Oberflache, jedoch eine Zugspannung. Insbesondere ist auch fiir ¢ = % .
also in der Oberfliche, die polar gerichtete Normalspannung o, fiir alle
Werte der Poissonzahl m > 2 Zug, namlich:

m—2 P

T -
2 m 72

Ur, 4=

Von besonderer Bedeutung ist der Fall m = 2; dieser Wert der
Poissonzahl gilt fir einen raumbestdndigen, elastisch-isotropen Stoff.
Die Gleichungen (2) lauten dann, wie man sofort sieht:

3P

Gr:mcosﬂ

0;,=0 (2a)
Gt:()

7, =0 J

Infolge der Gl. 7, = 0 werden ¢, und o, zu Hauptspannungen; die dritte
Hauptspannung ist o,.

Wegen o, = 0 und ¢, = 0 haben wir es hier mit einem einachsigen
Spannungszustand zu tun: die einzige nicht verschwindende Haupt-
spannung o, ist polar gerichtet und ist eine Druckspannung. In keinem
einzigen Punkte des elastisch-isotropen, raumbestindigen Halbraumes
herrscht Zug. Diese Spannungsverteilung ist daher auch dann moglich,
wenn der Stoff keine Zugfestigkeit besitzt.

Die Hauptspannungstrajektorien sind in diesem Sonderfalle Strahlen,
die vom Lastangriffspunkte O nach allen Richtungen des Halbraumes
ausgehen. Die GroBe der Hauptspannung o, nimmt mit dem Quadrate
des Abstandes r von der Lastangriffsstelle ab, genau wie die Anziehungs-
kraft einer punktformigen Masse, oder wie die Intensitit des Lichtes.
Im vorliegenden Fall sind jedoch die Richtungen untereinander nicht
gleichwertig, der Polarwinkel ¢ spielt fiir die Gré8e der Hauptspannung
(Feldstirke) eine bedeutende Rolle. Die wichtigste Eigenschaft des
Spannungsbildes besteht in der geradlinigen Ausbreitung der Praft P
tber den Halbraum. Dieses Prinzip der geradlinigen Kraft-
ausbreitung ist strenge genommen nur fiir den volumbestindigen
Stoff m = 2 giiltig. Michell [8] hat jedoch schon darauf hingewiesen,
daB auch beispielsweise fiir Werte von m zwischen 2 und 4 dieselbe
Spannungsverteilung wie fiir m = 2 niherungsweise brauchbar ist.

Um sich hiervon zu iiberzeugen, kann man die Abweichung A der
Hauptspannung von der Richtung des Fahrstrahles ¢ berechnen. Dies
geschieht am einfachsten mit Hilfe der bekannten Beziehung

tg24 = 2% 3)

o, — oy’
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Setzt man in diese Gleichung die betreffenden Werte aus (2) ein, dann
erhélt man:

9N — sin 2 ¢
g4 5m~—40 2z9+-3m cosﬁ—l. B
m—2 % m—2

Fiir m = 2 wird natiirlich 4 = 0, d. h. die Hauptspannung ist genau
polar gerichtet, wie wir schon aus (2) erkannt haben.

Setzt man beispielsweise m = 4, dann ergibt sich:
& =00 150 300 450 600 750 900
A=00 1010 20 25’ 30 55 60 5 11025’ 00

Die Abweichung der gréfiten
Hauptspannung von der Fahr-
strahlrichtung ist also auch
fiir einen Wert der Poisson-
zahl von m =4 fir Winkel
von 9#=0 bis & = 75° sehr
gering. Zwischen 9 = 75° und
9 = 90° wichst A allerdings
bis 45° an; jedoch sind in
diesem Gebiet die Spannun-
gen selbst verhéltnisméafBig
sehr klein, so daB man das
Prinzip der geradlinigen Kraft-
ausbreitung in praktischen
Fallen (2 <m <4) anzuwen-
den berechtigt ist.

Aus den Gl (2a) laBt
Abb. 3. Spannungsverteilung im elastisch-  Sich noch ein praktisch wich-
isotropen Halbraum, hervorgerufen durch tiger SchluBl beziglich der

eine lotrechte Linienlast q. Spannungsverteilung infolge

B einer lotrechten linienférmigen
Last ¢ ziehen. (Der Querstrich deutet die Dimension der Last [kg/cm]
an.) Betrachtet man eine durch die Lastlinie gehende, unter ¥ gegen
die Lotrechte geneigte Ebene und einen ihr angehérenden Punkt M
(Abb. 3), dann liegen alle auf M wirkenden Spannungen infolge der
Lastelemente dP = gdy in dieser Ebene. Sie lassen sich daher in
einfacher Weise zu der ebenfalls polar gerichteten Hauptspannung des
vorliegenden zweidimensionalen Problemes zusammensetzen:

|y

o, =2

|38

do, cos? . (4)
=0
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Nach (2) ist: _
__ 34p _ 3qady
d()‘,,.—~ ’2‘&7—12 COS Y = 27_[?.12 COoS .

Aus dem sphérischen Dreieck mit den Seiten ¢, y und ¢ in Abb. 3

folgf/: COS 3 = COS ¥ cos @5

do_ und schlieBlich ist noch:

ferner ist y=rtge, also dy=r

cos?
2 L
ry = ’m.
Setzt man diese Ausdriicke in (4) ein, dann ergibt sich:
T
2
_ . 3£7 3
0, =2.4 "ccos? | cos’pdy
oder ¢
o, = % cos 9. (5)

Die vollstéindigen Gleichungen des ebenen Problems lauten daher:

2q

0, = —* cos ¥

T
o, =10 (6)
7, =0

Will man die lotrechte und waagrechte Normalspannung ¢, und o,
sowie die zugehdrige Schubspannung 7 aufstellen, dann hat man einfach
die bekannten Formeln des einachsigen Spannungszustandes anzuwenden :

o, = c, cos?
05, = 0, sin? 9 (M)
7 = g, sin 9 cos P

Durch Einsetzen von g, aus (6) in (7) folgt:

g, = 29 o9
v
o, = 29 gin29 cos® 8)
h zr

|

T sin cos2d
ar

Bekanntlich werden diese Gleichungen in der mathematischen Elasti-

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 2
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zitédtstheorie aus der Airyschen Spannungsfunktion

F:—qxarctg—z- 9

E3
mit Hilfe der Beziehungen:

~ _®F -~ _ &F

G 0*F
%= g 2T 52

T oz oz

. T= (10)
hergeleitet. Die hier gegebene Ableitung stellt hingegen den Zusammen-
hang zwischen dem réumlichen und dem ebenen Problem dar. Dabei
ist bemerkenswert, daf die Gl (6) und (8) auch giiltig bleiben, wenn
die Poissonzahl nicht m = 2, sondern einen beliebigen Wert besitzt.
Dies heifit, daB (6) und (8) auch erhalten werden, wenn man nicht, wie
dies hier geschehen ist, von (2a) ausgeht, sondern die allgemein giiltigen
Gleichungen (2) der Rechnung zugrunde legt. Es ergibt sich dann fir o,

ein Zusatzglied, das den Faktor ﬂ;l enthalt, welches jedoch fiir

jeden Wert von m identisch verschwindet. Die Poissonzahl m fillt im
zweidimensionalen Falle aus der Rechnung fort. GI. (8) entsprechen
den Gl. (1) und Gl (6) den Gl (2) und (2a) des raumlichen Problems*.

8. Elastische Verschiebungen eines Punktes im elastisch-isotropen
Halbraum infolge einer lotrechten Einzellast.

Die Verschiebungen eines Punktes mit den Koordinaten r, ¢, dessen
Spannungen unter Ziffer 7, Gl (1) bzw. (2) angegeben wurden, seien:

% in waagrechter Richtung, radial nach auBlen (4);
v senkrecht zur Meridianebene;
w in lotrechter Richtung nach unten (+).

Bedeutet £ den Elastizitdtsmodul, dann lauten diese Forméanderungen
wie folgt:

P m+1 m— 2 U
% = m—ﬁ%——{w —— + cos ¥ + cos? 19} tg 5

v=20 (1)

P m4+1f2(m—1)
27 mB | m +008219}

w =

Die lotrechte Verschiebung w ist stets positiv, also eine Senkung. Ob
die waagrechte Verschiebung nach auBlen oder nach innen stattfindet,

* Siehe Anhang, zu III. 7, b).
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hangt vom Werte der Poissonzahl und vom Polarwinkel ¢ ab. Die Be-
dingung % = 0 liefert:

cos B4 (1 4 cos¥,) = _m—ﬂzz

Fiir einen elastischen Stoff ohne Querdehnung (m = oco) ist beispiels-
weise J;=51°50". In diesem Falle erfahren alle Punkte innerhalb
eines geraden Kreiskegels mit der Spitze in O und dem Offnungswinkel
2 % 51950" = 103940’ eine Verschiebung nach aulen; dementsprechend
nahern sich alle Punkte auBerhalb dieses Kegels der Wirkungslinie
von P. Die Kegelfliche trennt, wie unter 7 gezeigt wurde, auch alle
Punkte, in welchen die Meridianspannung Zug ist, von jenen, in welchen
diese Spannung Druck ist. '

Von besonderem Interesse sind die Verschiebungen eines Punktes
der Oberflache im Abstand x von P; diese erhalt man durch Einfithrung

von 9 = = in die GL. (1).

2
(m +1)(m—2) P
7 Ju— 2 L3 -
uﬁzz - m2E 27 x
1)0:%—“—0 (2)
m2—1 P
[ — _
w#“_}— m*E wx J

Aus der ersten dieser drei Gleichungen folgt, da8 konzentrische Kreise,
die man in der Oberfliche des elastisch-isotropen Halbraumes mit O
als Mittelpunkt beschreibt, ihren Durchmesser im umgekehrten Verhilt-
nis mit diesem verringern. Die Gl. fir wy _ ; hat A. Foppl zum Aus-

gangspunkt seiner grundlegenden Versuche (1897) iiber die Elastizitit
des Erdbodens [7, 15] genommen. (Siehe unter II, 4, B und XIIIT, 42.)

Aus (2) ist der Einflul der Poissonzahl m auf die Verschiebungen
eines Punktes der Oberfliche rasch zu tiibersehen. Der Poissonfaktor
fur die radiale elastische Verschiebung schwankt zwischen 0 und —1,
wenn m von 2 bis co zunimmt. Der EinfluB von m auf die Senkung
wy=2 ist viel geringer: die Grenzen sind 0,75 und 1 fiir m = 2 bzw.

m = co. Wenn daher bei der Berechnung von Setzungen m selbst mit co
angenommen wird, ist der begangene Fehler nicht bedeutend. Fiir

m =4 z. B. ergibe sich der Faktor mit %:O,937, also nur wenig

kleiner als fiir m = oo.

Mittels (1) 1aBt sich auch die im einschligigen Schrifttum [31, 48]
aufgeworfene Frage tiber die Verformung einer Halbkugelfliche, deren
Mittelpunkt mit dem Lastangriffspunkt O zusammenféllt, beantworten.

Es handelt sich insbesondere darum, ob es einen gewissen m-Wert
gibt, fiir welchen die betrachtete Halbkugel unverzerrt um ein gewisses

o%
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Stiick elastisch sinkt. Da der obere Rand dieser Halbkugel seinen Durch-
messer nicht verdndern darf, kommt nur der Wert m = 2 in Frage,
fiir welchen w,_ E= 0 ist. Der tiefste Punkt der Halbkugel mit dem

Halbmesser » sinkt fiir m = 2 nach (1) um:

3 P

Wy, = = —
b 2a r B

Die Senkung des oberen Randes hingegen ist:

w =3 P
°TT 4 mrE’

also nur halb so groB. Der Unterschied der beiden Setzungen ist

713:{ '7'1'31117; um diesen Betrag wird daher die Halbkugel-
flaiche gedehnt. Diese Tatsache, daBl es keinen Wert der Poissonzahl
m gibt, fir welchen die konzentrischen Halbkugeln um O unverzerrt
sinken, befremdet im ersten Augenblick, da fiir m = 2 die in der Meridian-
ebene liegenden Spannungen tangential an die Kugeln Null sind. Die

Erklarung liegt in der Wirkung der Querdehnung. Diese ist fiir einen

Wy — W, =

Punkt r, & des elastisch-isotropen Halbraumes g, = %%@, und fir

raumbestindige Stoffe (m = 2): ¢, = 26%. Der Meridianquadrant er-
fahrt daher eine Verlingerung A:
k1
2
1
A= -E—Scrﬂd19'.
3P ’
Mit ¢, = 5 ——5 cos ¥ findet man:
4 T
3 P
4= m

also genau den Wert (w, — w,), womit die Verzerrung der Halbkugel
erklart ist.

Die oben angegebenen Gl. (1) beziehen sich auf den rdumlichen,
zentrisch-symmetrischen Belastungsfall. Bei Anwendung derselben auf
die Linienlast ¢ findet man, daB die Setzungen fiir jeden Punkt der Ober-
flaiche unendlich grof werden. Hierauf hat Boussinesq in seinem be-
kannten Werk [3] bereits hingewiesen.

Es hat also keinen Sinn, Berechnungen der Setzungen des ebenen
Belastungsfalles aufzustellen, wenn man an der Giiltigkeit des Hooke-
schen Gesetzes festhalt. Fiir diesen Fall sind nur die unter 7 abgeleiteten

Spannungsgleichungen (6) bzw. (8) des elastisch-isotropen Halbraumes
von Interesse.
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IV. Statisch mogliche, elementare
Spannungsverteilungen im Halbraum nach
dem Prinzipe der geradlinigen Kraftausbreitung.

9. Allgemeines.

Aus Abschnitt ITT, Ziffer 7, geht hervor, daBl raumbestédndige,
elastisch-isotrope Stoffe durch eine geradlinige Ausbreitung der Kraft
gekennzeichnet sind, und daf unter den Spannungen, die eine lotrechte
Einzellast P oder ein Lastelement d P hervorruft, keine Zugspannungen
vorkommen. Steigt die Poissonzahl m, dann gilt das Prinzip der gerad-
linigen Kraftausbreitung nicht mehr streng, jedoch mit einiger Annéhe-
rung, wie Gl. 7 — (3a) zeigt. Es treten dann wohl Zugspannungen im
Halbraum auf, jedoch sind dieselben verhaltnism&fBig klein. Nun miissen
wir, um zu den Druckverhéltnissen in erdartigen Koérpern iiberzugehen,
den Begriff der Isotropie in elastischer Hinsicht verlassen und wollen
im Gegensatz zu dem bisher betrachteten elastisch-isotropen Halbraum
den ,,Halbraum® schlechtweg setzen. FEine Theorie der Spannungen
und Forménderungen im anisotropen Halbraume gibt es bisher noch
nicht. Man ist daher genotigt, einen Schritt zu wagen, dessen Folgen
einzig und allein durch Beobachtungen im Laboratorium und in der
Natur beurteilt werden konnen. Dieser Schritt besteht darin,
dal man von der allgemeinen Giiltigkeit des Gesetzes der
geradlinigen Kraftausbreitung ausgeht. Der Grund dafiir,
daB gerade diese Art der Kraftausbreitung und nicht etwa eine krumm-
linige gew&hlt wird, ist mehrfach:

1. Raumbestandige isotrope, dem Hookeschen Gesetz unterworfene
feste Korper folgen strenge dem genannten Gesetze.

2. Die durch das Gesetz der geradlinigen Kraftausbreitung bedingten,
statisch-moglichen, also widerspruchsfreien Spannungsverteilungen sind
auch auf solche den Halbraum erfiillenden Stoffe anwendbar, die keine
Zugfestigkeit besitzen.

3. Diese Spannungsverteilungen eignen sich wegen ihrer grofen
Einfachheit in besonderem Mafle zur analytischen Behandlung von
Gleichgewichtsaufgaben.

Die angefiihrten Griinde, die fiir diese Arbeitshypothese sprechen,
wiirden nicht hinreichen, den Entschlufl zu rechtfertigen, diese Annahme
als Ausgangspunkt fiir unsere Vorstellungen iiber Druckverteilung im
Baugrunde zu wihlen, wenn die Ergebnisse der auf ihr aufgebauten
Berechnungen mit den zahlreichen, einwandfrei festgestellten Beob-
achtungen von Spannungen nicht im Einklang stiinden. In dieser Hin-
sicht miissen wir, den folgenden Darlegungen einigermafien vorgreifend,
betonen, daBl diese Forderung, soweit verliBliche Versuchsergebnisse
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vorliegen, mit der billigerweise zu erwartenden Genauigkeit tatséchlich
erfiillt ist.

In dem vorliegenden Abschnitt ist als Belastung einerseits die Einzel-
last P, andrerseits (fiir den zweidimensionalen Fall) die Linienlast q
angenommen. Die GroBe der Flache, auf welche die Belastung wirkt,
kommt hier iberhaupt nicht vor. Man hat sich die unmittelbare Um-
gebung von P durch eine kleine, um den Angriffspunkt beschriebene
Kugel eingeschlossen zu denken und betrachtet nur Punkte des Halb-
raumes, die auBerhalb derselben liegen. Im ebenen Problem, mit der
Belastung ¢, ist die kleine Kugel durch eine halbe Kreiszylinderfléiche
zu ersetzen, deren Achse mit der Angriffslinie von ¢ zusammenfillt.
Wir werden also vorldufig nur die Spannungsverhéltnisse des Halbraumes

: unter AusschluBl des Gebietes der kleinen
Kugel bzw. des diinnen, halben Zylinders
untersuchen.

Die ZErscheinungen innerhalb dieser
fiktiven Abgrenzungen koénnen nur dann
verfolgt werden, wenn man endliche Teile
der Oberfliche des Halbraumes belastet und
die Wirkung der elementaren Lastteile d P
auf einen Punkt des Halbraumes durch

. Summieren aller dieser elementaren Span-
Abb. 4. Lotrechter Schnitt . . LT .
durch den unendlichen Halb.  Mungen bestimmt. Diese Aufgabe wird im
raum, dessen Oberfliche im Abschnitte VI behandelt. Man sieht sofort,
Punkte O mit einer lotrech- daf essich dabeium ein Integrationsproblem
ten Punktlast P belastet ist. mit zwei Variablen handelt. Im Hinblick
auf diese Untersuchungen kann man die
durch P bzw. ¢ hervorgerufenen Spannungsverteilungen mit Boussinesq
und Michell als elementare Spannungsverteilungen im Halb-
raum bezeichnen.

10. Die elementare Spannungsverteilung infolge einer lotrechten
Einzellast P.

Wir denken uns den Halbraum in einem Punkte O der Oberfliche
durch eine lotrechte Einzellast P belastet (Abb. 4). Von den unendlich
vielen, statisch moglichen Druckverteilungen wollen wir nur jene betrach-
ten, die durch die geradlinige Kraftausbreitung entstehen, d. h., bei
welchen die polaren (nach O gerichteten) Normalspannungen Haupt-
spannungen und die tangentialen Normalspannungen Null sind. Dadurch
gelangen wir zu einem Spannungsbild, das naturgemi symmetrisch
in bezug auf die Wirkungslinie von P sein muB und dessen Haupt-
spannungstrajektorien durch ein raumliches Strahlenbiischel mit dem
Ausgangspunkt O dargestellt ist. Denken wir uns zwei konzentrische
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Halbkugelflichen mit den Halbmessern r; und 7, wobei z. B. ry <7y,
die aus der unendlichen Masse eine halbkugelformige Schale von der
Dicke (r,— 7;) herausschneiden, und betrachten den Gleichgewichts-
zustand der Kugelschale, dann erkennen wir aus Abb. 4 unmittelbar,
daf die Normalspannung o, ; > 0, , und, da die Verteilung der Driicke
ilber die beiden Halbkugelflichen infolge der geradlinigen Kraftaus-
breitung gleichartig ist: Gr 12 0p 0= 71? : Tiz I
sein mubB.

Schreitet man in dem Meridianschnitt der Halbkugeloberfliche r,
beispielsweise vom tiefsten Punkte nach links oder rechts vor, dann
bleibt r; konstant, wihrend die Tiefe z des betrachteten Punktes unter
der Oberfliche sich verringert.

Bei der Einfithrung einer Abhéngigkeit der Spannung ¢, von der
Tiefe z hat man zu beriicksichtigen, daB in der Wirkungslinie von P
die Tiefe z = r; baw. z = 7, wird und Gl. (1) auch fiir diese Stellen giiltig
bleiben mufi. Der einzufithrende Potenzexponent von z muBl daher
um 2 kleiner sein als der von 7. Man kann daher allgemein schreiben:

y—2 v—2

' )
T (2)
1 Ty

worin die Grofe v ein noch zu bestimmender Parameter ist.

Nun ist noch darauf zu achten, daB nach dem Uberlagerungsgesetz
eine Anderung der Last P auch eine verhiltnisgleiche Anderung der
Spannung zur Folge haben muf}; damit 1aBt sich nun die gesuchte Be-
ziehung zwischen ¢, und P wie folgt ansetzen:

GT,I:GT,2:

v—2

o =[P (3)
Zur Bestimmung des Faktors f dient die Gleichgewichtsbedingung
0:-’23
Sar cos¢dF = P, 4
=0

die sich aus der Gleichsetzung der Vertikalprojektionen aller an der Halb-
kugel mit dem Halbmesser r angreifenden Krifte ergibt. 7 und ¢ sind die
Polarkoordinaten eines Punktes der betrachteten Halbkugeloberfliche.
Fiithrt man fiir das Flachenelement den Ausdruck -
dF = 2 72 7t sin & di

und o, aus Gl (3) in Gl (4) ein, dann folgt:

;Psinﬂcosz?ow::P.
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Unter Beriicksichtigung von 7i = cos ¥ erhdlt man

f= 1

7T
2

2% S cos” ~1 9 sin & 49
0
und nach Ausfithrung der Integration

v
f= 9a" (5)
Gl. (3) 148t sich nun wie folgt schreiben:
P
o, = —;—n—;z— cos” — 29, (6)

Diese Beziehung stellt eine Reihe statisch moglicher Spannungsvertei-
lungen in einem Stoff dar, der keine Zug-
festigkeit besitzt. Der Parameter » ist
eine statisch unbestimmte Grofie
und soll die ,,Ordnungszahl der Spannungs-
verteilung” oder der ,,Konzentrations-
faktor“ genannt werden.

Durch Gl. (6) ist ein einachsiger
Spannungszustand fiir jeden Punkt der
betrachteten Masse definiert, auf den
wir den bekannten Spannungskreis an-
wenden wollen, um Ausdriicke fiur die

L lotrechte Normalspannung ¢,, die waag-
ébb' 5. Spannungskreis fir ., p¢, Normalspannung o, und die zu
en einachsigen Spannungs- ; ) -
sustand. diesen beiden Spannungen gehorende
Schubspannung 7 zu finden. Aus Abb. 5
laflt sich ohne weiteres ablesen:

0, = 0, cos* Y }

0y, = 0, 8in* 9
T = 0, sin$ cos ¢

(7)

oder mit Beniitzung von (6)

v P
g, = Wcos”’ﬂ ]l
v P .
On= 5,2 cos" 2 sin2 ¢ (7Ta)*
v P .
T = T cos” ! P sin 9
T

Setzt man in den vorstehenden Formeln die natiirlichen Zahlen 1 bis 6

* Siehe Anhang, zu IV. 10, a).
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an Stelle der Ordnungszahl », dann erhilt man die in Tabelle I gegebene
Ubersicht:

Tabelle I.
TUbersicht der elementaren Spannungsverteilungen erster bis sechster Ordnung

fiir die Belastung des Halbraumes durch eine lotrechte Einzellast P bzw.
durch eine lotrechte Linienlast g.

% . | Polare |[Lotrechte Waagrechte Faktor fiir alle
£ - Sl\ormal- Normal- | . "" alspannung | Schubspannung Spannungen
&% | spannung | spannung = T () :
Z N o (o 6 (0 5, (%) Belastung | Belastung
o T ( r) z( z) q
1 . . r 1q
1 — cos & sin ¢ tg & sin 9 = A4
cos ® g 2 12 T
. . P q
2 1 cos? & sin2 ¢ sin ¢ cos & — Lla
T 2 7
. . P 2 q
3 cos & cos® & sin? ¢ cos & sind cos? 9 3 — 249
T o7
. . 2P 3 q
4 cos? ¢ cost & sin? & cos? ¢ sin ¢ cos® & 2 >4
T 4 r
. . 5 8 ¢q
5 cos® & cos® & sin2 ¢ cos?® & sin & costd —5 A
2 ;2 3z r
. . D15 g
6 costd cost & sin? 9 costd sin ¢ cos ¢ 3 P e 4
vz | 16 r

Entnimmt man der Tabelle I die Werte o,, o, und 7 fir v = 3,
dann erhdlt man dieselben Gleichungen, die durch Einsetzen von m = 2
in die strengen Boussinesqschen Gleichungen 7 — (1) erhalten werden
und die fiir die Berechnung von Spannungen unter Grundbaukérpern
im Schrifttum bisher stets Verwendung fanden*.

11. Die elementare Spannungsverteilung infolge einer lotrechten
Linienlast g¢.

Denkt man sich den Halbraum mit einer lotrechten Last ¢ (kg/cm)
langs einer Geraden belastet, dann entsteht in jeder Ebene senkrecht
zur Lastlinie derselbe Spannungszustand: es liegt ein zweidimensionales
Problem vor. Um die Spannungsgleichungen fiir diesen Fall zu erhalten,
kénnte man &hnlich wie unter Ziffer 7 vorgehen, indem man ¢ dy = dP
setzt und die Synthese aller Elementarspannungen nach 10 — (6) durch-
fiihrt.

Wir wollen jedoch hier einen anderen Weg einschlagen, und zwar
ahnlich demjenigen, den wir fiir die Ableitung von 10 — (6) beniitzt
haben.

* Siehe Anhang, zu IV. 10, b).
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Denkt man sich in Abb. 4 an Stelle von P die linienférmige Be-
lastung ¢ und l4Bt die konzentrischen Halbkreise r,, 7, Querschnitte
zwei konaxiale, waagrechte Zylinderflichen darstellen, dann gilt

analog der Gl 10 — (1): — — 1.1
) & ) Or 11072~ 71‘;; (1)
Der Einfluf der Tiefe z wird beriicksichtigt durch:
’ _ _ z v—2 2 v—2
Gr,1:°‘r,2:_11,,1: 24/_1' (2)
1 73
Der allgemeine Ansatz fiir die polar gerichtete Normalspannung lautet:
v —2

_ }% cos”— 29 3)

P 1

— =z
O'r:f q

Der Faktor 7 ergibt sich aus der Gleichgewichtsbedingung

G =
2
ZSET cos ¥ dU = q. 4)
B=0
Hierin ist dU das Element des Kreisumfanges:
dU = r di. (5)
Aus den GI. (3) und (4) folgt mit cos & = —f—
1

= (6)

~n|

12
2

2 g cos" 19 do
0

Setzt man in dieser Formel den Wert der Ordnungszahl » nacheinander
gleich 1 bis 6, dann erhilt man:
y=1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 8 15

=2 2 2 % 3x 16
Mit Hilfe der Gl. 10 — (7), die auch hier gelten, ergibt sich:
0, = ]—‘% cos” &
oy = fd%cos”“2 & sin? : ()
T = —;q,— cos” 19 sin ¥

Damit 148t sich fiir die Ordnungszahlen » = 1 bis » = 6 die Tabelle I
fiir die lotrechte Linienlast ¢ erginzen.

Aus Tabelle I ersieht man, da zwei homologe Spannungen, hervor-
gerufen durch P bzw. g, sich nur durch den in den beiden letzten Spalten
der Tabelle enthaltenen Beiwert unterscheiden.
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12. Die elementare Spannungsverteilung infolge einer waagrechten
Einzellast P,,.

Denkt man sich den Raum iiber der - X-Achse in Abb. 6 links
von der Lotrechten durch O fiir einen Augenblick ebenfalls von Masse
erfiillt, wogegen der Raum (— X, O, Z) rechts von der Z-Achse von Masse
frei sein soll, dann 148t sich die in 3 herrschende polare Normalspannung
Oy, in Analogie mit Gl 10 — (6) so-

fort anschreiben: - '
‘ + — ¥4 -r
0w = gty 2D (1) G’
7
Die in dem von Masse nicht erfiillten '<vq i
Raum iiber der X-Achse gedachten A/r 3 >

[

Spannungen miissen in Wirklichkeit |
von dem mit Masse erfiillten Raum ! ./ i
|

(—X, 0, Z) aufgenommen werden.
Dies ist nur dann méglich, wenn da-

gy I3
|
selbst Druckspannungen von solcher Snmw VZ

GroBe vorhanden sind, daf die Span-

Abb. 6. Spannungsverteilung im

nungen ¢, ,, als Druckverminderun-
gen wirken konnen, da die Masse vor-
aussetzungsgemdfl keine Zugspannun-

Halbraum infolge einer waagrech-
ten, in der Oberfliche angreifen-
den Einzellast P,,.

gen aufzunehmen imstande ist. Wir
wollen daher Vorspannungen in der erforderlichen Grofie als vorhanden
annehmen.

Mit Hilfe der GL. 10 — (7), die sich auch hier sinngemif verwenden
lassen, wobei der Winkel & durch sein Komplement ersetzt und statt

G, ... 0 sowie statt o, ...0,, geschrieben werden muBl, erhilt
man die folgende Gleichungsgruppe:
Op, = Oy o SiN2Q -~
Oy, w = Oy, 4 COSZ P (2)
Ty == Op o SinY cosd

Der Zeiger w soll andeuten, daf die Spannungen von einer waagrechten
Kraft (P,) verursacht werden.
Setzt man Gl. (1) in die Gruppe (2) ein, dann wird:

v Py, .
O, w= g yz SIN"Y ]
P, .
Oo = ;n;‘; sin” — 29 cos?d | (2a)
v P,

sin” — 19 cos ¥

Tw = 2 r?
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13. Die elementare Spannungsverteilung infolge einer waagrechten
Linienlast q...

Fiir den zweidimensionalen Fall der waagrechten Belastung des
Halbraumes findet man sinngemi8 die Gleichung fiir die polar gerichtete
Normalspannung :

'O;r,w:f_% Sinv—:?,ﬂ, (1)

wobei die Werte ] in Abhingigkeit von » durch Gl 11 — (6) gegeben
sind. Daraus erhilt man mittels der Gleichungsgruppe 10 — (7):

;h,w:— fq)—,wsnl”’ﬁ

0.w= [ sin" =9 costd (@)
- _Ew Ay — 1

T, = [ —sin & cos 9

Setzt man in den Gl. 12 — (1), 12 — (2a), 13 — (1) und (2) die Ordnungs-
zahl nacheinander gleich 1 bis 6, dann erhdlt man die in Tabelle IT zu-
sammengestellten Formeln:

Tabelle II.

Ubersicht der Spannungsverteilungen erster bis sechster Ordnung far die
Belastung des Halbraumes mit einer waagrechten Einzellast P, bzw. mit
einer waagerechten Linienlast g,,.

b Polare Waag- Faktor fiir alle
o0 Lotrechte rechte
E’ = sgg;ﬁl‘?rll'g Normalspannung | Normal- Schubspa;\nnung Spannungen
8§ 0 o ) % (O3 0) spannung () Belastung | Belastung
@] Trw\ W Sw ( o, w) Pw Tw
1 . P 1gq
1 — cos & cotg & sin & cos & _tw_ l = dw
sin ¢ g 37712 7z
. . P, | 14
2 1 cos? ¢ sin2 ¢ gind cosd —1”2 | 5 Yuw
T § 2 7
. . . . 3P, 2 ¢
3 sin & cos? 9 sin 9 sin® & sin? ¢ cos ¢ ~——“;~ ‘ £ v
2n@7* | w7
. . . . 2P 37
4 sin? & cos? & sin? 9 sin® ¢ sin® ¢ cos & _2“’— \ vy v
. T r
. . - . 5P, 8 g
5 sind ¢ cos? & sind 9 sin® & gin 4 cos & —2*;“;7 I T qq—“’
7 A
. . . . 3 15 ¢
6 gint ¢ cos? ¢ sin?d sin® & gin® 4 cos ¢ Pzw 16 »q?—’”_
oy l .
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V. Verlauf charakteristischer Spannungen im Halbraum
nach dem Prinzipe der geradlinigen Kraftausbreitung.

14. Die Spannungen in ausgezeichneten Flichen bzw. Linien.
Geometrische Orter gleicher Spannungen.

Um ein anschauliches Bild des Spannungszustandes im Halbraum
mé&fBig, die wichtigsten Spannungen o,, o, 1,, 0,, 0, T lings gewisser,
ausgezeichneter Flichen bzw. Linien zu untersuchen, und ferner jene
Flachen bzw. Linien aufzufinden, lings welcher diese Spannungen kon-
stante Werte besitzen. Infolge der allseitigen Symmetrie in den Féllen P
und P, geniigt es, die Spannungen in einer Meridianebene zu betrachten,
so daBl der Verlauf derselben lings gewisser, ausgezeichneter Linien
anstatt langs gewisser Fliachen festzustellen ist. In den Belastungsfallen
qund g, die zweidimensionale Aufgaben darstellen, hat man es von vorn-
herein nur mit dem Spannungsverlauf lings ausgezeichneter Linien
zu tun.

Solche ausgezeichnete Linien sind vor allem die Fahrstrahlen und
die aus dem Pol (Lastangriffspunkt) beschriebenen konzentrischen
Kreise. Diese beiden Arten von Linien sind gekennzeichnet durch die
Bedingung ¢ = konst. bzw. r = konst. Die betreffenden Spannungs-
kurven o9 _ xonst. bZW. 0, — konst. Sind sehr einfach festzustellen, da
die Spannungsgleichungen in allen Fallen in Polarkoordinaten abgeleitet
wurden.

Weitere ausgezeichnete Linien sind die waagrechten: z = konst.
und die lotrechten: =z = konst. Die betreffenden Spannungskurven
O; —konst. UNA 04— konst. ergeben sich nach einiger Umformung aus
den unter den Ziffern 10 bis 13 abgeleiteten Gleichungen.

Das zweite Mittel, um das Spannungsbild des Halbraumes fiir eine
gegebene Belastung rasch zu iibersehen, besteht darin, die geometrischen
Orter von Punkten aufzusuchen, fiir welche eine der Spannungen o,,
O, Ty, O, O, T KOnstant ist.

Die bekanntesten Linien dieser Art beziehen sich auf die lotrechte
Normalspannung; sie sind also gekennzeichnet durch die Bedingung
0, = konst. und werden Isobaren genannt. Sie besitzen eine den
Lemniskaten dhnliche Gestalt, falls man nur eine Hilfte dieser Kurven
betrachtet. Eine Isobarenschar zeigt das Abnehmen der Druckintensitit
von der Laststelle nach auflen hin und erinnert an den Querschnitt einer
Zwiebel, weshalb das Isobarenbild auch ,,Druckzwiebel® genannt wird.
Erstmals wurde dieses Bild aus gemessenen Werten ¢, an dem Pennsyl-
vania State College (J. A. Moyer und R. B. Fehr [18]) im Jahre 1913
entworfen. In dem amerikanischen einschligigen Schrifttum ist fiir
dieses Bild der Ausdruck ,,bulb of pressures gebriuchlich.
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Denkt man sich dieselbe Konstruktion fir die Hauptspannung o,
durchgefiihrt, also die Linien ¢, = konst. gezeichnet, dann erhélt man eine
der Druckzwiebel dhnliches Bild: die Kurven heilen jedoch in diesem
Falle: Isochromen. Diese Bezeichnung entstammt der photo-elastischen
Methode der Spannungsuntersuchung und bezieht sich auf den ebenen
Spannungszustand, also: ¢, = konst. Es wurde nimlich festgestellt,
daB ein polarisierter Lichtstrahl beim Durchgang durch eine belastete
Platte aus durchsichtigem Stoff (z. B. Zelluloid) in zwei Strahlen mit
einer Phasenverschiebung é gespalten wird, die einerseits mit der Platten-
dicke: d und anderseits mit dem Unterschied der in dem betreffenden
Plattenpunkt herrschenden Hauptspannungen (o; — o5) verhiltnisgleich

wiichst: 8=c.d (o, —0,).

Kurven auf der Platte mit der konstanten Dicke d, die Punkte mit
konstanter Hauptspannungsdifferenz 6, — o, = konst. verbinden, miissen
also dieselbe Farbe aufweisen; sie werden daher Isochromen genannt [41].
Da in unserem Falle ¢, = ¢, und ¢, =0 ist (einachsiger Spannungs-
zustand), so geht die Bedingung o, — 0, = konst. in ¢, = konst. iiber.
In den Belastungsfillen P, P,, ¢, ¢, ist die Gleichung der Isochrome
daher: ¢, = konst.

In den folgenden Ziffern sollen die wichtigsten Spannungskurven
und geometrischen Orter fiir die einfachsten elementaren Spannungs-
verteilungen untersucht werden.

15. Lotrechte Einzellast P.
a) Die 0, ,—xkonst-Linien.
Nach Gl. 10 — (7 a) 148t sich die lotrechte Normalspannung o, wie
folgt schreiben, wenn man beachtet, daB % = cos ¢ ist:

0, = % . 212— cos” +2¢. (1)
Ist z = konst., dann stellt (1) den Spannungsverlauf in einer Waagrechten
in der Tiefe z unter der Oberfliche des Halbraumes vor. Die Verdnder-
lichen in GL (1) sind ¢, und ¥. Denkt man sich die Werte von ¢, als
Ordinaten von dieser Waagrechten aus z. B. nach oben in jenen Punkten
aufgetragen, in denen ¢, wirkt, dann erhdlt man eine glockenférmige

Kurve, die ihren Hochstwert o,  bei © = 0 also unter der Last P, besitzt:

v P 1 2)

Ond=0= g T
Die Ordinate o, der Glockenkurve wird um so kleiner, je weiter man
sich von der Glockenmitte entfernt: im Unendlichen verschwindet die

Spannung: o, =% —0. 3)
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Da die Tangente fiir ¢ = 0 horizontal und die Gerade z = konst. eine
Asymptote ist, muBl sich zwischen ¢ = 0 und ¢ = ‘; auf jeder Seite

von der Glockenmitte ein Wendepunkt der Kurve befinden. Der dazu-
gehorige Parameter ¢, wird aus der Bedingung

d*c,
apr =Y
gefunden. Er lautet: tgd, — 1 ) ()
]/v + 3

Gl (4) enthédlt die konstante Tiefe z nicht. Die Punkte im Halbraum,
die zu Wendepunkten der ¢, , —konst.-Kurvenscharen gehoren, liegen daher
auf einem geraden Kreiskegel, dessen Spitze mit dem Angriffspunkt von P
zusammenfillt und dessen Offnungs-
winkel 24, betriagt. Abb. 7 gibt die gra-
phische Darstellung dieser Verhaltnisse.

%
A
Abb. 7. Die oy, ;—xonst.-Linie. Abb. 8. Die 0, x—konst.-Linie.
b) Die 0, 4 — konst.-Linien.
Mit Hilfe von % = sin ¢ erhédlt man aus 10— (7) a
v P 1 o
Oy =5 o8 908’ & sin? 9. (5)

Dies ist die Parametergleichung der gesuchten Kurve ¢, , — konst. Denkt
man sich ¢, in jedem Punkte der Lotrechten x = konst. als waagrechte
Ordinate aufgetragen, dann ergibt sich Abb. 8. Die Kurve besitzt einen
GroBtwert fir & =19, und zwei Wendepunkte fiir # =9, ;, und ¢ =17, ,.
Man findet auf bekanntem Wege:

cost, = v_:—Li’ (6)
cosd,, , = —;— y2 /A—B, (7
cosd,, s =5 V2 /A + B, 8)

wobei 4 —2"*+1 g p— V2rE2
v+ 4 v+4))Yv 2
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c¢) Die 0}, , — konst.-Liinien.
Aus der zweiten Gleichung der Gruppe 10— (7 a) findet man unter

Beriicksichtigung von % = cos ¢
Oy, z = konst. = 1212 . %ﬁcos" P sin2¢. (9)

Diese Gleichung ist bis auf die Konstante z statt « identisch mit Gl. (5).
Der Spannungsverlauf ist daher aus Abb. 8 zu ersehen, nur hat man sich
das Bild um 90° gedreht zu denken, so daBl sich der Kurvenanfangspunkt
(Nullpunkt) unter der Last P befindet.

Die Bestimmung des GroBtwertes und der Kurvenwendepunkte
eriibrigt sich mit Hinblick auf die Gleichungen (6) bis (8).

Abb. 9. Isobarenschar fiir v = 6. Abb. 10. Isobaren fiir v = 2, 4 und 6,

d) Die 04, 4 — xonst.-Linien.
Dies sind die Kurven, die durch den Verlauf der waagrechten Normal-
spannungen in einer Lotrechten gebildet werden:
P .
Oy, = konst, = ;—n . }15 cos’ 29 gin? ¥ (10).
Der Verlauf dieser Spannung ist ganz dhnlich dem in Abb. 8 dargestellten.
e) Die Isobaren: ¢, = konst.

P .
Setzt man o,= —2%75 cos" ) = 0, y—o dann erhdlt man:

712~ cos” ) = 71—2 = 217
oder: 7% = 2,2 cos” 9, (11
d. i. die Parametergleichung der Isobare.

Durch Variation der Konstanten z, ergibt sich eine Schar von Iso-
baren fiir einen bestimmten Wert der Ordnungszahl (des Konzentrations-
faktors) v. Eine Isobarenschar fiir v = 6 ist in Abb. 9 dargestellt (Druck-
zwiebel). Laft man hingegen z, konstant und variiert », dann ergibt

Gl. (11) das in Abb. 10 dargestellte Bild. Man sieht, dal die Isobare fiir
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v = 2 ein Kreis mit dem Durchmesser z, ist, der die Halbraumoberfliche
im Lastangriffspunkt P beriihrt. Alle Isobaren von hoherer als der zweiten
Ordnung liegen innerhalb, die iibrigen (also niedrigerer Ordnung) aufer-
halb dieses Kreises.

f) Die Isochromen: ¢, = konst.
Aus Gl 10 — (6) folgt mittels & = 0 und r, = z,

1 1
— co8’ TP =—-
T 2y

oder 7% = 2,2 cos” ~2 4. (12)

Hieraus ergibt sich durch Vergleich mit (11) unmittelbar der folgende Satz:

Eine Isochrome der Ordnung » ist identisch mit einer Isobare der
Ordnung (v —2) und ebenso:

Eine Isobare der Ordnung v ist identisch mit einer Isochrome der
Ordnung (v 4 2). '

Demzufolge ist die Isochrome der Ordnung » = 4 ein Kreis. Damit
eriibrigen sich alle weiteren analytischen Betrachtungen iiber Isochromen,
da sie mit jenen iiber Isobaren zusammenfallen. Wir wollen hier nur
hinzufiigen, daf es optisch nicht moglich ist, die Isochromen des rium-
lichen Falles zu veranschaulichen; die photoelastischen Methoden der
Spannungsuntersuchung beschranken sich auf das ebene Problem.

g) Die Linien konstanter Schubspannung: 7,,x = konst.

Da die polar gerichteten Normalspannungen zufolge des Prinzipes
der geradlinigen Kraftausbreitung, von dem wir ausgingen, zugleich
Hauptspannungen sind, miissen die Schubspannungen 7, in konzentrischen,
aus dem Lastangriffspunkt beschriebenen Kugelflichen verschwinden.
— In den Gl. 10—(7) a haben wir die Schubspannung 7 in waagrechten
und damit auch in lotrechten, auf die Meridianebene senkrecht stehenden
Flachenelementen bestimmt. Die Schubspannung, die wir hier betrachten
wollen, soll die grofte in einem Punkt des Halbraumes auftretende Schub-
spannung Tpax sein.

Nun ist in einem einachsigen Spannungszustand bekanntlich der
Winkel, den die Flidche der grofiten Schubspannung 7ax mit der Richtung

der Hauptspannung einschlieGt, 45° und die GréBe der Schubspannung
selbst:

Tmax = 5 Oy

Hieraus folgt ohne weiteres, daB die Linien 7,5 = konst. mit den Iso-
chromen ¢, == konst. identisch sind. Alle iibrigen Betrachtungen sind
deshalb genau so wie unter f).

h) Die Linien konstanter waagrechter Normalspannung
o; = konst.

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 3
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Die zweite Gleichung der Gruppe 10 — (7a) lautet:

v P .
01 = 5z cos’ " §sin’d.

Setzt man diesen Wert gleich einer Konstanten C, so ergibt sich die
Gleichung

v P

cos’ ~2 9 sin? 9. (13)
27 C

9 \V
Fiir 9 = 450 ist ), = —23% (ﬁ)

oder
C—M(V;) L (13a)

745

Eliminiert man die Konstante C aus (13)
Abb. 11. Linien konstanter und (13a), dann erhélt man:

waagrechter Normalspannung :
Ohp=konst, IUir »=4.

2

P2=22 s cos” 29 sin? 9. (13b)
Im besonderen Falle v = 4 geht (13b) iiber in:
7= 145 8in 2 9. (14)

Abb. 11 zeigt eine Schar dieser Kurven fiir variierendes 7. Fiir » = 2
vereinfacht sich (13b) und wird

r=}/2rysind. (15)
(Siehe Abb. 12.)

Abb. 12. 0j—xonst.-Linien fir » = 2.

16. Lotrechte Linienlast gq.
a) Die o, ,—konst.- Linien.

Mittels GL. 11— (7) unter Beriicksichtigung von ~j— = cos® erhilt man:

— -—1
0z, z =konst, = fq = cos” 1. (1)

GroBtwert: re 1
0'2 max = fq - (2)
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Wendepunkte treten auf fiir
1

tg 9, = Toent (3)

Der allgemeine Charakter dieser Linien stimmt mit dem der analogen
Kurven fiir das rdumliche Problem {iberein.

b) Die 0, z— konst.- Linien.
Die Gleichung derselben lautet:

(—7—2, &= konst. = f&% cos? ¢ sin 9. (4)

GroBtwert fiir "
cos &, = |/ TIT (5)

Wendepunkte fiir:

T
gt =120, ©®)
tg Do = KA —-

7
V’U 3 ()
worin A =5v+41, B=|/112+2v+1, C=2v(—1).

¢) Die op, ; — konst.- Linien.
Ch, 2= konst., = }‘i cos’~ 19 sin? . (8)
Der Spannungsverlauf ist im Prinzipe ahnhch wie der unter 15 c) be-
handelte, fiir den rdumlichen Fall.
d) Die 0}, z—konst.- Linien.
‘O, z=konst, = f@%eos”_zﬁ sin39. (9)
Siehe Fall 15 d).
e) Die Isobaren des ebenen Spannungsproblems:g,= konst.
Nach 11—(7) gilt: o, =?—g— ;cos”ﬂ =C.
Fir 9 =0 ist r=r,
und daher: ;z,q?:o:]_‘% =

Durch Elimination von C folgt mit r, = 2,

r = z, cos’ 9. (10)
Im Falle y = 1 nimmt (10) die Gestalt
7 = 25 cos ¥ (10a)

an. Diese Kurve ist ein Kreis mit dem Durchmesser z,, der den Rand der
Halbebene im Lastangriffspunkt berithrt. Alle Isobaren hoherer Ordnung,
also ¥ > 1, liegen innerhalb dieses Kreises.

3%
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f) Die Isochromen des ebenen Spannungsproblemes:
o, = konst.

Nach 11 — (3) und der vorliegenden Bedingung ist:

G, = —;fgcos”—2 9 =C.

~l

Fir ¢ = 0 ist r = 7y = 2, und daher

P q9 __
O',,,.@:o:wga—mo.

Die Elimination von C liefert die Gleichung der Isochrome:
T =z c0os" "2 9. (11)

Im Falle » = 3, also fiir einen elastisch-isotropen Stoff, und zwar unab-
hingig von dessen Poissonzahl m, nimmt die Gleichung (11) die Form:

7 = 2z cos 9 (11a)
an. Sie stellt einen Kreis dar mit dem Durchmesser z,, der den Rand

der Halbebene im Pol beriihrt. Diese Tatsache wird durch die photo-
elastischen Untersuchungen bestétigt. Hieriiber siehe Nddai[35, 41].

VI. Der Spannungszustand im Halbraum infolge
Belastung eines Teiles der Oberfliche, nach dem
Prinzipe der geradlinigen Kraftausbreitung.

A, Der unendlich lange Laststreifen.
17. Gleichmiflige Sohldruckverteilung beim Laststreifen.

In den vorhergehenden Abschnitten wurde die Grofe der Lastflache
stets vollkommen auBer acht gelassen. In der unmittelbaren Umgebung
der Lasten P, ¢, P,, g, verlieren simtliche Formeln iiber elementare
Spannungsverteilungen ihre Giiltigkeit, wie man aus dem Nullwerden
des Fahrstrahles r eines Punktes des Halbraumes erkennt. Will man die
elementaren Spannungsverteilungen auf die nichste Umgebung einer
Lastfliche anwenden, dann hat man P durch dP und ¢ durch gdx zu
ersetzen und iiber alle Elemente der belasteten Fliche zu erstrecken.
Eine Integration mit zwei bzw. einer Verdnderlichen fiihrt dann zu der
resultierenden Spannung. Es ist klar, daB bei Betrachtung lotrechter
Lasten die lotrechte Normalspannung in der Lastfliche selbst (Sohl-
druck) gleich der angenommenen Belastung in dem betreffenden Punkte
der Lastfliche (Sohle) sein mufB; hierin liegt eine einfache Uberpriifung
einer auf obige Weise erhaltenen Spannungsgleichung.
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Wir betrachten in erster Linie einen gleichmiBig mit g, belasteten,
unendlich langen Streifen mit der Breite 2 5. Der Zeiger Null bei dem
Symbol ¢ fir die Belastung je Flicheneinheit soll bedeuten, daB die Last
in der Oberfliche des Halbraumes 2
angreift, wo die Griindungstiefe
t = 0 ist.

In Abb. 13 ist ein Querschnitt
durch den Halbraum und durch den
Laststreifen dargestellt. Wir wollen
die in einem Punkte M durch die
Belastung g, des Streifens hervorge-

rufenen Normalspannungen ¢, und ¢,

sowie die zugehérige Schubspannung . _ -

7 kennenlernen. Die Lage des Punktes Abb. 13. Die Spannungen g, oy,
N ; . und 7, hervorgerufen durch eine

M gegeniiber dem Streifen ist durch Streifenbelastung.

die beiden Winkel 8, und §, festge-

legt. Mit den Bezeichnungen der Abb. 13 schreiben wir:

q = gy dz, (1)
2

"= "Cos (2)

x=ztg?, 3)

dx = oSt " (4:)

Mit Beniitzung dieser Gleichungen und der allgemeinen Beziehungen
11— (7) und nach Integration iiber die gesamte Streifenbreite ergeben
sich die gesuchten Spannungen:
Sz
o, =1fq, B cos*— 19 d
Sy
S
o, =14, S cos’ —* 9 sin2 9 dd (5)
A
e '
T =/gq | cos* 29 sind dP
Sy
Fithrt man in (5) fir den Konzentrationsfaktor v die Zahlen 3 bis 6 ein
und integriert, dann erhilt man die nachfolgenden Beziehungen:

v=3: 0, = %: {sinﬂ cos? -+ 19}2
0, = %‘;— {——— sin®d cos® -+ ﬁ}ﬁj (6)

— g . A
7 = Do ginzg
7 VA

~—
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y=4:

|

Q
w

= -i— A {sinﬁ — % sin%}jj

Q|

1 . o
— 3
Y == 4qosmﬂﬁ

1

- 1 VA
T = [, 008 0‘/31

o
=)

o, =

l

=3 0 {sinﬁ cos®d + —'; (sin® cos® + ﬁ)}jﬁ

<

Y
|
|

0 {sim? cos3d 4 2 (sind cosd 4+ 19)}ﬁz (8)

costP |‘/f2

w0 ool

Y
I
|
:1]5 8]

0. =5 qo{smﬁ——sm?'ﬁ -+ ~sm519}

By

V:H
O = 16 q0{§ 1n30-—~s1n529}ﬁ1 9)

3 ‘ﬁa

T =-—--¢,C0
16 %0 lﬂl

Nun wollen wir fiir den Fall v = 3, d. i. fiir einen elastisch-isotropen
Stoff, das Kraftfeld des unendlich langen, gleichm&Big mit ¢, belasteten
Streifens mit Hilfe der Gl. (6) genauer untersuchen.

Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:

132——131_—‘28 l
Bt =2y |

Dann lassen sich die Gleichungen (6) nach leichter Umformung wie folgt
schreiben :

(10)

EZ:~A{sm2s 0082w+2€}
5h=~°{-s'mzs.cos21p+2s} (11)
;:q sin 2 g sin 2y J

Dies sind die 3 Spannungen, die den Spannungszustand des Punktes M
in Abb. 14 bestimmen. Um die Hauptspannungen ¢, und ¢, in M zu finden,
wenden wir die bekannten Gleichungen:

0y =5 (0 + %) + V@ — o) + 470}
5= 5 {0 + o) — (@, — o) + 47)
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an. Durch Einsetzen der Werte (11) in (12) ergibt sich:

El-:q—;{?.e—l—sinQa}] )

Wie man sieht, ist der Winkel ¢ = % (B2-+ ) aus der Rechnung ver-

schwunden. Gl (13) sagen aus, daB fir einen konstanten Winkel 2 ¢
die Hauptspannungen ¢; und o, unverinderlich sind. Damit ist auch der
Unterschied der beiden Haupt-
spannungen unverénderlich, wenn
der Winkel 2 ¢ sich nicht andert,

Abb. 14. Die Hauptspannungen o; Abb. 15. Isochromen des Spannungs-
und o, hervorgerufen durch eine feldes unter einer gleichméifigen
Streifenbelastung. Streifenlast.

also g; — 0, = konst. Da nun alle Punkte M mit konstantem Winkel 2 ¢
einen Kreis erfiillen, gilt der Satz:

Die Isochromen des Kraftfeldes fiir die Spannungs-
verteilung dritter Ordnung unter einem gleichmé&Big be-
lasteten, unendlich langen Streifen sind Kreise, die durch
die Randpunkte 4, B des Streifens gehen (Abb. 15).

Um den Spannungszustand des Punktes M noch ndher kennenzu-
lernen, muB man die Richtungen von ¢, und ¢, aufsuchen. Der Winkel @,
den ¢; mit der Lotrechten durch M, einschlieBt, ist bestimmt durch die
Gleichung: 9%
tg2P = —"—. (14)

0, — 0y,

Setzt man die Werte aus (11) in (14) ein, dann folgt:

sin 2 o

tg2d5= cos 2y

oder
D =y. (15)
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Nach (10) ist jedoch zp = é (B2 -+ By), woraus hervorgeht, daB die Richtung

von o, den Winkel A M B in Abb. 14 halbiert. Nach einem bekannten
Lehrsatze iiber Kegelschnitte halbieren die Tangente und die Normale
in einem Punkte der Hyperbel oder Ellipse die Winkel, welche die Brenn-
strahlen nach diesem Punkte miteinander bilden. Wir konnen daher
sofort aussagen:

Die Hauptspannungstrajektorien des Kraftfeldes fir
die Spannungsverteilung dritter Ordnung unter einem
gleichmaBig belasteten, unendlich langen Streifen bestehen
aus einer Schar Hyperbeln (o;) und einer konfokalen Schar
Ellipsen (o,), deren gemeinsame Brennpunkte mit den Rand-
punkten des Laststreifens zusammenfallen (Abb. 16).

AMMIITIM.E Um den Zusammenhang unserer Ablei-

tungen mit denen der Elastizitétstheorie an-
zudeuten, sei erwihnt, daf die Gl (11)von
J.H. Michell [8] aus der Airyschen Span-
nungsfunktion

i |
~—2lo— _‘q‘o—(%z.gz—rlzﬁl)

2m
Abb. 16. Hauptspannungs-

trajektorien des Spannungs- gewonnen wurden. Hierin bedeuten 7, und

f i ich- . “ -
eldfsaﬁx;’ilersggg nlagslg-lch r, die Lingen der Brennstrahlen M B

und M 4 in Abb. 14.

Die Gleichungen (13) der Hauptspannungen gelten unabhingig
von der Streifenbreite. Sie miissen daher auch in dem Sonderfalle giiltig
bleiben, wenn der Punkt B in Abb. 14 nach rechts bis ins Unendliche
verschoben wird. Dann ist eine Hilfte der Oberfliche des Halbraumes
mit g, gleichmiBig belastet. Der Randpunkt B ist jedoch, wie oben be-
wiesen wurde, ein Brennpunkt der konfokalen Hyperbel- und Ellipsen-
scharen. Nun ist bekannt, daB sowohl Hyperbel als auch Ellipse in eine
Parabel degenerieren, wenn einer der Brennpunkte ins Unendliche riickt.
Bei dieser Verschiebung degenerieren gleichzeitig die Kreise 4 B M
(Abb. 14) in ein Strahlenbiischel mit dem Ausgangspunkt 4. Wir kénnen
daher ohne weitere analytische Entwicklungen den obigen Sétzen die
folgenden hinzufiigen:

Die Isochromen des Kraftfeldes, welches durch die
Belastung der halben Oberfliche des Halbraumes mit g,
unter Zugrundelegung der Spannungsverteilungy = 3 hervor-
gerufen wird, sind Strahlen, die vom Randpunkt 4 nach
allen Richtungen des Halbraumes ausgehen.

Und weiter:
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Die Hauptspannungstrajektorien in diesem Sonderfalle
bestehen aus 2 Scharen konfokaler Parabeln mit dem Rand-
punkt 4 des unendlichen Last-
streifens als Brennpunkt und
dem Rand der Halbebene als
Achse (Abb. 17).

Die Spannungsbilder fir die Ord-
nungszahlen v =4, 5, 6 usw. lassen
sich analytisch nicht in derselben
einfachen Weise verfolgen, wie im Falle
vy = 3. Isochromen und Hauptspan-
nungstrajektorien sind dann keine

Kegelschnitte mehr. Das allgemeine

. . . . : Abb. 17. Hauptspannungstrajek-
Bild bleibt jedoch im Wesen gleich. torien des Kraftfeldes, hervorge-

rufen durch gleichméfige Bela-
stung der halben Oberfliche des

18. Parabolische Sohldruckverteilung
beim Laststreifen.

Halbraumes.
Bezeichnungen (Abb. 18):
gmax - - - Sohldruck in der Streifenachse;
Qo + v gedachter mittlerer Sohldruck;
qovennn Sohldruck im Abstande x von der Streifenachse;
2b .... Streifenbreite;
2p .... Winkel, den die beiden Verbindungsgeraden eines Punktes der

Streifenachse mit den Rand-
punkten miteinander einschlie-
Ben;

(/AN Winkel, den die Verbindungs-
gerade eines Punktes der Strei-
fenachse mit einem Sohlpunkt
im Abstande x von der Achse
mit dieser einschlieBt.

Fir parabolische Sohldruckverteilung
gilt:
P 3 22 Abb. 18. Parabolische Sohl-
¢ = ¢max < 1— F) = 5% (1 — 32 ) (1) druckverteilung unter dem Last-
) : streifen.
Wir wollen zuerst den Verlauf der lot-

rechten Normalspannung ¢, in der Streifenachse fiir v = 3 untersuchen.
Nach Tabelle I, Spalte 3, fir v = 3 folgt:

b

qo<l —Z—:) dm%cos%?. (2)

8

o, = 22

| ||

I
(=
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| 1 .
Mit — = —~cos? und do =z 55 wird:

8 I

o, :%qo{g eoszﬁdﬁ—zzgsinzﬂdﬂ} (2a)
0 0

und nach Ausfiihrung der Integration, mit Beriicksichtigung von

-z—: cotg fB:

= 3
0, =—go{cotg B+ B (1 — cotg?f)}. (2b)
Zum Vergleich schreiben wir noch 17— (6) die Formel fiir die lotrechte
Normalspannung o, in einem Achspunkte fiir gleichméBig verteilten
Sohldruck an: - 9 )
0,= ¢, {sinf cos f +f}. (3)

Driickt man die Spannung o, in Hundertteilen der gedachten mittleren

Belastung g, aus, dann erhilt man fiir die gleichméBig verteilte Be-
lastung:

— 200 .
0,=— (sinf cos 8+ B) % (3a)
und fiir die parabolische Sohldruckverteilung:
— 300
o= 7{ootg B + B (1 — cotg? ﬁ)} % (4)

In der Tabelle III sind die lotrechten Normalspannungen eines Achs-

punktes in verschiedenen Tiefen unter der Griindungssohle zusammen-
gestellt.

Die waagrechte Normalspannung in einem Achspunkte findet man
auf ganz dhnliche Weise. Das Ergebnis fiir parabolischen Sohldruck lautet:

J— 3 .

o= 1o {ﬁ—-smﬁ cos § — cotg B (2 — 3 f cotg f -+ cos2ﬁ)}. (4)
Zum Vergleiche schreiben wir die durch 17 —(6) gegebene waagrechte
Normalspannung eines Achspunktes bei gleichmiiBig verteiltem Sohl-

druck an: _ 9
on= " go{f — sin p cos f}. ()

Diese Gleichungen fithren fiir § = % auf:

On= "3 (4a)
bzw. 0h = qo- (5a)
Das Hauptspannungsverhéltnis in der Sohlmitte ist also sowohl fir
gleichmiiBige als auch fiir parabolische Sohldruckverteilung gleich Eins.
Fir f = 0 ergibt sich o, nach (4) und (5) zu Null, wie zu erwarten war.
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Nun sollen noch die allgemeinen Gleichungen fir die Haupt-
spannungen g, und o, eines Achspunktes fiir parabolische Streifenlast

angegeben werden, in denen die Ordnungszahl v der Spannungsver-
teilung vorkommt.

Lotrechte Normalspannung:

Ko £
0. = 2], gmax {(1 + cotg?® ;) S cos’—1 B df — cotg? B |
0

o

0

cos’—3f dﬁ} (6)

Waagrechte Normalspannung:

So
05 = 2 [, gmax {(1 + 2 cotg? &) E cos’—3 B df —

0

Ao So
— (U4 cotg? )| cosr=1 f 48 — cotg? By | cosr—3 B dﬁ}. 0
0 0

Hier bedeutet 7, einen der Werte, die
in Abschnitt IV, Ziffer 11 fir » von 1
bis 6 ausgerechnet sind.

19. Glockenférmige Sohldruckver-

teilung beim Laststreifen.

Es gibt unendlich viele Kurven mit
glockenformiger Gestalt, nach denen man
den Sohldruck iiber die Streifenbreite
verteilen konnte. Wir nehmen den sich
unmittelbar darbietenden Ansatz fir
die Sohldruckverteilungskurve:

g= 2 Lo 9 (1) Abb. 19. Glockenférmige Sohl-
T druckverteilung unter dem Last-
aus Tabelle I., Spalte 3, fiir » = 3 mit streifen.

den Bezeichnungen der Abb. 19. Wir

denken uns eine Linienlast ¢ in der Hohe z, iiber der Steifenfliche;
diese Hohe ist durch den Winkel ¢, bestimmt, der so groB gewahlt werden
muB, daf der Gesamtbetrag @ aller Spannungen g von dem als gegeben
zu betrachtenden Werte 2 b ¢, nur ganz wenig abweicht.

Nach Abb. 19 ergibt sich Q aus

x=b
Q= 2Sgda:. (2)

=0
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dx ad

Durch Einsetzen von ¢ aus (1) und mit = os B wird
—_ Jo .
— 4 .
Q= ”7':1 S cos? d = % g (sind, cos B, + ). (2a)
0
Die Linienlast ¢ ist gegeben durch:
q=2bg, 3)

Da @ von 2 b g, nicht stark abweichen soll, muf
Q _Q_z2 .
YT (sin Jy cos &y + )

nahe bei 1,0 liegen. W&hlt man beispielsweise ¥, = 759, dann ist:
2 .
—, (sin gy cos Py - J) = 0,992.

Der Unterschied gegen die Einheit ist also nur 0,89,. Man kann daher

naherungsweise auch schreiben:

@=2bg=gq. (3a)

Die Héhe z, der Linienlast ¢ iiber der Sohle ist z, = b cotg 9, also fiir
¥y = T5% 2y = 0,268 b. .

Die Randspannung g, sollte strenge genommen Null sein; nach

Gleichung (1) und mit ¢ =9, = 75° und r = - ist:

sin
4 .
Gy = =+ gy sin D, cosP By = 0,02 g, (‘”

Die grofite Spannung in der Streifenachse, also die Héhe der ,,Spannungs-
glocke® ist:

4
Gmax = — qo 18 Py = 4,755 g = 475,59, von g, (5)

Um nun die lotrechte Normalspannung in einer gewissen Tiefe z unter
der Streifensohle zu finden, wollen wir zwei Wege einschlagen, die zu
etwas verschiedenen Ergebnissen fithren. Die in der Hohe z, iiber der
Sohle angenommene Linienlast ¢ = 2 b g, ruft in der Sohlfliche nicht
nur Normalspannungen ¢, sondern auch Schubspannungen s hervor, die
auf die Masse des Halbraumes wirkend, nach auBen gerichtet sind. Thre

GrofBe ist: 2 4 in & cos? B, ©)

§=—-
7w r

wie man aus Tabelle I unter 7 und » = 3 findet. Diese Schubspannungen
sind in der Achse Null, wachsen mit zunehmender Entfernung z bis zu
einem GroBtwert an und werden fiir = b sehr klein:

8, = % g, sin? &, cos? 9, = 0,08 g,. (6a)
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Die lotrechte Normalspannung in einem Achspunkte unter Einwirkung

der glockenférmigen Sohldruckverteilung nach Gl. (1) und gleichzeitiger

Wirkung der Schubspannungen s nach Gl. (6) ist sehr einfach zu finden:
sie betrigt nach der mehrmals beniitzten Tabelle I:

' G2 d _ 4 % -

% =7 +2, 7 cotg B, + cotgd,’ ()

In Hundertteilen von g, ausgedriickt, ist dieser Wert gegeben durch:

— 400

%= (cotg By + cotg &) Y-

Um die GroBle der Schubspannungen s zu verdeutlichen, kann man das

Verhéltnis ,,Sohlschub : Sohldruck® bilden. Der Sohlschub des halben
Laststreifens ist, wie man leicht findet, angenihert:

(7a)

7 >

b
Ssdm:g—ﬁg&' (8)
U

der Sohldruck, wie bekannt, %—: b gy. Das gesuchte Verhéaltnis, das der

Reibungsziffer tge zwischen Lastfliche und Masse des Halbraumes
mindestens gleich sein muB, ist also:

2
Der mittlere Reibungswinkel miite also mindestens
p = 32030’

betragen, um die Schubspannungen s nach Gl. (6) auf den Halbraum
itbertragen zu kénnen.

Nun soll der zweite Weg eingeschlagen werden, um zu dem Verlauf
der lotrechten Normalspannungen in der Streifenachse zu gelangen. Wir
fassen die Sohlspannungen ¢ nach Gl. (1) als duBere Lasten auf und

bestimmen ihre Gesamtwirkung auf einen Achspunkt in der Tiefe z.
Mit den Bezeichnungen der Abb. 19 kénnen wir schreiben:

— 2 dx
do’z:;qﬁcos?’ﬁ. (10)

Beniitzt man noch Gl. (1) und die Beziehungen:

-4

x=2zytg9, dr=z,d1tg?, 726%1—9—, 5 = Gos
dann wird:

d—&zz%—g—eos‘*ﬁ cost B d tg 9. (11)

Aus Abb. 19 ersieht man ferner, daf:
Z ig_ﬁ _ tgd,

Z,  tgf  tghy
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Setzt man den Wert —5— = gzo = v und tg?d = {, dann fithrt G1. (11) auf:
0 0
{=tg
5, =381 § at .
O, =7, GRS GEOE : (12)
t=o

Der Wert des bestimmten Integrals éndert sich nur ganz unbedeutend,
wenn in der oberen Grenze statt ¥y = 75°:9,= % gesetzt wird. Die

Berechnung des Integrals vereinfacht sich jedoch durch diese Anderung
wesentlich; sie ergibt unter Anwendung der Methode der Zerlegung in
Teilbriiche:

|a

( ac @ (0 —5)+ 5t —1
S(C2+1)2(C2+UZ)2 —Z '1;3(1;2—1)3
0
. — 2 b
und mit ¢ =2bgq, v=—, —=tgd:
%" %

(v2—58) 4+ 502 —1

— 4 3
o :;90 t7g"‘90 (v —1)3

(13}

Im Sonderfalle » =1 wird der Bruch in (13) unbestimmt. Der Wert
lautet dann, wie man leicht einsieht:

5
Oz p=1=— '2—ﬂ% tg Py, (14)

Mittels Gl. (5) lassen sich (13) und (14) folgendermalBlen schreiben:

_ 3 (p2—5 2 1
0, = v (0 )_j_]_?slv — Gmax-. (133')

5
0z, v=1== g Jmax. (14a)

Ausdriicklich moge hier noch betont werden, daB diese Gleichungen
die Wirkung einer glockenférmigen Sohldruckverteilung ohne Schub-
spannungen in der Lastfliche darstellen. Auf den Einflul der Schub-
spannungen (Sohlreibung) soll im Abschnitt VII ndher eingegangen
werden.

Mit Hilfe der Gl (7a), (13a) und (14a) wurde die unter Ziffer 18
genannte Tabelle IIT erginzt. Diese Tabelle gibt den Einfluf} der Sohl-
druckverteilung auf die lotrechte Normalspannung in der Streifenachse
fiir die oben behandelten wichtigsten Fille wieder. Man sieht, daf in einer
Tiefe von z = cotg 15° . b = 3,732 b der EinfluBl der Sohldruckverteilung
fast verschwindet, jedoch in einer Tiefe gleich der halben Streifenbreite
noch bedeutend ist.



Glockenférmige Sobldruckverteilung beim Laststreifen.

Tabelle III.

EinfluB der Sohldruckverteilung bei streifenférmiger Lastfliche auf die lot-
rechte Normalspannung eines Achspunktes.
0, in Hundertteilen von g¢,.

47

Glockenform. a
Gleich- Parabo- | Sohldruck mit | Glockenférm. ggfgg‘l cfl(;rnTi't
2 maBiger lischer nach auflen Sohldruckohne nach innen
3 # | Sohldruck | Sohldruck | gerichteten | Schubspan- | “gochteten
18 —(3a) | 18— (4) Sc;‘::;gﬁ“' 10 _n“g‘g;m( 14y| Schubspan-
19— (7a) ’ nungen
0 90 100 150 475,5 475,5 475,5
0,268 75 99,2 141,6 238,0 297,0 356,0
0,577 60 94,2 121,8 150,8 183,8 216,8
1 45 81,8 95,5 100,4 1174 134,4
1,732 30 60,9 65,3 63,7 71,2 78,7
3,732 15 32,6 32,9 32,0 33,9 35,8
o 0 0 0 0 0 0

Was nun die waagrechte Normalspannung o, in einem Achspunkte
der glockenformigen Streifenlast fiir v = 3 betrifft, so ist diese bei nach
auBen gerichteten Schubspannungen s laut Gl. (6) natiirlich iiberall
gleich Null. Sind hingegen in der Streifensohle keine Schubspannungen
vorhanden, dann ergibt eine &hnliche Berechnung, wie die, welche zu
Gl. (12) fihrte, fir v = 3:

=

=

Qmax v S

Die Integration ist in geschlossener Form ausfithrbar; hier soll jedoch
von dieser Berechnung abgesehen werden.

Bisher wurde nur von der Ordnungszahl v = 3 Gebrauch gemacht.
L&aBt man » allgemein, dann lautet die lotrechte Normalspannung in
einem Achspunkte eines glockenférmig belasteten Streifens mit nach
auswarts gerichteten Schubspannungen s (laut Gl. (6))

£2dl
op =

+ 1)2 (2% + v*)?

(15)

— 1
o =Ty 9max, (16)
worin v = z: 2z, bedeutet, und die dazu gehorige waagrechte Normal-

spannung

G, =0. (17)
¢max ist allgemein gegeben durch:
_ b _
Jmax = 2 fv 90‘_%— =2 fv 9o tg 190’ (18)

wobei die Werte £, in Abschnitt IV, Ziffer 11, fiir » von 1 bis 6 zu finden
sind.
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Fiir » = 3 fithrt (16) mit (18) und f,_;= — auf:

7T
0 _ 1 4 4 o
Oov=3 =71 7% tgdy = 7 cotg 9y + cotg By’

also auf den Wert der Gl. (7).

Auch die Hauptspannungen &, und ¢, in einem Achspunkte des
glockenformig belasteten Streifens, fiir den Fall, daf die Schubspannungen
in der Streifenfliche Null sind, lassen sich fiir einen allgemeinen Wert
der Ordnungszahl v der Spannungsverteilung iibersichtlich anschreiben;
es gilt dann:

=0

v

d“

53: 2fv Qmaxv vt . (19)
&+ i (G240 *
=0
{=uw
_ 2
Eh =2 fv qmaxqu—gg u+€ «“ YR (20)
S GE

Fiir v = 3 fiihrt (19) mit 7, = — auf (12) und (20) auf (15). Aus den letzten

beiden Beziehungen ersieht man auch, da8 geschlossene Formeln fiir die
Spannungen ¢, und ¢, nur fir ungerade Werte von » moglich sind.

B. Die kreisformige Lastflache.

20. Kreisfliiche mit gleichmifliger Sohldruckverteilung.

Wiahrend es im Falle der gleichméBigen Streifenbelastung (siehe 17)
moglich war, den Spannungszustand eines beliebigen Punktes des Halb-
raumes durch allgemeine Formeln zu kennzeichnen, fiihrt eine analoge
Berechnung fiir die gleichmiBig belastete Kreisfliche zu ziemlich ver-
wickelten Ausdriicken, die nur in Reihenform dargestellt werden kénnen.
Wir werden uns aus diesem Grunde damit begniigen, die Spannungen
in der Lastflichenachse zu bestimmen, die auch fiir unsere weiteren
SchluBfolgerungen ausreichen.

a) Die Hauptspannungen in der Lastflichenachse der
gleichmaBig Dbelasteten Kreisfliche fir den elastisch-
isotropen Halbraum.

In Abschnitt ITI, Ziffer 7, wurden die Ausdriicke der mathematischen
Elastizitatslehre fiir ¢, und o, gegeben, die wir zu der folgenden Berech-
nung benotigen.
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Die lotrechte Normalspannung eines Achspunktes, der in der Spitze
eines geraden Kreiskegels liegt, dessen Basis die Kreisfliche und dessen
halber Offnungswinkel « ist, ergibt sich aus dem Ansatz:

p=2x d=a
0, = -J0_ S S 3 cos®d. tgd dd de. (1)

p=0 ¥=0
Hierin ist ¢ das Azimut des in der Kreisfliche gelegenen Lastelementes
gy 0 d@d o von irgendeiner festen waagrechten Richtung aus gerechnet.

o ist der Abstand des Lastelementes vom Mittelpunkt und ¢ die dazu
gehorige Neigung der Verbindungsstrecke r des Achspunktes mit dem

Lastelement zur Kegelachse. Man ersieht leicht, daf3 3?2_9_ = tg & d P ist,
woraus sich Gleichung (1) ergibt. Die Integration fithrt auf:

0, = qo (1 — cos® a), 2)
ein Ergebnis, das in dem Schrifttum tiber Druckverteilung im Baugrunde
lange bekannt ist*.

Analog erhélt man die waagrechte Normalspannung ¢; des Achs-
punktes aus:

p=2a V=u
9 i 0q M—2 2
o, = 2;;‘ K [30050511119 3 1+cOSﬁ] cos? g
P=0 ¥=0
_m=2 fog— 2 Tgne ol gnana 3)
1+ cos & P(le '

worin die Symbole die oben angegebene Bedeutung besitzen. Die Aus-
rechnung liefert:

Uh:_flza{z_3cosa+cossa““m¢;2 (1——cosa)} 4

o, ist nach Gl. (2) von der Poissonzahl m unabhéingig, wihrend diese
Zahl auf o), von EinfluBl ist. Das Hauptspannungsverhéltnis mufl daher
von m abhingig sein. Dieses Verhiltnis { = %i besitzt in der Lastfliche
selbst den Wert: ’

(o _m + 2
(e () e - 0
Besondere Werte hierfiir sind:
m = 2 3 4 5 6
= 1 0,833 0,750 0,700 0,667

* Siehe Anhang, zu VI. B, 20.

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 4
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b) Die Hauptspannungen in der Lastflachenachse der
gleichmédBig belasteten Kreisflache nach dem Prinzip der
geradlinigen Kraftausbreitung.

Wir beniitzen Gl. 10 —(7a) fir o, und o, Genau wie vorstehend,
Gl. (1), ergibt sich hier:

p=2a V=a
0, = —2% S S {vcos’d} tgd dd de (6}
=0 ¢=0

und nach Ausfithrung der Integration:
0, = qp (1l — cos” a). (7)
Die waagrechte Normalspannung ¢, folgt aus dem Ansatz:

p=2x d=a

oy = élo; S g {v cos” ~2 @ sin?P} tg P d P dep. (8)
=0 U=0

Eine einfache Ausrechnung liefert:

__Qg_z — v v—2 v
thz{v_z , g COs a -+ cos” ag. (9}

Setzt man in dieser Gleichung » — 3, so folgt:

Ol ves =-q~29— {2—3cosa + cos® aj. (9a)

Dieser Wert ergibt sich auch aus (4), wenn man dort m = 2 einfiihrt;

damit ist der Zusammenhang mit dem elastisch-isotropen Halbraum
hergestellt.

Das Hauptspannungsverhiltnis { = %"A ist abhingig von dem

Konzentrationsfaktor (Ordnungszahl) ». Fir a = %, also in der Last-
flidche, ist:

b= ("Zh’>a:g: v = 2" (10)

z
Besondere Werte hierfiir sind:

y=3 4 5 6
=1 055 0,333 0,250

21. Kreisfliche mit parabolischer Sohldruckverteilung.
Der Sohldruck im Abstand ¢ vom Kreismittelpunkt lautet:

2
9 = Qmax (l—%g‘)- (1)
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= Q="
Die Summe S g godpdo gleich g¢,r2m gesetzt, liefert:
=0 =0
Imax = 2 - 2)

a) Die Hauptspannungen in der Lastflichenachse der para-
bolisch belasteten Kreisfliche fiir den elastisch-isotropen
Halbraum.

Die lotrechte Normalspannung fiir den elastisch-isotropen Halb-
raum ergibt sich aus dem Ansatz:

=27 d=a
= S S% . id—f?glg— . cos3. (3)
Q= V=0
Mit den Zwischenwerten _9702_ tgddd und — = tgdcotga ergibt
die Rechnung:
0, = 2 gy {(1 — cos® a) — cotg? & (2 — cos a + cos® a)}- 4)
Der Ansatz fiir die waagrechte Normalspannung o, lautet:
Q=2g d=a
op = (Z2m;x S S(l — tg2 9 cotgza){ 3 cos ¥ sin? 9 —
=0 IJ=0
m—2

1 m— 2
T m] costp — — — [COS 6—
1 .

Die Durchrechnung fithrt auf folgende Form:

ah=q0{2—3cosa+cos3a— m—2 l—cosa)}
3 m—2 ( tg*d
— ¢, cotg? a{aﬁ+6cosa~ cos® g — 8 — 5 S 0797'%}
a a 0.
m— 2 m—2 { tg®ddd
— Scosﬁtg"ﬁdﬁ—}- pn Sl—i—cosﬁ}' (6)
0 0

Da, die wichtigsten Anwendungen dieser Formel mit m = 2 vorgenommen
werden, wurden die Integrale nicht weiter ausgewertet; die betreffenden

Glieder verschwinden fiir m = 2. Uber die Durchfiihrung der Integration
sieche unter b. -

4%
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b) Die Hauptspannungen in der Lastflachenachse der para-
bolisch belasteten Kreisfliche nach dem Prinzipe der gerad-
linigen Kraftausbreitung.

Mit Hilfe von GIl. (1) und 10 — (7a) erhilt man:
p=2x d=a
o, = —Zin—gmaxg 8(1 — cotg? a tg?9) tg § cos” & dd de (7)
p=0 O=0

und nach teilweiser Ausrechnung:
G=a
0, = Qmax {(1 — cos” a) — v cotg? a { os” 9 tgd & dd ). (8)

4=0

Ebenso ist der Ansatz fir die waagrechte Normalspannung:

=27 V=a .
oy = {—7; Gmax S S (1 — cotg? a tg?#) tg® ¥ cos” ¢ coslp dd dp (9)
=0 ¢=0

und nach einiger Gruppierung:

1 v 1
J— J— vy —2 il (Y
gy = qmax{v 3 X 2) COS a+ ) cos” a —

a

— - cotg?a S tg® § cos’ ¥ dﬁ}. (10)
Die Ausdriicke fiir beide Hauptspannungen bestehen aus zwei Teilen,
von denen der erste genau so aufgebaut ist wie fiir die gleichmiBig
verteilte Belastung. Siehe Gl 20 — (7) und 20 — (9). Der zweite Teil
enthéilt Integrale, die sich leicht in geschlossener Form auswerten lassen.
Alle in den Gleichungen (6), (8) und (10) vorkommenden Integrale

haben die Form:

S cos” 9 tg? ¢ df = — S cos”" %9 d cos P -+ 3 cos’ 1 ¥ d cos¥;

auch jene, in deren Nenner (1 | cos ) vorkommt, lassen sich auf diese
Form bringen; die Ausrechnung derselben ist also sehr einfach und soll
hier tibergangen werden.

22. Kreisfliche mit glockenformiger Sohldruckverteilung.

Wir beschrinken uns hier auf die Spannungsverteilungen nach
dem Prinzip der geradlinigen Kraftausbreitung. Genau so wie beim Last-
streifen (Ziffer 19) gelangt man bei der kreisformigen Lastfliche zu
einer einfachen glockenformigen Sohldruckverteilung, wenn man sich
eine Last P im Abstande z, iber der Kreisfliche wirkend denkt. Die
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Sohlspannung im Abstand ¢ = zytg# vom Kreismittelpunkt lautet
dann nach Gl. 10 — (7a) (siehe Abb. 20):

qg= ———w;nl; cos” 9. (1

In der Lastfliche werden jedoch auch nach auBien wirkende Schub-
spannungen

—_— v P v—1 1
§ = 55 €08 Jsind (2)

erzeugt, deren Anwesenheit von Einflufl ist fiir die Verteilung der Span-
nungen unter der Kreisfliche. Bezeichnet man nach Abb. 20 den Offnungs-
winkel des geraden Kreiskegels, mit
der Lastflache als Basis und dem be-
trachteten Achspunkt als Spitze mit
2 ay, dann ist der Kreishalbmesser
7o = 2y tg 9y = 2 tg ay. Wie unter Zif-
fer 19 sei:
&z tgdy  tgd
2 tg aq tga’

(3)

Die Grofitordinate der Spannungsglocke
ist nach (1):

v P
2me,?"

(4)

Schreiben wir r?7 ¢y= P, dann wird:

gmax —

v 7e?
Gmax = 5 2500 (42)  Abb. 20. Glockentormige Sohl-
und mit (1): druckverteilung unter der Kreis-
. flache.
¢ = Gmax cos’ 29, (5)

Die lotrechte Normalspannung in dem Achspunkte, dessen Lage durch
a, gekennzeichnet ist, betragt:
v P v P 1

O T S a(e 2 2z (10 (6)
oder 1
. 0, = qmax Tt (6a)
Die waagrechte Normalspannung ist infolge der ungestorten geradlinigen
Kraftausbreitung: o, — 0 (1)
»=0.

LaBt man nur die lotrechten Sohldriicke g auf den Halbraum wirken,
also ohne die Schubspannungen s nach Gl. (2), dann ergibt sich folgender
Ansatz fiir die lotrechte Normalspannung ¢, in dem betrachteten Achs-
punkte (Abb. 20):

~—cos”a. (8)
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Die waagrechte Normalspannung o, lautet:

QP=27 a=0q,

0y = Lng Sq—g—%?;l—g cos” ™2 @ sin® a cos? . (9)
a
=0 a=0
iy 0do 2z’ 1
Bs ist = - = ;2—cos2atg19dtgt9 und tga=-tg 9.
a
. . v? : g2
Mit tgd=¢ wird cos?a= T sin? ¢ = T o cos? P =
1 1
== Wl— und 9 = Qmax —-——ﬁé-.
(41 *
Die Ausrechnung von (8) und (9) liefert:
(=
2 ¢dl
0, = ¥ gmax v 2 per prara) (8a)
J@+1 (e
t=0
{=om
1 g dg
Gh=7V(_ImaxU“’ T - (9a)
@+1) 2 (24 ®

t=o0

Falls der Konzentrationsfaktor » der Spannungsverteilung eine
gerade Zahl ist, dann lassen sich (8a) und (9a) in geschlossener Form
entwickeln.

Um den EinfluB, den die Sohldruckverteilung bei der kreisférmigen
Lastfliche auf die lotrechte Normalspannung ausiibt, zu iibersehen,
wurden besondere Werte fiir die gleichméBige und parabolische Verteilung
ausgerechnet und in Tabelle IV zusammengestellt:

Tabelle IV.

Einflu der Sohldruckverteilung bei der kreisférmigen Lastfliche auf die
lotrechte Normalspannung eines Achspunktes.

GleichméaBig ver- Parabolischer Sohl-
z o teilter Sohldruck druck 200 [(1 —cos® @) —
To 100 (1 — cos® a) —cotg?q (2—cos a +
%o + cos® 1) 1%,
0 90 100 200
0,268 75 98,3 178,4
0,577 60 87,5 133,4
1,000 45 64,2 82,0
1,732 30 35,1 39,6
3,732 15 9,9 11,6
(o] O 0,0 010
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VII. Der Einflu# von Schubspannungen, die in der
Oberfléiiche des Halbraumes wirken, auf den Verlauf
der lotrechten Normalspannungen.

23. Zentrisch-symmetrisches, waagrechtes Kraftsystem in der
Oberfliche des elastisch-isotropen Halbraumes.

Wie wir spéater sehen werden, weichen die in kiinstlichen Schiittungen

gemessenen lotrechten Normalspannungen, hervorgerufen durch eine drt-
liche Belastung der Schiittungsoberfliche, von den streng nach der mathe-

. e P
matischen Elastizitatslehre berechneten Spannungen o, = —g— pepey cos® ¥

infolge einer Einzellast P wesentlich ab, und zwar sind die wirk-
lichen Spannungen lotrecht unter der Last grofer als die theoretischen,
d. h. fiir den elastisch-isotropen Halbraum geltenden. Es ist nun nahe-
liegend, zumindest einen Teil dieser Abweichung auf die Reibungskrifte
zuriickzufithren, die, wie einwandfrei festgestellt wurde, an der Unter-
seite der Druckplatten auftreten [36].

Die Reibungskrafte in einer beispielsweise kreisférmigen Lastflache
sind — auf die Schiittung wirkend — nach innen gerichtet, da die
Korner der Schiittung am Lastflichenrand nach auBen gepreft werden.

Wir wollen daher in erster Linie die Wirkung zentrisch-symmetri-
scher, in der Oberfliche des elastisch-isotropen Halbraumes gelegener
Kraftsysteme auf die lotrechten Normalspannungen untersuchen.

Als Ausgangspunkt firr diese Betrachtung wihlen wir ein Ergebnis
der mathematischen Elastizitatslehre, welches Boussinesq [3] auf
S. 107 seines bekannten Werkes unter 83t gibt:

. P =
Te = Gy
_ Py
TS Gty (1)
o — P =z
2 2%7’2 7}

Ta Ty Oz sind die 3 Spannungskomponenten eines waagrechten Flachen-
elementes nach den 3 rechtwinkligen Koordinatenachsen X, Y, Z, deren
Ursprung O im Angriffspunkt der lotrechten Einzellast P in der Ober-
flache des elastisch-isotropen Halbraumes liegt. AuBler P sind noch
in der Oberfliche zentrisch-symmetrische Schubspannungen s, vor-
handen von der GroBe: s — P 9

e 94 Q2 ’ { )
wobei ¢ den Abstand eines Punktes der Oberfliche vom Ursprung O
bedeutet. Bildet man nach (1)

P VETSE
VTa? + T, =ml/_y

7
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und beriicksichtigt, daf fiir einen Punkt der Oberfliche r = g und auch
l/"/x2+ y*= o wird, dann findet man die Gleichung (2) bewahrheitet.

Die lotrechte Normalspannung bei Vorhandensein von nach aufien
gerichteten Schubspannungen s, ist nach (1)

P
050 =53 ———cos?. (3)
Wir wissen, daB die lotrechte Normalspannung durch P allein verursacht
(also ohne Schubspannungen)
3P
0z, 0 =5 cos> D (4)

betragt.

Hieraus ersehen wir, dal nach auBlen gerichtete Schubspannungen
die lotrechten Normalspannungen innerhalb einer gewissen Grenze von ¢
vermindern um:

Ao, = % cos ¥ (3 cos2 ¥ — 1). (5)

Sind die Schubspannungen nach innen gerichtet, dann miissen sie des-
halb die lotrechten Normalspannungen um dasselbe MaB laut (5) erhohen.

Fir 4 =0, d. i. r= 2z (also unterhalb der Last) ist der EinfluB
der Schubspannungen auf die lotrechte Normalspannung:

P

Aosomo =75

(52)

Dieses Ergebnis wollen wir auf eine andere Weise herleiten, um es zu
iiberpriifen. — Nach Tabelle II (Abschnitt IV) ist die lotrechte Normal-
spannung fiir v = 3:

02 0= T cos? sin . (6)

Setzen wir anstatt P, die Schubspannung s,, die auf ein Oberflichen-
element ¢ d ¢ d p wirkt, dann erhalten wir die Summe aller elementaren
lotrechten Normalspannungen in einem Punkte der Z-Achse

p=2ax 0:%
3 lo d
—2—~g g 97(29 ? cos? 9 sin & (7)
=0 94=0
und mit (2): g
Y

cos? @ sin 9. (7a)
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= tg 9 dd und%: %cotgh?; damit wird:

T

2
Ao =~3£izgcos3ﬁdﬁ= . (7b)
0

2 722

Dies ist nichts anderes als Gl. (5a).

Nun koénnen wir die lotrechte Normalspannung infolge einer lot-
rechten Einzellast P und nach innen gerichteten Schubspannungen s,
bestimmen: wir haben zu diesem Zwecke nur Gl. (4) und (5) zu addieren:

o, si:—z—%cosﬁ (6 cos® P —1). (8)

Diese Gleichung besagt, daB fiir
einen gewissen Wert & =1, dielot-
rechte Normalspannung Null wird.
Dieser Wert ist bestimmt durch

cos ¥y = —.16r oder ¢, = 65° 55’
In Abb. 21 ist der Verlauf von
0, 5 veranschaulicht und mit

P
GZ, p=35— m 5 005519 (9)

verglichen.
Aus diesem Spannungsver-
lauf 148t sich folgern, daBl zen- N

o8

trisch-symmetrische, nach innen “0{'(? 750 30° 1,5«\\ 60"
gerichtete Kraftsysteme, die in . . .
der Oberfliche des Halbraumes Abb. 21. Einfluf} "zentrlsch-symmetn-
. . scher, in der Oberfliche des Halbraumes
liegen, eine dhnliche Wirkung auf  wirkender Kraftsysteme auf den Ver-
die lotrechten Normalspannun- lauf der lotrechten Normalspannung o,.
gen ausiilben wie eine Erhghung
des Konzentrationsfaktors oder der Ordnungszahl » der Spannungsver-
teilung.

In dem oben behandelten Sonderfalle wird » von 3 auf ungefdhr
5 erhoht. Die in der Oberfliche angreifenden, nach innen gerichteten
Schubkrafte haben eine Konzentration der lotrechten Normalspannungen
um die lotrechte Symmetrieachse des Spannungsbildes zur Folge. Die
in kiinstlichen Schiittungen gemessenen lotrechten Normalspannungen
werden daher schon infolge der an der Unterseite der Druckplatte auf-
tretenden Reibungskréifte allein, nicht durch die Spannungsverteilung
v = 3, sondern durch ein Gesetz v > 3 wiedergegeben werden. Die Ver-
teilung dieser Spannungen ist jedoch noch von einem anderen wichtigen
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Faktor beeinfluBt, der spiter eingehender behandelt werden soll: nimlich
von dem Auftreten plastischer Erscheinungen in der Néhe der belasteten
Stelle der Schiittungsoberfliche.

24. Parallele waagrechte Schubkrifte in der Oberfliche des elastisch-
isotropen Halbraumes.

Denken wir uns in der Oberfliche des Halbraumes mit der X-Achse

parallele Schubspannungen s, wirken, die durch die Gleichung
=14 1)

7T X

gegeben sind, wobei ¢ eine konstante Last je Langeneinheit bedeutet, dann
haben wir das zu Ziffer 23 gehorige ebene Problem. Wirkt in der Y-Achse
die lotrechte Linienlast ¢ und sind die Krifte s, beiderseits der Y-Achse
nach auBen gerichtet, dann lauten die lotrechte Normalspannung o, ,,

und die dazu gehorige Schubspannung 7, irgendeines Punktes im Halb-
raum:

<]

GZ. sa =

2)

Ty =

';llt—-l ‘;\Ip—-ﬂ
<he] 2|
2|8

Die Spannung 7, ist natiirlich Null, da ein zweidimensionaler Belastungs-
fall vorliegt. Fiir einen Punkt der Oberfliche ist » = = und daher

L (2a)

X

Q-

T, 2=0 —

Dieser Wert stimmt mit s, nach Gl. (1) iberein. Sind keine Schubspan-
nungen vorhanden, dann lautet, wie bekannt, die lotrechte Normal-
spannung infolge einer Linienlast ¢ im elastisch-isotropen Halbraum:

0= 2L costd. (3)
Nach (2) ist:
— 1 g
03, sa = ’; % cos . (4)

Der Unterschied 4 ¢, wird durch die Schubspannungen allein verur-
sacht und lautet:

AEzz—}T—icosﬁ(Z cos? & —1). (5)

T

Unter der Linienlast (Y-Achse), also fiir 9 = 0, r = 2z, wird:

— 1 P
Ad, pmo=—-1L. (52)
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Diesen Wert wollen wir auf eine andere Weise herleiten, um ihn zu iiber-
priifen. Nach Tabelle IT (Abschnitt IV) ist die lotrechte Normalspan-
nung fir » = 3:

Oy oy = %%’i’- cos? & sin 9. (6)

Statt ¢,, haben wir hier s, einzufiithren, das auf das Flichenelement
1.dx wirkt. Fiir einen Punkt in der Y Z-Ebene (also unter der Y-Achse)ist:

_ 2\ spdx .
A02=2‘;S~7— cos? ¢ sin 9. (7)
x=0
6’\
=
01

Abb. 22. Einflul paralleler, in der Oberfliche des Halbraumes wirkender
Kratte auf den Verlauf der lotrechten Normalspannungen.

Mit Hilfe von (1) wird:

0_.715
Ty
— 4 —\dw 2.9 o
Ao, = — q SW cos2 sin . (7a)
9=0
) ax 1 dé
Es ist: or = 7 smd’ daher

(7h)

v

2
Agzzilgcos%?dﬁ:—:;
1]

Damit ist Gl. (5a) kontrolliert.

Sind die Schubspannungen s, nach innen, also nach der Y-Achse
zu gerichtet, dann erhalten wir die lotrechte Normalspannung o, ¢;
durch Addition von (3) und (5):

0y, 50 = %—% cos & (4 cos? ¢ — 1). (8)
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Setzt man den Klammerausdruck gleich Null, dann ergibt sich cos ¢#; = ;

oder 9, = 60°. Das ist jener Punkt, in welchem o, ;; =0 wird. Um
den Verlauf dieser Spannung genauer kennenzulernen, wurde das Schau-
bild Abb. 22 konstruiert, in dem auch die Kurve

Oz v = % —;!— cost (9)
eingetragen ist.

Die Werte von o, ; liegen iiberall noch iiber 0, y—¢g Obwohl die
Summe aller lotrechten Normalspannungen in beiden Fillen g ist. Der
Grund hierfiir ist darin zu suchen, daB Gl. (8) fiir & > ¥, negative Werte
liefert, die den Unterschied

0z,8i— Oz,v=8
gerade aufheben.

Wie in Ziffer 23 erkennt man auch hier die konzentrierende Wirkung
der nach innen gerichteten Schubspannung, die angenihert durch eine
Erhshung des Faktors » der Spannungsverteilung wiedergegeben werden
kann.

25. Sohlreibung bei streifenformiger Lastfléche.

In Ziffer 24 wurden Schubspannungen iiber die ganze Oberflache
des Halbraumes verteilt angenommen, allerdings nahmen diese Span-
nungen nach einem Hyperbelgesetz von der Lastlinie ¢ ab, so daBl sie
in einiger Entfernung x schon als Null angesehen werden konnen.

Hat man es mit einem Laststreifen von der Breite 2 b zu tun, dann
kann man die nach innen gerichteten Reibungsspannungen dem an
jeder Stelle herrschenden Sohldruck verhaltnisgleich setzen:

s, =qtg o, (1)
wobei 6 der Reibungswinkel in der Sohle sein moge.

a) GleichméaBige Sohldruckverteilung.
In diesem Falle wird ¢ = g, und
50 = 0o g 0. (La)

Die lotrechte Normalspannung o, , in einem Punkte der lotrechten
Symmetrieebene rechnet sich (fiir v = 3) aus:

0, =2 %S géw—coszz?smﬁ 2)

»

Die Ausrechnung liefert:
- 2 .
0z, = — qo tg 0 sin® B. (3)
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b) Parabolische Sohldruckverteilung.
Der Sohldruck ist nun:
qm=—g—qo<1——f;) 4)
und die Sohlreibungsspannung:
Sy = ¢, . tg d. (1b)

Die Berechnung der lotrechten Normalspannung in der Symmetrieebene
fithrt auf:

Gays = gyt & (2 cotg? f In cos f + 1). (5)
Die Spannung in der Sohle, also fiir § = % lautet mit Beriicksichtigung
. In cos
von hnj]T tgzﬁﬁ =0
S
- 3
Ozs5,5=5 = % tgd. . (5a)

¢) Glockenférmiger Sohldruck.

Im Abschnitt VI unter Ziffer 19 wurde die glockenférmige Sohl-
druckverteilung behandelt. Fir das Gesetz s,= %“Z" sin & cos? &
wurde Gl 19 — (7a) der lotrechten Normalspannung abgeleitet, wobei
die Reibungsspannungen nach auBen wirkten. Gl 19 — (13) gibt diese
Spannung, falls in der Sohle keine Reibungskrifte vorhanden sind.
Will man die Wirkung von nach innen gerichteten Reibungskriften s,
kennenlernen, dann hat man nur den Unterschied der beiden soeben
genannten Spannungen zu den Werten der Gl. 19 — (13) zuzuschlagen.
Dies ist in Tabelle ITI, Abschnitt VI, in der letzten Spalte durchgefiihrt.
Man sieht, daB der Einflufl der Sohlreibung in einer Tiefe ungefihr gleich
der doppelten Streifenbreite (2 = 4 b) nahezu verschwindet.

26. Sohlreibung bei kreisférmiger Lastfliiche.
a) Gleichférmige Sohldruckverteilung.

Analog wie unter 25 a findet man hier fir » = 3 und s, = ¢, tg 6:

Q=27 0="7,
0,5 = —2%—\ g o b2 0 Q?ZQ dg cos?? sind (1)
=0 =0
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b) Parabolische Sohldruckverteilung.
Hier ist:

92
39=2q0tg6<1—702—). (2)
Die lotrechte Normalspannung in der Lastflichenachse wird hier:

2w

o

=7,

o

24 4o oI sind  (3)

T

(p:
3
%8 = 3a
(p:

D ey
[
)
<
o+
o
[SH)

NN
f—t
3
NM
~

0

und nach Integration von ¢ = 0 bis ¢ = a:

0, 5= 2q0tg5{sin3 a— cotg? a [3Zntg<£~ + i)—

2
— 3 sin a — sin® al } (3ay
In der Sohle, d. h. fiir o = —;5 ist:
o‘z,s,a=;;_=2q0 tg . (3b)

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber den EinfluB der Sohl-
reibung auf die lotrechte Normalspannung in der Lastfléchenachse fiir
gleichformige und parabolische Sohldruckverteilung. Der Wert von &
wurde dabei mit tg § = 0,5 angenommen. Die Zahlen der Tabelle be-
deuten Hundertteile des gedachten mittleren Sohldruckes.

Tabelle V.

EinfluB der Sohlreibung bei streifenférmiger und kreisformiger Lastfliche
auf die lotrechte Normalspannung in der Lastflichenachse.

(v = 3.)
Streifenférmige Lastfliche Kreisformige Lastflache
bzw Gleichmaiger Parabolischer GleichmiBiger Parabolischer
@ Sohldruck Sohldruck Sohldruck Sohldruck
% ! % s ‘ % ‘ % s %% ‘ O s ‘ % % s
90 100 31,8 150 47,7 100 50 200 100

75 99,2 29,7 141,6 38,3 98,3 45,1 178,4 73,4
60 94,2 23,9 121,8 25,7 87,5 32,5 133.4 41,5
45 81,8 15,9 95,5 14,6 64,2 17,7 82,0 18,7
30 60,9 8,0 65,3 6,5 35,1 6,3 39,6 6,8
15 32,6 2,1 32,9 1,2 9,9 0,9 11,6 1,7
0 0 0 0 0 0 0 0 0
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VIII. Gleichgewichtsstorungen in kohisionslosen und
bindigen Boden.

27. FlieBbedingung fiir verschiedene Bodenarten.

In der Einleitung, unter Ziffer 3, wurde der Begriff der FlieBbedin-
gung erwihnt, wie er in der mathematischen Plastizitétslehre heute
definiert wird. Fiir unsere Zwecke geniigt es, den Einflul der mittleren
Hauptspannung o, auf das Eintreten des FlieBens zu vernachlissigen
und einen zweidimensionalen Spannungszustand vorauszusetzen.

Wir wollen einen Stoff behandeln, der sowohl mit einer gewissen
Kohssion p; als auch mit innerer Reibung ¢, ausgestattet ist. Fir die
Betrachtung des ebenen Spannungszustandes verwenden wir die be-
kannte Mohrsche Darstellung Abb. 23. Die beiden durch duBere Be-

{
|
&

&y

/

Abb. 23. Mohrsche Darstellung des ebenen Spannungszustandes.

lastung hervorgebrachten Hauptspannungen eines Punktes seien o,
und oy, wobei o, > o3; der allseitig vorhandene Innendruck (Kohésion)
sei p;. Nimmt man diese beiden Kraftwirkungen zusammen, dann ist
die groBe Halbachse der Spannungsellipse des betrachteten Punktes
py + 0, = 0,/, die kleine Halbachse: p; + 03 = 0,’. Denkt man sich
den Spannungszustand des Korperpunktes anfinglich derart, daf3
0, = 0, = B C ist, dann entspricht dem Spannungsbild in der Mohr-
schen Ebene (Abb. 23) der Punkt C'; wird o; > 0;, also beispielsweise
0, = BD’, dann erhalten wir den kleinen Kreis iiber C C D’; wichst end-
lich ¢, auf B D an, dann beriihrt der Spannungskreis mit dem Durch-
messer O D eine Gerade, die durch A geht und unter @, gegen A B ge-
neigt ist, im Punkte M. Fiir diese GrofBe von ¢, ist in einer Ebene des
betrachteten Korperpunktes, der sogenannten Gleitebene, die mit der

groBen Achse der Spannungsellipse den Winkel (450—— %) einschlief3t,*
die Spannungsneigung zur Flichennormale gerade ¢, geworden. Bei

* Beweis siehe 8. 70.
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dem geringsten weiteren Anwachsen von ¢, tritt Gleiten in dieser Ebene
ein: nach der Auffassung der Plastizitétslehre ist dies der FlieBbeginn.
Die Beziehung, die in diesem Augenblicke zwischen den
Hauptspannungen o,, 6; und den Stoffkonstanten herrscht,
heifit die Fliefbedingung.

Aus /\ AO M der Abb. 23 lesen wir unmittelbar ab:

O M = 0 Asing,. (1)

Da 00 =} (6,—0,), sing, — b= konst. und 0 4 — py, + 3 (61 03),
so konnen wir schreiben:

0,—03= 2]"'{Pk+ é‘ (U1+03)}- (2)

Das ist die FlieBbedingung (Plastizititsbedingung) fiir bindige
Boéden (Tone), und zwar fiir langsame Lastaufbringung oder nach er-
folgtem Ausgleich der hydrodynamischen Spannungen, also zur Zeit
T = oo.
Ist die Kohédsion Null, also p; = 0, dann erhalten wir aus (2):
0y — Oy
61+ 0y

= k = konst. (3)

die FlieBbedingung fir koh&sionslose Massen (Sande).

Ist endlich die Kohésion p, sehr grof im Vergleich zu den durch
die duflere Belastung aufgedriickten Spannungen ¢, und o5, dann kann
man das zweite Glied des Klammerausdruckes in (2) vernachléssigen
und erhélt:

0, — 03 =2k p, = konst. (4)

die FlieBbedingung fir viele feste Korper, wie z. B. die meisten
Metalle. Fiir unsere Zwecke ist es jedoch wichtiger, daB diese letzte
Fliefbedingung auch fiir bindige Béden (Tone) gilt, und zwar fiir rasche
Lastaufbringung oder vor dem hydrodynamischen Spannungsausgleich,
also zur Zeit T'= 0. Der Beweis hierfiir ist durch Versuche von v. Ter-

zaghi [49] erbracht. Der Festwert in (4) lautet dann allerdings etwas
abweichend, nimlich: 2Tk_—_£;o°—

Gl. (2) kann die allgemeine Mohrsche Fliefbedingung genannt
werden. Gl. (4) ist unter verschiedenen Namen bekannt, und zwar
FlieBbedingung von Coulomb, Guest und de St. Venant. In dieser
Abhandlung soll sie nach dem &ltesten Forscher Coulomb benannt
werden. SchlieBlich bleibt noch Gl. (3), die wir die Rankinesche
FlieBbedingung nennen wollen, da der Ausdruck auf der linken Seite
dieser (leichung den Kern der Rankineschen Theorie der kohésions-
losen Massen darstellt und jedem Ingenieur von der klassischen Erddruck-

lehre her gelaufig ist.
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Die FlieBbedingungen von Coulomb (4) und von Rankine (3)
sind, wie wir gesehen haben, Sonderfille der allgemeinen Mohrschen
FlieBbedingung (2).

Es ist von Interesse festzustellen, dal die Mohrsche FlieBbedingung
auch auf die Form der Gl. (3) gebracht werden kann. Setzt man

Pr -+ 01= 0y
und Dy + 03 =03,

dann lautet (2), wie man sofort einsieht:

o0 =0 _

=k (5)
Hierdurch gewinnen alle Betrachtungen, die auf Grund der Rankine-
schen Fliefbedingung angestellt werden, auch Bedeutung fiir bindige
Boden, und zwar fiir den Zustand nach erfolgtem Ausgleich der hydro-
dynamischen Spannungserscheinungen, also fiir den Zeitpunkt 7' = oo.
Nennt man das Verhéltnis ¢," : 03’ das kritische Hauptspannungs-
verhéltnis und bezeichnet dasselbe mit ., dann ergibt sich aus (5):

Mgerit, — 1 14k

T —i-_l =k oder Nkrit. = 1—%" (6)

Dies ist eine andere Form der allgemeinen Mohrschen FlieBbedingung,
welche die wichtige Tatsache betont, daB das Hauptspannungsverhilt-
nis an der Flielgrenze unabhingig ist von der Kohision p;, wenn diese
in die Hauptspannungen o,’, o’ einbezogen wird.

In dem einschligigen Schrifttum wird das Eintreten des Gleitens
oder FlieBens als Gleichgewichtsstérung bezeichnet, eine Vorstellung,
die an sich vollkommen gerechtfertigt ist — jedoch ist bei erdartigen
Korpern diese Gleichgewichtsstérung nicht dauernd, weil das elastische
Gleichgewicht in ein plastisches iibergeht. Es bilden sich in dem betrach-
teten Korper Gebiete, in denen eine der FlieBbedingungen (2), (3) oder (4)
zu Recht besteht; jeder Punkt dieser Gebiete befindet sich in einem
Grenzzustand des Gleichgewichts nach Abb. 23. Wir wollen diese Ge-
biete: plastische Bereiche nennen. Zur Bestimmung der Spannungen
in diesen Bereichen dienen die statischen Gleichgewichtsbedingungen
zusammen mit der betreffenden Fliefbedingung an Stelle eines Elastizi-
tatsgesetzes. In dieser Weise lassen sich die Erscheinungen, die mit
der ortlichen Belastung erdartiger Kérper verbunden sind, in ihren
hervorstechendsten Ziigen rechnerisch erfassen. Wir wissen, daB die
Berechnung der plastischen Forménderungen selbst auf theoretischem
Wege noch nicht moglich ist; diesbeziiglich miissen wir uns noch mit
groben Schitzungen auf Grund von Erfahrungsdaten begniigen.

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 5
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28. Brucherscheinungen in Erdprismen.

Manche Konsistenzformen bindiger Bioden ermdéglichen eine Unter-
suchung der Brucherscheinungen an Probewiirfeln in ganz #dhnlicher
Weise, wie dies fiir feste Korper (Metalle, natiirliche und kiinstliche
Steine) seit langem iblich ist. Diese Probewiirfel werden durch Druck
beansprucht bis zum schlieBlich erfolgenden Bruch. Fiir Zugversuche
(Zerreilproben) sind an Stelle von Wiirfeln die bekannten Probekorper-
formen mit einem geringeren Querschnitt in der Mitte in Gebrauch.

Kohésionslose Massen, wie z. B. trockener Sand, lassen sich in dieser
Weise ohne weiteres nicht behandeln. In letzter Zeit hat man jedoch
auch fir trockenen Sand, dem die fliissige Konsistenzform zukommt,
eine Methode gefunden, um ihn auf &hnliche Weise wie feste Korper
Druck- und Zugversuchen zu unterwerfen. Der Sand wird in eine zylin-
drische Gummizelle eingeschlossen und diese einem allseitigen #uBeren
Druck ausgesetzt; dabei kann Flissigkeitsdruck oder Luftdruck ver-
wendet werden. Die Beschreibung eines solchen Apparates findet man
in [49]. Eine sehr originelle Methode, um Sandprismen zu untersuchen,
hat Prof. A. S. Buisman, Delft [32], angegeben: er beniitzte feuchten
Sand, um den allseitigen Innendruck p, auf eine sehr natiirliche Weise,
namlich durch Kapillarwirkungen, zu erhalten.

Die beiden Stoffeigenschaften, die fiir das Festigkeitsverhalten
von erdartigen Korpern mafigebend sind, haben wir in Ziffer 27 mit p,
(Kohésion) und ¢, (innere Reibung) bezeichnet.

Beide Groflen bleiben im allgemeinen wihrend der Einwirkung
guBerer Krafte auf den Probewdiirfel oder die Sandzelle (das feuchte
Sandprisma) nicht konstant. Die Darstellung in Abb. 23 ist jedoch in
iiblicher Weise auf der Konstanz von p, und ¢, aufgebaut. Bei den An-
wendungen dieses Schaubildes mufl daher die Verinderlichkeit dieser
beiden Grofen im Auge behalten werden. Insbesondere gilt dies fiir
Ton, dessen Druckiquivalent p, der Konsistenzform eine Funktion der
Belastungsdauer, also der Zeit ist.

Bei Druck- und Zugversuchen fester Korper wurde festgestellt,
daf die FlieBgrenze, d. i. jene Normalspannung in einem einachsigen
Spannungszustand, bei welcher die Forménderung viel schneller zunimmt
als die Spannung, mit der Bruchgrenze oder Festigkeit des untersuchten
Korpers oft nicht iibereinstimmt. Das diesbeziigliche Intervall in einem
Schaubild zwischen Spannungen und Dehnungen (Verkiirzungen) ent-
spricht dem plastischen Verhalten des betreffenden Stoffes. Es ist nun
naheliegend, nach einer die Bruchlast (Bruchspannung = Festigkeit)
charakterisierenden Bedingung zu fragen, genau so wie man nach einer
FlieSbedingung fragte. Diese Bruchbedingung ist allgemein bekannt;
ihre Formulierung in unserer Bezeichnungsweise lautet:

Pe=10 (1)
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und besagt nichts anderes, als daB der Bruch nur dann eintreten kann,
wenn in einer oder mehreren Flichen (Bruchflichen) der Wert der
Kohision von p;, auf Null abfallt. Die GroBe der Bruchspannung (Festig-
keit) erhdlt man aus der dem Korper entsprechenden FlieBbedingung,
wenn man die kurz vor dem Eintreten des Bruches geltenden Werte
von p; und ¢, in die FlieBbedingung einfithrt. Nach erfolgtem Bruch,
wenn also die Kohision iiberwunden ist, gilt die FlieBbedingung nicht
mehr fiir den Probekorper als
(Ranzes, sondern nur fiir seine
durch den Bruch erzeugten
Teile.

Das Intervall zwischen
FlieBbeginn und Bruch ist bei
verschiedenen Stoffen ver-
schieden groB. TFallt der
Bruch mit dem FlieBbeginn
zusammen, dann spricht man
von sproden Stoffen; ihre
innere Reibung ist gewohn-
lich verbaltnism&Big hoch.
Ist das Intervall hingegen |t—r &35 —
bedeutend, wie bei vielen
Metallen, dann bezeichnet =+ !
man diese Stoffe als dehn- l- Sy —>
bar, bildsam oder plastisch: Al
ihre innere Reibung ist ge- l
wohnlich sehr gering.

Gl. (1) wirft ein scharfes
Licht auf die Festigkeits- Abb. 24. Zusammenhang der Hauptspannun-

gen an der Fliefgrenze mit den Stoffwerten
@, und p, fir einachsigen Druck und Zug.

]
9
Q
L
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eigenschaften koh#sionsloser
Massen. Diese sind da-
durch gekennzeichnet, dafl von vorneherein

Pr="0
ist. Daraus folgt sofort:

Kohéasionslose Massen besitzen keine Bruchgrenze, son-
dern nur eine FlieBgrenze.

Aus diesem Grunde koénnen Sandzellenversuche, bei welchen p;
kinstlich erzeugt und stindig aufrecht erhalten wird, nur Angaben
iber die FlieBgrenze liefern: ein Bruch kann nicht stattfinden.

Auch bei der ortlichen Belastung von kiinstlichen Schiittungen
gibt es keine Bruchbedingung, da p, von vorneherein Null ist. Der
Begriff der Tragfahigkeit kann daher fiir Schiittungen nur auf die

5%
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plastischen Erscheinungen aufgebaut werden, da es eine Bruchlast
dafiir nicht gibt.

Anders liegt diese Sache bei bindigen Boden. Hier gibt es einen
Endwert der Kohésion p;, deshalb 148t sich auch eine Bruchlast (Druck-
festigkeit, Zugfestigkeit) berechnen, wenn man die Werte p; und ¢,
im Augenblicke des Bruches kennt.

In Abb. 24 ist ein Schaubild des Zusammenhanges der Hauptspan-
nung eines einachsigen Spannungszustandes an der Fliegrenze mit
den als konstant angenommenen Stoffwerten p, und ¢, dargestellt,
wobei auch auf das Auftreten von Zugspannungen Riicksicht genom-
men ist.

Bezeichnet man mit:

84 ... die Hauptspannung an der FlieBgrenze im Falle eines einachsigen
Druckzustandes;

8, ... die Hauptspannung an der Fliefgrenze im Falle eines einachsigen
Zugzustandes;

Pr - .. die Kohision;
@y - .. den Winkel der inneren Reibung (sing, = k);

dann gibt die Mohrsche FlieSbedingung Gl. 27 — (2) mit ¢; = 0 und

01 = 84:

2k
84 =77 Px (2)
und mit 6; = 0 und o3 = —s,:
2k
8= 117 Pr 3)

Diese Gleichungen geben auch zugleich die Druck- und die Zug-
festigkeit eines Tonwiirfels, wenn man unter p; das Druckiquivalent
der Konsistenzform und unter ¢, den Winkel der inneren Reibung kurz
vor dem Bruche versteht.

Will man Gl. (2) und (3) auf feste Korper, z. B. Metalle, anwenden,
dann hat man zu beachten, daf fiir diese die Kohésion p; sehr groB,
die innere Reibung ¢, hingegen sehr klein ist. Man kann dann % = sin ¢,
gegeniiber der Einheit vernachldssigen und erhélt ndherungsweise:

Sg=38,= 2k p;
Die Druckfestigkeit ist also fiir Stoffe, die sich durch sehr geringe
innere Reibung auszeichnen, anndhernd gleich der Zugfestigkeit,
und zwar gleich dem doppelten Produkt aus Kohésion
und innerer Reibung. (Fiir kleine Werte von ¢, kann man bekannt-
lich sing,, = ~ ¢, also k = ¢, setzen.)

Dasselbe Ergebnis erhdlt man aus der FlieBbedingung fiir Metalle
Gl 27 — (4), wenn man diese auf den einachsigen Druck- oder Zugspan-
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nungszustand, und zwar auf den Augenblick des Bruches anwendet.
Dann ist ¢, = s4 bzw. (0, = s,) und o; = 0; daher:

Sg=8,= 2k py.

Das Eisen hat beispielsweise einen molekularen Innendruck (Kohésion)
von rund 320.000 kg/cm? und eine Zugfestigkeit von etwa 4000 kg/cm?
Daraus ergibt sich ein Wert der inneren Reibung:

1

k== 160

= 0,00625
oder im Gradmaf:

@, = 0021’ 30"".

Auch auf Grund elastizitédtstheoretischer Betrachtungen laBt sich der
sehr geringe Wert der inneren Reibung der Metalle ableiten [25].

SchlieBllich sind diese Gleichungen auch fiir die zylindrische Sand-
zelle maBgebend, jedoch ist in diesem Falle p, der kiinstlich erzeugte
allseitige Druck oder die Differenz zwischen der axialen und der radialen
Hauptspannung. In Abb. 24 ist auch das zu den einachsigen Spannungs-
zustdnden gehorige Spannungs—Dehnungs-Schaubild eingetragen. Die
Léngsverkiirzungen ¢ sind von O nach oben, die Léangsdehnungen nach
unten aufgetragen. Bezeichnet man das kritische Hauptspannungs-
verhiltnis, d. i. das Verhiltnis der beiden in einem Punkte der Zelle
wirkenden Gesamtspannungen im FlieBzustande mit nirit., dann lassen
sich folgende Beziehungen anschreiben:

!

g
Nxrit. = 'G,L/: (4)
3
Nigrit, — 1 14k
,/;Lk—rit'——-*—_l = k Oder Nkrit, = —1—:75, (5)
it = P (6)
z
Nirit. = %t?i, (7)
k
Sa
e, = ®
1
Pr+ 5 Sa
Nxkrit. = i (9)
Pr— ‘2_ Sz

Von diesen aus Abb. 23 und 24 unmittelbar ablesbaren Gleichungen
ist (8) von besonderem Interesse: Das Verhdltnis der Druck- zur
Zugfestigkeit ist gleich dem kritischen Hauptspannungs-
verhdltnis. Es ist unabhidngig von dem Werte p;, also eine
reine Funktion der inneren Reibung ¢,. '
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Die innere Reibung 148t sich sonach aus dem Verhéltnis der beiden
Werte s, und s, bestimmen. So fand Buisman [32] fir feuchte
Sandprismen bei verschiedenen Feuchtigkeitsgraden angenédhert:
Nirit, = 8g° 8, = 4.

Hieraus folgt nach (5) sing, = %—j—;—i: 5 oder
@, = 36° 50"

Es moge nochmals betont werden, daB bei der obigen Uberlegung
sowohl p, als auch ¢, wihrend der gesamten Belastungsdauer bis zum
FlieBbeginn als konstant angenommen wurden.

Auf dieser Grundlage 148t sich auch die Richtung berechnen, in
welcher das Gleiten in einem Punkt des FlieBbereiches eintritt. Als
Orientierung dient dabei das Linien-
netz der Hauptspannungstrajektorien.
Die Richtung der Gleitflachen soll
Flichen, demnach durch die Neigung vy, dieser
P O Nermale Fldchen gegen eine der beiden Haupt-
é]\(@ / spannungstrajektorien (z. B. gegen

v die Trajektorie ¢;) des betreffenden
G — Punktes festgelegt werden.
Abb. 25. Zusammenhang zwischen Im Falle des ebenen Spannungs-

Spannungsneigung @, zur Flichen- p‘roblems steht d.er .Winkel @y, den
normale und Flichenneigung ¢ zur eine auf ein beliebiges Flichenele-

grofleren Hauptspannung beim  ment wirkende Spannung ¢ mit der

ebenen Spannungszustand. Flachennormalen einschlieBt, in einer

einfachen Beziehung zu dem Win-

kel ¢, den das Flachenelement mit der Richtung der grofleren der

beiden Hauptspannungen, ¢,, bildet. Diese Beziehung folgt unmittelbar
aus Abb. 25:

0y —0g : sin ¢, /
=sin @, = — e 10
Gy + 04 & sin (¢; + 2y) (10)

Um den Winkel g, zu finden, den eine Gleitfliche mit der Richtung

der groBeren Hauptspannung einschlieft, erinnere man sich daran, daB
in der Gleitfléche

1= (pa‘)
also mit Riicksicht auf (10):

in (1 4 29p) = 1
werden muB. Daraus folgt

(pr + 21/)0 = ?
oder
Yo= 7 — %t. (11)



Brucherscheinungen in Erdprismen. 71

Die Gleitflachen schlieBen mit der Richtung der groBeren
7 Pr

Hauptspannung den Winkel (74—-———2—) ein, der unabhédngig ist

vom Werte p,.

Ist die innere Reibung sehr klein, wie z. B. bei den Metallen, dann

kann man ¢, = 0 setzen und erhilt den Gleitwinkel ann&hernd mit
P, = 450

Die Lage der Gleitflachen fiir ¢, > 0 ist in Abb. 26 fiir einen Druck-
versuch und einen Zerreilversuch dargestellt. Auch die Lage der Span-

Tos~ps). Drecck

GIK Cletfldche

N
|3

GLF

Abb. 26. Gleitflichenneigung zur Druck- bzw. Zugrichtung beim Druck-
bzw. Zerreillversuch.

nungsellipsen fiir diese beiden Fille unter Beriicksichtigung der Kohésion
Py sind in der Abb. 26 angegeben.

Die Tatsache, daf die Lage der Gleitflichen unabhéngig ist von der
Grofle des allseitigen Innendruckes (p,), gibt uns ein weiteres Mittel,
die innere Reibung eines Stoffes durch Druck- und ZerreiBiversuche zu
schitzen. Um z. B. den Wert von ¢, fiir eine bestimmte Sandart zu er-
halten, wire es erforderlich, ein Bindemittel 'zwischen die Sandkoérner
zu bringen, welches selbst die innere Reibung Null besitzt. Ein solches
Bindemittel ist Wasser. Die Bindekraft ist allerdings sehr klein: sie besteht
in der Kapillarspannung p,. Wir kommen auf diese Weise wieder zu den
schon erwdhnten Versuchen Buismans. Der Wert von ¢, = 36°50’
fithrt auf einen Winkel y, = 26° 35". Der Winkel der Bruchfliche gegen
die Prismenachse miifite daher 63° 25 betragen. Eine solche Neigung
wurde bei den Versuchen tatsichlich annihernd festgestellt.
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IX. Die Grenziliichen zwischen dem elastischen und
plastischen Gebiet des ortlich belasteten Halbraumes.

29. Lotrechte Einzellast P.

Der den Halbraum erfiillende Stoff besitze eine gewisse Kohésion p,,
und eine gewisse innere Reibung ¢,: sein Raumgewicht sei y. Das Eigen-
gewichtsfeld, dessen Trajektorien aus lotrechten und waagrechten Geraden
bestehen, ist durch die einfachen Beziehungen

Org = VY% } (1)

Opg = g K
gekennzeichnet, worin { die , Ruhedruckziffer” bedeutet.
Die in einem Punkte O der Oberfliche angreifende Last P verursache

nach dem Prinzipe der geradlinigen Druckausbreitung in einem Punkte
des Halbraumes mit den Koordinaten r, ¢ die drei Hauptspannungen:

r 2
o, = ;;7;2 cos' 7 *¢, g,=0, 0,=0. (2)

Die Trajektorien der Hauptspannung o, bilden ein raumliches Strahlen-
biischel mit der Spitze in O. (Siehe Abschnitt IV, Ziffer 10.) Die unmittel-
bare Nahe der Lastangriffsstelle muB, da wir iiber die Lastfléche keinerlei
Aussage machen, von unserer Betrachtung etwa durch eine kleine Halb-
kugel mit dem Halbmesser r, ausgeschaltet werden.

Die beiden Spannungsfelder (1) und (2) koénnen zu einem einzigen
resultierenden Feld zusammengesetzt werden. Wenn in diesem resul-
tierenden Felde plastische Erscheinungen auftreten, dann kénnen diese
nur durch die Last P verursacht sein: sie miissen daher in der Umgebung
von O gesucht werden. In groferer Entfernung von O, wo die Wirkung
der Last P entsprechend gering geworden ist, konnen die elastischen
Verhiltnisse des Eigengewichts-Kraftfeldes nicht gestort sein. Es muf
daher eine Umdrehungsfliche geben, deren Achse mit der Lotrechten
durch O zusammenfillt und die den elastisch gebliebenen Bereich von
dem plastisch gewordenen Teil trennt.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Form und Lage dieser Grenz-
flache zu bestimmen.

Zur Vereinfachung der rechnerischen Entwicklung wollen wir in (1}
den Ruhedruckkoeffizienten { = 1 einfithren; dadurch wird

Oz,g = Op, g = 7% (1a)
Das aus (la) und (2) resultierende Kraftfeld ist nun dadurch gekenn-
zeichnet, daB die groBe Achse des Spannungsellipsoides in einem beliebigen
Punkte des Halbraumes mit der Richtung des Fahrstrahles zusammen-
fallt. Die drei Hauptspannungen dieses Kraftfeldes lauten:

v P o
01 = 552008 2V tyz oy=o0y3=7yz (3)
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Wenden wir die Mohrsche FlieBbedingung 27 — (2) an, dann erhalten wir:

» P v—oa 1/v»P y—3

5o 008 0_2k{pk+?(mcos 19—}—2)/2)}. 4)
Mit z = r cos 0 wird:

» P

T cos" 2P = k{2pk+{%cos”*2ﬁ—{- 27/7‘00519}. (4a)
Diese Gleichung zwischen den Variablen r und & ist die Polargleichung
der Meridiankurve der gesuchten Grenzfliche zwischen dem elastischen
und dem plastischen Gebiet.
Setzt man zur Abkiirzung:

2xy

v P = C.],, (5)
dann 148t sich (4a) auf die Form:
v—3
s P 1, eos"H 1k
T+ y cosd =T k (6)
bringen. V6
Fiir den Fall einer kohiésionslosen Masse Abb. 27. Grenzflichen
wird p; = 0 und damit: des FlieBbereiches, her-
y—2 vorgerufen durch eine
s P9 |/ L 1=k (7 Punktlast P firy =3
- ) 2¢r  k ‘ und v = 6.
Sonderfille:
y = 3 ergibt: 3
T:l/ 11—k (Ta)
2¢q k

wobei ¢; = :2,’—;'}/; die Grenzfliche ist in diesem Falle also eine Halb-

kugel (Abb. 27), deren Mittelpunkt in O liegt. Dieses Sonderergebnis
findet man im Schrifttum bereits vor [16].

v = 6 liefert: S Y3~
7 = cos l/L —1——]", (7b)
2¢4 k

wobei ¢g = —3—%7}; die Grenzfliche in diesem Falle ist eine Kugel mit

P
dem Durchmesser %Eil;k ,
Ty k

(Abb. 27.)

Bisher wurde vorausgesetzt, da die Einzellast P in einem Punkte O
der Oberfliche angreife. Befindet sich nun die Last in einer Tiefe ¢
(Griindungstiefe) unter der Oberfliche und hilt man an dem Prinzipe
der geradlinigen Kraftausbreitung fest, dann gilt Gl. (6) auch hier; nur

hat man statt p, die GroBe (p;, + v ) zu setzen.

die die Oberfliche in O beriihrt.
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Im Falle einer kohésionslosen Masse (p,= 0) lautet die Polar-
gleichung des Grenzflichenmeridians somit:

11 0 cos” 3% 1—%

3
"+ cosd | 2¢, k (8)

In Abb. 28 wurde Gl. (8) mit P = 1kg, y = 0,0015 kg/cm3, ¢, = 309,
also k= 0,5, fiir £ = 0, 10 und 100 cm und y = 3 ausgewertet.

Abb. 29 gibt das Bild dieser Gleichung fiir » = 4 mit denselben Werten
wie vorhin. Man ersieht hieraus den EinfluB der Griindungstiefe auf die
GroBe des plastischen Gebietes.

F=7,y=3Kk=05
Y =0,0075

(=0

Abb. 28. EinfluBl der Grindungstiefe  Abb. 29. Einflul der Grindungstiefe
auf die GroBe des FlieBbereiches fir  auf die GroBfe des Fliebereiches fiir
vy = 3. v = 4.

30. Lotrechte Linienlast gq.

Besteht die Belastung des Halbraumes aus einer Linienlast g, die in
der Oberfliche desselben angreift, dann muf die Grenzfliche zwischen
dem elastischen und dem plastischen Gebiet eine Zylinderfliche sein,
deren Achse mit der g-Linie zusammenfillt. Das Eigengewichtsfeld mit
der Ruhedruckziffer { = 1 ist gegeben durch:

Ors = Ong =7 % (1)
Das durch ¢ hervorgerufene Spannungsfeld ist bestimmt durch die beiden
Hauptspannungen: i

E,,:?% cos’ =29, g,=0 2)
in einem Punkte des Halbraumes (Halbebene) mit den Koordinaten r, .
(Siehe Abschnitt IV, Ziffer 11.)

Das resultierende Spannungsfeld dieses ebenen Problems ist dadurch
gekennzeichnet, da die groBe Achse der Spannungsellipse eines beliebigen
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Punktes 7, 9 polar gerichtet ist. Die Hauptspannungen dieses Feldes
lauten: ~

c_xl_——}% cos' 29 +yz, ogy=yz (3)
(Die Querstriche iiber den Symbolen ¢ deuten an, dafl es sich um ein
ebenes Problem handelt.)

Setzt man die Werte (3) in die allgemeine Mohrsche FlieBbedingung
27 — (2) ein, dann erhélt man:

f%cos”—2ﬁ=2k(pk+ é—?%cos”—gﬁ—l—yz). (4)
Nach einiger Umformung und mit Beriicksichtigung von z = r cos?
sowie der Abkiirzung L= ¢, ergibt sich die Polargleichung der Grenz-

linie zwischen dem elastischen und dem plastischen Gebiet (Basislinie
des oben erwdhnten Zylinders):
2 Px Y Egsfji 1=k 5
T+ y cosd | 26k ()
Der Aufbau dieser Gleichung ist
ganz analog dem der Gl 29— (6)
fiir das rdumliche Problem, nur ist

der Potenzexponent von r iiberall
um Eins geringer.

Fiir kohésionslose Massen ist
pr = 0 zu setzen und es wird:

e €% T X2

Kreis %/ékre?s

v—3 -
S 1 1—k
7 = CO8 ﬂ.l/zzv 5 (6)

Sonderfille:
= 3 ergibt:

1 1—Fk
r:l/?"é?_l;*—’ (6 a)
T

wobei ¢; = 5 2 : diese Grenzlinie ist

also ein Halbkreis, dessen Mittel- ¢
punkt in O liegt. (Abb. 30.)
v = 5 liefert: Abb. 30. Grenzflichen des FlieBbe-
B reiches, hervorgerufen durch eine
7 = cos ¥ ‘/ﬁ_k— (6b) Linienlast g fir » =3, 4, 5 und 6.
5
- 3 . .. . . . .
wobei ¢; = Tﬂ %; die Grenzlinie ist hier ein Kreis mit dem Durchmesser

4 ¢ 1— . .
?77% T k , der die Waagrechte durch O in diesem Punkte beriihrt.
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(Abb. 30.) In dieser Abbildung sind auch die Grenzlinien fir ¥ = 4 und
» = 6 eingetragen.

Will man den EinfluB der Tiefe ¢ (Griindungstiefe) auf die Form
und GréBe des plastischen Gebietes studieren, dann hat man in Gl (5)
nur an Stelle p, die GroBe (p;, + v ) zu setzen. Fiir kohésionslose Massen
tritt an Stelle von p;, sinngemif y é. Man erhélt so die Polargleichung der
Grenzlinie des plastischen Gebietes:

t cos’ %9 1—k
9, bt o879 11—k
e+ wosd | P (7)
Sonderfall: » = 3, 51:3:%?_{
q
t g 1—k
2 AR S ,
"t st T wy (7a)

Beschrinkt man sich nur auf die Feststellung der Tiefe des plastischen
Gebietes r3_q = T, dann folgt diese aus Gl. (7a):

) ) T4t T =C, (7b)
g 1—k

worin C = —— —;—— bedeutet.
Ty I

Fiir die besonderen Werte ¢ = 1kg/ecm, 9 = 0,0015 kg/cm3,
b= sin 30°= » wird C = 215 cm? und

T = | (/& 4 860—1). (Tc)

Hieraus rechnet sich fiir einige Griindungstiefen:

t= 0 10 100 cm
T=147 10,5 2,1 em

Vergrofiert man also in dem betrachteten Sonderfall die Griindungstiefe
von 10 auf 100, d. i. das Zehnfache, dann sinkt die Hauptabmessung des
plastischen Gebietes ungefahr auf ein Finftel.

31. Die gleichméBige Streifenbelastung.

In den vorhergehenden Ziffern 29 und 30 wurde die unmittelbare
Nihe der értlichen Belastung P bzw. ¢ von der Betrachtung ausgeschaltet.
Nun soll die Lastfliche selbst in die Rechnung eingefiihrt werden. Wenn
wir die Ruhedruckziffer (=1 und den XKonzentrationsfaktor der
Spannungsverteilung v = 3 setzen, dann verlduft die Berechnung ziemlich
einfach und man kann das resultierende Spannungsfeld in jedem beliebigen
Punkte des Halbraumes durch einfache analytische Ausdriicke beschreiben.

Die Eigengewichtsspannungen lauten wie unter 30:

029 = Onyg = Y 2+ ey
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Das durch den gleichmiBig verteilten Sohldruck ¢ hervorgerufene Span-
nungsfeld ist zweidimensional und durch die beiden Hauptspannungen
in jedem Punkte der Querschnittsebene gekennzeichnet:

0y =L (264 sin2e)
2)

Gy =~ (2e—sin2e)

Diese Gleichungen wurden in Abschnitt VI, 17— (13) auf Grund der An-
nahme » = 3 abgeleitet. 2 ¢ ist der Peripheriewinkel eines Kreises, der
durch den betrachteten Punkt der Halbebene und durch die Randpunkte
des Laststreifens bestimmt ist. (Abb. 14.) Die Trajektorien ¢, sind konfo-
kale Hyperbeln, die Trajektorien ¢, konfokale Ellipsen, deren Brenn-
punkte mit den Endpunkten der Streifenbreite 26 zusammenfallen.
(Abb. 16.)

Die beiden Hauptspannungen des aus (1) und (2) resultierenden
Kraftfeldes lauten:

G’:%(Ze—}—st e)+yz
¢ 3)

oy = (Ze—smzs)—{—yz

‘Wenden wir wieder die allgemeine Mohrsche FlieBbedingung 27 — (2) an,
dann erhalten wir:

%sinZe:k{p,c—{—%Qs -}—yz}. 4)
Dies ist die Gleichung der gesuchten Grenzlinie zwischen dem elastischen
und dem plastischen Gebiet fiir eine gleichmifBige, an der Oberfliche
des Halbraumes wirkende Streifenbelastung, wenn die den Halbraum
erfiillende Masse die Kohiision p; und die innere Reibung sing, =k
besitzt; die Ruhedruckziffer betrigt dabei { = 1 und die Ordnungszahl
der Spannungsverteilung » = 3. '
Fiir andere Werte von { und v ist die Rechnung analog, jedoch viel
weniger durchsichtig.
Betrachten wir nun eine kohésionslose Schiittung, dann ist p, = 0
und die Auflosung von (4) nach z liefert:
2= ;q;/_ { ska £ 2 e}. (5)
Die Abszisse x (Abb. 14) eines Punktes der Grenzlinie erhalt man aus
der rein geometrischen Beziehung:

@ =)/b>—22+ 2bzcotg 2¢. (6)
Um den Schnittpunkt der Grenzlinie mit der Schiittungsoberfliche zu
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erhalten, hat man z = 0 und & = 0 zu setzen. Das letzte Glied unter dem
Wurzelzeichen der Gl. (6) 148t sich schreiben:

Qb—q—{M—QecothEl;

Ty k J
da lim [2 &— cotg 2 ¢] = 1 ist, erhélt man:
e—0
b 1—k
Xe—o = l/bz + 2—;[1)7 R (6a)
Um den GroBtwert von z fiir die Grenzlinie zu bekommen, hat man
dz
de 0
00| cm i
\ \ 2 Tlt=0, g.=T/4.
et 756 745 i E=7, ; = 0,40/5/»'9/0777
[ _ T

IMIIIIIIIII]MMlllllllllllllllll|

i
Abb. 31. FlieBbereiche unter einer gleichmafBigen Streifenlast ¢ =1, 2 und
2,5kgjem? fiir p, =0, {=1, t=0, v=3, ¢, =45% y = 0,0015kg/cm3.

zu setzen. Durch Differentiation von (5) und Nullsetzen der Ableitung
folgt:

cos 2z,
k

=1
und, da k = sin ¢, ist:
o8 2 &y = sin @,
oder
T

2em = o5 Pr (7

Fiihrt man diesen Wert von ¢,, in (5) ein, dann ergibt sich der gesuchte
GroBtwert:

Zmax = niy {COtg Pr— (% - ?’r)}- (8)

Gl. (7) besagt, daB die tiefsten Punkte der Grenzlinien fiir verschiedene
Belastungen ¢ auf einem Kreise liegen, der durch die Endpunkte der
Strecke 2 b (Streifenbreite) geht und den Halbmesser

R (9)

o8 @,

besitzt.
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Fiir die Auswertung der Gl (5) wurden die GréBen k= 0,707,
(p, = 45%), y = 0,0015 kg/em?® und 2 b = 100 cm zugrunde gelegt.

In Abb. 31 sind die Grenzlinien der plastischen Gebiete fiir die Be-
lastungen ¢ = 1, 2 und 2,5 kg/ecm? eingetragen. Man ersieht daraus, daB
schon bei der geringsten Belastung der Oberfliche der Schiittung (p; = 0)
plastische Bereiche auftreten. Anfanglich bleiben die plastischen Teile
des Halbraumes auf die Umgebung der Randpunkte des Laststreifens
beschrankt. Mit groler werdender Belastung nihern sich die beiden
getrennten plastischen Teile der Symmetrieachse (¢ = 2 kg/em?) und
flieBen bei einer gewissen GréBe von g in der Mitte zusammen. Diese
LastgroBe wurde ndherungsweise mit ¢ = 2,26 kg/cm? bestimmt. Die Form

i

40 700\ cirz t=0, 8. =T ;
TG = %2 =9e0rskgen
1 T e
%
|
Nﬂ
2,26 2,26\kgfem” o ¥ :g
AN ~

Abb. 32. Bildung des geschlossenen elastischen Kernes einer in der Ober-
flache (¢ =0) wirkenden gleichmafigen Streifenlast.

des plastischen Gebietes ist in Abb. 32 dargestellt. In diesem Augenblick
hat sich ein geschlossener elastischer Kern gebildet, dessen GroBe
mit zunehmender Belastung abnimmt (¢ = 2,5 kg/cm?, Abb. 31).

Die Entstehung des elastischen Kernes bildet den wesentlichsten
Unterschied zwischen der Form der plastischen Gebiete einerseits fiir
konzentrierte Belastung ¢ (Ziffer 30) und anderseits fiir Streifenbelastung
mit einer gewissen Flachenbreite 2 b. Wird ¢ sehr groBl, dann werden die
Grenzlinien fiir die Linienlast ¢ und fiir die Streifenlast mit einander
identisch. Dies 146t sich leicht einsehen, wenn man Gl. (5) auf sehr kleine
Winkel ¢ fiir Achspunkte des Laststreifens anwendet; dann ist

sh123~=2a~=2tg£=—2—b—.
%
Fithrt man diese Néherungswerte fiir sin 2¢ und 2¢ in GL (5) ein, so
erhilt man

2 2¢qb 1-k'

Ty k (10)

%0
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Nun kann man 2 ¢b= ¢ setzen, da dieser Wert die Belastung pro
Langeneinheit des Streifens darstellt. Damit schreibt sich (10):

%:=V[£; Lok (10a)

Setzt man weiter in Gl. (6a) die halbe Streifenbreite b= 0und 2b¢ = g,
dann ergibt sich T 11—k

A (6b)

Es ist also zg= ®,_,, d. h. die Grenzlinie des plastischen Gebietes

//

N~ T
% I | ‘
| |-
okgen?l | S
| A
I l
S -
700 \cime
l

Abb. 33. FlieBbereiche unter einer gleichméfBigen Streifenlast ¢, = 5,0, 6,58,
6,80, 7,0 und 10kg/em? fir p,=0, (=1, t=200cm, v=3, @, =45,
y = 0,0015 kg/cm?.

wird ein Halbkreis. Dies ist aber nichts anderes als das Ergebnis der
Gl. 30 — (6a), wenn man den Wert ¢, dort einfiihrt:

Tt

Ty k-

Nun haben wir noch den EinfluB der Griindungstiefe ¢ auf die Ent-
wicklung des plastischen Gebietes fiir gleichmiBige Streifenbelastung
zu untersuchen. Wir bleiben bei der Betrachtung kohésionsloser Massen
und haben daher in Gl. (4) an Stelle von p;, die GroBe y ¢ einzufithren. Die
Auflosung dieser Gleichung nach z liefert dann:

__ ¢ [sin2e

“ay U &
Dies ist die Gleichung der Grenzlinie des elastischen Gebietes fiir eine
Streifenlast 2 b ¢, je Lingeneinheit in der Tiefe ¢ unter der Schiittungs-

——28}——t. ' (11)
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oberfliche. Um die Schnittpunkte der Grenzlinie mit dem Niveau der
Griindungssohle zu bestimmen, hat man z=0 und ¢ =0 zu setzen.
Aus Gl. (11) ersieht man sofort, daB die Abszisse der Schnittpunkte nur
Te o=+ (12)

lauten kann, da Gl. (11) nur in den singuliren Randpunkten des Streifens
erfillt ist. Abb. 33 zeigt die Grenzlinien fir ¢ = 5, 6,58, 6,8, 7,0 und
10 kg/ecm? bei einer Griindungstiefe ¢ = 200 cm. Die iibrigen Angaben
sind die gleichen wie fiir die Oberflichenbelastung, nédmlich @, = 45°,
9 = 0,0015 kg/em?3, 2b = 100 cm. Die Belastung ¢ = 6,58 kg/cm? ent-
spricht einem gegebenen Werte von 2zmax = 100 cm. Die Gleichung fiir
Zmax lautet analog mit (8):

Zmax = % {cotg @ — (—;i — (pr>} — 1. (13)
In Abb. 34 ist der besondere Fall des plastischen Gebietes gezeichnet,
wo sich die beiden bis
dahin getrennten plasti- '
schen Bereiche gerade be-
rithren; dies tritt ungefahr
fir eine Belastung von
6,89 kg/cm? ein; von die-
sem Augenblicke an gibt
es eine innere und eine ga
dullere Begrenzungslinie des
plastischen Bereiches. Die
innere Linie schliefit zu-
sammen mit der Griin- -
dungssohle den elastischen |
Kern ein.

t=200cm

l=7 y

=.7r Fa

“ =0,0015 Kgfem”®

- . Abb. 34. Bildung des geschlossenen elastischen
Die beiden zuletzt ge- Kernes unter einer in der Tiefe t=200cm
nannten Abb. 33 und 34 wirkenden gleichméBigen Streifenlast.

geben auch die plasti-

schen Bereiche fiir die Oberflichenbelastung eines bindigen Bodens,
dessen Koh#sion oder Druckiquivalent der Konsistenzform p; gleich
yt=0,0015 X 200 = 0,30 kg/cm® und dessen innere Reibung ¢, = 45°
ist. Diese Formen der plastischen Gebiete zeigen eine gute Ubereinstim.-
mung mit den plastischen Erscheinungen bei festen Korpern (Eisen,
Paraffin) unter Stempeleindriicken. Man vergleiche die Abb. Nr. 272,
274, 276 und 277 in dem bekannten Buche von Nadai [28] iiber den
bildsamen Zustand der Werkstoffe.

Die Abb. 31 und 32 erinnern an die Ergebnisse der Berechnungen
von Prandtl [22] betreffend die plastischen Bereiche unter Stempel-
driicken des speziell-plastischen Korpers. In diesem Zusammenhang
sei auch auf die Untersuchungen von Sachs [26] verwiesen.

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 6
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32. Die gleichmiiflig belastete Kreisfliiche.

Die allgemeine Behandlung dieses Belastungsfalles sto8t selbst
unter den besonderen Voraussetzungen iiber die Ruhedruckziffer ({ = 1)
und die Ordnungszahl der Spannungsverteilung (v = 3) auf bedeutende
analytische Schwierigkeiten. Jedoch 1483t sich die Betrachtung iiber die
plastischen Erscheinungen fiir die Punkte der Symmetrieachse des
resultierenden Kraftfeldes aus Eigengewicht und Auflast ¢ noch leicht
durchfithren. Der Zweck dieser Berechnung besteht darin, die Hohe des
elastischen Kernes und die Dicke des plastischen Gebietes in der Last-
flachenachse zu bestimmen.

Das Eigengewichtsfeld ist durch die Gleichungen
= 13
Oz,9g =Y (z +1) } (1)

O‘h,g:é.y (Z+t)

gekennzeichnet, wobei ¢ die Griindungstiefe und z die Tiefe des betreffen-
den Punktes unter der Lastfliche bedeutet.

Die gleichméBige Belastung ¢ der Kreisflache mit dem Durchmesser
2 7y ruft nach dem Prinzip der geradlinigen Kraftausbreitung laut Ab-
schnitt VI, G1. 20 — (7) und Gl. 20 — (9) in einem Achspunkte die folgenden
Hauptspannungen hervor:

0y = ¢ (1 — cos” a)

1§ 2

e Ve A\ (2)
Oy = 03_?qlf_~2—~— 1}_2rcos1 a - cos’ aJ}

Die FlieBbedingung Gl. 27 — (2) ergibt fiir das resultierende Feld (in der
Lastflachenachse)

y —3

q{v_z +?(‘17_v—2) cos“’“ga——%cos“a}—l—'y(z—i—t) 1—0) =

y—1

1 v . 1
=2k{pk—{— 54 L}_2 S r—3) cos’ 2oz——?cos”oz -

+ 37 e+ L+, 3)

wobei z = r, cotg a; die einzige Unbekannte in dieser Gleichung: a be-
deutet den halben Offnungswinkel des geraden Kreiskegels, dessen Spitze
der betrachtete Achspunkt und dessen Grundfliche die Lastfliche ist.
Es ist klar, daB die Losung dieser Gleichung nur mit konkreten Zahlen
moglich ist. Wir kommen auf diesen Gegenstand noch unter Ziffer 43
zuriick.
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X. Der Beginn des Flieflvorganges.
33. Die kritische Randbelastung.

Im vorhergehenden Abschnitt wurden fiir einige einfache Belastungs-
falle die Grenzflachen des plastischen Gebietes bestimmt. Es wurde dabei
angenommen, daBl die vor Eintreten plastischer Erscheinungen herr-
schende Spannungsverteilung, gekennzeichnet durch die Ordnungszahl »,
auch weiter bestehen bleibe. Dies ist in Wirklichkeit nicht der Fall. Aus
Versuchen ist bekannt, daBl durch das seitliche Ausweichen der Kérner
einer Schiittung unter der Lastfliche eine Konzentration der lotrechten
Normalspannungen ¢,, also eine Erhohung von » eintritt. Welchen Wert »
annimmt, hingt von der GroBe der Lastflache, oder, was dasselbe ist,
von der Lastintensitit g, ab. Fiir eine von Null zunehmende gleichférmig
verteilte Belastung ¢, einer in der Tiefe ¢ gelegenen Lastflache nimmt der
Konzentrationsfaktor » von ungefahr 3 mit wachsender Belastung bis
ungeféhr 6 zu. (Siehe Abschnitt XTIT.) Wenn man daher die Grenzfliche
des plastischen Bereiches mit einem konstanten Wert, z. B. v = 3, be-
stimmt, so ist das Ergebnis nur fiir die ersten Phasen der plastischen
Erscheinungen zutreffend. Jedoch ist gerade der Beginn der Bildung
plastischer Bereiche fiir die Anwendungen unserer Betrachtung auf
den Grundbau von allergroBter Bedeutung. Das seitliche Ausweichen
des Bodens unter einem Grundbaukérper, welches identisch ist mit dem
Entstehen und dem Wachsen von FlieBbereichen (Gebieten von Gleich-
gewichtsstorung) ist die Veranlassung des Auftretens bleibender Setzungen,
die man im Grindungswesen moglichst zu vermeiden trachtet. Da jede
Bodenart auch bei verhinderter Seitenausdehnung bleibende, bei der
erstmaligen Belastung nicht zu umgehende Forminderungen aufweist,
sollen jene bleibende Senkungen, die durch seitliches Ausweichen des
Bodens (FlieBen) entstehen, plastische Setzungen genannt werden.

Im folgenden wollen wir jene gleichméBige Belastung einer streifen-
férmigen Lastfliche bestimmen, fiir welche der Inhalt des FlieBbereiches
gerade Null ist.

Zu diesem Zwecke gehen wir auf Gl. 31—(13) zuriick, welche die
Hochstordinate des plastischen Gebietes einer Streifenbelastung ¢, in
der Griindungstiefe ¢ angibt:

Zmax = ;q;— {cotg @pr— <%~ %)} -—t. 1)

Wenn der Inhalt dieses plastischen Bereiches Null werden soll, dann
mul zmax verschwinden. Fithren wir die Bedingung zpmax = 0 in (1)
ein und lsen die Gleichung nach g, auf, dann erhalten wir die kritische

Randbelastung: ayt )

n 2
cotg @, — (—2‘ "‘%‘)

4, R =

6%
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t ... die Grindungstiefe;

y ... das Raumgewicht des Bodens iiber der Griindungssohle;

@, ... den Winkel der inneren Reibung des Bodens unter der Griindungs-
sohle

bedeuten.

Diese Gleichung gilt unabhéngig von der Streifenbreite 2 6. Sie
wurde auf Grund des zweidimensionalen Spannungsproblems gewonnen.
Da sie jedoch jenen Augenblick der plastischen Erscheinungen betrifft,
in welchem das plastische Gebiet als unendlich klein angesehen werden
kann, gilt sie ebenso fiir kreisformige wie fiir streifenformige Lastflichen;
sie gilt unabhéngig vom Flichendurchmesser, daher ist sie auch fiir
elliptische oder rechteckige Lastflaichen anwendbar. Selbst wenn die
als gleichméBig vorausgesetzte Belastung g; p diesen Wert nur am Rande
der Lastfliche besitzt und nach innen stetig zu- oder abnimmt, fithrt
die Berechnung auf dasselbe Ergebnis. Deshalb wurde ¢; p als kritische
Randbelastung bezeichnet.

Das Raumgewicht y des Bodens iiber der Griindungssohle hingt
von dem wahren spezifischen Gewicht o, der Kérner der Schiittung, ferner
von dem Porenvolumen n der Raumeinheit und schlieflich vom spezifi-
schen Gewicht y, der die Poren erfiillenden Flissigkeit ab; es ist:

: = (yg—7rp) 1 —mn). (3)
Mit diesem Ausdruck lautet die kritische Randbelastung fir

lose Massen wie folgt:
n(yg—yp (L —mn)t

9t r = - 4)
cotg ¢, — (% —%)
Handelt es sich um bindige Béden mit einem Werte p;, des Druckiquiva-
lentes der Konsistenzform, dann kann man sich statt des Druckes y t,
der in dem Niveau der Griindungssohle herrscht, den Gesamtdruck
(yt+ p;) denken, da wir von einem Eigengewichtsfeld mit der Ruhe-
druckziffer { = 1 ausgegangen sind.

Die kritische Randbelastung fir bindige Béden lautet

daher: n{(yg —vp) (1 —n)t+ vy}

9tr= po {5)
cotg @, — (—2~ - %)
Wihrend Gl. (4) im Sonderfalle { = 0 auf ¢y » = 0 fiihrt, was bedeutet,
daf} an der Oberfliche einer Schiittung selbst die geringste Belastung

FlieBerscheinungen hervorruft, liefert Gl. (5) in diesem Falle:

op— TP (5a)
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Die plastischen Gebiete fiir Oberflichenbelastung von Schiittungen
sind in Abb. 31 und 32 dargestellt; sie unterscheiden sich wesentlich von
jenen der bindigen Boden bei Belastung an der Oberfléiche; letztere sind
in Abb. 33 und 34 veranschaulicht. Die plastischen Gebiete von an
ihrer Oberfliche ortlich belasteten bindigen Boden sind
im Anfangsstadium identisch mit den FlieBbereichen loser

Massen, die in einer Grindungstiefe t:%fc— belastet werden

und dieselbe innere Reibung ¢, besitzen, wie die betrachteten
bindigen Boden.

Gl. (5) und (5a) gelten fiir rasche Lastaufbringung, wie diese bei
Probebelastungen iiblich sind; auch bei der Herstellung von Bauwerken
auf Tonlagern kann man im allgemeinen von rascher Lastaufbringung
sprechen, da die Bauzeit nur einen geringen Teil der oft Jahrzehnte lang
wihrenden Setzungsperiode solcher Grundbaukorper ausmacht.

Es bereitet keinerlei Schwierigkeiten, die kritische Randbelastung
fiir bindige Boden auch fiir langsame Lastaufbringung, d. h. fiir die Zeit
T = co zu entwickeln ; jedoch hat eine solche Beziehung keinen besonderen
praktischen Wert; die Zahlen ¢; p 7—. sind naturgemaf viel groBer
als die Werte ¢, p 7o fiir rasche Lastaufbringung.

Auf die praktische Bedeutung der kritischen Randbelastung als
Anhaltspunkt fiir die sogenannte zuladssige Bodenpressung soll im Ab-
schnitt XIV naher eingegangen werden.

Bisher wurde nur von den Grenzflichen des plastischen Gebietes
in der Nihe ortlicher Belastungen des Halbraumes (Oberfliache oder Tiefe t)
gesprochen. Im vorliegenden Abschnitt wurde jener Belastung das
Hauptaugenmerk zugewendet, bei welcher die plastischen Vorgénge
eben beginnen. Nun drangt sich die Frage nach der Gréfie der Spannungen
innerhalb der Grenzflichen des plastischen Gebietes auf. Hier gilt die
FlieBbedingung, die (im Falle des ebenen Problemes) eine Beziehung
zwischen den Hauptspannungen ¢,, o5 und den Stoffkonstanten darstellt.
Es liegen also zwei Unbekannte vor, die sich aus einer Gleichung allein
nicht berechnen lassen. Da der Zusammenhang zwischen Spannung und
Forménderung im plastischen Gebiet nicht bekannt ist, kann hier nur der
Versuch einige Einsicht gewéhren. Wenn man daher auf dem Versuchs-
wege eine der beiden Hauptspannungen, z. B. ¢,, bestimmen kann, dann
ist die andere, ¢,, infolge der FlieBbedingung gegeben. Aus diesem Grunde
ist die Messung von Spannungen in Schiittungen von auBerordentlicher
Wichtigkeit. Auf diese Verhéltnisse soll im Abschnitt XIIT ndher ein-
gegangen werden.
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XI. Das elastische Verhalten der Boden.

34. Der mit der Tiefe zunehmende Elastizititsmodul.

Wihrend wir bei der Berechnung von Briicken- und Hochbauten
von der Annahme ausgehen diirfen, daBl die Konstruktionsteile unter
der Einwirkung duBerer Lasten rein elastische Forminderungen erleiden,
wobei die Spannung in linearen Spannungszustinden der spezifischen
Verlangerung bzw. Verkiirzung verhéltnisgleich ist (E = konst.), miissen
wir bei den elastischen Erscheinungen, die o6rtliche Belastungen im

TA - 2( Pz o)

(2 +2)

L /:’€=0
4

Abb. 35. Zusammenhang zwischen Porenziffer und Druck beim einachsigen
Verformungszustand einer Bodenprobe.

Baugrunde (Halbraum) hervorrufen, zwei wichtige Erfahrungstatsachen
im Auge behalten:

a) Der Elastizitdtsmodul ist im allgemeinen nicht konstant;
b) die elastischen Zusammendriickungen sind im allgemeinen von
bleibenden Zusammendriickungen begleitet.

Die erstgenannte Tatsache konnte aus den Versuchen von A. Féppl
im Jahre 1897 [7] geschlossen werden; b) ergibt sich bei jeder Probe-
belastung eines Baugrundes und wurde fir Sande und Tone eingehend
von v. Terzaghi[25] bewiesen.

Unter Ziffer 2 (Einleitung) wurde die Beziehung mitgeteilt, die
zwischen der Porenziffer ¢ eines in seiner seitlichen Ausdehnung ver-
hinderten, auf Druck beanspruchten Bodenprismas und der Druck-
spannung p besteht, wenn nur reversible Formédnderungen beriicksichtigt
werden: '

e=— I+ ) +C. (1)
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Die GroBen A4, p, und C sind Festwerte fiir eine bestimmte Sand-
oder Tongattung. Die durch Gl. (1) gegebene Kurve (Druck-Porenziffer-
diagramm) wurde von v. Terzaghi, ihrem Urheber, die ,,Schwellkurve
fiir Tone und Sande® genannt. Die drei Festwerte koénnen durch drei
Beobachtungen des Wertepaares (e, p) bestimmt werden.

Die Bedeutung der einzelnen in (1) vorkommenden Groflen geht aus
Abb. 35 deutlich hervor. In diesem Schaubild ist angenommen, daf
po > 1 ist; die diesem ,,Anfangsdruck® entsprechende ,,Anfangsporen-
ziffer’ ist g, Sie ist gegeben durch:

1
eoz—Ilnpo—i—O. (1a)
Denkt man sich den Gesamtdruck (p, -+ p) auf die Einheit herabgesetzt,
dann wird die Porenziffer e —C (1b)
otp=1= "

Die Konstante C ist daher die Porenziffer fiir den Gesamt-
druck Eins. Fragt man nach dem Drucke (p;+ p.—,) =g, fiir
welchen der Porenraum verschwindet, dann erhalt man aus (1)

1
Z‘l" (Po + Pe—o) =C

oder q = eAC. (le)
Durch Differentiation von (1) nach p ergibt sich:
de 1. 1
el B d
dp 4 p+po (1)
oder, wenn man (p + p,) wieder auf Eins bringt:
de 1
<-61_17>p+po=1 T4 (1e)

Die Konstante 4 ist also die Kotangente der Kurvenneigung
im Punkte mit der Porenziffer C. (4 = cotga.)
Durch Subtraktion der Gl. (1a) von (1) erhdlt man:

— 1 b :
8—8‘{”’2“(% + 1>, (2)
worin die Konstante C nicht mehr vorkommt.
Um zu dem Begriff des Elastizitdtsmoduls zu gelangen, brauchen

wir noch die Dehnungsinderung als Funktion der Porenziffer. Letztere
ist definitionsgemaB:

& =

n €
Tp—y oder "= (3)

wobei » das Porenvolumen der Raumeinheit bedeutet.
Wie man leicht einsieht, ist die Dehnungsénderung:

da de
de=—-=11¢
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und damit der Elastizitatsmodul:

—_4p _ dp :
E__W__(1+8)W' (4)
Gl. (1) liefert durch Differentiation:
de 1 1
e R e 1d
dp 4 p+po (1)

Dies gibt zusammen mit (4) und (2):

E—AQ+9@+m=A4{1+a—5n(l+1)p+p). @)

Bisher befinden wir uns in strenger Ubereinstimmung mit den Ver-
suchsergebnissen. Um die rechnerische Erfassung der elastischen FEr-
scheinungen in Boden etwas zu vereinfachen, wollen wir die Annahme
machen, dafl fiir die Porenziffer ¢ innerhalb der in der Baupraxis auf-
tretenden Druckspannungsgrenzen ein konstanter Mittelwert e, ein-
gefithrt werden darf. Wir setzen daher

1 .

Al4e) = (5)

wobei @ eine Elastizitatskonstante darstellt und erhalten einen einfachen
Ausdruck fiir den Elastizitdatsmodul E, fiir Baugrund:

B, =21k, (©)

Zur Uberpriifung der soeben gemachten Annahme der Konstanz der

Porenziffer ¢ wollen wir ein Beispiel mit besonderen, aus Versuchs-

ergebnissen stammenden Zahlen durchrechnen.

Wir denken uns die dem Halbraum erfiillende Masse nur durch die

Eigengewichtsspannungen beansprucht und berechnen den Elastizitéts-

modul einmal nach der strengen empirischen Gleichung (4a), das andere

Mal nach der einfachen Gleichung (6) mit unverinderlich angenommener
Porenziffer.

Anfangsporenziffer ¢, =’—§—, Konstanten: 4 =100, p,= 1,5 kg/cm?,
1 . ] . .
0= A e — 0,006. Die Druckspannung o ist durch die Be-

ziehung p = y 2, worin y das Raumgewicht und z die Tiefe unter der
Oberfliche bedeutet, gegeben. Mit y = 0,0015 kg/cm? erhiilt man folgende

Zahlen: 2 =0 667 1333.... 6667 cm
p=20 1 2 ... 10kg/cm?
E nach GI. (4a):
250 415 581.... 1895

E nach Gl. (6):
250 417 583.... 1917

bR
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Hieraus ersieht man, dall der Unterschied zwischen dem strengen Elastizi-
tatsmodul Gl. (4a) und dem angendherten, Gl. (6), fiir cinen nur seinem
Eigengewicht unterworfenen Boden sehr gering ist, und daB Gl. (6) daher
eine zulissige Naherung fiir den Elastizitdtsmodul darstellt.

Setzt man in (6) allgemein

p=0,+7% (7)
wobei ¢, die durch eine ortliche Belastung des Halbraumes hervorgerufene
lotrechte Normalspannung bezeichnet, dann geht (6) iiber in:

B, — %Y P (8)

w
und durch Vernachlissigung von o, gegeniiber (yz -+ pg)

B, — Z_Z_%:J’o_. 9)

Diese letzte Formulierung, wonach der Elastizitdtsmodul geradlinig
mit der Tiefe zunimmt, ist um so zuldssiger, je kleiner ¢, im Verhiltnis
zu (y 2z 4 p,) ist, also je weiter sich der betrachtete Punkt von der Last-
stelle befindet. Die Konstante p, stellt die ,,Anfangsspannung‘‘ dar und
ist bei bindigen Boden durch das Druckiquivalent p, der Konsistenz-
form zu ersetzen. Ist p;,sehr groB, dann spielt das Glied y z keine wesentliche
Rolle und (9) geht in das Hookesche Gesetz iiber:

B, = E= 2% — xonst. (10)

w

Daraus ergibt sich, daf fiir bindige Boden mit grofien Werten von p,
die Ergebnisse der mathematischen Elastizititstheorie (Boussinesq,

Michell) anwendbar sind.
Ist hingegen die Konstante p, sehr klein, so daB man ihren Wert
gegeniiber y z vernachldssigen darf, dann erhilt man ein anderes Extrem:
B, =T~ (11)

w

welches sich dadurch auszeichnet, daB der Elastizitdatsmodul an der
Oberfliche des Halbraumes Null ist und linear mit der Tiefe zunimmt.

Alle Vereinfachungen des strengen empirischen Elastizititsgesetzes
(4a) lassen sich auch auf die mit den elastischen Form#nderungen bei
verhinderter seitlicher Ausdehnung verbundenen Gesamtsetzungen an-
wenden. Man kommt dann zu dem Begriff des Zusammendriickungs-
moduls M, fiir Baugrund, der durch die Gleichung

. P+ Dy
@ar

gegeben ist. Wenn man daher anstatt der Werte p, und o die Konstanten
Py und wy, beniitzt, dann erhilt man statt der elastischen die Gesamt-

M, (12)
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setzungen, jedoch stets unter der Voraussetzung, dafl die seitliche Aus-
dehnung der belasteten Masse verhindert ist.

Die folgenden, unter Ziffer 36 ausgefiihrten Berechnungen der elasti-
schen Setzungen gelten daher auch sinngemif fiir die Gesamtsetzungen
bei seitlich verhinderter Ausdehnung. Man hat nur die entsprechenden
Festwerte p,;r und w5 anstatt py und o einzufithren.

35. EinfluB des elastischen Verhaltens einer Bodenart auf die
Ordnungszahl der Spannungsverteilung.

Aus dem empirisch festgestellten elastischen Verhalten der Sande
und Tone haben wir unter Ziffer 3¢ unter Beniitzung gewisser Verein-
fachungen zwei Elastizitatsgesetze hergeleitet:

E=Pr_ konst., (1)
w

welches fiir bindige Boden mit hohen Werten von p; verwendet werden
kann und mit dem Hookeschen Gesetz identisch ist.

Ferner:

2
B =12, (2)

das fir kleine p,-Werte gilt und fiir lose Massen in Betracht kommt.

Diese beiden einfachsten Elastizitatsgesetze wollen wir dazu ver-
wenden, um den EinfluBl des elastischen Verhaltens auf die Ordnungs-
zahl (Konzentrationsfaktor) » der Spannungsverteilung zu untersuchen.

Fassen wir die Belastung des Halbraumes durch eine lotrechte
Einzellast P ins Auge und kehren zu Abb. 4 zuriick. Wir stellen den
Ausdruck fiir die Forménderungsarbeit A fiir den Teil der zwischen den
Halbkugelflichen r, und r, befindlichen Masse auf. Der Spannungs-
zustand war linear und durch die Gleichung

o, = 21],11:-2' cos”’ 29 (3)
gegeben.
Der Ausdruck fir die Forménderungsarbeit lautet:
-
f— Lo
A= 3 g 7, av. 4)
0

Setzen wir E,= E nach Gl (1), dV=dF .dr=2xmrsinddd und
beriicksichtigen wir, daBl z = r cos ¥, dann ergibt sich:

T
2
1 )2 P2
A4 = —2— S%}W pik COS2’U 4'29 sin ’0 Cl’l? dr. (5)
3
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Nach Ausfiihrung der Integration erhilt man:

P o {1 1} v (5)

G n T nl @ T
Um nun zu erfahren, welcher Wert von » den Ausdruck A nach (5a)
zu einem Kleinstwert macht, hat man

dA
7, =0 (6)
zu setzen.
Die Differentiation liefert:
y= 3. (7)
Ferner ist:
2
(%;21)1:3 0. (®)

Hieraus folgt, daB die Spannungsverteilung »= 3 sich nur
dann einstellen kann, wenn das Elastizitdtsgesetz (1), also
das Hookesche Gesetz, fiir die Masse des Halbraumes giiltig
ist.

Beniitzt man die Gl. (2), also den mit der Tiefe linear zunehmenden
Elastizititsmodul, dann lautet die Forminderungsarbeit:

/r1 7y 1?:—72—
2
:—LS 2 v P —ai—clt cos??—3 9§ sin 9 d9I. 9)
r=r 4=0
Die Integration ergibt:
P2 w1 1 y 2
—sxy [ e @ e T 1o
Gl. (6) fiihrt auf:
' y=4. (11)
Auch hier ist:
d*A
( d’/2>y:4> O‘ (12)

Die Spannungsverteilung y =4 ist nur moglich, wenn die
den Halbraum erfiilllende Masse einen mit der Tiefe linear
zunehmenden Elastizitdtsmodul besitzt.

Der Einflufl des elastischen Verhaltens der den Halbraum erfiillen-
den Masse ist also an sich nicht bedeutend. Dadurch, da E,, anstatt
unveranderlich zu bleiben, mit der Tiefe linear zunimmt, wird die Ord-
nungszahl », die wir in Ziffer 10 als statisch unbestimmte Grofie
bezeichnet haben, von 3 auf 4 erhéht. Die Hochstspannung unter der

Last P in der Tiefe ¢ steigt dadurch nach Tabelle I von auf

3 P
27 12
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%%, also um 331/;9;. In der Ableitung von Gl (11) war vorausgesetzt,

daB E, an der Oberfliche mit dem Werte Null beginne; im allgemeinen
wird das nicht zutreffen, wenn auch p, sehr klein sein kann. In diesem
Falle kann die entstehende Spannungsverteilung den Faktor 4 nicht
erreichen und wird durch 3 < » <C 4 charakterisiert sein. Die Spannungs-
erhohung in der Wirkungslinie der Last bleibt dann unter 33%/,%*.

36. Elastische Senkungen in besonderen Belastungsfillen.

a) Die elastische Senkung eines Punktes der Oberfliche des
Halbraumes in der Néihe einer lotrechten Einzellast P.

Die elastische Setzung w, eines Punktes des Halbraumes in der
Tiefe z bei unbehinderter Seitenausdehnung ist bestimmt durch:

w, = §8 dz, (1)

worin ¢ die Zusammendriickung der Tiefeneinheit bedeutet, die zu der
lotrechten Normalspannung o, des betreffenden Punktes und zum
Elastizitdtsmodul E; in folgender Beziehung steht:

o,=¢ k. (2)
Der Elastizitdtsmodul E’b lautet nach Gl 34 —(9):

B, =2tk (3)

w

Fafit man Gl. (1) bis (3) zusammen, dann wird:

z
§ s,
= Q) —_
Vve+
Nach 15 — (5) lautet die lotrechte Normalspannung ¢, im Abstande
von einer Last P in einem Punkte mit den Polarkoordinaten (r, 9):
vP 1

0= 5w 2 cos” ¢ sin? 9. (5)

(4)

(Siehe auch Abb. 8.) Fiihrt man diesen Wert von ¢, in Gl. (4) ein und
vernachlissigt man vorlaufig den Wert p, gegentiber y z, so ergibt sich:

1

0=
w % -~ S os”—lﬁ sind dd. (6}
=

er & 27 wZ

* Biehe Anhang, zu XI, 35.
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Die Ausfithrung der Integration liefert:

w o — P o1 (7)
eT " 2m y x?’
woraus folgt, dall die Einsenkung der Oberflache in der Umgebung einer
Einzellast P unabhéngig ist von der Ordnungszahl der Spannungs-
verteilung, wenn die Konstante p, des Elastizitédtsgesetzes als sehr klein
angesehen wird.

Falls p, gegeniiber y z nicht vernachlassigt werden darf, 148t sich
die Integration nicht mehr fir den allgemeinen Wert » der Ordnungs-
zahl durchfiithren, sondern man muBl dieser GréBe bestimmte Werte
zuordnen. ‘

Fiir v = 3 erhilt man:

2
3P o S cosdddd

9n @ | ywcotgd gy (8)

We, 2, v=3 =

U=0
Fithrt man % = tg a ein, dann ergibt die Integration:
3P w1
wn,x,v:?,:W?;gCOS“[h + Iyl 9)
wobei:
I,=sin2 a[2 (sin a 4 cos a) + lntg%tg (%—%ﬂ —
— 2 cos 2 ¢ (sin o — cos a)
und:
. 4 . 1
I,= sm4a[———§ (sin® a + cos® ) — 5 intg %tg(—z——%) +
+ 2cosda {sina—~cosa—%(sin3a—cos3 a)}.
Fir py=0 wird a =0, I, = 2, 12——=———% und daher:
_ P o1
Youo= 97 3 a2’

ein Wert, der mit Gl. (7) tibereinstimmt.
Fiir ¥ = 4 lautet die elastische Senkung im Falle p; > 0:

z=0
2P w|costddd
Z=m

Setzt man % = ¢ und p—;: ¢, dann ist:

;2 at
T WE—TaE

cos? ¢ = 1iee
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und es wird: f=w
2P w 1 tdt
We vt =~ S?Tn—m an
i=o0
Die Integration durch Zerlegung in Teilbriiche liefert:
_ 2P o 1 1 34 7¢
we,m,v=4— p —)79521 8(1—[—62) +8(1+02)2+
(3¢5 —6¢e®—c) ctlnec
L e (12)
Fiir py = 0 wird ¢ = 0 und lim {¢* In ¢} = 0, daher bleibt in der Klammer:
¢=0
1 3 1
—'§+§ e und es wird
w o 1
& 9w y g’

in Ubereinstimmung mit Gl. (7).

b) Die elastische Senkung der Oberfliche des Halbraumes
in der Nahe einer linienférmigen Last ¢.

Nach Gl. 16 — (4) ist die lotrechte Normalspannung in einem Punkte
(@, 9) des Halbraumes, hervorgerufen durch ¢:

0, = f% cos” ¢ sin 9. (13)

Mit Gl. (4) unter Vernachlassigung von p, erhélt man:

Z=
;e,x = ?% %Sﬁ"ﬁﬂid (14)
= s d as
Es ist: z=xcotgd und dze=—2 sicn%‘}’ daher ~§— — smﬁcoﬁ
und: @
2
1—0_890:7—&—) g—geos"—‘ﬂdﬂ. (14 a)
t y w
0
Beriicksichtigen wir Gl. 11 — (6), dann wird:
— 1 @ g
we’w = ? y %. (l4:b)

Es ergibt sich also auch hier, daB die Forménderung der Oberfliche
unabhingig ist von der Ordnungszahl der Spannungsverteilung, wenn
p, als sehr klein gegeniiber y z angenommen werden darf.

Die Oberfliche wird durch eine linienférmige Last in diesem Falle
nach einer Hyperbel verformt.



Elastische Senkungen in besonderen Belastungsfillen.

95

Ist die Vernachlissigung von p, nicht angingig, dann erhalten

wir fiir v = 3:

Setzt man p“

We, 0, v=3 =

0
2 q w cos®? d
Tx oy cotgﬁ—}—tga) sind °
d

Die Auswertung des Integrals ergibt:
— 1 q .
We, , v=3 = —2‘%% cos a {(1 + 2sin%a) cos a +
+ isin3ozZnt:goc—«»g*sina].
7T T
Fir py = 0 wird tg o = 0 und mit dem Grenzwert:

lim {sin®alntgaj =0
a==0

geht Gl (16) iiber in Gl. (14b).
Fiir v = 4 folgt aus Gl. (4) und (13):
="
S Y costd do
cotgﬁ +tga)sind’

— 3 ¢ o
We, 2, v=4 4wy

wobei tg a = % bedeutet. Die Integration liefert:

We, x, v=4 = ey

(15)

(15a)

(16)

. 2 1 . \
%cosa{cos‘*a (sin a -+ cos a) (—3——I—§smacos a)-l—

4 . . . .
+ 5 cos® a sin a (sin® o — cos® a) +- 2 cos? a sin? a (sin® a + cos® a) —

. . 1 .
—4 cosasm?‘a[cosa——sma + -3~(sm3 a — cos? a)] -+
+ sinta [ln cotg% cotg (% — -g—) — (cos a 4+ sin a) —

——% (cos® @ 4 sin? a)] }

(18)

Fiir py=0 wird o = 0 und die Gl. (18) geht iiber in Gl. (14b); dabei

ist der Grenzwert

a
(lllin 151114 aln cotg - cotg ( — >} =0

zu beriicksichtigen.
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c) Die elastische Senkung des Mittelpunktes eines in der
Bodenoberfliche liegenden Kreises, dessen Umfang gleich-
méflig mit ¢ je Lingeneinheit belastet ist.

Die lotrechte Normalspannung eines Punktes der Lotrechten durch
den Mittelpunkt des Kreises mit dem Halbmesser 7, ist nach Gl. 10 — (7a):

2@
0, = 21»%972‘& ro d@ . cos” P = v—'(le@ cos" . (19)
0
. 1 1 . . .
Fiithrt man FEan) sin?§ ein, dann wird:
0
__rq V.9 i
0y = -~ o8 ? sin? 9. (19a)
0

Unter Vernachlassigung von p, gibt Gl (4):

w, — _ww_v“qi ‘cos” & sin? & dz (20)
Y T @
z=0
. dz ad
oder mit: — = — ﬁlﬂo?ﬂ—
k3
=%
W, = Li‘lgcosv—l & sin 9 d 9. (20a)
To ¥ .
=0
Die Ausfiihrung der Integration liefert:
w, = 4 @ (21)

o ¥
Die elastische Senkung des Mittelpunktes eines in der Oberfliche
des Halbraumes liegenden Kreises, dessen Umfang gleichférmig mit ¢
je Langeneinheit belastet ist, nimmt im selben MaBe ab, wie der Halb-
messer des Kreises wachst.
Der soeben behandelte Fall gibt einen interessanten Zusammenhang
mit der elastischen Senkung durch eine Einzellast im Abstand z. Setzt

man némlich die Umfangslast ¢.2r;n= P und fithrt ¢ = —2£—

7’0 T
Gl (21) ein, dann folgt:
_ P o 1
Ye=T3my et
Dies ist jedoch nichts anderes als Gl. (7), wenn man statt r, ... x setzt.

In Worten lautet dieses Ergebnis:

Die elastische Senkung, die eine Einzellast P auf die Punkte eines
Kreises ausiibt, der mit dem Angriffspunkt von P als Mittelpunkt in
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der Bodenoberfliche mit dem Halbmesser 7, beschrieben wird, ist genau
so groB, wie die elastische Senkung, die der Mittelpunkt erfihrt, wenn
die Last P gleichmaBig iiber den Umfang des Kreises verteilt wird.

Fiir den idealisierten Boden mit dem Elastizitdtsmodul E, = zc-j—

gilt demnach der ,,Satz iiber die Gegenseitigkeit der Verschiebungen‘
(Betti-Maxwell), der in der Statik der Baukonstruktionen bei der
Ableitung der ,,Elastizitatsgleichungen* fiir Tragwerke verwendet wird.

d) Die elastische Senkung der Mittellinie eines unendlich
langen, gleichmé&Big mit ¢, belasteten Streifens mit der
Breite 2b in der Griindungstiefe ¢.

Ordnungszahl: y = 4:

Setzt man in der ersten Gleichung der Gruppe 17— (7) 8, = f,
B1=—f, dann erhdlt man die lotrechte Normalspannung ¢, in einem
Achspunkte des Laststreifens:

_ 3 L 1
G, — g [smﬁ—-? sind . (22)

Fiir die Grindungstiefe ¢ lautet Gl. (4):

w, = _____ﬂ_k_
: Sw<z+t>+po 23)
Z2=0
oo _ B
Mit z=bocotg, dz= —b Sin? B und
1 T’o)

: tga = — ¢t -+~ 23
- om Fer
43

3 o [sin ﬂ——;; sind /3] ag
w,= 2y, d (231)
y (cotg B + tg a) sin? B
£=0
deren Integration liefert:
3
Wy =5 o frs (), (24)

worin :

fo—=4 (@) = cos a {(1 ———:13— cos? a) In cotg % cotg (% —%) —

—% (s‘ina— cos a)}A (24a)

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 7
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Ordnungszahl: » = 6:
Aus der ersten Gleichung der Gruppe 17 — (9) folgt mit f,=§,
ﬂl =—F 15 2 1
C.= 5 [sin B — 3 sin® B + — sin® ﬁ} (25)

und mit Hilfe von GIl. (23):

=%
[sm B — = s1n3 B —|~ sm” ﬂ} g
We = cotg B+ tga) sm2 )7} ’ (26)
F=o0
wobei:
1 .
tga=~b~<t—|—~1;—°>- (262)
Die Integration von (26) liefert:
15
w, =g if=o (@). (27)

Es ist:

fr—s (@) = cos a {(l — % cos?a + % cos?t a> In cotg% cotg (%——%) —
2 . 1
— 5 (sina—cosa) + Tg@(a)} (27a)

und:

® (a) = (sin a + cos a) [— 4 + 6 sin? a 4 sin a cos a + 8 sin? ¢ cos? a —
— 8 sin® ¢ cos® a 4 4 sin a cos a (sin a — cos a)] (— 1 — cos? a +

- sin a cos a cos 2 ). (27b)

e) Die elastische Senkung der Mittellinie eines unendlich
langen ,glockenformig” belasteten Streifens mit der Breite
2b in der Grindungstiefe i.

Ordnungszahl: v = 4:

Ersetzt man &hnlich wie in Ziffer 19 die auf die Streifenbreite 2 b
entfallende Last je Langeneinheit des Streifens durch eine Linienlast,
die in der Hohe z, iiber der Griindungssohle angreift, dann ist mit den
Bezeichnungen der Abb. 19, S. 43:

3
g=~ L costy. (28)
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Die Gesamtlast @ je Langeneinheit ergibt sich mit:

%,

Q= ?QScosz’ﬁdﬁ (29)

0

w

und nach Ausfithrung der Integration:

1 b? b
e
Die gedachte mittlere Belastung ist:
o= (30)
Daher wird mit Hilfe von (29a) die Linienlast:
3
_ (b + %) )?
q Qt(2b2+ 3z ) (31)
Aus (28) folgt gmax fiir & = 0:
3
3 ¢ _ (02 + 2%)* 9
‘Zmax—z—z;——?’%zo(%z_;r?,zz) (32)
und: 2ot
W =30 T 25 T B 83)

Gleichung (23) mit entsprechend geidnderten Integrationsgrenzen lautet:

2=
= G, dz
ue_wgyw(z—i—t) e (34)
=%
Aus (28) ergibt sich fiir & = 0 und r = 2:
— 34
o =31, (35)
Damit erhalten wir:
2=
— 3 o de
wﬁ:ZQTS———v—z(z—}—co)" (31a)
. =2,
worin ¢y =1+ % bedeutet.
Die Integration von (34a) ergibt:
I S N . (34 D)

b . . .
Setzt man noch c—g: ¢ und z; = 3 wobei & ein noch zu bestimmen-
der Faktor ist, dann laBt sich schreiben:

_ (52 'g‘
3)

1
W=y e %%;ma+sn (340)

7*
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Driickt man auch gpax und ¢, durch & aus, dann lauten diese beiden
GroBen nach Gl. (32) und (33):

3
b1

241
Jmax =3 Qt%‘ga—)"T (32a)
und
1
qy = 3%& (B2r1) (28 +3)° (333')

Will man ¢, << 0,01 ¢; machen, dann hat man den Faktor & entsprechend
zu wihlen: z. B. ergibt & = 3,5:

g% = 0,0089 ¢,

qmax = 525 ¢q, }

und @ =0,993 ¢
Fithrt man den Faktor £ = 3,5, der nach dem vorstehenden gut brauch-
bar ist, in GL (34c¢) ein, dann folgt
3 w

(33b)

§\

L +350). (36)

Hierin ist:
— -,}(t + p") (362)
Ordnungszahl: y = 6:

Eine ganz analoge Betrachtung wie die vorhergehende fithrt auf
das Ergebnis:

B, = g g In(1 + 167 0), (37)
wobel
_ 1 Po
— 7(13—&— : ) (37a)
Die Glockenform ist in diesem Falle durch die Werte:
% =001 ¢,
Imax= 3,12 ¢, (37b)
Q =099%g¢q ]
festgelegt.

f) Die elastische Senkung des Mittelpunktes einer gleich-
méBig mit ¢; belasteten Kreisflaiche vom Halbmesser ry in
der Grindungstiefe i.

Ordnungszahl: v = 4:

Die lotrechte Normalspannung o, eines Achspunktes der Kreisfliche
lautet nach Gl 20 — (7):

0, = ¢, (1 — cos* a). (38)
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Beniitzt man Gl. (23), dann wird:
Z=m
- S(l——cos‘* a) dz
e RO

z=0

Setzt man?z; ={, dz = ryd_,

wobei:

F (o) = 1+C {2 +e) Lae(l +302)—4(1+202)lnc},

Ordnungszahl: » = 6:

101

(39)

(39a)

(39b)

(40)

(40a)

Ganz analog lauten die hier in Betracht kommenden Gleichungen:

0, = ¢; (1 —cos® a),

Z=w®
. (1—cosb a) dz
Yo = @d) i+ o

z=\U
o 582(34'4+3:2+1)dz
o=, b T EFCFe

wobel

=3 )

Nach Ausfithrung der in (42a) angedeuteten Integration wird:

1
weZW%th(c)y
worin:
1
F(c):v—(-- 15 o) l4( + ) B3—bct+5e%) 4+

+me(3+10+15¢%) —16 (1 + 3¢ + 3 ¢f) Inc).

(41)

(42)

(42a)

(42b)

(43)

(43a)
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g) Die elastische Senkung des Mittelpunktes einer ,glocken-
formig“ belasteten Kreisflaiche vom Halbmesser r, in der
Griindungstiefe t.

Denkt man sich den Sohldruck der kreisférmigen Lastfliche durch
eine Kraft P hervorgebracht, die im Abstand z, iiber der Sohlmitte an-
greift (Abb. 20, S. 53), dann lautet die Sohlspannung ¢ im Abstand ¢ von
der Achse nach Tabelle I, Abschnitt IV fir die Ordnungszahl v = 4:

q= 72”12 cost 9. (44)
Der Sohldruck ergibt sich aus
g):‘lfv Q=79
Q=\ \|qedpde. (45)
p=0 =0
as 1

Mit g = 25tg 9, do=

= —zlz cos? und nach Ausfiihrung
0
der Integration wird:

0 cosd 12

Q = Pl — costdy). (453)
Setzt man z, = é— o, dann 1aBt sich schreiben:
1

LaBt man einen Unterschied zwischen @ und P von 19, zu, dann hat
man £ = 3 zu wihlen. Damit erhilt man:

Q=099 P. (45¢)

Nun kann die ,,Glockenform‘‘ der Sohldruckverteilung bestimmt werden.
Aus Gl. (44) erhilt man gmax, wenn man 7 = z, und ¢ = 0 setzt:

2P
Imax = 5. (46)
: 1 1 P °
Mit 2= g To="g 7 und T g, wird:
max = 18 ¢;. (46a)

Ebenso rechnet sich ¢, aus (44), wenn man 72 = 22 4 r? und & =9,
macht; so erhilt man:
2P

9= 1 47)
77yt (1 + ?2») (1 + £2)2
und mit &= 3: g, = 0,018 g,. (47a)
Die elastische Senkung des Mittelpunktes der Kreisfliche ergibt sich aus:
Z2=L
o, dz

S L — 4

e wSV(z+t)+po )

z2=0
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P .
Man hat zu setzen: o,= :21—22 und erhdlt mit ¢y =1 —}—%9—

2=
2P w dz
z2=2,

Die Integration ergibt mit Beriicksichtigung von P=g¢,r?w, ry=£%,

¢
und ¢ = 70—, also:

() =1 ﬁ) 48 b
c 7‘0< -+ Y ( )
we=2%gt%{c§——ln(l+05)}. (48¢)
Fiir &£ = 8 wird: 1
we:2%qt?{3c——ln (1 + 309)]. (484)
e
Gl (36)37) GL(48)d,(52)a,

Gl.(24),27)

Gl (90), (43).

7

7] o

Abb. 36. Abhingigkeit der elasti- Abb. 37. Abhingigkeit der elasti-
schen Senkung einer Streifenlast von  schen Senkung einer kreisférmigen
der Streifenbreite. Lastflaiche vom Durchmesser.

Ordnungszahl: y = 6:

Die Ableitung ist der vorhergehenden vollkommen &hnlich; die
entsprechenden Gleichungen lauten:

1
=7t — e (49)
Q= 0,992 P. (49a)
Die Glockenform ist bestimmt durch:

Fiir £ = 2 erhélt man:

Imax = 12 ¢, l

g =00192q, |
1 po)

= — |t £ 51

kann die gesuchte elastische Senkung des Kreismittelpunktes wie folgt
geschrieben werden:

(50)
Mit der Abkiirzung

we=35 g g o E— DL+ 8) 52)
und fir £ = 2: o 1

we:37qt07{20_l" 1+ 20)}. (52a)
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In Abb. 36 ist die Abhingigkeit der elastischen Senkung der streifen-
formigen Lastflache von der Streifenbreite b und in Abb. 37 die elastische
Senkung der kreisférmigen Lastfliche in Abhéngigkeit von deren Halb-
messer r, graphisch dargestellt.

Man ersieht aus diesen beiden Schaubildern, da8 unter Zugrunde-
legung des Elastizitatsgesetzes Gl. (3) die elastische Senkung bei gleich-
bleibender Lastverteilung und mittlerer Belastung ¢, bzw. ¢, nicht im
selben MafBe wie Streifenbreite bzw. Lastflichenhalbmesser, sondern
langsamer als diese Abmessungen der Griindungssohle zunehmen.

Vernachldssigt man, wie dies bei bindigen Btden manchmal zu-
lassig ist, den EinfluB des Eigengewichtes, dann gilt anstatt Gl. (2)
und (3): oD (53)

w
In diesem Falle sind die bekannten Ergebnisse der strengen Boussinesq-
schen Theorie verwendbar. Fiir den unendlich langen Laststreifen er-
héilt man dann w, = oo, worauf Boussinesq in seinem Buche [3] bereits.
aufmerksam gemacht hat.

Dieses Paradoxon wurde ausfithrlich von van Iterson [31] be-
handelt. Hier gentigt es, darauf hinzuweisen, daf fiir die unendlich
lange, streifenférmige Lastfliche bei bindigen Boden der Eigengewichts-
einfluf nicht vernachldssigt werden darf; es gelten dann die im vor-
liegenden Abschnitt abgeleiteten Formeln (24), (27), (30) und (37) mit
Pe = P und ein Paradoxon tritt nicht auf. '

Fir die kreisférmige Lastfliche ergibt sich bei bindigen Boden
unter Vernachlassigung des Eigengewichtseinflusses das bekannte Re-
sultat der Boussinesqschen Theorie, daf die elastische Einsenkung
bei konstanter mittlerer Belastung ¢, proportional mit dem Lastflachen-
halbmesser zunimmt. Diese Beziehung ist, wie man aus dem oben Ge-
sagten ersieht, als eine brauchbare Nidherung anzusehen*.

h) Die Setzungen bei verhinderter Seitenausdehnung mit
Beriicksichtigung des Einflusses der ortlichen Spannun-
gen ¢, auf die Verdnderlichkeit des Elastizitdtsmoduls.

Unter a bis g wurden fiir besondere Belastungsfille geschlossene
Formeln der elastischen Senkung bei verhinderter Seitenausdehnung
hergeleitet, die auf das Forménderungsgesetz

By ="%TP (3)

w

bzw. nach Gl. 34 — (12): y2+ Dy

Dy

p =

basiert waren.

* Siehe Anhang, zu XI, 36.
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Dieses. Forménderungsgesetz wurde aus einer N#éherung der von
v. Terzaghi gefundenen Beziehung Gl. 34 — (1) abgeleitet und ist
besonders dadurch gekennzeichnet, dal der Einfluf} der von der duBeren
Belastung herrithrenden Bodenspannungen ¢, auf den Elastizitits-
bzw. Zusammendriickungsmodul vernachlassigt wurde. Verzichtet man
auf die Entwicklung geschlossener Formeln und geht man zur tabellari-
schen Integration iiber, dann kann man den mit ¢, verdnderlichen Elasti-
zitits- (Zusammendriickungs-) Modul nach Gl. 34 — (8) verwenden:

Eb — 0z+72+170.

[0
Im Falle bindiger Boden hat man p, durch das Druckiquivalent p,
der Konsistenzform zu ersetzen. Bezeichnen wir die Zusammendriickung
der Tiefeneinheit (also nicht die Porenziffer!) mit &, dann ist:

do,
de

By =—

und die Zusammendriickung der Tiefeneinheit an der Stelle, wo die
Spannung o, herrscht:

do,
SZ_SEb + C.

Setzt man £, nach Gl. 34 — (8) ein, dann wird:

do,
8_—°°Saz+yz+pk +¢

und die Integration ergibt, falls p, als Festwert angesehen werden darf:

e=—wl(o,+yz+ py +C. (54)
Fiir die Spannung o, =0, also vor Aufbringung der Belastung war:
gg=—wln(yz+ p) + C. (54a)

Eliminiert man die Konstante C aus (54), so erhilt man:
— e g Ot vet e -
Ae=¢y—e=wln Vit (55)

Die Setzung w, ergibt sich aus der Summierung aller Ausdriicke A¢ . 4z,
wobei Az den kleinen Abstand zweier Punkte einer Lotrechten bedeutet,
in welcher w, festgestellt werden soll.

Beriicksichtigt man noch, dafl die Lastfliche in der Grindungstiefe ¢

liegt, dann hat man in (55) das Symbol z durch (¢ -+ 2) zu ersetzen und
gelangt so zu der Formel:

O, +y(+2)+ pp
w_wZZn R Az,
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Werden die natiirlichen Logarithmen der Ausdriicke unter dem Summen-
zeichen fir die Stellen

0, 1, 2 ... J7 2N 7

mit g, @y, Gy ovvns Gy v v e v a,

bezeichnet und die Abstande simtlich gleich Az gewahlt, dann nimmt
der Ausdruck fiir w, die Form an:

we‘nzw.Az{a";al + al—;—ag 4+ ..+ a'"—lz-‘——a"}

10

oder

=w. Az{ Zau %o t%}, (56)

0

worin o, +v(t+z) + Py
a, = In =t z®
‘ y (& +2,) + Pr

(56a)

bedeutet. Da man die Summierung niemals bis in unendliche Tiefe fort-

filhren kann, empfiehlt es sich der Setzung w, \Mzz ein Restglied hin-

zuzufiigen, welches man leicht dadurch gewinnt, daB man von der
Stelle z,_, an den Einflu von o, der dort bereits verschwindend ist,
vernachlissigt; allgemein lautet das Restglied:

¥

EX)

(14 t+z>+m)dz‘

=Zn

R=ow

® (/3

Da nun o, gegeniiber y (¢ + 2) + p;, verschwindet, kann man mit Bertick-
sichtigung der unendlichen Reihe:

Az (e
In (1 + Aw) = Aw— 425 9%

wobei — 1 < Az < 1 gilt, schreiben:

x

o, dz
— N T — 57
B “Sy(t+z)+pk &7

“n
Diese Beziehung ist identisch mit Gl. 36 — (4), auf welche samtliche Be-
rechnungen unter a bis g aufgebaut sind. Die dort entwickelten Formeln
konnen daher simtlich fiir die Aufstellung des Restgliedes der Setzung
nach der tabellarischen Integration Verwendung finden.
FaBt man Gl (56) und (57) zusammen, dann lautet die allgemeine
Formel fiir die Berechnung einer Setzung im Halbraum bei verhinderter
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Seitenausdehnung, also wenn die kritische Randbelastung nicht iiber-
schritten wird:

-2}

uw=n
' 1 o,dz
w, = [Zaﬂ,———g (o + %)} Az + S m"zz—)ﬁ; , (98)
=1 zn
wobei %,
— 1 Y ——
Pu ln( T3 (t+zlu)+pk>

Durch Vernachldssigung von o, gegeniiber einem hohen Werte von p,
und durch Nullsetzen des Raumgewichtes: ¥ = 0 kommt man auf:

Z=®

w

We = S o, dz, (59)
2=0

eine Beziehung, die aus Gl. (53) unmittelbar hervorgeht.

An Hand der Gl. (58) 1aBt sich der Einflu8 des Zeitfaktors auf die
Setzungserscheinungen bindiger Boéden erkennen. Herrscht in dem
den Halbraum erfiillenden, luftfreien, bindigen Boden die Kohésion p,
und besitzt dieser Boden eine sehr geringe Durchlassigkeit, dann wirkt
(siehe [43]) nach Aufbringung einer értlichen Belastung die Spannung o,
nicht auf die feste Phase des Bodens, sondern auf die die Poren erfiillende
Fliissigkeit; diese Spannung verursacht die von v. Terzaghi erforschten
hydrodynamischen Erscheinungen in bindigen Béden. Gl. (58) gibt,
da ¢, nicht auf die feste Phase des Bodens wirkt, die Senkung Null.
Voraussetzung ist, wie oben erwihnt, daB der Sohldruck in der Last-
flache die kritische Randbelastung nicht iiberschreitet.

Nach Verlauf eines gewissen Zeitabschnittes, also eines Teiles der
ganzen Setzungsdauer, hat der Ausgleich der hydrodynamischen Span-
nungserscheinungen begonnen und ein Bruchteil von ¢, wirkt dann auf

die feste Phase des Bodens. Ist dieser Teil beispielsweise —110— 0, dann
148t sich die entsprechende Teilsetzung w, , aus Gl (58) berechnen.
Durch den teilweisen Spannungsausgleich hat sich p, auf p; + %O'Z
erhoht und der Ausdruck g, fiir diesen ersten Abschnitt lautet:

1

10 %o

a[_lylzln 1+

1 (58a)
y(t+2) +pk+ﬁ0-2,,u

Das Integral in (58) wird nur im Zahler beeinflufit, da in groBerer Tiefe o,
gegeniiber p, sehr klein ist; um so mehr kann dort Tlo—o'z gegeniiber p,
vernachlassigt werden. Nach Verlauf eines weiteren Zeitabschnittes sei

ein zweites Zehntel von o, auf die feste Phase iibergegangen, so daB die
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hydrodynamische Spannung nur mehr 0,8 ¢, betragt. Gl (58) kann
nun wieder angewendet werden. Das Glied g, lautet jetzt:

1
10 %au

dyygzln l+ 3
y(t+z)+pk+T(TGz,y,

(58b)

Das Restglied gibt genau denselben Setzungsbeitrag wie im ersten Zeit-
abschnitt, ndmlich

N

1
10 %%
Y (t+2) + pg
zn

Wie man durch Vergleich von (58a) und (58b) sieht, ist die Setzung
im zweiten Zeitabschnitt kleiner als im ersten. Da nun das Abstromen
des Porenwassers aus Gebieten hoheren hydrostatischen Druckes nach
solchen von niedrigerem Druck selbst wieder von der Hohe des jeweiligen
Stromungsdruckes abhéngt, ist es erklarlich, dall die Zeitabschnitte,

die einer Abnahme —1—16 o, entsprechen, stets langer werden. Die Rechnung

mit Hilfe der Gl (58) 14Bt sich auf dieselbe Weise fortsetzen, bis der
hydrostatische Uberdruck auf 0,1 ¢, und schlieBlich auf Null gesunken
ist: in diesem Augenblicke ist der hydrodynamische Spannungsausgleich
vollzogen, die Setzungsdauer (in unserem Beispiel die Summe der 10 stets
zunehmenden Zeitabschnitte) ist abgelaufen. Unsere Rechnung liefert
wohl die stets kleiner werdenden Teilsetzungen, sie enthélt jedoch keine
Aussage iiber die Lénge der Zeitabschnitte, in denen der

hydrostatische Uberdruck um TIO_ o, sinkt, also auch nichts iiber die

Setzungsdauer. Um auch die Setzungszeiten zu bestimmen, wire es
erforderlich, den Durchlissigkeitskoeffizienten des Bodens, eine ebenfalls
verdnderliche Grofle, in die Rechnung einzufithren, wovon im Rahmen
dieses Leitfadens abgesehen werden moge. In vielen praktischen Féllen
wird man sich damit begniigen, festzustellen, welche Gesamtsetzung
fiir eine Grindung auf einem bindigen Boden iiberhaupt zu gewéartigen
ist und die Frage, ob diese Setzung in 10 oder in 100 Jahren auftritt,
durch Schitzungen zu beantworten suchen.

Was die Bodenkonstante w betrifft, die nach Gl. 34 — (5) von
der mittleren Porenziffer abhéngig ist, so kann diese fiir die 10 Rechnungs-
abschnitte, falls notig, mit Hilfe der mittleren Porenziffer ¢, siehe
Gl. 34 — (1), jeweils korrigiert werden. Die Zahl der Setzungsabschnitte
kann je nach der verlangten Genauigkeit der Rechnung héher oder niedri-
ger gewahlt werden.
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XII. Einflufl der plastischen Erscheinungen auf die
Setzung einer Lastfliche.
37. Die Diskontinuitit im plastischen Gebiet.

Unter Ziffer 29, Abschnitt IX, wurden die Grenzflichen der Flief3-
bereiche fiir eine auf die Halbraumoberfliche wirkende lotrechte Einzel-
last P auf Grund der allgemeinen Mohrschen FlieBbedingung bestimmt.

Fiir den Fall einer losen Masse, also fiir p, = 0, gelangten wir zu
dem Ergebnis:

v—3

3 N —
o 3 1 1—Fk
r = cos ﬂ'l/éTvT— (1)

als Polargleichung des Meridians der Grenzfliche.
(1) fiihrt im Sonderfall » = 4 mit ¢,y = ——~ auf:

2P
3 ——
P 1—k
Pry = l/_"’? cos ——, (la)
wobei k& = sin ¢, bedeutet. Wihlen wir den Winkel der inneren Reibung
@, = 30°, dann wird k= %, l;k =1 und
3 S
P
Tv=¢, k=0, = oy cos?. (1b)
Nun wollen wir im Falle y = 4 mit Hilfe des Elastizititsgesetzes:
B, =12 (2)

die elastischen Forménderungen untersuchen, die eine lotrechte Einzel-
last P im Halbraume erzeugt, um zu einer anderen Deutung des , Flie-
bereiches”“ oder ,,Gebietes der Gleichgewichtsstorung“ zu gelangen.

Wie wir in Abschnitt XTI, Gl. 35 — (11) gesehen haben, fiihrte der
mit der Tiefe linear zunehmende Elastizitdtsmodul, Gl. (2), auf die Span-
nungsverteilung v = 4, die also mit dem angenommenen -elastischen
Verhalten des Stoffes, Gl. (2), vertraglich ist.

Die elastische, polar gerichtete Verschiebung eines Punktes mit
den Koordinaten r, ¢ lautet:

9= ®
We, 9 = 88 d e = S%gdg, (3)
o=7r r v

wobei die Seitenausdehnung unbehindert angenommen wurde.
Die polar gerichtete Normalspannung ist fiir v = 4:
o, = 2P cos2d. (4)

702

<
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|

Fiithrt man diesen Wert in (3) ein, beriicksichtigt (2) und cos & =

dann liefert die Integration von (3):

)

<

W, 9= nl; —(;i cos?. (5)

Da lose Massen nur dort Zugspannungen aufnehmen konnen, wo diese
durch schon vorhandene, z. B. durch Eigengewicht verursachte Druck-
spannungen kompensiert werden, muBl durch die polar gerichteten Ver-
schiebungen w, 4 in unmittelbarer Néhe der Last P, wo die Eigen-
gewichtsspannungen noch gering sind, Diskontinuitét der Masse entstehen:
die vom Angriffspunkt der Last P ausgehenden Kugelsektoren mit den
Fahrstrahlen ¢ als Achsen werden in der Nédhe von P voneinander ge-
trennt. Die Trennung geht so weit, bis die vorhandenen Eigengewichts-
driicke imstande sind, ihr Auftreten zu verhindern.

Um die Liange r des Fahrstrahles, wo dies stattfindet, zu berechnen,
beachten wir, daB ein Bogenelement des Halbkreises r durch die polare
Verschiebung w, » eine Dehnung in tangentialer Richtung

g = ot (6)
erfahren miite, damit eine Diskontinuitit in der Masse vermieden wiirde.

Die durch ¢, mit Beriicksichtigung des Elastizitatsmoduls K, nach (2)
geweckte Zugspannung wire:

P
o‘tzEb.etzﬁzcosﬁ. . (7)

o, kann nur dort entstehen, wo die Eigengewichtsdruckspannung sie
kompensiert.

In einer Tiefe z ist bei Annahme einer Ruhedruckziffer { = 1 die
tangentiale Eigengewichtsdruckspannung

O, =7z (8)
Die Gleichsetzung der Ausdriicke (7) und (8):
0y = Oy 9)
liefert: 5 p
r = l/— cos . (10)
7y

Dieses Ergebnis ist aber nichts anderes als Gl. (1b). Wahrend wir bei
der Ableitung von (1b) eine Gleichgewichtsstérung durch Gleitflichen-
bildung (¢, = 30°) voraussetzen, ist (10) auf die Annahme eines Trennungs-
bruches basiert:

Der Diskontinuititsbereich Gl (10) ist identisch mit
dem FlieBbereich Gl. (1b).

Wenn auch die vollkommene Ubereinstimmung der beiden Ge-
biete nur fiir ¢, = 30° gilt, so ist die aus diesem Vergleiche abgeleitete
SchluBfolgerung dennoch wertvoll. Uberdies hat eine Anderung von ¢,
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keinen groBien Einflufl auf die Ausdehnung des FlieBbereiches. Setzt man

z. B. @, = 40°, dann tritt auf der rechten Seite von Gl. (1b) der Faktor

3 _

’/ 1%6?‘;(3&% = 0,822 hinzu; fiir den viel kleineren Reibungswinkel
Y

@, = 20° lautet derselbe l/lg—??;gﬂ = 1,244.

Die durch Trennung der Kugelsektoren im FlieBbereich entstehenden
strahlenférmigen kleinen R#ume werden im Falle einer losen Masse
von den Kornern derselben sofort ausge-
filllt, wodurch natirlich eine gewisse
Setzung entsteht. Wir wollen diese die
plastische Setzung nennen. In dem
oben betrachteten Fall einer Einzellast P
miiBte die Lastangriffsstelle durch eine e/, Y
kleine Kugel 7, von der Berechnung aus- F7T7 (- 2%
geschlossen werden, um die plastische Ver- I
schiebung in jeder beliebigen Richtung & :
zu ermitteln. Wir wollen uns auf die plas- |l Tp— 2

l

S

|
|
|

I

tische Verschiebung in lotrechter Richtung,
also auf die eigentliche plastische Set- ]
zung beschréinken und diese fiir eine strei- _I.J;o//f.l—
fenférmige und fiir eine kreisférmige Last- l €

fliche bestimmen. Die theoretischen Falle Abb.38.Zusammenhang zwi-
der Linienlast ¢ und der Einzellast P schen den Abmessungen des
sollen hier iibergangen werden; ihre Be. [Iliefibereiches und der plas-
handlung ist ibrigens sehr einfach. tischen Senkung.

38. Die plastische Setzung der streifenformigen Lastfléiche.

In den Abb. 31 bis 34* ist die Entwicklung des FlieBbereiches unter
einer streifenformigen Lastfliche fiir die Ordnungszahl v = 3 mit kon-
kreten Werten aller vorkommenden GroSen veranschaulicht. Die beiden
anfénglich getrennten plastischen Teile flieBen erst bei einer Belastung
¢o = 2,26 kg/em? ineinander. Von diesem Augenblicke an, in welchem
ein elastischer Kern zustande gekommen ist, kann man erst von einer
plastischen Setzung in der Streifenachse sprechen. Es sei (Abb. 38):

h, ... die Hohe des elastischen Kerns;

h, ... die Hohe des plastischen Gebietes;

d, ... die Dicke des plastischen Gebietes oder ,,plastische Strecke®;

w, ... die Gesamtsetzung des tiefsten Punktes des elastischen Kernes
(elastisch + bleibend) bei verhinderter Seitenausdehnung;

w, ... die gesuchte plastische Setzung.

* 8. 78—8l.
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Der in Abb. 38 schraffierte Raum AV besitze senkrecht zur Bild-
ebene die Ausdehnung y; er 148t sich angenahert als Unterschied zweier
abgestumpfter Keile wie folgt rechnen:

AV =y @y —w) {2+ (1456 )— 2 —1},
AV:y%wc. (1)

Beim Ausfiillen dieses Raumes infolge seitlichen Ausweichens des Bodens
entsteht eine Senkung w,, wobei

2yw,=A4V (2)
sein mubB.
Aus (1) und (2) folgt:
w, = %—dm W, (3)

Da bei steigender Belastung die plastische Strecke d, wichst und gleich-
zeitig die Hohe des elastischen Kernes abnimmt, d, im Zahler von w,,
h, jedoch im Nenner vorkommt, bewirken beide Faktoren ein Anwachsen
der plastischen Setzung.

Zahlenbeispiel fiir die Berechnung der plastischen Setzung einer
streifenformigen Lastfliche.

Wir wiahlen wie in Ziffer 31 die Streifenbreite 2 b = 100 cm, die
Griindungstiefe ¢ = 0, das Raumgewicht der losen Masse y = 0,0015
kg/ecm?, die innere Reibung @, = 45°, die Ordnungszahl der Spannungs-
verteilung ¥ = 3 und die Ruhedruckziffer { = 1. Da der elastische Kern
erst bei einer Belastung von ¢, = 2,26 kg/cm? geschlossen ist, wihlen
wir fiir die Berechnung der plastischen Setzung die folgenden viel hoheren
Werte:

go=14, 8 und 16kg/cm?
Das kritische Hauptspannungsverhdltnis ist nach Gl 28 — (5):

1 4 sin ¢, — 575
1—sing, 7

Mkrit. =

Die Formel fiir das einer Belastung g, entsprechende Hauptspannungs-
verhaltnis in der Streifenachse lautet mit Hilfe von Gl. 31 — (3):

_ go(2f+sin2p)fayz
"= g @p—sin2f) +aye’ @

f=arctg % (5)

Hierin ist:

Fiir Werte von g, > 2,26 kg/em? gibt es stets zwei Werte von f, fiir
welche # = ngt. wird. Diese beiden Werte 8, und §, miissen fiir jede
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der Belastungen 4, 8 und 16 kg/cm? aufgesucht werden. Aus Gl. (5)
ergibt sich dann:
25 s, = h, = bcotg B \

I (6)
und 2p— g, = hp= b cotg B,

Die plastische Strecke d, ist dann durch:

d:n:h:o—he:b(COtgﬁu_COtgﬁO) (7)
bestimmt.
Die Ergebnisse dieser Berechnung sind folgende:

qo ke hp dp “p Yp
kg/cm? cm cm cm We We, 4

4 67 167 100 0,75 0,75
8 60 250 190 1,58 3,16
16 60 375 315 2,51 10,04

In der letzten Spalte ist das Ver- 76
haltnis der plastischen Setzung w, ¢
zur Gesamtsetzung w, bei verhin- A
derter seitlicher Ausdehnung fiir
go = 4 kg/em? eingetragen. Diese Zah-
len, die man mit Riicksicht auf die
verhédltnisgleiche Zunahme von w, mit
der Belastung g, erhélt, sind in Abb. 39
eingetragen.

39. Die plastische Setzung der
kreisformigen Lastfldche.

Ganz analog wie beim Laststreifen | »
bildet sich im Falle der Belastung der
Oberflache einer losen Masse zundchst
bei geringer Belastung ¢, in der Néhe
des Lastflichenrandes ein ringférmi- |
ger Bereich, innerhalb dessen die FlieB3- %
bedingung fiir lose Massen zu Recht
besteht. Durch Erhchung von g, ver- Abb. 39. Senkung des gleich-

. . . . miafBig belasteten Streifens und
groB.ert sich der Rauminhalt des Flie§3- der Kreisfliche bei gleicher Ein-
bereiches sowohl nach aulen als auch heitspressung.
nach innen, d. h. nach der Lastflichen-
achsezu. Fiir einen gewissen Wert von g, wird der Kleinstabstand der Punkte
an der Innenseite der Umdrehungsfliche von der Achse gleich Null.
In diesem Augenblick hat sich ein geschlossener elastischer Kern ge-

73,86

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 8
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bildet, dessen tiefster Punkt zugleich der &AuBeren Begrenzungsfliche
des FlieBbereiches angehért (Abb. 34, S. 81).

Erhoht man die Belastung ¢, der Kreisfliche noch weiter, dann
verkleinert sich der elastische Kern und es gibt eine innere und eine
davon getrennte duBere Begrenzungsfliche des plastischen Teiles, die,
wenn es sich um eine Belastung ¢, in einer gewissen Tiefe unter der Ober-
fliche handelt, den Umfang der Lastfliche gemeinsam haben (Abb. 33).
Es gibt dann zwei Punkte in der Lastflachenachse, in denen die FlieB-
bedingung erfiillt ist oder, was dasselbe bedeutet, in denen das Haupt-
spannungsverhaltnis n gleich ny,t. geworden ist. Der obere dieser beiden
Punkte bestimmt 4,, die Hohe des elastischen Kernes, der untere %, die
Hohe des FlieBbereiches bis zur Lastfliche (Griindungssohle).

Der Zusammenhang der plastischen Setzung w, mit den GroBen &,
h, und w,, d. i. die Gesamtsetzung bei verhinderter Seitenausdehnung &,
(elastisch - bleibend), kann nidherungsweise wie folgt ermittelt werden.

Der in Abb. 38 schraffierte Raum AV errechnet sich als Unterschied
der Rauminhalte zweier Kegelstumpfe:

2
AV =gy —w) {35 + 2 (14 5¢) +

w,\2  hy? h
+(1+-,f>-— 7 ——”.1—1}. (1)
Durch Vernachlissigung von w, gegeniiber d, und der Glieder mit w2
erhélt man:

by w,
AV =34, Z_‘;’ (1a)
Dieses Volumen mufl durch die plastische Setzung w, gedeckt werden:
AV = w, (1 + 7;:—)276 2)

Wird auch hier% gegeniiber der Einheit vernachldssigt, dann liefert
(la) mit (2): ’

w, =+ i;;j’;ﬂ_ w,. 3)
Die plastische Setzung beim raumlichen Problem ist also sehr stark von
dem Verhéaltnis der Hohe des elastischen Kernes zur Hohe des plastischen
Gebietes abhiangig. Sie wéachst proportional mit dem Verh‘al‘oniscz—“’ und

iiberdies mit dem Verhaltnis —}%. Beim ebenen Problem 38— (3) wéchst
die plastische Setzung, abgesehen von w, nur mit dem Verh&ltnis
2 allein.

Zahlenbeispiel fir die Berechnung der plastischen Setzung einer
kreisformigen Lastfliche.
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Wie unter 38 soll auch hier angenommen werden: 27, = 100 cm,
=0, y=0,0015kg/em?, ¢,=45° »=3 und {= 1. Die plastische
Setzung w, soll fir ¢,= 4, 8 und 16 kg/cm? bestimmt werden.

Das Hauptspannungsverhiltnis » fiir einen Achspunkt in der Tiefe
z = r, cotg a lautet nach Gl 20— (7) und 20 —(9a):

" — go (1—cos?a) +yz )

3 1 ’
d (l——-gcosa +—2A cos3a> +yz
Hierin ist ”
a = arc tg 7“ (5)
Das kritische Hauptspannungsverhéltnis ist: nye. = 5,75.
Fiir jede Belastung g, die grofler ist als jene, bei welcher der elastische

Kern sich schlieft, gibt es zwei Werte von a, aus denen die GroBSen #,
und 4, berechnet werden konnen:

Za—a, = h, = 14 cOtg 0, } ©)
Za—a, = hy =79 CObg 0,
Die plastische Strecke d, ist bestimmt durch:
d,=h,— h, = 1y (cotg a, — cotg a). (7)
Rechnungsergebnisse :
do hg hyp dy Wy Wp
kg/cm? cm cm cm Nw—e— We, 4
4 57,5 105,0 47,5 0,50 0,50
8 55,0 145,0 90,0 1,44 2,88
16 55,0 207,0 152,0 3,47 13,88

Die Zahlen der letzten Spalte sind in das Schaubild Abb. 39 einge-
tragen. Der Vergleich des Verlaufes der Last-Setzungslinie fiir Streifen-
und Kreisflachenlast (Streifenbreite = Kreisdurchmesser) lehrt, daf§ fiir
kleine Sohldriicke g, der Laststreifen tiefer einsinkt als die Kreisflichen-
last; fiir groBere Sohldriicke kehrt sich dieses Verhéltnis jedoch um, so
daf3 man fiir den Streifen eine hohere ,,Grenzlast® erhilt als fiir den Kreis.
Dieses Frgebnis steht im Einklang mit sorgfaltig durchgefiithrten Ver-
suchen von v. Terzaghi [43] mit verschiedenen Sanden.

40. Einflufl der plastischen Erscheinungen auf die Setzung einer
kreisformigen Lastfliiche mit verinderlichem Durchmesser bei kon-
stantem Sohldruck.

In Abschnitt X1, Ziffer 36, f., wurde die elastische Senkung des
Mittelpunktes einer gleichméBig belasteten Kreisfliche vom Durchmesser
2 7y in der Griindungstiefe ¢ bei konstantem Sohldruck behandelt. Das

8%
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ﬁ;}_ﬁl{os die Ergebnisse gelten

ebenso fiir die Gesamtsenkung, wenn man statt E, einen Zusammen-

driickungsmodul M, :%_pﬁ einfiihrt. Die Voraussetzung fiir die
big

Ableitung dieser Senkungen lautete, daB die seitliche Ausdehnung des
Bodens unter der Lastfliche verhindert war. Dies ist praktisch gleich-
bedeutend mit der Forderung, dal keine FlieBerscheinungen auftreten.
In Abschnitt X wurde gezeigt, daB auch die geringste Oberflichen-
belastung einer losen Masse schon plastische Vorginge verursacht. Ist
jedoch die Belastung klein, dann beschrianken sich die FlieBerscheinungen
auf den Rand der Lastfliche und spielen in Fillen grofler Lastflichen-
durchmesser fiir die Senkung des Mittelpunktes keine bedeutende Rolle.
Fiir kleine Sohldriicke und groBe Lastflichendurchmesser kann man die
Tiefe zmax des FlieBbereiches nidherungsweise nach der Formel:

Zmax = {Ootg @r— (—725 — %)} (1)

beniitzte Elastizititsgesetz lautete F, =

berechnen.

Diese Tiefe wéchst also verhéltnisgleich mit der Belastung, ist jedoch
fiir grole Lastflichen vom Durchmesser unabhéngig. Wird die Lastflache
kleiner, dann gilt (1) nicht mehr, weil diese Beziechung aus dem ebenen
Problem hergeleitet wurde. Fir das zentrisch-symmetrische Spannungs-
problem 143t sich die Grofe des FlieBgebietes in einfacher Weise nur fiir
die Symmetrieachse bestimmen. Dies geniigt jedoch fiir unsere Zwecke.
Wir wollen seitliches Ausweichen des Bodens als verhindert betrachten,
solange der FlieBbereich die Lastflichenachse nicht erreicht hat. Ven
diesem Augenblicke an treten plastische Setzungen im Mittelpunkte
der Lastflache ein. Unter Ziffer 39 wurde ein Zahlenbeispiel behandelt,
wobei die Lastfliche mit 1,0 m Durchmesser angenommen wurde. Der
Mittelpunkt dieser Platte zeigte bei g, = 4 kg/cm? bereits plastische
Setzungen. Wir wollen nun diesen Sohldruck konstant lassen und den
Durchmesser variieren. Die erste Frage, die sich hier aufdréngt, ist die
nach der GroBe der Kreisfléche, fiir welche der Mittelpunkt keine plastische
Setzung mehr erleidet. Das Hauptspannungsverhiltnis in der Lastachse
148t sich nach GIl. 39 — (4) wie folgt schreiben:

" — go (1 — cos® a) + prycotga

(2)

4 (1—%005(1 + ; cos® a) + yrycotga

Fir ¢y = 4 kg/em? muB %max = Niie, = 5,75 sein; der Wert von 7,
der auf nmax = 5,75 fiihrt, 148t sich nur durch eine Niherungsrechnung
finden, indem man fiir verschiedene Annahmen von r, jeweils nyax auf-
sucht. In der folgenden Tabelle VI sind die Hauptspannungsverhiltnisse
7 in Achspunkten verschiedener Tiefe fiir einen Lastflichenhalbmesser
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r="T5, 70, 60, 50 und 40 cm, nach GIl. (2) ausgerechnet, zusammen-
gestellt.
. Tabelle VI.
Hauptspannungsverhéltnisse » in der Lastflichenachse fiir verschiedene
Halbmesser 7, bei der Spannungsverteilung » = 3, y = 0,0015 kg/em?,
@ = 45% ny . = 5,75.

« im Gradmaf3:
90 | a5 | a0 | 3 | 30 \ 25 | 20 ‘ 15
Ty 1IN CmM n

75 1 4,74 ‘ 5,33 ’ 569 | 542 | . .

70 1 4,76 | 5,43 | 5,92 5,63 .

60 1 4,87 . 5,61 6,25 6,09 4,97 .

50 1 4,95 ‘ 5,80 6,60 ‘ 6,50 5,60 3,90

40 1 509 | 6,04 | 7,11 | 7,40 | 6,37 | 4,51

Die Hohe h, des elastischen Kernes, die Hohe des plastischen Be-
reiches h,, die plastische Strecke d,= h,—h, ergeben sich aus den
n-Kurven dadurch, daB man sie mit %y, = 5,75 zum Schnitt bringt.
Gl. 39— (3) liefert dann das Verhiltnis %‘1. Die betreffenden Zahlen

lauten wie folgt: ’

Ty = 70 60 50 40 cm
ke — 91 74: 57,5 45 39
hy,— 114 114 105 93
d,= 23 40 47,5 8,
R 0,106 0,277 0,500 0,735

Um zu einem Schaubild der plastischen und elastischen Setzungen w,
und w, zu kommen, hat man noch die Setzungen w, bei verhinderter
Seitenausdehnung des Bodens zu berechnen.

GL 34 — (12) des Zusammendriickungsmoduls M, lautete:

P+ Py

Dy

My, = 3)
py und w, sind Bodenkonstante; p setzt sich aus der lotrechten
Normalspannung ¢, und der Eigengewichtsspannung ¢, = y 2 zusammen.

p=0,+ 7, 4)

Die Grofie py; kann bei losen Massen oft vernachlissigt werden, so daf
der Modul M, die Form:

o,+ vz

——

M, =

(3a)

M
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annimmt. Man hat demnach nur mehr eine einzige Bodenkonstante zu
beriicksichtigen, die aus dem Druck-Porenzifferdiagramm der betreffenden
Bodenart gewonnen wird; nach Gl. 34 — (5) ist:

Wy == ?1—_’:—87"—), (5)
wobei a ein Mafl der Verdichtungsfahigkeit und e, einen Mittelwert der
Porenziffer in dem in Betracht kommenden Druckintervall bedeutet.
Will man den Einflul von

! o, auf den Modul M, nicht ver-

e 1 | 7 nachléssigen, dann kann man keine

R v e o

niitzen und man ist genotigt, zur
tabellarischen Integration seine
Zuflucht zu nehmen. Es gibt je-
doch noch eine Moglichkeit, mit
Hilfe geschlossener Integration zu
geniigend genauen Werten der
Setzung w, zu gelangen, wenn man

: fir die Aufstellung des Elastizitéts-

! ‘ bzw. des Zusammendriickungs-
/ / z I moduls nach Abb. 40 zwei Tiefen-

strecken unterscheidet, und zwar
Abb. 40. Angeniherte Senkung einer vyon z=— 0 bis z= 2z, wo der Ein-

gleichmaBig belasteten Kreisfliche bei i ; -
verhinderter Seitenausdehnung unter fluff des Bigengewichtes sehr ge

Beriicksichtigung des Einflules der lot- ring ist, und von z= 1z, bis z = oo,

rechten Normalspannung o, auf die Wo die Eigengewichtsspannung den

GroBe des Zusammendriickungs- EinfluB der von der &ufBleren Be-

moduls. lastung g, herriihrenden lotrechten
Normalspannung iiberwiegt.

Im oberen Teil 0 < z < 2, kann man dann Gl. (3 a) wie folgt schreiben:

%, (6)

M

M:

b1 w

Im unteren Teil z; < z < oo hingegen lautet M;:

M, ,="2Z (7)

b 2 w}[

Die Tiefe 2, ist bestimmt durch die Gleichheit der beiden Spannungen
o, und o,:

0y, =V %1 (8)

Die Gesamtsetzung w,, worin der Zeiger e noch stets das Wort ,,elastisch*
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andeutet, die jedoch allgemein elastische und bleibende Setzungen bei
verhinderter seitlicher Ausdehnung bezeichnet, besteht aus zwei Teilen:

W, == W, 1 + We, 9 )
Wie in Abschnitt XTI ist dann:
z=2» 2=z z=1®
Oz o .
we=38dz:SMb'1dz—|—gMb.2d(.. (10)
z2=0 z=0 Z2=2

Mittels Gl. (6) und (7) und o, = ¢, (1 — cos® a) findet man nach ein-
facher Rechnung:

w, = wM{rocotg a, + —qyﬁ[l — cos al—ln(l — tg? f;-‘)

}. (11)

Hierin ist a, der zu z, gehorige Winkel: tga; = 29; er wird bestimmt
1

aus Gl. (8): qo (1 — cos® a;) = y 7, cotg a,. (8a)

Im allgemeinen ist der Wert «, sehr klein (12 bis 15°), weshalb in GL (11)
das letzte Glied . “
—lIn <l — tg? %) durch -+ tg? —2'17

ersetzt werden kann.
Gl (11) liefert beispielsweise mit der Konstanten wy = §éf)" die

wir aus einem Druck-Porenzifferschaubild nach Gl. (5) entnehmen miissen
fir g, = 4 kgfem?, y = 0,0015 kg/cm? folgende Zahlen:

re = 70 60 50 40 cm
Wy = 8,7 8,0 7,2 6,1 mm
Wee = 1,1 1,0 0,8 0,8 ,,
w, = 98 9,0 8,0 6,9

EE]

Mit diesen Ergebnissen und den oben errechneten Werten w, kann das
Schaubild der Gesamtsetzungen

w=w, + w, (12)
Abb. 41 konstruiert werden. Dasselbe gibt die Erklarung fiir die Last-
setzungsschaubilder mit gleichem Sohldruck ¢, und veranderlichem
Durchmesser der kreisférmigen Lastfliche, die von Kogler [44] und
PreB [39] in den letzten Jahren aufgenommen wurden. Eine rechnerische
Erfassung dieser Versuchsergebnisse hat Aichhorn [42] versucht.

Die plastischen Erscheinungen verindern den Verlauf der Schau-
linien vollkommen, wenn die Lastflichengréfie unter einen gewissen
Wert sinkt. Dieser hingt, wie wir gesehen haben, von verschiedenen
Faktoren ab: innere Reibung ¢,, Kohision p;, Eigengewicht des Bodens y
und Spannungsverteilung .
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Im oben durchgefithrten Beispiel wurde der Einfachheit halber

die Sohldruckverteilung gleichmaBig tiber die Lastfliche angenommen,

also so, wie sich dieselbe

k fir eine Membran (Fliis-

sigkeitsbehalter mit din-

nem Bodenblech) er-
geben wiirde.

Aus Abb. 41 geht
noch hervor, daB die
Setzungen w, bei klei-
ner werdendem Lastfla-
chenhalbmesser r, einen
Hochstwert  erreichen
und dann wieder absin-

70 =2+ 7%,

ken: fiir 7q=0 kann

/ i ncm die Gesamtse‘tzung na-
—-(o: . > turgeméaB keinen ande-
75— ren Wert haben als

Abb. 41. EinfluB der plastischen Setzung aut w=0. Wollte man ver-
das Lastsetzungsschaubild fiir konstante Boden- ladBliche Werte fiir sehr
pressung und verdnderliche LastflichengréBe. kleine Lastflichenhalb-
messer errechnen, dann
miifte man Laststufen von etwa !/, zul/, kg/cm? getrennt betrachten und
die Einsenkungen zur Berichtigung der Griindungstiefe (die anfangs Null
war) verwenden.
Hier sollte nur gezeigt werden, daB die Knickstellen in den Last-
Setzungslinien von Ko gler und Pref3 sich durch das Auftreten plastischer
Erscheinungen zwanglos erkliren lassen*.

XIII. Uberpriifung der Folgerungen aus dem Prinzipe
der geradlinigen Kraftausbreitung durch Vergleich
mit Versuchsergebnissen.

41. Die Versuche der Reihe ,,Steiner-Kick®.

Unter Ziffer 4 wurde eine Ubersicht der wichtigsten bodenmechani-
schen Versuche gegeben und unter 5 die allgemeinen Messungsergebnisse
mitgeteilt. Im folgenden soll nun auf die Messungen von lotrechten
Normalspannungen in kiinstlichen Sandschiittungen naher eingegangen
werden.

Die Hauptfrage, die uns hier beschiiftigen soll, lautet: Ist es moglich,
fiir alle Versuchsergebnisse der Versuchsreihe ,,Steiner-Kick®, obwohl

* Siehe Anhang, zu XII, 40.
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diese unter sehr verschiedenen Umstinden und mit verschiedenem
Material ausgefithrt wurden, ein angendhert richtiges Gesetz zu finden,
sozusagen: einen gemeinsamen Schliissel zur Beurteilung der
Spannungsverteilung in kiinstlichen Sandschiittungen nach
allen in den letzten 50 Jahren ausgefithrten Messungen?

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir uns vor Augen halten,
daB es sich hier praktisch um ein kohésionsloses Material (Sand, p, = 0)
handelt und daf} die Belastung vermittels mehr oder weniger starrer
Platten (Stempel) auf die Oberfliche der Schiittung einwirkte. Nach
Abschnitt IX, Ziffer 31, wissen wir, daBl fiir p, = 0 selbst die geringste
Belastung der Oberflache schon FlieBerscheinungen, d. i. Stérungen des
elastischen Gleichgewichtes in der unmittelbaren Umgebung der Laststelle
hervorruft. Wenn wir uns vorlaufig auf die Spannungsverhéltnisse in
der Lastflachenachse beschrinken, dann kénnen wir sagen, daBl nach
Eintritt der Flieferscheinungen plastisches Gleichgewicht nur hergestellt
werden kann, wenn die waagrechte Hauptspannung o, gegeniiber dem
Werte, der ihr durch das elastische Gleichgewicht zukdme, anwéchst,
damit das Hauptspannungsverhéltnis 4. = konst. nicht iiberschritten
wird. Es entstehen also durch die FlieBerscheinungen waagrechte Kraft-
systeme um den elastischen Kern herum, die auf den elastisch gebliebenen
Teil sicher ihre Wirkung ausiiben werden. Ferner erinnern wir uns an die
in 5 erwahnten Sohlreibungsspannungen, ebenfalls zentrisch symmetrische
waagrechte Kraftsysteme, die im selben Sinne wie die soeben genannten,
durch die Flievorgénge verursachten, seitlichen Krifte wirken.

Nun wurde in Abschnitt VII gezeigt, daBl derartige, auf den Boden
wirkende, nach der Mitte hin gerichtete Krifte die Ordnungszahl v der
Spannungsverteilung (den Konzentrationsfaktor) erhohen. Auch das
elastische Verhalten von Sand (der mit der Tiefe zunehmende Elastizitats-
modul) hat, wie wir unter Ziffer 35 (Abschnitt XT) gesehen haben, eine
Erhohung des Konzentrationsfaktors » von 3 auf 4 zur Folge.

Wiahrend also fiir elastisch-isotrope Koérper die lotrechten Normal-
spannungen der Spannungsverteilung v = 3 folgen, koénnen wir fiir
Oberfléchenbelastung kiinstlicher Schiittungen einen Wert von » er-
warten, der die Zahl 3 iiberschreitet. Die wirkliche Hohe von » muf
offenbar von dem Stadium abhéngen, in dem sich der FlieBvorgang
befindet. Der Faktor » wird wenig iiber 3 liegen, wenn die plastischen
Gebiete wie in der mehrmals zitierten Abb. 31 zu sehen ist, erst beginnen,
und er wird diesen Wert bedeutend iiberschreiten miissen, wenn sich
ein geschlossener elastischer Kern gebildet hat, und die Vergroferung
des plastischen Raumes sich in der Hauptsache an seiner duBeren Be-
grenzung vollzieht.

Zwei Belastungsfille ¢,’, 7’ und g¢,”, r,”, wobei ¢, die gleichméBig
verteilt angenommene Sohlspannung und 7, den Halbmesser der Last-
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platte bedeutet, sind strenge genommen nur vergleichbar, wenn ihre
plastischen Bereiche geometrisch dhnlich sind. Beniitzen wir Gl. 31— (8)
fiir eine charakteristische Abmessung des plastischen Gebietes, ndmlich:

Zmax == 73%}‘ {COtg Pr— <% - (P'r)}:

so sehen wir, daB fiir das ebene Problem das plastische Gebiet im selben
Verhiltnis wie die Sohlspannung g, wichst. Die plastischen Gebiete der
Belastungsfille g,’, b’ und ¢,", b’ sind also &hnlich, wenn
bl : bl/ — qOI : qu/, (1)
besteht. Analog findet man fiir das rdaumliche Problem als Ahnlichkeits-
bedingung:

’

T iy =g 1 gy (2)

i
: lp/g T Aus diesem Grunde
ﬂ —4‘*9’ ﬁ konnen die Span-

e — A+ — — ——4%— nungsverteilungen
Zo zweier Platten mit

> ; » N T verschiedenen
- o > | Q

Durchmessern bei

| gleicher Sohlspan-

Abb. 42. Aufteilung einer Einzellast P iiber den 1UDRE Jo nicht iber-

Umfang 27, eines Kreiszylinders. einstimmen. Auch

mufl der KXonzentra-

tionsfaktor v fiir wachsende Sohlspannung g, bei gleichbleibendem Durch-

messer 2 7, groBer werden. Die letztgenannte Anderung wird weniger

ins Gewicht fallen, wenn das plastische Gebiet schon eine gewisse Grofle

erreicht hat und wenn die Sohlspannungsinderung an sich nicht sehr

grof} ist. SchlieBlich wird die Biegsamkeit der Lastplatte auf die Span-

nungsverteilung — insbesondere in unmittelbarer Nahe der Laststelle —
ihren EinfluB ausiiben.

Aus dem Gesagten folgt, daB ein ,,gemeinsamer Schliissel” fiir die
Versuche der Reihe ,Kick-Steiner” nur eine Anndherung an die
Wirklichkeit sein kann, und dafl die Spannungen in der Lastflache selbst
von der zu suchenden Néaherungsformel nicht wiedergegeben werden
konnen. In den meisten Féllen wurden ubrlgens die Spannungen in
der Lastflache selbst gar nicht gemessen.

Um nun zu einer moglichst allgemeinen und dennoch einfachen Bezie-
hung zwischen der Gesamtbelastung P, der Tiefe z unter der Lastplattte,
dem Konzentrationsfaktor » und der lotrechten Normalspannung o, in
einem Punkte der Lastflichenachse zu gelangen, -denken wir uns die
Last P zuerst in einer Hohe z, tiber der Lastfliche wirken und in dieser
Hehe iiber den Umfang eines kleinen Kreises mit dem Halbmesser g,
verteilt (Abb. 42).
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Wenden wir nun die erste der Gleichungen der Gruppe 10— (7a) an
dann erhalten wir nach einfacher Rechnung

v P 1
= . . 3
A P CE AL 2 1L+ ®
14+ 20 2} ?
(2 + %)

Die GroBen gy und z, geben uns ein Mittel in die Hand, um die naheren
Umstéande der Versuchsanordnung (Dicke und Starrheitsgrad der Platte,
Stempeldurchmesser, Lastsenkung im Laufe der Laststeigerung) an-
nihernd zu beriicksichtigen. Beide Groflen g, und 2z, haben nur Einfluf
auf die Spannungen in allernéchster Néahe der Laststelle und verlieren
mit zunehmender Tiefe z unter der Platte rasch an Bedeutung. Die
GroBe g, kommt nur dann zur Geltung, wenn der Plattendurchmesser
und die Plattensteifigkeit grof ist. Im allgemeinen kann man g,= 0
setzen; man erhalt dann aus (3):

PR
2T 2m (24 2y
Fir v = 6 folgt die Formel:
.= 3P (5)
# (2 + 25)?
die wir nun auf die Versuche der Reihe ,,Steiner-Kick” anwenden
wollen.

4)

1. Versuche von Steiner-Kick (1], Prag, 1879.
Lastplattendurchmesser 10 cm, MeBflichendurchmesser 3 cm, Be-
lastung 31 kg, Mefitiefe 8 cm, Lastsenkung 1,3 cm, Formel (5) gibt fiir
z2=(8—13)cm,z,= 13 cm
3 x 31

0, =< gr = 0,463 kg/cm?.
Gemessen: 3,0 X 4
e 0,424 kg/em?.

MeBtiefe 13,2 cm, Lastsenkung 2,0 cm.
Formel (5) gibt fir z = (13,2 —2,0) cm, 2z, = 2,0 cm:

. 3x31 R
g, = m? = 0,170 kg/Cm .

Gemessen :
o, = —17;2?(2(3—24— = 0,170 kg/cm?2.

2. Versuche von Strohschneider [16], Graz, 1909/1911.
Lastplattendurchmesser: 1,5 cm, Belastung: 50 g.
Formel (5) gibt fiir z,=0, und 2=2, 3 und 4cm mit P = 50 g:
z = 2 3 4 ocm
g, = 11,93 5,30 2,97 g/cm?
Gemessen: o, = 108 5,0 28
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3. Versuche an der Universitat Illinois[19], Urbana (Ill.),
1910—1913.

Aus sehr zahlreichen Versuchsergebnissen hat M. L. Enger eine
empirische Formel der Druckspannung in der Lastflichenachse in Hundert-
teilen der gedachten mittleren Sohlspannung aufgestellt. Sie lautet:

g, = 91 4186 : 21,950/ (6)
worin d den Lastflichendurchmesser 2 7, bedeutet. Setzt man 2 r, anstatt.
d in (6).ein und rundet den Expo-
nenten von z von 1,95 auf 2,00 ab,
dann nimmt (6) die Form:

701,86
,_022 % (6a)

an. Will man auch den Exponen-
ten von 1,86 auf 2,00 bringen,
dann muB man den Faktor 332
entsprechend verringern, um o,
unverdndert zu lassen. Auf diese:
Weise kommt man zu:

0, = 332.

NONNNNNNNNNNNNN  SILLLA70, AL EFOT75 S SN NN

0, =300.70-0),  (6b)

Setzt man z, =0 und P = g,r?7.

Abb. 43. Gesamtdruck auf eine Kreis- dann gibt (5):
fliche F' in der Tiefe z, hervorgerufen o2
durch eine Einzellast P. o, = 3¢, z—oz.

Dividiert man die rechte Seite dieser Gleichung durch T%%, dann erhalt.

man ¢, in Hundertteilen der gedachten mittleren Sohlspannung g,:
2
0, = 3001;2— 0. (6¢)

Dieser Wert ist identisch mit Gl. (6b), der dekadisch gestalteten empiri-
schen Formel von Enger. Es eriibrigt sich daher, besondere Zahlenwerte:
der Versuche von Illinois mit Formel (5) zu vergleichen.

4.Versuche des,Pennsylvania State College*[18],1913—1914.

Bei diesen Versuchen war die MeBfliche verhaltnismaBig groB, so
daB der gemessene Gesamtdruck geteilt durch die Fliche nicht mehr
die Hochstspannung in der Lastflachenachse ergibt. J. A. Moyer gibt
die gemessenen Driicke P’ in Hundertteilen der aufgebrachten Last P.

P
& =100 -5 - (T

Wir miissen, um den Wert £ zu erhalten, Formel (5) etwas umgestalten.
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Der Druck P’ auf die MeBfliche (Abb. 43) errechnet sich aus:
F

P = KazdF, worin g, = 3D

p cosb Y
v

0
bedeutet. Fithrt man die einfache Integration aus, dann erhilt man:

P = P(1l—cosba)
oder & = 100 (1 — cos® a). (8)
Um den Vergleich mit der Quelle zu erleichtern, behalten wir die Ab-
messungen im englischen Mafisystem bei. Die MefBflache war 144 Quadrat-

zoll groB, so daf 7, = 6,8 Zoll betriagt. Die Tiefen waren 6 bis 59 Zoll.

Fir tga= %" 1aBt sich (8) folgendermaflen auswerten:

= 6 12 24 36 48 59 engl. Zoll
tg o = 1,134 0,568 0,284 0,189 0,142 0,115
Nach Gl. (8):

E= 91,6 57,0 20,9 10,1 59 3,8
Gemessen:

E= 90 65 18 10 6,5 3,5

Unterschied A der &-Werte in 9,:
A= -+178 —12,3 +161 -+1,0 —923 -+ 8,58

5. Versuche von Goldbeck [20], Washington, 1917.

Der Vergleich ist in den folgenden Tabellen VII und VIII zusammen-
gestellt.

Die groften Abweichungen zwischen Messung und Rechnung bei
der Versuchsreihe mit 13!/, Zoll Lastplattendurchmesser liegen in den
groflten Tiefen. Man kénnte vermuten, daB mit zunehmender Tiefe die
Spannungsverteilung sechster Ordnung nicht mehr zutrifft. Dagegen
spricht jedoch die Tatsache, daBl mit zunehmender Tiefe die Spannungen
absolut genommen sehr klein werden und mittels der Goldbeckschen
MefBdose schwierig zu messen sind. AuBerdem ergibt sich aus
Tabelle VIII, daf} gerade die Spannungen in gréBerer Tiefe mit der Rech-
nung sehr gut {ibereinstimmen. Bei dieser Versuchsreihe liegen die groten
Abweichungen fiir die Messungen in 12 Zoll Tiefe. Nun ist es auffallend,
dal gerade diese Messungswerte nach Goldbecks Angaben die unge-
nauesten sind. Aus der Summe aller Spannungen im Vergleiche mit P
ging hervor, dafl die Spannungen z. B. fiir P = 900 Pfund mindestens

129, zu hoch waren. Bringt man diese Korrektur an, dann andert sich

A fiir 900 Pfund von — 37% auf 200 X 82T oy o0/



126 Uberprifung d. Folgerungen a. d. Prinzipe d. geradlinigen Kraftausbreitung.

Tabelle VII.

Nachrechnung der Versuchsreihe von Goldbeck mit 27y = 13%/, engl. Zoll,
2o = 11/, engl. Zoll.

A
z z +2 P 92 9z Unterschied in

zol | Plund [ Se | ey [Yoder gemesse-
12 13,5 1800 10,0 9,43 — 5,7

12 13,5 3000 15,9 15,70 1,3

12 13,5 4000 22,8 20,95 — 8,1

12 13,5 5000 31,2 26,20 — 16,0
24 25,5 1800 2,5 2,64 + 5,6
24 25,5 3000 5,6 4,41 — 21,

24 25,5 4000 7,2 5,88 — 18,3
36 37,5 1800 1,1 1,22 + 9,8
36 37,5 3000 1,9 2,04 + 6,9
36 37,5 4000 3,0 2,72 — 94
48 49,5 1800 0,5 0,70 -+ 40,0
48 49,5 3000 0,9 1,17 + 23,1

48 49,5 5000 1,5 1,95 -+ 22,6
60 61,5 1800 0,3 0,45 -+ 50,0
60 61,5 3000 0,6 0,76 + 26,7

60 61,5 5000 0,8 1,26 + 57,5

Tabelle VIII.
Nachrechnung der Versuchsreihe von Goldbeck mit 27, = 8 Zoll,

2o = 0,9 Zoll.

z Z + 2 P 9% 0z UnterscAhied in
Zoll Zoll Plund  |py GoOSeD | maon G G5) *lo der gemesse-
6 6,9 300 7,0 6,27 — 10,4
6 6,9 600 11,8 12,54 + 63
6 6,9 900 16,9 18,81 +11,3
6 6,9 1200 29,7 25,08 + 10,5
6 6,9 2400 26,4 29,26 + 10,8
(12 12,9 300 2,2 1,72 —17,3
J 12 12,9 600 5,9 3,44 — 41,7
12 12,9 900 8,2 5,17 — 37,0
[ 12 12,9 1200 10,8 6,89 — 36,2
24 24,9 300 0,5 0,462 — 7.6
24 24,9 600 1,0 0,924 — 6
24 24,9 900 1,3 1,386 + 6,6
24 24,9 1200 2,1 1,848 — 12,0
24 24,9 2400 2,4 2,156 — 10,2
36 36,9 900 0,6 0,631 + 52

36 36,9 1200 0,8 0,842 + 53
36 36,9 1400 1,1 0,982 — 10,7
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6. Versuche von Koégler-Scheidig [29], Freiberg (Sa.) 1925—1927.

Lastplattendurchmesser 33,9 cm, z; = 5 cm.
Die Gegeniiberstellung ist in der folgenden Tabelle enthalten:

Tabelle IX.

Nachrechnung der Versuchsreihe K 6gler-Scheidig mit
1o = 16,95 cm, 2, = 5 em.

z 2+ 2, 0, gemessen 6, gerechnet Unterschied 4 in 9/,
cm cm in °/y von g, nach Gl. (6¢) der gemessenen Werte
20 25 128 138 + 17,8
30 35 76 70,5 — 17,2
40 45 41 42,3 + 3,2
50 55 30 28,5 — 5,0
60 65 21 20,4 — 2,9

Werden die Plattendurchmesser grofer, dann kann man den Wert g,
nicht mehr Null setzen, sondern muf auf Gl. (3) zuriickgehen. Diese
Gleichung wird fir » = 6
3P 1
7 (2 + 2)* ' 1 0o*
M

0, = 1 (9)

Will man ¢, in Hundertteilen von ¢, ausdriicken, dann hat man

P =rmq, in (9) einzufithren und die rechte Seite durch—l%)b— zu divi-
dieren. Es wird dann:
. 792 1
g, = 300 CER S N RIS (9a)
(2 + 20)2

Mit Hilfe dieser Gleichung wollen wir eine zweite Versuchsreihe von
Kogler-Scheidig nachrechnen; die Zahlen sind in der folgenden
Tabelle X zusammengestellt.

Tabelle X.

Nachrechnung der Versuchsreihe K égler-Scheidig mit
7o = 22,5 cm, 2, = 12,5 cm, 0, = 6 cm.

2 z 42, 0, gemessen 6, gerechnet Unterschied 4 in 9/,
em cm in °/y von ¢, nach Gl. (9a) der gemessenen Werte
10 22,5 220 229 + 4,1
20 32,5 100 122,5 + 22,5
30 42,5 80 78,0 — 2,5
40 52,5 65 52,4 — 19,4
50 62,5 48 37,56 — 21,9
60 72,5 31 27,3 — 11,9
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7. Versuche von Hugi[30], Zirich, 1927.
Plattenhalbmesser 7, = 12,61 cm, zy =0, g, = 0.

z = 30 37,5 45 cm
Gerechnet nach (9) 0, = 0,425 0,272 0,188 kg/cm?
Gemessen g, = 0,425 0,285 0,190 ,,
Unterschied A= 0 — 4,6 — 1,1 9,

Plattenhalbmesser r, = 17,85 cm, z, = 0, g, = 5 cm.

z = 30 37,5 45 cm
Gerechnet nach (9) o, 0,386 0,254 0,179 kg/cm?

l

Gemessen o, = 0,350 0,250 0,180 ,,
Unterschied 4=4+103 + 16 — 06 9
Plattenhalbmesser r, = 21,85 cm, z, =0, g, = 9 cm.
z = 30 37,5 45 cm
Gerechnet nach (9) 0, = 0,301 0,217 0,162 kg/cm?
Gemessen 0, = 0,290 0,200 0,172 ,,
Unterschied A= +38 1+ 85 — 58 9

Siémtliche ausgefithrten Versuche wurden mit der Ord-
nungszahl y =6 nachgerechnet; die Ubereinstimmung zwischen
Messung und Rechnung ist durchwegs befriedigend.

Der erste und wichtigste SchluB aus dieser Gegeniiberstellung ist
der, dafl die tiber mehr als 50 Jahre verteilten, schwierigen Messungen,
die von verschiedenen Forschern in iiber zwei Kontinente verstreuten
Orten, nach verschiedenen MeBmethoden verrichtet wurden, unter-
einander in sehr guter Ubereinstimmung sind. Sie gehorchen alle dem
Spannungsverteilungsgesetz Gl. (3) fiir den Konzentrationsfaktor v = 6.

Der zweite SchiuBl betrifft unsere Annahme der geradlinigen
Kraftausbreitung, deren Zuldssigkeit durch die Ubereinstimmung
von Gl. (3) fiir y = 6 mit den Versuchsergebnissen als erwiesen betrachtet
werden kann.

Nach dem frither Gesagten muBl man weiter folgern, daB sich die
plastischen Gebiete bei allen durchgerechneten Versuchen in einem
ziemlich fortgeschrittenen Stadium befunden haben miissen (elastischer
Kern innerhalb eines FlieBbereiches mit einer Dicke von der GroBen-
ordnung der Kernhéhe).

Bei grofileren Durchmessern der Lastplatten (1,0 m) haben Nach-
rechnungen ergeben, daf die Ordnungszahl bis gegen » = 4 sinkt. Hieraus
ist zu schlieen, da bei Verhinderung der seitlichen Ausdehnung etwa
durch Auflasten rundum die Lastplatte, die Ordnungszahl bis auf Werte
zwischen 3 und 4 gebracht werden kann, daB also bei Tiefenbelastung
im Gegensatz zur Oberflichenbelastung auch in Sandschiittungen die
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Spannungsverteilung anndhernd durch die Gleichungen 7 — (2a) von
Boussinesq fiir m = 2 beherrscht wird. Der einzige bis jetzt vorhandene
praktische Beweis fiir die Richtigkeit dieser Folgerung liegt in den
Messungen der Sohlspannungen unter einem Briickenpfeiler einer Rhein-
briicke [40], wo sich im Prinzipe das bekannte Schaubild der Sohl-
spannungen fiir eine an der Oberfliche des elastisch-isotropen Halb-
raumes befindliche starre Lastplatte ergeben hat*. Versuche im Labora-

torium werden diese Messungen auf ihre Richtigkeit zu {iberpriifen
haben.

Die Tatsache, daB alle Forscher, jahrzehntelang, an der Oberflichen-
belastung kiinstlicher Schiittungen festhielten, hat das Problem der
Druckverteilung im Baugrund durch das mit der Belastung der Ober-
flache verbundene frithe Auftreten plastischer Erscheinungen in einem
komplizierteren Gewande erscheinen lassen, als es fir die Klarung des-
selben wiinschenswert gewesen wire. Zusammenfassend kann iiber die
Druckverteilung infolge ortlicher Belastung von Sandschichten folgendes
gesagt werden:

Ist die Lastfliche grof, bzw. die Sohlspannung (g,) klein, dann
haben bei Oberflachenbelastung die am Rande der Lastfliche auftretenden
FlieBerscheinungen nur geringen Einflu auf die Ordnungszahl der
Spannungsverteilung; sie wird daher, dem mit der Tiefe zunehmenden
Elastizitdtsmodul entsprechend, zwischen 3 und 4 liegen.

Ist die Lastflache klein bzw. die Sohlspannung (g,) gro8, dann bildet
sich ein FlieBbereich, der einen unter der Lastfliche befindlichen elasti-
schen Kern einschlieft. Die durch das seitliche Ausweichen des Sandes
verursachten waagrechten Kraftwirkungen erhohen die Ordnungszahl »
bis ungefdhr auf 6, wie die Versuche der Reihe ,,Steiner-Kick® be-
wiesen haben.

Findet die Belastung in einer gewissen Tiefe unter der Sandober-
flache oder bei Vorhandensein einer Auflast rund um die Lastplatte statt,
dann bleibt die Ordnungszahl » der Spannungsverteilung solange zwischen
3 und 4, bis die Sohlspannung (g;) die kritische Randbelastung ¢,  nach
Gl 33—(5) erreicht hat. Von diesem Augenblicke an wichst der Kon-
zentrationsfaktor » in &hnlicher Weise wie im Falle der Oberflichen-
belastung.

Zu diesen Sitzen ist zu bemerken, daBl die Zahl der bis heute vor-
liegenden, als Beweis dienendem Versuchsergebnisse noch sehr gering
ist; die S#tze stiitzen sich nur auf die wenigen Beobachtungen der verti-

kalen Normalspannungen unter einer Platte von 1,0 m Durchmesser
und die Messungen unter einem Briickenpfeiler.

* Siebe Anhang, zu XIII, 41.

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 9
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42, Die Versuche der Reihe ,Foppl“.

Die elastische Verschiebung eines Punktes der Oberfliche des
elastisch-isotropen Halbraumes im Abstand @ von einer lotrechten Einzel-
last P ist nach Gl. 8 —(2) gegeben durch:

m*—1 P

Yo = Tt wnE (1)

Der von der Poissonzahl abhiangige Faktor hat keinen ausschlaggebenden
EinfluB, wie man aus den folgenden Sonderwerten sieht:

m=2 3 4 5 ... 00
m:—1 3 8 15 24

“wmr =% 9 16 o5 L

Wird die seitliche Ausdehnung unbehindert oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt: m = oo angenommen, dann geht (1) iiber in:

Wy =T (1a)

Das wichtigste Ergebnis von (1) bezieht sich auf den Verlauf

der Senkungskurve, also auf die Gestalt der elastisch deformierten Ober-

flache des elastisch-isotropen Halbraumes. Diese ist durch eine Hyperbel,

mit der urspriinglichen Niveaulinie und der Wirkungslinie von P als

Asymptoten, gegeben. Die Versuchsreihe ,,Foppl®, siehe Abschnitt IT,

Ziffer 4, b, hatte den Zweck, dieses theoretische Ergebnis mit der Wirklich-
keit zu vergleichen.

1. Versuche von A. Foppl[7,15], Miinchen, 1897.

A. Foppl fand, daB die Ubereinstimmung der gemessenen Ober-
flichenverformung mit der nach den Grundsitzen der mathematischen
Elastizitétslehre berechneten sehr zu wiinschen iibrig lieS. Seine SchluB-
folgerung wurde unter 5, zu d, bereits zitiert. Zehn Jahre spéiter gab
A. Foppl seiner Meinung Ausdruck, dafl der Grund dieser einwandfrei
festgestellten Abweichung, in dem Nichtzutreffen des Hookeschen
Gesetzes fiir ,,Erdboden‘ zu suchen sei.

Unter Ziffer 36, a, wurde die elastische Senkung eines Oberflichen-
punktes des Halbraumes mit Hilfe eines von Null an mit der Tiefe linear
zunehmenden Elastizitdtsmoduls bei unbehinderter seitlicher Ausdehnung
bestimmt; die betreffende Beziehung 36 — (7) lautete:

o P
Yo w = g @
Das darin verarbeitete Elastizitédtsgesetz war:

B, =12, (3)

w
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worin y und o Festwerte darstellen. Dieses Gesetz ist ein Sonderfall
des allgemeinen elastischen Verhaltens der Sande und Tone, wie in
Ziffer 34 auseinandergesetzt wurde.

Will man den EinfluB der Querdehnungsziffer beriicksichtigen,
dann hat man auf der rechten Seite der Gleichung (2) einen konstanten
Faktor hinzuzufiigen, der spiater abgeleitet werden soll. Der Verlauf
der verformten Bodenoberfliche dndert sich dadurch im Wesen nicht:
die Senkungen w, ,, nehmen mit zunehmendem Abstand x von der Last-
stelle viel rascher ab, als nach der elastizitétstheoretischen Gleichung (1).

Nun soll Gl. (2) auf eine der vielen Versuche von A. F6ppl ange-
wendet werden. In [15] gibt dieser Forscher folgende Zahlenwerte:

Abstand « = 20 40 60 80 cm
Elastische Senkung w, , = 14,2 4.2 14 07u

wobei y = 0,001 mm bedeutet.

Die angewandte Last war P = 100 kg; das Raumgewicht des Bodens
(grober Kies) y = 0,0018 kg/cm?. - Die Konstante w muB so gewahlt
werden, daf der Wert w, ,, in irgendeinem Punkte des MeBgebietes (also
zwischen = 20 und z = 80 cm) mit der beobachteten Senkungslinie
iibereinstimmt. Wir nehmen o = 5,65.10~%. Den Umstand, daB die
tatsichliche Lastfliche einen Durchmesser von 10 cm hatte, wéihrend
Gl. (2) fiir eine Punktlast abgeleitet wurde, kann man einfach dadurch
beriicksichtigen, dafl man sich die Einzellast nicht im Mittelpunkt der
Lastplatte, sondern ein wenig exzentrisch wirkend denkt. Die Exzentri-
zitdt e = &’ — x wahlen wir ungefihr mit 1/5 vom Plattendurchmesser.

= 20 40 60 80 cm
r= 18 38 58 78 "
GL (2) w,,= 1545 3,46 1,48 0,82 u

Unterschied mit den gemessenen Werten:
A= 485 —16,7 +6,1 + 17,19,
Wendet man zum Vergleiche die Boussinesqsche Formel (1) auf diese
Versuche an und bestimmt die Konstanten nach der Messung in der Ent-
fernung 40 cm von der Last, dann erhdlt man mit derselben Exzentri-
zitdt e = 2 cm:
= 20 40 60 80 cm
GL (1) w,, = 8,85 4,2 2,75 2,05 u

Unterschiede der Formel von Boussinesq gegeniiber den gemessenen
Werten:
A4 =—317 0 4100 +193 9%

o*
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Hieraus ersieht man, daBl die SchluBfolgerung von F6ppl, die Abweichung
der Messung von der Rechnung habe ihren Grund in dem Nichtzutreffen
des Hookeschen Gesetzes, vollkommen gerechtfertigt war: durch Ein-
fithrung eines mit der Tiefe linear zunehmenden Elastizitdtsmoduls
an Stelle des Festwertes £ wurde der grofite Unterschied Apyax = 1939,
auf 17,1%, herabgesetzt. Die Ordnungszahl der Spannungsverteilung
spielte dabei keine Rolle.

An dieser Stelle soll der Einflul der Querdehnung des den Halbraum
erfilllenden Stoffes auf die Gl (2) untersucht werden. Fiihren wir all-

gemein das Verhéltnis e

= 4)
n
als Querdehnungsziffer fiir Sande und Tone ein, wobei:

g, ...die (lotrechte) Zusammendriickung der Hoheneinheit eines Probe-
zylinders (Sandzelle) und
&y ...die (waagrechte) Ausdehnung der Einheit des Durchmessers

bedeutet, ohne Riicksicht darauf, daB ¢, und &, teilweise elastischer,
teilweise bleibender Natur sein werden, dann kann der EinfluB der
Querdehnung genau wie bei den elastisch-isotropen Stoffen in Rechnung
gebracht werden. Der Wert u = 2 besagt ebenso wie der Wert der
Poissonziffer m = 2 fiir elastische Koérper, daf der betreffende Stoff
volumbestéandig ist und y = oo, daB er bei lotrechter Zusammendriickung
seine waagrechte Abmessung nicht verindert. Wéahrend die Poisson-
ziffer m keinen niedrigeren Wert als 2 annehmen kann, wird die Quer-
dehnungsziffer y fiir gewisse Spannungszustinde bei Sand kleiner als 2.
Die Sandzelle kann ihren Inhalt unter Druck vergrofern: es findet Auf-
lockerung statt. Wichtig ist jedoch hierbei, daB u fir dieselbe Bodenart
verdnderlich ist: sie hingt ebenso wie der Elastizitdtsmodul vom Span-
nungszustand des Korperelementes ab. Wahrend wir bisher die lot-
rechte Zusammendriickung in der Gleichung
2=
w, = | &, dz (5)
z=0

als reine Funktion der lotrechten Normalspannung o, auffafiten: e, = %
b

miissen wir nun, bei Vorhandensein von waagrechten Normalspannungen
oy in beiden Richtungen, schreiben:
2
0, — — 0y

& =—po" (6)

oder, wenn die Spannung in einer der beiden Querrichtungen Null ist:

g, = —tt )
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Um die Setzung eines Punktes der Oberfliche des Halbraumes infolge der
Wirkung einer lotrechten Einzellast P im Abstand x von derselben zu

bestimmen, haben wir die Spannungen in allen 3 Hauptrichtungen zu
beriicksichtigen:

G, = %}lgcos" & sin2 9 ]
ah:%%cosv“‘gﬁsiﬂ‘*ﬁ (®)
Gt: 0
Gl (5) und (6) geben dann:
2=
Wy, o= % S % ;01{ [cos"’ ¥ sin? ¢ — % cos” 24 sin* 19] _ci_z_ 9)
2=0
d mit z— @ cotg 9 und de = — & 0.
und mit z = x cotgPund dz = — & 55
o P 1 y
we‘m:-‘-;m{l—ﬁ<v_2-—l)}. (10)

Durch Vergleich von (10) mit (2) sehen wir, daBl die Wirkung der Quer-
dehnung durch den Faktor in der geschwungenen Klammer, in der u
und » vorkommen, ausgedriickt wird. Die Ableitung war auf den Elasti-
zititsmodul nach Gl. (3) basiert, daher kann nach Ziffer 35 strenge
genommen nur der Konzentrationsfaktor y = 4 angewendet werden.
Setzt man diesen Wert in (10) ein, dann ergibt sich:

p—lo P
wooy 2ma®’

We, v =4 =

(10 a)

Die Gestalt der verformten Oberfliche ist also auch bei Beriicksichtigung
der Querdehnung dieselbe wie nach Gl. (2), welch letztere aus (10a) er-
halten wird, wenn man g = co setzt. Die Bestimmung des Bodenfest-
wertes w jedoch wird durch g beeinflult. Hierauf werden wir unter 3
(hier unten folgend) eingehen.

2. Versuche von Bastian [12], Utting, Ammersee (1905).
Bastian stellte die wichtige Tatsache fest, dafi in der Nahe der
Laststelle auch bei einer sehr geringen Belastung bleibende Setzungen
auftreten, wenn sie auch oft nur einige Hundertteile der elastischen
Einsenkung ausmachen.
Seine Zahlen fiir eine kreisformige Lastfliche von 550 cm? Inhalt
(2 7o = 26,5 cm) und eine Belastung von P = 70kg lauten:

x =15 20 30 40 50 60 cm
Wy, o= 42 16,7 6,3 2,6 1,7 12u

wobei y = 0,001 mm bedeutet.
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Nimmt man die Exzentrizitit e = 6 cm, also ungefdhr wieder 209,
des Lastflachendurchmessers an, dann erhdlt man mit P = 70 und
o = 5,28 x 10~% aus GL (2):

x = 15 20 30 40 50 60 cm
Wy, = 40,7 16,7 5,69 2,84 1,69 112

und die Unterschiede A in Hundertteilen der gemessenen Werte:
Ad=—3,1 0 —97 4925 —06 — 6,679,

Die Ubereinstimmung der Messungsergebnisse mit Gl. (2) ist hier besser
als die bei den F6épplschen Versuchen.

3. Versuche von Buisman-Volker [31, 48], Ymuiden, Nieder-
lande (1926).

Diese Versuche wurden auf ungestértem Diinensand, nach Ent-
fernung einer 10 bis 12 m dicken Schicht, an der Nordseekiiste bei Ymuiden
ausgefiihrt. Bemerkenswert ist dabei, dafl die aufgebrachte Last gegen-
iber den unter 1 und 2 genannten Untersuchungen sehr bedeutend war,
ndmlich P = 10.000 kg. AuBerdem wurden nicht nur die elastischen
Bewegungen von Oberflichenpunkten im Abstand x von P, sondern
auch die elastische Senkung der Plattenmitte selbst gemessen. Dies
gibt uns Gelegenheit, den aus der Oberflichenverformung (w, ,) gewon-
nenen Elastizitdtsmodul (Festwert w) auf die Plattensenkung anzuwenden
und auf diese Weise eine Uberpriifung unserer Ansichten iiber die Druck-
verteilung im Sandboden und den Verlauf des Elastizitdtsmoduls vor-
zunehmen. Die Last von 10.000 kg ruhte auf einem Feldbahnwagen und
wurde durch dessen vier Rader mittels eines Stiickes Schmalspurgeleises
auf eine kreisrunde Platte von 27y, = 100 cm Durchmesser iibertragen.
Die Plattenunterkante lag ungefédhr 25 cm unter dem umgebenden Sand-
niveau; wir wollen jedoch der Einfachheit halber annehmen, daf es sich
um Oberflachenbelastung handelte.

Eine der vielen, untereinander gut iibereinstimmenden Mefreihen
lautete:

xz =100 150 200 250 300 cm
Wy, o= 0,425 0213 0,113 0,075 0,050 mm

Wir wollen nun die allgemeinere Beziehung (10a) anwenden, die den
Einflufl der Querdehnungsziffer u beriicksichtigt und setzen: u = 2
(volumbesténdig), P = 10.000 kg, y = 0,0015 kg/cm?® und bestimmen
den Wert w fir = 200cm, d. h. w, ,= 0,113 mm = 0,0113 cm:
dann ergibt sich:
47.0,0015.200%
- 10.000

0,0113 = 85.1075.
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Die Zahlen fiir die elastischen Senkungen w, , nach Gl (10a) und die
Unterschiede A in Hundertteilen der gemessenen Werte sind fiir:

z = 100 150 200 250 300 cm
Wy, o = 0,452 0,201 0,113 0,072 0,055 mm
A =464 — 56 0 — 4,0 +11 9

Um die Plattensenkung mit dem oben gefundenen Werte w = 85,105
fiir ¥ = 4 zu berechnen, miissen wir auch hier den Einflul der Quer-
dehnungsziffer y beriicksichtigen. Wir denken uns die Last P einfach-

heitshalber gleichmiBig iiber die Platte verteilt, so dal g, = -

rim
= 1,267 kg/ecm? den Sohldruck darstellt.
Fiir » = 4 lauten nach 20 — (7), (9) die Hauptspannungen eines
Achspunktes unter der kreisférmigen Platte

0, = gy (1 — cost a)
11
ghz--;»qo(l——?, cosza+cos4a):%q0 sint a )

Mit Gl. (5) und (6) erhalten wir den allgemeinen Ansatz fiir die Platten-
senkung:

C o 2 o, )d
2 12
g( v By ( )
z2=0
oder: = 2=
. (L—ecosta)de 1 g sint o dz 12
wo=wg | E=AE Loy, ete 029
z2=0 z2=0

Bezeichnen wir den ersten Ausdruck auf der rechten Seite der Gl. (12a)
mit w,,,, den zweiten mit w,, ,, dann ist:
We = We 1 + We, 9- (13)

Fiir p = oo féllt w,, , fort und wir gelangen zu dem in Ziffer 36, f ent-
wickelten Ergebnis, wobei wir nur die Griindungstiefe ¢ = 0, also ¢, = g,
zu setzen haben.

wWor =3 1) (14)
(c)—(1+0 20+ +mc(l+3)—4(l+2¢)ns) (142)
c= Lo (14b)

TV
Der zweite Teil der Gl. (13) lautet:

=
w,, & T (15)
=0
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worin { = cotg a und ¢ identisch mit (14b) ist. Eine einfache Zerlegung
in Teilbriiche ermoglicht die Ausfithrung des Integrals und liefert schlieBlich :

11w
= ——— ]'6
. = —f o 0 Fa (0) (16)
Fg(c):ml?éjz—{——Z(l+c2)+nc(3+c2)—4lnc}. (162)

Um die Zahlenrechnung fiir die Versuche von Buisman-Volker
durchfithren zu koénnen, benotigen wir die Konstante p, Hierin liegt
bei kohisionslosen Bodenarten eine gewisse Unsicherheit. Wir setzen
die Konstante gleich dem mittleren Sohldruck:

P
Po=1q0= "5z = 1,267 kg/cm?;

dann wird:
1,267
C = m == 16,9, Fl (C) = 0,4:83, F2 (C) = 0,179
1 85 x 103

Wor = 4 0.0015 1,267 < 0,483 = 0,0867 cm

und mit g = 2:
1 85 x 1075 _
w, , = — 42 X—O’—Ogﬁ 1,267 x 0,179 = — 0,0161 cm.

Damit erhalten wir die Plattensenkung nach GI. (13):
w, = 0,867 — 0,161 = 0,706 mm.

Die MeBergebnisse der Plattensenkung, die zu der obigen Versuchs-
reihe von Buisman-Volker gehoren, lauteten bei dreimal wiederholter
Be- und Entlastung:

0,825, 0,775 und 0,812 mm

im Mittel, also 0,804 mm; der Unterschied gegeniiber unserer Rechnung

0,804 — 0,706

ist daher nur A4 = 0804 X 100 = 12,29/, also verhiltnismiBig

gering.

43. Versuche der Reihe ,Probebelastungen‘.

Uber die in diese Reihe gehorigen Versuche von Press [39] und
Kogler [44] wurde unter Ziffer 40 bereits mitgeteilt, daB sich das Auf-
treten eines Kleinstwertes der Geesamtsetzung bei einer gewissen Flachen-
grofie aus dem Auftreten von FlieBgebieten erkliren 1aBt. Hier moge
eine der Probebelastungen von ungestértem Diinensand nachgerechnet
werden, die Wolterbeek [23] im Jahre 1921 in Ymuiden (Niederlande)
ausgefiihrt hat.

Die quadratische Lastfliche hatte einen Flicheninhalt von 1000 cm?.

EineKreisflachegleicher Grofe besitzt den Halbmesser ry= 1(;& =18 cm.
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Diese Fliche wurde bis zu 9 kg/cm? belastet, bei welcher Belastung
das Priifgerdt aus dem Lot geriet. Die Spannungsverteilung, die
unter der Lastplatte zwischen 3 und 9 kg/em? auftrat, kann infolge
der dadurch verursachten Flieferscheinungen ungefihr gleich jener
angenommen werden, welche sich bei allen Versuchen der Reihe ,,Steiner-
Kick®, Ziffer 41, ergeben hat: der Konzentrationsfaktor soll daher
mit 6 bemessen werden.

Wir wollen hauptsidchlich den Verlauf der plastischen Setzungen
an Hand der Formel 39 — (3) verfolgen:

1 dyh
Wy = —3‘“_‘271" We- 1)

Was die elastische Setzung w, betrifft, erkennen wir aus allen abgeleiteten

Beziehungen, daB sie bei gleichbleibenden Lastflichenabmessungen
proportional mit der Einheitsbelastung g, bzw. ¢, wéchst:

w, = C ¢, 2)
Der Faktor C' hingt von den Stoffeigenschaften w, y, ¢ und von der

Grofle ¢ = —}- <t + %’7), also abermals von Festwerten der betreffenden
0

Bodenart (py, ) und von Abmessungen (Lastflichenhalbmesser 7, und
Griindungstiefe t) ab.

Die GroBe des Wertes C wollen wir aus der betreffenden Probe-
belastung entnehmen. Aus den Hysteresisschleifen Nr. 2, 3, 5 und 8
dieses Versuches von Wolterbeek folgt: '

0,4 0,8 0,60 1,00

¢= 0,78 ~ 1,56 _ 1,17 _ 1,95

= 0,513 mm/kg/cm?.

Dieser Wert gibt die mittlere Neigung der Hysteresisschleifen an und
soll fir die Feststellung der elastischen Senkungen w, fiir die

Belastungen : g% = 3 5 7 9  kg/em?
verwendet werden.
Es ergibt sich: w,= 1,639 2,565 3,591 4,617 mm

Um Gl. (1) auszuwerten, brauchen wir die Gré8en %, und %,, welche
die Hohe des FlieBbereiches und des elastischen Kernes fiir jede der
genannten Belastungen g, festlegen. Zu diesem Zwecke hat man fiir
jeden Wert von g, die Kurve der Hauptspannungsverhéltnisse » zu
zeichnen und mit der Geraden

1 + sin @,
1 —sin ¢, (3)

Nkrit. =—

zum Schnitt zu bringen, wie dies bereits in Ziffer 40 erldutert wurde.
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Analog der Gl. 40 — (2) lautet die Gleichung fiir das Hauptspannungs-
verhiltnis mit der Ordnungszahl » = 6:

"= o (1 — cos® a) £ y 1y cotg a

11—6q0(2—3cos2a+cos32a)+y7'oeotga (4)

Fiihrt man die Rechnung nach Gl (4) fiir die Belastungen g, = 3, 5,
7 und 9 kg/em? mit 7, = 18 cm und y = 0,0015 kg/em? durch, dann er-
hiilt man folgende, in Tabelle XTI zusammengestellte Werte:

n-Aarve

& |
Abb. 44. Hauptspannungsverhiltnisse » in der Achse einer kreisformigen
Lastfliche fiir gleichmiBige Belastung ¢, und v = 6.

Tabelle XI.
Hauptspannungsverhiltnisse n in der Achse einer kreisférmigen Lastfliche
ro = 18 em fiir gleichm#Big verteilte Belastung ¢, und v = 6.
Hauptspannungsverhéltnis »n fir:

a =3 do=35 Go=17 =9
90 4,0 4,0 4,0 4,0
45 6,60 6,75 6,82 6,85
40 7,78 8,10 8,39 8,32
30 11,16 12,11 12,80 12,82
20 9,78 13,35 15,97 17,94
15 6,00 8,90 11,53 13,92
10 2,65 3,72 4,77 5,79
8 1,86 2,51 3,10 3,70

Die Auftragung dieser Werte ergibt vier Schaubilder, von denen eines
fiir g, = 7 kg/cm? in Abb.44 dargestellt ist. Die n-Kurven wurden mit

. . 6,5
dem probeweise angenommenen Werte nyri¢. = 7,5 (sm Pr=gg5 = 0,765,
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Qr= ~50°) zum Schnitt gebracht, woraus sich die Werte &, und ?,

ergeben:
gy =3 5 7 9 kg/cm?
h, =33 3,9 4.4 4,9 mal r,
h, =125 1,22 1,18 1,15 mal 7,
d, = 2,056 2,68 3,22 3,75 mal 7,

w, = 1,539 2,565 3,591 4,617 mm
Gl (1): w, = 2,22 6,01 12,20 21,40

Diese Werte sind in das von

0o 7 2 3 4 5 6 7 8 9fgm®
Wolterbeek aufgenommene l % } } [ Fressung
Schaubild (Abb. 45) eingetra- i ' S
gen. Die gerechnete w,-Kurve | "‘\L
schmiegt sich der nach den ge- d i
messenen Werten konstruierten |
gut an. Dadurch wird der Wert o

70

@, = 50° fiir die innere Reibung
im Gebiete der Lastplatte als
Néaherungswert bestétigt.

In der vorangehenden Be-
rechnung wurde stets von dem
Hauptspannungsverhiltnis 7 in
der Lastflichenachse, jedoch % '
niemals von der Gréfle der durch
die Belastung g, 727 hervorge-
rufenen Hauptspannungen g,und  {%° ™ Sezang
o, selbst gesprochen. Zur Unter- i
stitzung der Anschauung wurde  App 45, Wirkliches und theoretisches
das Schaubild (Abb. 46) der Haupt- Lastsetzungsschaubild.
spannungen fiir g, = 7 kg/cm? ent-
worfen. Unter der Annahme einer Ruhedruckziffer { =1 sind die
Eigengewichtsspannungen :

e

|
!
|
|
I
I
|
I
I
I
I
l
i

75

Gy, 2 =1,y cotg a ]
Oy = ToYy cotg a |

)
und die Spannungen infolge der Auflast im elastischen Bereich:

0, = gp (1 — cos® a)
(6)

1
gh:—1€q0(2—300820+ cos® 2 a)

Auf der linken Seite der Lotrechten in Abb. 46 sind die Spannungen
(04,2t 0,), auf der rechten Seite im doppelten MaBstab (o, ; -+ 05)



140 Die kritische Randbelastung als Anhaltspunkt fiir die zulissige Belastung.

aufgetragen. Die letztgenannte Kurve ist mit der Linie —n—l—— (04, + 02)
krit. ’

zum Schnitt gebracht, wodurch die Grenzen des Fliefbereiches erhalten

werden. Die Grofien h, = 1,18 ry und h, = 4,4 r, stimmen mit Abb. 44

iiberein. Innerhalb des plastischen Gebietes ist die auf elastischer Grund-

lage entstehende waagrechte Normalspannung erhoht; die Zusatzflache

% 5
7a=7.oﬁ‘g/[/722 7467;

Mgt =725 4

fe—n-OF —
A7
o
doppelter
Naidstabd

Abb. 46. Verlauf der Hauptspannungen in der Achse einer kreisférmigen
mit ¢, = 7,0 kg/em? belasteten Lastfliche von 36 cm Durchmesser.

ist durch Schraffur gekennzeichnet. Die unter 4, b, erwiahnten, bisher
unverdffentlichten Versuche von Dr. W. Bernatzik, Wien, bestétigen
diesen Verlauf der waagrechten Normalspannung in Schiittungen unter
Lastplatten in den hervorstechendsten Ziigen*.

XIV. Die kritische Randbelastung als Anhaltspunkt
fiir die zulidssige Belastung des Baugrundes.
44. Tragfihigkeit (Grenzbelastung) und Proportionalitiitsgrenze.
AuBler den Tabellen iiber die ,zulissigen Belastungen fiir Flach-

griindungen, die man in Handbiichern des Grundbaues gewdhnlich
antrifft, deren Wert meist durch das Fehlen n#herer Angaben iiber

* Siehe Anhang, zu XIII, 43.
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die Griindungstiefe problematisch wird, gibt es noch die zahlreichen
- Tragfahigkeitsformeln zur Beurteilung der Grenzbelastung einer
Bodenart; sie werden im allgemeinen so gehandhabt, dafl man, um zu
der zuldssigen Bodenpressung zu gelangen, einen Sicherheitskoeffizienten
einfiihrt, mit dem die Grenzbelastung zu multiplizieren ist, dessen GroBe
jedoch ebenso schwankt wie die erstgenannten Tabellenwerte. Als
Beispiele fir diese Tragfihigkeitsformeln sei vor allem die &lteste, von
Rankine, und die jiingste, von Prandtl-Reifiner, genannt. Bedeutet:

944 --- die Grenzbelastung in kg/cm? bei welcher das Gleichgewicht
eines Grundbaukorpers theoretisch unmoglich wird;
2 die Griindungstiefe in cm;
/R den Winkel der inneren Reibung;
Y o das Raumgewicht der Erde in kg/ecm?;
dann lautet die Formel von Rankine:
1+ sin @, >2
— t(-w__v : 1
U9 =V"\1T "sin @, (1)

und die von Prandtl-Reillner [35]:

Diese Gleichungen sind fiir kohésionslose Massen abgeleitet. Von den
vielen, nach ihrem Bekanntwerden zwischen (1) und (2) gelegenen Formeln
seien nur die Namen ihrer Verfasser genannt: Schwedler, Jankowsky,
Belzetsky, Miniaeff, Pouzyrewsky, Joachim Schultze, Vier-
endeel und Krey. Ein Teil derselben ist in v. Terzaghis , Erdbau-
mechanik* aufgefiihrt und eingehend beurteilt. In dem genannten Werke
werden die Faktoren, welche die Tragfahigkeit des sandigen Untergrundes
beeinflussen, klargelegt und fiir streifenformige sowie kreisformige Last-
flichen Tragfahigkeitsformeln fiir Sand gegeben. Ist 7, der Lastfléchen-
halbmesser, dann lautet mit den obigen Bezeichnungen die Formel
fiir die Grenzbelastung von v. Terzaghi:

womr (RS L]

1 —sin @, 0

¢ ist ein Festwert, der von der Beschaffenheit der Sandkoérner und der
relativen Dichte der Schiittung abhingt.
Schreibt man (3) in der Form:
q,,g.—_-2yt(1+sm%>2{l+(i}‘)ﬂLC(i)]’ (3a)

1—sin g, o

dann erkennt man den Zusammenhang mit der Rankineschen Glei-
chung (1). Fiir ¢ = 0 fithrt (3a) auf einen endlichen Wert, wihrend (1)
die Tragfihigkeit Null liefert. Gl (3a) kann also als verbesserte, den
wirklichen Verhéltnissen angepaBite Rankinesche Formel angesehen
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werden. Bei der Anwendung derselben auf auszufiihrende Griindungen
zeigt sich jedoch, daB die Werte g, , im allgemeinen sehr hoch liegen
und fiir die Beurteilung der ,,Proportionalitidtsgrenze’ keine verlafBliche
Grundlage liefern. In einer Arbeit von Bierbaumer [37] tritt dieser
Umstand sehr deutlich zutage.

Es scheint, daB die sogenannte zuldssige Bodenbelastung mnicht
auf die Grenzbelastung, sondern auf die Proportionalititsgrenze
aufgebaut werden sollte. Die im Abschnitt X, Ziffer 33, entwickelte
kritische Randbelastung kennzeichnet den Augenblick in der Belastung
eines Grundbaukérpers (ohne Seitenwandreibung), wo das seitliche
Ausweichen des Bodens beginnt und plastische Setzungen entstehen.
Die allgemeine, auch fiir bindige Boden giiltige Gl. 33 — (5) stellt daher
nichts anderes als die Proportionalitidtsgrenze dar und sollte fiir die Be-
urteilung der zuldssigen Bodenbeanspruchung eine geeignete Grundlage
liefern. Im folgenden wollen wir uns auf kohésionslose Boden beschrén-
ken und kommen mit p; = 0 auf Gl. 33 — (4) zuriick:
w(Yr— v (l—mn)t 4)

H

9t r = =
cotg ¢, — (? — P )

worin die Symbole die folgende Bedeutung besitzen:

yi ... das wahre spezifische Gewicht der Korner des Bodens (kg/em?);

yp ... das Raumgewicht der die Poren ausfiillenden Fliissigkeit;
n .... das Porenvolumen der Raumeinheit (dimensionslos);

E e die Griindungstiefe in cm;

@, .... die innere Reibung des Bodens.

Zur besseren Ubersicht moge (4) auf drei Sonderfille mit abgerun-
deten Zahlenwerten angewendet werden, und zwar:

a) fir wasserfiihrende Sande,
b) fiir trockene Sande,
¢) fiir trockene Kies-Sandgemenge.

Die Zahlenwerte fiir diese drei Fille sind:

‘Wasserfithrender Trockener Trockenes
Sand Sand Kies-Sand-Gemenge
VE e 0,00265 0,00265 0,00265 kg/cm?
2 0,001 (] 0 33
n (angenommen) ..... 0,394 0,434 0,322
(yg—yr) 1 —mn)=7y. 0,001 0,0015 0,00185

Mit den Werten der letzten Zeile und einer Griindungstiefe von ¢ = 100 cm
148t sich fir @, von 30° bis 459 mittels (4) folgende Tabelle zusammen-
stellen:
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Tabelle XII.
Die kritische Randbelastung (Proportionalitdtsgrenze) g¢¢ g in kg/em? fir
Sande je 1,0 m Griindungstiefe.

‘Wasserfiithrender Trockener Trockenes
Gf;d Sand Sand Kies-Sandgemenge

y=0,001 7 =0,0015 7=10,00185
30 0,458 0,687 0,847
31 0,496 0,744 0,918
32 0,535 0,803 0,990
33 0,576 0,864 1,066
34 0,621 0,932 1,149
35 0,671 1,007 1,241
36 0,724 1,086 1,339
37 0,781 1,172 1,445
38 0,845 1,268 1,563
39 0,911 1,367 1,685
40 0,985 1,478 1,822
41 1,065 1,598 1,970
42 1,151 1,727 2,129
43 1,247 1,911 2,307
44 1,348 2,076 2,494
45 1,461 2,192 2,703

Der Reibungswinkel ¢, hingt von der Lagerungsdichte, also auch
von der Siebkurve des betreffenden Sandes ab und ist fir Kies-Sand-
gemenge hoher als fiir ziemlich gleichkérniges Material. Die angenomme-
nen Grenzen von ¢, diirften bei erstmaliger Belastung in praktischen
Féallen ungefahr zutreffen; da durch die Wirkung der Belastung Verdich-
tung eintreten kann, ist die Moglichkeit einer Erhohung von ¢, tiber 45°
hinaus im Laufe der Belastung gegeben. Jedoch miiite diese Belastung
den Wert ¢, p iiberschreiten, ein Fall, der bei Bauausfiihrungen, wie
wir unten sehen werden, im allgemeinen nicht vorkommt.

Spalte 2 und 3 lassen die Wirkung des Grundwassers auf die Pro-
portionalititsgrenze erkennen. Beispielsweise sinkt bei einem Reibungs-
winkel von ¢, = 359, der durch die Anwesenheit von Grundwasser bei
Sand bekanntlich nicht verdndert wird, diese Grenze ¢, p in einer
Griindungstiefe von 3,0 m von 3,021 kg/em? auf 2,013 kg/cm? herab,
wihrend die Entlastung durch den Auftrieb nur 0,3 kg/em? betragt.
Sieht man g¢; p als zulissige Bodenbelastung an, dann wire diese in
dem vorliegenden Beispiel fiir trockenen Sand 3,021 kg/em?, fiir wasser-
fuhrenden Sand hingegen nur 2,313 kg/cm?.

Gl. (4) gibt fiir t = 0: ¢y, z = 0, d. h. daB im Falle von Oberflichen-
belastung selbst bei der geringsten Last FlieSerscheinungen auftreten,
wenn der Boden vollkommen kohésionslos ist.

Die zuldssige Bodenbelastung von kohisionslosem Sand fiir die
Griindungstiefe ¢ = 0 ist also nach Gl. (4) Null. Dagegen wiirde GL (3)
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eine Lastfliche von beispielsweise 30 m Durchmesser (Behiltergriindung
auf trockenem Sand, ¢, = 35%) eine Grenzbelastung von
0,0 = 3000 x 0,0015 (=3¢ | = 614 kefem?

liefern. Wenn man die Proportionalitatsgrenze selbst nur zu 1/, des Wertes
der Grenzbelastung annimmt, wiirde man noch eine zulissige Belastung
von rund 15kg/ecm? errechnen, die fiir praktische Bauanwendungen
natiirlich nicht in Frage kommen kann. Aus diesem einfachen Beispiel
geht hervor, dal sich der Begriff der Grenzbelastung nicht dazu eignet,
eine zuldssige Bodenbeanspruchung abzuleiten. Die zulissige Belastung
kann nicht als ein bestimmter Teil jener Last betrachtet werden, die
erforderlich ist, um den die Lastfliche umgebenden Boden allseitig schrig
nach oben zu pressen; selbst fiir die Griindungstiefe ¢ = 0, wo die Boden-
verdrangung gegeniiber der Bodenverdichtung sicherlich eine entschei-
dende Rolle spielt, lassen sich die der GréBenordnung nach mit der Wirk-
lichkeit iibereinstimmenden Ergebnisse der Gl. (3) praktisch nicht ver-
werten.

45. Nachrechnung ausgetiihrter Griindungen
auf kohiisionslosen Bioden.

Der Winkel der inneren Reibung fiir sehr locker gelagerten Sand
wird in [25] ungefahr mit ¢, = 33° angegeben. Da in den meisten Bei-
spielen, die hier folgen, die Dichte des Sandes nicht festzustellen war,
wollen wir die Proportionalitdtsgrenzen stets mit zwei Werten fiir ¢,
rechnen, und zwar fiir 33° und 35°.

Beispiel Nr. 1.

Campanile di San Marco, Venedig [37, 47] (Abb. 47).

Die Griindung des am 14. Juli 1902 eingestiirzten Turmes bestand
aus einem 3,2 m dicken, 13,0 X 13,0 m groBen Block aus Bruchstein-
mauerwerk, der auf Mann an Mann geschlagenen, kurzen Holzpfihlen
von 1,5 m Lange aufruhte. Die Pfahlenden lagen 4,70 m unter der Boden-
oberfldche im wasserfithrenden Feinsand. Nehmen wir den Grundwasser-
spiegel mit der Unterkante des Bruchsteinmauerblockes zusammen-
fallend, also in 3,2m Tiefe an, dann ist nach Tabelle XII die zu-
lassige Belastung:

a) fir ¢, = 33°:

q,r = 3,2 X 0,864 4 1,5 X 0,576 = 3,63 kg/cm?,
b) fir ¢, = 35°:

g, r = 3,2 X 1,007 4 1,5 X 0,671 = 4,23 kg/cm?.
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Der tatsichliche Sohldruck in der Ebene der Pfahlenden des 98,0 m
hohen Turmes infolge Eigengewichtes allein betrug: 9750 : 13,0 X 13,0 =

Abb. 47. Campanile di San Marco, Venedig, aufgenommen am 14. Juli 1902
um 9 Uhr 52 Minuten vormittags in der Sekunde des beginnenden Einsturzes*.

= 57,7 t/m? = 5,77 kg/ecm?. Durch Winddruck erhohte sich dieser Wert
auf 7,2 kg/em?.

Beim Wiederaufbau wurde die Architektur grundsétzlich beibehalten,
im Gewichte durch sparsamere Abmessungen und Anwendung moderner
Bauweisen etwas gespart. Die Griindung wurde bedeutend verstérkt.

* Aus ,,De Ingenieurt, 1904, Nr. 11, S. 183.

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 10
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Nach Singer [47] betragt die Eigengewichtsbelastung des neuen Glocken-
turmes 3,2 kg/cm?, die Randspannungen bei starkem Wind 4,30 bzw.
2,08 kg/em?. Diese Zahlen sind in guter Ubereinstimmung mit den
Werten ¢;, g fiir ¢, = 33° bis 35°% (Der Auftrieb von 0,15 kg/cm? kann
infolge seiner Kleinheit unberiicksichtigt bleiben.)

Beispiel Nr. 2.

Strompfeiler der Eisenbahnbriicke zwischen Dordrecht
und Breda, Niederlande [50] (Abb. 48).

Diese am 1. Januar 1872 dem Verkehr iibergebene eingeleisige
Briicke von rund 1400 m Lange besitzt 2 Landpfeiler und 13 Strompfeiler,

Abb. 48. Ansicht der Eisenbahnbriicke zwischen Dordrecht und Breda.
(Phot. Nederlandsche Spoorwegen, Dienst van Weg en Werken, Utrecht.)

von denen 3 mit Luftdruckgrindung hergestellt wurden. In Abb. 49
ist einer dieser drei Pfeiler schematisch dargestellt. Die Griindungstiefe
unter der Stromsohle ist 10,0 m.

Formel 44 — (4) bzw. Tabelle XII gibt fiir:
a) ¢, = 33°%:

g r = 10,0 X 0,576 = 5,76 kg/cm?,
b) ¢, = 35°:

g: g = 10,0 X 0,671 = 6,71 kg/cm?.

Die tatséchliche Belastung dieses Pfeilers besteht aus:

Eigengewicht des Pfeilers .............. 5500 t
Eigengewicht der Briickenkonstruktion... 500,
Verkehrslast (100 m Spannweite) ........ 700 ,,

6700 t
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Die Griindungssohle besitzt einen Flacheninhalt von

2
L0 — 1015 m?,

(16,0 —17,0) X 7,0 +

Infolge lotrechter Belastung allein betrigt der Sohl-

druck daher: 6700:101,56 =66t/m?= ................ 6,6 kg/cm?
Wirkung des Wind- und Stromungsdruckes auf der
stromabwirts gelegenen Seite, schétzungsweise ........ + 1,0 "
7,6 kg/em?
Auftrieb bei N. W. (22,0 —0,78) t/m? ............ —212
5,48 kg/cm?

Abb. 49. Strompfeiler der Eisenbahn-  Abb. 50. Doppelpfeiler der Eisen-
briicke zwischen Dordrecht und Breda  bahnbriicke von Aguila bei San Fer-
(Moerdijk). Niederlande. nando, Spanien.

Beispiel Nr. 3.
Doppelpfeiler der zweigeleisigen Eisenbahnbriicke von
Aguila bei San Fernando, Provinz Cadix, Spanien [33].

Der Pfeiler besteht aus zwei gekuppelten, guBleisernen Rohren von
je 2,80 m Durchmesser und ist 20,8 m unter dem Meeresboden ge-
grimdet. (12,0 m Schlamm, 7,5 m schlammiger Sand, 1,30 m fester Sand.)
(Abb. 50.)

10%
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a) @, = 33%:
g:,r = 20,8 X 0,576 = 11,98 kg/cm?,
b) ¢, = 35%:
g:, R.= 20,8 X 0,671 = 13,95 kg/cm?.

Die tatsachliche Sohlpressung mit Beriicksichtigung des Auftriebes
betragt nach der angegebenen Quelle: 8,80 kg/cm?.
Beispiel Nr. 4.

Strompfeiler der Ganges-
briicke bei Bénarés (Indien)
[33].

Abb.51. Strompfeiler der Briicke iiber  Abb. 52. Leuchtturm an der Unter-
den Ganges bei Bénarés, Indien. weser.

Der Pfeilerquerschnitt (Rechteck 9,0 m X 8,54 m mit durch Halb-
kreise abgerundeten Schmalseiten) ist:

9,0 X 8,54 - 8,542 %: 134,1 m2.

(Abb. 51.) Die Gesamthohe des Pfeilers ist: 65,0 m; er ist 42,84 m unter
N. W. und 25,0 m unter Stromsohle gegriindet.

Nach Tabelle XTI erhalten wir:
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a) fir ¢, = 33%:
g:, r = 25,0 X 0,576 = 14,4 kg/cm?,
b) fiir ¢, = 35°%:
g:, r = 25,0 X 0,671 = 16,8 kg/cm?
Die tatsichliche Sohlpressung rechnet sich wie folgt:

Pfeilereigengewicht:

(134,1 X 44,0 +-107,5 X 21,0) X 24 = ........ 20.450 ¢
Briickeneigengewicht (108 m Spannweite) ........ 980 ,,
Verkehrslast ....... ... o il 750 ,,

22.180t
Der tatsdchlich auftretende Sohldruck betragt
daher: 22.180:134,1 = 165,5t/m?>= ................. 16,55 kg/cm?
Auftrieb bei 42,8 m Wassertiefe ................ — 428
12,27 kg/em?

v GAL
AT AT M D P —

340(x 28,6)—'[———~——>' —

Abb. 53. Turm des neuen Rathauses in Berlin.

Beispiel Nr. 5.

Leuchtturm an der Unterweser [37].

Die Senkkastenschneide liegt 13,0 m unter der FluBsohle im wasser-
gesittigten Sand. Die Wassertiefe betragt 12,0 m (Abb. 52).

a) @, = 33%
q:;,r = 13,0 X 0,676 = 7,5 kg/cm?,
b) ¢, = 35%:
q:, . = 13,0 X 0,671 = 8,7 kg/em?2.
Die tatsichliche Randspannung unter dem Leuchtturmfundament fiir
Eigengewicht, Wellen- und Windwirkung mit Beriicksichtigung des
Auftriebes betréigt laut der angegebenen Quelle: 8,9 kg/cm?.
Beispiel Nr. 6.

Turm des neuen Rathauses in Berlin [37].
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Dieses Bauwerk steht auf einer 1,60 m starken Eisenbetonplatte
von 34,0 X 28,6 m Flache, in 4,5 m Tiefe auf gewachsenem Sand. Der
Grundwasserspiegel fallt ungefihr mit der Griindungssohle zusammen
(Abb. 53).

Tabelle XII ergibt nach Spalte 3 fiir trockenen Sand:

a) @, = 33%

q:, r = 4,5 X 0,864 = 3,89 kg/cm?,
b) ¢, = 35%:
g, r = 4,5 X 1,007 = 4,53 kg/cm?.
Die wirkliche Sohlpressung bei 30.000 t Eigengewicht 4 Nutzlast des
Turmes folgt zu:

30.000:34,0 X 28,6 = 30,8 t/m? = 3,08 kg/cm?.
Durch Windwirkung erhéht sich dieser Wert auf 3,5 kg/cm?.
Beispiel Nr. 7.

Die neue Usedomer Biaderbriicke bei Zecherin [45].
Der Briickenpfeiler hat eine Griindungssohle von 5,5 X 12,80 m
und steht auf feinem Sand; die Griindungstiefe betrigt 4,19 m.
Nach Tabelle XII, Spalte 2, erhalten wir:
a) fir ¢, = 33%:
q:, r = 4,19 X 0,576 = 2,42 kg/cm?,
b) fiir ¢, = 35°:
¢, g = 4,19 X 0,671 = 2,82 kg/cm?.
Die Aufsichtsbehorden haben in diesem Falle eine Belastung von 3 kg/cm?

zugelassen. Die nach Dinorm 1054 vorgenommenen Probebelastungen
filhrten auf zulissige Beanspruchungen von 2,6 bis 3,3 kg/cm2.

Beispiel Nr. 8.

Strompfeiler der neuen Rheinbriicke bei Ludwigshafen
(Rhein)-Mannheim [40].

Die mittels Eisenbetonsenkkasten gegriindeten beiden Strom-
pfeiler stehen auf einer Sandschicht in ungefahr 8,5 m unter der Sohle
des FluBbettes.

Nach Tabelle XTI, Spalte 2, erhalten wir fiir:

a) @, = 33%

g:, = 8,5 X 0,576 = 4,89 kg/om?,

b) ¢, = 35°:

g:,» = 8,5 X 0,671 = 5,70 kg/cm?.
Die zugelassene Hochstpressung betrug 4,5 kg/cm?.
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Beispiel Nr. 9.

Griindung eines Regierungsgebidudes in Breslau [4]

Der Untergrund dieses Gebaudes ist Letten von grofer Michtig-
keit, dessen Hangendes 5,0 m iiber dem Oderpegel liegt. Es wurde eine
2,0 m starke Sandschiittung eingeschlimmt und gestampft und gegen
seitliche Bewegungen durch schrig nach auBen liegende Betonmauern
von 30 cm Dicke geschiitzt. Die Oberkante dieser Schiittung diente als
Griindungssohle. Der Grundwasserspiegel liegt unterhalb der Schiittung.
Die Anschiittung rund um das Gebaude besitzt eine Dicke von 2,75 m,
die als Griindungstiefe anzusehen ist.

Es handelt sich also um kiinstlich eingebrachten trockenen Sand,
fiir den wir einen Winkel der inneren Reibung von ¢, = 33° bis 35° an-
nehmen diirfen. Spalte 3 der Tabelle XII ergibt:

a) @, = 33%:

G, x = 2,75 X 0,864 = 2,38 kg/em?,
b) ¢, = 35%: .
gy, 2 = 2,75 X 1,007 = 2,77 kg/cm?.

Bei der Ausfithrung des Gebédudes wurde rechnungsmiBig 2,5 kg/em?
zugelassen.

Beispiel Nr. 10.

StraBenbriicke iiber die Mur bei Puntigam [27].

Der Mittelpfeiler der in nebenstehendem Lichtbild (Abb. 54) dar-
gestellten Briicke wurde mittels Eisenbetonsenkbrunnen ausgefithrt
und steht auf festgelagertem, grobem ,,Schotter“ (Kies-Sandgemisch)
in einer Tiefe von 5,06 m unter FluBsohle. Fiir diesen dichten Boden
kann man den Winkel der inneren Reibung erfahrungsgemiB auf 40°
bis 420 veranschlagen. In Tabelle XTI wurde Spalte 2 (wasserfiihrender
Sand) fiir ein Porenvolumen von 0,394, Spalte 4 (trockenes Kies-Sand-
gemisch) hingegen mit 0,322 gerechnet. Unter Beniitzung dieser Tabelle
lauten die kritischen Randbelastungen in dem gegebenen Falle:

a) fir ¢, = 400:

— 0,322
t, g = 0 394

b) fiir ¢, = 42°:

5,06 X 0,985 = 5,57 kg/cm?,

— 0,322

P ~0.304 5:06 X 1,151 = 6,51 kg/om®.

Die nach der angegebenen Quelle zugelassene hochste Randpressung
unter diesem Pfeiler betrigt 5,65 kg/cm2. In einem #hnlichen Falle, bei
der neuen Weinzsttlbriicke iiber die Mur (Gosting- Graz) auf gleichem Boden
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und in ungefihr gleicher Griindungstiefe wurde nach derselben Quelle
die hochste Bodenpressung unter dem FluBpfeiler mit 6,70 kg/em? zu-

Abb. 54. Strafenbricke iiber die Mur
bei Puntigam (Steiermark, Osterreich).
Phot. Rud. Froéhlich, Graz.

Abb. 55. StraBenbriicke iiber die Mur
bei Gosting (Steiermark, Osterreich).
Phot. Rud. Fréhlich, Graz.

gelassen. Ansicht des Pfeilers siehe
Abb. 55.

Aus den vorstehenden Bei-
spielen darf der SchluB gezogen
werden, daB Gl 44 — (4) (kriti-
sche Randbelastung) als ein An-
haltspunkt fiir die Wahl der zu-
lassigen Bodenpressung bei Vor-
entwiirfen von Griindungen auf ko-
hasionsschwachen Boden ange-
sehen werden darf. Die fiir wich-
tige Bauwerke unentbehrliche Bo-
denuntersuchung wird die Grofle
der inneren Reibung (¢,) festzu-
stellen haben, die der Berechnung
zugrunde gelegt werden soll.

Die Festsetzung der zuldssigen
Bodenpressung ist dann durch die
Setzungsberechnung zu iiberprii-
fen. Da seitliches Ausweichen des
Bodens (FlieBerscheinungen) in-
folge der Einhaltung der kriti-
schen Randbelastung ausgeschlos-
sen sind, konnen die unter Ziffer 36
entwickelten Gleichungen mit dem
Zusammendriickungsmodul M an
Stelle des Elastizitdtsmoduls E,
und w,; an Stelle von @ verwendet
werden, um die zu erwartende Set-
zung angendhert zu erhalten. Die
Werte M und w,, miissen aus einer
Belastungsprobe oder aus einer La-
boratoriumsuntersuchung einer un-
gestorten Bodenprobe bekanntsein.
Dabeiist vorausgesetzt, dal der Bo-
den bis in grofe Tiefe gleichartig
bleibt. Ferner kann sich die Set-

zungsberechnung nur auf jenen Teil der Senkung eines Bauwerkes beziehen,
der entsteht, nachdem die durch den Eingriff in den Boden entstehenden
Gleichgewichtsstorungen ungefahr ausgeglichen sind ; d. h. von dem Augen-
blicke an, wo der Grundbaukérper auf seine Sohle den Druck y ¢ aus-
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ibt (t = Grindungstiefe). Bei Brunnen- und Senkkastengriindungen
wird man meist grofere Senkungen wahrend der Ausfiihrung des ersten
Teiles des Grundbaukoérpers beobachten, die durch die Auflockerung
des Bodens an den Réndern der Baugrube (siche Abschnitt XVI, 48)
entstehen. Eine Vorausbestimmung dieser ,,Auflockerungssetzung* hat
keinerlei Interesse: es kann jedoch manchmal wichtig sein, dieselbe in
besonderen Fillen durch Messung wihrend der Bauausfithrung - fest-
zustellen.

Fir die Baupraxis ist strenge genommen nur jener Teil der Setzung
von Bedeutung, der sich einstellt, nachdem das Bauwerk z. B. die Hohe
der ersten wichtigen Vergleichsebene (StraBlenoberkante, Schienen-
oberkante-Fabriksgeldinde, Hiittensohle usw.) erreicht hat. Wenn ein
Briickenpfeiler wihrend der Bauausfithrung groflere Senkungen zeigt,
die jedoch nach seiner Fertigstellung, also bevor das Eigengewicht der
Briicke aufgebracht ist, zum volligen Stillstand kommen, dann haben
dieselben keine storenden Folgen fiir die weiteren Bauarbeiten. Anders
steht die Sache, wenn das Eigengewicht der Briicke weitere Setzungen
von Bedeutung zur Folge hat, die etwa bei benachbarten Pfeilern ver-
schieden ausfallen; im Falle durchlaufender Briickenhaupttrager ist
ein derartiges, unerwartetes Verhalten von Grundbaukérpern besonders
storend.

Aus den obigen Erlduterungen erkennt man auch die Wichtigkeit
des Verhdltnisses ,Nutzlast : Eigengewicht” fiir Bauwerke auf Boden,
die nur eine geringe Belastung vertragen. Im allgemeinen wird ange-
nommen, dafll die Aufbringung der Nutzlast nur elastische Setzungen
zur Folge haben soll. Dies ist natiirlich fiir die erstmalige Nutzbelastung
nicht der Fall, wie aus Versuchen einwandfrei erhellt. Jedoch mufl man
an eine verlafliche Griindung eines Bauwerkes die Anforderung stellen,
daB eine wiederholte Aufbringung der Nutzlast nur elastische
Setzungen hervorbringt. Dies gilt auch fiir bindige Boden, bei
denen die Setzung des Bauwerkes durch den sich langsam vollziehenden
Ausgleich der hydrodynamischen Spannungen ungehindert von der
Nutzlastaufbringung weitergeht. Fiir die kurze Zeitdauer der Nutz-
lastwirkung kann das Druckiquivalent p; der Konsistenzform als konstant
angesehen werden.

Bei Briickenpfeilern ist im allgemeinen die Bodenpressung durch
Nutzlast nur ein kleiner Teil der durch Eigengewicht hervorgerufenen.
Eine Uberschreitung der kritischen Randbelastung in diesem Falle
um 20 oder 30%, wird daher keine ernsten Folgen zeitigen; hingegen
kann eine solche verhiltnismaBig geringe Uberschreitung von ’qt‘ g bei
Silobauten bedenklich werden, da hier die Nutzlast zuweilen 1009, des
Eigengewichtes und selbst noch mehr betrigt. Bei Vollast sind dann
plastische Gebiete vorhanden, die verschwinden, wenn der Silo véllig
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leer ist. Dann dringt das Grundwasser (Sandbdden vorausgesetzt) in
die entlasteten Bereiche und bringt daselbst einen Ausgleich der Reibungs-
spannungen zustande. Die néchstfolgende Nutzlastaufbringung findet
daher #hnliche Spannungsverhiltnisse im Untergrund vor, wie sie vor
der erstmaligen Nutzbelastung bestanden. KEs ergeben sich daher
neuerdings bleibende, d. h. zusétzliche Senkungen. Eine solche Griin-
dung entspricht nicht der obengenannten Anforderung.

Die Einhaltung der kritischen Randbelastung ist also
um so wichtiger, je groBer das Verhaltnis ,Nutzlast: Eigen-
gewicht“ des betreffenden Bauwerkes ist.

XV. Einflufl der Schichtung des Baugrundes und des
Grundwasserstandes auf die Setzung und die Wahl
der zuléissigen Bodenpressung.

46. Beriicksichtigung der Schichtung des Baugrundes.

Im einschligigen Schrifttum findet man nur wenige Anhaltspunkte
fir die Losung des Schichtenméchtigkeitsproblemes. Wenn ein Bauwerk
auf einer Schicht von der Méchtigkeit ¢, zu errichten ist, unter welcher
sich eine Schicht von geringerer Tragféhigkeit befindet, dann wird man
haufig die Beanspruchung, die bei unbeschrankter Machtigkeit der
obersten Schicht zuldssig wire, mit Riicksicht auf die begrenzte Méachtig-
keit ¢; herabsetzen miissen. Bisher behandelte man diesen Fall gewohn-
lich so, daBl man die zuldssigen Belastungen fiir das ,,Hangende‘ sowohl
als auch fir das ,,Liegende annahm, und durch Feststellung der lot-
rechten Normalspannungen in der Grenzfliche zwischen den beiden
Schichten iiberpriifte, ob- die grofte lotrechte Normalspannung unter
der zulissigen Beanspruchung des Liegenden blieb. (Siehe z. B. den
Normalblattentwurf des ,,Onig* iiber die ,,Belastung des Baugrundes®
vom 1. Juli 1925.)

Hier soll die vorliegende Aufgabe auf Grund der Bedingung gelost
werden, dafl die zulassige Belastung weder im Hangenden noch im Lie-
genden plastische Vorginge hervorrufen darf.

In Abb. 56 ist ein Grundbaukérper von groBer Liange, der Breite 2 b
und der Grindungstiefe ¢ angedeutet. Die Michtigkeit der Schicht,
auf welcher er ruht, ist ¢,; ihre innere Reibung ¢, = @; und ihr Raum-
gewicht y; = y. Das Liegende sei durch die GréBlen ¢, = @, und y, =y
gekennzeichnet. Die Tragfahigkeit dieser Schichten berubhe einzig auf
der inneren Reibung @, (p, = 0). Die Auffillung von der Machtigkeit ¢
habe ebenfalls das Raumgewicht . Der EinfluB des Grundwassers soll
hier aufler Betracht gelassen werden.
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Als zulissiger Sohldruck fiir das Hangende bei unbegrenzter Méchtig-
keit kame die kritische Randbelastung nach Gl. 33 — (2) in Betracht:
t
- : (1)
cotg @, — ('_ — Q§I>

qt,r =
2

Nun denken wir uns das Hangende fort und durch Material von der
Beschaffenheit des Liegenden ersetzt, so dal das Bauwerk auf einer
unbegrenzten Schicht mit der inneren Reibung @, und dem Raum-
gewicht  aufruht. Da voraus-

setzungsgemif @, < P, ist, tritt |
nun ein plastisches Gebiet auf. 20t
Dasselbe 148t sich nach Ziffer 31
berechnen und ist in Abb. 56 an-
gedeutet. Es gehe beispielsweise
itber die Machtigkeit ¢, hinaus, so
daBl es in die Schicht @,, ¢ ein-
schneide. In diesem Falle miifite

q: z solange ermifBigt werden,
bis die Hohe des plastischen Ge-
bietes %, = ¢, geworden ist. Wire
von vorn. herein t; = h,, dann

konnte die nach Gl. (1) gerech- Abb luB di Schich a
£ last 1 lissi : . 56. EinfluB der Schichtung des
nete Belastung als zulassig be Baugrundes auf die Fliefbereiche.

trachtet werden.

Zahlenbeispiel:

25 =100 cm, ¢ = 200 cm, y = 0,0015 kg/cm3, @, = 45°, @, = 300,
t; = 100 cm.

Es ergibt sich aus Gl (1): ¢; p = 4,38 kg/em?. Dies ist die Be-
lastung, die bei grofer Michtigkeit der Schicht @, y noch kein plastisches
Gebiet hervorruft.

Nun bestimmen wir nach Gl 31 — (13) jene Belastung ¢, die in
einem Material @,, v ein plastisches Gebiet von der Hohe %, = 1, erzeugt.

ny({t+t) ) @)
cotg Dy — <i2t- - @2)

Setzt man die oben angegebenen Zahlenwerte in Gl (2) ein, so folgt:
7 X 0,0015 x 300

— J— 2
9= "33 1007 — 206 kg/om?

q:

Will man also vermeiden, dal im Liegenden ein plastischer Bereich
entsteht, dann mufl man im vorliegenden Fall die zuldssige Belastung
von 4,38 kg/em? auf 2,06 kg/ecm? herabsetzen. Unter dieser Bedingung
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bleibt das fiktive plastische Gebiet auf den Raum #; beschrankt, wo sich
in Wirklichkeit ein Material mit der inneren Reibung @, > @, befindet,
und daher das elastische Gleichgewicht iiberall gewahrt bleibt. Die
Bestimmung des Verlaufes des fiktiven plastischen Gebietes ist nach
Ziffer 31 sehr einfach; wir wollen uns hier darauf beschrinken anzugeben,
wie man die Beriithrungspunkte mit der Grenzebene der beiden Schichten

finden kann. Diese miissen auf einem Kreis mit dem Halbmesser

Py = Esbiiﬁ“ liegen, Gl. 31 — (9), der durch die Randpunkte der Griin-

2

dungssohle gelegt wird.
Bleibt die Sohlpressung unter dem Werte ¢ = 2,06 kg/cm?, dann
gibt die sinngemiBe Anwendung von Gl. 36 — (58) oder einer der Nihe-
| rungsformeln unter Ziffer 36, a bis g, die zu

; erwartende Setzung (bleibende - elastische);
Boden- Oberfliche dazu miissen die Werte o fiir beide

] : Schichten bekannt sein. Als Ordnungszahl
i der Spannungsverteilung kommt angenéhert
¢ \ ! y =3 in Betracht. Analog den Erorterun-
. | g| Grandwl.  gen unter 45 wird man die Setzung auf
A i |7 jenen Zeitpunkt beziehen, wo die Bauaus-
v | p|grardw. L. filhrung soweit fortgeschritten ist, daf

l

die Sohlpressung ¢ = 0,0015 X 200 =
1 = 0,3 kg/em? geworden ist. Diese Span-
Abb.57. EinfluB des Grund-  nung ist daher von ¢ = 2,06 kg/cm? fiir

wasserstandes auf die kri- die B .
tische Randbelastung. bﬁngejrechnung von o, in Abzug zu

47. Beriicksichtigung des Grundwasserstandes.
Wir gehen von der Betrachtung eines Grundbaukorpers aus, dessen
Sohle in der Tiefe ¢ unter der Bodenoberfliche liege und mit dem Grund-

wasserspiegel I zusammenfalle (Abb. 57). Das Raumgewicht des unter
Wasser befindlichen Materiales sei:

yi=r—10—n) 4y
und damit das Raumgewicht des trockenen Bodens:
Yo=yx (1—mn). (2)

Ist ¢, die innere Reibung des Bodens unter Wasser, dann 148t sich die
kritische Randbelastung fiir den Grundwasserstand I rechnen mit:
TVt

cotg %——(%——%)
Falls bei einér Grundwasserspiegelerhshung A¢ kein plastisches Gebiet

unter der Grimdungssohle auftreten soll, mufl die Sohlpressung nach (3)
um Aq vermindert werden; wie groB ist Aq?

q'tR=

(3)
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Die kritische Randbelastung fiir den Grundwasserspiegel 1T ist:
TVt —(Yo—71) A1) .
cotg ¢, — ( 5— %)

qllt’R — (4)
Die ErmaBigung des Sohldruckes betrigt daher:
A9 =q,2—q" g =—" %_””;’ 4t (5)
cotg g, — (g — %)
Unter Beachtung der Gl (1) und (2) laBt sich auch schreiben:
Ng — 0,00l 7z (1 —mn)At

= .
cotg ¢, — (-2— - %)

(6)

Die durch die Erhohung des Grundwasserspiegels um A¢ notwendig
gewordene Erméfigung Ag der zulissigen Belastung ist nach GI. (6)
unabhéingig von dem spezifischen Gewicht der Bodenkérner, Griindungs-
tiefe 1 und GroBe, sowie Form der Griindungssohle.

Zahlenbeispiel:
Der Grundwasserspiegel steige um 100 cm; das Porenvolumen sei
409%,, also n = 0,40; die innere Reibung betrage ¢, = 35°. Unter diesen

Annahmen ist Ag= 6’7}—1100’38 X100 0,402 kg/cm?. War die kritische

Randbelastung z. B. fiir die Lage des Grundwasserspiegels I und
t= 300 cm nach Tabelle XII: ¢, x = 3 X 1,007 = 3,021 kg/cm?, so darf
infolge einer vorhergesehenen Steigung des Grundwassers bis zum Ni-
veau II die zuldssige Belastung nur mehr

3,021 — 0,402 = 2,619 kg/cm?

betragen.

Es ist leicht einzusehen, dafl bei gleichartigem (ungeschichtetem)
Baugrund der Grundwasserstand solange keinen Einfluf} auf den Gleich-
gewichtszustand ausiibt, als der Spiegel unterhalb der Griindungssohle
bleibt, unter der Voraussetzung, dall die Sohlpressung unter der kriti-
schen Randbelastung liegt und daf der Winkel der inneren Reibung
oberhalb und unterhalb des Wasserspiegels dieselbe GroSe besitzt.

Ganz anders werden jedoch die Verhéaltnisse, wenn die Sohlpressung
die kritische Randbelastung iiberschreitet, wenn also ein plastischer
Bereich vorliegt. Diesen Fall wollen wir nun néher betrachten.

In Abb. 58 ist ein Grundbaukorper mit dem zu seiner mittleren
Sohlpressung ¢, gehorigen plastischen Gebiet gezeichnet. Der Grund-
wasserspiegel steige aus einer anfénglich tiefen (nicht gezeichneten)
Lage so hoch (¢,), dal er das fiir den trockenen Boden v, gezeichnete
plastische Gebiet in den Punkten S, und S, schneide. Es entsteht die
Frage, welche Verdnderung das plastische Gebiet dadurch erleidet.
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Die Begrenzung des plastischen Gebietes in dem Raume (¢, — )
kann sich natiirlich nicht dndern. Um die Begrenzung unterhalb des
Spiegels S, Sy zu finden, hat man nichts anderes zu tun, als die Berech-
nung des Kraftfeldes, hervorgerufen durch g, vorzunehmen mit einer

fiktiven Griindungstiefe

¢ + (Tw - tw)
\\ und dem Raumgewicht
¥y, nach Gl (1), wobei
T,= twﬁ und y, durch
T7, 71 .
- Gl (2) gegeben ist.

T Die Begrenzung des
¢l neuen plastischen Gebietes
J b P, schneidet die Grenz-

linie P, in den Punkten
- — S, und S,, da sich dort
gegeniiber dem Anfangs-

l ser L‘\ b K% zustand nichts gedndert
W \ hat. Oberhalb der Ebene
| | 8,8, muB P, innerhalb

!

! !

von P, verlaufen, da
/ das fiktive Eigengewicht
Ty, dort groBer ist als
S | e T — (T —tw)} vo, Wie
T man aus Abb. 58 sofort
| sieht. Hingegen verlduft P,
Abb. 58. EinfluB einer Steigung des Grund- unter der KEbene 8; 3,
wasserspiegels auf einen vorhandenen auBerhalb von P;: das
Fliebereich plastische Gebiet wird da-
her vergrofert; es tre-

ten zusédtzliche plastische Setzungen auf
Hiermit ist gezeigt, dall der Einfluf einer Grundwassersteigung
im Bereich unterhalb der Griindungssohle davon abhingt, ob die vor-
handene Belastung ¢ im trockenen Boden plastische Vorginge zur Folge
hatte oder nicht. Der Einflull des steigenden Grundwassers beginnt
sich geltend zu machen, sobald der Spiegel das vorhandene plastische
Gebiet P, gerade beriihrt. Eine Bewegung des Grundwassers unterhalb
des tiefsten Punktes von P hat keine Einwirkung auf den Gleichgewichts-

zustand.

Betont sei noch, dafl bei dieser Betrachtung der Reibungswinkel ¢,
iiber und unter dem Grundwasserspiegel gleich grol angenommen wurde.
Die Berechnung 148t sich natiirlich auch dann durchfiihren, wenn die
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Wirkung des Grundwassers auf die Verminderung des Reibungswinkels
bekannt ist. In diesem Falle wird P, noch groBer; die Punkte S; und S,
riicken iiber den Grundwasserspiegel und kénnen auch, wenn die Herab-
setzung von @, grof} genug ist, mit den Randpunkten der Griindungssohle
zusammenfallen.

Von der Ausrechnung eines Zahlenbeispieles wurde abgesehen, da
diese gegeniiber dem unter 46 Auseinandergesetzten nichts Neues zeigen
wiirde.

Welche ungiinstigen Einfliisse der steigende Grundwasserspiegel
auf die Sicherheit von Bauwerken ausiiben kann, zeigen die Erfahrungen,
die man beim Inundieren von Festungswerken in Holland im Jahre 1897
gemacht hat [9, 10]. Hierbei darf allerdings nicht iibersehen werden,
daB ein Teil der Fundamentbriiche auf die Wirkung des stromenden
Wassers zuriickzufilhren war, wihrend in der obigen Betrachtung
stillschweigend mit rein statischen Verhiltnissen (Geschwindigkeit der
Grundwassersteigung = Null) gerechnet wurde.

XVI. Plastische Erscheinungen bei verschiedenen
Aufgaben der Grundbaustatik.

48. Die FlieBgebiete in der Nihe eines Einschnittes mit senkrechten
Boschungen.

Die Aufgabe, den Spannungszustand im unbegrenzten Boden zu
bestimmen, der dadurch entsteht, dal man eine etwa streifenférmige
Baugrube (Einschnitt) ausschachtet, héingt von so vielen Faktoren ab,
daB an eine strenge Losung gar nicht gedacht werden kann. Macht man
jedoch gewisse einschrinkende Annahmen, dann 1a8t sich ein annéherndes
Bild von dem Kraftfeld des einen solchen Einschnitt umgebenden Bodens
gewinnen.

Die erste Annahme iiber den Spannungszustand im ungestorten
Boden, also vor Inangriffnahme der Ausschachtungsarbeiten, betrifft
das Verhiltnis £ des Seitendruckes zum lotrechten Druck. Uber diesen
Wert liegen Messungen noch nicht vor. Identifiziert man das Verhalt-
nis ¢ mit der ,,Ruhedruckziffer’, woriiber verschiedene Auffassungen
bestehen konnen, dann schwankt ¢ je nach der Bodenart von 0,5 bis
gegen 1,0. Der Einfachheit halber wollen wir hier (wie in Ziffer 31)
=1 setzen.

Denkt man sich den Einschnitt mit senkrechten Seitenwinden
und der Breite 2 b so ausgefiihrt, daf die Seitendriicke durch Abstiitzen
der Wandflichen gegeneinander aufgenommen werden (Abb. 59), dann
iiben die iiber der Grubensohle liegenden Massen auf den Untergrund
nur lotrechte Driicke (ohne Schubspannungen) aus, und die Wirkung
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der Ausschachtung auf das urspriingliche Kraftfeld des ungestorten
Bodens besteht einfach darin, daB3 die Teile der Sohlebene rechts und
links von der Ausschachtung durch eine gleichmiBig verteilte Last von
der GroBe y h belastet sind.

Zahlt man die Ordinaten z von der Oberfliche, also nicht von der
Einschnittsohle aus, dann lauten die Eigengewichtsspannungen in
irgendeinem Punkte des Bodens (vor der Ausschachtung)

Oz9g = 0pg=7YR% (1)

Durch den Wegfall des Gewichtes 2 b & y je Liangeneinheit des Einschnittes
verringert sich die Spannung eines Punktes unterhalb der Einschnitt-
sohle (also z > h), und zwar in jeder Rich-

k> tung um einen anderen Betrag. Die ver-

bleibenden Hauptspannungen sind analog
Ziffer 31:

h .
al’zyz—%(Qa——sm%s

!
(2)
2 ag’zyzwﬂ(Ze—l—sin%e)J‘

7T

2 ¢ ist der Winkel, den die beiden Rich-
tungen von dem betrachteten Punkte der
Halbebene aus nach den Endpunkten der

1 Einschnittssohle miteinander einschlieBen.
‘)‘" 2b —= Die Anwendung derallgemeinen Mohr-

Abb. 59. Ausschachtung mit schen FlieBbedingung 27 — (2) ergibt:
krech it i . b
senkrechten Seitenwinden v h sin2e==% {pk +yz— %2 e}. 3)

T

Dies ist die Gleichung der Grenzlinie zwischen dem elastischen und dem
plastischen Gebiet, das durch die Ausschachtung des Bodens in der an-
genommenen Form (Abb. 59) entsteht.

Wir betrachten wieder eine lose Masse, setzen also p, =0 und
16sen (3) nach z auf: h (sin2e

e=—{ r—{~2s}. )

Das Raumgewicht y des Bodens ist aus der Rechnung fortgefallen. Um
festzustellen, bis in welche Tiefe 2y das plastische Gebiet reicht, hat man

dz
2 =0

zu setzen. Durch Differentiation von (4) nach ¢ und Nullsetzen der Ab-
leitung folgt mit % = sing,:

cos 2 g, = —sing,
oder:
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Durch Einsetzen von (5) in (4) erhalt man:

h 7
Zmax = “7{{ cotg @, + (‘% +%>}- (6)
Aus dieser Beziehung ersieht man sofort, daB zmay nur fir eine Masse
mit der inneren Reibung @, = % gleich 7 werden kann. Da jedoch die

in Wirklichkeit vorkommenden kohisionslosen Boden einen Reibungs-
winkel von héochstens 50 bis
600 besitzen, so kann man den
Satz aussprechen: Bei einer
Ausschachtung in kohi-
sionslosem Grund mnach
Abb.59 treten immer Flief3-
bereiche auf.

Dies fithrt unmittelbar zu
der Frage, bei welcher Tiefe
hirir, einer Ausschachtung in
einem bindigen Boden mit der
Kohision p; der FlieBvorgang
beginnt.

Lost man Gl (3) nach 2

auf, ohne p;, gleich Null zu Y
setzen, dann folgt: \Tg TZ C

i ) I -
2 =%{§mk2 ) e}—pT’” (4a) | o >
Abb. 60. Zur Bestimmung der Grenz-

Die Differentiation von z nach jinjen der FlieBbereiche unterhalb der
¢ fithrt auf dieselbe Gleichung Baugrubensohle.

wie fiir kohisionslose Massen,
nimlich (5). Setzt man (5) in (4a) ein, dann ergibt sich:
h
zmang{ootg%—{—(—271-}—%)1_.%’&. (6a)

Fithrt man hierin zmax = b = hirit. €in, so erhdlt man die gesuchte
kritische Ausschachtungstiefe:

hiaie. = Pk : (7)
4 {cotg Pr— <~2— — %)}
Zahlenbeispiel:

pp= 0,2kgfem?, y = 0,0016 kg/cm?, ¢, = 25°,

0,2
Maait. = ~5,5016 [2,145 — 1,134] — So>0 om = 3,89 m.

Sinkt der Wert von p, auf die GroBenordnung der Kapillarspannung
in Sand herab p; = 0,02 kg/cm?, dann wird die kritische Ausschachtungs-
tiefe 38,9 cm.

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 11
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Um die Form der FlieBbereiche fiir verschiedene Einschnittsbreiten
2b und Einschnittstiefen 2 zu bestimmen, ist es zweckmifig, die
Abszissen z der Grenzlinien der FlieSbereiche aufzustellen. Nach Abb. 60
ist rein geometrisch:

2=0—(z—h)2+2b(z—h) cotg 2 ¢. (8)
Setzt man z aus (4) in das letzte Glied der vorstehenden Gleichung ein
und beriicksichtigt, daf
lim (m —2¢)cotg2e=—1

2e=u

X bk

2b =200cnz

373 : 687 _——-|.<_~“ G8,7 ~———>——J7J—-—€

|
Abb. 61. FlieBbereiche unterhalb der Baugrubensohle.

ist, dann erhilt man den Abstand z,,., des Schnittpunktes der Grenz-
linie mit der Einschnittssohle:

Y Y
toemn = |/ 2 — 22 1E, (9)

Mittels der Gl. (4), (8) und (9) wurden die plastischen Bereiche fiir p, = 0,
@, = 45%, k= sing, = 0,707, b = 100 cm, h = 200, 400 und 800 cm in
Abb. 61 zusammengestellt.

Die bei h = 200 cm noch getrennten kleinen FlieBbereiche wachsen
mit groBer werdender Einschnittstiefe und flieBen fir &= 379 cm
(23— = 0) zusammen. Wird die Tiefe b noch gesteigert, dann nihert
sich die GroBe des FlieBbereiches einer Grenze, die dem Kreis
2 ¢ = 100° 30" entspricht.
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Die tiefsten Punkte der Grenzlinien (znyax) liegen auf einem Kreis
mit dem Halbmesser b b

= = 1
"'m = Sin 2 £, COSQ, (10)

Wird die Einschnittsbreite 2 b sehr groB, dann findet man aus Gl. (4),
die unabhéngig von b gilt, auf dhnliche Weise wie oben den Abstand
des Schnittpunktes der Grenzlinie z’y,_, von der Einschnittswand
(nicht von der Achse, die ins Unendliche riickt)

h 1—Fk

’
Log=gq = —

n k-

Dies ist die Mindestbreite des FlieBbereiches fiir eine bestimmte Ein-
schnittstiefe. Fiir ~ = 200 cm und 2 b = oo ergibt sich:
X'9gen = 0,132 h = 26,4 cm,
wahrend dieses MaB fiir 2 5 = 200 cm bei derselben Hohe
gpmn = 100 — 29, = 100 — 68,7 = 31,3 cm
betrigt (siehe Abb. 61).

Die Formen der FlieBbereiche sind natiirlich nur als grobe Niherun-
gen zu betrachten, wie in Ziffer 33 bereits betont wurde. Sie geben
jedoch ein ungefahres Bild von den Vorgingen, die sich in der Natur
abspielen dirften.

Bei der Absenkung eines Senkbrunnens oder Senkkastens wird
man damit rechnen miissen, dafl der Boden zuerst in der Nahe der Schneide,
bei groferen Tiefen jedoch auch im Innern aufgelockert wird. Probe-
belastungen im Senkkasten koénnen daher manchmal zu ungiinstige
Ergebnisse zeigen. (Die Senkkastenreibung wurde in der vorstehenden
Untersuchung allerdings nicht beriicksichtigt. Sie wirkt vergréBernd
auf die FlieBbereiche.)

Durch diese Erscheinungen erkliren sich auch (selbst ohne den Ein-
fluf der Wasserbhaltungsarbeiten) die oft starken Setzungen von Senk-
brunnengriindungen wéhrend der Bauausfihrung. Erst nachdem die
ausgeschachtete Bodenmasse durch einen Teil des Gewichtes des Grund-
baukorpers ersetzt ist, kann sich der urspriingliche Spannungszustand

im Boden ungefahr wieder herstellen. Zumeist halten die Setzungen
iber diesen Zeitpunkt hinaus an.

(11)

49. Der Druck auf nachgiebige Bodenklappen.

Diese Aufgabe findet sich in v. Terzaghis ,,Erdbaumechanik®,
S. 203 bis 211 [25], von den Gesichtspunkten verschiedener Verfasser
aus behandelt, vor. Hier wollen wir die allgemeine FlieBbedingung von
Mohr mit der (méglichen) Spannungsverteilung » = 3 kombinieren,
um zu dem Druck auf nachgiebige Bodenklappen beim FlieBbeginn zu
gelangen.

11*
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Wir denken uns einen Kasten von sehr grofler Lidnge und Breite,
jedoch beliebiger Tiefe ¢ mit ,,ungestortem‘ Boden (¢,, p;) gefiillt. Der
EinfluB der Seitenwénde soll, infolge der vorausgesetzten groflen Kasten-
abmessungen, aufler Betracht gelassen werden; das Verhéltnis des Seiten-
druckes zum lotrechten Druck an irgendeiner Stelle der Masse sei { = 1.
Im Kastenboden, der den Rauhigkeitsgrad ¢, = innere Reibung der
Kastenfiillung besitze, befinde sich ein streifenférmiger Teil von der
Breite 2 b, der durch schmale Fugen vom iibrigen Boden getrennt und
so unterstiitzt sei, daf er anfénglich in genau derselben Hohe wie dieser
liege. Wir wollen diesen Bo-
denteil die ,nachgiebige
Bodenklappe®“ nennen.

Durch vorsichtiges, ganz
geringes Senken der Unter-
stiitzung der Klappe ver-
¢ Zmin | ringert sich der Bodendruck
l auf dieselbe, jedoch auch

!
|
!,
i
|
|
!

der anfingliche, ideal ein-
fache Spannungszustand in
der Kastenfiillung. Der ur-
spriingliche Bodendruck war
yt (y = Raumgewicht der
| Kastenfiillung), der verrin-
gerte Bodendruck auf die
Klappe sei g.

AARRRlIsIIIIhhIiRSIeSy
2|b —

|

Abb. 62. Zur Bestimmung der plastischen
Gebiete in der Nahe nachgiebiger Boden- .
Kklappen. Wir denken uns nun den

Spannungszustand der Ka-
stenfiillung so erzeugt, dafl wir, anstatt die Klappe zu senken, Zugspannun-
gen von der Grofe (y ¢ —q) tiber die ganze Fliche der Klappe von der Breite
2 b gleichmiBig verteilt auf die Kastenfiillung wirken lassen. Die Span-
nungsverteilung erfolge nach den Gesetzen des elastisch-isotropen Halb-
raumes fiir volumbestindige Stoffe (m = 2, v = 3). Die absolute GroBe
der Zugspannungen (yt-—g) sei klein genug, um deren Wirkung auf
die Oberfliche der Filllung als Null ansehen zu kénnen.

Wir betrachten nun einen Punkt A4 in einem lotrechten Querschnitt
durch die Masse, in der Tiefe z unter der Oberfliache, dessen Richtungen
nach den Endpunkten der Klappenbreite 2 b den Winkel 2 ¢ einschliefen
(Abb. 62).

Der anfiangliche Spannungszustand war durch

Osg=0ng=7% (1)
gekennzeichnet.
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Die Zugspannungen (y { — ¢) verandern die Spannungen des Punk-
tes A in: —
oy =yz—"""" @ _sin2¢))
2)

(yt—aq)
0 (

oy =yz2— 2¢-sin2¢)

Die allgemeine Mohrsche FlieBbedingung 27 — (2) verlangt, daf3:

(—Vt%ﬂsmzazk{p,chyz—Mze} 3)

4

wird. Diese Gleichung gibt die Form der FlieSbereiche fiir jeden Wert
von ¢, wenn man annehmen darf, daB die Spannungsverteilung wihrend
der Verdnderung des Klappendruckes von p ¢ auf ¢ dieselbe, namlich
v = 3 bleibt. Wir wissen, dafl dies nicht genau der Fall sein kann, jedoch
handelt es sich hier um den Fliefbeginn, in dem die Spannungsver-
teilungsédnderung erst einsetzt.

Den Druck qyyit. auf die Bodenklappe im Augenblick des FlieBbegin-
nes errechnen wir wie in Ziffer 33 und 48 so, daf3 wir den Flicheninhalt
des plastischen Gebietes, welcher im vorliegenden Fall durch z,, cha-
rakterisiert ist, Null setzen.

Durch Auflssen der Gl. (3) nach z erhilt man:

__ yt—q (sin2¢ l_&
2 == vz 1——-—‘10 + 2 SJ " . (4)
Um 2 zu einem Minimum zu machen, hat man
dz
e =9
zu setzen. Die Ausrechnung liefert:
t—
“min = ﬁﬁﬂ{colcg @r + (% + %)}"‘%L (5)

Der Flicheninhalt des FlieBbereiches wird Null, wenn zp, =1 wird
(siehe Abb. 62); der Wert von ¢ ist dann gipit.
Aus (5) folgt:

t

Glarit, — 7 6 — 7 (¥ +npk) ) (6)

cotg ¢, + (—2' + %)
Fir kohasionslose Kastenfilllung p;, = 0 wird:
t

Qirit. = Yt — s . (62)

GOtg Pr + (E‘ + ‘pr)
Zahlenbeispiel: '

Fir ¢, = 30° ergibt sich:

T

Qurie. = ¥ |\l — e 5

}:0,179;4,
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@, = 350 liefert:

n J——
Qarit. = V1 [1_ 1,428 + 1,571 + 0,611 ] = 0,130y,
@, = 40° liefert:

T
Gurit. = ¢ [1 1,192 - 1,571 & 0,698
Diese Werte sind im allgemeinen von derselben GroBenordnung wie die
durch Versuche von Forchheimer [2] festgestellten. So fand z. B.
genannter Forscher fiir Rheinsand mit y = 1,445, ¢, = 33°40’, { = 51 cm
einen geringsten Bodendruck von 3086 g auf eine kreisformige Boden-

] — 0,091yt

klappe von 20 cm Durchmesser, also ¢ = 33—018‘?: 9,8 g/ecm®. Gl. (6a)
gibt fiir dieselben Angaben:
T

Gurit. = 1,445 X 51 |1

71,501 1+ 1,571 - 0,588 |
= 1,445 X 51 x 0,142 = 10,46 g/em?.

50. Die FlieBerscheinungen in einem dickwandigen Rohr aus
plastischem Ton bei Innen- bzw. Auflendruck.

In Ziffer 27 wurde darauf hingewiesen, daf} es fiir bindige Boden
(Tone) zwei verschiedene Plastizitdtsbedingungen gibt: fiir rasche Last-
aufbringung oder, was dasselbe ist, vor Beginn des Ausgleiches der
hydrodynamischen Spannungen (Zeitpunkt 7' = 0) und fiir sehr langsame
Lastaufbringung, oder: nach vollzogenem Ausgleich der hydrodynami-
schen Spannungen (Zeitpunkt 7 = oo). Die analytische Formulierung
dieser Bedingungen lautet:

a) fir 7= 0:
0y — 0y = f k_plf = konst. (1)
b) fir T = oo:
1
01—y =2 b{pi+ (01 + ). @

Da die GI. (1), die sogenannte Coulombsche FlieBbedingung, fiir Metalle
mit guter Anndherung gilt, und die Probleme der Plastizitéitslehre in
ihren Anfingen ausschlieflich auf diese Bedingung aufgebaut wurden,
findet sich die Losung der Aufgabe beztiglich des dickwandigen Rohres
nach Gl (1) in den Lehrbiichern der Mechanik vor.

Es bleibt daher hier nur der Fall des dickwandigen Rohres nach der
FlieBbedingung Gl. (2) zu behandeln. Wie bei den vorhergehenden Auf-
gaben wollen wir uns auch hier auf die Entwicklung des Spannungsbildes
beschrénken und die Frage der Forminderungen von unserer Betrachtung
ausschalten. In v. Terzaghis ,,Erdbaumechanik®, S. 211 bis 222, ist
ein praktisch wichtiger Fall einer Bohrung von kreisfsrmigem Querschnitt
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in einer unendlichen Tonmasse auch mit Riicksicht auf die zu erwartenden
Forménderungen behandelt, worauf an dieser Stelle verwiesen werden
moge.

a) Dickwandiges Rohr aus plastischem Ton unter Innen-
druck.

Wir denken uns ein sehr langes, dickwandiges Rohr aus plastischem
Ton mit kreisringférmigem Querschnitt (AuBendurchmesser 2 b, Bohrung
2 a), durch einen wachsenden Innendruck von der Grole p, beansprucht.
Das Druckiquivalent der Konsistenzform des Tones bei Beginn der
Belastung sei p;. Die Aufbringung des Druckes geschehe so langsam,
als es die Durchléssigkeitsziffer des Tones mit Riicksicht auf den hydro-
dynamischen Spannungsausgleich erfordert, so daBl wir mit der Flie8-
bedingung (2) rechnen miissen.

Solange der Innendruck p; klein genug ist, findet in keinem Punkte
der Wand Uberschreitung des kritischen Hauptspannungsverhéltnisses
1y statt; Bedingung (2) 148t sich ersetzen durch:

— TPy 3
d oy = Oy + Pr ( )
=k 4)

Fir diese Phase der Belastung muf} also die Spannungsverteilung in der
Rohrwand elastischen Gesetzen gehorchen. Der Einfachheit halber
wollen wir hier mit dem FElastizititsgesetz Gl. 34 — (10), nimlich

E,=E = % = konst. (5)

rechnen, die fiir Tone naherungsweise zutrifft.

Wichst p; so lange, bis das Hauptspannungsverhdltnis n = n, fir
Punkte in der Néhe der inneren Rohrwandung erreicht ist, dann bildet
sich rings um die Bohrung ein FlieBbereich aus, der infolge der allseitigen
Symmetrie nur kreisformig begrenzt sein kann. Wir wollen den AuBen-
durchmesser dieses FlieBbereiches 2 ¢ nennen, wobei ¢ als veranderlich,
nédmlich abhéngig von p; anzusehen ist.

Bedeutet r den Abstand eines beliebigen Punktes der Wand von der
Rohrachse, dann ist der Zustand

fir: @ <<r <<c plastisch, hingegen
fir: ¢ <r<<b elastisch (Abb. 63).

Unsere Aufgabe ist es nun, die Spannungen im elastischen und
plastischen Bereich zu ermitteln und die GréBe ¢ des FlieBbereiches
als Funktion des Innendruckes p; zu finden.
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a) Die Spannungen tm elastischeu Gebiet.

Denkt man sich den FlieBbereich in Abb. 63 fortgenommen, dann
bleibt ein Rohr mit dem Innendurchmesser 2 ¢ und dem AufBendurch-
messer 2 b iibrig, in dessen Wand nur rein elastische Zusténde herrschen.
Die an der Innenwand dieses fiktiven Rohres wirkenden Spannungen
kénnen wegen der allseitigen Symmetrie nur Normalspannungen sein;
wir wollen die Grofe dieser radialen Druckspannung mit p, bezeichnen.
Dieselbe hingt natiirlich von dem plastischen Gleichgewicht des fort-
gedachten Wandteiles ab und soll
spater bestimmt werden. Vorldufig
wollen wir den Spannungszustand
im elastischen Gebiet ¢ <<r <<b als
Funktion von p, betrachten. Das
Gleichgewicht eines Korperelementes,
welches nach Abb. 64 nur Radial-
und Tangentialspannungen ¢, und o,

G

G
0 le

Abb. 63. Querschnitt durch ein Abb. 64. Rohrwandelement unter Ein-
dickwandiges Rohr aus plastischem  wirkung rein radialer und tangentialer
Ton nach Uberschreitung des kriti- Spannungen.

schen Innendruckes.

unterworfen ist (die dritte Hauptspannung bleibt unberiicksichtigt, da
es sich um ein ebenes Problem handelt), liefert bekanntlich die folgende
Differentialgleichung:
d(o,r)
dr

o, = 0. (6)

Dies ist die Gleichgewichtsbedingung, der die Spannungen ¢, und g,
ohne Riicksicht auf die Forméinderungen geniigen miissen.

Die gesuchten Spannungen ¢, und ¢, miissen aber auch mit dem
elastischen Verhalten des Stoffes (5) in Ubereinstimmung sein. Sie miissen
also den Gleichungen: w

St:Tl 7
dw (7
&= g )
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geniigen, worin w die radiale Verschiebung eines Punktes im Abstand 7
von der Rohrachse bedeutet und ¢, ¢, die auf die Einheit bezogenen
Langenanderungen in tangentialer bzw. radialer Richtung sind.

Wir beniitzen fiir die Spannungen ¢, und o, probeweise den folgenden
Ansatz mit zwei noch zu bestimmenden Festwerten ¢, und c,:

C

O =0 — “;2
' ®)
0y =¢; + 72‘
Fiihrt man in (6) die Differentiation aus, so erhdlt man:
—-—at—{—rda’”-—o; (6a)

setzt man die Werte aus (8) hier ein, dann zeigt sich, dafi (6) erfiillt ist.
Um einzusehen, daB der Ansatz (8) auch mit (7) in Ubereinstimmung
steht, erinnere man sich an die Beziehungen:

1 1
=F < Gr) ]
1 1

8 E ( - Gt) J
Substituiert man die Werte (8) in (9), dann erkennt man leicht, daf die

aus (7) folgende Beziehung de,
& =T g T+ &

&

(9)

erfiillt ist. Der Ansatz (8) gibt also tatsichlich die gesuchte Spannungs-
verteilung.

Nun hat man noch die Randbedingungen der Aufgabe fiir die Be-
stimmung der Konstanten ¢,, ¢, zu beniitzen:

Fir r = ¢ muB} ¢, = p; (Druck),

und fir r=5 ,, o¢,=0 sein.
Dies fiihrt auf:
c2 b2 c?
Q=35 _gz P = p_—g P (10)
Nun liefert (8) die beiden Hauptspannungen'
c2 ___b2
0, = —
T b2___ 2
o 1 ay
c 7 + b?
Ry p—y J

p) Die Spannungen im plastischen Gebiet.
Auch hier gilt die Differentialgleichung (6); anstatt der Dehnungs-
gleichungen (7) haben wir jedoch hier die FlieBbedingung (2) oder die
gleichwertigen Beziehungen (3) und (4) einzufiihren.
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Wir schreiben der Einfachheit wegen das kritische Hauptspannungs-
verhaltnis 7 statt n,; dann lautet (3):

Oy + Pr
n = 1= 3
oy + Pr (3a)
Daraus rechnen wir:
o, = N (0; + Pr) — Pp- (3b)

Hiezu kommt (6) in der Form von (6a):

do
ar———at—}—r—df = 0.

Durch Elimination von o, ergibt sich:

d o,
(n—1) (0 + pi) + 07 gt =

oder: il(at'l'"pk) —_ n—1 Llf_ (12)

(04 -+ Pr) n r
Nach einfacher Integration und mit Hilfe von (3b) folgt:

_n—1
g, =Cr " —p,
¢ I (13)

n—1

o,=nCr " —py

Die Integrationskonstante C ergibt sich aus der Randbedingung, daf}
fir r = a, 0, = p; (Druck) sein muf}:
n—1
n

0= PitPe, (14)
n

Damit werden die gesuchten Spannungen im plastischen Gebiet:

n—1 ]
1 a\ n
0y = - (P; + Px) (T) —_pkl

n—1

n

or = (p: + Pr) (i—b) — P

y) Die Spannungen an der Grenze zwischen dem elastischen und
plastischen Gebret.

Gl. (11) und (15) miissen fiir »r = ¢ identische Werte liefern. Aus (11)
erhalten wir:

.y (16)

oy, ¢ = p; (Druck)
Ot, e = —p2_gt Pr (Zug)}
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Aus (15) folgt:

n—1

Or, ¢ = (P: + Ps) <%) " —
(17)
n—1
1 a n
O, e = - (p; + pr) (7) — Pr
Aus (16) erhalten wir mit Beniitzung von (3a):
‘ b2 - ¢2
2 n{_gzv;%ﬂ?f + Pk}
und (n__ 1) (bz__cz)
br = M+ 1)+ (n—1)c2 Dr- (18)

Mit Hilfe von (4) kann man p, auch in einer anderen Form schreiben:

(b% — c?

s ‘:-Wkpk- (182)
Die Tangentialspannung an der Grenze des plastischen Gebietes (r = ¢) ist:
(b% + c?
m)z k py-
Es ist zweckméBig, nicht den Innendruck p;, sondern die Gréfie ¢ (Halb-
messer der duleren Begrenzung des plastischen Bereiches) als gegeben
anzusehen. Man hat dann p; als Funktion von ¢ aufzustellen. Aus der
ersten der beiden Gl. (17) und (18a) folgt:

O't’c:-—“ ].8b

n—1
a\ n (P —=N)Ekpy
(P; + Px) <;‘> TPhETE e
und: n—1
b2(1+k) (¢ n
b= 0B (o)l @

0) Die Spannungsgleichungen bei gegebener Grifle des Fliefbereiches.

Wird ¢ als gegeben angesehen, dann lauten die Hauptspannungen
fir ¢ < r < ¢ (FlieBbereich)

S (20)
1J02(14k) e\ n
A— { bz(—}——ltcz) (7) ——n} Pr ]
fiir ¢ < r < b (elastischer Bereich)
ek b2
0, = — g (1) 7
2k b @D
o = — e (1) e
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In Abb. 65 sind die Spannungen ¢, und o, fiir jeden Punkt der Rohrwand
unter Annahme einer gewissen GroéBe ¢ des FlieBbereiches dargestellt.
Der zu ¢ gehorige Innendruck p; ist durch Gl. (19) gegeben. Die Werte
pyund k sind Stoffkonstante, das kritische Hauptspannungsverhiltnis n
ist nur von k& = sin ¢, abhingig:

n::l+k (4a)

1—Fk°

PN Tv o A
T WarddiA

Abb. 65. Spannungsverlauf in der Rohrwand nach Ubersehreitlmg des
kritischen Innendruckes,

Die weiteren in den GI. (19) bis (21) vorkommenden GroéBen o und b
sind die gegebenen Rohrabmessungen. Der Zusammenhang der Haupt-
spannungen im plastischen Gebiet ist in Abb. 65 durch eine einfache
Konstruktion (mit strichlierten Linien) angedeutet.

Bezeichnet man in Ubereinstimmung mit den Uberlegungen des
Abschnittes X jenen Innendruck p; der den FlieBbeginn verursacht,
als den kritischen Innendruck p; it dann 148t sich dieser aus Gl. (19)
einfach errechnen, indem man ¢ = a setzt. Gl. (19) liefert dann:

b2(l+k b2 — a2
Pi, krit. = {72(:‘70—(12) - 1} Pr = Brka® k py,. (19a)

Ist der lichte Durchmesser des Rohres sehr klein, also o = 0, oder, was
dasselbe ist: b = oo, dann liefert (19a):

Pi, krit., g=—0 = kpy. (19b)
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Nach Ziffer 28 war nun die Druckfestigkeit angenidhert s;= 2k py;
daher konnen wir sagen: Der kritische Innendruck einer unend-
lichen Tonmasse im Falle des ebenen Problemes ist gleich
der halben Druckfestigkeit.

Die Frage nach den beiden Hauptspannungen ¢, und ¢; an der Loch-
laibung einer Bohrung in der unendlichen Tonmasse wird durch die
Gl. (20) fir r = ¢, ¢ = @ und b = oo beantwortet. Es ergibt sich:

Opc=a,b=o — k py (Druck) (202)
Oto=a,b=0o — kpy(Zug) )

Nun a8t sich noch die Frage stellen, bei welchem Drucke p; = p; max
der FlieSbereich bis an die AuBenwand des Rohres fortgeschritten ist.
Auch hierauf gibt Gl. (19) Antwort; man hat darin nur ¢ = b einzufiihren:

_u
Pi, max = {(%) - 1} Pr. (19¢)

Dieser Innendruck kann als die Tragfahigkeit des dickwandigen Rohres
angesehen werden.

Macht man b = oo, dann wird auch p;, max = oo, d. h. fiir eine unend-
liche Tonmasse verliert der Begriff der Tragfahigkeit seinen Sinn. Es gibt
dann nur einen kritischen Innendruck, Gl (19b), und fir jede GroBe
des FlieBbereiches einen zugehorigen Druck p; > p; wit.

Zahlenbeispiel. Ein dickwandiges Tonrohr sei durch die folgenden
Werte gekennzeichnet:

pr = 10 kg/em?, k= sin ¢, = sin 15° = 0,259,

1+% 1,259 o
n—= -].j——k == -O,’,iﬂ = 1,700, b:a=4.
Nach Gl (19a) ist der kritische Innendruck:

16 —1
Pi, krit, = 16+ 0,259 0,259 x 10 = 2,39 kg/em?.

Die Tragféhigkeit des Tonrohres folgt aus GL (19¢):
Pi, max = (49412 — 1) X 10 = 7,70 kg/cm?.

e) Die Spannungsgleichungen fiir die unendliche Tonmasse.

Denkt man sich in einer unendlichen Tonmasse (b = co) eine zylin-
drische Bohrung mit dem Durchmesser 2 a, auf deren Wand ein Druck p;,
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wirkt, dann lauten die Gleichungen fiir die Hauptspannungen im FlieB3-

bereich @ < r < ¢ nach (20) wie folgt:

c,

I

3]:—-

O.t:

77 -
Dlastisd| clastiscn” >

Abb. 66. Spannungsverlauf in der un-

endlichen, plastischen Tonmasse in der

Néhe einer kreisférmigen Bohrung nach

Uberschreitung des kritischen Innen-
druckes k p;,.

fo-ea(s)
lesa(

n—1
n
_I}Pk

n—1
n
— N Pr

Im elastischen Bereich ¢ <7 < co
gilt nach (21) fiir b = oo:

(20b)

2
Oy = -5 k Pr
(21 a)

02
0t=—‘72‘kpk

Der Innendruck p; lautet nach
Gl. (19):

pi:{(wc)(g)%-—l}pk (19d)

Diese Gleichungen sind in
Abb. 66 in einem Schaubild
dargestellt.

b) Dickwandiges Rohr aus
plastischem Ton unter
AuBendruck.

Wirkt auf ein Rohr aus bin-
digem Material, z. B. Ton, mit

dem lichten Durchmesser 2 und dem AuBlendurchmesser 2b, ein wachsender
AuBendruck p,, dann tritt bei einer gewissen, der kritischen GroBe des
AuBlendruckes 9= P4, krit. an der Innenwand FlieBen ein, welches

mit groBerwerdendem p, nach aufien
Bruch des Rohres erfolgt.

fortschreitet, bis schlieBlich der

Die Uberlegungen, die zur Ermittlung der Spannungen und der
GroBe des FlieBbereiches fithren, sind vollig analog den unter a) vor-
getragenen. Wir begniigen uns daher damit, die Endergebnisse fiir diesen

Fall des AuBendruckes mitzuteilen.

Spannungen im plastischen Gebiet:

<r < n—1
R el

amp 2y

(22)
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Spannungen im elastischen Gebiet:

c<r=<b

(23)
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Abb. 67. Spannungsverlauf in der Rohrwand nach Uberschreitung des kri-
tischen Auflendruckes.

AuBendruck als Funktion der GroSe des plastischen Bereiches c:

b2—Fc* [c\n—1 1
Pa =TT 67 (;) — 1P (23a)
Radialdruck p, an der Grenze des plastischen und elastischen Gebietes:
¢ \n—1 Al
p={(o)"—1n. (231)

Der Spannungsverlauf nach diesen Gleichungen ist in Abb. 67 veran-
schaulicht.

Nun 148t sich auch auf einfache Weise das Spannungsbild herleiten,
welches entsteht, wenn man in einer unter dem allseitigen Druck p,
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stehenden, unendlich ausgedehnten Masse (Ton) eine zylindrische Bohrung
mit dem Durchmesser 2 ¢ herstellt.

Die Hauptspannungen im plastischen Teil

a < r < ¢ lauten:

(o) 7= )
B

e/asfz‘scé_’_ co

(22)

Abb. 68. Spannungsverlauf in der unendlichen, plastischen Tonmasse in der
Nihe einer kreisférmigen Bohrung nach Uberschreitung des kritischen

k
Auflendruckes —- 1—% P

Im elastisch gebliebenen Teil:

c=r< oo
- (2 —kct [¢\n—1 1
_{12—5—7002 ¢ \n—1 11 (23)
o =\{towe(a) — I

Die GroBe des entstehenden plastischen Bereiches ergibt sich aus
(23a) fir b = oo:

1 n—1
Po = {li—lc_ (%) - 1} Pr> (23 ¢)
1

c—a {(1~—k) (%:_ + 1)] E 24)
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Zahlenbeispiel:
n=3, k=05, c=5a.
Aus (230) folgb: pa = | 1_10’5 5 — 1} pe= 49 p,.
Aus (23b): p, = {5* — 1} p; = 24 ;.

Die Tangentialspannung an der Grenze zwischen plastischem und elasti-
schem Gebiet wird:

Opme= (Dy + Pr) " —Pr =25 X 3P — 1y = T4 Py
Die Tangentialspannung an der Lochwand ist nach (22)

fiir r =a:
Otr=q = [3 - 1] Pr= 2 Px-
Die Radialspannung an der Lochwand nach (22) ist:
Orp=a = 0.

Der Spannungsverlauf fiir diesen Sonderfall ist in Abb. 68 dargestellt*.

Anhang.

Seit Niederschrift des vorliegenden Buches sind in verschiedenen
Fachzeitschriften Aufsitze tiber den hier behandelten Gegenstand er-
schienen, die im folgenden Erwdhnung finden sollen, um dem Leser ein
moglichst zeitgerechtes Bild des Problemes der Druckverteilung im Bau-
grunde zu verschaffen. Auflerdem mogen auch einige inzwischen vom
Verfasser behandelte Erginzungen des Stoffes an dieser Stelle Beriick-
sichtigung finden.

Zu III. 7. a) Die in den Gl. 7 — (1) und (2) vorkommenden Span-
nungen

Oy Opy Opy T, =Ty, Ty =0
und

Oy g Gy Tpr=17Tg, T,=0
stehen miteinander und mit den Hauptspannungen oy, 0, 03=o0, in
einem gewissen Zusammenhang. Bekanntlich sind die elementar-symme-
trischen Funktionen der Hauptspannungen:

0y,+o0y+0; 0,.00+0y.03+03.0, 0,.0,.04

Invariante des Spannungszustandes.
Es bestehen daher u. a. folgende Gleichungen:

0, + 0, = 0, + 0y (1)
0. 0,— Ty -T,=0p.0,— Ty . T (2)
* Siehe Anhang, zu XVI, 50.

Frohlich, Druckverteilung im Baugrund. 12
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Zu II1. 7. b) Das ebene Spannungsproblem des elastisch-isotropen
Halbraumes ist unabhéngig von der Poisson- Ziffer m. Dies gilt jedoch
nur fiir die Belastung der Oberfliche. Denkt man sich die Belastung ¢
in irgendeiner Tiefe z, angreifend, dann enthalten die Spannungsglei-
chungen wieder den Wert m. Hieriiber siche: E. Melan, ,,Der Spannungs-
zustand der durch eine Einzelkraft im Innern beanspruchten Halbscheibe‘,
Z. f. angew. Math. u. Mech., Bd. 12 (1932), H. 6, S. 343. Setzt man in
den Melanschen Gln. (8) ¢ =0 und r,=r,, so fillt die Poisson-
Ziffer m aus der Rechnung fort.

Zu IV. 10. a) Aus der Aussprache iiber den Bericht der amerikani-
schen Baugrund-Kommission vom Mai 1933 in ,,Proceedings, Am. Soc.
C. E.“, Nov. 1933, S. 1467, schliet Verfasser, daf die erste der Gl. 10 —
(7a) in einer etwas anderen Form von Prof. John H. Griffith schon
vor April 1932 gefunden und zur Erklirung der Druckmessungsversuche
Goldbecks verwendet worden ist.

Zu IV. 10. b) Eine sehr allgemeine Gleichung fiir die polare Haupt-
spannung p, nach dem Prinzip der geradlinigen Kraftausbreitung er-
gibt sich durch Anwendung des Uberlagerungsgesetzes auf Gl. 10 — (6):

v=u

P
Pp = m—z;()’,, .v.cos" 29, (1)
p—
wobei =y
w>A und 201, =1 (2)

y=2

ist.

Praktisch gentigt es, 1 = 3 und u = 6 zu setzen, so daf die Summe auf
der rechten Seite von Gl. (1) nur aus 4 Gliedern besteht. Im Falle
w= A= 38 wird (1) identisch mit der ersten Gleichung der Gruppe 7 —
(2a) (Boussinesq-Michell). Die Wahl der Festwerte C' kénnte durch
Einfiilhrung eines Spannungs-Forménderungsgesetzes eingeschrinkt wer-
den (siehe [48]).

~ Zu VI. B. 20. Fiir manche Anwendungen der Theorie des elastisch-
isotropen Halbraumes ist es erforderlich, die GroBe der lotrechten Normal-
spannung o, , zu kennen, welche durch die Belastung der Oberfliche
mit einer iiber einen Kreis gleichmifBig verteilten Last ¢, [kg/cm?] in
irgendeinem Punkte des Untergrundes hervorgerufen wird.

Bezeichnet man wie iiblich den Polarwinkel des betreffenden Punktes
(2,2) mit 9 und den halben Offnungswinkel des geraden Kreiskegels,
dessen Hohe gleich ist dem Abstand [/z2 + 22 des Punktes (z,x) vom
Kreismittelpunkt und dessen Grundfliche von der Lastfliche gebildet
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wird, mit a, so erhilt man nach einiger Rechnung aus der ersten der
GL 7—(1):
O 2= cossﬁ{(l-—cosﬁa) —}~—}sin%9[2——7 cos® a + 5 cos” a] +
-+ @5— sin® 9 [8 — 99 cos” @ -+ 154 cos® ¢ — 63 costt a] 4 .. } (1)
Fiir 94 = 0 folgt natiirlich Gl 20 — (2). .

Noch haufiger tritt die Frage nach der lotrechten Normalspannung
in irgendeinem Punkte des elastisch-isotropen Halbraumes auf, die von
einer iiber ein Rechteck gleichmaBig verteilten Last verursacht wird.
Diese Frage 1afit sich allgemein beantworten, wenn man den grundlegen-
den Fall der Spannung ¢, in einem Punkte M’ in der Senkrechten durch
einen Eckpunkt M des mit ¢, belasteten Rechteckes a b losen kann.
Man kann némlich daraus durch geeignete Uberlagerung von Rechtecken
mit positiver und negativer Last jeden allgemeinen Fall der Spannungs-
ermittlung in einem innerhalb oder auBlerhalb der Horizontalprojektion
des Grundbaukorpers liegenden Punkte darstellen.

Bezeichnen wir fiir den Grundfall die Neigungen der Visuren gegen
das Lot vom Punkte M’ aus nach den beiden Nachbarecken des Punktes M
mit o bzw. § (entsprechend den Rechteckseiten o bzw. b), dann lautet
die Formel fiir die gesuchte lotrechte Normalspannung ¢, in M’ (senk-
recht unter M) wie folgt:

0,= Z?{;— gosin a {(1 —~-;— sin? a) D, —{—é— cos?a.D,+ % (3—5sin2q) P, —
5 7 .
———3—(1——3—sm2a)<p4 } @)
worin die Symbole @ die folgenden Funktionen von a und g sind:
@, =sinfcosf +f, DP,= cos?a (sinp cosf—pf).
sin® g8

@D, = costa (#_,_ -+ sin® 8 cos ﬁ) + % cos? o . D,.

cos f

a(l sin? B 4 sin’

5
— 5 costa. Dy,

Die unendliche Reihe (2) ist scharf konvergent. Meist geniigt es,
die Rechnung mit @, abzubrechen.

Einige Sonderfille fiir o, sind folgende:

Riickt der Punkt M’ hoher, bis er mit der Ecke M der Sohlfliche
zusammenfallt, dann ist:

a=p=%, &,=%, B=0,=B,—...=0 und 0,= g,

12*
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Wird die Seite a des Rechteckes unendlich lang, wahrend b endlich
bleibt, dann ist a = %, @D, =sinfcosf + B,

P=P;=P,= ... =0 und az=2—1nq0(sinﬁcosl3—|—ﬁ).

Die Spannung in einem Punkte der Léngssymmetrieebene eines
sich beiderseits ins Unendliche erstreckenden Laststreifens ist natiirlich
viermal so gro8.

Ist schlieBlich die Tiefe z des Punktes M’ unterhalb M bedeutend,
dann kann man sina=a, sinf=p4, cosa=cosff =1 setzen und
die hoheren Potenzen von o und f vernachlassigen. Man erhilt so:

G, =28, By=By—F,= ... =0 und o, = 5 gy f;
3Q

da die Gesamtlast @ = gya b = g, a f 2* ist, ergibt sich: o¢,= CPL
was man auch unmittelbar aus Gl. 7— (1) fiir ¢ = O erhalt.

Gl. (2) fuhrt im allgemeinen rascher zum Ziel als die tabellarische
Integration, wie sie z. B. in dem Bericht der Amerikanischen Baugrund-
Kommission vom Mai 1933 (,,Proceedings Am. Soc. C. E.““ Nr. 5, S. 784,

Fig. 6) vorgeschlagen wurde.

Zu XI. 35. Unter dieser Ziffer wurde gezeigt, daBl der Parameter »
der Spannungsverteilung von 3 auf 4 steigt, wenn statt des Hookeschen
Gesetzes ein mit der Tiefe geradlinig zunehmender Elastizitdtsmodul
eingefithrt wird. Es ist von Interesse zu untersuchen, welche Wirkung
das Vorhandensein nachgiebigerer Schichten im Untergrurid eines Bau-
werkes auf die Spannungsverteilung ausiibt. Nimmt man einen mit
zunehmender Tiefe z abnehmenden Elastizititsmodul an, etwa in der
Form:

2

E, = ;c—i—z E,. 1

dann fiihrt eine der Ziffer 35 dhnliche Betrachtung iiber die Form-
anderungsarbeit 4 zu der Gleichung:

vy—3 1 (141, (¥—2)
(2v_3)=+'2‘ 5 (2v—2)?

=0, (2)

worin 7; und r, dieselbe Bedeutung wie in Ziffer 35 besitzen und z, einen
Festwert mit der Dimension einer Linge darstellt. Ist z, groB gegen-

iiber % (ry + 7y), d. h. ist die Abnahme des Elastizitdtsmoduls nach

unten schwach, dann gilt » — 3; ist hingegen z, klein, also der Einfluf
von z auf E, nach Gl (1) bedeutend, dann erhalten wir ¥ — 2. Durch
die Abnahme des Elastizititsmoduls mit der Tiefe verringert sich
also die Konzentration der Spannungen unter der Last P, wie man aus
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Tabelle T ersieht. Die grofite lotrechte Normalspannung fiir v = 2 be-
tragt nur 2/; von jener im elastisch-isotropen Halbraum.

An dieser Stelle sei noch darauf hingewiesen, daf die Spannungs-
verteilung v = 2 auftritt, wenn ein halbkugelférmiger, vollkommen
glatter, starrer Stempel in eine Masse eindringt, fiir welche die FlieB3-
bedingung ¢; — o, = konst. gilt [31].

Zu XI. 36. Die unter 36 behandelten Falle wurden auf einen mit
der Tiefe geradlinig zunehmenden Elastizitdtsmodul basiert. Da fiir
tonige Boden der EinfluBl des Eigengewichtes oft vernachlassigt werden
kann (y = 0), ergibt sich der Elastizitatsmodul als Festwert. Die Setzun-
gen sind daher in diesem Falle identisch mit den in der Elastizitétslehre
abgeleiteten. Aus diesem Grunde sollen hier die wichtigsten Formeln
fir die Setzungen des elastisch-isotropen Halbraumes bei kreisformiger
Lastflache zusammengestellt werden.

Bezeichnungen:
Q = Gesamtlast der kreisformigen Lastflache.
2r = Durchmesser der kreisformigen Lastflache.
E = Elastizitatsmodul.
m = Poisson-Ziffer (Verhaltnis der Langszusammendriickung

zu der Querdehnung bei einachsigem Druck).
We, Wy, Wy = Senkungen des Kreismittelpunktes, des Randes bzw. eines
Punktes der Oberfliche im Abstand x vom Mittelpunkt.
Wy, = mittlere Senkung der Kreisflache 72z.

A. GleichmédBige Lastverteilung.

w_m2~1_2_Q w_mzwliQ w_m2—116 Q .

7 m: arE’ T m? atrE’ ™ m? 3a% rB’

mi—12 @ 1/x)\2 3 [x\4 45 (x\6 . .

Wy =~ ;73’{1—1(7) —-qsiz(?) _'2§oZ<7) “"“}f“””<”
o m?—=11 @ 1/7r)\2 3 /r\s 45 [ r\6 ..

w0 ) () e

B. Parabolische Lastverteilung. (Hochstwert in der Mitte,
Spannung am Rande Null.)

w1 8 @ L m—138 @ 0 m—126 @
0T m2 3mrE’ " m? 9x2 vrE° ™ m? 4ba® rE°

_ mF—18 @ (1 1 /x)\2 3 (x4 15 (x)\6 .. .
we =" e () e (F) (7 4w e

_m2—1‘27_Q _1_ 1 LZ _,3, r\4 45 ’1‘_ 6 .
Wo =" mE{2 +ﬂ<m) +25e<z) +§2ﬁ(w) +~~}f“”>’-
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C. Parabolische Lastverteilung. (Hochstwert am Rande,

Spannung in der Mitte Null.)
m—1 4 @ m—1 40 @ m:—1 224 @

Wy — e o ———, W, — -—w = e = 5
0 m2 3x rE’ T m2 972 rE° m m2 4572 r B

m:i—11 @ (1 (7 )2 % _5<£ 6——...}fﬁrm<r;

’M)m:

m?2 }er3

EAY
r
Wo = 7;;1:939{ +1z( )+256<%> 2304<~> '}fﬁ”“">"

D. Starre, kreisférmige Platte. (Spannung am Rande oo, in
der Mitte = Q:2r%m.)

m—11 @ . _

Wo = Wy = Wy, = — 5 —2—7~1—7——wmfur x <71
o mf—=11 @ A fii

Wy = pe ﬂTEa,rcsm ) ur x > r.

Die vorstehenden Ergebnisse finden.sich bei Boussinesq [3] in
etwas anderer Schreibweise, ndmlich mit Beniitzung der Lam éschen
Elastizitdtskonstanten A und 4, und sind iiber mehrere Abschnitte des
seit langem vergriffenen und daher schwer zugénglichen Standardwerkes
zerstreut.

Man ersieht aus diesen Formeln, daf der EinfluB der Poisson-
Ziffer m auf die Setzungen nur gering ist; wéchst ndmlich m von seinem
Kleinstwert = 2 (fiir raumbestindige elastisch-isotrope Korper) auf co,
dann wichst die Setzung nur um !/; ihres Wertes. Ein zweiter wichtiger
SchluB bezieht sich auf den Einfluf der Spannungsverteilung innerhalb
der Lastfliche auf die absolute Grofie der mittleren Setzung. Bildet
man das Verhiltnis der mittleren Setzungen w,, in den Féllen A, B, C
und D, so erhilt man:

2
Wi, A Wy, B Wi, ¢ Wi, D= 1: %:}::%: 1:1,067:0,933:0,925.

Wenn also in der Niahe der Lastfliche keine plastischen Erscheinungen
auftreten (d. h. wenn die mittlere Belastung den Wert ¢, 5, nach Gl. 33 —
(5) nicht iiberschreitet), dann ist die mittlere Setzung der Kreisfliche
fiir einen mit gleichartiger Masse erfiillten Halbraum bei konstantem
Zusammendriickungsmodul M, = p; : wy [Gl. 34 — (12)] beinahe un-
abhingig von der Sohldruckverteilung. -

Fiir die rechteckige und die quadratische Lastfliche findet man
" Setzungsformeln in der Arbeit von F. Schleicher, ,,Zur Theorie des
Baugrundes®, Der Bauingenieur, 1926, S. 931 und 949, die als Fort-
setzung der Untersuchungen von Boussinesq zu betrachten ist. Da
diese Abhandlung fiir Deutsch sprechende Ingenieure leicht zugénglich
ist, soll hier von den Ergebnissen nur erwihnt werden, dal die mittlere
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Setzung der gleichmifBig belasteten Quadratflache fast genau mit der
eines flichengleichen Kreises nach obigem Fall A iibereinstimmt.

Zu XII. 40. Unter Ziffer 40 wurde der fiir die Deutung von Probe-
belastungen auBerordentlich wichitige EinfluB der Groéfe der Lastfliche
auf die Einsenkung theoretisch behandelt. Die Erforschung dieses Pro-
blems auf dem Versuchswege ist von Kogler, Freibergi. Sa., im Jahre 1926
begonnen worden. Infolge verschiedener Umsténde hat sich die Ver-
offentlichung der Versuchsergebnisse bis 1931 verzogert, siehe [44].
In der Zwischenzeit wies genannter Forscher gelegentlich mehrerer
Vortrage (Dresden, Februar 1928, Berlin, November 1928 und ebenda
November 1929) auf die Bedeutung dieses Gegenstandes. Im Jahre 1930
verdffentlichte Pre3 [39] die Ergebnisse seiner unabhéingig von Koglers
Arbeiten unternommenen Versuche. Uber die Versuche, die in Freiberg
durchgefithrt wurden, siehe: Gorner, ,,Der Einfluf der FliachengroBe
auf die Einsenkung von Grindungskérpern (Diss. Freiberg, 1928),
Geologie u. Bauwesen, 1932, H. 3.

Zu XIII. 41. Uber die Druckverteilung unter Grundbaukorpern
in kohésionslosem Baugrund herrschen gegenwértig noch einander
widersprechende Ansichten: F. Schleicher, ,,Die Verteilung der Boden-
pressungen unter starren Griindungskérpern‘, Der Bauing., Jg. 14 (1933),
S. 242 bis 245, und Kégler: ,,Sohldruckverteilung unter Pfeilern*,
Der Bauing., Jg. 14 (1933), S. 473 bis 476.

Zu XIII. 43. Eine interessante Studie iiber die Deutung von Probe-
belastungen ist kiirzlich in ,,Der Bauing.“, Jg. 14 (1933), S. 80 bis 82
von A. Streck unter dem Titel: ,,Probebelastung und Bauwerkssenkung*
erschienen.

Zu XVI. 50. Eine Anwendungsmoglichkeit fiir die in dieser Ziffer
enthaltenen Betrachtungen bietet die Deutung der Baugrundprobe-
belastungen, welche mit dem Koglerschen Seitendruck-Bodenpriifgerit
vorgenommen werden. Die ersten Versuchsergebnisse mit diesem Geriit
sind in dem Aufsatz ,Baugrundpriifungen im Bohrloch® von Kogler
in ,,Der Bauing.“, Jg. 14 (1933), H. 19/20, zu finden. Die Gleichungen
fiir die Deutung der Versuchsergebnisse hat Verfasser in derselben Zeit-
schrift, 1933, H. 33/34, S. 438, angegeben.
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