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Ueber das Schwingen der Wechselstrommaschinell 
im Parallelbetrieb. 

Von Dr.-Ing. W. Sarfert. 

Einleitung. 

Ueber das Problem des Schwingpns oder »Pendelns« der vYechselstrom­
maschinen im Parallelbetrieb hat sich eine umfangreiche Literatur entwickelt. 
Die wichtigsten Arbeiten sind im folgenden zusammengestellt: 

P. Boucherot, 1892, La Lumiere El. Bel. 45 S. 2G.1. 

L'Eclairage EI. Bd. 21 S. 125. 

A. BlondeI, 1892, La Lumiere EI. Bel. 45 u. 4G. 

Rutin u. Leblanc. 1893, La Lumiere EI. Bd. 46 S. GOI u. (Fd. 
G. Kapp, Elektrotechn. Zeitt'chr. 1889 S. 134. 

H. Görg'es, Elektrotechn. ZeitschI'. IflOO S. 188; 1903 S [i(11. 
I{osenberg', Elektrotechn. Zeitschr. 1fl02 S. 425; 1903 S. 857. 

Görges, H.osenberg·, Dr. Benischke, Diskussion, Elektrotechn. 
Zeitschr. 1902 und 1903. 

Sommedeld, Elektrotechn. Zeitschr. 1 !JO! S. 27;3. 
Bonte, ZeitRchrift des Vereines deutscher Ingenieure 190fi S. 1362. 
Dr.-Illg. Ruldschiner, 190G, Sammlung elektrotechn. Vorträge, heraus-

gegeben von Prof. Dr. V 0 i t, Bd. 9 HeH 7 u. 8. 
Dr. Fleischmann, Elektroteclm. Zeitsehr. 1906 S. tl73 1). 

Die Bedeutung, die den Schwingungserscheinungen an parallelgeschalte­
ten Wechselstrommaschinen vom wissenschaHlichen Standpunkt aus zukommt, 
wird für den Ingenieur erhöht durch die praktische Bedeutung der Sache. 
Denn es ist anerkannt, daß in diesen Er8cheinungen die wesentlichste Schwierig'­
keit für den Parallelbetrieb mit vVechselstrommaschinen IlU suchen ist. Durch 
die· zunehmende Verwendung von Dampfturbinen für den Antrieb der Wechsel­
stromgeneratoren verliert die Frage an Bedeutung', anderseits gewinnt sie durch 
die Fortschritte der Großgasmaschinen-Industrie. 

Die angeführte Literatur hat viel dazu beigetrag'en, die Erkenntnis der 
Schwingungs erscheinungen zu fördern U1HI dem Ingenieur einen gewissen An­
halt zu geben, um schlechten Parallelbctripb zu verbe~sern und beim Entwul"t 

1) Neuerdiugs ist ein Aufsatz von F ri t z E m ,11, in der 'Viener Zeitschrift »Elektrotechnik 
und Masehioenbau« binzugekoffilnen. 

~litteilungeD. H.'Jl 61. 
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neuer Maschinen von VOln herein zn vermeiden, daß der Parallelbetrieb durch 
liesonanzerscheinungen g·ei'ähl'det. wird. Aber die genannten Arbeiten frühere]} 
Datums haben den Nachteil , daß "ie nur einen besonderen Fall betreffen . 
.Man hat Voraussetzungen gemacht, die wohl eine einfache Behandlung' der 
Sache möglich machen, aber nicht den verwickelten Verhältnissen Hechnung 
tragen, die im allgemeinen vorliegen. Daher bilden diese Arbeiten auch keine 
unbedingt zuverläs~ig'e Grundlage zur Beurteilung der Kernfrng'e: Wie ver­
meidet man starkes Mitschwingen? 

Die schwierige Aufgabe, die in den Bewegungbyorgängen an einer belie­
bigen Zahl von parnllelgesehalteten vVechselstrommafchimn gegeben ist, hat 
zuerst :Dr.<Sn(l. Huldschiner in Angriff genommen. Die vorliegende Arbeit 
beschäftigt sich in ihrem ersten Teil mit dert'elben Aufgabe. Es wird eine 
Theorie entwickelt, die der Vielseitigkeit der Verh1i.ltnisfe im wesentlichen 
gerecht wird und trotzdem zu Ergebnis~'en führt, die einfach genug sind, um 
nützlich zu sein. Diese Ergebnisse schlie13en sich eng an die Leitsätze an, die 
von Görges und Ro~enberg vertreten worden sind, Dabei wird sich hermls­
stellen, daß die Eigenschwinf,'1ll1gszahl der Dynamomaschine - ein Begriff, der 
aus den Arbeiten früheren Datums bekannt ist - eine maf.lgebende Holle behält· 

Der zweite Teil der vorliegenden Arbeit befaßt sich daher eingehend mit 
der Bestimmung dieser wichtigen Größe durch Versuch und Rechnung. Es wer­
den dabei einige Versuche an zwei parallelge"chalteten Drehstrommaschinen 
zu Grunde gelegt, die im Elektrotechnischen Institut an der Technischen Hoch­
schule zu Dresden ausgeführt worden sind. 

Hm. Professor Görges bin ich für die Anregung zu dieser Arbeit und 
für seine liebenswürdige Unterstützung zu Dank verpflichtet. 

Dresden, Juli 1907. W. Sadert. 

Ers ter Teil. 
Theorie der Bewegungsvorgänge an parallelgeschalteten 

Wechselstrommaschinen. 

1. 
Die Bewegungsgleichung der parallelgeschalteten Wechselstrommaschine. 

Die mechanischen Schwingung'en, die uns im folgenden beschli.ftigen sollen, 
erscheinen für den ersten Augenblick durchaus nicht als eine Besonderheit 
parallelgeschalteter Wechselstrommaschinen. An dem Schwungrad jeder Kolben­
maschine treten ja mechanische Schwingungen auf; denn die ungleichWrmige 
Beweg'ung des gewöhnlichen Schwungrades ist bekanntlich eine Schwingungs 
l)('wegung um einen Zustand gleichförmiger Drehung. 

Der Vektor},f, Fig. 1, bezeichne die augenblickliche Stellung des Schwung­
rades. Stellt man sich vor, daß },f um die Nullage Mo schwingt, während 
sich gleichzeitig Mu mit gleichbleibender Geschwindigkeit dreht, so gelangt man 
zn einer Bewegung des Vektors M, die dmjenigen eines Schwungrades gleich 
h,t. Da uns in erster Linie die Schwingungen des Vektors M gegen Mo an­
gehen, so kUrmen wir von der Drellllllg des Vektors M" absehen und seine 
Stdlung als festliegend annehmell. 



.) 
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Der Zustand gleichförmiger Drehung, der durch den Vektor 1110 dargestellt 
wird, ist nicht unter allen UmstHnden derselbe, da es die l~egelnng der Kraft­
maschine notwendig macht, daJ.\ z. B. mit zunehmender Belastung die mittlere 
Geschwindigkeit des Schwungrades etwas sinkt. ~Wir wollen von diesen Ver­
hältnissen absehen und annehmen, daß sich die Maschine im Beharrungpzu­
stand befindet. 

I<'ig. 1. M = Maschinenvektor, schwingt um lIlo. N = Netzvektor, Hpgt fest. 

Unter den Kräften, welche die Schwingungen des Schwungrades veran­
lassen, berücksichtigen wir nur diejenigen, über die das 'l'ungentialkraftdiagramm 
nähere Auskunft gibt. Diese sind es bekanntlich, welche beim Parallelbetrieb 
mit Wechselstrommaschinen zu Schwierigkeiten führen, während Hegulator­
schwingungen leicht unschädlich gemacht werden können. 

Auf Grund des 'rangentialkraftdiagrammes der Kolbenmaschine kann man 
sieh ihre effektive Leistung als Funktion der Zeit dargestellt denken. Es 
bezeichne 

L = L o + F (t) den Augenblickswert der auf die Kurbelwelle übertragenen 
Leistung der Kolbenmaschine, wobei 

L o den Mittelwert und 
1? (t) die augenblickliche Abweichung vom ~fittelwert bedeutet; 
A die augenblickliche Leistung der angetriebenen Maschine; 
V die augenblicklichen Verluste in der angetriebenen Maschine; 
e das Trägheitsmoment der umlaufenden '{'eile des Maschinensatzes; 
00 die Winkelgeschwindigkeit der umlaufenden 'reile, die als unveriInder­

lieh gelten kann; 
x' die Abweichung des »Maschinenvektors« M von der Nullage Mn, Fig. 11). 

Als Einheit der Leistung soll in allen Fällen das Watt, als I<Jillhdt defl 
Triigheitsmomentes 1 kg Masse x m" angewendet werden. 

In jedem Augenblick besteht die Gleichung 

d 2 x' 
000-. +A + V= Lo + F(t) Cl). 

d t· 

Wenn die angetriebene Maschine nicht gerade eine parallelgesclmltete 
,Yechsclstl'ommaschine ist, kann mit grof.ler Annäherung' 

A+V=Ln • (:1) 

g'esetzt. werden, und man el'h1i.lt die einfache BewegungsgleielHlllg 

(:1 ), 

I) ",' hccleutct eln(lll rilumlicl10n Winkel; spiitel' wirr! der enlspl'c('hl'll(l,' elekt1'i:!che \Vlllkcl 

unter der l!ezeie~hnllng x eingefü h1't. 



4 

nach welcher der aug'enblickliche Ueberschuß an zugel'ührter Leistung in TrUg­
heitsleistung umgesetzt, der Fehlbetrag durch Triigheitsleistung gedeckt wird. 
Die Schwungmassen werden so reichlich bemessen, daß trotz ungleichmäßiger 
und selbst explosionsartiger Erzeugung der mechanischen Energie in der Kol­
benmaschine die abg'egebene Leistung als stets gleich gelten kann. 

Wenn man es mit einer parallelgeschalteten Wechselstrolllmaschine zu tun 
hat, liegen die Verhältnisse bekanntlich anders. Die auffallenden Schwan­
kungen der Strom- und Leistungszeiger einer solchen Maschine weisen darauf 
hin, daß Leistung und Stromstärke nicht im entferntesten unveränderlich sind. 
Wenn schon die gesamte Leistung des Netzes unverändert bleibt, so besteht doch 
in der Leistung und in der Stromlieferung der einzelnen Maschinen eine große 
Ungleichmäßigkeit. Es handelt sich bekanntlich nicht um Schwankungen in 
der Größenordnung der Geschwindigkeitschwankungen, sondern um Schwankun­
gen im Betrage von 20 vH bis 60 vH und darüber, so daß in manchen Fällen 
der Leistungzeiger beständig über die ganze Skala des Instrumentes hinweg­
streicht. 

Um die eigentümlichen Vorgänge an parallelgeschalteten Wechselstrom­
maschinen näher zu untersuchen, sei an einen Aufsatz von Görges 1) ang'eschlos­
sen, aus dem wir einige Punkte kurz wiederholen wollen. 

Die augenblickliche Leistung der parallelgeschalteten Wechselstrommaschine 
ist in hohem Maße abhängig von der augenblicklichen Stellung des Polrades, 
die wir uns durch den Vektor M, Fig. 1, dargestellt denkeu. Man kann dabei 
annehmen, daf3 dieser Vektor von der Wellenmitte radial durch die Mitte eines 
Poles gezogen sei. ]'ällt der »Maschinenvektor« .11 mit dem »Netzvektor« N 
zusammen, so ist die Leistung der Maschine gleich null; hat Meine Voreilung 
vor N, so läuft sie als Generator, hat Meine Nacheilung, so läuft sie als Motor. 
Zwischen der Winkelabweichung a.', Fig. 1, und der elektrischen Leistung A 
besteht angenähert Proportionalität; es ist also 

A = D' ((' . (4), 

wenn D' die entsprechende Proportionalitätskonstante bedeutet, die wir als Di­
rektionskonstante bezeichnen wollen. Maschinenvektor und Netzvektor sind 
danach wie durch eine elastische Kupplung miteinander verbunden, und zwar 
muß man sich diese Kupplung sehr stl'llff denken, denn es beträgt z. B. l'ür 
eine so polige Maschine - Drehzahl 100 bei 50 Perioden - der räumliche 
Winkel .. ' angenähert nur 1 Grad, wenn die Maschine ihre volle Leistung ent­
wickelt. Man sieht daraus, daß die Leistung sehr erheblich schwanken muß, 
wenn der Generator gegen das Netz ins Schwingen versetzt wird. 

Görges, Rosenberg u. a. haben in ihren Arbeiten über den Parallelbetrieb 
die Voramsetzung gemacht, daß der Netzvektor festliegt bezw. mit gleichblei­
bender Geschwindigkeit umläuft. Diese Voraussetzung hat zuerst ~r.' SI1I\. 
Huldschiner fallen lassen und gezeigt, daß die Lage des Netzvektors durch 
das Zusammenarbeiten aller parallelgeschalteten Generatoren bestimmt wird: 
das Schwingen der einzelnen Maschinen bringt es mit sich, daß auch der N etz­
vektor N um eine feste Nullage No schwingt, Fig. 2, ebenso wie M um 1110 '). 

Der Winkel (/0' zwischen den Vektorell Mo und Nil, Fig. 2, entspricht gemäß 

I) Elektrotechn. Zeitschrift 1900 Heft 10. 
2) In der folgenden Rechnung wird das nie.ht etwa zur Voraus~etzung gema~ht; denn ,let' 

Winkel y', Fig. 2, bedeutet eine Unbekannte. 



GI. ;) der mittleren Leistung der Maschine. Triigt man iu l<'ig. 2 einell fünHen 
Vektor NI ein, der mit N denselben Winkel ao l eim;chlief3t, so kann natürlich 
auch die Lage von NI gegen N als KEnnzeichen für die mittlere Maschinen· 

]'ig. 2. lJf = :\laschinenvektol', schwingt um ]10. X = Nctzvektor, schwiugt um Sn. 

lebtung gelten, während der Winkel Xl - yl zwischen NI und M ein Mal.! ist fül' 

elen Ueberschuß oder Fehlbetrag der augenblichen Leistung gegen ihren Mittel­
wert Ai" Die augenblickliche elektrische Leistung ist also 1) 

A=~+U~-0· ~ 

und ihre Abweichung vom Mittelwert Ao i~t dis synchronisierende Leistung 

U (Xl_yl), 

welche das Bestreben hat, den Maschinenvektor in die synclll'one Lag'e N' zu 
führen, die der mittleren Lei~tung entspricht, 

Bei der Aufstellung der GI. 4 und 5 wurde die Dämpfung der Maschine 
vernachHis~igt. Die d~impfende Wirkung der mechanischen Reibung au!' die 
Schwingungen des Polrades kann ohne Schaden unberücksichtigt bleiben; denn 
da die Winkelgeschwindigkeit Bi nahezu stets gleich ist, so können auch die 
mechanischen BewegungswidersHtnde als unveriinderlich gelten. Die Dämpfung 
durch mechanische Reibung spielt mit anderen 'V orten aus dem Grunde keine 
Rolle, weil Iran es mit Schwingungen um einen Zustand schneller Bewegung zu 
tun hat, während bei Schwingungen um eine Ruhelage die mechanische Rei­
bung außerordentlichen Einfluß haben würde. 

Dagegen können bekanntlich die Schwingungen des Polrades sehr stark 
beeinfluf3t werden durch elektrische Dämpfung ~,', die am billigsten durch An­
wendung kräftiger, massiver Polschuhe erreicht wird. Die Dämpfungskraft ist 
bekanntlich proportional der Geschwindigkeit des Maschinenvektors M gegen 
den Netzvektor N. Demgemiiß wird die Leistung der Dämpfung, wenn Q die ent­
sprechende Proportionali·~itskonstante bedeutet, dargestellt durch den Ausdruck 

Q' (/{a/-yl) 

dt 
(6). 

Die Dämpfungsleistung ist im wesentlichen nicht als Verlust zu betrachten, 
sondern sie macht einen Teil der elektrischen Nutzleistung A aus, der natürlich, 

J) Genau· genommen kanu hlH nicht von ei em Augeubliekswert der Leistung gesprochen 
werden, wenn die Leistung des Gmerators mit deI' Frequenz der doppelten Periodenzah.l zwisehcn 
null und einem Höe.hstwert schwaukt; es wh'd dann ttugenommen, daß die Periodeuzahl des 
Wechselstromes gegenüber der Zahl der mechani·chen S('hwingungrn des Polrades so hoch ist, 
daß immer der Effpktivwert der Leistuug als Augenblickswert A gelteu kann Emde hat darauf 
aufmerksam gemacht, daß diese Voraussetzung für Drehstrom nicht notwendig ist. 

2) Hutin uud Leblanc 1893, La Lumiere EI. Bd. 46 S. 601 und 641. Görges, Elektro­
techno Zeitsehr. 1903 S. 561. RosenbeJ'g, Elekt1-otechn. Zeltsehr. 1903 S. 8:;7. 
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wie jede andere Nut;l10istung, llieht ohne Verluste zustande kommt. Unter Be­
rücksichtigung der Diimpfung wird die augenblickliche elektrische Leistung dar­
gestellt durch den Ausdruck 

4 A D'(' ') Q,d(X'-y') 
" ~ 0 + x - y + ~-d-t -

Die Alnveichung des, Augenblickswcl'ts .ci vom Mittelwert Ao ist also 

D'( '_ ') + Q' d (,"'-y') 
X Y ----;u-. 

(7). 

Nach alledem verteilt sich die zugeYlihrte mechanische L0istung auf elek­
trisehe Leistung, 'l'rHgheitsleistung und Verluste nach Maßgabe der Gleichung 

d'./. '" ' cl (x' - v') , e m -- + An + D (x - y) + Q-- - + V = Lo + P (t) . (8), 
cl t3 dt 

und da ollenbal' - die Verluste V mögen als unveränderlich gelten 

Ao + V ~ L o • 
so ergibt sich 

rt 2 ;c' d(,t/ -y') J f f ' ., o co -0 + Q _. - + D \x - y) = p (t) 
dt- dt 

(9), 

(10), 

Die3 ist die Bewegungsgleichung der parallelgetchalteten "\Vechselst.rolll­
masehine, eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit den beiden Unbe­
kannten x und y. 

Man sieht, daß die Verhältnisse hier sehr verschieden sind von denjenigen, 
die nach der Gleichung 

(3) 

Hit' das gewöhnliche Schwungrad und auch für die nicht parallelgeschaltete 
"\VechselstrollllllLtSchine in Frage kommen. Der mechanischen Leistungsschwan­
kung F(t) stehen in der Bewegungsgleichung (10) nicht allein die Trägheitsleistung 

d2 x' 00.­
dt~ 

gegenüber, sondern außerdem die elektrischen Leistungsschwankungen 

Q' d(x'-y') D' (' ') 
~d-' t-. - + .x - y , 

deren Einfliü; um so mehr ins Gewicht fällt, je größer die Konstanten Q' und D' 
sind. ]i;s könnte den Anschein haben, als ob die mechanischen Leistungs­
schwankungen .P (t) sich auf Trägheitsleistung, synchronisierende Leistung und 
Diimpfungsleistung' verteilen, und als ob F (t) immer größer sein müßte, als 
j cd es einzelne von den Gliedern, die der Funktion F (t I auf der linken Seite der 
J3ewegung'sgleichung gegenüberstehen, Das ist jedoch nicht der Fall: die Glieder 
auf der linken Seite der GI. 10 können teils positiv, teils negativ sein, weil 
die Unbekannten x, y und ihre Differentialquotienten nicht die gleichen Vor­
zeichen besitzen müssen. Man sieht daraus, daf3 die Bewegungsgleichung auch 
dann bestehen kann, wenn die einzelnen vVerte der Trägheitsleistung, Dämpfungs­
leistung und synchronisierenden Leistung' ganz bedeutend größer sind als die me­
chanische Leistungsschwankung F (t), und man erkennt, daß im Zusammenhang 
damit viel gröf3ere Schwingungsamplituden möglich sind, als man nach der 
Größe von F (t) erwarten sollte. Wir werden sehen, daf3 diese unmittelbaren 
Folgerungen aus der Bewegungsgleichung (10) sich durch die Hechnung bestätigen, 

Bisher wurde mit den räumlichen "\Vinkeln x', V', C1o' gerechnet, in der 
Absicht, den mechanischen Charakter des Problems hervortreten zU lassen, Bei 
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der Behandlung der Schwingungen einer beliebigen Zahl VOll parallelgeschalte­
ten l\Iasehinen empfiehlt es sich jedoch, mit den elektrischen Winkeln zu rech­
nen. Bedeutet p die Zahl der Pol paare , x· dell rHumlichen, ;J; den elektrischen 
~Winkel zwitlehen elen Vektoren Mund 11[0, Fig. 1, so ist 

1 
x = X 1) , 

dt;c' 1 d" x 

d t2 jI rl t" , 

dalln wird die 'l'rHghcitsleistung' dargCt'tellt durch dc'l1 Ausdruck 

@w d 2 x 
J! dt~ . 

Versteht lllan unter Q und D p-mal kleinere 'Verte als Q' hez,,". IJ', so ist 
ferner die Dämphmgsleistung 

Q' ~(c'-!l') = Q a,ix:-y) 
dt dt 

ulld die synehronisieremle Leistullg 

D' (x' -- y') =c D (x - y). 

Dauach geht die Bewegung:,;glciclnmg (10) übel' in 

@ d~x Q d(x-y) D( \ "(I) 
-Cl) 9+ ---+ X-YJ =1-' 
l' d,- dt 

( 11.1, 

Für den Elektriker ist dieser Uebergang eine selbstverständliche Operation. 

H. 

Besonderer Fall. Resonanzmodul und EigenschwingungszahI. 

'Venn man in der allgemeinen Bewegungsgleichung 

@ (/,2 X Q d(x - y) + D ( _ ) _ P (I) P /Xl dt2 + --iit- x y- (ll) 

die eiue Unbekannte 
y=o 

setzt, so heil3t das, man sieht von dem Schwingen des :'IJetzvektors ab uml 
nimmt vielmehr an, daß der X etzvektor dauernd festliegt bezw. mit gleich bJei­
bündel' Geschwindigkeit umläuH, die Periodenzahl der K etzspannung also UIl­

veränderlich ist. Fig.:2 geht über in die einfachere' Fig. I, N fällt mit No und 
N' mit .Mo zusalllmen. Die Schwingungen des Polrades finden dann um eine 
mit gleichbleibender Geschwindig'keit umlaufende Nullage Mo statt, die zugleich 
dauernd die synchrone Lage bildet, in welche die synchronisierende Leistung 
das Polrad immer wieder zurückzuführen sucht. Dieser besondere Fall der 
Schwingungen von 'Vechselstrommaschinen ist von BOllcherot, CHirgeK u. a. aus­
führlich behandelt worden. 

Durch die Voraussetzung y = () geht dip allgemeine Bewegung'sgleichung' 
(11) ü1)er in die besondere Form 

(l:Z). 
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Gleichungen dieser Art spielen in der Physik bekanntlich eine hervorra­
gende Holle. Die Allgemeinheit der in Frage kommenden Gesetze verleiht den 
Betrachtungen der Schwingung·svorg·ünge all Wechselstrommaschinen einen be­
~(mderen Reiz und ermöglicht es, eine grolle Zahl anderer Erscheinungen zum 
Vergleich hel·t1l1zuziehen. Die Gesetze der "Resonanz«, des »Mitschwingens«, 
der »crzwIlDgenen Echwingung~bewegung« - wie die üblichen Bezeichnungen 
lauten - findet man in der pllysikalischen Literatur 1) in ausgiebigster Weise 
erörtert, und man braucht sie nur auf den vorliegenden Fall zu übertragen. 
Die folg·ende Darstellung lehnt sich an die von Görges an. 

Die Funktion F(t) läßt sich in eine Fouriersehe Reihe auflösen von der Form 

PU) = B sin [:! n zt + <p] + B' sin [2 Jl (:! z) t + <p'] + B" sin [2 n (Hz) t + <p"] + ... (lB), 

0. h. die Leil'tullgsschwankungen der Antriebmaschine bestehen aus Grund­
schwing·uIlg und Oberschwing·ungen von sinusartigem Verlauf, wenn der Aus­
druck »Schwingungell« hier gebraucht werden darf, und zwar bedeutet 

B, B', B" ... die Amplituden der Grundschwingung, der ersten Ober­
schwingung, der zweiten Oberschwingung usw. in ''''att, 

z, 2 z, 3 z ... die entsprechenden Schwingungszahlen, 
<p, <p', q" . . . die entsprechenden Phasenkonstanten. 

Die Grundschwingungszahl z ist gegeben durch die Zahl der 
Umdrehungen in der Sekunde bei Dampfmaschinen und Zweitakt­
gasmt1schinen, durcll die hai be Umdrehungszahl in der Sekunde bei 
allen einfach und doppeltwirkenden Viertaktmaschinen. 

Die Wirkung jedes einzelnen Gliedes der Fouriersehen Reihe kann ohne 
H.ückl'icht auf die Phasenkonstante für sich untersucht werden, z. B. die Wir­
k ullg der Grundschwingung lJ sin (2 7T z I + 11:) an der Hand der Gleichung 

g d 2x dx • 
- w ~- 2 + Q -- + D x = B sm :2 Jl Z t 
P (lt (It 

(14). 

Durch V erllachläs~igung der Dämpfung geht diese Gleichung über in 

g d 2x . . 
~ ro -2 + D x = B sm :2 Jl Z t 

P dt 
(1 fi), 

und wenn auch die synchronisierende Leistung verschwindet so ist 
f) (Z2 8 • 

- W .,. = B sm :2 ,7 Z t . 
P dt-

(16 ). 

UIll die Unbekannten beider Gleichungen zu unterscheiden, sind die Be­
zeichnungen x und s gewählt. Die letzte Beziehung gilt für den Fall, daß die 
Maschine nicht in Parallelschaltung arbeitet, GI. l;-) bezieht sich auf die 
dämpfungsfreie Schwingung der parallelgesch,tlteten "'faschine. 

In beiden Fällen läßt sich beweisen, daß das Polrad (Vektor 11I, Fig. I) 
um die Lage JJIo harmonische Schwingung·en ausführt, deren Dauer durch die 
Schwingungszahl z bestimmt ist, während im Falle des Parallelbetriebes daneben 
freie Schwingungen auftreten, deren Dauer durch die Eigenschwingungszahl Zo 

g·egeben ist. Durch den EinfiuLl der Dämpfung verlöschen bekanntlich die freien 
Schwingung·en nach einiger Zeit, wenn sie durch nicht periodische Schwankun­
gen der zugeführten od·er abgegebenen Leistung oder durch Aenc1enmg der Er­
regung nicht immer von neuem erregt werden. 

1) z. B. HeImholtz, Vorlesungen über thcoret. Physik Bd 1 s~ 22 bis 36. Riemann­

'Veber, Diffcrcntiagleichungon der math. Physik S. 133. llr. Haulh, Dynamik starrer Körper, 

aus rlem Engli"cheu übersetzt von A. Schepp, Leipzig 1,~9~, S. 388. 
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Für die nidJt parallel g'eschaltete l\IaDchine ist die crzwungcne Pehwingung 
bestimmt durch die Gleichung 

s = S sin 2 11 z I ; 

Hit' die parallel geschaltete Maschine durch die Gleichung 

x = Xo sin 271 zt, 

wenn Sund Xo die entsprechenden Amplituden sind. Wesentlich ist, dal.l diefle 
Amplituden nicht gleich groß sind; X o ist unter UmsWnden außerordentlich viel 
größer als S, und zwar ist 

( 17), 

da.gegen 

(18), 

wobei t den (J(jl'ge:lbcILCn l{esonanzlllodlli bedeutet, des~en Wert bestimmt wird 
dmch das Verhältlli" der erzwungenen Schwingungszahl z ZUl' Eigenschwingul1gs­
zahl Zo nach l\Ial.lgabe der Gleichung 

,. 
~= 

., 
z-

Die Eigenschwingul1gszahl kann aus der Formel 

1 J!DP z') = - ------. 
2:r f)ttJ 

berechnet werden, die sich aus GI. l.i leicht ableiten läßt. 

(19 ). 

(20) 

In :B'ig. 3 ist der Resonanzmodul , tür einen ang'enommenen \Vert der 
Eigenschwingungszahl Zo als Funktion der erzwungenen Schwingungszahl z aut­
geteugen. Man sieht, daLl der l{esonanzmodul einen außerordentlich großcn 
Wert hat, wenn z und Zo wenig verschieden sind. Selbst bei mäßigen Schwan-

1'"\ 1\1' 
/ td\ .\ 

3 

'\ '\. 
/, ~ ::::::::, 

2 

1 // ~ ==-Zu = 

~ 

-~ 
1 .J 

Fig. 3. Resonanzmodnl 1; als Fnnktion der erzwungenen Schwingungszahl z für eine Maschine 
mit der gleichhleibenden Eigenschwingungszahl z" = 1,;,. 1; gilt für ungedämpfte, Sd für 

gedämpfte Schwingungeu. 

kungcn der zugeHihrten Leistung, die bei Einzelbetrieb die gleichförmige Bewe­
gung des Polrades kaum stören, ergeben sich danach Schwingungen von über­
raschend gl'Oßen Amplituden beim Parallelbetrieb. N ach GI. 19 müßte im kriti­
:-lchen Zustand, d. h. für z = Zo die Amplitude der erzwungenen Schwingung 
llnendlich g'roLl sein. In Wirklichkflit i:3t der gTÖßte Wert ungefähr durch den 
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Absutnd zweiet' Polmittell gegeben; wit'd die Amplitude größer als 180 elektri­
sche Grade, so fällt die Maschine außet' Tritt, d, h. der regelmäl.Hge Schwin­
gungsvorgang wird gestört, weil die Voraussetzung GI. 1) nicht mehr gilt I), 

Im Zusammenhang mit großen Schwingungsamplituden treten elektrische 
Leistungsschwankungen auf, die weitaus gt'ößet' sein können, als die mecha~ 
nischen Leistungsschwankungen B sin 2 71 z t. Da die augenblickliche Abweichung 
deI' elektrischen Leistung von ihrem Mittelwert D x ist, Gl. 15, so ist der 
Höchstwert D X o nach Größe und Vorzeichen von der Schwingungsamplitude XI) 
abhängig'. Mit Uücksicht auf GI. 18 ist 

und da nach GI. :i0 
~ Dp 

Zo = 4 n 2 e {,; , 
so folgt 

2 ., 

D Xo = - ~ z~ B = - - .Z()~-i B. 
::; Z"-=o 

Demnach berechnet sich die Amplitude der elektrischen LeistungsschwHn­
kung aus der einfachen l.'orlllei 

DXo = - ßB (:n), 
wobei der Koeffizient 

eine ähnliche Bedeutung hat (J:;~ig. 4) wie der Resonunzmodul~. Aus GI. Hl 

und :i2 ist leicht zu beweisen, daß 

~ = 1 + ß . (:W). 

~ 
1---

(\ 
/ '(Jet \' 

VI ~ 
~ 1\ 

1 
_v' '~ 

Zu "~ :::.-. 
~~ I-"" 

Z = 17,5 1 6,5 3 

l!'ig 4. 8-Kun'en für eine Maschine mit der gleichbleihenden EIgenschwingungszahl '0 = 1,5 als 
Funktion der erzwungenen Schwingungszahl z. {J gilt für ungeditmpfte und {ld für geditmpfte 

Schwingungen. Die Ordinaten sind proportional den Leistungsschwankungen des Generators. 

Da B bei Dampfmaschinen einen beträchtlichen Prozentsatz, bei Gasma­
schinen ein Vielfaches der gesamten mittleren Maschinenleistung ausmacht, so 
erkennt man, daß die elektrischen Leistnngsschwankungen - ß B außerordent­
lich groß sein können. Es braucht ß durchaus nicht einen besonders ungünstigen 
Wert zu haben, damit die elektrische Leistungsschwankung größer ist als die 
volle Maschinenleistung, so daß die Maschine innerhalb einet' Rchwingungsdauer 

1) Vergl. zweiter Teil S. 53. 
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1 l' = _.­
z 

abwechselnd altl Generator und als Synchronmotor WuÜ. Etl itlt selb"tvenstiilld­
lieh, daI3 dadurch das Konstruktionsmatel'ial in sehr ungünstiger 'Veise bean­
sprucht wird. Von einem stark gedämpften W'attmeter kann man nicht er­
warten, daß es durch seine Zeigerschwankungen ein richtiges Bild \"on diescm 
Vorgang gibt. 'ViI' werdcn später an der Hand von Versuchen sehen, in 
welcher Weise die Schalttafelinstrumente und wie die Netzspannung, die Strom­
stärke usw. durch den Schwingungsvorgang beeinflußt werden. 

Fig. 3 stellt den Resonanzmodul als Funktion von z nur dem abi:401uten 
vVerte nach dar, wähl"end in Fig. [) der Vorzeichenwcchsel im Punkte z = Zn mit 
angegeben ist. .Mit lWcksicht auf GI. 18 ist die Schwingungsalllplitudc 

X o positiv, wenn z < Zo, 

X o negativ, wenn z > zoo 

Etl kommt damit die bekannte Tatsache zum Ausdl'Uek, dal3 jm orslen 
I·'al1 (z < zo) die Masehine ihre gt'öf.\te Voreilung vor dCl" synehronen Lage 
dann hat, wenn die mechanische Leistung ihren Höchstwert erreicht hat 
(Tl sin 2 71 z t positiv), während im zweiten Fall die gröl3te Voreilullg mit dem 
Kleillstwert der mechanischen Leistung zeitlich zusammenfällt. Auch die ß-Kurve 
Hndert im Punkte z = Zo das Vorzeichen. 

Alle diese Betrachtungen, die sich an GI. 15 allschliel3en, beziehen sich 
auf die dämpfungsfreie Schwingung. In den Kurven Fig. 3 und 4 ist für an-

~-KurYefl 

------- fl-Kurnfl 

F'ig'. 5. ß- und ~-Kllrve mit Berücksichtigung des Vorzeichen wechsels der Ordinaten im 

Puukte z = Zoo 

genommene Vierte der Eigellschwinguugszahl Zo, des Tritgheitsmomentei:l e und 
der Dämpl'ungskonstanten Q der Einfiuß der Dämpfung dargestellt. Die KUl'ven 
sind auf Grund der in Frage kommenden I<'ormeln I) Punkt für Punkt berechnet 
worden. Man sicht aus den p-Kurven, dal.1 in bezug auf die Schwankungen der 
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clcktlisclWIl Lci8tung nicht den;clbe günstige EinflufJ der DiillljJttllJg' besteht, "ie 
in bezug auf die Schwingung8amplituden Xo ('-Kurven). Für 

Z> Zo V2 
hat die DHmpfung sogar eine Vergrößerung der elektrischen Leistungsschwan­
kungen zur Folge, wie Görg'es nnd I{osenbel'g betont haben 1). Man erkennt 
dm; daraus, daß die (:la-Kurve für die gedHmpfte Schwingung von dem Punkte 
Z = ZU V~ an höher liegt als die ß-Kurve für die ungedämpfte Schwing·ung. 

Durch die Funktion 

pet) =~ B sin [211 Z t + <p] + B' sin f2 11 (2z) t + q'J +. . . (Iß), 

die auf der rechten Seite der Gleichung 

@ d 2 ", 
- 0)-- + Q x + D x = P (t) 

p a t2 
(12) 

steht, wird gleichzeitig eine ganze Gruppe von erzwungenen Schwingungen er­
zeugt, die sich ungestött superponieren. In welchem Maße die Amplituden 
jeder einzelnen Schwingung durch He30nanzwil'kung vergrößert und die elek­
trischen Leistungsschwankungen beeinflu!3t werden, kann aus den rund ß-Kur­
ven für die verschiedenen Werte der erzwungenen Schwingungszahlen z, 2 z, 
3z . .. erkannt werden. 

Die wesentliche Bedingung' für die Güte des Parallelbetriebes mit Rück­
Hicht auf das Mitschwingen ist die, daß keine einzige der verschiedenen Schwin­
gungszahlen in der Nähe des kritischen Wertes Zo liegt. Wenn die Antrieb­
maschine eine Dampfmaschine ist, so kann man die Verhältnisse so einrichten, 
daß alle erzwungenen Schwingung3zahlen höher liegen als die Eigenschwin­
gungszahl zoo Ist die Amriebmaschine eine Gasmaschine, deren Grundschwin­
gungszahl gleich der halben Umdrebungszahl in der Sekunde ist, so liegen 
die Verhältnisse wesentlich anders. Man würde übermäßig große Schwung­
massen anwenden müssen, um die Eigenschwingungszahl Z,), GI. 20, kleine!' zu 
halten als die Grundschwingungszahl, und nach Ronte 2) empfiehlt es sich daher, 
die Verhältnisse dann so zu w1ihlen, daß die Grundschwingungszahl Z unterhalb 
der Eig'enschwingung'szahl Zn liegt, alle andern Schwingungszahlen 2z, az . .. 
dageg'en oberhalb, so daß Zn einen ungefährlichen ,Yert hat zwischen der Gt'und­
schwingungszahl z und der ersten Oberschwingungszahl 2 z. 

Danach ist klar, daß die Eigenschwingung3zahl Zn Hir den Parallelbetrieb 
eine ausschlaggebende Bedeutung hat. In der J1'ormel 

Zo == J_ l/D1' 
Zn V @(l) 

(20), 

die wir zur Berechnung der Eig'enschwingungszahl anwenden werden, haben 
alle Größen eine einfache physikalische Bedeutung', auch die Direktionskonstallte 
D. Aus GI. 11 gebt hervor, daß die Direktionskonstante D gleich deI:jclligen 
synchronisierenden Leistung D (x - y) ist, die bei der elektrischen Winkelab­
weichung 

x - y =- 1 = 57° 17>;' 

des lVIaschinenvektor" J[ aus der synchronen Lage Mo, J1'ig. 1, vorhanden sein 
würde. Nach meinen J1Jdahrungen ist allgen1Lher~ D gle:ch dem (lfachen Wcrt 
der vollen lVIaschinenleistüng D ist in Watt anzugeben, ~wenn e in m 2 kg 
Masse in die GI. 20 eing'eführ~ wird. Der genaue Wert von D kann aus dem 
Diagramm der Wechselstl'ommaschine ermittelt werden "). 

1) Elektrotechn. Zeitsehr. 190~ S. 561, 857. 
~) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1906 S 1362. 
3) Zweiter Teil Abschnitt XI. 
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Es sei darauf hing'cwiesen, daf3 GI. 20 sich von der Formel zur Berecll­
nung der Schwingnngdzahl des gewöhnlichen physikalischen Pendels 

1 /.K 
Zo = -1 . 2;., (:J 

(24) 

nur H,nßerlich unterscheidet. vVir haben an Stelle der sogenannten »Direktions­
kruft« 1\, die ein Moment bedeutet, die Dil'ektiollskonstante D eingeHthrt, üie 
eine Leistung bezeichnet; daher erscheint im Nenner des Ausdrucks unter der 
Wurzel, GI. 20, die Winkelgeschwindigkeit w. Und die Zahl der l'olpaal'e p 

kommt deshalb in die J<'ormel, weil wir an Stelle der räumlichen die elektl'ischen 
Winkel eingeführt haben. Man kann die Eigenschwingungszahl der Wechsel­
strommaschine aus der elementaren Formel 24 berechnen, wenn 

ge,'e~zt wird, Uebrigens würde man besser VOll der »Eigensch1vingungszahl des 
Maschinensatzes" ab von der »Eigellschwingungszahl der 'Vechselstrommaschine« 
"pl'pchen, weil dns 'rl'äg'.llCits!1loment 0 vom ganzen Masehinensat7. abhängt. 

III. 

Aufstellung und Lösung der Bewegungsgleichungen für eine beliebige Zahl 
von parallelgeschalteten Wechselstrommaschinen. 

Es sei eine beliebige Zahl von Wechselstrommaschinen an ein gemeinsames 
Netz angeschlossen. Dann g'ilt fUt' jede einzelne dieRer Maschinen die allgemeine 
Rewl'g'ungsgleiehung 11 : 

@ d 2x d(x-y) ( ) ,() -, ro ....... + Q "+ D x - 'Ij = E t. 
P cl (2 rlf ' 

Sie gilt auch dann, wenn es sich um einen Synchronmotor handelt. Die 
Beziohungen, nach denen sich Träglteitsleistung, Dämpfungsleistung und syn­
chronisierende Leistung bestimmen, sind für Synchronmotoren genau dieselben 
wie fltr Generatoren; die Vorzeichen der einzelnen Glieder 

f) 11" :r cl (x ~ y) ( ) 
P OJ d!2' Q-at'--' D x - J/ 

bestimmen sich yon selbst aus den Unbekannten x und y. Es liegen sogar die 
VerhlHtnisse in diesem Palle be~()ndel's einfach; denn die periodische .B'unktion 
P (I) kann gewöhnlich gleich null geset7.t werden, da eine periodisch yerändcl'­
liche Belastung von Synchronmotoren kaum yorkommt, z. B. dann, wenn der 
Motor eine Kolbenpumpe antreibt. 

Es ml)gen sielt die Bezeichnungen F I (l), p" (I) , .' Pn (1), 0 1 , O2 .•• f:-J" 
11SW. aUI die einzelnen Maschinen beziehen; dagegen sollen die Indi7.es wegge­
lassen werden, wenn von einer beliebigen Mabchine gesprochen wird. Untm' 
VernachUissigung' der Dämpfllng.I) erhalten wir dann Hir eine beli('bige Zahl von 
parallelgeschalteten Maschinen die Bewegnng,;g'leichungen 

1) Es wird damit nicht nur die Dämpfung der Synchronmaschinen vernachlä.,sigt, sondern 

lLuch die dämpfende Wirkung der Asynchronmotoren. 
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Wir gelangen so zu einem System von n Differentialgleichungen zweiter 
Onlnung mit den n + 1 Unbekannten XI, X2 ... Xn und y. Wie aus Fip:. 2 her­
vorgeht, bezeichnet für jede beliebige Maschine 

X die Abweichung des l\Iaschinenvektors JI von der Nullage JIo ; 

!J die Abweichung des Xetzv<;ktors N, den alle Maschinen gemeinsam 
haben, von der Nullage No; 

x-V die Abweichung der einzelnen Maschine von ihrer synchronen 
Lage ?f'. 

Um die n + J Unbekannten berechnen zu können, ist es notwendig, dem 
System 26 eine unabhängige Gleichung hinzuzufügen. Hr. Prof. Görges hat mir 
gezeigt, aut welche Weise mau diese Gleichung finden kann. 

Es sei die Summe der momentanen elektrischen Leistungen aller Synchron­
maschinen 

AI + A" + A 3 + ..... = C. 

Diese Summe enthält teils positive Glieder, die den Generatoren, teils nega­
tive Glieder, die den Synchronmotoren zukommen; C bedeutet also die g'esamte 
Leistung des Netzes, vermindert um den Betrag, der von den Synchronmotoren 
entnommen wird. "\Venn das Netz samt allen Anschlüssen sich im Beharrungs­
zustand befindet, ist C unveränderlich; denn abgesehen von den Synchronmotoren 
bleibt die Netzbelastung von dem Schwingen der Generatoren unberührt, ~o­

lange die Spannung sich nicht ändert. Es ist also im Beharrungszustand 

Al + A" --L A3 + ... = C = konst. (27). 

Mit Rücksicht aut die Beziehung 

A = Ao + D (x - /I) 
ist demnach 

AOl + D I (Xl -.lI) + A02 + D z (X2 -!J) + ... = C = konst. 

Diese Gleichung kann nur dann bestehen, wenn die Abweichungen D (x-y) 
der elektrischen Leistungen von den festen Mittelwerten Ao sich gegenseitig aus­
gleichen, wenn also 

D l (XI-!J) + D, (X2-Y) + ... = {J 

während C g'leich der Summe der festen Mittelwerte Ao ist: 

AOI + Ao, + A03 + ... = C = konst. 

Die GI. 28 muf~ dem System 26 hinzugefügt werden, damit zur Be­
rechnung der n + 1 Unbekannten n + 1 Gleichungen vorhanden sind. 

Uebrigens lassen diese Ueberlegungen den Gegensatz zwischen den Vor­
glingen an parallelgeschalteten Wechselstrommaschinen und denen am gewöhn­
lichen Schwungrad nicht mehr so schroff erscheinen, wie er bisher zutage trat. 
Wir sehen, daß im Beharrungszustand die gesamte Leistung des Netzes - in 
dem durch CH. 27 gegebenen Sinn - ebenso unveränderlich ist, wie die elek­
trische Leistullg einer einzelnen, nicht parallelgeschalteten Maschine, und wir 



15 

können vermuten, daß ebenso wie im ]'a11e des Einzelbetriehs alle mecha­
nischpn Leistungsschwankungen sich in 'l'l'ägheitsleistung nmsetzen. In der Tat 
finden wir, wenn wir alle Glieder des Systems 26 addieren und G1. 28 berück­
sichtig'en, 

@I (]2 x, @2 d 2 X2 &3 d" x;; ( ) " ( ) , ( ) () 
- OJI --:, + - 0.J2 ? + -- O.Ja ---0- + ... = FI,t + F 2 t + Pa t + . " 2(). 
p, ,z t" 1'2 dt" 1'3 d t" 

Für eine einzelne, nicht parallelgeschaltete Maschine ist 
@ d 2 x 
- OJ --9 = F (I) (GI. :3). 
p (l t-

Die Analogie zwischen den beidpn ]'iillen ist vollkommen, wenn man das 
N et% samt allen Anschlüssen als ein einziges Ganze betrachtet. 

Bevor wir nu~ weitere Erläuterungeu eingehen, wollen wir uns dem rein 
mathematischen Teil der Aufgabe zuwenden und getrennt davon im nächsten 
Abschnitt die Diskussion der Ergebnisse folgen lassen. Wem nicht damn 
liegt, die folgenden Rechnungen zu kontrollieren, kann den Hest dieses Ab­
Kchnittes überschlagen. Der wesentliche Inhalt wird am Anfang des nächsten 
A hsclmittes kurz wiedergegeben werden. 

Die mathematische Formuliemng dpr fmglichen Bewegung:·rvorg·änge wird 
durch das Svstem 26 und die GI. 28 dargestellt. Die GI. 28 kann man zur 
mimination VOll y aus dem System 26 YCI'wenden; es ist 

oder 
(:30 ), 

wenn 

(::l1 ). 

Durch Einsetzen des Ausdrucks für y in das System 26 g'elangt man zu 
eil Will System von nur n Gleiclmng'en mit den I/. Unbekannten XI, X2, :.c;: .•• x,,: 

~ roI~2 ~1 + D 1 (x, - 1.1 .1'1 - )'2 X2 - 1.3 x;; - ... ) = PI (t) I 
PI d t 

@2 d 2 x2 ( ) ) , -) 
- 0.J2----2 + D 2 Xt - AI Xl - '2 X2 - A;: X3 - ••• = Pt V \ 
1'2 (I t ) (il2). 

@3O.J3 11,2 :3 + Da (Xa - Al Xl - 1.2 X2 - ).;: X;: - ••• ) = Fa (t) \ 
1'3 rl t" 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 
.Tede ein%elne Funktion F k (f) kann man in eine Fouriersehe }{eihe auY­

lüRen VOll der Form 

P k (f) = Bk sin [2 71 Zk t + q k] + Bk' sin [2 7l 2 Zk t + <r,,'] + ... 
Von den sämtlichen Sinustunktionen, die man anf diese Weise prhlilt, 

grüifen wir eine einzige heraus, %. B. die Crundschwingung der Funktion B'I (t) 

BI sin (2 Tl ZI t + (lI), 

und beschränken uns darauf, an Stelle des :-;\~stems :32 olme IUicksicht aut (He 
Pliasünkonstante ifl vorläufig das folgende %u untersuchen: 

@I rZ'!. Xl ~ • 
-- Wl .;- + D, (X, - )'1 ::el -1.2 X, - A, x, - ... ) = B, sm 2 Tl Z, f, 
1', d t-

@2 (l~ X2 , , • , 
Oll + I)" IX, -1'1 X, - /.2 X, - A;l X, - ... ) = 0 

JJ'!. dt2 (~jB). 

("Ja ,z2 X3 ( , " ) 
- 0;2 --" + D:l :C:l -1'1 Xl -,., X, -I:; XI - ... = () 

1'3 il t" 
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Um einen realen Fall zn haben, der diesem System entspricht, können 
wir uns vorstellen, da13 nur in der ersten Maschine sinusartige Schwankungen 
der mechanischen Leistung vorkommen, wiihrend alle übrigen Maschinen durch 
Turbinen gleichförmig angetrieben werden oder als Synchronmotoren unter un­
veränderlicher Last laufen. 

Teilt man beide Seiten jeder Gleichung durch D und setzt dabei 

so ergibt sich 

@ftl 1 

Dp - 4n 2"02' 

BI = liJ • 
DI 

d 2 X 
2 .,- .1 + XI - Al Xl -- 1'2 X, - 1.3 X" - ... = Ih sin 277 ZI t 

4 n ZOI ~ d t" 

d 2 X2 

(3+), 

--., + X2 - 1.1 X, - )'2 X, - )'3 Xa - •.. = () 
4 n 2 Z02 2 d t- (Bß). 

1 (z'2 .t3 ~ ---. .- -.- + X" - )1 Xl - 1.2 X, - 13 X" - .•• = () 
4 n" "'03- d t" 

GI. 3-l ist offenbar identisch mit (1 er im vorigen Kapitel besprochenen GI. 2() 

Zo = 2 ~~ V~::; . 
Man sieht, daß damit der Begriff der Eigenschwingungszahl Zo der -Wechsel­

strommaschine bei der Behandlung des allgemeinen Problems auftaucht. 
I n der Erwartung', daß sämtliche Unbekannten des Systems ;ja Sinns­

funktionen der Zeit sind, dercn gemeinmme l'eriodellzahl ZI durch die Funktion 
bl sin :2 77 Zl t bestimmt wird, machen wir die Substitutionen 

X, = Xl sin 2 II Z, t 

X, = X, sin 2 77 Zj t 
(37). 

XJ = X3 sin 2 'll ZI t 

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in das Sys~em B6 erhält man, wenn 
gleichzeitig durch sin:2 7l z, t geteilt wird, 

- Z,-., Xl + Xl - Al Xl - )'2X2 - )3 X;! - ..• = bl 
::Ol-

2 
- "1 ? X" + X2 - Al Xl - )'2 X2 - ).;\ X3 -- •. , = 0 

Z02-

- "2..2" X3 + X, - )," Xl - ;'2 X, - )'3 X3 - ••• = (J 
::03-

(38), 

Diese nicht homogenen Gleichungen können ohne weiteres nebeneinander 
bestehen, und man erkennt daraus, daß die eingeführten Substitutionen tatEäch­
lieh eine richtige Lösung des Systems B6 darstellen. Man hat damit das Er­
gebnis gefunden, daß durch die mechanischen Leistungsschwankungen in der 
ersten Maschine auch alle andern Maschinen in erzwungene Schwingungen ver­
setzt werden; die erzwungene Schwingungszahl Zl ist durch das Tempo der 
Leistungsschwankungen BI sin 2 7l ZI t bestimmt. Voraussetzung dabei ist, da('\ 
nicht etwa die Schwingullg'samplitudell Xl, X 2 , X, ... g'leich null -werden. Dips 
ist jc(lnch nicht der Fall,. wie aus der folgenden I~eclmullg hervorgeht. 



17 

Die Amplituden Xl, X 2 , X, ... können bestimmt werden aus dem System 38, 
das aus einfachen linearen algebraischen Gleichungen besteht, während wir es 
vorher immer mit Systemen linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
zu tun hatten. Die Berechnung der Unbekannten Xl, X 2 , Xa ••• läßt sich für 
eine beliebige Zahl von Gleichungen in relativ einfacher Weise durchführen. 

Das System 38 kann zunächst in eine etwas übersichtlichere Form umge­
wandelt werden, mit Rücksicht darauf, daß 

_ zZ X + X - I. X= X (1 _ z2 _ I.) = X (!.o~-~ - 1.) = - X (I. + .t.) 
z02 Z02 z02 , rJ ' 

wobei z02 

f:I = "2 _ z02 

eine Konstante bedeutet, die wir schon im vorigen Kapitel eingeführt haben, 
und die eine ähnliche Bedeutung hat, wie der Resonanzmodul 

.2 
, = -z---' -2 . 

z -Zo 

Das System 38 geht danach über in 

( Al + ;, ) Xl + A2 X2 + 1.3 X3 + ... = - bl I 
AI Xl + (A2 + fll2 ) X2 + A'l Xa + ... = 0 

~ 
(39). 

Zur Berechnung der Unbekannten Xl, x~, X3 •.• bilden wir folgende Deter­
minanten: 

Al+! 
ilt 

1.2 1.3 

Al 
1 

A3 
Li 1.2 + [i; 

Al A2 
1 

A3 + {Ja ••• 

-bI A2 A3 

0 A2 +..!... 1.3 

Li, = {J2 
1 

0 A2 1.3 -t- ß---;' ••• 

Al +~-
fl, 

-bI I'H 

.:12 = 
Al 0 1.3 

Al 0 1.0 +.!. ... 
" {Ja 

1 
A2 Al +- - bl 

ßI 

Al 1 
.:1a = 1.2 +- 0 ..... usw. 

fJ2 

Al A2 O •.•. '1 
• i 

Mitteilungen. Heft 61. :2 
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Die Hauptdeterminante .d läßt sich umwandeln in den Ausdruck 1) 

.d = 1 (1 + Al (11 + A2 ß2 + A3 ß3 + ... ). 
ß1 ß2 ßa ... 

Berücksichtigt man die Beziehung 

• . (31), 

wonach 

~ ~ ~ 1 = -- +" + - -- --=--- + ... , 
D j + D2 + Da + . . . Dj + D 2 + D3 + . . . Dj + D2 + D3 + ... 

oder 
1 = /'1 + 1. 2 + ":1 + ... , 

ferner die Beziehung 

so erhält man für die Hauptdeterminante .::J den Ausdruck 

.d = + J.,~+ ).2 ~2 + 2a ;;a + .... 
ß, ß2 ßa ... 

. . . (23), 

Die Umformung der Determinante .d1 führt auf iihnlichem Wege zu einem 
ähnlichen Ergebnis: 

Schließlich gelangt man durch Umformung der Determinanten d 2 , da, d 4 ••• 

zu den Ausdrücken 

Al A3 A. •••• I 

Al A,3 1 
A4 + 

.d2 = + b1 
!Ja 

1 
AI )'3 A4 +- ... I 

P4 

).1 ).1 ßI ß2 
.d2 = + bl -- -- = + b1 ----

pa ß. ßs . . . (JI ß2 ßa ... 
d:: = +b1 _A'Lf1_I_ßa __ 

ßI ß2 ßa ... 

.d4 = + b1 _).!Jl~. 
ßI ß2 ß3 ... 

Danach können die Wertp der Unbekannten Xl, X 2, X3 ••• des Systems 39 
berechnet werden: 

') Vergl. Baltzer, Determinanten, 4. Anf!. S. 40. 
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Xl = ~~ = - b1 ßl C'-~-~:~t;t-~;a t~ ~ : ..... ) J 

X 2 = L/2 = + b1 ßl ____ J.l~__ , 

L/ J.1 1;1 + ;'2 1;2 + A3 1;3 + . . . \ 

L/3 ß 21 (Ja I 

X a =-=+b1 I ---)' L/ 21 1;1 + ).2 1;2 + 2a ~a + ... 

X 4 = L/4 = + b1 ßl _____ 1IJl_4 ___ _ 

L/ 2, 1;1 + ).2 1;2 + ).a sa + . . . 

(40). 

Um diese Ergebnisse in etwas anderer Form zu erhalten, setzen wir auf 
Grund der GI. 31 

~fJ __ 
J.~I--c1;-1 -+--c)..-2 1;2 + Aa 1;a + ... 

D(1 DfJ 

Dl 1;1 + D2 1;2 + Da ;a + ... = .2 D 1; • 

Ferner ist nach GI. 35 

und nach der GI. 21 des vorigen Kapitels 

{:1t = - D~ X 01 • 
BI 

DamnA ergibt sich für das Produkt b1 fit der einfache Ausdruck 

b1 iJl = - XJl, 

d(1r mit Rücksicht auf GI. 18 übergeht in 

bl ßl = - '1 SI. 
Dabei bedeutet 

unter sonst gleichen Verhältnissen die Amplitude der nicht parallelgeschalteten 
Maschine 1, wie sie sich aus der einfachen Bewegungsgleichung 16 berechnen läf3t. 

Die Lösung des Systems 39 läßt sich demnach in folgender Form dar­
stellen: 

(40). 

X 4 = - SI '1 D 1 ß4 usw. 
ZD;; 

Es sei daran erinnert, daß Xl, X 2 , Xa ••• Amplituden bedeuten, während die 
augenblicklichen Abweichungen der Maschinen von den Nullstellungen dargestellt 
werden durch die Gleichungen 

Xl = Xl sin 271 Zl t 

X2 = X2 sin 271 Zl t 

Xa = Xa sin 2 11 ZI t 
(cl7). 

In dem besonderen I<'all, der durch das System 33 gekennr-eichnet wird, 
führt offenbar auch der Netzvektor eine Sinuschwingung aus: 

y = Y sin 271 zd . . (42). 
Denn nach GI. 30 ist ja 
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DI (CI + D2 X2 + Da a'3 + ... Y= -
• DI+D2+Da+· •. 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daß die Amplitude Y dargestellt wird 
durch den Ausdruck 

Y = D I Xl + D, X2 + Da Xa + ... 

DI +D2+ Da+··. 
. . (43). 

Setzt man für Xl, X 2 , Xa ••• aus GI. 41 die entsprechenden Werte ein, so 
erhält man 

Y = 8 1 p~~ Dt + D2!;2 + Da!;a + ... - D2fJ2 - Daßa -:- ...• 
.2D!; Dt + D2 + Da + ... 

Da aber D'-D{J=D, weil '-f:J= 1, 
so ergibt sich der einfache Ausdruck 

Y = 8 DI!;I (44) I.2D!; • • • • • • . •. • 

Durch Anwendung dieser Beziehung kann man die Schwingungs amplituden 
XI, X"2, Xa ••• in der einfachen Form darstellen 

Xl = Y(1 + -!>2~+ D3~~; D4~4~) ) 

X2 = - Yß2 \ . . . . . (45). 
Xa=- Yßa \ 
X4 = - Yß4 ) 
.... 

Ganz ähnlich sind die Formeln, die man daraus für die Schwingungs­
amplituden der Maschinen (Vektor M, Fig. 2) gegen das Netz (Vektor N, Fig. 2) 
ohne weiteres herleiten kann: 

Xl _ Y = Y D2!;2 + Da!;a + D4!;4 + ... 
DI 

X 2 -Y=-Y'2 
Xa-Y=-Y'a 
Y4- Y= - Y'4 

. . . . .(46). 

Damit ist der rein mathematische Teil des Problems im wesentlichen ab­
geschlossen, und wir können im folgenden Kapitel zur Besprechung der Er­
gebnisse übergehen. 

IV. 

Die Bewegungserscheinungen an einer größeren Zahl von parallel­
geschalteten Wechselstrommaschinen. 

Es sei zunächst daran erinnert, daß sich die Betrachtungen des vorigen 
Kapitels vorwiegend nicht unmittelbar auf die allgemeine Aufgabe be.ziehen, die 
unter Vernachlässigung der Dämpfung dargestellt wird durch die Gleichungen 

@I d'(CI ( ) ( 
- 0)1 -- + D 1 :1h - Y = F 1 t) t 
PI dt2 

@2 d'X2 

(:.~::::=:=:::: \ 
Pa dt, 

............ 
D1 (XI-y)+D2 (X2-y)+Da(Xa-y)+ ... = 0 

. . . . (47) 
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sondern auf einen besonderen Fall, auf den wir dadurch gekommen sind, daß 
wir alle Funktionen F l (t), F 2 (t), Fa (t) . .. in E'ouriersche Reihen aufgelöst und 
von den sämtlichen Gliedern dieser Reihen nur ein einziges berücksichtigt haben. 
Man kann diesen Fall darstellen durch die Gleichungen 

@I d 2 "'1 ( ) • 
~rol-2 +DI Xl~Y ~BI sm 2'JEZlt I' PI dt 

@2 d 2"'2 
~ 01 2 --- + D 2 (X2~Y) = 0 
~ d~ \ 

@a d2"'a) / • 
~ola--+D3(X3~Y =0 \ pa dt2 

. . . . . . . . . . 
Dl(XI-Y) +D2(X2~!I)+D3(X3~Y)+ ... =0· 

(48). 

Die Voraussetzungen, die beim Uebergang am; der allg·emeinen Aufgabe 
zu diesem Sonderfall gemacht wurden, haben wir uns verwirklicht gedacht durch 
die Vorstellung, daß nur für die erste Maschine Schwankungen der mechanischen 
Leistung in Betracht kommen, und zwar Schwankungen von sinusartigem Ver­
lauf (BI sin :2 'JE ZI t), während alle übrigen Maschinen durch Turbinen gleichmäLlig 
angetrieben werden. Wir habfln bald erkannt, daß die Wirkung des ungleich­
förmigen Antriebs der Maschine 1 auf alle andern Maschinen übergreift: es wer­
den ~ämtliche Maschinen in erzwungene Schwingungen versetzt, deren 8chwin­
gungszahl Zl durch das Tempo der Leistungsschwankungen BI sin :! 71 ZI t be­
stimmt wird. Die Schwingungsamplituden werden durch GI. 44 und 4;i dar­
gestellt l ), aus denen man alle wesentlichen Aufschlüsse über die fraglichen 13e­
wegungserscheinungen gewinnen kann. 

Der ungleichförmige Antrieb der Maschine 1 gestattet eH nicht, daLl der 
Netzvektor N, Fig. 2, dauernd eine bestimmte Lage beibehält, vielmehr zeigen 
die Gleichungen 

y = Y sin :2 'JE ZI t 

Y_ S DISI 
- 1 .2Ds' 

daß auch der Netzvektor erzwungene Schwingungen ausführt. Wir können also 
von einem »Schwingen des Netzes« sprechen, ebenso wie von dem Schwingen 
der Maschinen. Man kann erwarten, daß durch die Maschine 1 das Netz um so 
mehr beeinflußt wird, je gr1)ßer im Verhältnis zur gesamten Leistung des Netzes 
die Leistung der Maschine 1 ist, und je größer ihre Schwingungsamplituden 
unter dem Einfluß der Resonanz ausfallen Wir haben es mit einer Rückwirkung 
der schwingenden Maschine 1 auf das Netz zu tun, deren Zustandekommen auch 
ohne den Hinweis auf analoge E'älle verständlich sein wird. 

Wie wir bei der Besprechung der Fig. 1 gesehen haben, ist der Netzvektor 
N mit jedem einzelnen Maschinenvektor M gleichsam elastisch gekuppelt. Durch 

I) Dabei bezeichnet 
XI X2 X3 •.• die Schwingungsamplituden der verschiedenen Maschinen, 
Y die Amplitude des Netzvektors, 

8 1 die Amplitude, wdehe man für die ni eh t parallel geschaltete Maschine 1 erhalten 
würde. 

D!, D 2, D3 . . . die Direktiollskonstanten, 
ZOb =02, zoa die Eigenschwingungszahlen, GI. 20, 

.... 2 Z12 Z12 
SI = _~--I-- - S2 = -- , t3 = -- .. die Resonanzmodul, 

Z12 _ ZOl2 ' Z12 _ Z02 2 · Z12 = Z03 2 

.2 D S = DI SI + D 2 S2 + Da S3 + . . . 
<01 2 "'02 Z03 2 

{!t=----=SI- 1' {J2=-'--2=~2-1, (1a=-2--~ =S3- 1, ... 
Z1 2 - Z01 2 ZI" - "'02 Z) - "'03 2 
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das Schwingen des Netzes, das durch die Maschine 1 veranlaßt wird, müssen 
demnach auch alle übrigen Maschinen ins Schwingen geraten. Nach GI. 45 
sind die sämtlichen Amplituden X 2 , Xa, X 4 • •• proportional der Amplitude l' 
des Netzvektors. Außer Y enthalten die Ausdrücke für X 2 , Xa, X4 • " nur die 
Faktoren ß~, ßa, ß4 • " Man sieht daraus, daß die verschiedenen Maschinen 
nach Maßgabe dieser Faktoren, Fig. 5, auf das Schwingen des Netzes mehr 
oder weniger ansprechen, und es ergibt sich die Möglichkeit, daß einzelne Ma­
schinen sehr stark, andere sehr wenig ins Mitschwingen geraten. Man kann 
sich leicht überzeugen, daß z. B. für ß2 = 00 - wenn also die erzwungene 
Schwingungszahl ZI mit der Eigenschwingungszahl %02 der Maschine 2 über­
einstimmt - daß dann nach GI. 45 die Maschinen 3,4,5 ... auf das Schwingen 
der Maschine 1 überhaupt nicht ansprechen, während die Amplitude X2 einen 
endlichen Wert hat. Es hat den Anschein, als ob in diesem Fall X2 unendlich 
groß werden müßte; diese Erwartung ist jedoch im allgemeinen nicht zutreffend. 

Aus GI. 44 und 45 geht vielmehr hervor, daß alle in 1<'rage kommenden 
Amplituden dann unendlich groß werden, wenn die folgende Bedingungsgleichung 
erfüllt is t : 

oder 

(49). 

Die Verhältnisse liegen also nicht so einfach, wie in dem besonderen Fall, 
den wir im zweiten Kapitel behandelt haben. Eine wesentliche Ueberein­
stimmung mit den dort angegebenen Regeln zur Vermeidung starken Mit· 
schwingens besteht darin, daß in der GI. 49 die Schwingungszahlen wieder eine 
maßgebende Rolle spielen. 

Wir wollen die Eigenschwingungszahlen Z01, Z02, Z03 ••• als gegebene Kon­
stanten betrachten und aus GI. 49 als Unbekannte diejenigen Werte der er­
zwungenen Schwingungszahl ZI bestimmen, für welche die Resonanzbedingung 
befriedigt wird. Diese kritischen Werte von Z1 sollen mit ZI bezeichnet werden. 
Im allgemeinen gibt es eine größere Zahl derartiger »kritischer Schwingungs­
zahlen«, da wir es mit einer Gleichung höheren Grades zu tun haben. 

Die gewöhnliche algebraische Auflösung der GI. 49 führt auf außerordent­
liche Schwierigkeiten. Schon in einfachen Sonderfällen, z. B. dann, wenn nur 
drei parallel arbeitende Maschinen in Frage kommen, erhält man für die ge­
suchten kritischen Schwingungszahlen verwickelte Formeln, deren praktische 
Verwendung vollkommen ausgeschlossen ist. Dagegen kann man durch folgende 
Ueberlegungen zu einem brauchbaren Ergebnis kommen. 

Der Ausdruck ~D' wird dann gleich null werden, wenn ein Teil der 
Summanden positiv, der andere Teil negativ wird. Da D stets eine positive 
Konstante ist, so ist der Resonanzmodul allein maßgebend für das Vorzeichen 
iedes Summanden. Offenbar ist, 1<'ig. 5, 

, = ~ ~ neg~~iv, wenn ZI < Zo, 

",\2_<102 (posItIV, wenn ZI > zoo 

Demnach sind Z. B. für den Fall, daß 

ZI < Zox, ZI < Z02, ZI < Z03 ••• 

alle Summanden negativ, und wenn 
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so sind sämtliche Summanden positiv. In bei den Fällen muß der Ausdruck 
~'D' von null verschieden sein; ein kritischer Zustand ist ausgeschlossen. Fällt 
dagegen die erzwungene Schwingungszahl in den Bereich zwischen der größten 
und der kleinsten Eigenschwingungszahl, so ist ein Teil der Summanden positiv, 
der andere Teil negativ, und dann kann es vorkommen, daß die Bedingungs­
gleichung 49 erfüllt wird. Man kann sich überzeugen, daß diese Möglichkeit 
in n-I Fällen vorliegt: 

Wir wollen uns die Indizes I, 2, 3 . .. auf die verschiedenen Maschinen 
so verteilt denken, daß die mit der kleinsten Eigenschwingungszahl den Index 1 
erhält, die mit der größten den Index n, so daß die Eigenschwingungszahlen 
von der kleinsten bis zur größten geordnet in der Reihenfolge ZOI, Z02, Zoa ••• 

aufeinander folgen. 
Dann läßt sich zeigen, daß eine kritische Schwingungszahl ZI zwischen 

ZOl und Z02 liegen muß, eine andere, Z2, zwischen Z02 und Zoa usw., so daß wir 
im ganzen n-] kritische Schwingungszahlen erhalten. Damit die zur Erläute­
rung dienende Fig. 6 nicht zu unübersichtlich wird, wollen wir annehmen, daß 
wir es nur mit -1 parallel arbeitenden Maschinen zu tlill haben, deren Eigen­
schwingungszahlen und Direktionskonstanten bekannt sein sollen. 

In Fig. 6 sind über einer gemeimamen Abszisse als Funktionen der 
als veränderlich angenommenen erzwungenen Schwingungszahl ZI die Ausdrücke 

z, 

Fig. 6. Bestimmung der kritischen Schwingungszahlen ZJ, Z2, Za eines Systems von 4 parallel­
geschalteten Maschinen, deren Eigenschwingungszahlen ZOI, "02, "'oa, "0; und Direktionskonstanten 

D], D2, Da, D4 gegeben sind. 

DI '1, D~ '2, Da 'a, D 4 '4 aufgetragen. Man erkennt ohne weiteres, daß zwischen 
zwei benachbarten Eigenschwingungszahlen stets ein Wert der erzwungenen 
Schwingungszahl liegen muß, für welchen die Summe aller Ordinaten 

I D' = DI '1 + D2 '2 + Da 'a + D4 '4 

gleich null wird. Man findet so für das System der 4 parallelgeschalteten 
Maschinen die drei kritischen Schwingungszahlen ZI, Z2, Za. Offenbar kann 
man diesen Nachweis für die Existenz von n-l kritischen Schwingungszahlen 
ohne weiteres verallgemeinern und die genauen Werte derselben in aUen Fällen 
graphisch bestimmen, wie Fig. 6 es andeutet, 
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Es gibt also für n parallel arbeitende Maschinen n-1 kritische 
Schwingungszahlen, und zwar liegt immer eine zwischen zwei be­
nachbarten Eigensch\vingungszahlen zweier Maschinen, der ganze 
Bereich der kritischen Schwingungszahlen liegt innerhalb des Be­
reiches zwischen der größten und der kleinsten von den in Frage 
kommenden Eigenschwingungszahlen. 

Gewöhnlich wird man kein Interesse daran haben, die kritischen Schwin­
gungszahlen auf graphischem Wege genau zu bestimmen, es wird vielmehr ge­
nügen, daß man die Grenzen angeben kann, welche die gesuchten Werte ein­
schließen. Diese Grenzen liegen übrigens nicht ganz fest; denn bei verEchie­
denen Belastungen und Phasenverschiebungen und bei schwankender Netzspan­
nung bleiben die Eigenschwingungszahlen der Maschinen nicht unveränderlich. 
Daher haben auch die kritischen Schwingungszahlen etwas veränderliche Werte. 

Unter Umständen fallen einige oder alle kritischen Schwingungszahlen auf 
einen Wert zusammen. Hat von den n Maschinen eine bestimmte Anzahl m 
dieselbe Eigenschwingungszahl zo' - im übrigen können diese Maschinen nach 
Größe und Bauart ganz verschieden sein -, so gibt es offenbar m-1 "Werte 
der kritischen Schwingungszahl, die mit zo' zusammenfallen. Haben sämtliche 
Maschinen die gleiche Eigenschwingungszahl, so ist dieEelbe identisch mit der 
einzigen kritischen Schwingungszahl, die das System dann noch besitzt. 

",Venn in einer Zentrale eine größere Anzahl von Maschinen zur Verfügung 
steht, so ist der Wert des Ausdrucks ~ D' davon abhängig, welche Maschinen parallel 
geschaltet werden; die Lage des kritischen Zustands ist also verschieden, je nach­
dem die eine oder die andere Gruppe parallel arbeitet. Darin kann I) die Ur­
sache liegen für die bekannte Tatsache, die sich in vielen Fällen herausgestellt 
hat: daß die Güte des Parallelbetriebs davon abhängig ist, welche Maschinen 
man aufs N etz schal~et, da 1 mit einzelnen Maschinen der Betrieb mangelhaft 
ist, während andere vorzüglich parallel arbeiten. 

Wir sind durch mathematische Operationen zu dem Ergebnis gelangt, daß 
die Schwingungsamplituden sämtlicher Maschinen unendlich groß werden, 
wenn der Ausdruck 2' D' gleich null wird, wenn also die erzwungene Schwin­
gungszahl z, mit einem Wert der kritischen Schwingungszahl Z, übereinstimmt. 
DieEe Behauptung kann wesentlich eingeEchränkt werden: 

Wir haben geEehen, daß auf die erzwungenen Schwingungen, welche von 
der Maschine 1 ausgehen, die übrigen Maschinen nach Maßgabe des Faktors {J 

mit verschiedener Stärke ansprechen: es geraten immer diejenigen Maschinen 
am meisten ins Mitschwingen, deren Eigenschwingungszahlen der erzwungenen 
Schwingungszahl z, am nächsten liegen. Dieser Satz läßt sich auch auf die 
Maschine 1 ausdehnen, wenn Z, innerhalb eines Bereiches liegt, für welchen 
der Ausdruck ~ D' der Null ähnlich ist. Die Formel zur Berechnung von Xl 
vereinfacht sich dann in folgender Weise: 

Xl = Y (1 + D"J 1;2 + D3 I;a ~ D4 1;4 + ... ) 

X _ S I" D, + Dz ~2 + Da ~3 + ... 
1 - 1 ~l 2,' D I; 

X _ S I" D J (~, - (1) + D2 1;2 + Da I;a + ... 
I - I ~l ~ D I; 

Xl ~ SI 1:"1 (1 _ DI (11 ) 
- . 2D ~ 

Xl = - SI '1 Dl ,~t 
2,'D 1;' 

1) Ein anderer Grnnd kann der sein, daß einzelne Maschinen ungünstige Umlaufzahlen 
haben nnd Schwingnngen von ungünstigen Schwingungszahlen erzeugen. 
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daher ist angenähert 
Xl =- YßI 

Diese Gleichung ist vollkommen analog den Formeln 

X 2 =- Yß2 

X 3 =- Yß3 

(50). 

In der Nähe eines kritischen Zustandes gilt demnaeh ganz allgemein der 
Satz, daß diejenigen Maschinen am stärksten ins Mitschwingen geraten, für 
welche der Faktor ß den größten Wert hat. Wenn sich also die schwingenden 
Maschinen einem kritischen Zustand nähern und wenn dadurch die Gefahr des 
Außer-Tritt-:B'allens überhaupt in :B'rage kommt, so betrifft sie in erster Linie 
diejenigen Maschinen, deren Eigenschwingungszahlen mit der erzwungenen 
Schwingungszahl Zl am meisten, übereinstimmen. Von einem gleichzeitigen 
Außer-Tritt-Fallen aller Maschinen kann nicht die Hede sein. Durch das Aus­
scheiden einer Maschine ändert der Ausdruck ~ D' seinen Wert. Wird I D , 
größer, so werden sich die Schwingungen der übrigen Maschinen beruhigen, 
wird dagegen I D , kleiner, so geraten die übrigen Maschinen noch stärker ins 
Mitschwingen, vorausgesetzt, daß die außer Tritt gefallene Maschine nicht die­
jenige war, von welcher die gefährlichen Schwingungen ausgingen. 

Wir wollen die Ergebnisse dieser Ueberlegungen an einem Beispiel an­
wenden: Es handle sich um 4 parallel geschaltete Maschinen; über die 
Eigenschwingung~zahlen ZOl bis Zo! und über die kritischen Schwingungszahlen 
Zl, Z", Z:: soll die Fig.6 Auskunft geben. Wenn die erzwungene Schwingungs­
zahl Zl in der Nähe der kritischen Schwingungszahl Zl liegt, so besteht die 
Gefahr starken Mitschwingens in erster Linie für die Maschinen 1 und 2. In 
demselben Sinn kann man sagen, daß die kritische Schwingungszahl Z2 für die 
Maschinen 2 und ß und Z. für die Maschinen ß und 4 gefährlich werden kann. 

Für die Maschine 2 kommen einige Besonderheiten in Betracht, weil die Ma­
schine 2 ganz bedeutend kleiner ist als die übrigen Maschinen. Man erkennt 
das daran, daß die Direktionskonstante D 2 I) viel kleiner ist als D 1 , D 3 , D4. In­
folgedessen liegt die D '-Kurve der Maschine 2 sehr nahe bei der Abszissenachse 
und schmiegt sich an die durch den Punkt Zl = Zl gezogene Senkrechte sehr 
eng an, so daß die Resonanzbreite äußerst gering ist. Daher liegen die kriti­
schen Schwingungszahlen Zl und Z" sehr nahe bei ZOt, können also im wesent­
lichen nur der Maschine 2 gefährlich werden. Man erkennt daraus, daß für eine 
kleineMaschine, die mit großen parallel arbeitet (Synchronmotoren), die gefährliche 
kritische Schwingungszahl ganz in der Nähe ihrer Eigenschwingungszahl liegt 2). 

Bisher haben wir uns damit begnügt, alle in :B'rage kommenden Schwin­
gungsamplituden auf ihre abEolute Größe hin zu untersuchen. Um die Ergeb­
nisse, die wir dabei gefunden haben, dem Verständnis näher zu bringen, vor 
allem die eigentümliche Tatsache, daß es für n parallelgeschaltete Maschinen 
n - 1 kritische Schwingungszahlen gibt, ist es zweckmäl3ig, auch den Vor­
zeichen der Amplituden einige Aufmerksamkeit zuzuwenden. 

Wenn wir finden, Fig. 4, dal3 das Vorzeichen einer Amplitude positiv ist, 
so bedeutet das: die größte Voreilung der Maschine fällt immer mit dem größten 
positiven Wert der Funktion BI sin 2 71 Zl t, d. h. mit dem Höchstwert der 

1) Die Direktionskonstante ist ungefähr gleich dem 3 fachen Wert der vollen Maschinen­

leistung. 
2) Dagegen hat eine größere Anzahl kleiner Maschinen von gleicher Eigenschwingungszahl 

auf die Lage der kritischen Schwingungszahlen dieselbe Wirkung wie eine große Maschine. 
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schwankenden mechanischen Leistung der Maschine 1 zeitlich zusammen; ist 
das Vorzeichen einer andern Maschine negativ, so bleibt sie zu den gleichen 
Zeiten immer am weitesten zurück. Ist ein Teil aller Vorzeichen positiv, ein 
andrer negativ, so schwingen sämtliche Maschinen in Gruppen gegeneinander. 

Die Vorzeichen der Amplituden Y, Xl, X 2 , Xa ••• wurden mit Hülfe der Glei­
chungen 45, 44, 17 für verschiedene Werte der erzwungenen Schwingungszahl Zl 

bestimmt, und die Ergebnisse sind in der folgenden Tafel zusammengestellt. Um 
die Darstellung übersichtlicher zu machen, ist wieder die Annahme gemacht 
worden, daß wir es nur mit 4 parallelgeschalteten Maschinen zu tun haben. 

Zl "02 Z2 Z03 Z3 "04 - -Y 

I 

+ + 1 + 
Xl + +1) I +1) -T-

i 
X 2 

I 
I + + i + + + 
I 

X a + + 'I + + + 
X 4 + + I + + + 

Vedolgt man nach dieser Tafel von links nach rechts lesend die Vor­
zeichen der Amplituden, so erkennt man, wie sie sich mit wachsenden ""Verten 
der erzwungenen Schwingungszahl, z. B. in den Punkten Zl = ZJI, Z, = Zl usw. 
verändern. Für sehr kleine Werte von Zl, also bei sehr langsamen Sch win­
gungen, sind alle Vorzeichen negativ; ein Gegeneinanderschwingen findet nicht 
statt. Nähert sich Zl dem Wert ZOl, so schwingt die Maschine 1 gegen alle 
übrigen Maschinen, da Xl positiv wird, während X 2 , Xa, X. negativ bleiben, und 
zwar werden die Amplituden aller Schwingungen mit schneller werdendem Tempo 
immer größer, bis im Punkte Zl = Zl der erste kritische Zustand erreicht wird. 
Beim Ueberschreiten dieses Punktes wechseln alle Amplituden ihre Vorzeichen, 
doch ändert sich insofern nichts, als Maschine 1 weiter gegen alle übrigen 
schwingt. Wenn die erzwungene Schwingungszahl Zl immer größer wird, so 
ändern sich die Gruppen der gegeneinander schwingenden Maschinen: in dem 
Bereich zwischen Z02 und Z03 schwingen Gruppen von je 2 Maschinen gegen­
einander, in dem Bereich zwischen Zoo: und Z(H die drei Maschinen 1, 2, cl ge­
meinsam gegen Maschine 4, bis schließlich nach dem Ueberschreiten des Punktes 
Zl = Z04 die Maschine 1 allein geg·en alle übrigen schwingt. 

Es schwingen also stets die Maschinen mit den kleinen Eigenschwingungs­
zahlen gegen die mit den großen Eigenschwingungszahlen ; dagegen kommt es 
nicht vor, daß der einen Gruppe die Maschinen mit den kleinsten und größten, 
der andern Gruppe die Maschinen mit den mittleren Eigenschwingungszahlen 
ang·ehören, So wird es verständlich, da!.l dem System der n parallel arbeitenden 
Aggregate n-l kritische Schwingungszahlen zukommen. 

Bei der Behandlung des besonderen Falles, der uns im zweiten Abschnitt 
beschäftigt hat, haben wir g·efunden, dalJ kritische Schwingungszahl und Eigen­
schwing·ungszahl des dämpfungsfreien Systems zusammenfallen, und es liegt die 
}1~rage nahe, ob hier nicht eine ähnliche Beziehung vorliegt. 

Für n parallelgeschaltete Maschinen haben wir in dem System 47 die Be­
wegungsgleichungen der erzwungenen Schwingungen zusammengestellt. Danach 
lauten die Bewegungsgleichungen der freien ungedämpften Schwingungen: 

1) Dieses Vorzeichen gilt nur in der Nähe von Z2 bezw. Z3, GI. 50. Xl ist, wenn Zl die 
Werte "02 bezw, Z03 überschreitet, noch negativ und wird erst in der Nähe der kritischen Zustände 
bei Z2 nnd Za positiv. 
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(51), 

wobei 
D1(XI-Y) + D2(X2-Y) + D3 (X3 -y) ... = o. 

In der Tat findet man durch AuHösung' dieser Gleichungen 1), dal3 n pamllel­
geschaltete Maschinen ein schwingungsfähiges System bilden, dessen n - 1 
Eigenschwingungszahlen übereinstimmen mit den kritischen Schwingungszahlen, 
die wir auf anderem Wege kennen gelernt haben. Wir wollen auf die freien 
Schwingungen nicht weiter eingehen, und Idamit verzichten wir darauf, die allge­
meine Lösung des Systems 48 anzugeben, die außer dem partikulären Integral 
dieses nicht homogenen Systems das Integral des homogenen Systems 51 ent­
halten, also nehen den erzwungenen die freien Schwingungen der Maschinen 
zum Ausdruck bringen müßte. Von praktischer Bedeutung sind in erster Linie 
die erzwungenen Schwingungen, weil ihre Amplituden durch Resonanz zu un­
erwünschter Größe anwachsen können. 

Eine wesentliche Verallgemeinerung der bisher gewonnenen Ergebnisse 
erhalten wir, wenn wir von dem besonderen Gleichungssystem 48 auf das all­
gemeine System 47 zurückgehen, wenn wir also die Vorstellung aufgeben, daß 
nur die en;te von denn pamllelgeschalteten Maschinen ungleichförmig angetrie­
ben wird. Wir sind zu dieser Spezialisierung dadurch gelangt, daß wir von 
den sämtlichen Gliedern der in ]'ouriersche Reihen aufgelösten Funktionen 
PI (f), P 2 (t), Ps (t) ... nur ein einziges berücksichtigt haben. Wir hätten dabei 
an Stelle des Gliedes BI sin (2 TT Zl t + <PI) irgend ein anderes herausgreifen und 
für die weitere Untersuchung' verwenden können. Was für die eine Schwingung 
gilt, gilt für jede andere. Die Gesetze von der Superposition der Schwingungen 
brauchen für den vorlieg'enden ]~all nicht besonders bewiesen zu werden. Sie 
sind gleichbedeutend mit allgemeinen l'jigenschaHen der linearen Differential­
gleichungen 2), und da wir die Bewegungsvorgänge an parallelgeschalteten Wechsel­
stl'ommaschinen durch ein System solcher Gleichungen dargestellt haben, brau­
chen wir diesen Punkt nicht weiter zu erörtern. 

Die Bewegung jeder einzelnen Synchronmaschine entsteht also durch eine 
komplizierte Superposition einer grollen Anzahl von Schwingungen, die von den 
Antriebmaschinen der verschiedenen Generatoren ausgehen. 

tlind für eine bestimmte Maschine alle einzelnen tlchwingungen in bezug' 
auf Schwingungszaillen, Amplituden und Phasen gegeben, so kann die resul­
tierende Bewegung nach bekannten Regeln ermittelt worden. Dabei kommen 
Schwebung'en zustande, wenn das Tempo einzelner Schwingungen nicht gleich 
ist, und zwar entstehen deutlich ausgeprägte Schwebungen bekanntlich unter 
der Bedingung, daß es sich um Schwingungszahlen von ähnlichem Werte handelt. 

1) In Riemann·Weber, § 59 (Auflage vom Jahre 1900) ist eine Auflösung eines homogenen 
Systems linearer Differentialgleichungeu erster Ordnung angegeben, die lIlan mit elnigeu Abände­
rungen auf den vorliegendeu Fall übertragen kann. 

2) HeImholtz, Vorlesungen über theoretische Physik: Bd. 1 § 23. 
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v. 

Ergebnisse. 

Die ~rüheren Arbeiten über den Parallelbetrieb mit Wechselstrommaschi­
nen behandeln fast alle den besonderen Fall, den ich im zweiten Abschnitt 
besprochen habe. Es werden die Vorgänge an einem einzelnen Maschinensatz 
betrachtet, von dem man annimmt, daß er auf ein Netz von vollkommen unver­
änderlicher Periodenzahl arbeitet. Man gelangte zu dem wichtigen Ergebnis, 
daß die parallelgeEchaltete Wechselstrommaschine ein schwing·ungsfähiges und 
resonanzfähiges System ist, dem eine bestimmte Eigenschwingungszahl Zo zu­
kommt. Die Resonanzbedingullg ist sehr einfach: der kritische Zustand wird 
erreicht, wenn von der Antriebmaschine eine erzwungene Schwingung ausgeht, 
deren Frequenz mit der Eigenschwingungszuhl Zu einigermaßen übereinstimmt, 
Fig. 3 1). 

Durch die Voraussetzung von der Unveränderlichkeit der Periodenzahl 
schaltete man die Tatsache aus, daß sich die Schwingungen einer einzelnen Ma­
schine dem Netz und allen anderen Synchronmaschinen mitteilen. Wir haben ge­
sehen, daß wir mit dieser Tatsache rechnen müssen, und daß die Bewegung 
einer einzelnen Maschine durch Superposition einer gToßen Anzahl von Schwin­
gungen zustande kommt, die - von freien Schwingungen abgesehen - teils 
von der eigenen Antriebmaschine , teils von denen der übrigen Generatoren 
herrühren und im allgemeinen Schwebungen ergeben. Es liegt natürlich die 
Vermutung nahe, daß jede Einzelschwingung durch Resonanz vergrößert wer­
den kann. 

Die Theorie zeigt, daß einem System von n parallelgeschalteten Maschinen 
n - 1 kritische Schwingungszahlen zukommen. Sind ZOl, Z02, Z03 • • • nach auf­
steigender Größe geordnet die Eigenschwingungszahlen der einzelnen Maschinen 
im Sinne der GI. 20, so liegt eine kritische Schwingungszahl ZI zwischen ZOI 

und Z02, eine zweite Z, zwischen ZO" und Z03 usw., soduß die Eigenschwingungs­
zahlen der einzelnen Maschinen und die kritischen oder Eigenschwingung·szahlen 
des ganzen Systems in der l<eihenfolge 

aufeinander folgen. Geht ·von irgend einer Maschine eine erzwungene Schwin­
gung aus, deren Frequenz z. B. mit Z2 übereinstimmt, so geraten in erster 
Linie die Maschinen 2 und 3 in Resonanz, deren Eigenschwingungszahlen Z02 

und ZO, in der Nähe von Z2 liegen; die übrigen Maschinen sprechen umso we­
niger an, je mflhr ihre Eigenschwingungszahlen von Z2 verschieden sind. Ferner 
ist zu bemerken, daß z. B. die kritische Schwingungszahl Z2 näher bei Z02 als 
bei Z03 liegt, wenn die Maschine 2 der Leistung nach kleiner ist als Maschine 3. 
I<'ür alle Sonderfälle können die entsprechenden Vereinfachungen leicht abge­
leitet werden. Wir rrelangen zu den folgenden Sätzen: 

J) IDt.<;sng. Huldschiner hat bei seinen Versuchen an zwei parallelgeschalteten Drehstrom­

maschinen die Erfahrung gemacht, daß diese Resonanzbedingung mit der Wirklichkeit nicht über­
einstimmt; der kritische Zustand stellte sich vielmehr unter anderen Verhältnissen ein. Dr. Huld­
schiner leitete für 2 und für 3· Maschinen neue Resonanzbedingnngen ab, gelangte aber schon im 
letzten Falle zu äußerst verwickelten Formeln. Dr. Fleischmann, Elektrotechn. Zeitschrift 1906, 
behandelt mit ziemlich großem Aufwand an Rechnung das Schwingen von 2 MaRchinen. 
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Um zu vermeiden, daß ein synchroner Motor oder Generator 
mit der Eigenschwingungszahl Zo in starkes Mitschwingen gerät, 
darf von keinem der aufs Netz arbeitenden Generatoren eine er­
zwungene Schwingung ausgehen, deren Schwingungszahl z in der 
Nähe von zo liegt. Wenn es sich um einen Generator handelt, ge­
nügt es also nicht, die Periodenzahl der von der eigenen Antrieb­
maschine ausgehenden Schwingungen auf ihre Uebereinstimmung 
mit zo hin zu prüfen, sondern es ist notwendig, auf die Antrieb­
maschinen aller aufs Netz arbeitenden Generatoren Rücksicht zu 
nehmen. 

Für die Gesamtheit der Generatoren 1) gilt Folgendes: 

Die Eigenschwingungszahlen ZOI, Z02, Z~3 ••• der sämtlichen Ma­
schinen geben den Bereich der gefährlichen Werte an, in welchen 
keine von den en~wungenen Schwingungszahlen hereinfallen darf. 
Man kann daher .i edel' Gefahr aus dem "\Vege gehen, wenn man dafür 
sorgt, daß alle erzwungenen Schwingungszahlen größer sind als alle 
Eigenschwingungtlzahlen. Die Umlaufzahlen der' Dampfmaschinen­
dynamos und Zwcitaktgasdynamos müssen danach höher liegen, als 
alle auf die Minute bezogenen Werte von ZOI, Z02, Z03 ••• 

Wenn es sich um Viertaktgasdynamos handelt, so würde diese 
Forderung nach Bonte 2) die Anwendung übermäßig großer Schwung­
massen notwendig machen, weil durch den Viertakt sehr langsame 
Grundschwingungen entstehen, deren Frequenz durch die halben 
Umdrehungszahlen gegeben ist. Daher müLHe man in diesem Fall 
die Verhältnisse so einrich ten, daß sämtliche Werte von ZOI, Z02, ZO~ ••• 

in den Bereich zwischen den Grundschwingungszahlen und den 
ersten Überschwingungszahlen. Damit dieser Bereich gewisser­
maßen möglichst viel Platz bietet, ist es zweckmäßig, alle Grund­
schwingungszahlen auf einen bestimmten Wert zu bringen, also 
eine bestimmte Umlaufzahl für alle Maschinen beizubehalten -
das ist auch mit Rücksicht auf die Vermeidung der Schwebungen 
zweckmäßig - und damit andererseits die Eigenschwingungszah­
len gewissermaßen möglichst wenig Platz brauchen, wird man gut 
tu:n, auch alle Eigenschwingungszahlen auf einen bestimmten' Wert 
zu bringen, natürlich auf einen möglichst günstigen Wert innerhalb des 
angegebenen Bereichs. Die Lage dieses günstigsten Wertes ist ver­
schieden je nach dem Maße, in welchem die Grundschwingungen 
gegenüber den Überschwingungen in den Tangentialkraftdia­
grammen der Antriebmaschinen ausgeprägt sind. 

1) Die Eigenschwingungszahlen der Syhnchronmotoren liegen wesentlich höher als die der 
Generatoren. Daher künnen die folgeuden Sätze nicht ohne weiteres auf Synchronmotoren über· 
tragen werden. 

2) Zeitschrift des Vereines deutseher Ingenieure 1906 S. 1362. 
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Zweiter Teil. 

Versuche an zwei parallelgeschalteten Drehstrommaschinen. 

VI. 

Zweck der Versuche. Versuchsmaterial und Schaltung. 

Die Versuche, über die im folgenden berichtet wird, sind im Elektrotech­
nischen Institut der Technischen Hochschule zu Dresden ausgeführt worden. 

Zweck der Versuche ist 

1) einen Einblick zu gewähren in die elektrischen Vorgänge, die mit 
den mechanischen Schwingungserscheinungen zusammenhängen(Unter­
suchung des Ankerstroms der parallelgesehalteten W' echselstromma­
schinen, Verhalten der SChalttafelinstrumente), 

2) zu zeigen, wie man die Eigenschwingungszahl der Dynamomaschine 
durch Versuche bestimmen kann, und in welcher Weise die Eigen­
schwingungszahl von der Belastung, der Phasenverschiebung und 
anderen Einflüssen abhängig ist, 

3) zu zeigen, wie man die Eigenschwingungszahl der Dynamomaschine 
berechnen kann, 

4) einen Beitrag zu liefern zur Frage der versuchsmäßigen Bestimmung 
der Trägheitsmomente von Dynamoankern, Polrädern und ähnlichen 
lVIaschinenteilen. 

Die Versuche wurden vorgenommen an einer lVIaschinengruppe, bestehend 
aus einem sechspoligen 5 KW-Drehstromgenerator mit lamellierten Polschuhen 
(schwache Dämpfung) und aus einem 7,5 PS-Nebenschlußmotor; die beiden lVIa­
schinen waren starr gekuppelt, Fig. 7. 

Dieses 5 KW-Aggregat wurde parallelgeschaltet mit einem 30 KW-Aggregat, 
bestehend aus Drehstromgenerator und direkt gekuppeltem Compoundmotor. 
Die normale Klemmenspannung der Drehstrommaschinen betrug 110 V, die 
Gleichstrommaschinen wurden an das im Elektrotechnischen Institut vorhandene 
440 V-Netz angeschlossen. 

Das Schaltungsschema des 5 KW-Aggregats, Fig. 7, wird teilweise ohne 
weiteres verständlich sein. Auf der Gleichstromseite war die Anordnung so ge­
troUen, daß man die Drehstrommaschine nach Bedarf als Generator oder als 
lVIotor laufen lassen und belasten konnte. 

War der Hebel des einpoligen Umschalters U 8, Fig. 7, nach II gelegt, so 
lief die Drehstrommaschine als Synchronmotor; der Ankerkreis der Gleichstrom­
maschine war dann über den regelbaren Belastungswiderstand Wb geschlossen. 

Sollte die Drehstrommaschine als Generator laufen, so wurde der Hebel 
des Umschalters U8 nach I gelegt und der Belastungswiderstand Wb kurz ge­
schlossen. Die von der 5 KW-lVIaschine gelieferte Leistung wurde an das 30 KW-
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Aggregat abgegeben und diente dazu, die Leerlaul1eistung dieses größeren 
Maschinensatzes ganz oder teilweise zu decken und eventuell Strom in das 
440 V-Netz zurückzugeben. 

Ein wesentlicher Teil der Versuchseinrichtung war der Schaltapparat S, 
der parallel zu dem Widerstand W lag und die Aufgabe hatte, diesen Widerstand 
periodisch kurz. zu schließen. Die Wirkungsweise dieses Schaltapparats war 
etwas verschieden, je nachdem die Drehstrommaschine als Generator oder als 
Motor lief. 

Im ersten Fall wurde durch das periodische Kurzschließen des Wider­
standes W im Ankerkreis des Antriebmotors ein ungleichförmiger Antrieb er­
zeugt. Der Nebenschlußmotor arbeitete ähnlich wie eine Kolbenmaschine von 
veränderlicher Tangentialkraft. 

:'U II' ki'n,~ lI . -<-i-i----<p 
Nullptm~·t 

Scbaltung der Versucbsmaschinen. 
I'= Spannung 
v = Periodenzahl (Frequenzmesser) 
J = Stromstärke 
A= Leistung 

Fig. 7. 

Fig. 8. 

Rotierender Scbaltapparat zur Erzeugung des ungleichförmigen 

Antriebes. 

Im zweiten Fall, wenn die Drehstrommaschine als Synchronmotor lief, bil­
dete die Gleichstrommaschine eine veränderliche Belastung; denn von den beiden 
hintereinander geschalteten Belastungswiderständen Wb und W wurde der eine 
(W) periodisch kurz geschlossen. Diese Einrichtung entsprach dem Fall, daß 
ein Synchronmotor auf eine Kolbenpumpe arbeitet. 

In beiden Fällen wurden die Versuchsmaschinen ins Schwingen versetzt 
und zwar um so mehr, je größer der Widerstand W war. ' 

Die Einrichtung des Schaltapparates S ist in Fig. 8 dargestellt. Auf einer 
Welle sitzt die Holzbüchse B, die zwei Schleifringe trägt. Jeder der beiden 
Rchleifringe besteht aus 2 Hälften R I und Rz bezw. Rt' und R z', die vonein­
ander isoliert sind, während ein KupferstreHen K die Verbindung zwischen den 
beiden Hälften Rz und Rz' herstellt. In der Stellung, die in l!'ig. 8 ange-



32 

geben ist, fließt also der Ankerstrom der Gleichstrommaschine von der Bürste A 
über R2 und R2' nach der Bürste A'; der Widerstand W ist kurz geschlossen. 
Wenn sich jedoch die Schleifringe drehen und die Bürsten die bei den Ring­
hälften R2 und R2 ' verlassen, so wird die Kurzschlußverbindung doppelpolig 
unterbrochen, und der Ankerstrom der Nebenschlußmaschine muß durch den 
Widerstand W fließen. Bei dauernder Drehung des Apparats wird dieser Wider­
stand periodisch kurz geschlossen. 

Der Schaltapparat wurde durch einen kleinen Nebenschlußmotor ange­
trieben, dessen Umlaufzahl mit Hülfe eines regulierbaren Widerstands im Anker­
kreis in sehr weiten Grenzen verändert werden konnte. Ein Tachometer, das 
mit dem Schaltapparat gekuppelt war, gab die Zahl der Impulse, mit andern 
Worten die Zahl der erzwungenen Schwingungen in der Minute an ((j0 z), 
die mit Hülfe der beschriebenen Einrichtung erzeugt wurden. Durch Oeffnen 
des Schalters s konnte die Vorrichtung zur Erzeugung des ungleichförmigen 
Antriebs jederzeit unwirksam gemacht werden. 

Ein wesentlicher Vorzug der beschriebenen Einrichtung bestand darin, 
daß sie es möglich machte, die erzwungene Schwingungszahl z in beliebiger 
Weise zu ändern, während man im übrigen' den Zustand der 5 KW -Maschine 
in bezug auf Umlaufzahl, Leistung usw. vollkommen unverändert halten konnte. 
Bei Versuchen an Wechselstrommaschillen, die von Kolbenmaschinen angetrieben 
werden, ist das natürlich nicht möglich, weil die erzwungenen Schwingungs­
zahlen z durch die Umlaufzahlen der Maschinen gegeben sind und ohne Aende­
rung der Umlaufzahlen nicht verändert werden können. Ein weiterer Vorzug 
der Versuchseinrichtung war es, daß mau die 5 KW-Maschine nach Belieben 
gleichförmig oder ungleichförmig antreiben konnte, je nachdem der beschriebene 
Schaltapparat in Betrieb gesetzt wnrde oder nicht; man konnte daher Vergleiche 
anstellen zwischen den Verhältnissen, die sich bei gleichförmigem Antrieb und 
denen, die sich bei ungleichiörmigem Antrieb herausstellten. 

VII. 

Wirkung des Schwingens auf den Ankerstrom der Drehstrommaschine. 

Wenn man die Stromstärke im Anker einer parallelgeschalteten Wechsel­
strommaschine bei gleichbleibender Leistung als Funktion der Erregerstrom­
stärke aufträgt, so erhält man bekanntlich eine sogenannte V-Kurve, die bei 
einer bestimmten »günstigsten Erregung« ein Minimum der Ankerstromstärke 
aufweist, das bei Uebererregung sowohl wie bei Untererregung durch das Hinzu­
treten wattloser Ströme weit überschritten wird. Bei Untererregung hat die 
Ankerstromstärke bekanntlich eine voreilende, beiUebererregung eine nach­
eilende Phasenverschiebung gegen die Spannung, und man sollte erwarten, daß 
bei günstigster Erregung die Phasenverschiebung gleich null wird. 

Es ist jedoch eine bekannte Tatsache, daß der Leistungsfaktor auch bei 
günstigster Erregung fast niemals gleich 1 wird, wenn man ihn in der üblichen 
Weise berechnet. 

Diese Tatsache sucht Rosenberg 1) in einem Aufsatz »Analyse des Leer­
laufstromes von Synchronmotoren« im Anschluß an einen Artikel von Dr. Orlich 2), 

1) Elektrotechn. Zeitschrift 1903 Heft 7. 
2) Elektrotechn. Zeitschrift 1902 S. 54~. 
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»Ueber die Definition der Phasenverschiebung« in folgender Weise zu erklären: 
Durch die Verschiedenheit zwischen der Spannungskurve des Synchronmotors 
und der des Netzes, an das er angeschlossen wird, entsteht auch bei gleichen 
Effektivwerten der beiden Spannungen eine Differenzspannung von hoher Pe­
riodenzahl. Diese Differenzspannung erzeugt einen wattlosen Strom von ent­
sprechend hoher Perioden zahl , der sich über den Wattstrom des Ankers lagert 
und das Ansteigen des cos '1' auf den Wert 1 verhindert. 

Daß diese Erklärung der Sache nicht ausreichend ist, konnte durch folgende 
Versuche nachgewiesen werden: 

Für die 5 KW-Maschine wurden einige V-Kurven aufgenommen. Fig.9 
zeigt eine gestrichelte V;Kurve, bei deren Aufnahme die von der Maschine ab­
gegebene Leistung gleich 1;5 KW, die Klemmenspannung 110 V, die Perioden­
zahl 50 war; die Maschine wurde gleichfönnig angetrieben. Bei ungleichför­
migem Antrieb ergab sich unter sonst gleichen Verhältnissen an Stelle der ge-

J 6fi ""11'. ~ 'I711i '(Im 
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Fig. 9. V-Kurveu. Netzspannung 110 V, 
Leistung 1,5 KW, Periodenzabl 50. 

bei 'ligA r~ '~/~ ~ If. ye. 

I 
I 
I 

3Q 1\ 11 

VnO.l 'moA ~\.S'f, tJms ti'rA1 bei Ifr"e rno'tI Reh 'tun 

1\\ I 1/ 
\ f\ 11 

20 

\' ~ / 
1U \ 

i 'fng}, ~~ Irmi 'fIPl 
1\ 1,-,;" 

\. 
~ = t 2 J i' 4mp 

Fig. 10. V·Kurven. Netzspannung 110 V, 
LelslungOKW, Periodenzabl 50. 

strichelten V-Kurve die ausgezogene V-Kurve, Fig. 9. Man sieht, daß bei 
ungleichfllrmigem Antrieb die Stromstärke ganz bedeutend größer war als bei 
gleichförmigem Antrieb; bei Uebererregung waren die Unterschiede in den 
Stromstärken größer als bei Untererregung; die kleinsten Stromstärken fielen 
nicht auf dieselbe günstigste Erregung. 

Fig. 10 zeigt Kurven, die bei Leerlauf aufgenommen wurden Die dem Dreh­
stromgenerator zugeführte Leistung wurde so geregelt, daß der Leistungszeiger 
dauernd auf null stand. Man sieht, daß die geringste Ankerstromstärke von 
null nicht sehr verschieden war, wenn die Maschine gleichförmig angetrieben 
wurde. Bei ungleichförmigem Antrieb betrug dagegen der kleinste Wert der 
Stromstärke 13,5 Amp - das ist die Hälfte der normalen Stromstärke - ohne 
daß die Maschine etwas leistete. 

Wenn die Minima der gestrichelten Kurven, Fig. 9 und 10, nicht so tief 
liegen, daß der cos (J' bei günstigster Erregung gleich 1 wird, so kann man zur 
Erläuterung dieser Tatsache auf Rosenberg und Dr. Orlich verweisen. Dag'egen 
stehen offenbar die außerordentlich großen Werte der Ankerstromstärke, welche 
die ausgezogenen V-Kurven aufweisen, mit der UngleichHirmigkeit des Antriebes, 
also mit dem Schwingen der Maschinen in Zusammenhang. 

Mitteilungen. Heft 61. 3 
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Einen tieferen Einblick in diese Sache g'ewinnt man durch die Unter­
suchung des Ankerstromes mit dem Oszillographen. Fig. 11 zeigt den Verlauf 
der Ankerstromstärke bei gleichförmigem Antrieb der Drehstrommaschine, Fig. 12 
bis 14 bei ungleicMörmigem Antrieb. Die photographische Trommel des Oszillo­
graphen wurde bei der Aufnahme dieser Kurven in sehr langsamer Drehung 
erhalten, so daIJ· die einzelnen Perioden des vVechselstromes dicht aneinander 
gedrängt erscheinen. 

Das Eigentümliche an diesen Kurven ist das An- und Abschwellen der 
StromstHrke nach dem Tempo der Schwingungen, die durch den ungleichWr­
lllig'en Antrieb erzeugt wurden. Der Effektivwert der Stromstärke ist nicht fest, 
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! 1 Scltll'ingung des Po/roMs 

Fig. 14. 

Verlauf der Ankerstromstärke einer parallelgeschalteten Drehstrommaschine hei gleichförmigem 
(Fig. 11) und hei ungleichförmigem Antrieb (Fig. 12 bis 14). 

sondern verändert sich in der Weise, wie es in Fig. 15 b bis lf) dangedeutet 
ist (die Kurven 15a bis 15d entsprechen den Aufnahmen 11 bis 14). J~s kann 
daher von einem veränderlichen Augenblickswert der effektiven Stromstärke 
gesprochen werden. 

Was durch die oszillographischen Aufnahmen zum Ausdruck kommt, ist 
nicht neu 1). Es ist vielmehr bekannt, daß das Schwingen der Wechselstrom­
maschinen im Parallelbetrieb einen festen Effektivwert der Ankerstromsmrke 

I) Sommerfclol, Elektl'otechn. Zeitschrift 1904. 



llnmi:iglich macht I). Diese Tatsache ist leicht verständlich, nachdem wir gesehen 
haben, daß die elektrische Leistung' einer parallel geschalteten 'Wechselstrom­
maschine starken Schwankungen untenvorren ist (ß-Knrven, S. 10). Wenn wir 
aUllehmen, daß die Netzspannung trotz des Schwingens der Maschinen unver­
lindert bleibt, so können wir ohne weiteres folgern, daß die Wattkomponente 
der Ankerstromstiirke sich in g'enau derselben Weise verUndprt wie die elek­
tl'ische Leistung. 

V :---. 
~ V !"'"--~ 

a ~ ....- r--..... ~ 
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Fig. 15. Effektvel'suclw der Stromstärke nach Fig. 1 L bis 14. 

Die Schwankungen der elektrischen Leistung köunen so stark sein, daß 
die parallelgeschaltete 'Wechselstrommaschine abwechselnd als Generator und 
als Synchronmotor läuft. Daraus ergibt sich ein Verlauf der Ankerstromstärke, 
wie er durch F'ig·. 14 und 15 d Wr einen bestimmten Fall dargestellt wird. 

Fjs ist danach leicht zu erklären, weshalb bei unglcichfiirmigem Antrieb 
der 5 KW -Ma~chille der Stromzeiger einen ung'ewö!Jnlich hohen IVert der Anker­
stromstärke angab (V-Kurven, Fig. 9 und 10). ,Venn die mittlere Leistung 
einer Drehstrommaschine unvej'ändert bleibt - außerdem Spannung, Erregung 
und Periodellzahl -, so muß offenbar der algebraische Mittelwert J" der ver­
H.nderlichen effektiven Ankerstroll1stHl'ke J, ebenfalls unveränderlich bleiben. Der 
Stromzeiger gibt jedoch nicht mesen unveränderlichen algebraischen Mittelwert 
an, sondern ::;tellt sich auf einen geometrischen Mittelwert ein oder schwingt um 
diesen geometrischen Mittelwert, der um so höher liegt, .in gTößer die Schwan­
kungen der Strmm;tärke J, sind. 

Um die nHheren Umst1inde nut eintwhe ,V eise rechnerisch verfolgen zu 
können, wollen wir annehmen, der Stromzeiger sei in bezug au~ Dämpfung und 
Trägheit der beweglichen Teile ::;0 beschaffen, daß er den veränderlichen Wer­
ten der effektiven Stromstärke .J, nicht folgen, sondern nur unbedeutende 
Schwing'ungen um eine Ruhelag'e ausführen kann. (Das ist allerdings eine An­
nahme, die durch die Schalttafelinstrumente großer Maschinen wenig' erfüllt 
wird; dat> Tempo der Impulse, die von den Kolbenmasehinen erzeugt werden, 
ist gewöhnlich so langsam, daf3 die Stromzeiger recht große Schwingungen aus­
führen.) 

Dann liegen die Verhältnisse ganz ähnlich wie in dem ]!'alle, daL3 sich 
Gleichstrom und Wechselstrom übereinander lagern. Bedeutet Jq die Stromstärke 
des Gleichstromes, J, den wirksamen Mittelwert des vVechselstromes, so zeigt 
bekanntlich ein Wechselstromzeiger, der VOll dem IVellenstrom durchflossen 
wird, den vVert 

I) Nur wenn der Netzvektor in genan derselben Weise schwingt wie der Vektor der be­
treffenden Maschine, kann der Ankel'strom unveränderlich sein. 

ß* 
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Im vorliegenden Fall entspricht, Fig. 1.5, dem Gleichstrom .Jg der algebrai­
sche Mittelwert Jo, dem Wechselstl"Om J. der geometrische Mittelwert der Diffe­
renzen J, - Jo, den wir mit J. bezeichnen wollen. Es ist klar, daß die einander 
entsprechenden Ströme anf den Stromzeiger eine vollkommen gleichartige Wir­
knng haben, wenn die Voranssetzung in bezug auf die Dämpfung des Instm­
mentes und die Trägheit der beweglichen Teile erfüllt ist. Die Angabe J 

eines Stromzeigers, der von Wechselstrom veränderlichen Effektivwertes durch­
flossen wird, ist demnach 

(52). 

Ebenso wie für die Angabe des Instrumentes, ist für die Erwärmung des 
Ankers die Stromstärke J maßgebend, dagegen für die Leistung der Maschine 
und die Angabe des Leistungszeigers die Wattkomponente des algebraischen 
Mittelwertes J o• 

Wenn J. groß ist, d. h. wenn der Effektivwert J, des Ankerstromes stark 
schwankt, wird der Anker selbst bei günstigster Erregung mit starken Strömen 
belastet, ohne daß die Maschine eine entsprechende Leistung abgibt oder aufnimmt. 

In dem besonderen Fall, daß Schwankungen der effektiv1en Stromstärke 
nicht auftreten, ist offenbar die Angabe des Stromzeigers J gleich dem alge­
braischen Mittelwert Jo• Diese Stromstärke Jo enthält 

1) eine Wattkomponente J.; 
2) eine wattlose Komponente Jb; 
3) eine Komponente Je, die es nach Rosenberg erklärlich macht, daß 

auch bei gleichförmigem Antrieb und bei günstigster Erregung der 
cos q> doch nicht gleich 1 wird 1) (V-Kurven, J<~ig. 9 und 10). 

In diesem besonderen Fall (J = J o) ist nach Rosenberg J o die geometrische 
Summe der drei Glieder J., Jb, Je: 

(5il) 
und der Leistungsfaktor 

cosq 
J. (:i4). 

Im allgemeinen aber haben wir nach Gl. 52 außer Ja, J ", J. ein viertes 
Glied J. zn berücksichtigen, das in vielerr F'ällen sehr groß ist: 

J = V J 02 +J.' = V J."o + J b" + J,2 + J.2 (55). 

Da die Wattkomponente der Ankerstromst1irke schwankt, ist in dieser 
Gleichung die Bezeichnung· J aO für den algebraischen Mittelwert der Wattkompo­
nente eingeführt. 

Sowie die Wattkomponente des Ankerstromes ist natürlich auch die Phase1l­
verschiebung veränderlich. Den Mittelwert des cos q> können wir darstellen (lul"ch 
llie Gleichung 

cosCfo = ---"io -- _ -~-"-~---- (56). 
V J.02 + Jb 2 - V JI - (J.2 + J,2) 

Auf diese Beziehungen ist bei der Verwertung von Messungen an parallel­
g·eschalteten Synchronmaschinen Rücksicht zu nehmen. 

Aehnliche Verhältnisse kommen übrigens auch für asynchrone Motoren in 
Betracht; denn die von einem Asynchronmotor aufgenommene Leistung und 
Rtromstärke schwankt ebenfalls, da die geringen Aenderungen der Periodenzahl, 
die bei uugleichförmigem Antrieb der Generatoren unvermeidlich sind, sehr 
wesentliche Aenderungen der Schlüpfung veranlassen können. 

I) Oberschwingungen sind an sämtlichen oszillogral'hlschen Aufnahmen deutlich zu erkennen. 



VIII. 

Resonanzversuche. 

Abhängigkeit der Eigenschwingungszahl von der Leistung, der Phasen­
verschiebung und anderen Einflüssen. 

Bei der Besprechung der Versuchseillrichtung haben wir darauf hinge­
wie::;en, daß es möglich war, die Versuch::;ma::;chinen in schnellem oder lang­
~aUlem Tempo schwingen zu lassen, je nachdem der Schaltappamt 8, :B'ig. H, 
in schnelle oder langsame Drehung versetzt wurde. 

Um zu erkennen, wie die Versuchsmaschinen und die Sehalttafelinstru­
monte auf die Aenderung der erzwungenen Schwingung::;zahl z reagierten, wurde 
die Umlaul'zahl des Schaltapparates allmählich von sehr kleinen auf sehr gml.le 
'Werte gesteigert. Im übrigen wurde der Zustand der 5 KW-l\1asehille voll­
komIllen unverällllert gehalten in bezug auf Periodellzahl, N etzspttnnung, Lei­
stung und J1}rregung. 

11}::; Wal' naWrlich zu erwarten, daß sieh bei allmähliclll'r Steigel'Ullg <lel' 
el'zwungenen f:lcllwillgungszahl Resonanzerscheinul1gen herausstellten. 
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Am auHallendsten waren die Vorgänge, die sich an dem Rtromzeiger im 
Ankel'kl'eis der 5 KvY-~Iaschine abspielten. In -"'ig. 16 und 17 ist für einige Be­
triebzustände die Ankerstrol1lstärke als Funktion der eI"l,:wungenen Schwin­
gungszahl z aufgetragen. Zur Erläuterung dieser Hesonanzkurven sei an Folgen­
des erinnert: Das Tempo der erzwungenen Schwingungen VOll parallelgeschal­
teten vVechselstrommasellinen hat sehr großen Einfluß auf die Schwankungen 
der elektrischen Leistung. In demseihen Maße, in dem sich bei allmählicher 
Steigemng der erzwungenen Schwingungszahl z die Leistungsschwankullgen 
Undern - ß-Kurven, Fig. 4 - muß sich bei gleichbleibender Netzspannung 
auch die Wattkomponente der Ankerstromstärke ändern. Der Stromzeiger stellt 
sich an~ einen geometrischen Mittelwert ein, oder er schwingt um einen g'eo­
metrischen Mittelwert, der unter sonst gleichen Verhältnissen um so höher liegt, 
je größer die Schwankungen der Ankerstromstärke sind. Die Schwingungs­
zahlen, für welche die Hesonanzkurven F'ig. 16 und 17 Höchstwerte aufweisen, 
sind also identisch mit den kritischen Schwingungszahlen des Systemes, für die 
auch die elektrischen LeistungsEchwankungen und die Amplituden der mecha­
nischen Schwingungen am größten sind. 

Jede der I{esonanzkurven hat mehrere Maxima, von denen eins besonden; 
auHallend hervortritt; die entsprechende kritische Schwingungszahl wurde in 
jedcm -""'all mit Zk bezeichnet. Während die größte zulässige Stromstärke bei 
dauernder voller Belastung der 5 KW-Maschine 26 Amp beträgt, war nach Fig. 16 
der größte Wert der Ankerstl'Omstärke bei Leerlauf und bei günstigster Erre­
gung grötler als ;")0 Amp. 1) 

Schwächer ausgeprägte Höchstwerte zeigen die Resonanzkurven für die Werte 
der erzwungenen Schwingungszahl Z = 1/2 Zk, Z = 1/3 Zk. Man erkennt daraus, 
daß die Schwingungen der Maschine keinen rein sinusartigen Verlauf hatten, 
sondern Oberschwingungen enthielten. Wenn z. B. die erzwungene Schwin­
gungszahl Z = 1/" Zk war, so befand sich die erste dieser Oberschwingungen in 
Uebereinstimmung mit der kritischen Schwingungszahl; das System sprach 
dann auf die erste Oberschwingung an. 

So wie ein "\Vechselstromzeiger auf schwankende "\Verte der Stromstärke, 
so mu(3 auch ein Spannungszeig'er für Wechselstrom auf schwankende Werte 
der Spannung reagieren. Bei der allmählichen Steigerung der erzwullgencn 
Schwingungszahl Z blieb jedoch die Angabe des Instrumentes, das zur Messung 
der Netzspannung diente, nahezu diewlbe, ein Zeichen dal'ür, da [3 starke 
Schwankungen der Netzspannung durch das Schwingen der Maschinen nicht 
erzeugt wurden. In der Nähe des kritischen Zustandes wurde die mittlere An­
gabe des Voltmeters etwas kleiner. 

Daß die l{esonanzerscheinungen, die sich am Amperezeiger abspielten, mit 
mechanischen Schwingungen der umlaufenden Maschinenteile zusammenhingell, 
konnte aus dem Ton der laufenden l\Ia~chinen deutlich herausgehört werden. 
Das Tempo der Schwingungen, in dem die Zeiger der sämtlichen zur 5 KW­
Maschine gehörigen Instrumente") sich bewegten, wurde durch das Geräusch 
der laufenden Maschinen kräftig angezeigt, mn wuchtigsten natürlich, wenn der 
kritische Zustand erreicht war. 

Die stroboskopischen Verfahren, nach denen man die mechanischen Schwin­
gungen umlaufender ::\claschinenteile sichtbar machen kann, sind für genaue l\les-

1) Der Widerstand IV parallel zum Sehalter S, Fig. 8, wurde bei der Aufuahme jeder ein­

zelnen Resonanzkurve unverändert gehalten. 
2) Auch an dem Gleichstrominstrnment, das zur Messung der ErregcrstrolIlstärke diente, 

waren Zeigerschwing'nngen ~n beobachten. 
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sungen nicht geeignet, wohl abcr anderc Verfahen, nach denen es rnög-iiclt ist, 
den Verlaur der Schwingungen, d. h. die Elongation als Funktion der Zeit sich 
selbsttät.ig aufzeichnen zu lassen 1). D1'. - lng. Huldschiner hat ein solches Ver­
fahren zur Aufnahme von Resonanzkurven angewendet. Im vorliegenden Fall, 
in dem es sich im wesentlichen darum handelte, die kritische Schwingungszahl 
eines Systems von zwei parallelarbeitenden Maschinen zu bestimmen, konnte 
dieser Zweck in einfacher Weise durch die Beobachtung des Amperemeters er­
reicht werden. 

Die kritische Schwingungszahl z" eines Systems von zwei parallelarbeitcn­
den Maschinen liegt innerhalb des Bereichs zwischen den IiJigenschwingungs­
zahlen der beiden Maschinen, und wenn eine kleine Maschine mit ei11Cr wesent­
lich größeren parallelgeschaltet ist, so liegt Zk sehr nahe bei der Eigenschwin­
gungszahl der kleineren Maschine. Wir können daher erwarten, daß die kri­
tische Schwingungszahl Zk eines Systems, bestehend aus einer 5 KW-Maschine 
und einer 30 KW-Maschine, nahezu übereinstimmt mit der Eigenschwingung's­
zahl Zo der 5 KW-Maschine. Darin liegt eine wesentliche Eigentümlichkeit der 
Versuchseinrichtung. Wir können danach den geringen Unterschied zwischen 
z" und Zo im vorliegenden E'all vernachlässigen und aus Resonanzkurven nach Art 
der Fig. 1 G und 17 die Eigenschwingungszahlzo der .J KW-Maschine ablesen "). 

Um zn erkennen, in welcher Weise die Eigenschwing'ungszahl Zo ablliingig 
ist von der Leistung, von der J<~rregung und der Netzspannung, wurde eine 
große Anzahl von Resonanzkurven für verschiedene Betriebzustände aufgenom­
men. Aus diesen Kurven wurde die Eigenschwingungszahl Zo bestimmt. I<'ig. IR 

bis 20 zeigen die Erg'ebnisse, die sich dabei herausstellten. 
In Fig. 18 ist die J<~igenschwingungszahl Zo als Funktion der Belastllllg' 

dargestellt, und zwar für cos f( Il = 1::) bei gleichbleibender Netzspannung P und 
gleichbleib end er Periodenzahl ". Man sieht, da 1.\ die J<Jigenschwingungl-izahl 
bei Leerlauf einen mittleren Wert hat, und daß sie sich nur wenig verändert, 
wenn die Maschine Leistung abgibt oder aufnimmt. 

Fig. 1 D f<tellt die Eigenschwingungszahl als }1'UIlkt.ion der J<~rregcrstromsWTko 
dar, wiederum bei gleichbleibender Netzspannung P und Periodenzahll. Die 
l\latlchine lief einmal als Generator (Kurve a), das andere Mal als Synchron­
motor (Kurve b); in dem einen Fall gab sie dauernd eine Leistung von 3 KW 
ab, in dem andern nahm sie die gleiche Leistung auf. Jede der beiden Kurven 
zeig't, daß die Eigenschwing'lll1gszahl bei g'iinstigster Erregung einen mittlel',eIl 
Wert hat, und daß sie boi Uebererregung etwas größer, bei ljnterel'reg'ung 
etwas kleiner wird. 

Der größte Wert der Eigenschwing'ungszahl, den die KUl've a angibt, ist 
erheblich verschieden von dem kleinsten Wert, der auf Kurve b liegt, uml es 
hat danach den Anschein, da!.! die Eigenscinvingllllg'szahl in ziemlich weiten 
Grenzen veränderlich sei. Es ist jedoch zu bedenken, dal3 praktisch eine Ka­
pazitiitsbelastung kaum in Frage kommt, dafJ eine "\Vechseistrollunasehine ge­
wöhnlich nur als Generator oder nur als Motor verwendet wird, und <laU lllall 
im letzten F'alle die Erregung immer allf ihren günstigen Wert einzustelleu pllogt. 

1) Klünne, Elektroteehn Zeitschrift. - ::Dr.';;j1tg, Föttinger, Dissertation. - ::Dr'<I1t!J, fluid­

schilIer, Dissertation. 
2) Eine kurze Rechnung am Schluß dieses Kapitels wirn Aufschlnß g'eben übe\' rlie Grüßen­

ordnung des Fehlers, der dabei gemacht werrlen kann. 
3) Das ist im Sinne der GI, (56) zu verstehen. Der günstig,üe Wert del' Erregerstrom­

stärke, für welchen cos 'Po = 1 war, wnrde in jenem einzelnen Fall ans der entsprechenden Y-Kurve 

be.tiJllJllt, die bei gleichförmigem Antrieb erh~ltell wurde. 



Mit Rücksicht darauf kann man die praktischen Ergebnisse, die sich aus 
}1'ig. 18 und 19 ergeben - soweit es gestattet ist, daraus auf allgemein gültige 
Tatsachen zu schließen - in folgender 'Veise zusammenfassen: 

1) Die Eigenschwingungszahl eines Generators ist am kleinsten bei Leer­
laut, sie wächst um rd. 6 vII, wenn die Maschine bei induktionstreier 
Belastung· ihre volle Leistung abgibt, und ist noch etwas größer bei 
induktiver Belastung. 

2) Die Eigenschwingungszahl eines Synchronmotors ist bei Leerlauf am 
größten, sie sinkt um rd. 4 vH bei voller Belastung, wenn die Erre­
gung immer auf ihren günstigsten Wert eingestellt wird. 

il) Die Eigensehwingungszahl eines Generators sowohl wie elie eines 
Synchronmotors kann praktisch als feste Zahl gelten. 
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Fig. 18. Eigenschwingungszahl einer Dynamomaschine in Abhängigkeit von der Belastung. 

110 V, 50 Perioden (induktionsfreie Belastung). 
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lfig. 19. Eigensehwingungszahl in Abhängigkeit von der Erregung a) für den Generator, 

b) für den Synchronmotor. 3 KW, 110 V, 50 Perioden. 

Dabei ist die Voraussetzung gemacht, daß die Netzl5pannung einen be­
stimmten Wert hat. In welcher Weise eine Aenderung der Netzspannung die 
Eigenschwingungszahl beeinflußt, wird durch Fig. 20 dargestellt. Die einzelnen 
Werte von Zn wurden bei gering·er Belastung· (0,6 KW), bei gleiehbleibender 
Periodenzahl und g·ünstigster Erreg·ung bestimmt. Man erkennt aus dieser Figur: 



-0 Die Eigenschwingungszahl ist der Netzspannung nahezu propol'tionnl 
und lmnn durch Aenderung deI' Netzspannung sehr wesentlich bc­
einflußt werden I). 

Die einzelnen Werte von Zo, nach denen F'ig. 19 gezeichnet wurde, erga­
ben sich aus den Resonanzkurven, Fig. 21. Dieses Bild zeigt überdies, dal,\ 
die Resonanzerscheinungen bei höherer Netzspannung viel stärker ausgeprägt 
waren als bei niederer Spannung'. Diese Tatsache ist so zu erklären: Die 
Dil'ektionskonstante D ist für eine bestimmte Maschine um so größer, je höher 
die Netzspannung'; die elektrische Kupplung von zwei parallelgeschalteten Ma-
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Fig. 20. Eigenschwingungszahl in Abhängigkeit von der Netzspannung. 0,6 KW (Induktions­
frei). 50 Perioden, 
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Fig. 21. Resonanzkurven, bei verschiedenen Netzspannungen aufgenommen. 0,6 KW 
(induktionsfrei), 50 Perioden. 

schinen ist also bei höherer Netzspannung straffer als bei niederer. Im ersten 
F'alle lösen daher Schwingungen der Maschinen von mäßigen Amplituden schon 
erhebliche Leistungsschwankungen aus, die eine ungewöhnlich hohe Angabe des 
Stromzeigers zur Folge haben. Daher kommt es, daß die Spitzen der Hesonanz­
kurven bei höherer Spannung stärker hervortreten als bei niederer Spannung ~). 

I) Diese Taisache hat Schüler (»Gasmotorentechnik« 1906), dazu benutzt, um an zwei pa­
rallelgeschalteten Gasdynamos Resonanzerscltelnnngen zu erzengen. Schüler veränderte nic,ht die 
erzwungene Schwingungszahl z - die Maschinen liefen vielmehr mit unveränderlicher Umlaufzahl 
-, sondern die Eigenschwingungszahl des Systems durch allmähliches Steigern der Spannung. 

,) Dieselben Gründe kommen mit in Frage, W':!nn man erklären will, weshalb die V-Kurven 
in Fig, 11 und 12 bei Unter erregung beitlane zus~lllmelliaufen, dagegen bei Uebererregung weit 
auseinander rücken. 
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Der Einfiuß der Periodenzahl 'V auf den Wert der Eigensehwillgungszabl Zn 

wird durch folgenden Versuch gekennzeichnet: Die .J KW-Maschine lief leer bei 
normaler Klemmenspannung und normaler Periodenzahl. Es wurden dann die 
Umlaufzahlen der parallelgeschalteten Maschinen allmählich verringert, dagegen 
an der Erregung beider Maschinen nichts geändert, so daLl die Netzspannung 
ebenso wie die l'eriodenzahl sank: dabei blieb die Eig'enschwingungszahl nahezu 
unverändert, sie ist also bei gleichbleibender Erreg'ung von der Periodenzahl 
nahezu unabhängig. 

Die Bestimmung' der Eigenschwingungszahl ,Zo aus Hesonanzkurvell stützt 
sich darauf, daß die [) KW-Maschine sehr klein war gegenüber der 30 KW­
Maschine, mit der sie parallel lief. Wir haben daher den Unterschied zwischen 
Zu und der kritischen Schwingungszahl z" vernachlässigt. Dieser Unterschied 
würde vollkommen verschwinden, wenn wir annehmen könnten, daß die l'~igen­

schwing'ungszahl Zo der ;) KW-Maschine gleich der Eigenschwingungszahl zu' der 
an KW-Maschine wäre (zo = zo' = Zk). Zu dieser Annahme liegt jedoch keine Be­
rechtigung vor. Es läLIt sich aber zeigen, daß auch bei großer Verschiedenheit 
zwischcn Zo und zo' kein bedeutender Fehler gemacht wird, wenn wir zur 13e­
titimmung der Eigenschwingungszahl Zo in der angegebenen 'Weise verrahrell. 

Nach GI. 49 kann die kritische Schwingungszahl Zk des Systems der 
beiden parallelarbeitenden Maschinen berechnet werden aus der Gleichung 

2 " Zf, ,Zk~ 

D --:;---. + D -'., ----,.; = 0, 
Zl..'~ - Zo'" Zk"'- =0 .. 

wobei n die Direktionskonstante der [) KW-Ma~chine bedeutet, D' die der ;)(1 KW­
Maschine. Aus dieser Gleichung folgt: 

Dz,," (z,,'-zu') + ]J'Zk2(Z,,"-ZO'2) = 0, 
D (:',,2_ Z0 2) + D' (Zkt-zO'2) = 0, 

') DZo'2+D' zo2 
Zk - = - D + n'--

Die Leistung der RO K"\V-Maschine war sec'hsmal grö1.\er als die Leistung 
der ;j KW-l\Iaschine; dahcr kann auch angenähert 

D'=öD 

gesetzt werden 1). Wenn wir weiterhin annehmen, daß die Eigensclnving'ungD­
zahl zo' der HO KW-Muschine um :!;) vH von der Eigell~elnvingungszahl Zn der 
;j K"\V-Maschine verschieden war, 150 bereelmet sich z,. aus der Gleichung 

wonach 

., D(O,75zu)2+ 6Dz02 

Zk" = D + 6D 

Zk = Ü,D7 zoo 

6,51; • 2 
7 ZI) 

Indem wir zo = z" setzeu, machen wir alf'o einen Fehler VOll nUt' ;) vB, 
wenn wir die Annahme machen, dal,\ die gigemichwingungszahl eier HO KW-l\Ia­
schine um :l[) vH kleiner war als die der ;) KW-Maschine. 

1) Yerg!. Abschnitt XI. 
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JX. 

Freie Schwingungen. 

Freie Schwingungen konnte man nach dem Augenblick des Parallelschal­
tens und nach plötzlichen, starken Belastungsänderungen aus dem Geräusch der 
laufenden Maschinen deutlich heraushören, vor allem dann, wenn die 'Wahr­
nehmung der freien Schwingungen durch das gleichzeitige Vorhandensein er­
zwungener Schwingungen nicht gestört wurde, wenn also die Versuchsmaschinc 
gleichförmig angetrieben wurde. 

Fig. 22 zeigt ein Bild, das der Oszillograph von freien Schwingungen 
entworfen hat. 

Ebenso wie die oszillograph ischen Aufnahmen, die wir früher beHpl'ochen 
Imben, zeigt die Abbildung 22 den Vel'lauf der AnkerHtromstärke. Die photo­
graphische Trommel des Oszillographen drehte sich bei der Aufnahme dieses Bildes 
außerordentlich langsam, so daß die einzelnen Perioden des ,Vechselstromes noch 
"iel dichter aneinanderg'edrängt erscheinen wie in den Abbildungen 11 bis 1·1-, 
Innerhalb jeder einzelnen Periode treten diejenigen Stellen um deutlichsten her­
vor, die auf Oberschwingungen hinweisen. In folge der langsamen Drehung 
der photographischen Trommel hat eine groJ3e Zahl von Perioden auf dem Bilde 
Platz gefunden, 

Fig. 22, Verl auf der An kel'stromstiLrkc bei freien Schwingungen. 

Fig. 23. Effektivwerte der stromstärke nach Fig. 22. 

Die Belastung der als Generator laufenden ii KW-Maschine wurde bei dei' 
Atünahme des Bildes in Zeitabständen von L5 bÜL:20 sk abwechselnd vergröLJert 
und verkleinert, und zwar in der Weise, daß ein Widerstand vor dem Anker 
des Antriebmotorr,; mit einem gewöhnlichen Schalter abwechselnd kurz ge­
i'lchlossen und wieder vorgeschaltet wurde, So wurde im Punkte A, Fig'. 22, 
die Leistung der ii KW-Maschine von U,75 KW auf 1,5 KW erhöht, Man er­
kennt, daß sich die Stromstärke, die der neuen Belastung entsprach, nicht 
sofort einstellte; vielmehr führte der Effektivwert des Ankerstromei'l freie ge­
dämpfte Schwing'ung'en um den der neuen Belastung' entsprechenden Mittelwcrt 



aus. Bevor sich diese Schwingungen vollkommen beruhigt hattcll, wurde im 
Punkte B die Leistung wieder auf ihren früheren Wert verringert, wonach sich 
der eben beschriebene Vorgang in ähnlicher Weise wiederholte. Im Punkte C 
wurde dann die Belastung wieder erhöht. Konstruiert man nach der photo­
graphischen Aufnahme die Effektivwerte des Ankerstromes als Funktion der 
Zeit, so erhält man eine Kurve, deren Charakter durch ~'ig. 23 dargestellt 
wird. 

Mit Hüll'e der Fig. 22 läßt sich die Eigenschwingung't'zahl des Systems der 
zwei parallelgeschalteten . Maschinen bequem und sicher bei:ltimmen. Man kann 
sich leicht überzeugen, daß zwischen den Punkten A und B 91 Perioden des 
tVechselstromes und 7,5 freie Schwingungen liegen. Demnach kommen auf eine 

Rchwingung _91 = 12,1 a Perioden, und da eine Periode li 50 sk dauert, so ist die 
7,5 

Dauer einer ft'eien Rchwingung 

1 
12,13' = O,2-l:; sk 

50 

und die freie Schwingungszahl des Systems 

Z = ._1~ = 4 11 sk-l • 
o 0,243 ' 

Die Netzspanl1ung betrug bei der Aufnahme der Abbildung 22 110 V, die 
Leistung der 5 KW-Maschine war zwischen den Zeitpunkten A und B 1,5 KW 
bei günstiger Erregung. Für die gleichen Verhältnisse hatten die Resonanz­
versuche , über die wir im vorigen Kapitel berichtet haben, genau denselben 
Wert der kritischen Schwingungszahl Zk ergeben. Diese Tatsache steht im Ein­
klang mit der Theorie, nach der die kritische Schwingungszahl und die Eigen­
schwingungszahl eines schwach gedämpften Systems mit großer Annäherung 
identisch sind. 

x. 

Zur Frage der experimentellen Bestimmung von Trägheitsmomenten, 

Wenn man die Eigellschwingungszahl einer Dynamomaschine bet'eclmell 
will nach der Formel, die wir im zweiten Kapitel besprochen haben: 

Zo = ~ l/~JL, 
21lV@w 

so ist es notwendig, das Trägheitsmoment e der umlaufenden Teile zu kennen. 

Im vorliegenden ~'all wurde e durch Versuch bestimmt, und zwar nach 
zwei Verfahren, die bi8her wenig Eingang gefunden haben. Man ist in elektro­
technischen Laboratorien und Versuchsfeldern gewohnt, die Trägheitsmomente 
von Dynamoankern , Polrädern u. det'gI. nach dem Auslaufverfahren zu er­
mitteln. Es gibt jedoch eine ganze Reihe andrer Verfahren, nach denen man 
die umlaufenden Teile einer Dynamomaschine in zweckmäßiger Weise schwin­
gen lassen und aus der SchwingungS'1.ll.hl und andern meßbaren Größen das 
Trägheitsmoment b<:lrechnen kann, z. B. 



l) 
2) 
3) 
4) 
;-, ) 

das 

» 

Verfahren der Zweifadenaufhlingung, 
des Verdrehungspendels (Gauß), 
des physikalischen Pendels, 

» des Hollpendels u.ut ebener Bahn, 
des Rollpelldels au~ der Kreisbahn. 

Unter diesen Verfahren ist kein einziges , clas sich nicht zur Bestimmung 
der Trägheitsmomente von Dynamoankem und ähnlichen lVIaschinenteilen aus­
hilden ließe. Kalep 1) hat aut Veranlassung von Prof. Grübler Versuche ge­
macht, um das Trägheitsmoment einer Riemenscheibe nach den Verfahren 
2 bis 5 zu ermitteln, und diese Versuche haben sehr gut übereinstimmende 
Werte ergeben. 

Vor allem scheinen danach die Rollpendelvedahren beachtenstvert zu sein. 
Im Gegensatz zu den übrigen Verfahren machen sie eine Aufhängung des betreffen­
den Maschinenteiles nicht notwendig, und darin liegt ein wesentlicher Vorzug. 
Denn die Aufhängung macht große Schwierigkeiten, sobald Maschinenteile von 
heträchtlichem Gewicht in Frage kommen. 

p 

Flg. 24. Rol!bank mit wagerecltter und Kreisbahn. 

Das Verfahren des Rollpendels auf ebener Bahn würde zur Bestimmung des 
Tri.igheitsmomentes eines Dynamoankers in folgender Weise durchführbar sein: 
Der Anker wird auf ein Gestell g·elegt - Rollbank wollen wir es nennen -
wie es zum Auswuchten von Riemenscheiben, Polrädern usw. wohl in jeder 
\Verkstatt für Dynamobau vorhanden ist, Fig·. 24. Der Anker wird zunächst 
anshalallziert und dann auf irgend eine Weise zu einem schwingungsfähigen 
Körper gemacht, z. 13. durch Anbringen eines Hülfspendels P. Wird er aus 
der Huhelage, die in Fig. 2+ dargestellt ist, herausgedreht und sich selbst 
tibcrla~sen, so führt er um diese Hnhelage freie Schwingungen aus. Das Träg­
heitsmoment des Ankers berechnet sich aus der }1"ormel: 

0= (0 + ?p)!I~ - r" (G + Gp) - 0 p 
4 n· Zlf"" 

(58). 

Dabei bezeichnet 

z}[ die freie Schwingungszahl des Rollpendels auf der Horizontalhahn, 
hezogen auf die Sekunde, 

G das Gewicht des Ankers in kg, 
G,> das Gewicht des HülYspendels in kg·, 
/1 = 9,~1 msk- 2, 

o e = a P den SChwerpunktabstand des Hollprndels (Anker und HülYs­
G + Gp 

pendel) von der Wellen mitte in 111, Fig. 27, 

a den Schwerpunktabstand des Hülfspendels von der Wellenmitte in 111, 

Fig·.25, 
1· don Halbmesser der Welle an den AuHagestellen in 111 (die Welle mu/.l 

an beiden Stellen den gleichen Durchmessm· haben), 

I) C'iviJingenieur 1892 S. 3RO. 
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Bp das Trägheitsmoment des HüHspendels in m 2 kg Masse, bezogen auf 
die Achse 0, Fig·. 2Zi; man kann dieses Trägheitsmoment dadurch 
bestimmen, daß lIlall das Hiilfspendel auf einer Schneide um die 
Achse 0' schwingen lä.ßt und 

Zp, <1. i. die entsprechende freie Schwingungszahl, ermittelt; es ist 

o = Gp (f (a + .,.) ( 9) 
'7 - - 2 01' + r - Gp 

p 47I2Zp~ 
(;9) ; 

B wird in m ~ kg Masse erhalten. 
Bedeutend einfacher ist das Verfahren des Rollpendels auf der Kreisbahn. 

Dieses Verfahren ist ohne weiteres durchführbar, wenn aus dE'r Rollbank, Fig-. 24, 
kreisbogenWrmige Rollbahnen ausgedl'eht sind, auf dE'nen der Anker ohne An­
wendung eines Hülfspendels schwing'en kann. Das Trii,gheitsmoment B bp­
l'ßchllet sich aus der Gleichung 

Fig. 25. Hi\lfspendel. 

Gy '1,2 'J B = - -9--- - r" G . 
4 n- Zp 2 «(I - ,.) 

Schnitt A -B. 

Fig. 26. Vel·suchs-Rollbank. 

(60). 

Dabei bedeutet - die Bezeichnungen G, g, l ' sind schon oben erkliirt 
worden -

Zp die freie Schwingungszahl des Rollpendels in 1 SE'kundE', 
Q den Halbmesser der Kreisbahn in m, 

Im vodiegenden Fall wurde als Rollbank die Einrichtung benutzt, die in 
Fig.26 darg'estellt ist. Auf ein Paar Holzpfosten, die auf einem Maschinenrost 
befestigt waren, wurden zwei Winkeleisen aufgeschraubt. Die W'inkeleisen 
waren oben abgehobelt und enthielten kreisbogenförmige Vertiefungen, die auf 
der Drehbank ausgedreht waren. Bei der Anwendung des Rollpendels auf 
ebener Bahn wurde ein Hülfspendel benutzt, wie es in Fig. 25 dargestellt ist. 

Die Ergebnisse der Versuche sind im folgenden zusammengestellt. Dabei 
bedeutet 

(a w das Trägheitsmomellt des Polrades der 5 KW-Drehstrommaschine iu 
m~ kg Masse, 

Bg das Trägheit~mol1lent des Anket's der damit gekuppelten Gleichstrom­
maschine in m 2 kg Masse, 

e = BIO + By das Trägheitsmoment aller umlaufenden Teile des ;, KW­
Aggregates. 

Rollpendel Rollpendel 
auf der Kreisbahn auf ebener Bahn 

0 w 0,277 0,278 

By 0,314 0,310 

B 0,591 0,588 

Mittelwert von B = 0,590, 
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Man sieht, daß die U ebereinstimmung der Werte recht gnt ist, obwohl die' 
Versuchseinrichtung durchaus nicht für sellr genaue Messungen geschaffen war. 
Es ist zu erwarten, claß mit diesen Verfahrm bei sehr sorgfältiger Ausführung 
und Zurichtung der llollbank eine Genauigkeit der grgebnü,~e erreicht werden 
kmm, die für technische Zwecke im allgemeinen gar nicht erforderlich ist. 
Wenn eine llollbank .von genügender Größe und Festigkeit vorhanden ist, und 
wenn der Halbmesser der Kreisbahn CI!) den Durchmessern starker Wellen an­
gepaßt wird, steht nichts im Wege, diese Verfahren zur Bestimmung' der 'l'räg­
heitsmomente der größten und schwersten Polräder anzuwenden. 

Das Rollpendel auf der Kreisbahn ve'rdient wegen seiner großen Einfach­
heit und Bequemlichkeit besonders empfohlen zn worden. Das Rollpen<lel auf 
ebener Bahn ist weniger einfach; ('s wurde im vorliegenden Fall der Kontrolle 
wpgen mit angewendet. 

Anmerkungen. 

A) Rollpendel auf ebener Bahn. 

Die GI. &8 kann in folgender Weise abgeleitet werden: 
Wenn das Rollpendel um den Winkel <p ans seiner Ruhelage herausgedreht 

wird, so ist das Drehmoment, das es in die lluhelage zurückzuführen sucht, 
Fig. n, 

Md = (G + Gp ) gerp in m2 ~g K;aft l
) , 

so lange es sich um kleine Werte von rp handelt. Dieses Drehmoment sucht 
das llollpendel um eine Achse durch den Punkt P senkrecht zur Bildebene zn 
<11'elwn. DaR TI'äg'heitsmomellt des llollpendels, bezogen auf diese Achse, ist 

(0 + ep ) + 1'2 (G + Gp ) in m 2 kg Masse, 

oc/1derA'vh 
(I <V~ 

GfC", 

Fig, 27. Rollpendel auf ehener Bahn. 

Die Winkelgeschwindigkeit der Bewegung um den Punkt P ist nach be­
kannt€ln Reg'eln der Mechanik gleich der Winkelg'eschwindigkeit der Drehung' 
um die g'eometrische Achse der Welle (Punkt 0), denmach die entsprechende 
Winkelbeschleunigung': 

Die Bewegungsgleichung des Hollpendels lautet nach diesen Angaben 

r(e + ep) + 1'2 (G + Gp)] ::~ + (G + Gp).g e rp = 0, 

I) Die Einführung einer Kl'afteinheit, die gmal kleiner ist als 1 kg Kraft, ist bekanntlich 
bei meehanis('hen und elektromechanischen Rechnungen außerordentlich zweckmäßig. 
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Eine Gleichung von der Form 

ste llt bekanntlich eine freie Schwingungs bewegung dar, und die freie Sclnvin­
gungszahl für 1 Sekunde ist 

Zo = 2~ V~· 
Die freie Sehwingungszahl des Rollpendels auf ebener Bahn ist demnach 

1 1/ (0 + op) 9 e 
ZH = 2:;: V (13 + @p) + r 2 (G + Gp ) , 

und daraus erg'ibt ~ich für das Trägheitsmoment 0 die .B'ormel 

o = (~~ Gp~g "- - 2 (G G ) - 0 
4 n 2 ZH2 l' + p P' 

In nlmlicher Weise kann die Gleichung entwickelt werden, nach der das 
Träg'heitsmoment des HüHspendels berechnet wird. In diesem Fall werden die 
Konstanten 'in und k dargestellt durch die Ausdrücke 

m = 0 p + (Zar + 1'2) Gp , 

k = Gp.q (a + 1'), 

vorausgesetzt, daß das IIülfspendel um die Schneide 0' schwingt, wie es .B'ig. :25 
andeutet. Dann ist die Schwingungszahl des HüHspendels 

1/ Gpg(a+r) 
zp = V @p + (2 a r + ,.2) Gp 

und das Triig-heitsmom(mt 

0 p = (]l'!Li~ +.rl - (:2 (( l' + 1'2) G1,. 
4 11 Zp· 

B) Bollpendel auf der Kreisbahn. 

In der Lage, die dureh F'ig. 28 dargestellt wird, sucht ein Drehmoment 
von der Griif.\e 

,,~ _, .' " kg Kraft 
lÜd = Cf 9 l' a In m- -----

I1 

dm; Rollpen(lel in seine Ruhelage znrückzuHihren; rur den Will kel (( wPJ'den 
kleine IVertf' yoram:gesetzt. Mit Hücksicht darauf, daf.\ 

g'eht der Ausdruck für lIfd über in 

r 
a=e fJ , 

Dieses Drehmoment sucht das RoHpendel um eine Achse durch den Punkt 
P senkrecht zur Bildebene zu drehen. Das Trägheitsmoment, bezogen auf 
diese Achse, ist 

o +1'2 G. 

Die augenblickliche Winkelg'eschwindigkeit der Drehung nm dicsplhe 
Achse üst nach bekannten Hegeln der Mechanik 

d 'P _ 'Z a = d 'P _ .!.. d <f' = ~~ r ~_'f' 
dt dt dt f! dt I! dt' 
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(lemnach die entsprechende IVinkelbeschleunig'ung 

e - r d 2 'I' 
--(i--- -~i-7i . 

C 
Fig, 2~, Rollpendel auf der Kreisbahn, 

Die Beweg'lmgsgleichung des Rollpendels auf der Kreishahn lautet naeh 
diesen Angaben 

{> -~ " d 2 'f ,.2 
-- (0 ~+ r 2 G) - - + G Ij -- '1' = 0 
~ d t2 ~ f! i 

( f.! - 1') (0 ~+~ 1'2 G) cl
2 'f + G 9 ,,2 " = 0, 

cl t 2 

Die Schwingungszahl ist 

Daraus ergibt sich die Formel für das Trägheitsmoment 0: 

o = G g ,.2 _ 1'2 G. 
4 n 2 Zp 2 «(' _ ,,) 

In beiden ~'ällen (RoHpendel au~ der ebenen Bahn und auf der Kreis­
bahn) wird vorausgesetzt, daß man es ausschließlich mit einer rollenden, nicht 
zugleich mit einer gleitenden Bewegung zu tun hat, Es empfiehlt sich da­
her, die betreffenden Wellen an den Auflagestellen vom Oel zu säubern und 
mit Kolophoniumpulver eimmreiben. Ein Gleiten ist dann um so weniger zu 
befürchten, weil man genötigt ist, nur mit kleinen Schwingungen zu arbeiten, 
um die Trägheitsmomente nach den abgeleiteten Formeln richtig berechnen zn 
können. 

XI. 

Direktionskonstante und Eigenschwingungszahl. 

Wenn das Trägheitsmoment der umlaufenden Teile eines Maschinensatzes 
bekannt ist, braucht man nur noch die Direktionskonstante D zu bestimmen, um 
die Eigenschwingungszahl des Aggregats aus der Formel 

zo=~ l/!JP 
21l V€)OJ 

Mitteilungen. Heft 61. 4 
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berechnen zu können. Nach dem Vorbild von Prof. Görges I) benutzen wir zur 
Bestimmung von D das Diagramm der Wechselstrommaschine in der Form, die 
durch Fig. 29 dargestellt wird. Dabei bedeutet - alle Angaben beziehen sich auf 
einen Zweig der in Stern geschalteten Drehstrommaschine - 2) 

P die Sternspannung, die g'leich der Sternspannung des Netzes ist; 
EI- die E. M. K. bei Leerlauf der nicht parallelgeschalteten Maschine, und 

zwar für dieselbe Erregung' und Periodenzahl, für die das betreffende 
Diagramm gilt; 

4a den elektrischen Winkel zwischen den Vektoren P und EI-; 

JW den Spannungsabfall infolge des Ohmsehen Widerstands und 
E, den Spannungsabfall in folge der Selbstinduktion des Ankers in Volt; 
4 Cf die Phasenverschiebung zwischen Stromstärke und Spannung; 

ferner bezeichne 

J die Stromstärke in einem Zweige der Wicklung' in Amp; 
A = 3 P J cos Cf die gesamte Leistung der in allen drei Zweigen gleich­

mäßig belasteten Maschine in Watt. 

AI 

+ 
I 
I 
I 
I 

/ 

,# 
/ 

Fig. 29. Diagramm der Wechselstrommaschine. 

Im vorliegenden Fall kommt es vor allem darauf an, in welcher Weise 
die Leistung A und der Winkel a voneinander abhängig sind. Bei Leerlauf 
ist bekanntlich der Winkel a nahezu gleich null 3), d. h. die Vektoren P und 
EI- fallen ungefähr in dieselbe Richtung; dagegen hat E), gegen P eine Voreilung 
bez. eine Nacheilung, je nachdem die Maschine als Generator oder als Motor 
belastet wird. Görges hat für die näheren Umstände eine übersichtliche graphi­
sche Darstellung' gegeben, die im folgender. kurz wiedergegeben wird unter 
der Voraussetzung, daß der Vektor des Ohmsehen Widerstandes im Diagramm 
der Wechselstrommaschine vernachlässigt werden kann. 

Das rechtwinklige Dreieck, Fig. 30, das aus den Vektoren P, E" E), zu­
sammengesetzt ist, soll das Diagramm der Maschine für eine bestimmte induk­
tionsfreie Belastung darstellen. Wird die Leistung der Maschine unveräudert ge­
halten und die Erregung verändert, so erhält man andere Diagramme, von 
denen in der ]<'ig. 30 eins gezeichnet ist, welches an Stelle des Punktes N' 

I) Elektrotechnische Zeitschrift 1900 Heft 10. 
2) Handelt es sieh um eiue Einphasenmaschine, so bedeutet P die Klemmenspannung, W den 

gesamten Ankerwiderstand usw. 
3) Nur wenn r = EI- ist, fallen heide Vektoren vollkommen zusammen, oder wenn man 

den Ohmschen Widerstand des Ankers vernachlässigt. 
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den Punkt N° enthält. Es ist leicht nachzuweisen, daß bei unveränderlicher 
Leistung und veränderlicher Erregung und Phasenverschiebung der Punkt N' 
auf einer Geraden paralleP) zum Vektor P wandert, und zwar nach oben bei 
zunehmender und nach unten bei abnehmender Erregung'. Görges nennt eine 
solche Gerade eine Leistungslinie. Für verschiedene Leistungen erhält man eine 

6'enerot/Jr ,liNer 
f ."rz ~o 'Y,rz.v. f 

Fig. 30. Leistungslinien (Ohmscher Widerstand des Ankers vernachlässigt). 

Schar von parallelen Leistungslinien, deren Abstände von dem Vektor P pro­
portional den entsprechenden Leistungen sind, Fig. 30. Daher wird z. B. die 
Leistung der Maschine vergrößert, wenn der Vektor I!,\ aus der Lage ON' in 
die Lage 011f1 vorgeschoben wird , und sie wird verkleinert, wenn I!,\ in die 
Stellung OM2 zurückweicht "). 

Aus Fig. 30 ist leicht zu erkennen, daß die Maschinenleistung proportional 
dem Sinus des Winkels a ist: 

A = D sin a . (61). 

Die Sinusfunktion kann man mit großer Annäherung durch die ersten 
beiden Glieder der Sinusreihe ersetzen: 

A=Da(l-~). 
Daraus ergibt sich, daß man für 

a = 200 = 20·2n = rd. 113 
360 

einen Fehler von ungefähr 2 vH , und für a = 30° = rd. /2 einen Fehler von 
ungefähr 4 v H macht, wenn man 

A=Da. (62) 

setzt und D als unveränderlich ansieht. Hierbei ist zu begründen, wie man 
dazu kommt , als Proportionalitätsfaktor die Direktionskonstante Deinzusetzen. 

J) Unter Berücksichtigung des JW-Vektors im Diagramm der Wech selstrommaschine findet 
man, daß die Leistungslinien gegen den Vektor P etwas geneigt sind. 

2) Dem Diagramm der Leistungslinien liegt als wesentliche Voraussetzung der Satz zu· 
grunde, daß der Vektor E, in allen Fällen proportional · d er Stromstärke ist , und daß die P ro­

portionalltätskonstante einen einzigen b estimmten Wert hat . 

4* 
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Die erstmalige Einführung der Direktionskonstanten D knüpfte sich an Fig. 1 
an. Zwischen der Abbildung 1 und dem Diagramm der Wechselstrommaschine 
besteht aber ein enger Zusammenhang, der auf bekannten Tatsachen beruht: Der 
Vektor der Sternspannung P ist identisch mit dem Vektor der Stern spannung 
des Netzes, den wir ohne Rücksicht auf seine Länge als "Netzvektor« N in 
Fig. 1 eingeführt haben. Ferner hat der Vektor Ei, immer dieselbe Lage wie der 
»Maschinenvektor« M, Fig. I, den wir uns von der Wellenmitte durch die Mitte 
eines Poles gezogen denken. In Fig. 29 sind daher die Vektoren P und X 
einerseits und die Vektoren EA und M andererseits übereinander gezeichnet. Im 
ersten Kapitel haben wir die Gleichung 

A=Dla' . (4) 

eingeführt, wobei /(' den räumlichen Winkel zwischen den Vektoren Mund A, 
bedeutet. Führt man für a' den elektrischen Winkel a ein und für D ' den pmal 
kleineren Wert D, so geht diese Gleichung über in 

A = D a. 

Diese Beziehung ist offenbar identisch mit der G1. 62, in die wir daher 
von vornherein die Direktionskonstante D als Proportionalitätsfaktor eingesetzt 
haben. 

Auf Grund des Diagramms der Wechselstrommaschine und auf Grund der 
Leistungslinien können jetzt nähere Angaben über die Direktionskonstante ge­
macht werden. 

Nach GI. 61 und 62 ist die Direktionskonstante um so größer, je klei­
ner der Winkel ist, um den sich der Vektor Ei. von dem Vektor P ent­
fernen muß, damit die Leistung der Maschine einen bestimmten Wert erreicht. 
Die Direktionskonstante ist also um so größer, die elektrische Kupplung der 
Maschine an das Netz ist um so straffer, je dichter die Leistungslinien beiein­
ander liegen, je kleiner bei einer bestimmten Leistung der Vektor E, oder mit 
andern Worten: je geringer der Spannungsabfall der Maschine ist. Schaltet 
man Drosselspulen zwischen Maschine und Netz, so wird der Spannungsabfall 
durch Selbstinduktion vergrößert, Direktionskonstante und Eigenschwingungszahl 
werden kleiner. Sorgt man anderseits dafür, daß der Spannungmbfall bei Be­
lastung kleiner ausfällt - z. B. durch Vergrößerung des LuHspaltes zwischen 
Polschuhen und Stator - so werden Direktionskonstante und Eigenschwingungs­
zahl größer. 

Bei normalen Maschinen verhalten sich die Längen der Vektoren E, und E A, 

Fig·. 30, bei induktionsfreier voller Belastung A ungefähr wie 1: H. Es ist da­
her nach GI. 62 

A = D sin a = D '13 
D = n . .:1, 

d. h. die Direktionskonstante ist ungefähr gleich dem dreifachen Wert der vollen 
Maschinenleistung. Wir haben diesen Satz benutzt, um von vornherein mit 
dem Begriff der Direktionskonstanten einen konkreten Sinn zu verbinden. 

Im VIII. Abschnitt wurden einige Kurven besprochen, welche die Ab­
hängigkeit der Eigenschwingungszahl von der Belastung, der Phasenverschie­
bung und der Netzspaunung darstellen. Der Verlauf der Kurven 1<'ig. 19 und 
20 kann mit Hülfe der Leistullgslinien folgendermaßen erklärt werden: 

Nach Fig. 19 ist die Eigenschwing'ungszahl für Uebererregung gTößer als 
für Untererregnng. Das erklärt sich daraus, daf.l die Direktionskonstante mit 
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der Länge des Vektors Ei., also mit zunehmender Erregung wächst, wie aus 
den Leistungslinien ohne weiteres zu erkennen ist. 

Nach Fig. 20 ist die Eigenschwingungszahl angenähert proportional der 
Netzspannung. Das ist so zu erklären: Wenn man die Spannung eines Wechsel­
stromnetzes verringert und dementsprechend für eine angeschlossene Maschine 
den VektOl' Ei durch Verminderung der Erregung verkleinert, so daß die Belas­
tung induktionsfrei bleibt, sinkt der Wert der Direktionskonstanten aus zwei 
Gründen herab: einmal deshalb, weil der Vektor Ei, kleiner, und ferner deshalb, 
weil der Abstand zwischen zwei benachbarten Leistungslinien gröI~er wird, da 
bei geringerer Spannung eine gröI3ere Stromstärke dazu gehört CE, größer), da­
mit eine bestimmte Leistung aufgebracht wird. Der Winkel ce, um den sich der 
Vektor Ei. vom Vektor P fortbewegen muß, damit sein Endpunkt auf die nächste 
Leistungslinie gelangt, wächst auf das 4 fache, wenn die Netzspannung auf die 
Hälfte reduziert wird; die Direktionskonstante sinkt also auf den vierten Teil 
ihres früheren Wertes, die Eigenschwingungszahl auf die Hälfte; Zo verändert 
sich also proportional der Netzspannung. 

Auf Grund der Gl. 62 kann man sich ohne weiteres ein Urteil bilden 
von der Ueberlastungsfähigkeit der Synchronmaschinen. Eine Synchronmaschine 
bringt die größte Leistung dann auf, wenn 

sin ce = 1, 4- ce = 90° 

ist, und zwar ist die größte Leistung durch die Direktionskonstunte gegeben, 
sie ist also ungefähr gleich dem dreifachen Betrag der vollen Maschinenleistung. 
Eine größere mechanische Leistung vermag die Maschine nicht in elektrische 
Energie umzusetzen. Ein Ueberschuß der mechanischen Leistung über die an­
gegebene Höchstleistung kann durch Trägheitsleistung ausgeglichen werden, 
wenn der Ueberschuß nur für kurze Zeit in Frage kommt. Ist jedoch die 
mechanische Leistung oder ihr Mittelwert dauernd größer als der Höchstwert D, 
so fällt die MUtchine außer Tritt. Die mittlere Abweichung des Maschinenvektors 
vom Netzvektor kann demnach nicht größer als 90 elektrische Grade sein; da­
gegen läßt sich zeigen, daß eine augenblickliche Abweichung bis zum Betrage 
von 180 elektrischen Graden möglich ist, ohne daß die Maschine außer Tritt 
fällt. Der Höchstwert der Schwingungsamplituden der Maschine gegen das Netz 
ist also durch den Abstand zwischen zwei benachbarten Polmitten gegeben. 
Die' Amplituden der Schwingungen des Polrades um einen Zustand gleichförmiger 
Rotation können bedeutend größer sein, wenn der N et%vektor s~inerseits in 
beträchtlichem Maße schwingt. 

Die Eigenschwingungzahl der Dynamomaschine kann aus der Formel 

1 ,(Dp 
Zo = 2-; V @(1) 

berechnet werden. Dabei bedeutet 

D die Direktionskonstante, 
p die Zahl der Polpaare, 
e das Trägheitsmoment aller umlaul'enden Teile (Generator und Antrieb­

maschine) und 
OJ die Winkelgeschwindigkeit. 

Die Eigenschwingungszahl kann bei gegebener N etzspanllung nahezu alH 
unveränderlich gelten für alle Belastungen und Phasenverschiebungen, die prak­
tisch in ]<'rage kommen, wenn es gestattet ist, aus den Versuehsergebnissen für 
eine einzelne Maschine, l<'ig. 18 und I ~), auf allgemeine Tatsachen zu schließen. 
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Dann muß auch die Direktionskonstante für verschiedene Belastungen und Pha­
senverschiebungen annähernd unveränderlich sein. Wir wollen uns deshalb damit 
begnügen, bei der Bestimmung der Direktionskonstanten das Diagramm der 
Wechselstrommaschine für induktionsfreie Belastung zugrunde zu legen. 

Wenn das Diagramm, Fig. 31, für eine bestimmte Leistung A gilt, so ist 
nach GI. 61 die Direktionskonstante gegeben durch die einfache Beziehung 

D = - A _ = Li. BA (63). 
sin" Es 

Als Beleg dafür, daß diese Gleichung aus richtigen Ueberlegungen hervor­
gegangen ist, mögen folgende Angaben Platz finden. 

JIf/ 

Notor 
Fig. 31. Diagramm für induktionsfreie Belastung. 

Für die Versuchsmasehine wurden 2 Diagramme konstruiert, :F'ig. 3 I '. von 
denen das eine für die Maschine als Generator, das andre für die Maschine als 
Motor gilt. Die Diagramme wurden auf Grund von Belastungsversuchen 
bestimmt: 

In dem einen Fall lief die Maschine als Generator, gleichförmig angetrieben 
und mit günstigster Erregung. Die Belastung betrug 

A = 4,5 KW, 

die Klemmenspannung 110 V und die Wattstromstärke 1) 23,6 Amp. Daraus 
ergeben sich die Längen der Vektoren 

P - 110 _ 6') , V lt ------==- 0,.) 0" 
V3 

JW = 23,6' 0,123 = 2,9 Volt. 

Die Erregerstromstärke war 2,88 Amp, und die Leerlaufcharaktel'istik zeigte 
für denselben Erregerstrom eine Leerlaufspannung von 121 V; also ist der Vektor 

Ei = 122 = 70 Volt. 
Va 

Nach diesen Ergebnissen wurde clas Diagramm Fig. 31 gezeichnet, in welchem 

. Es 0 
SIn a = El.. = ,298 

ist. Die Direktionskonstante ist demnach 

') Die Angabe des Stromzeigers war etwas größer, die Konstruktion des Diagrammes hat 

sich jedoch nicht danach zU richten. 



A 
D = -.- = 15 WO Watt 1). 

Sln a 

Die übrigen Größen, die in der Formel 

vorkommen, sind 

1 1/ Dp 
Zo = 2% V @(JJ 

e = 0,590 (Seite 50), 
p=3 

271 1000 
ro =--- = 104,7. 

60 

Die Eigenschwingung'szahl ist also 

Zo = 4,30 sk-1 (4,25). 

Nach demselben Verfahren ergab sich für die als Synchronmotor laufende 
Maschine 

D = 11300 Watt 
Zo = 3,73 sk-1 (3,70). 

Hinter den berechneten Eigenschwingungszahlen sind die aus Resonanzversuchen 
gefundenen Werte angegeben, die sich auf die gleiche Leistung, Spannung und 
Periodenzahl beziehen. Man sieht, daß die Uebereinstimmung recht gut ist. 

Dageg'en ist bemerkenswert, daß auf Grun~ von Leerlauf- und Kurzschluß­
versuch die Eigenschwingungszahl auch nicht annähernd richtig berechnet 
werden konnte. Das ist besonders deshalb von Bedeutung, weil in einem großen 
'reil der Arbeiten über den Parallelbetrieb Formeln zur Berechnung der Eigen­
schwingungszahl angegeben werden, iu die die Kurzschlußstromstärke eingeführt 
ist. Man stützt sich dabei auf die Voraussetzung, daß 

. E. J 
Slna=--=~-

E).. Jk 

sei, wobei J k den Kurzschlußstrom darstellt und J denjenigen Strom, der den 
Spannungsabfall E, zustande bringt. Danach wäre die Direktionskonstante 

D=~=A Jk, 
sin a J 

Die Kurzschlußstromstärke der Versuchsmaschine, bezogen auf Leerlauf­
erregung, war 

J k =45 Amp, 

während zu der Leistung 

A= 4,5 KW 

bei induktionsfreier Belastung die Stromstärke 

J= 23,6 Amp 

gehörte (110 V Netzspannung). Danach wäre die Direktionskonstante 

D = 8600 Watt 

und die Eigenschwingungszahl des Generators 

Zo = 3,26 sk-1 

1) Um das Rechnen mit vielstelligen Zahlen zn vermeiden, wenn es sich nm große Mase.hinen 
handelt, kann man D in KW angeben; dann mnß natürlich das Trägheitsmoment @ in m2t ein­
geführt werden (t = Tonne), 
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gegenüber dem richtigen Wert Zo = 4,25 sk-I , der sich aus den Resonanz­
versuchen ergeben hat. Die mangelhafte Uebereinstimmung· ist nicht über­
raschend; denn die Voraussetzung· 

E. J 

EA Jk 

stimmt bekanntlich sehr wenig. Man kann daraufhin kein richtiges Diagramm 
zeichnen und den Spannungs:tbfall bei Belastung nicht richtig darstellen. Es 
ist also nicht zu erwarten, daß man bei der Berechnung der Eigenschwingungs­
zahl bessere Erfahrungen macht, wenn man die Kurzschlußstromstärke in der 
angegebenen Weise verwendet. 

Uebrigens liegt ja dazu keine Veranlassung vor. Das Arbeiten mit dem 
Diagramm hat den Vorzug, daß man bei der Vorausberechnung des Spannungs­
abfalles ohnedies darauf angewiesen ist. Eine umfangreiche Spezialliteratur 
beschäftigt sich mit der Konstruktion des Diagrammes nach Versuchen und mit 
seiner Vorausbestimmung nach den Wicklungsangaben. Es soll hier nicht näher 
darauf eingegangen werden. Den Rechnungsbureaus der großen Elektrizitäts­
firmen, in denen sich sehr viel Erfahrungen in diesen Fragen ansammeln, dürfte 
die Vorausberechnung der Eigenschwingnngszahl nach dieser Hinsicht keine 
großen Schwierigkeiten verursachen. 
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Ott: Untersuchungen zur fiage der Erwärmung elektri­

scher Maschinen. I. Wärmeleitvermögen der lamel­
lierten Armatur. H. Erwärmungsgleichungen für 
Feldspulen. 

Knoblauch und Jakob: Ueber die Abhängigkeit der 
spezifischen Wärme Cp des Wasserdampfes von 
Druck und Temperatur. 

Heft 37. 
Bendemann: Ueber den Ausfluß des Wasserdampfes 

und über Dampfmengenmessung. 
Möller: Untersnchungen an Drucklufthämmern. 

Heft 38. 
Martene: Die Meßdose als Kraftmesser in der Material­

prüfmaschine. 

Heft 39 
Bach: Versuche mit Eisenbetonbalken. Erster Teil. 

Versnche mit einbetoniertem Thacher-Eisen. 

Heft 40. 
Versuche an der Wasserhaltung der Zeche Franziska 

in Witten. 
Grübler: Vergleicheude Festigkeitsversnche an Körpern 

aus Zementmörtel. 
Lorenz: Vergleichsversuche an Schiffschrauben. 
-, Die Aenderung der Umlaufzahl und des Wirkungs 

grades von Schiffschranben mit der Fahrgeschwin 
digkeit. 

Heft 4t 
Hort: Die Wärmevorgänge beim Längen von Metallen. 
Mühlschlegel: Regulierversnche an den Turbinen des 

Elektrizitätswerkes Gersthofen am Lech. 

Heft 42. 
Biel: Die Wirkungsweise der Kreiselpumpen und Ven­

tilatoren. Versuchsergebnisse und Betrachtungen. 

Heft 43 . 
Schlesinger: Versuche über die Leistung von Schmirgel­

und Karborundumscheiben bei Wasserzuführung. 

Heft 44. 
Biel: Ueber den Druckhöhenverlust bei der Fortleitung 

tropfbarer nnd gasförmiger :Flüssigkeiteu. 

Heft 45 bis 47. 
Bach: Vers"che mit Eisenbetonbalken. Zweiter Teil. 

Heft 48. 
Becker: Strömung'svorgänge in ringförmigen Spalten 

und ihre Beziehungen zum Poiseuilleschen Gesetz. 
Pinegin: Versuche über den Zusammenhang von Bie· 

gungsfestigkeit und Zugfestigkeit bei Gußeisen. 

Heft 49. 
Martene: Die Stulpenreibung nnd der Genauigkeitsgrad 

der Kraftmessnng mittels dm hydraulischen Presse. 
Wie~hardt: Ueber ein neues Verfahren, verwickelte 

Spannungsverteilungen in elastischen Körpern auf 
experimentellem Wege zu finden. 

Müller: Messung von Gasmengen mit der Drosselscheibe. 

Heft 50. 
Rötscher: Versuche an einer 2000 pferdigen Riedler­

Stumpf-Dampfturbine. 
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