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Vorwort.

GewiB ist die mathematische Literatur nicht arm an guten Werken
iiber Differential~- und Integralrechnung; und doch wird der Anfinger
nur schwer ein Buch finden, das ihm einen geraden Weg in das
lebendige Wesen der Wissenschaft 6ffnet und ihm verstindnisvolle Be-
wegungsfreiheit gegeniiber den Anwendungen gibt. Der Anfinger
will weder durch Weitschweifigkeit und Inhaltslosigkeit ermiidet
werden, noch kann er jene Pedanterie ertragen, welche keinen Unter-
schied zwischen Wesentlichem und Unwesentlichem kennt und — der
axiomatischen Systematik zuliebe — vor die eigentlichen Triebkrifte
der Wissenschaft, vor ihren gegenstdndlichen Kern, einen undurch-
sichtigen Schleier zieht.

Sicherlich ist es leichter, Mdngel zu sehen und zu fiihlen, als sie ab-
zustellen. Ich bin weit entfernt von der Vorstellung, dem Anfinger das
ideale Lehrbuch darbringen zu kénnen. Trotzdem glaube ich nicht, da
die Herausgabe meiner Vorlesungen tiberfliissig ist; sie weichen in der
Anordnung und der Auswahl des Stoffes, in der Tendenz und vielleicht
auch in der Darstellungsform erheblich von der landldufigen Literatur ab.

Am meisten wird auffallen, daB3 der Bruch mit der iiberlebten Tradi-
tion vollzogen ist, Differentialrechnung und Integralrechnung vonein-
ander zu trennen. Diese sachlich wie didaktisch unbegriindete Trennung,
ein Produkt von historischen Zufilligkeiten, verhindert die Klarlegung
des Kernpunktes: des Zusammenhanges zwischen bestimmtem Inte-
gral, unbestimmtem Integral und Differentialquotienten. Im miind-
lichen Vorlesungsbetrieb hat sich seit dem Vorgange von Felix Klein
und anderen schon mehr und mehr die gemeinsame Behandlung durch
gesetzt. Hier nun wird versucht, dieser auch einen Platz in unserer
Literatur zu sichern. Der vorliegende erste Band behandelt Integral-
und Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen; der
zweite weniger umfangreiche Band wird den Funktionen mehrerer Ver-
dnderlicher gewidmet sein und einige weitere Ergdnzungen enthalten.

Es ist mein Bestreben, dem Leser eine deutliche Einsicht in die enge
Verbundenheit der Analysis mit den Anwendungen zu vermitteln und —
bei aller Wahrung mathematischer Strenge und Prizision — der An-
schauung als dem Urquell mathematischer Wahrheiten volle Ge
rechtigkeit widerfahren zu lassen, Gewi, die Darstellung der Wissen
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schaft als geschlossenes System in sich ruhender Wahrheiten ohne
eine Erinnerung an Herkunft und Ziel hat einen &sthetischen Reiz
und bedeutet die Erfiillung eines tiefen philosophischen Erkenntnis-
dranges. Aber als ausschlieBliche grundsétzliche Einstellung oder als
didaktisches Prinzip gegeniiber Anfingern ist der Standpunkt der ab-
strakt logischen, in sich gekehrten Wissenschaft eine groBe Gefahr.
Mathematische Analysis treiben und dabei den Anwendungen und der
Anschauung den Riicken drehen, das heiBt, die Wissenschaft rettungs-
los dem Schicksal der Vertrocknung und Verkiimmerung preisgeben.
Es scheint mir eine iiberaus wichtige Aufgabe, den Lernenden von An-
fang an vor einem diinkelhaften allzu bequemen Purismus zu bewahren;
nicht zuletzt diesem Zwecke soll mein Buch dienen.

Es wendet sich an jedermann, der sich auf der Grundlage normaler
Schulkenntnisse ernstlich um die Wissenschaft und ihre Anwendungen
bemiihen will, sei er Student an einer Universitit oder technischen
Hochschule, sei er Lehrer oder Ingenieur. Es verspricht nicht, dem Leser
das eigene Nachdenken zu ersparen, aber es fiilhrt ohne Zégern und ohne
tiberfliissige Umwege direkt zu' interessanten und fruchtbaren Gegen-
stinden und versucht das Verstindnis zu erleichtern, indem es nicht
bloB Schritt fiir Schritt beweist, sondern auch die Zusammenhinge und
Motive des Ganzen beleuchtet.

Fiir den jungen Leser, der sich naiv der Fithrung dieses Buches an-
vertrauen will, sei noch folgendes bemerkt: Ich habe es vermieden, den
Zugang zu den konkreten Tatsachen der Differential- und Integral-
rechnung durch Grundlagenbetrachtungen zu verbarrikadieren, deren
Notwendigkeit man doch erst hinterher ganz begreifen kann; statt
dessen sind diese Dinge in Anhingen zu den einzelnen Kapiteln
zusammengefaBt, und der Anfinger, dem es in erster Linie um die rasche
Durchdringung des Stoffes oder um die Anwendungen zu tun ist, mag
ruhig die Lektiire dieser Teile hinausschieben, bis das Bediirfnis dazu
erwacht ist. Im tibrigen enthalten die Anhinge stoffliche Erginzungen
zur Entlastung der fortlaufenden Darstellung in den einzelnen Kapiteln.
Sie sind verhiltnismaBig knapp gefaBt. Auch sonst wird der Leser be-
merken, daB die anfangs breite Schreibweise gegen den Schlu3 des Ban-
des hin in eine knappere tibergeht. Er sollte sich aber durch vereinzelte
Schwierigkeiten, die er vielleicht in den letzten beiden Kapiteln findet,
nicht abschrecken lassen; solche Liicken des Verstidndnisses pflegen sich
spiter von selbst zu schlieBen, wenn sie nicht allzusehr gehiuft auf-
treten.

Ich kann diesen AnlaB nicht voriibergehen lassen, ohne in Dankbarkeit
den Namen meines groBen Vorgingers im Lehramte Felix Klein zu
nennen; was ich hier versuche, liegt ganz in der Richtung seiner Be-
strebungen. Auch meinem Freunde Otto Toeplitz in Kiel, der wie
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kaum ein anderer die hier vorliegenden didaktischen Probleme in ihrer
Tiefe durchdacht hat, verdanke ich bewuBt und unbewuBt empfangene
Anregungen.

Die Niederschrift und Drucklegung dieses Buches an Hand einer Vor-
lesungsausarbeitung in so kurzer Zeit wire mir inmitten anderer Arbeiten
unmoglich gewesen, wenn ich nicht das Gliick hitte, in einer Schar hilfs-
bereiter junger Kollegen zu wirken. Thnen allen, die kritisch und titig mir
beigestanden haben, gilt mein herzlicher und freundschaftlicher Dank.

Gottingen, im Juni 1927.
R. Courant.
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Vorbemerkungen.

Der Anfinger, welcher zum ersten Male mit der sogenannten héheren
Mathematik in Beriihrung kommt, wird sich dem Gefiihl einer gewissen
Diskontinuitit zwischen der Schulmathematik und der Mathematik, wie
sie an den Hochschulen getrieben wird, nicht entziehen kénnen. Dieses
Gefiihl hat seine innere Begriindung nicht nur in den historisch gegebenen
Verhiltnissen, welche den Unterricht an den Hochschulen von dem an
den Schulen so sehr verschieden gestaltet haben. Es liegt auch im
Wesen der hoheren oder besser neueren Mathematik, die sich in den
letzten drei Jahrhunderten herangebildet hat, ein Unterschied gegen
die Elementarmathematik, welche bis vor kurzem den Schulunterricht
vollig beherrscht hat und deren Inhalt vielfich fast unmittelbar der
klassischen Mathematik der Griechen entnommen ist.

Der elementaren Mathematik eigentiimlich ist zunichst ihre enge
Beziehung zur Geometrie. Auch dort, wo die Entwicklung aus dem
geometrischen Gebiet in das arithmetische hinitiberwéchst, bleibt doch
die Geometrie fast immer das Fundament. Als zweiten charakteristi-
schen Zug der alten Mathematik miissen wir wohl ihre Tendenz an-
sehen, das Augenmerk auf die einzelnen mathematischen Objekte ge-
richtet zu halten. Dinge, die wir heute als spezielle Fille einer all-
gemeinen Erscheinung unterordnen wiirden, stehen dort hiufig unver-
mittelt ohne sichtbare gegenseitige Beziehung nebeneinander. Die enge
Beziehung zur geometrischen Anschauung und das Haften an den in-
dividuellen Einzelheiten verleiht der alten Mathematik einen eigen-
tiimlichen Reiz. Aber es war doch ein entscheidender Fortschritt, dal
sich mit dem Beginn der Neuzeit in der Mathematik ganz andersartige
Tendenzen durchsetzten und zu einer groBen neuen Entwicklung Anla3
gaben, nachdem viele Jahrhunderte hindurch wihrend des Mittelalters
trotz mancher Fortschritte im einzelnen doch ein gewisser Stillstand
geherrscht hatte.

Die Grundtendenz aller neueren Mathematik ist die Ersetzung von
Einzelbetrachtungen durch immer allgemeinere systematische Me-
thoden, welche vielleicht nicht immer den individuellen Ziigen des
einzelnen Falles in vollem MaBe gerecht werden, aber doch durch
die Kraft ihrer Allgemeinheit eine Fiille neuer Resultate versprechen.

Courant, Differentialrechnung. 1
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Auf der anderen Seite gewinnt die Zahl, die analytische Behandlung
der Dinge, immer mehr ein selbstindiges Recht, um schlieBlich ginz-
lich zur Herrschaft iiber die Geometrie zu gelangen. Ihren deutlichsten
Ausdruck finden diese neuen Tendenzen nach mannigfachen voran-
gehenden Ansdtzen durch die Ausbildung der analytischen Geometrie,
um deren Entwicklung Fermat und Descarfes die groBten Verdienste
haben, und der Differential- und Integralrechnung, als deren Viter
man gewdhnlich Lesbniz und Newfon betrachtet.

Es liegt nahe, die moderne Entwicklung der Mathematik in Parallele
zu setzen mit anderen Erscheinungen des neuzeitlichen Lebens, z. B.
mit der Tendenz, die handwerksmaBige Produktion durch die maschi-
nelle zu verdringen. Wie dem auch sei, die neuere Mathematik hat
in den 300 Jahren ihres Bestehens eine so groBartige, sowohl fiir die
reine Wissenschaft als auch fiir die mannigfachsten technischen und
naturwissenschaftlichen Anwendungen bedeutungsvolle Entwicklung
genommen, daB ihre Grundbegriffe, vor allem der Funktionsbegriff,
allmihlich sich weiteste Verbreitung erzwangen und schlieBlich auch
in den Schulbetrieb eindringen muBten.

Ich will in diesen Vorlesungen, ohne auf Vorkenntnisse der hoheren
Mathematik aus der Schule zuriickzugreifen, die wichtigsten Tat-
sachen aus der Differential- und Integralrechnung so weit entwickeln,
daB die Zuhérer am SchluB einerseits zum Studium der héheren mathe-
matischen Disziplinen und zur Vertiefung der Grundlagen, andererseits
zur Handhabung der Differential- und Integralrechnung in den ver-
schiedenen Anwendungsgebieten geriistet sind.

Dabei mochte ich auf eine Gefahr, die aus der eingangs erwihnten
Diskontinuitit entspringt, besonders hinweisen. Der elementare Stand-
punkt der Schulmathematik verleitet dazu, an den Einzelheiten haften
zu bleiben und den Blick fiir die allgemeinen Zusammenhinge und
systematischen Methoden zu verlieren. Der ,hohere Standpunkt’* der
allgemeinen Methoden birgt aber die ungekehrte Gefahr in sich, daB
der Zusammenhang mit dem konkreten Einzelnen verloren geht und
daB man den einfachsten individuellen Schwierigkeiten ratlos gegen-
ibersteht, weil man in der Welt allgemeiner Begriffe verlernt hat,
das Konkrete zu sehen und zu fassen. Sie miissen mit Thren eigenen
Kraften dafiir sorgen, daBl Sie durch dieses Dilemma hindurchkommen.
Nur das immer wiederholte selbstindige Durchdenken der Einzel-
heiten und das vollstindige Erfassen der allgemeinen Gedanken im
speziellen Beispiel kann zu diesem Ziele fiihren, und hierin liegt die
Hauptaufgabe fiir jeden, der sich um das Studium der Wissenschaft
bemiiht.



§ 1. Der Zahlbegriff. 3
Erstes Kapitel

Vorbereitungen.

Die Differential- und Integralrechnung und mit ihr die ganze
héhere Analysis beruht, abgesehen von dem Zahlbegriff, vor allen
Dingen auf zwei Begriffsbildungen, nimlich dem Begriff der Funktion
und dem Begriff des Grenzwertes, die zwar schon im klassischen Alter-
tum gelegentlich erkennbar werden, aber doch ihre charakteristische
Prigung und Bedeutung erst in der modernen Mathematik erhalten.
In diesem einleitenden Kapitel wollen wir versuchen, diese Begriffe
auf moglichst einfache und anschauliche Art zu erfassen.

§ 1. Der Zahlbegriff.

Was fiir eine Art von Dingen eigentlich die Zahlen sind, das ist eine
Frage, die mehr den Philosophen als den Mathematiker angeht und
mit der sich auch die Philosophen viel beschiftigt haben. Die Mathe-
matik muB jedoch darauf bedacht sein, sich von dem EinfluB wider-
streitender philosophischer Meinungen frei zu halten; sie braucht
gliicklicherweise keine erkenntnistheoretischen Vorstudien iiber das
tiefere Wesen des Zahlbegriffes. So wollen wir die Zahlen, und zwar
zundchst die ganzen positiven oder natiirlichen Zahlen 1,2, 3,... als
etwas Gegebenes hinnehmen; ebenfalls wollen wir die Regeln, nach
denen man mit diesen Zahlen rechnen kann, als etwas Gegebenes
betrachten und uns nur noch einmal kurz in Erinnerung zuriickrufen,
in welcher Weise man den Begriff der ganzen positiven Zahlen oder
der natiirlichen Zahlen notgedrungen hat erweitern miissen.

1. Das System der reellen Zahlen.

Im Bereich der natiirlichen Zahlen sind die Grundoperationen der
Addition und Multiplikation immer unbeschrinkt ausfithrbar, d.h.
Summe und Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist immer wieder eine
natiirliche Zahl. Aber die Umkehrung dieser Operationen, d. h. Sub-
traktion und Division ist im Bereiche der natiirlichen Zahlen nicht
mehr ausnahmslos durchfithrbar, und diese Tatsache dringte die mathe-
matische Erfindungskraft schon frithzeitig zur Einfithrung der Zahl 0,
der negativen Zahlen und schlieBlich der positiven und negativen Briiche.
Die Gesamtheit aller dieser Zahlen pflegt man als die rationalen Zahien
zu bezeichnen, weil sie alle aus der Einheit durch Anwendung der ,,7atio-
nalen Rechenoperationen' Addition, Multiplikation, Subtraktion und
Division entstehen. ’

Man pflegt die Zahlen anschaulich durch Punkte einer geraden
Linie, der ,,Zahlengeraden‘‘, zu reprisentieren, indem man auf dieser

1*
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geraden Linie einen beliebigen Punkt als den Nullpunkt festsetzt,
einen anderen als den Punkt 1; die Strecke zwischen diesen beiden
Punkten dient dann als MaBstab, um jeder positiven oder negativen
rationalen Zahl eine bestimmte Stelle auf der Zahlengeraden zuzu-
ordnen, wobei die positiven Zahlen z. B. auf der rechten, die negativen
Zahlen auf der linken Seite des Nullpunktes eingetragen werden
(vgl. Fig.1). Versteht man in der iiblichen Weise unter dem absoluten
Betrag | 4| einer Zahl a den Wert a selbst, wenn @ > 01), dagegen den
Wert —a, wenn a <0 ist, so bedeutet |a| einfach die Entfernung
des betreffenden Punktes auf der Zahlengeraden vom Anfangspunkt.
Die geometrische Deutung der rationalen

3 -2-1 01 2 3 Zahlen durch Punkte auf der Zahlengeraden

Fig. 1. weist uns auf eine wichtige Eigenschaft hin,

die man durch die Wendung bezeichnet: ,,Dre

Menge der rationalen Zahlen ist siberall dicht.* Dies besagt, daB es zwischen
zwei beliebig nahe aneinanderliegenden rationalen Zahlen noch weitere
rationale Zahlen gibt oder daB in jedem noch so kleinen Intervall
der Zahlengeraden noch rationale Zahlen liegen; geometrisch ge-
sprochen, daB jede noch so kleine Strecke auf der Zahlengeraden
rationale Punkte enthilt. Diese Dichtigkeit der rationalen Zahlen
wird sofort klar, wenn wir von der Bemerkung ausgehen, daB

. 1 1 1
die Zahlen 3 Gar G-

sendem # der Null immer mehr nihern. Teilen wir nun, vom Null-

1. . . .
- +» Gu immer kleiner werden und sich mit wach-

punkt beginnend, die Zahlengerade in gleiche Teile der Linge 2% ein,
so stellen die Endpunkte dieser Intervalle 2L,,, 52;—, 21,,, - raﬁonale

Zahlen der Form 2% dar; iiber die Zahl # diirfen wir dabei noch beliebig

verfiigen. Haben wir irgend ein fest vorgegebenes Intervall der Zahlen-
geraden, mag es auch noch so klein sein, so brauchen wir nur # hin-

reichend groB zu wihlen — nimlich so groB, daf 2i,, kleiner als die

Intervallinge wird, — die obige Einteilung also entsprechend fein
zu machen, um sicher zu sein, daB Punkte der Einteilung in das
Intervall hineinfallen.

Trotz dieser Eigenschaft der Dichtigkeit aber reichen die rationalen
Zahlen nicht aus, um alle Punkte auf der Zahlengeraden darzustellen.
Schon die Griechen haben erkannt, daB es Strecken gibt, welche nach
Wahl einer Strecke der MaBzahl 1 nicht durch eine rationale Zahl
reprédsentiert werden kénnen, sog. zur Einheit inkommensurable Strek-
ken. So z. B. ist die Hypotenuse eines rechtwinklig-gleichschenk-

1) Durch das Zeichen = soll angedeutet werden, daB entweder das Zeichen
> oder = gelten soll.
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ligen Dreieckes, dessen Katheten die Linge 1 haben, nicht kommen-
surabel mit der Strecke 1, d. h. ihre Linge ist nicht durch eine
rationale Zahl gegeben. Das Quadrat dieser Linge ! muB nimlich
nach dem pythagoreischen Lehrsatz gleich 2 sein; es miifte also,

wenn [ = »j— — mit ganzzahligem p und ¢ — eine rationale Zahl

wire, p2 = 2¢2 sein. Dabei kénnen wir annehmen, daB  und ¢ keinen
gemeinsamen Faktor haben, weil wir den von vornherein hétten weg-
heben konnen. Da p? infolge der obigen Gleichung eine gerade Zahl
ist, so muB auch p eine gerade Zahl sein, etwa p = 2p’; setzen wir
diesen Ausdruck ein, so erhalten wir 44’2 = 2¢2 oder ¢% = 2p'2; es
miiBte also auch ¢2 und daher ebenso ¢ selbst eine gerade Zahl sein,
entgegen unserer Voraussetzung, da p und ¢ keinen gemeinsamen
Faktor, also auch nicht beide den Faktor 2 besitzen. Unsere Annahme,

daB die Hypotenuse durch einen Bruch % darstelibar ist, hat sich
daher als widerspruchsvoll, mithin ‘als falsch erwiesen.
Die eben durchgefiihrte — fiir das Wesen eines ,,indirekten Be-

weises’‘ charakteristische — SchluBweise lehrt uns, daB3 dem Zeichen ]/5
keine rationale Zahl entsprechen kann.

Wir sehen aus diéser Betrachtung, daB wir gendstigt sind, auBer
den rationalen Zahlen noch andere ,,srrationale’” Zahlen einzufiihren,
wenn wir jedem Punkt der geraden Linie eine Zahl zuordnen wollen.
Und diese Forderung, daB den Punkten einer geraden Linie in umkehr-
bar eindeutiger Weise — nach Wahl einer Einheitsstrecke — Zahlen
zugeordnet sein sollen, wollen wir durchaus festhalten. Das System
dieser in umkehrbar eindeutiger Weise den Strecken zugeordneten
rationalen und irrationalen Zahlen nennt man das System der reellen
Zahlen.

1
Die obige Einteilurig der Zahlengeraden in Intervalle der Lénge o

zeigt uns: Eine Irrationalzahl o« 1aBt sich durch rationale Zahlen
beliebig genau annihern, d. h. wir konnen immer eine rationale
Zahl 7 finden, deren Abstand von « kleiner ist als eine beliebig

. .. . 1 1
kleine von uns gewiinschte Schranke, z. B. kleiner als 100 oder 1000

Ebenso kann man natiirlich jede irrationale Zahl in ein beliebig
kleines Intervall einschlieBen, dessen Grenzen durch rationale Zahlen
gegeben werden.

Wir setzen als eine fundamentale Tatsache voraus, daB man mit
den reellen Zahlen nach den iiblichen formalen Rechengesetzen
rechnen darf, Dabei soll nicht unerwihnt bleiben, daB die Einfiihrung
der irrationalen Zahlen und die Rechtfertigung der Giiltigkeit der
Rechengesetze fiir sie Gegenstand einer genaueren Untersuchung
sein kann und sein muB. Ebenso jedoch wie die Entwicklung der
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modernen Mathematik sich bis in die zweite Hilfte des 19. Jahr-
hunderts hinein ohne eine solche genaue Betrachtung ungestort voll-
zogen hat, ist es ganz naturgemiB, sich den Weg zu der eigentlichen
héheren Analysis nicht erst durch eine axiomatische Untersuchung
des Zahlbegriffes hindurch zu bahnen oder — zu versperren. Ich
mochte Ihnen aber den Rat geben, nach Erlangung einer gewissen
Reife der Ausbildung eine der vielen guten Darstellungen dieser
Fragen zu studieren?),

Was die Rechengesetze selbst anbetrifft, so will ich nur an die ein-
fachsten Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen erinnern, das in
der ganzen Analysis eine viel gréfere Rolle spielt, als in der Elementar-
mathematik. Es ist stets

lat+b|<la[+(b], [a—bl=]a|—]0].
Ferner darf man Ungleichungen addieren und mit positiven Faktoren
multiplizieren; bei der Multiplikation mit einer negativen Zahl kehrt
sich der Sinn der Ungleichung um. Weiter folgt aus ¢ > b> 0 und
0 < a’ < b’ die neue Ungleichung
a b
— >

a X

2. Die Zahlensysteme.

Man pflegt fiir numerische Rechnungen die Zahlen im Dezimal-
system folgendermaBen zu schreiben:

@=--- Ay @, 8, A—yay. ..
Es ist hier @, die Anzahl der Einer, @, die Anzahl der Zehner, a, die

Anzahl der Hunderter, a_; die Anzahl der Zehntel usw. Dies bedeutet
nichts weiter als eine Darstellung der Zahl a in folgender Form:

a=ay,+a;104+42,102 4.+ 4+-a_,101 +a_,10"24--..
wobei
Ay, By, By oo By, Boyyne.

Ziffern der Folge 0,1, 2, ..., 9 sind.

Thnen allen wird aus der Schule noch das einfache Resultat geliufig
sein, daB eine rationale Zahl durch einen rein periodischen oder ge-
mischt periodischen Dezimalbruch dargestellt wird (speziell durch einen
abbrechenden), wihrend ein Dezimalbruch ohne Periode stets eine
irrationale Zahl darstellt. '

Die dezimale Schreibweise trigt in gewisser Hinsicht den Charakter
des Zufilligen; an Stelle der Grundzahl 10 kann man irgend eine belie-
bige Grundzahl dem Ziffernsystem zugrunde legen. Fiir rein theoretische

1) Z. B. K. Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 2. Aufl,
Berlin 1924, insbes. Kap. 1.
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Zwecke empfiehlt sich hdufig die Darstellung der Zahlen im sog. Dual-
system, d. h. in einem System mit der Grundzahl 2. In einem solchen
System wiirde eine ganze positive Zahl a in der Form

a=oy o, 2+ 022405284
dargestellt werden, wobei die Ziffern ay, oy, a3, . . . nur jeweils 0 oder 1

sein kénnen. Die Zahl 9 wiirde z. B. im Zweiersystem folgendermafen
zu schreiben sein:

1001 =1-2840-224-0-224-1-20,

Man sieht, daB im Zweiersystem die Zahlen verhdltnismiBig lange Aus-
driicke haben. Gleichviel aber in welchem Zahlensystem wir die Zahlen
schreiben, stets lassen sich in ihm die sdmtlichen rationalen und irratio-
nalen Zahlen ausdriicken, und zwar in eindeutiger Weise.

§ 2. Der Funktionsbegriff.

Der Begriff der Funktion verdankt seine klare Erfassung und Her-
vorhebung erst der neueren Zeit. Wir wollen ihn zundchst an einer
Reihe von Beispielen erliutern, bevor wir zu einer prinzipiellen
Formulierung schreiten.

1. Beispiele.

a) Wenn ein ideales Gas durch einen Stempel in einem Gefil ein-
geschlossen ist, so besteht zwischen dem Druck p und dem Volumen v
die Beziehung

vp=C,

wo C eine Konstante bedeutet. Dieses sog. Boylesche Gesetz sagt nichts
iiber die Gréfen v und p selbst aus, sondern bedeutet: Wenn p eine be-
stimmte, innerhalb gewisser Grenzen beliebig wihlbare GréBe hat, so
kann ich daraus v bestimmen und umgekehrt:

V= % , p= %
(dabei nehmen wir an, daB die Temperatur stets denselben Wert
behilt). Man sagt dann: v ist eine Funktion von p resp. p ist eine Funk-
tion von v.
b) Erhitzen wir einen Metallstab, der bei der Temperatur von Null
Grad die Linge /, besitzt, auf die Temperatur 4, so wird unter den
einfachsten Annahmen seine Linge ! durch das Gesetz

L=1y(1 4 B9

gegeben, wo der ,,Ausdehnungskoeffizient” § eine Konstante ist. Wir
sagen wieder: [ ist eine Funktion von .
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2. Begriffliche Formulierung.

Um den mathematischen Funktionsbegriff allgemein zu formulieren,
fassen wir ein bestimmtes Intervall unserer Zahlenskala ins Auge, etwa
das Intervall zwischen den Zahlen @ und b, und betrachten die Gesamt-
heit der Zahlen x, welche diesem Intervall angehéren, d.h. der Be-
ziehung

alx<b

geniigen.

Wenn wir die Groe x als beliebig in diesem Intervall wihlbar
betrachten, so nennen wir sie eine (‘stetige) Verinderliche oder Variable
in diesem Intervall.

Ist nun durch irgend eine Vorschrift jedem Werte x dieses Inter-
valles ein bestimmter Wert y zugeordnet, so sagen wir: v ist eine Funk-
tion von x und schreiben symbolisch:

y=f(x) oder y=F(x) oder y=g(x)

und #hnlich. Man bezeichnet dann x als die unabhingige, v als die
abhingige GroBe oder Verdnderliche; oder auch x als das Argument
der Funktion .

Es sei schon hier bemerkt, daB es fiir gewisse Betrachtungen einen
Unterschied macht, ob man zu dem Intervall von « bis b die Endpunkte
hinzurechnet, wie wir es oben getan haben, oder nicht; im letzteren
Falle hitten wir die GroBe x durch die Ungleichungen

a<<x<<b

zu beschrinken. Wir sprechen, wenn sonst MiBverstindnisse méglich
sind, im ersten Fall von einem abgeschlossenen, im zweiten Fall von
einem (beiderseits) offenen Intervall. Wird nur ein Endpunkt, aber
nicht der andere, zum Intervalle mit gerechnet, z. B. a < % < b, so
sprechen wir von einem halb oder einsestig offenen Intervalle. Endlich
kann man unsere Intervalle auch nach einer oder nach beiden Seiten
hin ins Unendliche ausgedehnt denken. Man sagt dann: die stetige Ver-
dnderliche x liuft in einem wnendlichen Intervalle, und schreibt sym-
bolisch: 2 << x << o0 oder — oo << x < b oder — 00 < x << 0.

In der allgemeinen Definition des Begriffes einer in einem Intervall
gegebenen Funktion ist iiber die Art der Vorschrift, durch welche die
abhingige Variable zu der unabhingigen Variablen konstruiert wird,
nichts Naheres gesagt. In der Tat enthilt der Funktionsbegriff bei
dieser Allgemeinheit noch etwas Unbestimmtes und Vages. Er bedarf
fiir alle Anwendungen einer weitgehenden Einschrinkung in der Hin-
sicht, da prizisere Forderungen an das Abhingigkeitsgesetz gestellt
werden miissen.
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3. Graphische Darstellung. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit.
Stetigkeit.

Zu einer solchen verniinftigen Einschrinkung, durch welche der all-
gemeine Funktionsbegriff erst wirklich anwendbar wird, fithrt uns
der Zusammenhang mit der Geometrie. Der Grundgedanke der analy-
tischen Geometrie ist ja, eine geometrisch gegebene Kurve dadurch
analytisch zu charakterisieren, da man eine der beiden rechtwinke-
ligen Koordinaten, etwa y, als Funktion y = f(x) der andern Koordi-
nate x betrachtet; z. B. wird eine Parabel durch die Funktion y = %2,
der Kreis mit dem Radius 1 um den Nullpunkt durch die Funktion

y = J1 — 2 dargestellt. Beim ersten Beispiel konnen wir die Funk-
tion im unendlichen Intervall — oo < x << oo definiert denken; beim
zweiten ist es notwendig, sich auf das Intervall —1 < x <1 zu be-
schrinken, da auflerhalb die Funktion (im Reellen) ihren Sinn verliert.

Gehen wir umgekehrt nicht von einer geometrisch gegebenen Kurve
aus, sondern betrachten wir eine Funktion y = f(x) als das primir
Gegebene, so kénnen wir uns die funktionale Abhiingigkeit der GréBe v
von der Grofe x graphisch darstellen, indem wir dazu in der bekannten
Weise ein rechtwinkliges Koordinatensystem (siehe Fig. 2) benutzen.
Trigt man zu jeder Abszisse x die zugehorige
Ordinate y = f (x) auf, so erhilt man als geo-
metrisches Bild der Funktion eine Kurve. Die- y
Einschrinkung, welche wir dem Funktions-
begriff auferlegen wollen, besteht nun darin,
daB dieses geometrische Bild wirklich auch eine
anschaulich erfaBbare Kurve darstellt. Dann
werden wir z. B. folgende Funktion auszu-
schlieBen haben: Fiir jeden rationalen Wert x sei y=1; fiir jeden
irrationalen Wert x sei y =0. Man erkennt, daB bei dieser Funktion
der Funktionswert unendlich oft zwischen 0 und 1 hin- und herspringen
mufB, wenn man auch nur ein noch so kleines Intervall von % durch-
lauft.

An Hand der graphischen Veranschaulichung der Funktionen durch
Kurven méchte ich auf einen Punkt hinweisen, welcher dem Anféinger oft
gewisse Schwierigkeiten bereitet. Das Gesetz, welches der Variablen x die
Funktion y zuordnet, soll, wenn nicht ganz ausdriicklich das Gegenteil ge-
sagt ist oder aus dem Zusammenhang hervorgeht, diese Zuordnung in ein-
deutiger Weise vermitteln; z. B. die Zuordnung y = x2 oder y =sinx.
Willman diese Eindeutigkeitsforderung hervorheben, so spricht man von
,-eindeutig definierten” oder ,,eindeutigen‘‘ Funktionen. Es kann jedoch
vorkommen, daB das Zuordnungsgesetz uns zunichst in einer Form ent-

¥

[ C x

Fig. 2.

gegentritt, bei welcher eine Mehrdeutigkeit vorliegt; z. B.y = }x oder

¥ = J1—x2, wo ja wegen der Doppeldeutigkeit der Quadratwurzel
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die Wahl zwischen zwei Vorzeichen offen bleibt. Laft man diese Doppel-
deutigkeit in der Funktionsdefinition bestehen, so spricht man von
einer ,,mehrdeutigen Funktion, in diesem Falle von einer zweideutigen.

In vielen Fillen wird es jedoch angenehm sein, diese Mehrdeutigkeit
zu beseitigen, Dies kann man ohne weiteres tun, indem man durch
eine besondere Vorschrift eine der verschiedenen Moéglichkeiten aus-
zeichnet, in unserem Falle z. B. durch die Vorschrift y = 0. Man
spricht dann von einem ,,eindeutigen Zweig'* einer mehrdeutigen Funk-
tion; der andere eindeutige Zweig wird in unserem Falle durch die
Beziehung y < 0 charakterisiert. Jeder solche Zweig der Funk-

¥

AR NN
S

Fig. 3. Fig. 4.

tion y = J1 — &2 ist dann in dem Intervalle — 1 <L x# <1 eine ein-
deutige Funktion von x.

Wenn im folgenden nichts Besonderes gesagt ist, wollen wir unter
,,Funktion® immer einen derartigen eindeutigen Zweig verstehen.

y b Ist die Funktion in ihrem ganzen
/ Verlauf eindeutig definiert, so wird die

sie darstellende Kurve von jeder Paral-

/ lelen zur y-Achse nur in einem Punkte
g’“’ic geschnitten. Handelt es sich jedoch um

eine mehrdeutige Funktion, wie z. B.

L y= 1/1 — %2, so werden solche Parallelen

mehrere Schnittpunkte mit der Kurve
haben kénnen, und der eine Schnittpunkt
wird dem einen Funktionszweig, der andere einem andern entsprechen.
Die Kurvenstiicke, welche zu verschiedenen eindeutigen Funktions-
zweigen gehoren, kénnen dabei miteinander zusammenhingen und so
den Gesamtverlauf einer geometrisch mit einem Schlage definierbaren
Kurve bilden wie beim Kreise (vgl. Fig.3) y = }J1— x2; die ver-
schiedenen Zweige kénnen aber auch véllig getrennt verlaufen, wie bei
der Hyperbel y = 1 + 2 (vgl. Fig. 4).

Fig. 5.
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Ich gebe im folgenden noch einige Beispiele fiir die graphische
Darstellung von Funktionen.

o) y=ax
yist x proportional. Das graphische Bild (vgl. Fig. 5) ist eine Gerade
durch den Nullpunkt des xy-Systemes.

B) y=ax+b
9y ist eine , lineare Funktion* von x. Das Bild ist eine Gerade durch
. b
die Punkte x =0, y =b und # =——,y =0.
a
7) y = —x‘ .
¥ ist x umgekehrt proportional. Ist speziell 2 =1, also
1
y= X
so ist z. B. fiir
x=1 y=1, fiir x=% y=2, fiir x =2 y=~;—.

Das Bild (vgl. Fig.6) ist eine zu den ‘Winkelhalbierenden der
Achsen symmetrisch

liegende Kurve, eine Y
gleichseitige Hyperbel.
Diese letztere Funk-
tion ist fiir den Wert
x = 0 offenbar nicht 2

definiert, denn die Di-
vision durch 0 hat kei-
nen Sinn. Die Stelle
x =0, die ein Aus-
nahmepunkt fiir die
Funktion ist, in dessen
Umgebung die Funk-
tionswerte positiv oder
negativ beliebig grof3
werden, stellt das ein-
fachste Beispiel einer
Unendlichkeitsstelle

dar, worauf wir spiter
(vgl. § 8, No. 2) noch ausfiihrlich zuriickkommen.
)] y=%2.

Diese Funktion wird bekanntlich durch eine Parabel dargestellt
(vgl. Fig. 7).

Ebenso wird die Funktion y = 3 anschaulich durch die sog. kubische
Parabel beschrieben (vgl. Fig. 8).

ol

Fig. 6.
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Die eben betrachteten Funktionen und ihre graphischen Bilder
zeigen eine Eigenschaft, welche von der gréBten Bedeutung fiir die Dis-
kussion jeder Funktion ist, ndamlich die Eigenschaft der Stefigkest. Wir
werden diesen Begriff spiter (vgl.§ 8) noch genauer analysieren; sein
anschauliches Wesen, mit dessen Hervorhebung ich mich an dieser
Stelle begniigen kann, besagt, daB y
bei einer kleinen Anderung von x
der Wert von y auch nur eine kleine
Anderung erleidet und nicht plotz-
lich springt, d. h. daB die reprisen-
tierende Kurve nirgends zerreifBit.

Eine Funktion, die fiir alle
Werte von «x in einem Intervall den-
selben Wert y = a besitzt, nennt

¥

I~

[7] x
Fig. 7. Fig. 8.

man eine Konstante a; sie wird durch eine horizontale gerade Linie
reprasentiert. Eine Funktion y = f(x), welche die Eigenschaft hat,
daB in einem Intervall zu gréBeren Werten von x immer groBere

y y

R N
/ N\

Fig. 9.

Werte von y gehoren, heiBt eine in diesem Intervall monoton wachsende
Funktion; gehért aber zu gréBerem x immer ein kleineres y, so heiBt
sie in diesem Intervall eine monoton abnehmende Funktion. Anschau-
lich werden solche monotone Funktionen durch Kurven dargestellt,
welche in dem betreffenden Intervall immer ansteigen oder immer
abfallen (vgl. Fig. 9).

Ist die durch y = f(x) dargestellte Kurve symmetrisch zur y-Achse,
d. h. gehort zu x = — a derselbe Funktionswert wie zu x = a oder ist

=% =1,
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so sprechen wir von einer geraden Funktion. Z.B. y = x2 (Vgl. Fig.7.)
Ist dagegen die Kurve symmetrisch zum Nullpunkt, d. h. ist

=% =—1(),
so sprechen wir von einer #ngeraden Funktion, z. B. y = % oder y = x3
(Vgl. Fig. 8.) oder y = %

4, Umkehrfunktionen;

Wir konnten bereits bei unseren ersten Beispielen unter Nr. 1 be-
merken, daB man eine formale Abhingigkeit zwischen zwei GroBen
verschieden auffassen kann, indem man ebenso berechtigt ist, die erste
GroéBe als Funktion der zweiten, wie die zweite als Funktion der ersten

¥ x

e
K4 ~

Fig. 10.

anzusehen. Ist z. B. y = ax 4 b (wobeil wir ¢ &= 0 annehmen), so

wird x als Funktion von y durch die Gleichung x = y_;}j dargestelit.
Ebenso kénnen wir den durch die Gleichung y = x2 dargestellten

funktionalen Zusammenhang zwischen ¥ und x auch durch die Glei-

chung x = 1/; darstellen. Ganz #hnlich kénnen wir versuchen, bei
einer beliebigen Funktion y = f (x) auch x als Funktion von y auf-
zufassen oder, wie wir sagen wollen, die Funktion y = f (x) durch ihre
»Umbkehrfunktion” x = @ (y) zu ersetzen.

-Geometrisch bedeutet dies folgendes: Man kann das graphische Bild
einer Funktion ¥ =/f (%) auch betrachten, indem man es um die Gerade
umklappt, die den Winkelraum zwischen der positiven x-Achse und der
positiven y-Achse halbiert?) (vgl. Fig. 10). Man hat dann ohne weiteres
graphisch x als Funktion von y dargestellt und somit die Umkehr-
funktion x = ¢ (y) reprédsentiert.

Man erkennt aber schon aus dieser geometrischen Betrachtung sofort,
daBeine eindeutige Umkehrbarkeit einer Funktion y = f(x) an gewisse

1) Statt diese Umklappung vorzunehmen, kdnnten wir zunichst das Koordi-
dinatensystem mit der Kurve ¥ = f (#¥) um einen rechten Winkel drehen und dann
die Richtung der y-Achse umkehren.
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Bedingungen gebunden ist. Sobald die zu der Funktion gehorige
Kurve von den Parallelen y =c¢ zur x-Achse in mehreren Punkten ge-
schnitten wird, wird dem Werte ¥ = ¢ mehr als ein Wert x entsprechen,
die Funktion in diesem Intervall also nicht eindeutig umkehrbar sein.
Um dies zu vermeiden, setzen wir voraus, daB die Funktion y = f (x)
in dem betrachteten Intervalle stetig und monoton ist. Dann lehrt uns
Figur 10, daB tatsdchlich zu jedem Werte von y in dem betrachteten
Intervall x; £ x < x, gerade ein Wert von x gehort, und wir entnehmen
der Figur die Tatsache, daB sich eine in einem Intervalle monotone stetige
Funktion in diesem Intervall stets durch eine eindeutig bestimmie stetige
Funktion umkehven lift.

§ 8. Ndhere Betrachtung der elementaren Funktionen.

1. Die rationalen Funktionen.

Wir gehen nun dazu iiber, die elementaren Funktionen, die Thnen
allen von der Schulmathematik her schon bekannt sind, noch einmal
kurz zu durchmustern. Die einfachsten Klassen von Funktionen
erhalten wir durch wiederholte Anwendung der elementaren Rechen-
operationen: Addition, Multiplikation, Subtraktion. Wenden wir diese
Rechenoperationen auf eine unabhingige Verdnderliche » und irgend-
welche rationale oder irrationale Zahlen an, so erhalten wir als Resultat
die ganzen rationalen Funktionen oder Polynome;

Y=ay+ ayx+--°+ a,x".
Die ganzen rationalen Funktionen sind wegen ihres einfachen Baues
sozusagen die Grundfunktionen fiir die ganze Analysis.

Bilden wir noch den Quotienten derartiger Funktionen, d. h. Aus-
driicke der Form

T by by e by

so gelangen wir zu den allgemeinen oder gebrochen rationalen Funk-

tionen, die {iberall definiert sind, wo der Nenner von Null verschieden ist.
Die einfachste ganze rationale Funktion ist die (ganze) lineare

Funktion

ag+ ay %+ a, 4"

y=ax-+b.
Sie wird durch eine gerade Linie dargestellt. Jede quadratische Funk-

tion von der Form
y=ax?+2bx+c

wird durch eine Parabel dargestellt. Die Kurven, welche eine ganze
rationale Funktion dritten Grades

y=ax3+bx2+cx+d
darstellen, nennt man gelegentlich Parabeln dritter Ordnung, usw.
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Als anschauliche Beispiele fiigen wir in Figur 11 die graphischen
Bilder der Funktion y = x* fiir die Exponenten #» =1, 2, 3, 4 bei.

¥

Fig. 11.

Man erkennt, daB fiir gerade Werte
von # die Funktion y = x® der Glei-
chung f{—x) =7 (x) geniigt, also eine
gerade Funktion ist, wihrend fiir un-
gerades # die Funktion die Bedingung
f(— %) =—f (x) befriedigt, d. h. un-
gerade ist.

Das einfachste Beispiel fiir eine
gebrochene rationale Funktion ist die
schon frither betrachtete Funktion

y =%, deren Bild durch die gleich- y=4

seitige Hyperbel gegeben wird. Ein 0 x

anderes ist die Funktion y = (vgl. _—
Fig. 12).
2. Algebraische Funktionen.

Aus dem Bereich der rationalen Funktionen fithrt uns sofort das
Problem hinaus, Umkehrfunktionen von ihnen zu bilden; z. B. wird
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fiir die Potenz y = x™ dieses Problem gelost durch Einfithrung der

n-ten Wurzel !i/; =« oder, wenn wir die Bezeichnungen von ab-
hingiger und unabhingiger Variabler vertauschen, durch die Funktion

n 1
y=Vx=xn.
Allgemeiner kénnen wir
y= 1R (%)
betrachten, wo R (%) eine rationale Funktion bedeutet. Zu weiteren
Funktionen von dhnlichem Typus gelangt man, indem man auf eine oder

mehrere solcher spezieller Funktionen rationale Rechenprozesse an-
wendet. So gewinnt man beispielsweise die Funktionen

y="Tx+1#+1 oder y=x+)ar+1.
Funktionen dieser Art sind spezielle ,,algebraische Funktionen'‘. Selbst-

verstdndlich ist bei ihnen jedesmal festzusetzen, welches von den ver-
schiedenen moglichen Vorzeichen der Wurzeln zu wihlen ist.

3. Die trigonometrischen Funktionen.

Wihrend die rationalen und die eben betrachteten algebraischen
Funktionen unmittelbar durch die elementaren Rechenoperationen und
ihre Umkehrungen definiert werden, ist die Quelle, aus welcher wir die
Kenntnis der iibrigen, der sog. transzendentent) Funktionen schépfen, zu-
nichst die Geometrie. Wir wollen uns hier mit den elementaren trans-
zendenten Funktionen beschiftigen, ndmlich mit den trigonometrischen
Funktionen, der Exponentialfunktion und dem Logarithmus.

Bei allen Betrachtungen der héheren Analysis, in welcher Winkel
vorkommen, pflegt man diese Winkel nicht nach Grad, Minuten
und Sekunden zu messen, sondern legt der Winkelmessung das
Bogenmaf zugrunde. Man denkt sich den zu messenden Winkel
mit seinem Scheitel in den Mittelpunkt eines Kreises vom Radius 1
gelegt und miBt die GroBe des Winkels durch die Linge des
Bogens, den der Winkel aus der Kreisperipherie ausschneidet. Ein
Winkel von 180°¢ hat also das BogenmaB 7, ein Winkel von 90° das
BogenmalB %, ein Winkel von 45° das Bogenmal %, ein Vollwinkel
von 360° das BogenmaB 27. Umgekehrt berechnet sich ein Winkel
mit dem BogenmaB 1 in Graden angenihert zu

R
%‘L — 57017 45" .

1) Das Wort ,,transzendent*‘ bedeutet keineswegs etwas besonders Geheimnis-
volles oder Schwieriges, sondern deutet lediglich die Tatsache an, daB die Defini-
tion dieser Funktionen mit Hilfe der elementaren Rechenoperationen nicht
mehr moéglich ist: ,,quod algebrae vires transcendit.
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Grundsitzlich werden wir von nun ab immer, wenn wir von einem
Winkel x sprechen, einen Winkel meinen, dessen BogenmaB x ist.

Nach diesen Vorbemerkungen erinnere ich

9. noch kurz an die Bedeutung der trigonometri-
schen Funktionen sin %, cos x, tgx, ctg x,
Bclgz—
4|8

N

5 ®

i

| o C'

be—COS X

Fig. 13.

indem ich auf Figur 13 verweise, in welcher der Winkel x von dem festen
Schenkel OC aus abgetragen ist und als positiver Drehsinn der durch
die Pfeilrichtung angegebene dem Uhrzeiger entgegengesetzt laufende

4

£

clt

yverstanden wird. Die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes 4
liefern uns einfach die Funktionen cos # und sin . Die graphischen

Bilder der Funktionen sin x, cos %, tg #, ctg x finden Sie in den
Figuren 14 und 15.

4. Exponentialfunktion und Logarithmus.

Man betrachtet neben den trigonometrischen Funktionen als wei-
tere elementare transzendente Funktionen die Exponentialfunktion mit
der Basis a

y=a*
Courant, Differentialrechnung.
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und deren Umkehrfunktion, den Logarithmus zur Basis a

x=Ilog .
[

Man pflegt auf der Schule iiber eigenttimliche Schwierigkeiten in der
Definition dieser Funktionen hinwegzugleiten, und auch wir wollen die
genauere Diskussion dieser Funktionen noch ein wenig verschieben, bis
wir feinere Hilfsmittel zur Hand haben (vgl. drittes Kapitel, § 6). Aber
schon jetzt kénnen wir sagen, wie wir diese Funktionen aufzufassen haben.

Ist x = % eine rationale Zahl (p und ¢ == 0 ganze Zahlen) — die Zahl

setzen wir als positiv voraus —, so definieren wir 4% als 1/;13 =a§,
wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. Da die rationalen Werte von %
iiberall dicht liegen (vgl. S. 4), so liegt es nahe, die so definierten
Werte von a* dadurch zu einer fiir alle, auch irrationale Werte
von x definierten stetigen Funktion, der , Exponentialfunktion®, zu
erginzen, daB man fiir irrationale Werte von x die Werte von %
einfach an die definierten Werte stetig anschlieBt und demgemi8 unter a®
diejenige stetige Funktion versteht, die fiir alle rationalen Werte von x
oben definiert wurde. DafB3 diese Festsetzung einwandfrei und nur auf
eine Weise moglich ist, wollen wir fiir den Moment hinnehmen, indem
wir uns dessen bewuBt bleiben, dal wir spiter dafiir eine Begriindung
nachzuholen haben?).
Die Funktion
x=logy
a

148t sich dann fiir ¥ >0 als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
definieren.

§ 4. Funktionen einer ganzzahligen Veridnderlichen.

Bisher haben wir die unabhingige Verdnderliche als in einem ganzen
Intervall stetig variabel betrachtet. Es kommen aber in der Mathe-
matik auch zahlreiche Fille vor, in denen eine GréBe nur von einer
ganzen Zahl, einer Nummer # abhingt, welche die simtlichen
Werte 1, 2, 3, ... annehmen kann. Wir sprechen dann von Funk-
tionen einer ganzzahligen Verinderlichen, oder einer zahlentheoretischen
Funktion, oder auch von einer Funktion eines Index, indem wir die
ganzzahlige unabhingige Verdnderliche, die Nummer, als Index be-
zeichnen. Am besten verstehen wir diese Begriffsbildung an der Hand
von Beispielen.

1. Die Summe der ersten # ganzen Zahlen

51(”)=1+2+3+4+..._*_n:n(n;;l)

1) Vgl. S.54 und 139.
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ist eine Funktion von #. Ebenso ist die Summe der ersten # Quadrat-
zahlen

Se(n)y=12422 4 324...f 92
eine Funktion der ganzzahligen Verinderlichen # ).
2. Andere einfache zahlentheoretische Funktionen sind die Aus-
driicke
nl=1:2...5

oder die Binomialkoeffizienten

(n"__n(n—l)---(n—k—{-l)_ n!
)_ k! T Ri(n— k)

k

bei festem £Z.

3. Jede positive ganze Zahl #, die nicht Primzahl ist, 148t sich durch
mehrere positive ganze Zahlen teilen, wahrend die Primzahlen nur
durch 1 und durch sich selbst teilbar sind. Offenbar kénnen wir nun
die Anzahl T (#) dieser Teiler einer Zahl » als Funktion der Zahl
selbst ansehen. Fiir die ersten Zahlen ist diese zahlentheoretische Funk-
tion durch die folgende Tabelle gegeben:

n=|1]2[3]|4|5[6]7/8 9 10]11 |12
Tm=|1/2/2]83[|2/4/2]|4/3; 4] 2|68

4. Eine viel kompliziertere zahlentheoretische Funktion ist die An-
zahl A(n) der Primzahlen, die unterhalb der Zahl # liegen. Ihre nihere
Untersuchung bildet eines der interessantesten und anziehendsten
Probleme der hoheren Zahlentheorie. Ich will hier nur das Haupt-

1) Man kann iibrigens diese letzte Summe in folgender Weise leicht durch
einen einfachen rationalen Ausdruck in » darstellen. Wir gehen aus von der
Formel

w+1B—93=39243v+1,

schreiben diese Gleichung fiir die Werte » = 0, 1, 2, ..., #» und addieren. Dann
findet man:
(n+1P¥=3S,+4+35+n+1,
woraus durch Einsetzen von S; folgt
3S, = (n + l){(n +1)2—-1 —%n}: (n 4 1){n2+ %n}
und somit
nin+41)2n4+1)
Sp== L 20 1 0,
(]
Ebenso kann man die zahlentheoretischen Funktionen
Sg(n) =13 4238 4...4 nd
Sy(n)=14428 f...4 nt

durch ein ganz dhnliches Verfahren wie oben als eine rationale Funktion von #
ausdriicken.

o%
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resultat dieser Untersuchungen andeuten; es besagt, daB die Anzahl 4 (n)
fiir groBe Werte von # angenihert durch die Funktion 1?;1; gegeben ist),

wenn man unter log # den Logarithmus zu der spiter zu definierenden
,hatiirlichen Basis“ e versteht (vgl. 3. Kapitel, § 6).

§ 5. Der Begriff des Grenzwertes einer Zahlenfolge.
Beispiele.

Unter einer Zahlenfolge verstehen wir eine Aufeinanderfolge von
unendlich vielen Zahlen a,, a5, a3, . . ., 4, . . ., welche uns durch irgend
eine Vorschrift gegeben sein kénnen — im Grunde genommen also
eine Funktion der ganzzahligen Verinderlichen #. Wir wollen uns zu-
nichst an einer Reihe von Beispielen orientieren.

1
1. a, =7.

Wir betrachten die Zahlenfolge

1 1

ay =1, az—-z—, a3—§,..., an—-;

Keine Zahl der Folge ist Null; aber wir erkennen, daB je gréSer der
Index » wird, die Zahl a,, desto niher an Null liegen muB. Wenn wir
also um die Zahl 0 ein Intervall abgrenzen, das wir so klein wihlen
mogen, wie wir wollen, so wird von einem bestimmten Index ab jede Zahl
der Zahlenfolge a,, in dieses Intervall hineinfallen. Diesen Sachverhalt
bringen wir dadurch zum Ausdruck, daB wir sagen: Die Zahlen a,
streben mit wachsendem # gegen 0, oder sie besitzen den Gremzwert
(Limes) 0, oder die Zahlenfolge ay, as, a3, ... konvergiert gegen den

Grenzwert 0. : ‘
Anschaulich bedeutet dies bei der Darstellung der Zahlen durch

Punkte auf der Zahlengeraden, da8 die Punkte % sich mit wachsendem 7
immer dichter gegen den Grenzpunkt 0 andringen.
Ganz dhnlich liegen die Verhiltnisse bei der Folge

1 1 1 —1)n-1
=1, ty=—3, G=3, ay=—7,..., an=(—*"‘**~

Auch hier streben die Zahlen a, mit wachsendem # gegen Null; der
Unterschied ist nur der, daB sie bald groBer, bald kleiner als der Grenz-
wert 0 sind, daB sie, wie man sagt, um den Grenzwert herum oszillieren.

1) D. h. der Quotient der Zahl A (#) durch die Zahl 1;% unterscheidet sich

von 1 um beliebig wenig, wenn nur » geniigend groB ist.
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Symbolisch pflegt man die Konvergenz der Zahlenfolge durch die
Gleichungen
lma,=0
7 —>00
oder auch gelegentlich durch die Abkiirzung
a,—~0

auszudriicken. Die Buchstaben lim sind eine Abkiirzung fiir das Wort
limes (Grenze).

1

9 1, —
s Qo =) a2m—1—'2m

Bei den obigen Beispielen wird mit wachsendem # die Differenz
zwischen @, und dem Grenzwert absolut genommen immer kleiner.
Daf dies nicht immer so zu sein braucht, zeigt das Beispiel der Zahlen-
folge

1 1 1 1 1

®H=73, a,=1, AGy="y, B=75, G="g, Gg= 3, .-

d. h. allgemein: fiir gerades # = 2m sei a, = a,,, = %, fiir ungerades
. 1 . .
n=2m—1seia,=ay,_,= S Auch diese Zahlenfolge hat einen
Grenzwert, ndmlich den Grenzwert Null; d. h. in jedes noch so kleine
Intervall um die Zahl Null herum werden von einem gewissen # an

alle Zahlen a, hineinfallen; aber doch nicht mehr so, da8 jede Zahl
néher als die vorangehende an dem Grenzwerte Null liegt.

n
3. a,,—m.
Wir betrachten die Folge
1 2 ”n
a1=—2', a2=§‘,..., ﬂn=n+1,...,

wobei der ganzzahlige Index # alle Werte 1,2,3,... durchliuft.

h—:-_l , 0 erkennen wir ohne weiteres, daB mit
wachsendem # die Zahl g, sich immer mehr dem Grenzwert 1 nihern
wird, in dem Sinn, daB in jedes noch so kleine um die Zahl 1 abgegrenzte
Zahlenintervall von einem gewissen Index N ab alle Zahlen a,, deren
Index » gréBer als N ist, hineinfallen miissen.
Ganz dhnlich liegt es z. B. bei der Zahlenfolge
. ont—1
=1 +nf1
Auch diese Zahlenfolge strebt mit wachsendem » einem Grenzwert,

und zwar dem Wert 1 zu: lim 4, = 1; man erkennt dies z. B. folgender-
#n >0

Schreiben wir a4, =1 —
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maBen. Wir schreiben

742
R TES
und brauchen nur noch zu beweisen, daB mit wachsendem # die
Zahlen 7, gegen 0 streben. Nun ist, sobald » gréBer als 2 gewdhlt wird,
sicherlich # 42 <2» und #2+4#n + 1>#%2 Also gilt dann fiir
den Rest

a,=1 1—vr,

2n 2
0<7’n<‘n—2=7 (n>2),
und daraus erkennt man sofort, daB dieser Rest 7, bei wachsendem #
gegen O ‘strebt. Unsere Betrachtung gibt uns gleichzeitig eine Ab-
schitzung dafiir, um wieviel die Zahl a,, ungiinstigstenfalls sich von ihrem
Grenzwerte 1 unterscheiden kann; dieser Unterschied wird sicherlich

. 2
nicht mehr als —- betragen.

Der eben betrachtete Grenziibergang bringt die von vornherein
sehr plausible Tatsache zum Ausdruck, daB im Zihler und Nenner des
Bruches fiir 4, die Glieder mit den héchsten Exponenten bei groBen
Werten von # iiberwiegen und fiir die Bildung des Quotienten den
Ausschlag geben.

n,—.
4. a,=7Vp.
Es sei p irgend eine positive Zahl. Dann betrachten wir die Zahlen-
folge ay, a5, a5, . . ., a,, . .., wobei

a,=Vp

gesetzt ist. Wir behaupten, daB

lim @, = lim 1/;= 1

#—>Q0 7—>00
ist. Um hierfiir den Beweis zu fiihren, stiitzen wir uns am einfachsten
auf einen auch fiir andere Zwecke niitzlichen Hilfssatz: Ist % eine
positive Grofe, so gilt
(1) (1+mr>14nk, (@n>1).
Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich unmittelbar aus dem bino-

mischen Satze
(n—

(tmr=14nh+ 20Dy
da alle Glieder rechts positiv sind?). Aus dem binomischen Satz ergibt

1) Wenn wir den binomischen Satz nicht als bekannt voraussetzen wollen,
kénnen wir den Beweis fiir die obige Ungleichung folgendermaBen fiithren:
Nehmen wir an, die Ungleichung

(1+ B> 1+ mh
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sich iibrigens noch eine zweite niitzliche Hilfsungleichung fiir positives 4:
(1+h)n>]_+1"_(n_2ﬂh2,
aus welcher, sobald # > 3 ist, folgt:

2) (L e > 2

(n —1 ist ndmlich dann gréBer als %) .
Wir unterscheiden den Fall » > 1 und den Fall p < 1 (wenn p =1

ist, wird 'i/; fiir jeden Wert von # selbst gleich 1 sein, und unsere Be-
hauptung stellt dann eine Trivialitit dar).

Ist zunichst p >1, so wird auch ,]‘/E >1 sein; wir setzen dann

']'/;5 =1+ h,, wo h, eine positive von # abhingige GroBe ist, und
haben unter Beriicksichtigung unserer obigen Ungleichung (1)

p=14+n,)">1+nk,,
woraus sofort folgt
o<h, <21,
Wir erkennen also, daB bei wachsendem # die GroBe 4, gegen O streben
muBl, wodurch die behauptete Konvergenz der GréBen «, gegen die
Zahl 1 bewiesen ist. Gleichzeitig haben wir ein Mittel an der Hand,
um uns eine Schitzung dariiber zu verschaffen, wie nahe wir uns bei

'der Wahl einer Zahl # schon an dem Grenzwert 1 befinden; die Ab-

weichung der Zahl a,, von 1 ist namlich sicherlich nicht groBer als ﬁ—;—l .
Ist p << 1, so wird '1'/; ebenfalls kleiner als 1 sein und daher gleich

T—Ef gesetzt werden kénnen, wo %, eine positive Zahl ist. Es ist somit,
n
wiederum unter Beriicksichtigung unserer Ungleichung (1)
1 1
P= 0 hr < T nhy”
(Wenn wir den Nenner verkleinern, vergréBern wir den Bruch.) Nun-
mehr folgt

1

1+nhn<P

ware fiir einen gewissen Wert von m schon bewiesen; dann multiplizieren wir
rechts und links mit 1 4+ % und erhalten
142+ > (1 4+ mh)(1+hr)=1+4(m+ 1)h + mh2,

Lassen wir rechts die positive GroBe m 42 fort, so steht unsere Ungleichung fiir den
Exponenten m - 1 vor uns. Sie folgt also, wenn sie fiir den Exponenten m gilt,
auch fiir den Exponenten m -+ 1; da sie nun fiir den Exponenten m = 2
richtig ist, so besteht sie auch fiir den Exponenten m = 3, daher auch fiir den
Exponenten m = 4 usw., also fiir jeden Exponenten.
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und somit 1_ 1
h,< i

»n J
woraus wiederum folgt, daB 4, bei wachsendem 7 gegen 0 strebt. Der
gewiinschte Beweis ist damit gefithrt.

5. anp=an.

Wir betrachten bei festem o die Zahlenfolge @, = a®, wo = die
Reihe der positiven Zahlen durchlauft.
Es sei zunidchst « eine positive Zahl, die kleiner ist als 1, dann

konnen wir o =T11% mit positivem A setzen und erhalten, wieder

unter Benutzung der obigen Ungleichung (1)

_ 1 __ 1 _1.1
ST S Txan <

a, 2

Da 4 hier eine nur von « abhingige, d. h. gegeniiber der Verinderlich-

keit von # feste Zahl ist und also auch % fest bleibt, erkennen wir aus

dieser Bezjehung, daB " mit wachsendem # dem Grenzwert O zustrebt:
limgr=0" O<a<l).

n—>0
Dieselbe Beziehung gilt auch, wenn o« negativ, aber gréBer als — 1

ist. Man erkennt dies sofort, da jedenfalls lim|a|* =0 ist.
. >0
Ist @ =1, so wird offenbar a” stets gleich 1 sein, und wir werden

dann als’ Grenzwert von «® die Zahl 1 anzusehen haben.

Ist « > 1, so setzen wir « =1 + % mit positivem » und erkennen
aus unserer Ungleichung unmittelbar, daB «” mit wachsendem # keinem
bestimmten Grenzwert zustrebt, sondern iiber alle Grenzen wichst. Wir
driicken diesen Sachverhalt aus, indem wir Sagen, a® strebt mit wach-
sendem # gegen Unendlich oder «” wird unendlich; in Zeichen

limgr =00 (x>1).

7n—>00
Das Symbol 0o bedeutet jedoch, worauf ausdriicklich hingewiesen werden
soll, nicht etwa eine Zahl, mit der man rechnen kann, wic mit irgend
etner anderen Zahl; Gleichungen oder Aussagen, bei denen es heiBt,
daB eine GroBe unendlich ist oder unendlich wird, haben niemals den
Sinn einer Gleichung zwischen bestimmten Zahlen. Trotzdem aber ist
eine solche Ausdrucksweise und die Einfiihrung des Symbols oo duflerst
bequem, wie wir im folgenden noch des &fteren sehen werden.

Ist « =—1, so wird a® keinem bestimmten Grenzwert zustreben,
sondern, wenn # die Zahlenreihe durchliuft, zwischen den Werten -+ 1
und — 1 hin- und herpendeln. Ebenso wird, wenn o << — 1 ist, der
Wert von «” zwar absolut genommen iiber alle Grenzen wachsen, aber
in seinem Vorzeichen abwechselnd positiv und negativ sein.
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6. Zur geometrischen Veranschaulichung der Grenzwerte von

a® und ’i/;

Betrachten wir die Kurven y = x® bzw. die Kurven y = a* =1i/—9—6
und beschrinken uns dabei der Bequemlichkeit halber auf nicht

negative Werte von x, so werden die
obigen Grenzwerte durch Figur 16 und 17
veranschaulicht. Wir erkennen bei den
Kurven y = x", daB diese sich bei wach-
sendem # im Intervall von O bis 1 immer
mehr der x-Achse nihern, wihrend sie
auBerhalb dieses Intervalles immer steiler
ansteigen und sich immer genauer einer
Parallelen zur y-Achse anschmiegen. Alle
diese Kurven aber laufen durch den Punkt
mit den Koordinaten x =1, ¥y =1 und
durch den Nullpunkt hlndurch

Bei den Kurven y = xﬂ ]/x nihert
sich der Funktionswert y fiir alle posi-
tiven Werte von x immer mehr der 1,
die Kurven also immer mehr der Paral-
lelen im Abstande 1 zur x-Achse; anderer-

Y

!
,*
18

1y ﬂ

I
I
I
I
I
|

Fig. 16.

seits miissen alle Kurven durch den Nullpunkt gehen. Die Kurven
werden also in der Grenze sich dem Linienzug annihern, welcher

aus ‘der y-Achse zwi-
schen den Ordinaten
y=0und y =1 einer-
seits, der Parallelen
y=1 zur x-Achse an-
dererseits besteht. Beide
Figuren stehen tibrigens
in engstem Zusammen-
hang miteinander, ent- s
sprechend der Tatsache, /
daB8 die Funktionen

¥

-

='i/x gerade die Um-
kehrfunktionender#-ten
Potenzen darstellen.
Daraus kénnen wir ent-

nehmen, daB beide Figuren durch Umklappung

vy = % ineinanderiibergehen.

Fig. 17.

um die Gerade
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7. Die geometrische Reihe.

Ein von der Schule her mehr oder weniger geldufiges Beispiel fiir
einen Grenzwert liefert die ,,geometrische Rethe

l+g+g*+-+g"=t=S,,

wobei die Zahl ¢ der Quotient der Reihe heilit. Der Wert dieser Summe
148t sich bekanntlich, wenn'g Z= 1 ist, in folgender geschlossenen Form
angeben

1—gn

Sn == 1_—q »
wie man sofort erkennt, wenn man diese obige Summe S,, mit ¢ mul-
tipliziert und die so entstehende Gleichung von der urspriinglichen
Gleichung abzieht.

Es entsteht nun die Frage, was aus der Summe S, wird, wenn #
iiber alle Grenzen wichst. Das Resultat lautet: Die Summe S, hat
einen bestimmten Grenzwert S, wenn ¢ zwischen — 1 und -+ 1 mit
Ausschlu der Grenzen liegt, und zwar gilt dann

. 1
S=HimS, =+—-
n-»00 " 1—¢
Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, schreiben wir die
Zahlen S, in die Form S, = ll:q i _1_ ;1 q_ p ; nun haben wir

vorhin gezeigt, daf3 unter der Voraussetzung lg| <1 die GroBe ¢®

— und damit auch 7 7 — mit wachsendem # gegen O strebt, und
daraus folgt sofort, daBl die Zahl S, unter dieser Voraussetzung bei

1
wachsendem » den Grenzwert be51tzt wie wir behauptet hatten.

Den Grenziibergang 1 4 q—l— g —{—- gt li—q pflegt man auch da-

n —>0
durch zu kennzeichnen, daB man sagt, man konne die geometrische
Reihe im Falle |¢|<<1 ins Unendliche fortsetzen und die Summe dieser -

unendlichen geometrischen Reihe sei der Ausdruck {—

Die Summen S,, dér endlichen geometrischen Reihe nennt man auch
die Teslsummen oder Partialsummen der unendlichen geometrischen Reihe
14+ g+ g%+ ---, (man hat also die Zahlenfolge Sy, Sa,..., S,, ...
von der geometrischen Reihe scharf zu unterscheiden).

Die Tatsache, daB die Teilsumme S, der geometrischen Reihe

mit wachsendem # gegen S = T konvergiert, driickt man auch

durch die Redeweise aus: Die unendliche geometrische Reihe
1

——-q'

14 g+ g2+ -- konvergiert bei |q| < 1 gegen die Summe S = 1
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n

8. anp = ]/71 .
Wir wollen zeigen, dal die Folge der Zahlen

2~ 38— n
a,=1, a2=]/2, a=V3,..., an=]/;;,...
mit wachsendem # gegen 1 strebt:

. n—
limJn==1.
#? —>C0
Hier geniigt die oben S. 22 benutzte Ungleichung (1) zum Beweise
nicht mehr, sondern wir miissen uns, indem wir von vornherein # = 3
voraussetzen, der Ungleichung (2) S. 23 bedienen. Wir kénnen jeden-
falls setzen

Vn=1+h,,
wo h, eine von # abhingige positive Zahl bedeutet, und es ist daher
nach der Ungleichung (2)

n=(+h) >R (023,

woraus folgt

n 4

9 .
Also ist gewiB 0<%, < I und somit wird %, mit wachsendem #

gegen 0 streben. Dies aber bedeutet gerade unsere behauptete Limes-
relation.

9. an= yﬂ+1—]/;.
Ich behaupte, daB

lim(Yn+1—yn)=0
. ?—0
1st.
Zu diesem Zwecke brauchen wir nur den zu untersuchenden Aus-
druck in die Form

1 (Fr+1—}n) (fn+1+4)n) 1
n 1—Yn= — e — i e—— —
Rl Jr+14}n bn+1+fn
zu setzen; an diesem Ausdruck erkennt man aber unmittelbar, da8
er mit wachsendem » gegen O strebt.

n
10. a n= ? .
Wir behaupten, daB bei wachsendem # die Folge der Zahlen a, = 2—7:,

den Grenzwert 0 besitzt:

1im§”"—=0.

n—>00
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Wir brauchen zum Beweise nur zu beachten, daB fiir » = 3 nach der
Abschatzung (2)

1
=(1+1)">n
ist, woraus
n 4
T =5 <7

folgt. Somit ist bewiesen, daB unsere Zahlenfolge den Grenzwert 0 hat.

§ 6. Genauere Erérterung des Grenzwertbegriffes.

1. Allgemeines.

Aus den Beispielen des vorangehenden Paragraphen abstrahieren
wir den folgenden allgemeinen Begriff des Grenzwertes: Wenn eine
unendliche Folge von Zahlen a,, a,, ag, . . ., a,, . . . gegeben ist und wenn
es eine weitere Zahl g gibt, derart, daf in jedes noch so kleine um g ab-
gegrenzte Intervall alle Zahlen a, mit Ausnahme von hichstens endlich
vielen hineinfallen, so sagen wir, die Zahl g ist der Grenzwert dev Zahlen-
folge ay, as, as, ..., a,, ..., oder die Zahlenfolge a,, a,, ... Ronvergiert
gegen den Gremzwert g1). Darunter ist, wie ausdriicklich bemerkt sei,
der triviale Fall mit inbegriffen, daB alle Zahlen a, einander gleich
sind und somit auch mit dem Grenzwert g zusammenfallen.

In allen vorangehenden Beispielen lagen die Verhiltnisse so, daB
der Grenzwert der betrachteten Zahlenfolge wieder eine uns schon
bekannte Zahl war. Wenn der Begriff des Grenzwertes uns nichts
anderes liefern wiirde als die Erkenntnis, da8 wir gewisse bekannte
Zahlen durch gewisse Folgen anderer bekannter Zahlen beliebig genau
annihern koénnten, so wiirde mit ihm nicht viel gewonnen sein. Die
Fruchtbarkeit des Grenzwertbegriffes fiir die Analysis beruht aber
wesentlich darauf, daBB wir durch Grenzwerte bekannter Zahlen neue
unmittelbar nicht mehr bekannte oder ausdriickbare Zahlen erfassen
koénnen.

Die ganze héhere Analysis bildet eine Kette von Beispielen fiir
dieses Faktum, das uns im Verlaufe der Vorlesung immer deutlicher
werden wird. Die Darstellung der irrationalen Zahlen als Grenzwerte
rationaler Zahlen kann man als ein erstes Beispiel auffassen. Weitere
werden wir sogleich noch in diesem Paragraphen kennen lernen. Bevor
wir uns diesen zuwenden, wollen wir jedoch noch einige allgemeine
Bemerkungen voranschicken.

Wie erkennt man an einer gegebenen Zahlenfolge a,, 45, 4, . . ., 4y, -
von vornherein, daf sie einem bestimmten Grenzwert g zustrebt, auch
wenn man diesen Grenzwert g nicht vorher angeben kann? Diese

1) Statt ,,mit Ausnahme von endlich vielen“ hitten wir auch ,,von einem ge-
wissen Werte des Index n an'’ sagen kénnen.
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wichtige Frage wird uns durch die Konvergenzregel von Cauchy beant-
wortet, welche folgendermaBen lautet: Es werde in der Zahlenfolge a,,
Ay, o« oy Oy, - . der Ausdruck |a, — a,,| kleiner als eine beliebig klein
gewdhlte positive Zahl &, sobald man nur die Zahlen n und m beide
hinreichend grof wdhit, etwa grifer als eine — im allgemeinen natiirlich
noch von & abhingige — Zahl N = N (g), welche fiir e — 0 selbst iiber
alle Grenzen streben wird; dann folgt die Existenz eines Gremzwertes
g=Ilima,.
n—>00

Die Bedeutung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums liegt darin,
daB wir mit seiner Hilfe von dem Grenzwert einer Zahlenfolge auf
Grund einer Betrachtung der Zahlenfolge selbst sprechen konnen,
ohne vorher den Grenzwert anderweitig charakterisieren zu miissen.

DaB umgekehrt aus der Existenz eines Grenzwertes lima, die

n—c0
Beziehung |a, — a,,| > 0 folgt, versteht sich aus der Definition der
n, m—>00
Konvergenz von selbst; denn wenn die Zahlenfolge a, a,, . . . gegen den

Grenzwert g strebt, so muB fiir beliebig kleines ¢ und hinreichend
& € .
groBes # und m sowohl [g—a,| <5 als auch [g—a,| <5 sein,

also lan_“mlzl(g_am)_(g”—an) | < |§ — an| +|g'—am| <e§&,
und diese Beziehung driickt, da & beliebig klein gewihlt werden kann,
unsere Behauptung aus.

Die Aussage des Cauchyschen Kriteriums ist #duBerst einfach
und fast unmittelbar einleuchtend, wenn man sich die Zahlen auf
der Zahlengeraden reprisentiert denkt; es besagt nimlich, daB eine
Zahlenfolge sicher einen Grenzwert hat, wenn von einer gewissen
Stelle N ab die Werte der Zahlenfolge sich iiberhaupt nur noch in einem
kleinen Spielraum #ndern konnen, der beliebig klein wird, wenn N hin-
reichend groB gewihlt ist. Einen prizisen Beweis fiir unser Kriterium
werden wir im Anhang dieses Kapitels § 1, 2 besonders erbringen und
fiir den Moment uns mit unserer anschaulichen Betrachtung begniigen.

Besonders einfach 148t sich die Frage nach der Konvergenz einer
gegebenen Folge gegen einen Grenzwert entscheiden, wenn die Folge
eine sog. monotone Folge ist, d. h. wenn jede Zahl der Folge entweder
groBer ist als die vorangehende (monoton zunehmende Folge) oder wenn
jede Zahl kleiner ist als die vorangehende (monoton abnehmende Folge).
Es gilt der Satz: Jede monoton zunehmende Folge, deven Zahlen-nach
oben beschrinkt sind, d.h. unterhalb einer festen Schranke M liegen,
besitzt einen Grenzwert; ebenso besitzt jede monoton abnehmende Folge,
deren Zahlen wicht unter eine feste untere Schranke m sinken konnen,
einen Grenzwert, Auch diese beiden Sitze wollen wir vorliufig unter
Hinweis auf die ndhere Begriindung im Anhang als anschaulich evident
betrachten. Eine konvergente monoton zunehmende Folge kann
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natiirlich nur gegen einen Grenzwert streben, der grofer als jede
Zahl der Folge ist, wihrend sich bei monoton abnehmenden Folgen
die Zahlen gegen einen Grenzwert anhiufen, der kleiner ist als jede

Zahl der Folge. So z. B. bilden die Zahlen % eine monoton abnehmende

. . 1 .
Folge mit dem Grenzwert 0, die Zahlen 1 ——- eine monoton zuneh-

mende Folge mit dem Grenzwert 1.

Fiir manche Fille ist es angenehmer, an Stelle der Forderung des
monotonen Zunehmens einer Folge die schwichere Forderung zu
stellen, daBl die Glieder der Folge jedenfalls nicht abnehmen; mit
anderen Worten, zu erlauben, daB aufeinanderfolgende Glieder der
Folge einander gleich sind. Man spricht dann von einer monoton
nicht abnehmenden Folge oder von einer monoton zunehmenden
Folge im schwicheren Sinne. Unser Grenzwertsatz bleibt auch
fiir solche Folgen bestehen, ebenso auch fiir Zahlenfolgen, welche
monoton nicht zunehmen oder im schwicheren Sinne monoton
abnehmen.

Es ist niitzlich, sich zu vergegenwirtigen, daf jede konvergente
Zahlenfolge beschrinkt ist; d. h. zu jeder Zahlenfolge a,, a,, a, . . ., fiir
welche ein Grenzwert £ existiert, gibt es eine von # unabhingige posi-
tive Zahl M, so daB fiir alle 4, der Folge |a, | < M gilt.

Aus unseren Definitionen folgt dieser Satz leicht: Sicher gibt es
nimlich einen Index N, so daB fiir # > N immer |a,—&|<<1 ist.
Unter den N Zahlen |a; —&|, |ay— &, ..., |ay— &| sei 4 die groBte.
Dann diirfen wir M = '&|+ A + 1 setzen. Denn es ist sicher nach der
Definition von 4 die Ungleichung |2, —¢| <A +1firv=1,2,.. . , N
erfiillt, wihrend fiir » > N gilt |2, —&| <1< 4 + 1.

Eine Zahlenfolge, welche nicht konvergiert, heiBt divergent. Wachsen
mit wachsendem # die Zahlen a, positiv iiber alle Grenzen, so spre-
chen wir von einer nach + oo divergenten Folge und schreiben, wie
schon frither gelegentlich: lim a4, = co. Entsprechend schreiben wir
lim a, = — oo, wenn bei wachsendem # die Zahlen — a,, positiv {iber
alle Grenzen streben. Divergenz einer Folge kann sich aber auch in
anderer Weise ausprigen, wie z. B. bei der Folge ¢;, = — 1,4, = + 1,
a;=—1,a,=1,..., deren Glieder zwischen zwei verschiedenen
Werten hin- und herpendeln.

2. Rechnen mit Grenzwerten.

Endlich noch eine letzte Bemerkung iiber das Rechnen mit
Grenzwerten. Aus dem Begriff des Grenzwertes folgt fast unmittel-
bar, daB man die elementaren Rechenoperationen der Addition, Multi-
plikation, Subtraktion und Division mit Grenzwerten nach den folgenden
Regeln ausfithren kann:



§ 6. Genauere Erdrterung des Grenzwertbegriffes. 31

Ist a4, a,, . . . eine Folge mit dem Grenzwert @ und b,, b, . . . eine
Folge mit dem Grenzwert 8, so gilt fiir die Folge der Zahlen

c,=a,+b,
die Relation
lime¢,=a—+5b.
n—>0c0

Fir die Folge der Zahlen ¢, = 4,5, gilt die Gleichung

lime,=ab.

n=—>00

Falls der Grenzwert b von 0 verschieden ist, gilt weiter auch die
Gleichung

lime, = 5
7 —>00
wenn
a'l
c —
n bn

gesetzt wird. In Worten: Man kann die rationalen Rechenoperationen
mit dem Prozesse der Grenzwertbildung vertauschen, d.h. es ist fiir
das Resultat gleichgiiltig, ob wir zundchst einen Gremziibergang und dann
etne rationale Rechenoperation vornehmen oder umgekehrt.

Zum Beweise dieser einfachen Regeln geniigt es, ein Beispiel heraus-
zugreifen, nach dessen Muster Sie sich die weiteren Fille leicht selbst
klar machen kénnen. Wir betrachten etwa die Multiplikation von Grenz-
werten. Die Beziehungen a, —a und b, — b besagen folgendes: Wenn
wir eine noch so kleine GroBe & vorgeben, so brauchen wir nur # gréBer
als N zu nehmen, wobei N = N (¢) eine zu & hinzuzubestimmende
hinreichend groBe Zahl ist, und es wird sicherlich |a —a,| < ¢, sowie
|b—b,|<e sein. Schreiben wir ab—a,b, =05 (a—a,) + a,(b—b,)
und beachten, daB es eine von # unabhingige positive Schranke
M geben muB, so daB |e,|<M ist, dann erhalten wir
|ab—a,b,|<|bi|a—ay|+ |a,] |6—0,|<(b]+ M)e. Da mit ¢
auch die GroBe (|b| + M) e gegen 0 strebt, d. h. beliebig klein wird,
wenn nur & hinreichend klein gewihlt wird, so sehen wir, daB bei
geniigend groBem # tatsdchlich die Zahlen ab = ¢ und a,b,, = ¢, sich
voneinander beliebig wenig unterscheiden; das aber ist gerade die

durch die Gleichung b = lim a, b, gemachte Aussage.
e

Auf Grund dieser Regeln bestimmen sich viele Grenzwerte besonders
einfach; z. B. wird

1—L
m = —lim "1
wim I 1L
7n—>00 71 —>00 R R
l+n+n2
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da wir in dem zweiten Ausdruck sofort den Grenziibergang im Zihler
und Nenner fiir sich vornehmen kénnen.

Noch eine weitere einfache und selbstverstindliche Regel verdient
eine besondere Formulierung: Ist lim @, = & und lim b,, = b, ist ferner
a, > b, fiir jedes n, so gilt sicherlich a = 5. Wir diirfen aber keineswegs
allgemein erwarten, daB @ > b sei, wie uns das Beispiel der beiden Folgen
1
7 )

Wir wenden uns nun einigen neuen wichtigen Beispielen zu, die
das oben geschilderte allgemeine Prinzip niher erliutern sollen.

1
a, = b, = o lehrt, fiir welche a = b = 0 ist.

8. Die Zahl e.

Als erstes Beispiel fiir die Erzeugung einer nicht von vornherein
charakterisierbaren Zahl als Grenzwert einer Folge bekannter Zahlen
betrachten wir die Summe

1 1 1
Se=ltqrtgrttor

Ich behaupte, daB diese Zahl S, mit wachsendem # einem bestimmten

Grenzwert zustrebt.

Um die Existenz des Grenzwertes zu beweisen, beachten wir, daB
die Zahlen S, mit wachsendem # monoton zunehmen. Andrerseits
gilt fiir alle »

Sa<ltldgt gt t o =l4 — <3,

Die S,, besitzen also die obere Schranke 3 und haben somit als monoton
wachsende Zahlenfolge einen Limes, den wir mit e bezeichnen:
e=1limS§S,.
n—0
Ich behaupte nun weiter, daB gegen die durch den obigen Grenz-
wert definierte Zahl ¢ auch die Zahlenfolge

T,=(1+ 1"

konvergiert.

Der Beweis der Identitit der beiden Grenzwerte ist einfach und zugleich
lehrreich fiir das Operieren mit Grenzwerten. Nach dem binomischen
Satze, den ich hier voraussetzen will, ist

1\n 1 — — —92...1 1
To=(13) =1 g 2D Ly nom D =B 2

L R )
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Man erkennt hieraus sofort, daB einmal T, < S, ist und daB zweitens
auch die T, eine monoton ansteigende Folge bilden?), woraus die Exi-
stenz des Grenzwertes lim 7, = T {folgt. Um die Gleichung T =¢

n—>00
zu beweisen, beachten wir, daB jedenfalls

To>1+14 o (1= L) L1 D) 1222

ist, sobald m > # wird. Lassen wir nun, indem wir » festhalten, m
iiber alle Grenzen wachsen, so entsteht links der Grenzwert T, rechts
grade die Zahl S, und wir erhalten T 2> S,. Somit wird schlieBlich
T=>S,=T,. Nunmehr erst lassen wir # wachsen, wobei T, gegen
T strebt und aus der hingeschriebenen Doppelungleichung sofort
T =1lm S, = S folgt. Dies aber war unsere Behauptung.

#—>C0

Wir werden iibrigens auf diese Zahl e spiter (drittes Kapitel, §6)
noch von anderen Gesichtspunkten her gefiithrt werden.

4, Die Zahl & als Grenzwert.

Eine Thnen schon von der Schule her geliufige Grenzwertbetrach-
tung, die im Kern auf das klassische Altertum (Archimedes) zu-
riickgeht, ist diejenige, durch welche man die Zahl & definjert. Die
geometrische Bedeutung von s ist der Flacheninhalt des Kreises
mit dem Radius 1. Die Existenz dieser Zahl x entnehmen wir also
der Anschauung, indem wir es fiir selbstverstindlich ansehen, daB
dieser Flicheninhalt sich durch eine (rationale oder irrationale) Zahl
messen 14Bt, die wir dann eben einfach mit # bezeichnen. Mit dieser
Festsetzung aber ist wenig gewonnen, wenn man die Zahl wirklich
mit einer gewissen Genauigkeit berechnen will. Man kann dann-
nicht anders vorgehen als so, daB man die Zahl durch einen Grenz-
prozeB darstellt, ndmlich sie als Grenzwert einer Zahlenfolge wohl-
bekannter und leicht berechenbarer Zahlen auffaBt. Schon Archimedes
hat in seiner Exhaustionsmethode diesen Weg beschritten, indem er
den Kreis durch immer feiner sich ihm anschmiegende regelmiBige
Polygone von wachsender Seitenzahl mehr und mehr ausschopfte. Be-
zeichnen wir den Inhalt des dem Kreise einbeschriebenen m-Ecks mit
fm» SO berechnet sich aus ihm der Inhalt des 2m-Ecks durch die aus
der Elementarmathematik bekannte Formel

=) 22} (2]

1) Wir erhalten n3mlich 7,,, aus 7T, indem wir die Faktoren

n

1 2 . . 1 2
1—;, 1—-;, ... durch die gréBeren l—m, l—m,...

ersetzen

und ein letztes positives Glied hinzufiigen.
Courant, Differentialrechnung. 3
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Lassen wir m nicht die Reihe aller Zahlen, sondern nur die Reihe
der Potenzen von 2 durchlaufen, m = 2%, bilden wir mit anderen
Worten gerade diejenigen regelmiBigen Polygone, deren Ecken wir durch
fortgesetzte Halbierung aus dem Kreisumfang erhalten, so wird der
Flacheninhalt des Kreises durch den Grenzwert
7t =1im f,n
7 —> 0

gegeben sein. Diese Grenzwertdarstellung von x ist tatsichlich eine
Handhabe zur angeniherten numerischen Berechnung; denn wir kénnen
ausgehend von dem Werte f, = 2, der Reihe nach die Zahlen unserer
gegen 7 strebenden Zahlenfolge berechnen.

' Es sind dies iibrigens Dinge, die Ihnen allen mehr oder weniger
geldufig sein werden. Worauf ich aber schon hier hinweisen will, ist,
daf die Berechnung von Flicheninhalten durch Ausschépfung mittelst
leicht berechenbarer geradlinig begrenzter Flichenstiicke die Grund-
lage fiir den im nichsten Kapitel zu entwickelnden Integralbegriff gibt.

5. Das arithmetisch-geometrische Mittel.

Sind « und § zwei positive Zahlen, von denen wir § < o annehmen
wollen, so ist immer ihr arithmetisches Mittel gréBer, hochstens gleich
dem geometrischen Mittel, d. h. es gilt immer

222> yap,

und das Gleichheitszeichen hat nur im Falle & = f§ statt. Der Beweis
dieser Tatsache besteht in der Bemerkung, daf3

atp—2 Yap=(Ju— 17

als Quadrat nicht negativ ist und nur fir « =p verschwindet.
Wir setzen nun o« = a, und f = by, wWo 44> 5b,>0. Dann bilden

wir das arithmetische Mittel

%t b
1 9
und das geometrische Mittel
b= V“o by -

Offenbar ist by << b; < @y << @, Weiter bilden wir jetzt sowohl das
arithmetische als auch das geometrische Mittel aus a; und &;:

ay -+ b —
a, = l2 ', bzzl/albl

mit by < by << by < a, << a; < ay und dann weiter

a,+ b -
a,=" 2J’ by = Vayb,
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usw. Man erkennt sofort, daB die Zahlenfolge a, den Ungleichungen
Ay >8> Ay > ay >0 - >y,
die Zahlenfolge b, den Beziehungen
by <by<by < by <0< gy
geniigt. Die a, bilden also absteigende, die b, eine ansteigende mono-
tone Zahlenfolge. Da aber simtliche dieser Zahlen zwischen den Schran-
ken b, und g, liegen, so existieren nach unseren obigen Betrachtungen die

Grenzwerte
lima,=A und limb,=B8B.

7 —>20 7 —>00

Nun erkennt man leicht, dal A = B sein muB; denn es ist

. . b . . 4 B
A=1lima, =1im v‘l-”—*vl-:zl_ "‘1=—;<hman_l—{—llmbn_l):’z*—i-—z—.
n —>C0 n=~—>Q #n—>C0 n—0
Also ist A=B.

Diesen gemeinsamen Grenzwert nennt man das arithmetisch-geometrische
Mittel der Zahlen a, und b,

§ 7. Der Begriff des Grenzwertes bei stetigen Verdnderlichen.

Wir haben bisher den Grenzwert von Zahlenfolgen, d. h. Funk-
tionen «, einer ganzzahligen Veridnderlichen # betrachtet. Der Begriff
des Grenzwertes tritt jedoch vielfach auch in Verbindung mit dem
Begriff einer stetigen Veridnderlichen x und einer Funktion f (x) bei folgen-
der Frage auf:

Wir denken uns die Funktion durch eine Kurve reprisentiert und
einen Punkt mit der Abszisse x auf der Kurve so bewegt, dal3 dieAbszisse
sich immer mehr einer bestimmten Zahl & ndhert, — dabei kann die
Bewegung auch hin und her laufen. — Dann kann es der Fall sein, da
auch der Funktionswert f(x) einem bestimmten Grenzwert zustrebt.
Einen solchen Grenziibergang koénnen wir dadurch prizis formulieren,
daB wir ihn in folgender Weise auf Grenziiberginge mit Zahlenfolgen
zuriickfithren.

Ist x eine stetig verdnderliche GréBe und £ ein bestimmter Wert,
so sagen wir, x strebt gegen &, oder symbolisch ausgedriickt x — &,
wenn x eine Folge von Werten x,, %,, %3,..., %,, ... durchliuft,
welche alle von & verschieden sind und fiir welche x, — £ gilt. Ob die
Wertefolge x, monoton von rechts oder monoton von links gegen & strebt,
ob sie um den Wert & oszilliert, ist dabei ganz gleichgiiltig. Es sei
nun f(x) eine Funktion der stetigen Verinderlichen x. Dann sagen
wir, daB3 fiir x— & der Funktionswert f(x) gegen einen Grenzwert g
strebt, in Zeichen

limf(x) =g,

x—E

3*
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wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir jede unserer Zahlenfolgen
%y, X9, « - oy ¥y, « . . SOll der Grenzwert der Zahlen f(x,) existieren und
dieser Grenzwert g soll nicht von der speziellen Wahl der Folge ab-
hingen?).

Eine andere gleichwertige Formulierung ist die folgende: Grenzt
man ein Dbeliebig kleines Intervall um die Zahl g ab, so fallen alle
Funktionswerte f(x) in dieses Intervall, wenn nur der von & ver-
schiedene Punkt # hinreichend nahe an der Stelle & liegt, d. h. innerhalb
eines Intervalles um die Stelle &, dessen Linge von dem vorgegebenen
Intervall um die Zah! g noch abhingen kann und im allgemeinen um
so kleiner sein wird, je kleiner das erste Intervall ist.

Wir wollen uns diese abstrakte Definition an einigen einfachen
Beispielen klar machen und betrachten zunichst die Funktion

sin x

fy =32

Wir behaupten, daB

=0
ist. Diese Behauptung kénnen wir nicht etwa dadurch beweisen, daB
wir den Grenziibergang in Zihler und Nenner fiir sich ausfithren; denn
Zihler und Nenner verschwinden fir x = 0, und das Symbol % als

solches hat gar keinen Sinn. Wir schlagen zum Beweise dieser Limes-
¢  gleichung folgenden Weg ein.
Aus Figur 18 entnehmen wir durch Ver-

8 gleich der Flicheninhalte der Dreiecke OA B
o|s und 0AC und des Sektors 04 B die Beziehung
=
8 sinx < x<tgx,
> aus der folgt:
1] / ¥ 1
Fig. 18, < siny ~cosx

iy e . sin » . .
Mithin ist der Quotient —— zwischen den Grenzen 1 und cos x ein-

geschlossen. Mit x — 0 strebt bekanntlich cos x gegen 1, und daraus

1) Diese zweite Forderung ist iibrigens eine Konsequenz der ersten. D. h.

wenn fiir jede Zahlenfolge x, mit »,—& ein Grenzwert g = lim f(x,) existiert,
: #—>00

dann ist dieser Grenzwert derselbe fiir alle Folgen. Sei nimlich #/ eine zweite
Zahlenfolge mit ), —~& und dem Grenzwert g’ = lim f(#}), so strebt auth die
Zahlenfolge #,, x1, %, x’2 R xf,, ... gegen £ und daher existiert nach Vor-
aussetzung auch ein Grenzwert g’ der Wertefolge 7 (%), f(#{)..... f(xn),
f{(#%),... Da dieser Grenzwert sich aber bei hinreichend groSem # sowohl von
f (#,) als auch von f (#}) nur beliebig wenig unterscheidet, so muB er sowohl mit
g als auch mit g’ identisch sein, woraus die behauptete Gleichheit von g und
g folgt.
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folgt unmittelbar, daB der Quotient Sil;x
unterscheiden kann, wenn nur x hinreichend nahe an 0 ist. Dies aber
ist gerade der Inhalt der behaupteten Limesgleichung.

Aus dem bewiesenen Resultat folgt die Relation

sich von 1 nur beliebig wenig

. tgx . sinx .. 1
lim 2% = lim lim-—— =1
£—0 =0 X x_>0COSZ
und die weitere
. l—cosx
i —=0.
20

Diese letztere ergibt sich am einfachsten, wenn wir schreiben

1 —cosx__(1—cosx)(l4cosx) 1—cos?x _ sinx 1
T x - % (1 4 cos #) “x(0+cosx) x I-+cosw

sin x.
Fir x— 0 strebt rechts der erste Faktor gegen 1, der zweite

gegen %und der dritte gegen 0, das Produkt also gegen 0, wie wir be-

haupteten.

Zum SchluB dieser Betrachtung iiber Grenzwerte bei stetigen Ver-
anderlichen sei noch bemerkt, daB3 wir selbstverstindlich auch Grenz-
werte betrachten konnen, bei denen die stetige Verdnderliche x iiber
alle Grenzen wichst. Z. B. ist ohne weiteres die Schreibweise ver-
stdndlich:

1
%241 Mt

1 2__1—11m r=
X=>® r—>o 1_.,7
xz

Sie bedeutet, daf3 die Zahl links sich von 1 um beliebig wenig unter-
scheidet, sobald nur die Zahl x hinreichend groB gewihlt ist.

§ 8. Der Begriff der Stetigkeit.
1. Definitionen.

Wir haben schon in §2 den Begriff der Stetigkeit an Beispielen
veranschaulicht. Nunmehr sind wir mit Hilfe des Grenzwertbegriffes
in der Lage, den Begriff der Stetigkeit vollstindig zu prizisieren.

Das Bild einer in einem Intervall stetigen Funktion war fiir uns
eine Kurve iiber diesem Intervall, die aus einem nicht zerreiBenden
Stiick besteht; wir sagten auch, daB die Anderung der Funktion y
beliebig klein bleiben muB, wenn nur die Anderung der unabhéngigen
Verinderlichen x sich auf ein hinreichend kleines Intervall beschrinkt.
Diesen Sachverhalt pflegt man etwas umstindlicher, aber praziser
folgendermaBen zu formulieren: Eine Funktion f(x) heiBt in dem
Punkte £ stetig, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Fiir die Stelle §
wird der Funktionswert f(£) .mit beliebig vorgegebener Genauig-
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keit & durch alle Funktionswerte f(x) angenihert, sobald nur x hin-
reichend nahe an der Stelle £ liegt; d. h. ist ¢ eine beliebig klein gewihlte
positive Zahl, so kann man zu ihr eine andere positive Zahl § = d(g)
hinzubestimmen, derart, daB fiir alle Punkte, fiir welche |x —&[ <9
ist, auch | f(x) — f(£) | < & wird. Mit noch anderen Worten: die Stetig-
keitsforderung verlangt, daB fiir die Stelle £ die Limesgleichung

lim f(x) = ()

gilt. Der Funktionswert in der Stelle & liBt sich als Grenzwert der
Funktionswerte in den Punkten einer beliebigen Folge von Zahlen auf-
fassen, welche gegen die Stelle & streben.

Es ist wichtig zu beachten, daB unsere Forderung zweierlei verlangt,

nimlich erstens die Existenz des Grenzwertes lim f (¥) und zweitens
: x—>E

die Ubereinstimmung dieses Grenzwertes mit dem an der Stelle & defi-
nierten Funktionswert f (£).

Nachdem so die Stetigkeit n einem Punkte erklirt ist, definieren
wir: Eine Funktion f(x) heiBt tn einem Intervalle stetig, wenn sie in
jedem Punkte des Intervalles stetig ist.

2. Unstetigkeitspunkte. -

Man versteht den Begriff der Stetigkeit besser, wenn man sich ihn
an seinem Gegenteil, an dem Begriff der Unstetigkeit erlautert. Die
einfachste Art von Unstetigkeiten zeigen solche Stellen, bei denen die
Funktion einen Sprumg macht, d. h. bei denen die Funktionswerte sich
verschiedenen aber bestimmten Grenzwerten nihern, je nachdem, ob
wir von rechts oder links der Sprungstelle zustreben; ob und wie in der
Sprungstelle selbst der Funktionswert definiert ist, bleibt dahingestellt.
Z. B. hat die durch die Gleichungen

f(x)=0 fir 22>1, f(x)=1 fir x2<1, f(x)=—;— fiir x2=1

definierte Funktion an den Stellen & = 1 und & = — 1 Unstetigkeits-
punkte. Die Grenzwerte von rechts und von links bei Anniherung an
diese Stellen unterscheiden sich um 1 (und die Funktionswerte stimmen
mit keinem der Grenzwerte iiberein, sondern sind deren arithmetisches
Mittel).

Nebenbei bemerkt wird uns unsere Funktion mit Hilfe des Grenz-
begriffes durch den Ausdruck

. 1
/(%) _—‘nl_lfg T e
geliefert. Sobald ndmlich x2 <1 ist, d. h. x in dem Intervall

—1l<x<1
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liegt, wird x2" den Grenzwert 0 haben. Die Funktion wird also den
Wert 1 besitzen. Ist jedoch x2>1, so wird x2™ mit wachsendem #
iiber alle Grenzen wachsen; unsere Funktion wird also den Wert 0
haben. Endlich ist fiir 2 =1, d. h. fiir x =+ 1 und ¥ =—1 der

Funktionswert offenbar gleich % (vgl. Fig. 19).

Weitere Kurven mit Spriingen sind in Fig. 20a und 20b gezeichnet
und reprisentieren Funk- y
tionen, die an den betref-
fenden Stellen Unstetig-
keitspunkte haben.

Wiahrend bei  den e
Sprungstellen der Grenz- o 0
wert von rechts, wie der
von links existiert, be-
trachten wir nun Unstetig-
keitsstellen, in welchen
diese Forderungen nicht
erfiillt sind. Die wichtigsten derartigen Stellen sind die Unendlwh-
kestsstellen. Diese sind Stellen wie die Stelle £ = 0 fiir die Funktion

Fig. 19,

1 . . 1 .
- oder fiir die Funktion s in y
denen der Funktionswert gar nicht !
definiert ist und bei welchen fiir I
% — & der Betrag |f(x)| iiber alle |
|
I
4 |
|
|
|
!
|
[/ T }
}
—— | 7]
| |
Fig. 30a ’ }
y ‘ I
| |
| |
/ / | |
|
0 |
/ / ’ | |
7/ : !
Fig. 20b. Fig. 21.

Grenzen strebt. Bei der Funktion % streben die Funktionswerte

positiv bzw. negativ iiber alle Grenzen, wenn x sich von rechts
bzw. von links her dem Nullpunkte nihert. Dagegen hat die
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Funktion y = }}5 fir =0 eine Unendlichkeitsstelle, bei welcher
von beiden Seiten her der Funktionswert positiv unendlich wird
(vgl. Fig. 6 S.11 und Fig. 12 S. 15). Die Funktion y = ;51_—1, welche

durch Figur 21 reprisentiert wird, hat sowohl an der Stelle x = 41
wie auch an der Stelle x = — 1 eine Unendlichkeitsstelle.

Endlich erwdhnen wir noch an der Hand eines Beispieles einen
weiteren Typus von Unstetigkeiten, bei denen kein Grenzwert von
rechts oder links existiert. Wir betrachten die Funktion

y=sin -
Die Funktion nimmt alle Werte zwischen — 1 und + 1 an, wenn die
Zahl% die Werte (2 n— %) 7 bis (2 n -+ %) 7 durchlauft, gleichgiiltig,
welches die ganze Zahl » ist. An den Stellen x = ij wird also

die Funktion den Wert 1, an den Stellen x = (47%1‘)’5 den Wert — 1

annehmen. Man erkennt hieraus, daB die Funktion immer rascher
zwischen den Werten 4+ 1 und —1

¥ . . .
4 hin- und herpendelt, je mehr wir uns
\\“"’&Q\.’ der Stelle x = 0 nihern, und da8 in
¥ / m.s‘l"q{/ﬁ
Tixz  # =
0 —1.7? Jiz' \_72[ x
Fig. 22, Fig. 23.

unmittelbarer Umgebung der Stelle x = 0 unendlich viele derartige
Oszillationen stattfinden (vgl. Fig. 22). An der Stelle x = 0 selbst ist
die Funktion gar nicht mehr definiert. :

Es ist von Interesse, daB dagegen die Funktion y = x sin%, deren
Bild (vgl. Fig. 23) ebenfalls nebenstehend gezeichnet ist, an der Stelle
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x =0 stetig bleibt, wenn man ihr dort den Funktionswert 0 zu-
schreibt. Diese Stetigkeit wird dadurch erzwungen, daB der Faktor »
bei Anniherung an den Nullpunkt die Oszillationen des Sinus ddmpft.

Diese Funktion y =% sin—;l; hat in der Nihe der Stelle ¥ = 0 jedoch

nicht mehr die Eigenschaft, nur endlich oft zwischen monotonem
Wachsen und monotonem Abnehmen abzuwechseln; vielmehr oszil-
liert sie noch unendlich oft hin und her, wenn auch die Ausschlige
bei diesen Oszillationen mit Anniherung an den Nullpunkt beliebig
klein werden. Immerhin zeigt uns dieses Beispiel, daB der blo8e Be-
griff der Stetigkeit noch allerlei merkwiirdige und der naiven Anschauung
fremdartige Moéglichkeiten offen 148t.

Bei alledem méchte ich auf einen Umstand hinweisen, den man
zur Prizisierung der Begriffe beachten muB. Es kann vorkommen,
daB eine Funktion durch das urspriinglich gegebene Zuordnungsgesetz
an einer bestimmten Stelle nicht definiert ist, wie z. B. die beiden
zuletzt behandelten Funktionen an der Stelle x = 0. Bei dem letzteren
Beispiel kénnen wir nun an dieser Stelle durch eine neue Festsetzung,
nimlich durch die Forderung y = 0 fiir ¥ = 0 den Funktionswert an
dieser Stelle so erginzen, da8 nach dieser Erginzung die Funktion
auch noch an dieser Stelle stetig bleibt; dazu ist nur nétig, daB die
Grenzwerte von rechts und von links existieren und einander gleich
sind; wir brauchen dann nur den Funktionswert an der Stelle gleich
dem betreffenden Grenzwert zu setzen, um dort die Funktion stetig

. .. 1 . .
zu machen. Bei dem vorangehenden Beispiel y = sin— aber ist dies

nicht méglich.

3. Sitze iiber stetige Funktionen.

Zum Schlusse seien noch folgende wichtigen allgemeinen Tatsachen
angefiihrt, deren Beweis sich nach den Bemerkungen {iber das Rechnen
mit Grenzwerten S. 30 von selbst versteht: Swumme und Produkt von
zwer stetigen Funktionen ist wieder stetig: Der Quotient zweier stetiger
Funktionen ist dort stetig, wo der Nenner nicht verschwindet. »

Insbesondere ergibt sich hieraus sofort die Stetigkeit aller ganzen
rationalen Funktionen und aller gebrochen rationalen Funktionen,
abgesehen von den Nullstellen des Nenners. DaB die iibrigen elementaren
Funktionen, wie die trigonometrischen, stetig sind, wird sich bei unseren
spiteren Betrachtungen ganz von selbst mit ergeben (vgl. S.53 und
S. 76).
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Anhang zum ersten Kapitel.

Vorbemerkungen.

In der griechischen Mathematik war weitgehend das Prinzip durch-
gefiihrt, alle Sidtze in logisch biindiger Form dadurch zu beweisen,
daB man sie auf ein System von méglichst wenigen nicht weiter
zu beweisenden Axiomen zuriickfiihrte. Diese axiomatische Form
der Darstellung, die zugleich einen Priifstein fiir die Vollkommenheit
der Untersuchung bildete, wurde zu Beginn der Neuzeit vorbildlich
fiir Darstellungen in anderen Wissenszweigen; namentlich in der Philo-
sophie haben Ménner wie Descartes und Spinoza geglaubt, ihren Unter-
suchungen durch eine axiomatische oder, wie man es nannte, ,,geome-
trische* Darstellung gréBere Uberzeugungskraft zu geben.

Aber anders war es mit der modernen Mathematik, die sich etwa
gleichzeitig mit der neueren Philosophie zu entwickeln begann. In der
Mathematik gab man vielfach sehr bald das antike Prinzip der
axiomatischen Durchdringung des Stoffes auf. Anschauliche Evidenz
in jedem einzelnen Falle wurde ein Hauptbeweismittel; ein gewisses
gefiihlsmiBiges, gelegentlich von mystischen Beimengungen nicht immer
freies Operieren mit den neuen Begriffen (vor allem mit den omindsen
,;unendlich kleinen GroBen‘‘) findet sich auch bei Forschern ersten
Ranges. Eine Art blinder Glaube an die Allmacht der neuen Rechen-
methoden ri8 die Forscher in ihren Betrachtungen auf Wege mit
fort, die sie unter dem Drucke der Anforderungen voller Strenge
niemals hitten gehen koénnen. Kein Wunder, daBl nur ein sicherer,
genialer Instinkt vor groben Irrtlimern schiitzen konnte.

Und doch ist es ein Gliick, daB es so war, und daB die spiter im
18. Jahrhundert einsetzende und sich im 19. Jahrhundert systematisch
durchsetzende kritische Gegenstromung erst kam, als sie nicht mehr
die Entwicklung hemmen, sondern nur noch ihre Friichte sichern und
fordern konnte. Aber das Bediirfnis nach solcher kritischer Erfassung
und Sicherung des Gewonnenen steigerte sich allmdhlich in einem
Grade, daB seine Befriedigung mit Recht als eine der wichtigsten Lei-
stungen in der Mathematik des 19. Jahrhunderts erscheinen mu8.

Fiir die Integral- und Differentialrechnung ist hier besonders Cauchy
zu nennen, welcher durch einwandfreie und klare Formulierung der
Grundbegriffe das schon im 18. Jahrhundert begonnene Werk einer
leicht faBlichen und von allen Unklarheiten des unendlich Kleinen
befreiten Darstellung der héheren Analysis zu einer in vielen Ziigen
vorbildlichen Vollendung brachte.

Was hauptsichlich noch zu tun iibrig blieb, war, in den Begriin-
dungen der Sitze und Methoden die anschaulichen Betrachtungen
durch rein analytische zu ersetzen, die sich allein auf die Zahl und die
mit Zahlen méglichen Operationen aufbauen, oder, wie man heute sagt,



§ 1. Das Haufungsstellen-Prinzip und seine Anwendungen. 43

die Analysis zu arithmetisieren. In der Tat stellt die Berufung auf die
geometrische Anschauung bei Beweisen in der Analysis ein fiir den
kritisch geschulten Geist bedenkliches Element dar. Man braucht gar
nicht auf die Frage nach der Genauigkeit oder Ungenauigkeit der
Anschauung oder auf die Frage nach der Existenz einer ,reinen An-
schauung a priori” im Sinne Kants einzugehen, um zu erkennen, daf3
die naive anschauliche Betrachtung hinreichend viele Unbestimmt-
heiten enthilt, die ihre Heranziehung zu vollstindig strengen Beweisen
in der Analysis verbietet. Im Verlaufe der Vorlesung wird uns das
mehrfach deutlich vor Augen treten. Schon jetzt aber mochte ich
darauf hinweisen, daB3 z. B. der Begriff der stetigen Kurve anschaulich
sehr schwer zu erfassen ist. Eine stetige Kurve braucht keineswegs in
jedem Punkte eine bestimmte Richtung zu haben; ja, es hat sich sogar
gezeigt, daB es stetige Kurven gibt, die in keinem Punkte eine Richtung
besitzen; ebenso gibt es stetige Kurven, fiir die nirgends der Begriff der
Kriimmung einen Sinn hat und Kurven, denen man keine Linge zu-
schreiben kann. Angesichts solcher Tatsachen wird auch der Anfinger
das Bediirfnis nach Arithmetisierung der Analysis anerkennen miissenl).

Wir wollen dariiber aber nicht vergessen, dafl eine jahrhunderte-
lange glinzende, iiberaus erfolgreiche Entwicklung der Mathematik ohne
eine Befriedigung dieses Bediirfnisses moglich war. Trotz aller Ein-
wendungen bleibt die Anschauung doch immer die wichtigste leben-
dige Triebkraft fiir die mathematische Erfindung, und nur sie kann
die Briicke von der Theorie zu den Anwendungen schlagen.

Ich will Thnen nun im Anschiuf3 an Begriffsbildungen von Bolzano
und Weierstraf diejenigen Gedankenginge entwickeln, welche die
scharfe Begriindung und Erginzung der im ersten Kapitel nur unter
Berufung auf die Anschauung formulierten Sitze geben.

Zum SchluB des Anhangs werden noch einige hiermit nicht zu-
sammenhidngende Erginzungen zum ersten Kapitel folgen.

§ 1. Das Haufungsstellen-Prinzip und seine Anwendungen.
1. Das Haufungstellen-Prinzip.

Bei der strengen Begriindung der Analysis pflegt man das Haufungs-
stellen- Prinzip von Weierstra an die Spitze zu stellen, ein Prinzip,
welches vom Standpunkte der naiven Anschauung aus eine Selbst-
verstindlichkeit formuliert, jedoch gerade als kurze Formulierung eines

1) Grundsitzlich muB man sich davon Rechenschaft geben, daB die scharfen
mathematischen Begriffe immer weitgehende Idealisierungen der Vorstellungen
darstellen, zu denen uns eine naive Anschauung fithrt, und daB daher die Fragen
der letzten Grundlegung der Mathematik nicht durch Berufung auf die naive
Anschauung beantwortet werden kénnen. Erst in einer allmédhlichen Entwickelung,
die bis in unsere Tage reicht und noch nicht zum Abschlu8 gekommen ist, haben
die - Grundlagenprobleme der Mathematik eine weitgehende Klirung erfahren.
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immer wiederkehrenden Sachverhalts duBerst bequem zu verwenden ist
wie eine Scheidemiinze im téglichen Verkehr. Es lautet: Wenn in einem
endlichen Intervall unendlich viele Zahlen gegeben sind, so besitzen diese
Zahlen mindestens eine Haufungsstelle &; d. h. es gibt mindestens einen Wert
& devart, daB n jedes auch noch so kleine um dem Punkt & abgegrenzte
Intervall immer noch unendlich viele der gegebemen Zahlen hineinfallen.

Anschaulich gesprochen besagt der Satz, daB unendlich viele auf
einer endlichen Strecke gelegenen Punkte mindestens einen Ver-
dichtungspunkt haben miissen, in dessen beliebiger Nihe noch unend-
lich viele der Punkte liegen.

Um das Hiufungsstellen-Prinzip rein arithmetisch zu beweisen,
nehmen wir zunichst an, das gegebene Zahlenintervall sei das Intervall
von 0 bis 1. Wir teilen es nun in zehn gleiche Teile durch die Punkte 0,1;
0,2;...;0,9. Dann muB jedenfalls in mindestens einem der zehn Teil-
intervalle noch eine unendliche Anzahl der gegebenen Zahlen liegen.
Dieses Teilintervall oder, wenn es mehrere gibt, eines von ihnen, moge
das Intervall sein, das an die Zahl 0, a; anschlieBt. Dann teilen wir
dieses Intervall wiederum in zehn Teile durch die Teilpunkte 0, a; 1;
0,a,2;0,4,3;...;0,a,9 und schlieBen nun wiederum, daB in mindestens
einem dieser Teilintervalle noch unendlich viele Zahlen liegen miissen;
ein solches Teilintervall moége an den Punkt 0,a,4, anschlieBen. Indem
wir dieses Teilintervall wiederum in zehn gleiche Teile einteilen, unsere
SchluBweise wiederholen und dann immer weiter in derselben Art
fortfahren, gelangen wir zu einer Folge von Ziffern a,, a,, a5, . . ., deren
jede zwischen 0 und 9 liegt. Wir betrachten nun den endlichen oder
unendlichen Dezimalbruch

£=0, aja,a,....
und erkennen unmittelbar, daB er eine Hiufungsstelle unserer Zahlen-
menge ist; denn jedes noch so kleine Zahlenintervall, in dessen Innern
die Zahl & liegt, enthilt von einer gewissen Feinheit unserer Dezimal-
teilung ab alle jene oben gekennzeichneten Teilintervalle, in denen noch
unendlich viele Zahlen der Zahlenmenge lagen.

Wenn das betrachtete Zahlenintervall nicht gerade das Inter-
vall 0 < x <1 ist, sondern etwa das Intervall von a bis a 4 %, so
dndert sich nichts Wesentliches an unserer Betrachtung. Die fragliche
Hiufungsstelle wird uns dann einfach durch eine Zahl der Form

a+h-0,a,aa,....
dargestelit.

2. Grenzwerte von Zahlenfolgen. Beweis des Cauchyschen
Konvergenzkriteriums.
Von dem gewonnenen Standpunkte aus erfihrt der Begriff des
Grenzwertes einer unendlichen Zahlenfolge a,, a,, 4, . . ., 4, . . . eine
neue Beleuchtung. Nehmen wir zunichst den Ausnahmefall vorweg,
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daB unendlich viele Zahlen der Folge einander gleich sind, so wollen
wir diesen gemeinsamen Wert in Erweiterung unserer obigen Defini-
tion ebenfalls als Hiufungsstelle unserer Zahlenfolge bezeichnen. Be-
finden sich in der Folge unendlich viele verschiedene Zahlen und setzen
wir voraus, daB alle Zahlen 4, dieser Folge ,beschrdnkt sind, d.h.
dall es eine Zahl M gibt, fiir welche unabhingig von der Wahl des
Index » die Beziehung

|a, | <M

gilt, so bilden die Zahlen unserer Folge eine unendliche Zahlenmenge
in einem endlichen Intervall, da sie ja alle zwischen — M und M liegen.
Sie miissen also mindestens einen Hiufungspunkt & besitzen. Wenn
es tatsiichlich nur einen einzigen Hiufungspunkt gibt, dann ist unsere
Zahlenfolge offenbar konvergent mit genau demselben Grenzwert
E=Ilima,.
7 >0

Wenn es dagegen mehvere Haufungspunkte gibt, so besitzt unsere Zahlen-
folge keinen bestimmien Gremzwert. Die Existenz eines Limes und die ,
Einzigkeit der Hiufungsstelle einer beschrinkten Zahlenfolge sind also
gleichbedeutende Begriffe.

Es ist wichtig, sich dariiber im klaren zu sein, daB der Fall

der Nichtexistenz eines Limes durchaus als Regel zu betrachten ist.
Z. B. besitzt die Zahlenfolge, deren Glieder gegeben sind durch a,, = %

Aop_q1=1— %, (n=1,2,...), die beiden Héaufungsstellen 0 und 1.

)

Die Gesamtheit der positiven rationalen Zahlen 148t sich als eine
Zahlenfolge auffassen, wobei allerdings die Ordnung nach der Gré8e voll-
stindig zerstért wird. Zu einer

R

—

solchen Anordnung als Zahlen-
folge gelangen wir am einfach-
sten, indem wir die rationalen
Zahlen nach dem beistehenden
Schema anordnen, dieses Schema
dann lings des eingezeichneten
Linienzuges durchlaufen und da-
bei jeden Wert, der schon einmal

vorgekommen ist (z. B. %), nicht
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mehr beriicksichtigen. Offenbar hat das System der rationalen Zahlen
sdmtliche rationalen und irrationalen Zahlen zu Hiufungspunkten; es
bildet also ein einfaches Beispiel fiir eine Zahlenfolge mit unendlich
vielen Hiufungsstellen.

Wir konnen dem Hiufungsstellenprinzip mit Hilfe des Begriffes
der Konvergenz eine bemerkenswerte und fiir manche Anwendungen
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bequeme Formulierung geben: Aus jeder beschrinkien unendlichen Zahlen-
menge Lapt sich eine umendliche Teilfolge ay, a,, as, . ... herausgreifen,
welche gegen einen Gremzpunkt & konvergiert. Hierzu brauchen wir
nur eine Hiufungsstelle £ der gegebenen unendlichen Zahlenmenge zu
nehmen, dann eine Zahl @; aus der Zahlenmenge auszuwihlen, die

1 . .. .
niher als 1o an & liegt; sodann wihlen wir eine weitere Zahl a, aus
: . 1 . . .
der Zahlenmenge, die an & niher als 160 liegt, eine dritte a, deren

Abstand von & kleiner als WIOO ist, usw. Man erkennt, daB diese Zahlen-

folge tatsichlich gegen den Grenzwert & strebt.

Kehren wir nunmehr zu den konvergenten Zahlenfolgen, d. h. den be-
schriankten Folgen mit nur einer einzigen Haufungsstelle zuriick. Das frii-
her in Kap. I, § 6 ausgesprochene Cauchysche Konvergenzkriterium wird
nunmehr fast eine Selbstverstindlichkeit. Setzen wir nimlich voraus,
daB | a,, — a,| beliebig klein wird, wenn nur # und # hinreichend groB
sind, dann liegen alle Zahlen a, in einem endlichen Intervall, be-
sitzen also mindestens eine Haufungsstelle £ Gébe es noch eine andere
Haufungsstelle #, so miiBte diese von & einen Abstand |£ — 7| =& >0

haben. Beliebig nahe an £, etwa weniger als -°3i von £ entfernt, miiflten

noch unendlich viele Zahlen a4, liegen, d. h. auch Werte a,, fiir welche
n > N ist, wie groB3 wir auch N vorgeben. Ebenso miissen in beliebiger

Nihe der Hiufungsstelle %, jedenfalls also auch um weniger als %— von

7 entfernt, noch unendlich viele Zahlen «,, unserer Zahlenfolge liegen,
also auch Zahlen a,,, deren Index m > N ist. Fiir diese Werte 4, und
o
37 ’
ist unvereinbar mit der Voraussetzung, daB | 4,, — 4, | bei hinreichend
groBem N beliebig klein wird. Mithin gibt es nicht zwei verschiedene
- Héufungsstellen, und das Cauchysche Kriterium ist bewiesen.

Ebenso einfach erkennen wir, daBB eine monoton zunehmende und
eine monoton abnehmende beschrinkte Zahlenfolge einen Grenzwert
besttzen muB. Denn, sei im ersten Falle & eine Héiufungsstelle — eine
solche gibt es ja sicher —, dann muB & groBer sein als jede Zahl der Zah-
lenfolge. Wire ndmlich eine Zahl a, der Zahlenfolge groBer als &, dann
wiirde auch fiir alle weiteren Zahlen a, mit n > gelten a, > a; > &;
alle Zahlen der Zahlenfolge, hochstens mit Ausnahme der I —1 ersten,
wiirden also auBerhalb eines Intervalles von der Breite |£—a, | liegen,
dessen linker Eckpunkt der Punkt & ist. Dies aber widerspricht der
Voraussetzung, daB & eine Hiufungsstelle ist. Oberhalb & kénnen daher
keine Zahlen und um so mehr auch keine Hiufungsstellen der Folge
liegen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen; eine ganz entsprechende
Betrachtung gilt natiirlich fiir monoton abnehmende Folgen.

a,, gilt aber nunmehr sicherlich |a,, —a,| > o, und diese Beziehung
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Wir kénnen iibrigens wie auf S. 30 unsere Aussage iiber monotone
Folgen noch erginzen, indem wir bei einer solchen Folge auch den
Grenzfall zulassen, dafl aufeinanderfolgende Zahlen der Folge einander
gleich sind. Wir sprachen dann besser von einer monoton nicht ab-
nehmenden bzw. nicht zunehmenden Folge. Der Satz von der Existenz
eines Grenzwertes bleibt fiir solche Folgen bestehen.

3. Obere und untere Grenze, oberer und unterer Haufungspunkt
einer Zahlenmenge.

Wenn wir in der Konstruktion, die uns in Nr. 1 zu einer Hiufungs-
stelle & gefiihrt hat, die jeweilige Auswahl der Teilintervalle durch die
Bedingung treffen, daB stets das letzte Teilintervall genommen werden
soll, welches noch unendlich viele Punkte der Zahlenmenge enthilt, so
werden wir auf einen bestimmten Haufungspunkt f§ gefithrt, den wir
den ,,obersten Hiufungspunkt' oder ,,Limes superior’* der Zahlenmenge

nennen und abgekiirzt mit lim sup oder lim bezeichnen. Er ist der am
weitesten nach rechts liegende Haufungspunkt unserer Zahlenmenge;
d. h. es koénnen zwar noch unendlich viele Zahlen der Menge ober-
halb B liegen, aber, wie klein man auch die positive Zahl & wihlt,
nicht mehr unendlich viele oberhalb § + e.

Wenn wir in der Konstruktion aus Nr. 1 stets das erste Teilinter-
vall herausgreifen, in dem noch unendlich viele Punkte der Menge liegen,
so werden wir auf einen Hiaufungspunkt o« gefithrt, den ,,untersten Héiu-
fungspunkt'* oder ,,Limes inferior* der Zahlenmenge (abgekiirzt: lim
inf oder lim), unterhalb dessen es keinen weiteren Haufungspunkt
mehr gibt. Es konnen zwar noch unendlich viele Zahlen unterhalb o
liegen, aber wie klein auch die positive Zahl ¢ gewihlt wird, nicht
mehr unter « —e. Den Beweis dieser Tatsachen kann ich IThnen
selbst {iiberlassen.

. Der oberste Hiufungspunkt § braucht ebenso wenig wie der unterste o

selbst zur Zahlenmenge zu gehéren. Fiir die Menge der Zahlen a,,, = —:7

Agpaq =1— 7}{ ist z. B. « = 0, 8 = 1, aber die Werte 0 und 1 befinden

sich nicht in der gegebenen Zahlenmenge.

Bei unserem Beispiel gibt es oberhalb 8 = 1 keine Zahl der Menge.
Man sagt, esist in diesem Falle 8 = 1 auch die obere Grenze G der Menge,
indem man allgemein folgende Definition gibt: G hei3t obere Grenze einer
Zahlenmenge, wenn es keine Zahl der Menge gibt, welcher groBer als
G ist, aber wenn bei jedem noch so klein gewihlten positiven & immer
mindestens eine Zahl der Menge vorhanden ist, die oberhalb G —e liegt.
Entsprechend wird die untere Grenze g definiert. Die obere Grenze kann,
wie wir sehen, mit dem oberen Hidufungspunkt zusammenfallen. Aber

das Beispiel der Zahlenmenge ¢, = 1 + 71{ ,n=1,2,...zeigtunsschon,
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daB dies nicht notwendig der Fall zu sein braucht. Hier ist G =2
und 8 = 1.

Wir sehen jedenfalls, daB stets G = B sein muB} und erkennen ferner,
daB die obere Grenze, falls sie nicht mit dem oberen Hiufungspunkt zu-
sammenfdllt, eine ,,isolierte’ zur Zahlenmenge wirklich gehdrende Zahl sein
muB. Entsprechend gilt fiir die untere Grenze g stets g < a; es
muB, wenn g und o nicht zusammenfallen, g eine isolierte, zur Menge
gehbrende Zahl sein.

§ 2. Sitze iiber stetige Funktionen.

1. GroBter und kleinster Wert stetiger Funktionen.

Eine beschrinkte unendliche Zahlenmenge mufB3 zwar eine obere
Grenze G und eine untere Grenze g besitzen. Diese Zahlen G und g
brauchen aber, wie wir sahen, nicht mehr selbst zu der Zahlenmenge
zu gehoren oder, wie man sagt, die Zahlenmenge braucht keinen
grofBten Wert und keinen kleinsten Wert zu besitzen. So besitzt z. B.

die Zahlenfolge 1 1 . . die untere Grenze 0; aber 0 gehort nicht

1

»2 g
zur Zahlenmenge, und die Zahlenmenge enthilt daher keine kleinste Zahl.

Angesichts dieser Tatsache ist der folgende Satz iiber stetige
Funktionen nicht so durchaus selbstverstindlich, wie er der naiven
Anschauung nach erscheinen mag: Jede tn einem abgeschlossenen
Intervall a <x <b stetige Funktion f(x) nimmi in dem Intervall
mindestens einmmal einen groften und mindestens einmal einen kleinsten
Wert an oder, wie man sagt, sie besitzt einen groften und einen kleinsten
Wert. 4

Der Beweis ergibt sich leicht folgendermaBen. Jedenfalls stellt der
Wertevorrat der stetigen Funktion f(x) im Intervall ¢ < x < b eine
beschrinkte Zahlenmenge dar und besitzt daher eine obere Grenze G;
sonst gibe es eine Folge von Zahlen &,,&,,...,&,,... fir die f(&,)
unbeschrinkt wichst. Diese Folge hitte wenigstens einen Hiufungs-
punkt &%, Dann gibe es aber in beliebiger Nihe von &* immer noch
Zahlen &, unserer Folge, fiir die |f(&,) — f(£*)| >1 (ja sogar beliebig
groB) wire, d. h. die Funktion wire im Punkte &* unstetig. Da es
also eine obere Grenze G gibt, muB es auch eine Folge von Zahlen

%y, Xg, « - <, Xy, . . . des Intervalles geben, derart, daf3
lim f(%,) =G

ist. Die Zahlen x, miissen nach dem Hiufungsstellenprinzip eine Hiu-
fungsstelle & besitzen, und wir kénnen aus den x, eine Teilfolge aus-
wihlen, die gegen & konvergiert; nennen wir sie wieder &, &, ...,
&, ..., derart, daB

lim§,=¢

n—w
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ist. Es wird nun sicherlich auch

limf(&,) =G

sein. Andererseits ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funk-
tion f(x), da & zum Intervall gehért,
lim /(£,) =/(8).

#->®

Somit ist f(£) = G. Der Wert G wird also an einer bestimmten Stelle &
im Innern oder am Rande des Intervalles angenommen, was unsere
Behauptung darstellt. Genau die entsprechende Betrachtung gilt
natiirlich fiir den kleinsten Wert.

Der Satz vom gréBten und kleinsten Wert stetiger Funktionen wiirde
iibrigens nicht allgemein richtig sein, wenn wir nicht ausdriicklich das
Intervall als abgeschlossen voraussetzen, d.h. die Endpunkte in die

Stetigkeitsvoraussetzung mit einbeziehen. Z. B. ist die Funktion y = —-

in dem offenen Intervall 0 << x << o0 stetig, sie hat aber dort keinen
groBten Wert, sondern besitzt in der Ndhe von x = 0 beliebig grofe
Werte. Ebenso hat sie keinen kleinsten Wert, sondern wird fiir hin-
reichend groBes x beliebig klein, ohne den Wert 0 anzunehmen.

2. Die GleichmiBigkeit der Stetigkeit.

Die Stetigkeit einer Funktion f(x) in einem abgeschlossenen Inter-
vall 2 £ x < b 14Bt, wie wir schon gesehen haben (vgl. S.41) und
wie wir noch weiter erkennen werden, einen so groBen Spielraum fiir
verschiedenartige unanschauliche Vorkommnisse, dal wir noch einige
weitere, vom naiven Standpunkt aus sozusagen selbstverstdndliche
Dinge tber stetige Funktionen aus dem Begriff der Stetigkeit heraus
logisch streng beweisen wollen. Unser Begriff der Stetigkeit besagt
lediglich, daB aus der Beziehung lim x,, = & die Beziehung lim f (x,,) = /(&)

7 —>00 7 —>00

folgt. Wir kénnen dies auch so ausdriicken: Fiir jede Stelle & gibt es zu
jeder noch so kleinen Genauigkeitsschranke & >0 eine Zahl 6> 0, derart,
daB |f(x) —f()| <& wird, wenn nur |x—&| < ¢ ist, sobald alle
betrachteten Zahlen % in dem gegebenen Intervall a < x < b liegen.
Z. B. ist bei der Funktion y = cx ein solches Intervall § ohne weiteres

durch die Relation § = I—i~| gegeben; bei der Funktion y = x2? kénnen

wir uns folgendermaBen ein solches Intervall konstruieren: Wir nehmen

z.B. an, daB ¢ = 0 und & =1 ist und fragen: Wie nahe sollen wir x

an & wihlen, damit der Ausdruck [£2— 2| < & wird? Zu dem Zweck

schreiben wir |;§2—-x2 |=|x—&||x+&| < |x—&|(1+&). Wenn

wir also 6 < T £:wa.hlen, so werden wir sicher sein, dafl |£2—x2%|<e

wird. Wir sehen an diesem Beispiel, daB die gewonnene Genauigkeits-
Courant, Differentialrechnung. 4
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grenze ¢ nicht nur von ¢, sondern auch noch von der Stelle § des Inter-
valles, in welcher wir die Stetigkeit der Funktion betrachten, abhingt.
Wir kénnen nun aber, wenn wir darauf verzichten, die Schranken-
bestimmung besonders giinstig zu gestalten, diese Abhingigkeit der
GréBe 6 von & auch noch beseitigen, indem wir rechts £ durch die
GréBe 1 ersetzen, wodurch 8 wegen 0 < £ < 1 hochstens verkleinert

und gleich —% wird.

Es entsteht nun die Frage, ob etwas Ahnliches fiir jede in einem
abgeschlossenen Intervall stetige Funktion gilt, d. h. ob man — unter
Verzicht auf die jeweils giinstigste Bestimmung von § — fiir das ganze
Intervall gleichzeitig oder, wie man besser sagt, gleichmifig in bezug
auf & zu jedem ¢ eine nur von & und nicht mehr von & abhingige
Schranke 6 = d(¢) bestimmen kann, so daB die obige Beziehung

[H@&—f@)|<e
gilt, sobald |x—&| < é ist. In der Tat ist dies nun mdoglich lediglich
auf Grund der allgemeinen Stetigkeitsdefinition und ohne weitere spe-
ziellere Voraussetzungen. Diese Tatsache, auf die sich erst spit im
19. Jahrhundert die Aufmerksamkeit gerichtet hat, heiBt der Safz von
der gleichmdfigen Stetigkeit stetiger Funktionen.

"Sein Beweis wird folgendermaBen unter Benutzung einer indirekten
SchluBweise gefithrt. Wir gehen von einer etwas anderen sprachlichen
Formulierung der Behauptung aus, ndmlich: Die gleichmaBige Stetig-
keit bedeutet: sobald zwei Werte # und v, die irgendwo im abge-
schlossenen Intervall a < x < b liegen, um weniger als eine Grofle §
voneinander verschieden sind, muB die Differenz |f(#) —f(v)| be-
liebig klein sein, wenn nur & hinreichend klein ist, gleichgiiltig,
wo # und v liegen. Wire dies nicht der Fall, wire also bei
beliebig klein gewihitem & diese ,,Schwankung‘ nicht fiir beliebige
Wertepaare #, v beliebig klein, so gibe es eine positive feste
(wenn auch moglicherweise sehr kleine) Zahl «, eine Folge von Zahlen
01, 09, Og, ..., Oy, ..., die gegen O streben, und zur Zahi 4, ein
Wertepaar #,, v,, im Intervall, derart, daf3 fiir alle Werte von # gilt
|#,—v,| <0, und |f(#,)—f(v,)|>a. DieZahlen u, miissen nach dem
Hiufungsstellen-Prinzip eine Hiufungsstelle & besitzen und somit die
Zahlen v, dieselbe Hiufungsstelle. Grenzen wir um diese Haufungsstelle &
ein beliebig kleines Intervall |§— x| < dab, so werden also unendlich viele
Wertepaare #,, v, in dieses Intervall hineinfallen. Die,,Schwankung* der
Funktion f(x) wiirde also innerhalb eines beliebigen solchen Intervalles
noch immer gréBer als die feste Zahl « bleiben. Dies aber steht mit der
vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion f(x) in der Stelle & im Wider-
spruch; denn diese verlangt, daB bei hinreichend groSiem # zugleich

1@ —fw)|<g wnd [f@O—fE)<F
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also auch |f (#,) —f (v,) | < « ist, und damit ist die behauptete Gleich-
maiBigkeitseigenschaft bewiesen.

Bei unserem Beweis haben wir die Abgeschlossenheit des Inter-
valles wesentlich beniitzt?). In der Tat ist der Satz von der Gleich-
mibBigkeit der Stetigkeit fiir nicht abgeschlossene Intervalle auch gar

nicht allgemein richtig. Z. B. ist die Funktion % in dem offenen Inter-

vall 0 < x <1 stetig, aber nicht mehr gleichm#Big stetig. Denn wie
klein man auch die Breite § (§ << 1) eines Intervalles wihlt, so wird
doch die Schwankung der Funktion in diesem Intervalle immer gréfer
als eine feste Zahl, z. B. 1 sein, wenn das Intervall nur nahe genug am
Nullpunkt, etwa als —g‘ <x<L %é gewidhlt wird. Die UngleichmiBig-
keit der Stetigkeit beruht natiirlich darauf, daB in dem abgeschlossenen
Intervall 0 £ ¥ < 1 die Funktion eine Unstetigkeitsstelle im Anfangs-
punkt besitzt. Hitten wir die obige Funktion y = x? im ganzen
(offenen) Intervalle — oo << x<C oo statt in einem abgeschlossenen
Teilintervall betrachtet, wire auch sie nicht gleichmiBig stetig gewesen.

8. Der Zwischenwertsatz.

Ein weiterer in der Analysis stindig benutzter Satz ist der folgende:
Eine in einem abgeschlossenen Intervall a < x < b stetige Funktion f(x),
welche fiir x = a negativ, fir x = b positiv ist (oder umgekehrt), nimmt
tm Intervall mindestens einmal den Wert 0 an. Dieser fiir die geometrische
Anschauung triviale Satz, welcher besagt, daB eine stetige Kurve, die
am Anfang unterhalb, am Ende oberhalb der x-Achse liegt, dazwischen
einmal die x-Achse schneiden muB, ist auch analytisch sehr einfach
zu beweisen. Es gibt sicher im Intervall unendlich viele Punkte x, fiir
welche f(x) <0 ist — wegen der Stetigkeit der Funktion ist sie ja
sicher in einem ganzen an den Anfangspunkt anschlieBenden Intervall
negativ —. Die Menge dieser Punkte x mit f(x) < O besitzt eine obere
Hiufungsstelle £, die im Innern des Intervalles liegen mufB8. Da in deren
beliebiger Ndhe Punkte x mit f(x) < 0 liegen miissen, so ist jedenfalls
wegen der Stetigkeit f(£) £ 0. Es kann aber nicht f(§) <0 sein, da
sonst auch in einer passend klein gewihlten Umgebung von & die
Funktion f(x) negativ wire, also auch in Werten x fiir die x > & ist;
dies aber widerspricht der Voraussetzung, daB & die gr68te Haufungs-
stelle der Werte x mit f(x) <0 ist. Also gilt f(§) = 0, und unsere
Behauptung ist bewiesen. '

Wir kénnen unseren Satz leicht ein wenig verallgemeinern: Sefzen
wir voraus, daf f(a) = a, [(b) = B ist und sei p irgend ein Wert zwischen
o und B, dann nimmt die stetige Funktion f(x) in dem Intervall den Wert

1) Sonst brauchte namlich der Haufungspunkt & nicht zum Intervall zu ge-
héren.
4‘



52 Anhang zum ersten Kapitel.

mindestens etnmal an. Denn die stetige Funktion ¢(x) =f(x) —u
wird an beiden Endpunkten des Intervalles verschiedene Vorzeichen
haben, also im Intervall den Wert 0 annehmen.

4. Umkehrung einer stetigen monotonen Funktion.

Wenn die stetige Funktion y = f(x) in dem Intervall a < x < b
monoton ist, o wird jeder Zwischenwert x4 ein und nur einmal angenom-
men; es gehért also, wenn y das abgeschlossene Intervall zwischen
den Werten o = f(a) und B = f(b) durchliuft, zu jedem Wert von y
genau ein Wert von x. Wir kénnen daher x in diesem Intervall auch
als eindeutige Funktion von y betrachten, d. h. wir konnen die
Funktion y = f(x) eindeutig umkehren. Diese Umkehrfunktion x =g (y)
ist wiederum eine stetige und monotone Funktion von y, wenn y im
Intervall zwischen « und § variabel ist.

Der monotone Charakter der Umkehrfunktion x# = ¢ (x) versteht
sich von selbst. Um den Beweis fiir ihre Stetigkeit streng zu fithren,
beachten wir, daB aus dem monotonen Charakter von f(x) folgt:
| (%) — f(%1) | = | ¥3— ¥1] > 0, sobald %, und #x, verschiedene Zahlen
unseres Intervalles sind. Ist nun % eine positive Zahl kleiner als b — a,
so ist die Funktion |f(x + 4) —f(x)| im abgeschlossenen Intervalle
a < x < b— h stetig, besitzt also an einer Stelle x = £ einen kleinsten
Wert |f(&+ h) —f(&)| = a(h), welcher unserer obigen Bemerkung
zufolge nicht Null ist!). Wir schlieBen hieraus: Wenn x; und x, zwei
Stellen des Intervalles sind, fiir welche |x%,—x,|=>/% gilt, so wird
| F(%1) — f(%s) | = (k). Daraus folgt aber sofort die Stetigkeit der Um-
kehrfunktion. Denn sobald |y; — ¥,| unter die positive Zahl (k)
sinkt, muB |x, — x| £ & sein; ist also eine Genauigkeitsschranke &
vorgegeben, so brauchen wir nur é = a{e) zu wihlen, damit fiir alle
Werte y, fir die |y, —y|<<d ist, auch |@(y) —@(¥)|<e wird.

5. Weitere Sitze iiber stetige Funktionen.

Ich {iberlasse Ihnen den Beweis der folgenden fast selbstverstind-
lichen Tatsache: Eine stetige Funktion von einer stetigen Funktion ist
wieder stetig: d. h. ist @ (%) eine im Intervall a < x < b stetige Funktion,
deren Wertevorrat das Intervall « < ¢ < f ausfiillt, ist ferner f(g)
eine in diesem letzten Intervall stetige Funktion von ¢, so ist f(p (%))
auch eine im Intervall a < x < b stetige Funktion von x.. (Satz von
der Stetigkeit zusammengesetzter stetiger Funktionen.)

Schon auf S. 41 wurde der Satz erwihnt, daB Swumme, Differenz,
Produkt von stetigen Funktionen wieder stetig sind, und dafl auch der
Quotient stetiger Funktionen stetig ist, solange der Nemmer von 0 ver-
schieden bleibt.

1) Ubrigens strebt « (k) wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von f(r) mit
unbegrenzt abnehmendem 4 selbst gegen Null.



§ 3. Bemerkungen iiber die elementaren Funktionen. 53

§ 3. Bemerkungen iiber die elementaren Funktionen.

Im ersten Kapitel haben wir stillschweigend angenommen, daB die
elementaren Funktionen stetig sind. Der Beweis dafiir ist in der Tat
nunmehr fast selbstverstindlich. Zunichst ist f(x) =« eine stetige
Funktion, also auch %2 =x-x als Produkt zweier stetiger Funktionen
und ebenso jede Potenz von x und daher jede ganze rationale Funktion
als Summe von stetigen Funktionen; somit ist auch jede gebrochene
rationale Funktion als Quotient stetiger Funktionen stetig in jedem
Intervall, in welchem der Nenner nicht verschwindet.

Die n-te Wurzel aus x ist als Umkehrfunktion der #-ten Potenz — die
Funktion x" ist offenbar fiir x >0 monoton und stetig — stetig und
monoton, und also nach der Regel von der Stetigkeit zusammengesetzter
Funktionen auch die #-te Wurzel aus einer rationalen Funktion.

Die Stetigkeit der trigonometrischen Funktionen, die Ihnen ja von
der Schule her geldufig ist, kénnten wir jetzt unschwer unter Be-,
nutzung der oben gegebenen Begriffsbildungen beweisen; ich unterlasse
das aber hier, weil sich im nichsten Kapitel § 3 diese Stetigkeit ganz
von selbst als Folge der Differenzierbarkeit mit ergeben wird.

Einige Bemerkungen sind lediglich noch tiber die Definition und
Stetigkeit der Exponentialfunktion 4%, der allgemeine Potenz x* und
des Logarithmus nétig. Wir setzen, wie im ersten Kapitel § 3 voraus,

daB a eine positive Zahl etwa groBer als 1 ist und verstehen, wenn » = 2

eine positive rationale Zahl bedeutet (p und ¢ ganze Zahlen), unter
?

a*=a% den positiven Wert dieser GréBe. Ist « irgend eine irrationale
Zahl und bedeutet 7, 7, ..., #,, eine Folge rationaler Zahlen, welche
gegen o streben, so behaupten wir, daB lim a*» exstiert; wir nennen
diesen Grenzwert dann a°. =

Um die Existenz dieses Grenzwertes zu zeigen, brauchen wir nach dem
Cauchyschem Konvergenzkriterium nur nachzuweisen, daB a™» — a’m
beliebig klein wird, sobald nur # und = hinreichend groB8 gewihlt sind.
Wir nehmen etwa an 7,>7#,, d. h. ,—7,, =6 >0. Dann wird

At —a"™m — a™m (a"— 1) .
Wir brauchen also, da a4"= beschrinkt bleibt, nur noch zu zeigen,

daB @® —1 bei hinreichend groBem # und  beliebig klein ist. Es
ist aber ¢ eine rationale Zahl, die sicherlich, wenn # und # hinreichend

groB sind, beliebig klein wird. Es ist also sicher 8 < %, wo I eine
ganze Zahl ist, die beliebig groB wird, sobald = und » hinreichend
groB sind. Nun ist!) wegen d < %— und a>1

1) Diese Tatsache darf ich wohl aus der Schulmathematik als bekannt
voraussetzen.
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1
l1<al<al,
1
und da 4! mit wachsendem / gegen 1 strebt (vgl. S. 22), folgt unmittel-

bar unsere Behauptung.
Ich kann Ihnen wiederum selbst {iiberlassen, zu zeigen, daB} die

so auch fiir irrationale Werte x definierte Funktion a® iiberall stetig
ist, ferner, daB sie eine monotone Funktion von % darstellt. Fiir negative
Werte von % wird diese Funktion naturgemiB durch die Gleichung

a® = 1

—a—z

festgesetzt. Sie nimmt dann, wenn % von -— oo bis 4 oo lduft, in
monotoner Folge alle Werte zwischen 0 und -+ co an. Daher besitzt
sie eine stetige Umkehrfunktion, die wir als Logarithmus zur Basis a
bezeichnen. — Ganz 4hnlich kann man die Stetigkeit der allgemeinen
Potenz y = x* in ¥ beweisen, wobei o eine feste irrationale Zahl, x
eine im Intervalle 0 < x < oo laufende unabhingige Verdnderliche ist.

Die hier skizzierte ,,elementar-mathematische Betrachtung* der Ex-
ponentialfunktion und des Logarithmus und der Potenz x%, wie sie
Thnen zum groBen Teil schon von der Schule her geliufig ist, werden
wir im dritten Kapitel, § 16, durch eine prinzipiell viel einfachere Be-
trachtungsweise ersetzen.

§ 4. Polarkoordinaten.

~Wir haben im ersten Kapitel den Funktionsbegriff an die Spitze ge-
stellt und ihn durch das geometrische Bild einer Kurve veranschaulicht.
Es ist jedoch niitzlich, daran zu erinnern!), daB die analytische Geo-
metrie den umgekehrten Weg einschldgt, nimlich von einer geometrisch
gegebenen Kurve ausgeht und dann diese Kurve durch eine Funktion
darstellt, etwa durch eine Funktion, welche die eine Koordinate eines
Kurvenpunktes vermittelst der anderen ausdriickt. Diese Auffassung
filhrt ganz naturgemiB dazu, auBer den bisher von uns im ersten Ka-
pitel allein benutzten rechtwinkligen Koordinaten auch noch andere
zu betrachten, deren Einflihrung der geometrisch gegebenen Kurve
besser angepaBt sein kann. Das wichtigste Beispiel dafiir sind die
Polarkoordinaten 7, 9, welche mit den rechtwinkeligen Koordinaten %, y
eines Punktes P durch die Gleichungen

x=rcos?, y=rsind, r2=2x24y2 tgﬁ=%

verbunden sind und deren geometrische Bedeutung Thnen durch Figur 24
in Erinnerung gebracht wird.

1) Vgl. auch S. 9.
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Betrachten wir etwa die Lemniskate: sie ist geometrisch definiert
als der Ort aller Punkte P, fiir welche das Produkt der Abstinde 7,
und 7, von den festen Punkten F; und F, mit den rechtwinkeligen

¥
v f
Z__op
T, % Y
| .
a x
Fig. 24. Fig. 25.

Koordinaten x =a, y =0 bzw. x =—a, y =0 den Wert 42 besitst (vgl.
Fig. 25). Da

n=@E—at+y, nBp=E+a*+y
ist, so ergibt sich nach einfacher Umrechnung als Lemniskatengleichung
(22 + y92 — 20 (2 —y%) =0
Fiihren wir nun Polarkoordinaten ein, so erhalten wir
14— 24272 (cos? § —sin29) =0

oder schlieBlich nach Weglassung des Faktors 72 gemif einer einfachen
trigonometrischen Formel

r2=2q2cos 2¢.

Wir sehen also, daB die Gleichung der Lemniskate in Polarkoordinaten
einfacher wird als in rechtwinkligen.

§ 5. Bemerkungen iiber komplexe Zahlen.

Die Gesamtheit der rellen Zahlen wird fir uns die Grund-
lage der Betrachtung abgeben. Ich mdchte jedoch schon an dieser
Stelle im Hinblick auf die Anwendungen im achten, neunten und
zehnten Kapitel daran erinnern, daB die Aufgaben der Algebra
noch zu einer umfassenden Erweiterung des Zahlbegriffes gefiihrt
haben, namlich zur Einfithrung der komplexen Zahlen. Ebenso wie die
Erweiterung des Zahlbereichs der natiirlichen Zahlen zu dem aller
reellen Zahlen dem Bestreben entspringt, Ausnahmeerscheinungen zu
beseitigen bzw. gewisse Operationen, wie Division, Subtraktion, Zu-
ordnung von Zahlen und Strecken ausnahmslos mdglich zu machen,
wird man zur Einfithrung der komplexen Zahlen durch die Forderung
genétigt, jeder quadratischen Gleichung und sogar jeder algebraischen
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Gleichung eine Losung zuschreiben zu kénnen. Will man z. B. er-
reichen, daB die Gleichung

%24+1=0
Wurzeln besitzt, so ist man gezwungen, neue Symbole - ¢ und — ¢ als
Wurzeln dieser Gleichung einzufithren (und dadurch errejcht man,
wie in der Algebra gezeigt wird, gleichzeitig die Auflésbarkeit aller
algebraischen Gleichungen)?). '

Sind a und & gewohnliche reelle Zahlen, so bedeutet die komplexe
Zahl ¢ =a + tb ein Zahlenpaar (&, b), wobei das Rechnen mit sol-
chen Zahlenpaaren einfach nach folgender allgemeiner Regel zu er-
folgen hat: Man addiert, multipliziert, dividiert komplexe Zahlen
(unter denen fiir & =0 als Spezialfall auch die reellen Zahlen ent-
halten sind), indem man das Symbol 7 wie eine unbestimmte Rechen-
gréBe behandelt, aber stets alle Ausdriicke durch die Benutzung der
Beziehung ¢2 = — 1 so vereinfacht, daf3 hohere Potenzen dieser Gréfe
als die ersten nicht stehen bleiben, und daB wieder ein Ausdruck
der Form a - b+ entsteht.

Ich darf voraussetzen, daB3 Sie eine gewisse Bekanntschaft mit
diesen komplexen Zahlen mitbringen. Trotzdem will ich eine be-
sonders wichtige Beziehung hier noch hervorheben, indem ich an die
geometrische bzw. trigonometrische Darstellung der komplexen Zah-
len ankniipfe. Ist ¢ = x 4 ¢y eine solche Zahl, so reprisentiert man
sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem durch den Punkt P mit
den Koordinaten x und y. Fiihren wir nun (vgl. Fig. 24, S. 55) durch die
Gleichungen ¥ =7 cos?, y = 7sind an Stelle der rechtwinkligen Ko-
ordinaten Polarkoordinaten » und @ ein, wobei wir » = 0 wihlen,
so wird. 7 = }/x% 4- ¥% der Abstand des Punktes P vom Koordinaten-
anfangspunkte O, und & ist der Winkel zwischen der positiven x-Achse
und dem Strahl OP. Die komplexe Zahl ¢ stellt sich dann in der
Form dar

c=7(cosd+isind).

Wir nennen den Winkel & den zur Zahl ¢ gehorigen Winkel oder Arcus,
die GroBe 7 ihren absoluten Betrag, fiir den man auch |c | schreibt. Zur
»Ronjugiert komplexen' Zahl ¢ = x — iy gehort offenbar derselbe abso-
lute Betrag #, aber der Winkel —#. Es ist also

r2=c]2=ct=aqa? 4 b2.

Mit Hilfe der obigen trigonometrischen Darstellung nimmt die Mul-
tiplikation der komplexen Zahlen eine besonders einfache Form an; es
ist nidmlich

1) Die Tatsache, daB jede algebraische Gleichung reelle oder komplexe
Waurzeln besitzt, ist die Aussage des ,,Fundamentalsatzes‘* der Algebra.
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c-¢’=7r(cos® +isind)-7 (cos P + ¢sin )
=77 ((cos ¥ cos ¥’ — sin & sin §#’) 4 ¢ (cos & sin ¢’ + sin & cos §)) ;

wenn man die bekannten Additionsgesetze fiir die trigonometrische
Funktionen beachtet, ergibt sich hieraus

c-c"=r-7'(cos (& + &)+ isin (& + &)).
Man multipliziert also komplexe Zahlen, indem man ihre absoluten
Betrige multipliziert und ihre Winkel addiert. Die merkwiirdige Formel

(cos & + isin @) (cos ¢ + i sin ¥’) = cos (& + &’) + ¢sin (J + &)
pflegt man die Formel vom Moivre zu nennen; sie filhrt im {ibrigen
unmittelbar zu der Beziehung ,

(cosd +isinP)r=cosnd +isinnd, .

welche uns z. B. gestattet, die Gleichung x™ = 1 fiir ganzzahliges posi-
tives # aufzuldsen, indem man sofort ihre Wurzeln

2, . . 2m 4n .. 4=
— — 02— ‘
sl—s—cosn—I—'Lsmn, E=¢ cosn—i—tsmn, cees
n—1)2xn .. (n—12x
gﬂ_l_—_—_gn"l:Cosﬁvin_)___i_ism(__;n)__, Eﬂ—Sn—l

hinschreiben kann. :

Denkt man sich iibrigens in der Gleichung (cos & + ¢ sin #)” =cosn
-+ ¢ sin #® den Ausdruck links nach dem binomischen Satz entwickelt,
so liefert uns die Gleichung, wenn wir Reelles und Imaginires trennen,
eine Darstellung von cos #& und sin #&# durch Potenzen und Potenz-
produkte von cos® und sind.

Zweites Kapitel.

Grundbegriffe der Integral- und
Differentialrechnung.

Unter den Grenzwertbildungen der Analysis spielen zwei eine be-
sonders wichtige Rolle, nicht nur weil sie immer wieder in den verschie-
densten Zusammenhiingen auftreten, sondern vor allem weil sie mit-
einander in einer engen Wechselbeziehung stehen. Diese beiden Grenz-
wertbildungen, das Integral und der Differentialguotient, wurden an
Hand vereinzelter Beispiele schon seit langer Zeit, z. T. sogar schon im
klassischen Altertum betrachtet; aber erst die Tatsache, daBl man ihren
engen gegenseitigen Zusammenhang erkannte und sie, gestiitzt darauf,
zur Grundlage ganz neuer methodischer Rechenverfahren machte, bildet
den Beginn der eigentlichen systematischen Integral- und Differential-
rechnung. Das Verdienst, diese Entwicklung angebahnt zu haben, ge-



58 II. Grundbegriffe der Integral- und Differentialrechnung.

biihrt gleichm#Big den zwei groBen Geistern des 17. Jahrhunderts Newfon
und Leibniz, die, wie man heute weil}, ihre Entdeckungen unabhéngig
voneinander machten. Wenn vielleicht Newton in seinen Untersuchungen
zu groBerer begrifflicher Klarheit durchdrang, so haben sich doch die
Leibnizschen Bezeichnungen und Rechenmethoden in héherem Grade
durchgesetzt als die Newtonschen; noch heute bilden diese formalen
Seiten der Leibnizschen Gedankenentwicklung ein unentbehrliches
Element in der Theorie.

§ 1. Das bestimmte Integral.

Als ersten Punkt behandeln wir das Integral, welches aus sachlichen
und historischen Griinden bei jeder Darstellung der hoheren Analysis
viel mehr im Vordergrund stehen miiBte, als dies einer auf Zufillig-
keiten beruhenden und bis heute fortwirkenden Lehrtradition ent-
spricht. Das Integral tritt uns urspriinglich entgegen bei dem Problem,
den Flicheninhalt eines krummlinig begrenzten Sttickes der Ebene aus-
zumessen. Eine verfeinerte Betrachtung fithrt dann sofort zu einer
Loslésung des Integralbegriffes von der naiven anschaulichen. Vor-
stellung des Flicheninhaltes und zu einer rein auf dem Zahlbegriff
aufgebauten analytischen Fassung. Die Bedeutung dieser analytischen
Integraldefinition werden wir nicht nur darin erkennen, daB sie allein
uns volle begriffliche Klarheit liefert, sondern ebenso sehr auch in der
Moglichkeit zu mannigfachen, iiber die Flacheninhaltsbestimmung weit
hinausgehenden Anwendungen.

Wir beginnen mit einer anschaulichen Betrachtung.

1. Das Integral als Flicheninhalt.

Ist eine in einem Intervall stetige positive Funktion f(x) gegeben, und
sind x =g und x = b (a < b) zwei Werte in diesem Intervall, so denken wir
uns die Funktion durch eine Kurve reprisentiert und betrachten den
Inhalt der Fliche, welche von der Kurve einerseits, den beiden geraden
Linien * =a und » = b andererseits und
schlieBlich dem Stiick der x-Achse zwischen
den Punkten 2 und b begrenzt ist (Fig. 26).

DaB es einen bestimmten Sinn hat, von
diesem Fldcheninhalt zu sprechen, ist eine
von der Anschauung inspirierte Annahme,
welche wir hier - ausdriicklich als Voraus-
setzung formulieren. Wir nennen diesen
Flicheninhalt F® das bestimmie Integral
der Funktion f(x) zwischen den Grenzenm a
und b. Wenn wir versuchen, diesen Flicheninhalt wirklich durch
eine MaBzahl zu charakterisieren, so werden wir davon ausgehen

Fig. 26,



§ 1. Das bestimmte Integral. 59

miissen, daB wir zwar nicht Flichenstiicke mit krummlinigen Réndern,
wohl aber gradlinig begrenzte Polygone ausmessen kénnen, indem
wir sie in Dreiecke bzw. Rechtecke zerlegen. Dies ist im allgemeinen
exakt bei unserem Flichenstiick nicht moglich. Wohl aber liegt es
sehr nahe, den Flicheninhalt in folgender Weise als Grenzwert einer
Summe von Rechtecksinhalten aufzufassen. Teilen wir die Strecke
zwischen den beiden Punkten 4 und b der Abszissenachse in #
gleiche Teile und errichten in allen Teilpunkten die Ordinaten bis
zur Kurve, so wird die ganze Fliche ebenfalls in # Streifen zerlegt.
Jeden dieser Streifen kénnen wir zwar im allgemeinen ebensowenig
direkt mit Hilfe der Funktion f(x) berechnen wie den genannten Flichen-
inhalt; aber wenn wir, wie in Figur 27 ersichtlich, in jedem Teilintervall
jeweils den kleinsten wund den gréBten
Funktionswert von f(x) aufsuchen und den
betreffenden Streifen einmal durch ein Recht-
eck ersetzen, dessen Hohe gleich dem klein-
sten Funktionswert ist, das andere Mal durch
ein Rechteck, dessen Hohe gleich dem gréBten
Funktionswert ist, so erhalten wir zwei trep-
penférmige Figuren; in der einen ist der
treppenférmige Linienzug ausgezogen, in der
anderen punktiert. Die erste treppenformige
Figur besitzt offenbar einen Flicheninhalt, der kleiner ist als der
zu bestimmende Flicheninhalt Fg ; die zweite einen Flicheninhalt,
der groBer ist als F¥. Bezeichnen wir diese beiden Flicheninhalte
aus der Summe der Rechtecke der in der einen bzw. in der anderen

Art gebildeten Flicheninhalte mit F, (,,Untersumme’’) bzw. E(,,Ober-
summe'‘), so gilt die Beziehung

F, <R <F,

Fig. 27.

Machen wir nun die Einteilung feiner und feiner, d. h. lassen wir
n tiber alle Grenzen wachsen, so entnehmen wir der Anschauung, da8

die beiden GroBen F, und F, sich einander immer mehr nihern und
dem gemeinsamen Grenzwert F? zustreben werden. Wir kénnen also
unser Integral als den Grenzwert
F=lmF,=lmF,
n—>0"_  #—>0
auffassen.

Die anschauliche Betrachtung zeigt uns sofort die Moglichkeit einer
Verallgemeinerung. Es war keineswegs notwendig, die einzelnen Teil-
intervalle einander gleich lang zu machen. Sie diirfen vielmehr ver-
schiedene Langen besitzen, wenn wir nur voraussetzen, daB bei wach-
sendem # die Linge des lingsten der Teilintervalle gegen O strebt.
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2. Die analytische Definition des Integrales.

Wihrend wir soeben das bestimmte Integral als eine durch den Flichen-
inhalt gegebene, gewissermaBen von vornherein bekannte Zahl ange-
sehen haben, die wir nur hinterher als Grenzwert darstellen konnten,
wollen wir jetzt das Verhiltnis umkehren. Wir wollen uns nicht mehr
auf den Standpunkt stellen, dal wir aus der Anschauung schon wiiBten,
daB und wie einer krummen stetigen Linie stets in der obigen Weise
ein Flicheninhalt zugeordnet werden kann; sondern wir wollen um-
gekehrt von rein “analytisch gebildeten Summen, wie den vorhin defi-
nierten Ober- und Untersummen, ausgehen und dann beweisen. daB
diese Summen einem bestimmten Grenzwert zustreben. Diesen Grenz-
wert betrachten wir als Definition des Integrals bzw. des Flichen-
inhaltes. Wir werden dabei ganz von selbst auf diejenigen formalen
Bezeichnungen gefithrt, welche seit Leibniz fiir die Integralrechnung
iblich geworden sind.
Es sei f(x) eine beliebige stetige Funktion im Intervall a < x < b.
Denken wir uns also das Intervall von der Linge b—a durch n—1
Yy Teilpunkte x4, %, ...,
%,—; in n beliebige
& gleiche oder ungleiche
Teilintervalle geteilt
und auBlerdem x, =a,
%, =05 gesetzt; in je-
dem Teilintervall wih-
len wir einen ganz be-
liebigen Punkt der im
Innern oder am Rande
des Intervalls liegen kann, etwa im ersten Intervall den Punkt &,
im zweiten den Punkt &,, ... im #-ten den Punkt &,. Wir betrachten
nunmehr statt der stetigen Funktion f(x) eine unstetige Funktion
(Treppenfunktion), die im ersten Teilintervall den konstanten Wert
f(§), im zweiten Teilintervall den konstanten Wert f(&,), ... im
n-ten den konstanten Wert f (&,) besitzt. Das Bild dieser Treppenfunktion
definiert auf die in der Figur 28 angegebenen Art eine Reihe von Recht-
ecken, deren Inhaltssumme durch den Ausdruck

Fo= (% —x0) [ (1) + o — %) [ (o) + - (% — %p 1) [ (£0)
gegeben ist. Abgekiirzt pflegt man sie unter Verwendung des Summen-
zeichens X in der Form

N

R ——

!
1
I
'
1
1
i
|
1
1
1
!
|
I
L

Ty-1§, Ty
Fig. 28,

1
Ol axéz,

”

F,= Z(xv_‘xr—1) f (Ev)

r=1
zu schreiben oder schlieBlich, wenn wir zur weiteren Abkiirzung den

Ausdruck
A%, =%, — %,
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einfithren, in der Form

iR
F,= Zlf(fv)Ax, .

— Das Symbol A4 ist hier nicht etwa ein Faktor, sondern bedeutet
,»Differenz''. — Unsere grundlegende Behauptung lautet nun folgender-
maBen: Lassen wir die Anzahl der Teilpunkie tiber alle Grenzen wachsen
und dabei zugleich die Linge Ax des lingsten Teilintervalles gegen 0
streben, so strebt die obige Summe etnem Grenzwerte zu. Der Grenzwert
ist unabhingig davon, wie wir die Teilpunkic und die Zwischenwerte
£, &, ..., &, in den einzelnen Teilintervallen gewihlt haben.

Diesen Grenzwert nennen wir das bestimmte Integral der Funk-
tion f(x) zwischen den Grenzen a und b, und betrachten ihn, wie schon
erwihnt, geradezu als Definition des Fldacheninhaltesl).

Wir konnen und miissen diesen Satz von der Existenz des Integrales
einer stetigen Funktion rein analytisch ohne Berufung auf die Anschau-
ung beweisen. Ich will den Beweis jedoch hier noch tibergehen, und erst
im Anhang, am Schlu des Kapitels nachholen, nachdem Sie durch den
Erfolg unserer Begriffsbildung ein groferes Interesse an ihrer exakten
Fundierung gewonnen haben. Einstweilen wollen wir uns damit be-
gniigen, daB die anschauliche Betrachtung aus Nr. 1 uns den Satz auBer-
ordentlich plausibel macht.

3. Erginzungen, Bezeichnungen und Grundregeln fiir das
bestimmte Integral.

Die eben gegebene Definition des Integrals als Grenzwert einer
Summe hat Leibniz dazu veranlaBt, das Integral durch folgendes Symbol
auszudriicken:

b
aff(x)dx.

Das Integralzeichen ist dabei entstanden durch Stilisierung eines
Summenzeichens, welches die Gestalt eines lateinischen S hatte. Der
Grenziibergang von der Intervalleinteilung in endliche Differenzen 4 x,
zu verschwindenden Differenzen ist angedeutet, indem statt des Sym-
boles A das Symbol & geschrieben ist. Wir miissen uns aber davor hiiten,
hier etwa das dx als ,,unendlich kleine GréBe und das Integral als
,»Summe aus unendlich vielen unendlich kleinen Summanden aufzu-
fassen; eine solche Auffassung wiirde jedes klaren Sinnes entbehren;
was in ihr einem richtigen sachgemiBen Gefiihl entspricht, wird eben
gerade durch den oben ausgefilhrten Grenziibergang prizisiert.

1) Man kann natiirlich den Flicheninhaltsbegriff auch rein geometrisch defi-
nieren und dann die Aquivalenz einer solchen geometrischen Definition mit der
obigen Grenzwertdefinition beweisen. Vgl. fiinftes Kap. § 2, Nr. 1.
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In unseren obigen Figuren hatten wir einmal vorausgesetzt, daf
die Funktion f(x), der ,,Integrand*, in dem ganzen Intervall positiv
ist und zweitens, daB b > a ist. Die Formel, welche das Integral als-
Grenzwert einer Summe definiert, ist aber von jeder solchen Voraus-
setzung unabhingig. Ist zunichst f(x) in unserem Intervall oder in
einem Teile desselben negativ, so sind eben einfach in unserer Summe
die betreffenden Faktoren f(£) negativ. Wir werden dem betreffenden
von der Kurve begrenzten Flichenstiick dann naturgemiB einen
negativen Flicheninhalt zuschreiben, was ja mit dem von der analy-
tischen Geometrie her bekannten Vorzeichenprinzip durchaus im Ein-
klang steht. Der Gesamtflicheninhalt, der von einem Kurvenstiick
begrenzt ist, wird sich also im allgemeinen aus positiven und negativen
Summanden zusammensetzen, je nach der Anzahl der Kurventeile,
die oberhalb oder unterhalb der x-Achse verlaufen?).

Lassen wir auch noch die Voraussetzung a < b fallen und nehmen an,
es sei @ > b, so konnen wir unsere arithmetische Integraldefinition doch
beibehalten; nur werden die Differenzen Ax,, wenn wir das Intervall
von a bis b durchlaufen, negativ werden. Wir werden so ohne weiteres
zu der fiir beliebiges ¢ und & giiltigen Relation

b a
ff(x)dx=—5ff(_x)dx
gefiihrt. Thr entsprechend setzen wir fest:

¥ ff(x)dxzo.

Ebenso ergibt sich aus unserer Integraldefi-
nition ohne weiteres (vgl. Fig. 29) die grund-
legende Beziehung

b ¢ ¢
Fig. 20. [i)dx —}-bff(x)dx:aff(x)dx,

fiir a<<b<<c. Wegen der obigen Beziehungen gilt diese Gleichung
ohne weiteres auch bei beliebiger Lage der drei Punkte a4, b, c.

Zu einer wichtigen einfachen Grundregel iiber das Integral ge-
langen wir, wenn wir die Funktion ¢ (%) betrachten, wobei ¢ eine Kon-
stante ist. Aus der Definition des Integrales ergibt sich unmittelbar

5 b
fcf(x)dx:cff(x)dx.
Weiter erwihne ich noch die folgende Summenregel: Wenn
H(#) = p(*) + v (x)

1) Uber den durch beliebige geschlossene Kurven begrenzten Flicheninhalt
vgl. fiinftes Kap. § 2.
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ist, so wird
b ) b
ff(x)dx=f<p(x)dx+ftp(x)dx.

Ihr Beweis ergibt sich ebenfalls direkt aus der Integraldefinition.
Endlich noch eine an sich selbstverstindliche aber doch fiir die
Handhabung wichtige Bemerkung iiber die Bezeichnung der ,,Infec-
b

grationsvariablen’’. Wir haben unser Integral in der Form f f(x)dx
a

geschrieben. Fiir die Auswertung des Integrals ist es belanglos, ob
wir die Abszissen des Koordinatensystemes, d.h. die unabhingige
Verinderliche mit x oder irgendwie anders bezeichnen. Es ist daher
vollstandig gleichgiiltig, wie wir diese Integrationsvariable nennen,

b b b
und wir kénnen ebensogut wie f f(x)dx auch f f@)dt oder f flu)du
a a a

oder #dhnlich schreiben.

§ 2. Beispiele.

Wir konnen den GrenzprozeB, den unsere Integraldefinition vor-
schreibt, nun tatsichlich in vielen Féllen bis zu einer vollstindigen Be-
rechnung des fraglichen Flicheninhaltes durchfithren und wollen dies
an einer Reihe von Beispielen erldutern, wobei wir uns tbrigens bald
der Obersummen, bald der Untersummen bedienen werden?).

1. Erstes Beispiel.

Wir wollen zunichst die Funktionen f(x) = x™ betrachten, wo #
eine ganze Zahl > 0 ist. Fiir # = 0, d. h. fiir f(x) = 1 ist das Ergebnis
ohne jeden Grenziibergang so selbstverstind-
lich, daB ich es einfach hinschreiben kann

b b
fl-dx:fdx=b——a.

Auch fiir die Funktion f(x) =« ist die
Integration geometrisch eine Trivialitdt. Das
Integral der Funktion f(x) = %

b
/

[xax c o

a Fig. 30.

ist einfach der Flacheninhalt des in Figur 30
angedeuteten Trapezes und besitzt somit nach einer elementaren Formel
den Wert (b—a)b+a—bz—a2

2 2

1y Ich iiberlasse es Thnen als eine niitzliche Ubungsaufgabe, sich in den nach-
folgenden Beispielen selbst davon zu iiberzeugen, daB tatsichlich bei Benutzung
von Obersummen und Untersummen derselbe Grenzwert entsteht.
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Bestitigen wir, dafl dieses Resultat auch auf Grund unserer Grenz-
wertbildung herauskommt! Dabei konnen wir uns zur Berechnung
der Grenzwerte auf die Diskussion der Obersummen oder Unter-
summen beschrinken. Wir teilen das Intervall von @ bis b in # gleiche
Teile durch die Teilpunkte

at+h, a+2h,..., a+(n—Nh,

b—a

wobei b = ist. Das Integral muB dann der Grenzwert der folgenden

Untersumme sein
hla+(@+h)+(@a+2h)+ -+ (a+ (n—1)h)}
=hi{na+h+2h+--- +(n—1)1}.

Nun ist

1+2+...+n_1:(”_—21l’f’

und unser Ausdruck geht daher iiber in

nh{a—l—hn;1}=(b—a)<a—l—b——‘:—an;l>.

Bei wachsendem » strebt die rechte Seite offenbar gerade gegen den
Grenzwert

= 5>

oo 1525

was bewiesen werden sollte.

2. Zweites Beispiel.

Nicht ganz so einfach ist das Beispiel der Funktion f(x) = x% oder

geometrisch gesprochen, die Bestimmung des von einem Parabelseg-

ment, einem Stiick x-Achse und zwei Or-

M --/$f, dinaten |begrenzten Flichenstiickes. Wir
/ berechnen etwa das Integral

7 b

= f x2dx%,

/) ¢

/ (vgl. Fig. 31) und teilen das Intervall
! 0<x<b in n gleiche Teile von der

i Linge b = % ; dannist der gesuchte Flichen-

inhalt der Parabel der Grenzwert des
folgenden Ausdruckes (Obersummen)

h(h2 4 22h% + 32h2 + -+ - + n2h2) =h3(124-22 4 . .. 1 p2)
=1b7:_(12+22+ R

Fig. 31,
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Die Summe in der Klammer haben wir aber auf Seite 19 durch
die folgende Gleichung ausgedriickt

124924 --’+n2=w’z—+—).
Setzen wir diesen Wert oben ein, so erhilt unsere Summe nach einer
selbstverstindlichen Umformung die Gestalt

TR+,
b3

Bei unbegrenzt wachsendem # ergibt sich also als Grenzwert? , und

wir erhalten die gesuchte Integralformel
b
J‘ wdr="2
0

Hieraus ergibt sich sofort nach unseren obigen Relationen die all-
gemeinere Formel

b
b3 — a3

fxzdx=‘fx2dx—fx2dx= 3
0 0

a

3. Integration von x° bei beliebigen positivem ganzzahligen a.

Als drittes Beispiel betrachten wir die Integration der Potenz
y=[(x) =2*,

wo o eine beliebige ganze positive Zahl sei. Fiir die Ausfithrung des
Integrales

4
fx“dx,
a

wobei wir 0 < @ < b voraussetzen, wiirde es unpraktisch sein, das
Intervall in # gleiche Teile einzuteilenl), Der Grenziibergang voll-
zieht sich aber sehr einfach, wenn man eine Einteilung in ,,geome-

trischer Progression‘‘ folgendermaBen vornimmt: Wir setzen I/ —Z— =gq
und teilen das Intervall durch die Teilpunkte

a, aq, aq® ... aq""', agt=

1) Wir miiBten die Ausfithrung des Integrales dann auf die Bestimmung der
1
Grenzwerte von et i (1 4 2¢ + -« - 4 na) fir » —>o stitzen, was Sie nach
" :

den Bemerkungen aufgS.19, Anm. selbst durchfiihren mdgen,
Courant, Differentialrechnung. 5
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Das gesuchte Integral ist dann der Grenzwert der folgenden Summe
a*(ag-a)+(aq)*(ag®-aq)+(ag?)*(ag’-ag®) +- - - +(ag"~1)*(ag" ~aq"1)
— aa+1(q_1){1+ga+l +q2(a+l)+q3(a+l)+. . .+q(ﬂ—1)(a+l)}

fiir unbegrenzt zunehmendes .
In der letzten Klammer steht eine geometrische Reihe mit dem

Quotienten ¢* 1. Summieren wir sie, so erhalten wir fiir den gesamten
Ausdruck den Wert
atl q”(ﬂ +D _y
a*v (g — )?TT;T'
p\L
Setzen wir hier ¢ = ( )" ein, so ergibt sich fiir unsere Summe schlie-

@
lich den Ausdruck

—1
(potl—gotl) qa(-ll-'l i .
Lassen wir nun # iiber alle Grenzen wachsen, so behilt der erste Faktor
links seinen Wert, der zweite Faktor, den wir nach der eben benutzten
Formel fiir die geometrische Reihe in die Gestalt
1
qa+qa—l + et 1
1

. b .
setzen konnen, wird, da ¢ wegen g = <7>" mit #—o00 gegen 1 strebt,

den Grenzwert %1 haben, und somit ergibt sich schlieBlich der gesuchte

Wert unseres Integrales durch die Formel
b
1
a — at+l___a4+1
fx dx——u+l(b act1ly,

a

Wir werden spiter (vgl. Kap. ITI) sehen, daB wir diese zwar im Prinzip
einfache, aber in der Durchfiihrung doch etwas umstindliche Rech-
nung vollstindig vermeiden kénnen, wenn wir unser Integrationsproblem
in einem etwas gréBeren methodischen Zusammenhang anfassen.

4, Integration von x° fiir beliebiges rationales «a.
Das gewonnene Ergebnis 140t sich ohne wesentliche Komplikation
der Uberlegungen erheblich verallgemeinern. Es sei a =% eine ratio-

nale positive Zahl, » und s ganze positive Zahlen; dann édndert sich an
unserer eben durchgefithrten Bestimmung des Integrales nichts als die
Bestimmung des Grenzwertes von qaq++11 fiir ¢— 1. Dieser Ausdruck
B
Y

g °* —1

1
ist jetzt einfach . Setzen wir ¢s =1, so wird t zugleich mit ¢
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=1 .
s _ 1 fiir
7 — 1 aufzusuchen. Dieser Grenzwert ergibt sich, wenn wir Zihler und
Nenner zunichst durch v — 1 dividieren und die vorhin angewandte

algebraische Umformung sowohl fiir den Zihler als auch fiir den Nenner
vornehmen, einfach als

gegen 1 streben, und wir haben also den Grenzwert von ——;

13—1_{_-::——24_ +1
hn}tr+s 1+Tr+a 2+ +l

und 148t sich unmittelbar bestimmen, indem wir in Zihler und Nenner,
die beide in 7 stetig sind, einfach 7 =1 einsetzen; so ergibt sich der

1 . c . - .
Wert —— + ST At 1 50 daB wir auch fiir beliebiges positives rationales

o die Integralformel

b
1
J'x“dx=a+ 1(b""‘l—a“'*‘l)

erhalten. Diese Formel bleibt aber auch fiir negatives rationales «

giiltig, wenn wir nur « #= — 1 annehmen, wo offenbar die oben an-
gewandte Summationsformel fiir die geometrische Reihe ihren Sinn
. . . ¥ . .
verliert. Um bei negativem a =—-- die Grenzwertbestimmung von
1
g—1 . =T . 5l I

prEs g vorzunehmen, setzen wir ¢ * =1v; demgemi8 ist g=17~* und
r—s

r
g*+1=¢ 57'=¢" s =17~ und wir haben also jetzt den Grenzwert

zu bestimmen. Ich kann Ihnen selbst itberlassen zu beweisen, daB dieser

Grenzwert wiederum gleich —— ist, und somit ergibt sich ganzaligemein

+ 1
fiir positives oder negatives rationales «, mit Ausnahme des Wertes
o = — 1 die Integralformel

b
1
fxadx=m(b“+1—-a“+1).

a

Die Gestalt der rechten Seite zeigt uns im iibrigen deutlich, daB
die Formel versagt, wenn o =— 1 ist, weil im Zihler und Nenner
des Quotienten dann Null stehen wiirde.

Es liegt nahe, zu vermuten, daB sich der Giiltigkeitsbereich unserer
letzten Formel auch auf irrationale Werte von « ausdehnt. In der Tat
werden wir dies in § 7 durch einen einfachen Grenziibergang be-
stitigen.

5*
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5. Integration von sinx und cosx.

Als letztes Beispiel, das wir ebenfalls mit Hilfe eines speziellen Kunst-
griffes behandeln wollen, betrachten wir die Funktion f(x) = sin x.
Wir werden das Integral

b
f sinxdx
als Grenzwert der folgenden Summe auffassen:
Sp="h(sin (a 4 A) +sin (@ 4 2h) 4+ + -+ sin (a + nh)),
wo h = ?—5—‘3 gesetzt ist, Multiplizieren wir die Klammer rechts mit

2 sin % und beriicksichtigen die bekannte trigonometrische Formel
2 sin % sin v = cos (# — v) — cos (% -+ v) ,

so erhalten wir die Formel

_}l_h_ cos(a +%> -cos(a +—3*h> +cos (a +—3—h> —cos (a +§'h)

S,=
' Ising | poinnnn +cos(a+~~—~h>—cos<a+~+1 )
:--%—{cos(a—{— )—cos<a+2n+lh\}
2sin — 3

Das Integral wird also wegen a + #nk = b der Grenzwert von

{cos (a-{— ) — COS (b+—2h—)}

2sin — 3

fir 2 —0.
Nun wissen wir aus dem ersten Kapitel, daB bei abnehmendem #%

h
der Ausdruck & 1 7 gegen 1 strebt. Der gesuchte Grenzwert wird also
sin -

2
einfach cos @ — cos b und wir erhalten die Integralformel
b
fsinxdx=— (cosb—cosa) .

Ganz ebenso erhalten wir, wie Sie selbst iiberlegen mégen, die Integral-

formel
b

fcos x¥dx=sinb—sina.
Fast jedes der behandelten Beispiele haben wir auf Grund einer be-
sonderen Uberlegung, eines besonderen Kunstgriffes durchfiihren miissen.
Es wird nun gerade der wesentliche Punkt in der methodischen Integral-
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und Differentialrechnung sein, daB an Stelle solcher spezieller Kunst-
griffe Uberlegungen allgemeinen Charakters treten, die ganz zwangs-
laufig zu den gewiinschten Resultaten fithren. Um zu diesen Methoden
zu gelangen, miissen wir uns dem anderen Grundbegriffe der hoheren
Analysis, dem des Differentialquotienten zuwenden.

§ 3. Die Ableitung oder der Differentialquotient.

Ebenso wie der Integralbegriff ist auch der Begriff der Ableitung
oder des Differentialquotienten anschaulichen Ursprunges. Seine
Quellen sind einmal die Aufgabe, an eine gegebene Kurve in einem
Punkte die Tangente zu legen, und sodann die Aufgabe, fiir den Begriff
der Geschwindigkeit einer beliebigen Bewegung eine prizise Definition
zu finden.

1. Differentialquotient und Kurventangente.

Ich kniipfe zunédchst an das Tangentenproblem an. Ist P ein Punkt
auf einer gegebenen krummen Linie (vgl. Fig. 832), so werden wir der
naiven Anschauung gemiB die Kurventangente in P durch folgenden
geometrischen Grenziibergang kennzeichnen: Wir betrachten auBer
dem Punkte P einen zweiten Punkt P,
auf der Kurve und legen durch die
beiden Punkte P, P, eine gerade Linie,
eine Sekante der Kurve. Lassen wir
dann den Punkt P; lings der Kurve in 3
den Punkt P hineinriicken, so strebt y=)
diese Sekante einer Grenzlage zu, welche L/
ganz unabhingig davon ist, ob P; von /
links oder von rechts in P hineinriickt,

Y

Diese Grenzlage der Sekante ist die ¢ 3
Tangente, und daB tatsichlich eine solche Fig. 32.
bestimmte Grenzlage der Sekante exi-
stiert, ist gleichbedeutend mit der Annahme, daB die-Kurve im Punkte P
eine bestimmte Tangente oder eine bestimmte Richtung besitzt. (Das
Wort ,, Annahme** soll uns dabei andeuten, daB wirklich eine Voraus-
setzung zugrunde liegt, die selbst bei stetigen Kurven nicht immer
erfillt zu sein braucht — z. B. an jeder Ecke einer Kurve nicht.)
Sobald wir nun die Kurve durch eine Funktion y = f(x) dar-
gestellt haben, entsteht die Aufgabe, den geometrischen Grenziiber-
gang analytisch mit Hilfe dieser Funktion f(x) darzustellen. Ver-
stehen wir unter dem Winkel, den die positive x-Achse mit einer Ge-
raden g bildet, denjenigen Winkel, um den man die positive x-Achse
in positivem Sinne?!) drehen muB, bis sie zum ersten Male der Geraden g

1) D.h.in dem Sinne, bei welchem sie durch eine Drehung um 72[ in die
positive y-Achse iibergeht.
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parallel wird, und bezeichnen wir den Winkel, den die Sekante PP,
mit der positiven x-Achse bildet, mit «;, den Winkel, den entsprechend
die Tangente mit der positiven x-Achse bildet, mit « (Vgl. auch Fig. 38
auf S. 79.), dann wird offenbar in unmittelbar verstdndlicher Bezeichnung
limo, =«.
Py —>P
Wenn %, y = f(») und %;, ¥, = f(x,) die Koordinaten der Punkte P
bzw. P; bedeuten, so erhalten wir unmittelbar

_yvi—y_ ) — (),
tgal_xl—x_ ¥ —x

und somit stellt sich unser Grenzﬁbergang durch die Gleichung

X —=>x

= tgua

dar.
Den Ausdruck
f(xl)"‘f(x)_y]“‘y Ay

X —x v —7 Adx

bezeichnen wir als den Differenzenquotienten der Funktion y = f(x),
indem wir durch die Symbole 4y und 4 x die Differenzen der Funktion
¥ = f(x) und der unabhingigen Variabeln x bezeichnen. (4 bedeutet
also hier, wie auch im vorigen Paragraphen nicht einen Faktor,
sondern eine Abkiirzung fiir Differenz.) Es ist also der Tangens des
Richtungswinkels der Kurve gleich dem Grenzwert des Differenzen-
quotienten unserer Funktion, den man erhilt, wenn x, gegen x strebt.

Diesen Grenzwert nennen wir die Ableitung oder den Differential-
guotienten der Funktion y = f(x) an der Stelle ¥ und bezeichnen ihn
nach Lagmnge durch das Symbol ¥ = f (%) oder nach Letbniz durch

f( )od f (%). Die Leibnizsche Schreibweise

werden wir 1hrer Bedeutung nach in Nr. 7 noch niher diskutieren;
hier weise ich darauf hin, daBl wir durch die Bezeichnung f (¥) zum
Ausdruck gebracht haben, daB die Ableitung wiederum eine Funk-
tion von x ist, entsprechend der Tatsache, daB sie fiir jeden Wert x
des betrachteten Intervalles zu bilden ist. Ich schreibe noch einmal
die Definitionsgleichung der Ableitung hin:

¥y —x

das Symbol = oder

X %

oder
— lim f(x)— f(x)_l

i LN =T @)
k-

dy _df(x) — /(%
dx ax ( Ax—)OAx h—0

Xy~ 1
wobei die letzte Schreibweise dadurch zustande kommt, daB man

%, = x + h setzt?).

1) Gelegentlich findet man in der Literatur, insbesondere in der englischen,
auch die auf Cauchy zuriickgehende Bezeichnung Df(x) (,,Derivierte’ von f).
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Man kann den Differentialquotienten nicht etwa unmittelbar bilden,
indem man in dem Ausdruck des Differenzenquotienten einfach x, = #,
d.h. Zahler und Nenner gleich Null setzt, was zu dem sinnlosen Symbol

—g— fithren wiirde. Vielmehr beruht die wirkliche Ausfithrung des Grenz-

iiberganges im Einzelfalle immer auf gewissen Vorbereitungen, z.B.
darauf, daB man zunichst eine Umformung des Differenzenquotienten
fE)—f(x) _ 41—

;z-—-x( = 4= =%+ %
Nach dieser Umformung steht rechts eine Funktion von x,, die auch
fiir x; = x einen Sinn hat und dort stetig ist, und wir diirfen nun
den Grenziibergang », — x einfach ausfiihren, indem wir rechts »; = %
setzen, wobei wir sofort erhalten:

’ d(x?)
P'(x)=—r=2x%.

Die Ausfithrung eines solchen Uberganges, d. h. die wirkliche Bil-
dung des Differentialquotienten, nennt man die Differentiation oder
das Differenzieren der Funktion f(x). Wir werden im Folgenden sehen,
daB und wie man diesen ProzeB des Differenzierens bei allen wich-
tigen Funktionen tatsichlich durchfithren kann.

Es ist nun von groBer Bedeutung, daB die Aufgabe der Diffe-
rentiation einer gegebenen Funktion f(x) losgelost von der geo-
metrischen Anschauung der Tangente einen bestimmten Sinn besitzt,
ganz ebenso wie wir bei der Integraldefinition uns von der urspriing-
lichen geometrischen Anschauung des Flicheninhaltes losgelést und im
Gegenteil den Flicheninhaltsbegriff auf die Integraldefinition gestiitzt
hatten; entsprechend werden wir jetzt unabhingig von der geome-
trischen Deutung einer Funktion y = f(x) durch eine Kurve als die
Ableitung der Funktion y = f(x) die neue Funktion y = f'(x) ge-
maB der obigen Gleichung definieren, vorausgesetzt, daB der Grenz-
wert des -Differenzenquotienten existiert, oder wie man auch sagt,
daB die Funktion differenzierbar ist. Wir werden diese Voraussetzung
der Differenzierbarkeit im iibrigen stillschweigend immer dort machen,
wo nichts besonderes Gegenteiliges gesagt ist?).

Man muB3 beachten, dafB fiir die Differenzierbarkeit der Funktion

TN fieh—0

existieren muB, unabhingig davon, wie 2 gegen Null strebt,
ob durch positive oder durch negative Werte oder ohne Vorzeichen
beschrinkung.

Nachdem wir den Differentialquotienten f'(x) gewonnenhaben, kénnen
wir der Kurve als Tangentenrichtung im Punkte (x, 3) diejenige Rich-

vornimmt., Ist z. B. f(x) = %% so wird

f(%) an der Stelle x der obige Grenzwert von

1) Beispiele fiir Falle, wo die Voraussetzung nicht erfiillt ist, werde ich spater
geben (vgl. Nr. 5). :
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tung zuschreiben, fiir welche der Winkel o mit der positiven x-Achse
durch die Gleichung tg« = f’(x) gegeben ist. Wir vermeiden so die
Schwierigkeiten, welche sich aus der Unbestimmtheit der geometrischen
Anschauung ergeben, indem wir die geometrische Definition auf die
analytische stiitzen und nicht umgekehrt.

Selbstverstdndlich ist immer die Veranschaulichung des Differen-
tialquotienten durch die Kurventangente ein wichtiges Hilfsmittel
fir das Verstindnis auch bei rein analytischen Uberlegungen. So
halten wir von vornherein die anschauliche Vorstellung fest: Wenn [’ (x)
positiv ist und man die Kurve in Richtung wachsendey x durchliuft, so weist
die Tangente nach oben; es steigt also die Kurve an der betreffenden Stelle
bei wachsendem x an; wenn dagegen [ (x) negativ ist, weist die Tangente
nach unten, die Kurve fallt also. Vgl. Fig. 38. Analytisch ergibt
sich diese Tatsache aus der Bemerkung, daB bei positivem % der

(#+h)—1(%)
h

f e . .
Grenzwert von nur positiv sein kann, wenn die Funktion

an der Stelle x wichst, d. h., wenn wenigstens fiir hinreichend kleines 4
auch f(x + A) — f(x) positiv ist. (Entsprechendes gilt natiirlich fiir
negatives f’(x).) .

2. Der Differentialquotient als Geschwindigkeit.

Ebenso wie die naive Anschauung uns ein unmittelbares Gefiihl fiir
den Begriff der Richtung und damit den der Tangente einer in einem
bestimmten Sinne durchlaufenen Kurve gibt, fordert sie von uns
auch, einer Bewegung eine Geschwindigkeit zuzuschreiben. Die
Definition dieser Geschwindigkeit fiihrt uns ebenfalls genau auf den-
selben Grenziibergang, den wir soeben als Differentiation bezeichnet
haben.

Betrachten wir z. B. die Bewegung eines Punktes auf einer geraden
Linie, auf welcher die Lage des Punktes durch die Koordinate ¥, seinen
mit einem Vorzeichen versehenen Abstand von einem festen Anfangs-
punkt, gemessen wird. Die Bewegung ist gegeben, wenn wir y = f(f)
als Funktion der Zeit# kennen. Ist diese Funktion f(¢) eine lineare Funk-
tion f(¢) = c¢ + b, dann nennen wir die Bewegung eine gleichférmige
Bewegung mit der Geschwindigkeit ¢, und kénnen fiir beliebige
Werte ¢ und ¢, schreiben

1) — 12
-tz
Die Geschwindigkeit ist also der Differenzenquotient der Funktion
¢t + b, und dieser Differenzenquotient ist ginzlich unabhingig davon,
welche beiden Zeitmomente ¢, und ¢ wir herausgreifen. Was aber werden
wir unter der Geschwindigkeit der Bewegung im Zeitmoment ¢ zu ver-
stehen haben, wenn die Bewegung nicht mehr gleichférmig ist ?
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Wir betrachten, um zu dieser Definition zu gelangen, den Differenzen-
f(h) —1(2)
L —t¢
intervall zwischen #; und ¢ bezeichnen wollen. Wenn nun die Durch-
schnittsgeschwindigkeit einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald
wir den Zeitmoment ¢, immer mehr an den Zeitmoment ¢ heranriicken
lassen, so werden wir diesen Grenzwert als die Geschwindigkeit im Zeit-
moment ¢ zu definieren haben. Mit anderen Worten: Die Geschwindig-

keit im Zeitmoment t wivd durch den Differentialquotienten

quotienten , den wir als Durchschnittsgeschwindigkeit im Zeit-

t,—t h—t
gemessen.

Wir sehen an dieser neuen Bedeutung des Differentialquotienten,
welche an und fiir sich mit dem Tangentenproblem nichts mehr zu tun
hat, daB es tatsichlich sachgemiB ist, den Grenziibergang des Diffe-
renzierens als analytische Operation unabhingig von der geometrischen
Anschauung zu definieren.

Die Differenzierbarkeit der Bewegungsfunktion y = f() ist auch
hier wieder eine Voraussetzung, die wir stets stillschweigend machen
werden, und die durchaus notwendig dafiir ist, daB der Geschwin-
digkeitsbegriff einen Sinn erhilt.

Ein einfaches Beispiel fiir den Zusammenhang zwischen Bewegung
und Geschwindigkeit gibt uns der freie Fall. Gehen wir von dem durch
Beobachtungen gewonnenen Fallgesetz aus, daBl die beim freien Fall
von einem Massenpunkt in der Zeit ¢ durchfallene Strecke proportional
der GroBe #2 ist, daB also diese Strecke durch eine Funktion der Form

y =[(t) =at?
mit konstantem & dargestellt wird, so gewinnen wir sofort, wie in
Nr. 1, fiir die Geschwindigkeit den Ausdruck f () =2a¢, welcher

uns zeigt, daB die Geschwindigkeit beim freien Fall proportional der
Zeit wichst.

3. Beispiele.
Wir wollen nun die Differentiation von Funktionen an einer Reihe
von Beispielen wirklich durchfiihren und betrachten als erstes die Funk-
tion ¥ = f(x) = ¢, wo ¢ eine Konstante ist. Es wird f(x 4+ &) —f(x)

=c¢—c¢ =0, also auch lim W{) =0, d. h. der Differential-

h—>0
quotient einer Konstanten ist Null.

Fiir eine lineare Funktion y =cx + b ergibt sich

lim &N =16) i, 22

7 c.

Eh—0 E—0
Weiter differenzieren wir die Funktion

y=f(x)=2x",
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wobei wir zuniichst voraussetzen, daB « eine positive ganze Zahl ist,
Es wird
Ny _m
Xy — X X — X

2

und die rechte Seite ist nach einer bekannten elementaren Formel der Al-
gebra (vgl. auch §1, Beispiel 3) gerade gleich %, + %, 2x ++ - - 4 2%~ 1L,
Nach dieser Umformung konnen wir wegen der Stetigkeit des erhal-
tenen Ausdruckes unmittelbar den Grenziibergang x, — x ausfiihren,
indem wir in dem letzten Ausdruck einfach iiberall die GroBe ; durch x
ersetzen, so dafl jeder Summand gleich #*~1 wird. Da die Anzahl der
Summanden genau « ist, so erhalten wir

dx®
y' =f(x)= = ax® L,
Genau zu demselben Resultat gelangen wir, wenn & = — f§ eine ne-

gative ganze Zahl ist; dabei machen wir aber ausdriicklich die Voraus-
setzung, daB x von 0 verschieden ist. Es wird dann

1 1
n—y o w7 o 1 AT a4
X —x  xy—x  x— % BB 2B 4P

Nunmehr kénnen wir wiederum den Grenziibergang x, — % ausfiihren,
indem wir iiberall x, durch x ersetzen. Wir erhalten dann genau wie
oben fiir den Grenzwert den Ausdruck
xf—1 .
Y =—f G =—px """
Mithin wird auch fiir negatives ganzzahliges o = — f fiir die Funktion
y = x* der Differentialquotient

)=y =ax*"1.
Endlich wollen wir dieselbe Formel fiir den Fall beweisen, daB
% positiv und « eine beliebige rationale Zahl ist, etwa o =—1; -, wo p

und ¢ ganze rationale Zahlen sind, die wir etwa beide als positiv voraus-
setzen. (Wenn eine von ihnen, etwa p, negativ wire, so wiirde sich in
der Betrachtung nichts Wesentliches 4dndern.)

Es ist jetzt

2 P
yi—y_ %t —al
X —% X —x
1 1

Setzen wir P & und entsprechend xlE =&, so wird
y—y EB—E  ETIp 4.l
o—r =8 TR
Nach dieser letzten Umformung kénnen wir den Grenziibergang x, — x,
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oder, was jetzt auf dasselbe herauskommt, & —>¢& unmittelbar wieder
vornehmen und erhalten fiir den Grenzwert den Ausdruck
WO i VU S sl 3
g &t ¢ q q
oder schlieflich
f=y =ax=

also formal genau dasselbe Resultat wie oben. Ich iiberlasse es Ihnen,
selbst zu bestitigen, daB auch fiir negative rationale Exponenten «
dieselbe Differentiationsformel besteht. Im iibrigen kommen wir auf
die Differentiation der Potenz spiter noch einmal in mehr systemati-
schem Zusammenhange zuriick.

SchlieBlich behandeln wir als weiteres Beispiel die Differentiation
der trigonometrischen Funktionen sin # und cos . Es wird unter Be-
nutzung einer elementaren trigonometrischen Formel

sin (¥ + %) —sinxy _sinxcosh + cosxsinh —sinx

h h
cosh — 1 sin &
e + cosx 7
Nun wissen wir aus dem ersten Kapitel, §7, daB
lim
h—0

wird. Somit erhalten wir unmittelbar als den gesuchten Differential-
quotienten

=sinx

sink _ 1 Lim coskh—1 0
h h—0

, dsinx
T dx

=COSX.

Ganz dhnlich erfolgt die Differentiation der Funktion
Y =COS¥.
Es wird
cos (¥ + k) — cosx c cosh—1 . sink

7 0s S —sinx- -
und der Grenziibergang % —> 0 liefert uns sofort die Ableitung

, dcosx

=—sinx.
dx s

4, Einige Grundregeln fiir die Differentiation.

Ebenso wie beim Integral ergeben sich auch fiir den Differential-
quotienten einige einfache Grundregeln unmittelbar aus der Definition:
Ist @(x) = f(x) + g(x), so wird ¢' (x) = f' (%) + &' (). Ist p(x)=cf(¥)
(c eine Konstante), so wird 9’ (x) = ¢f (x). Denn es ist ja

X
baw. Ll k2P
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und nunmehr ergeben sich unsere Behauptungen unmittelbar. durch
Grenziibergang.

Nach diesen Regeln ist z. B. der Differentialquotient der Funk-
tion ¢ (x) = f(%) + ax 4 b bei konstantem @ und b durch die Gleichung
P(x) =) +a

gegeben.

5. Differenzierbarkeit und Stetigkeit der Funktionen.

Es ist niitzlich, zu bemerken, daB wir von einer Funktion, die
wir differenzieren konnen, die Stetigkeit niemals besonders zu be-
weisen brauchen. Vielmehr ist die Stetigkeit einer Fumktion eine
Folge ihver Differenzierbarkei. Wenn nidmlich der Differenzenquotient

1o+ h) —1) einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald die GroBe A

gegen _O riickt, so muBl notwendig mit % zugleich auch der Zihler des

Bruches, d. h. die Zahl f(x + %) — f(x) gegen O streben; und durch
diese Tatsache driickt sich gerade die Stetigkeit der Funktion f(x) a

der Stelle x aus.

Esist aber keineswegs umgekehrt

so, daB eine stetige Funktion sich

5 auch iiberall differenzieren 1aB8t. Das

R(;\’ einfachste Gegenbeispiel gegen eine

X solche Annahme gibt uns die Funk-

tion f(x) =|x|, d. h. f(x) =—=

fiir xSO f(x) = x fiir x =0, wel-

0 Z che in Figur 73 gezeichnet ist. An

der Stelle x = 0 ist diese Funktion

zwar stetig, hat aber keinen be-
fe+h —1#)
h

Y

5

Fig. 83.

stimmten Differentialquotienten. Der Grenzwert von

wird ndmlich gleich 1, wenn % durch positive Werte gegen Null strebt,
und — 1, wenn % von negativen Werten her gegen 0 strebt. Man sagt:
unsere Funktion besitzt an der Stelle ¥ = 0 einen verschiedenen vor-

deren und hinteren Differentialquotienten, indem man allgemein als vor-
deren bzw. hinteren Differentialguotienten den Grenzwert von —— fe + h) — 1
definiert, wenn das eine Mal » durch positive Werte, das zweite Mal h durch
negative Werte gegen Nullriickt. Differenzierbarkeit einer Funktion
verlangt dann neben der Existenz die Gleichheit von vorderem
und hinterem Differentialquotienten. Die Verschiedenheit der
beiden bedeutet geometrisch das Auftreten einer Ecke der Kurve.

Als weitere Beispiele von Stellen, wo eine stetige Funktion nicht
differenzierbar ist, betrachte ich die Unendlichkeitsstellen des Differen-
tialquotienten, d. h. solche Stellen, wo weder der hintere noch der vordere
Differentialquotient existiert, sondern wo fiir #— 0 der Differenzen-
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h
quotient =—— e + ) f) iiber alle Grenzen wichst. Beispielsweise ist die
Funktion y _f Vx — ¥ fir alle Werte von x definiert und
stetig — ubrlgens eine ungerade Funktion —, Ihr Differentialquotient

ist fiir x == 0 nach Nr. 3 durch ¥’ = % x—_% gegeben. An der Stelle x =0

Ry — -3 . .

d &h~f—@=7 =% ° und wir erkennen hieraus sofort, daf fiir
h—0 kein Grenzwert existiert, vielmehr der Differenzenquotient
gegen oo strebt. Die Funktion besitzt dort,
wie man kurz sagt, einen unendlich grofen
Differentialquotienten oder den Differential-

4
gozt

3
y-E

Fig. 34. Fig. 35.

quotienten co. Geometrisch bedeutet dies das Auftreten einer semk-
rechten Tangente an die Kurve bei glattem Verlauf (vgl. Fig. 34).

Auch die Funktion y = f(x f die ja fiir ¥ 2 0 definiert und
stetig ist, wird im Punkte x = 0 nicht mehr differenzierbar sein. Wir

sind hier, da y fiir negatives x nicht definiert ist, auf die Bildung des
h) —

vorderen Differentialquotienten angewiesen; wegen &}i_f@ = ‘Tl}?

~wird auch- dieser unendlich sein: Die Kurve wird im Nullpunkt die

y-Achse beriihren (vgl. Fig. 35). y

Endlich erkennen wir in der ¥

- 2
Funktion y = i/'x2 = x° das Bei-
spiel eines Falles, wo der vordere
Differentialquotient fiir die Stelle
% == 0 positiv unendlich, der hintére z
dagegen negativ unendlich wird,
wie aus der Beziehung

(hL;-@ = —1— Fig. 36.

Vn
sofort hervorgeht. Die stetige Kurve y = x selbst, eine sog. Neilsche
Parabel, setzt im Nullpunkt des Koordinatensystemes mit einer Spitze
senkrecht zur x-Achse auf (Fig. 36).
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6. Héhere Ableitungen und ihre Bedeutung.

Der Differentialquotient f'(x) einer Funktion ist selbst wieder eine
Funktion von #, deren Bild man als die ,,Differentialkurve’ der gegebenen
Kurve bezeichnet. Beispielsweise wird die Differentialkurve der
7 Parabel y =2 eine

gerade Linie, darge-
- stellt durch die Funk-

i &,s'\}i\’;% / tion y=2x, und die
%

Differentialkurve der

EAN /7 Z  Sinuskurve y = sin %,
\\ 4 . die Cosinuskurve

~—— y =cos x, sowie die

Differentialkurve der

v Kurve y = cos x, die

— o Kurve y = —sinx.
%«% y (Diese letzteren Kur-
3 / ven gehen, wie Fi-

Q/

\. ¥ S Zx Z  gur37 zeigt, durch Par-

%} o allelverschiebungen in

B Richtung der x-Achse

Fig. 87. auseinander hervor.)

Es liegt nun nahe,

zu diesen Differentialkurven wieder die Differentialkurven zu bilden,

d. h. den Differentialquotienten der Funktion f' (x) = ¢ () aufzusuchen.
Diesen Differentialquotienten

i R =1
h—0

@ (%)

nennen wir dann, vorausgesetzt, daB er wirklich existiert, den zwesfen
Differentialquotienten oder die zweite Ableitung der Fumktion f(x) und
bezeichnen ihn mit f”(x).

Ebenso kénnen wir den Differentialquotienten von f”(x) zu bilden
versuchen, den sog. dritten Differentialquotienten von f(x), den wir
dann mit f’'(x) bezeichnen. Bei den meisten wichtigen Funktionen
hindert uns nichts, diesen Proze8 beliebig weit fortgesetzt zu denken
und auf diese Weise einen #n-ten Differentialquotienten oder eine n-te Ab-
leitung ™ (x) zu definieren. Zuweilen wird es zweckmiBig sein, als den
0-ten Differentialquotienten die Funktion f(x) selbst zu bezeichnen.

Wenn man die unabhingige Verdnderliche x als Zeit ¢ deutet,
und wie oben durch die Funktion f{f) die Bewegung eines Punktes
repréisentiert, so ergibt sich die physikalische Bedeutung des zweiten
Differentialquotienten oder der zweiten Ableitung als die Geschwindig-
keit, mit der sich die Geschwindigkeit f'(f) @ndert oder, wie man
sagt, die Beschleunigung. Die geometrische Bedeutung des zweiten
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Differentialquotienten werden wir spiter noch eingehend diskutieren.
Schon hier aber erkennen wir unmittelbar folgendes: An einer Stelle,

)

0 [/

Fig. 38.

an welcher f"’ (%) positiv ist, wird bei wachsendem x auch /' (¥) wachsen;
‘ist dagegen f'(x) negativ, so wird f (x) abnehmen.

7. Differéntialquotienten und Differenzenquotienten;
Bezeichnungen von Leibniz.

Die Tatsache, dafl bei unseren die Ableitung definierenden Grenz-
iibergingen die Differenz A x gegen O strebt, pflegt man auch durch
die Formulierung auszudriicken: Die GréBe Ax wird unendlich klein.
Man will mit dieser Bezeichnung andeuten, daB man den Grenziibergang
als einen ProzeB empfindet, wihrend dessen die GroBe A x niemals Null
ist, aber sich doch der Null beliebig ndhert. Im AnschluB an Leibniz
hat man symbolisch den Grenziibergang bei der Bildung des Differential-
quotienten, das Differenzieren, dadurch zum Ausdruck gebracht, daB
man das Symbol 4 durch das Symbol 4 ersetzte, so daB wir dieses
Leibnizsche Symbol durch die Gleichung

17 —tim 22
Ax—>0
definieren konnen. Seit Leibniz hat man fiir die Ableitung, welche ja
als Grenzwert eines Differenzenquotienten definiert ist, das Wort
Differentialguotient eingefithrt. Wenn wir aber den Sinn der Differen-
tialrechnung klar erfassen wollen, miissen wir uns davor hiiten, in
dem Differentialquotienten einen Quotienten zweier tatsichlich ,,un-
endlich kleiner GréBen’’ zu erblicken. Es ist durchaus 'so, daB wir

. . A4 . .,
stets den Differenzenquotienten 21_3; bilden miissen mit Differenzen

Az, die von 0 verschieden sind. Nach Bildung dieses Differenzen-
quotienten muB man auf Grund von Umformungen oder sonst
irgendwie, den Grenziibergang ausgefiihrt denken. Man hat aber kein
Recht dazu, erst so etwas wie einen Grenziibergang von Adx zu
einer unendlich kleinen GroBe, welche doch nicht O ist, auszufiihren,
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etwa von Ax bzw. Ay zu dx bzw. dy und sodann diese ,,unendlich
kleinen GréBen’* durcheinander zu dividieren. Eine solche Auffassung
des Differentialquotienten ist mit der Forderung mathematischer Klar-
heit der Begriffe unvereinbar, ja vollig sinnlos. Sie hat unzweifelhaft
fiir manchen naiven Menschen einen gewissen Reiz, eben den Reiz
des Geheimnisvollen, der mit dem Wort ,,unendlich® stets verbunden
ist, und in den Anfingen der Differentialrechnung, insbesondere auch
bei Leibniz selbst, mischt sich eine solche unklar-mystische Auffassung
mit einer durchaus klaren Erfassung des Grenziiberganges. Zwar hat
dieser Nebel, der iiber den Grundlagen der neuen Wissenschaft schwebte,
Leibniz, wie seine groBen Nachfolger nicht an dem Auffinden der rich-
tigen Wege gehindert. - Aber wir sind dadurch nicht von der Pflicht
entbunden, in der Begriindung der Differential- und Integralrechnung
jede solche nebelhafte Vorstellung zu vermeiden.

Der Grund, warum die Leibnizsche Bezeichnung nicht nur eine
solche Anziehungskraft ausiibt, sondern tatsichlich von &uBerstem
Nutzen und groBer Geschmeidigkeit ist, beruht darauf, daB man in
vielen Rechnungen und formalen Umformungen mit den Symbolen
dy und dx so umgehen kann, als ob sie einfach RechengréBen
wiren wie irgendwelche Zahlen. Viele Rechnungen gewinnen auf diese
Weise, wenn sie sich prinzipiell stets auch ohne diese Symbolik durch-
filhren lassen, wesentlich an Ubersichtlichkeit. Wir werden diese Tat-
sache im folgenden immer wieder bestitigt finden und die Berech-
tigung begriinden, von ihr ausgiebig Gebrauch zu machen, wenn wir
uns nur des symbolischen Charakters der Zeichen 4y und 4x bewuBt
bleiben.

Auch fiir die zweiten und hoheren Differentialquotienten hat Leib-
niz eine Bezeichnung von suggestiver Kraft und von groB8er praktischer
Niitzlichkeit geschaffen. Er fafit namlich den zweiten Differential-
quotienten als Grenzwert des ,,zweiten Differenzenquotienten auf
folgende Art auf. Wir betrachten neben dem Argument x das Argu-
ment %, =% -+ A und %, = x -+ 2h. Dann verstehen wir unter dem
zweiten Differenzenquotienten den ersten Differenzenquotienten des
ersten Differenzenquotienten, d. h. den Ausdruck

B ) = Ly, — 2 ),
wo ¥ =f(%), y; = f(#1), ¥s = f(%,) gesetzt wird. Schreiben wir noch
h=Axund y,— y, = Ay, y,— v = Ay, so werden wir sinngemiB
den Ausdruck in der letzten Klammer als die Differenz der Differenz
von Ay oder die zweste Differenz von y bezeichnen und symbolisch
schreiben
y:—2y,+y=44y=A4%y?).

1) 44 = A? bedeutet also hier nicht ein Quadrat, sondern nur ein Symbol
fir ,,Differenz von Differenz oder ,,zweite Differenz.
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Der zweite Differenzenquotient wird in dieser symbolischen Schreib-
2
weise dann einfach (—j—:;; geschrieben werden, wobei im Nenner wirklich
das Quadrat von A« steht, wihrend im Zihler die Zahl 2 symbolisch
die Wiederholung des Differenzenprozesses bezeichnet. Diese Schreib-
weise des Differenzenquotienten?) veranlaBte Leibniz dazu, auch fiir den
zweiten und ebenso fiir die hoheren Differentialquotienten die symbo-
lische Bezeichnung
l dty dsy
yllzfl(x)‘:m’ yIII:fl”(x)=W Uusw.

einzufiihren, eine Bezeichnung, die sich ebenfalls, wir wir spiter sehen
werden, formal sehr bewdhrt.

8. Der Mittelwertsatz.

Zwischen dem Differen’tialquoﬁenten Z{ = f'(x) und dem Diffe-

renzenquotienten besteht eine einfache, fiir viele Zwecke wichtige Be-
ziehung, der Mittelwertsatz, zu dem wir folgendermaBen gelangen: Wir
betrachten den Differenzenquotienten

fx) —1(x,) _ Af

Xy — ¥y Ax

einer Funktion f(x), von der wir voraussetzen, daB sie iiberall in dem
betrachteten Intervall einen Differentialquotienten besitzt, deren Kurve
also fiiberall eine bestimmte Tangente
haben soll. Unser Differenzenquotient
wird uns in Figur 39 ‘durch die Richtung
der Sekante reprisentiert, und zwar als p
der Tangens des in der Figur angegebenen
Winkels «. Denken wir uns nun diese A
Sekante parallel zu sich verschoben, so
wird dabei mindestens einmal eine Lage
eintreten, bei welcher diese Gerade die
Kurve in einem Zwischenpunkte zwischen ¢ E2 z
den Abszissen x; und x, berithrt, nim- Fig. 39.
lich gewi in einem solchen Punkte des
Kurvenbogens, der von der Sekante moglichst weit entfernt ist. Es

Y

1) Ich méchte nicht einen Hinweis darauf unterlassen, daB die Darstellbarkeit
des zweiten Differentialquotienten als Grenzwert des oben hingeschriebenen
zweiten Differenzenquotienten eines Beweises bedarf. Denn wir haben vorher
die zweite Ableitung nicht auf diese Weise definiert, sondern als Grenzwert des
ersten Differenzenquotienten der ersten Ableitung. Den Nachweis, da8 beide
Definitionen bei stetiger zweiter Ableitung dquivalent sind, kann ich hier um so
eher iibergehen, als er sich spiter im sechsten Kapitel, von selbst ergeben upd im
iibrigen fiir uns keine Bedeutung gewinnen wird.

Courant, Differentialrechnung. 6
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wird also einen solchen Zwischenwert & geben, so daB

f(#) — f(# g

fenl =it

wird. Diese Tatsache heit der Mittelwertsatz der Differentialyechnung.
Wir kénnen ihm noch eine etwas andere Form geben, indem wir beachten,
daB die Zah! & sich in der Gestalt & = %, + ¢ (%, — %) darstellen 148t,
wobei & eine gewisse Zahl zwischen Null und 1 bedeutet, die man im
allgemeinen nicht niher bestimmen kann, aber — und das ist fiir die
Handhabung des Mittelwertsatzes besonders wichtig — auch nicht
niher zu kennen braucht. Der Mittelwertsatz lautet dann genau for-
muliert: Wenn f(x) in dem abgeschlossenen Inmtervall x; < x < x,
stetig und wenigstens an jeder Stelle des offenen. Intervalles x; < x < %y
differenzierbar ist, so gibt es mindestens. einen Wert & zwischen O und 1,

o<d<t,

derart, dal JE)—7m) f (% + 3 (2, —xy)

Fa— M
1st.
Ersetzen wir x; durch x und %, durch x + 4, so konnen wir den
Mittelwertsatz auch durch die Formel

TeXNZTB _ py = f (s +0h), 0<E<xth

reprasentieren.

DaB man zwar die Stetigkeit von f{x) bis in die Randpunkte des
Intervalles hinein voraussetzen muB, aber die Existenz der Ableitung
in den Randpunkten nicht vorauszusetzen braucht, ist eine zunéchst
unscheinbare Bemerkung, die jedoch fiir manche Anwendungen niitzlich
sein wird.

Wenn die Ableitung an einer Stelle im Inneren nicht mehr exi-
stiert, so braucht iibrigens der Mittelwertsatz nicht mehr richtig zu
sein wie bei dem obigen Beispiel f(x) = |%| auf Seite 76.

Unsere anschauliche Begriindung kon-
nen wir durch folgende Betrachtung er-
ginzen: Wenn nicht in dem ganzen In-
tervall %, < x < x, die Kurve mit ihrer
Sekante zusammenfillt, so-daB tiberall in
diesem Intervall der Differentialquotient
gleich dem Differenzenquotienten ist, so

¥

1
!
I
t
i
!
1
L

9 =z & 0z z gibt es auf der Kurve sicherlich einen
Fig. 40. Punkt P, der eine groftmogliche Entfer-

nung von der Sehne hat (vgl. Fig. 40). In

diesem Punkte hat die Kurve nach Voraussetzung eine bestimmte
Tangente, und diese Tangente muB der Sehne parallel sein; denn die
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<

Tangente ist die Grenzlage einer Sekante, die wir erhalten, wenn wir P
mit einem Punkt @ des Kurvenbogens verbinden und Q gegen P riicken
lassen. Da nach Voraussetzung P nicht weniger weit von der Sehne
entfernt ist als ¢, muB jedesmal die Verlingerung der Strecke PQ in
Richtung von P nach Q die Sekante schneiden oder ihr parallel laufen;
und da dies der Fall sein muB, auf welcher Seite von P der Punkt
Q auch liegt, so ist dies nur moéglich, wenn die Grenzlage parallel zu der
Sehne, die f(%,) mit f(x,) verbindet, liegt. Die oben mit & bezeichnete
Zahl erweist sich einfach als die Abszisse des Kurvenpunktes P.
Gewdohnlich pflegt man den Beweis des Mittelwertsatzes in folgender
Form zu fithren. Man schickt den Hilfssatz von Rolle voraus, der
einen Spezialfall des allgemeinen Mittelwertsatzes darstellt: ,,Wenn
eine Funktion ¢(x) im abgeschlossenen Intervall x; < x < x, stetig
ist, wenn ferner ¢(x,) =0 und ¢(x,) = 0 ist, wenn endlich @(x) im
Innern differenzierbar ist, so gibt es sicherlich mindestens eine Stelle &
im Innern des Intervalles, fiir welche ¢’ (§) = 0 ist. In der Tat muB es
gewiB im Innern mindestens einen Punkt & geben, fiir welchen die Funk-
tion @ () einen groBten oder einen kleinsten Wert annimmt (vgl. erstes
Kapitel, Anhang § 2); wir setzen etwa voraus, daB & eine solche Stelle
sei, fiir welche ¢ (&) nicht kleiner ist als alle- andern im Intervall
angenommenen ‘Funktionswerte ¢(x). Dann ist fiir kleines % sicher

@(&) — @(& 4 k) == 0: Lassen wir nun in dem Ausdruck P+ h) ()

die Gréfe h von positiven Werten her gegen Null streben, so folgt
durch Grenziibergang ¢'(§) £ 0. Da aber ebenso, wenn % durch

£+h) (6 =0 ist und
also der Grenzwert nicht negativ sein kann, so muB ¢’ () = 0 sein,
wie zu beweisen war.

Den Rolleschen Satz wenden wir nun auf die Funktion 1)

negative Werte gegen Null strebt,

P (x )—f(x)—f(xl)———(f(xz — (%))

an, welche offenbar den Bedingungen @(x;) = ¢(x;) = 0 geniigt und
die Form ¢(x) = f(x) +ax + b mit den konstanten Koeffizienten

EDZI®) g g besitst. Nach Nr. 4 wird ¢/ (1) = /(%) + a
2 1
und somit wegen des Rolleschen Satzes fiir einen geeigneten Zwischen-

wert &
0=¢'(¢) =1 +a
was mit der Aussage des Mittelwertsatzes gleichbedeutend ist.

1) Diese stellt iibrigens, wie Sie leicht selbst iiberlegen kénnen, bis auf einen
von x unabhingigen Faktor den Abstand des Kurvenpunktes von der Sekante dar.

6&
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9. Angeniherte Darstellung beliebiger Funktionen durch lineare. —
Differentiale.

Die Definitionsgleichung lim M%——!—(x—) = f'(x) des Differential-
h—0
quotienten ist gleichbedeutend damit, daB

fa+h) —f(x)=h{f(x)+eh

oder

fat+dx)y=y+Ady=f(x)+Axf'(x) +edx

wird, wobei ¢ eine mit 2 = A x zugleich gegen Null strebende GroBe ist.
Denken wir uns fiir den Augenblick die Stelle x festgehalten und den
Zuwachs & = A x verinderlich, so ist durch diese Formeln der Zuwachs
der Funktion, d. h. die GréBe Ay in zwei Summanden zerlegt, ndmlich
einen zu & proportionalen ,linearen‘‘ Anteil 2/’ (x) und einen ,,Fehler®,
welcher im Verhiltnis zu 4 um so kleiner wird, je kleiner der Zuwachs 2
selbst bleibt. Die Funktion f(x + 4) wird also bei festem x in ihrer
Abhingigkeit von % durch den linearen Anteil (%) + Af (%) um so
besser dargestellt, auf ein je kleineres Intervall um den Punkt x herum
wir uns beschrinken. Dieser angeniherten Darstellung der Funk-
tion f(x 4+ &) durch die angegebene lineare Funktion von % entspricht
geometrisch die Ersetzung der Kurve durch ihre Tangente im Punkte x.
Wir kommen auf die praktische Anwendung dieser Uberlegung zur
Ausfithrung von Niherungsrechnungen noch spiter im siebenten Ka-
pitel zuriick.

Hier will ich nur beildufig die Bemerkung anschlieBen, daB man
an diese gendherte Darstellung des Zuwachses Ay durch den linearen
Ausdruck Af () eine logisch einwandfreie Definition des Begriffes
,,Differential’‘ anschlieBen kann, wie es nach dem Vorgange von Leibniz
vor allem Cauchy getan hat.

Wenn auch der Begriff eines Differentials als unendlich kleine GréBe
keinen Sinn hat, und wenn es ebenso unsinnig ist, den Differential-
quotienten als den Quotienten zweier solcher GroBen zu definieren, so
kann man dennoch eine Deutung der Gleichung f'(x) = % erstreben,

. dy . . .
bei welcher der Ausdruck 2% nicht bloB symbolisch zu verstehen ist,

sondern als wirklicher Quotient zweier GroBen dy und dx. Man defi-
niert zu diesem Zwecke zunichst die Ableitung f'(x) durch unseren
Grenziibergang, denkt sich x festgehalten und betrachtet den Zuwachs
h = Ax als Verinderliche. Diese GroBle nennt man jetzt das Diffe-
rential von x und schreibt # = dx. Nunmehr definieren wir als Diffe-
rential der Funktion y den Ausdruck dy=y'dx = hf (x), also
wiederum eine Zahl, die mit unendlich kleinen GréBen nichts zu
tun hat. Jetzt ist wirklich der Differentialquotient y = f’(x) der
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Quotient der beiden Differentiale dy und dx; aber in dieser
Aussage steckt nichts Merkwiirdiges mehr, sondern eine blo8e Tauto-
logie, eine Umschreibung der Wortdefinition. Das Differential 4y ist
also der lineare Anteil des Zuwachses Ay (vgl. Fig. 41).

Wir werden von diesen Differentialen zunichst keinen Gebrauch
machen. Ich méchte jedoch der Voll-

stindigkeit halber noch erwihnen, daf} Y /
man nun auch zweite und héhere Diffe-
rentiale bilden kann. Denkt man sich %
nidmlich jetzt % irgendwie gewdhlt, und dy
zwar denselben Wert 4 fiir verschiedene 4 l
%, so wird dy = hf’ (x) eine Funktion oy
von % sein, von der man wieder das
Differential bilden kann. Diese GroBe
. . . . 0 x xR x
wird man zweites Differential von y Fig, 41.

nennen und durch das Symbol d2y = d2f (x)
bezeichnen. Sie ist der lineare Anteil des Zuwachses &f' (x + &) — A’ (%),
d. h. es wird 4%y = h?f’(x). Ebenso kann man natiirlich beliebig
weiter gehen und gelangt zu dritten, vierten Differentialen von y usw.,
welche durch die Ausdriicke A43f"'(x), 4%/ (x), ... definiert werden
koénnen.

10. Bemerkungen iiber die Anwendungen unserer Begriffe in der
Naturwissenschaft.

In den Anwendungen der Mathematik auf Naturerscheinungen
haben wir es niemals mit scharf definierten GréSen zu tun. Ob eine
Linge exakt gleich einem Meter ist, das ist eine Frage, welche durch
kein Experiment entschieden werden kann, und welche infolgedessen
keinen ,,physikalischen Sinn“ hat. Ebensowenig hat es einen
unmittelbaren physikalischen Sinn, von einem materiellen Stabe
zu sagen, seine Linge sei rational oder sie sei irrational; wir
werden sie immer mit jeder wiinschenswerten Genauigkeit durch ratio-
nale Zahlen messen kénnen, und was hauptsichlich interessiert, ist, ob
wir bei einer solchen Messung durch rationale Zahlen mit verhéltnis-
miBig kleinen Nennern auskommen oder nicht. Ebenso.wie die Frage
nach Rationalitit oder Irrationalitit in der strengen Bedeutung der
,,Prizisionsmathematik* keinen physikalischen Sinn hat, wird auch
sonst in den Anwendungen die wirkliche Durchfiihrung von Grenziiber-
gingen gewohnlich nur eine mathematische Idealisierung darstellen.
Die Bedeutung solcher Idealisierungen fiir die Anwendungen beruht
vor allem darin, daB durch sie alle analytischen Ausdriicke wesentlich
einfacher und handlicher werden. Z. B. ist es auBerordentlich viel
einfacher und bequemer, mit dem Begriff der Momentangeschwin-
digkeit zu arbeiten, die Funktion nur eines bestimmten Zeit-
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momentes ist, als mit dem Begriff der Durchschnittsgeéchwindigkeit
zwischen zwei verschiedenen Zeitmomenten. Jede rationelle Natur--
betrachtung wire ohne derartlge mathematische Idealisierungen zu
hoffnungsloser Komplikation verurteilt und miiBte in den ersten
Anfiangen stecken bleiben. Ich will mich jedoch hier nicht in eine Be-
trachtung iiber das Verhiltnis der Mathematik zur Wirklichkeit ein-
lassen; ich méchte lediglich fiir unsere gegenwirtige Begriffsbildung
hervorheben, daB man bei den Anwendungen das Recht hat, einen
Differenzenquotienten an die Stelle eines Differentialquotienten zu setzen
und umgekehrt, sobald die betrachteten Differenzen nur klein genug sind,
um bei.der Annidherung eine geniigende Genauigkeit zu gewihrleisten.
Der Physiker oder der Biologe oder der Techniker oder wer sonst mit
diesen Begriffen praktisch zu tun hat, wird dann das Recht haben,
innerhalb seiner Genauigkeitsgrenzen den Differenzenquotienten mit
dem Differentialquotienten zu identifizieren. Er wird dann fiir den
Zuwachs % der unabhingigen Verdnderlichen (nach der Ausdrucksweise
von Nr. 9 das Differential # = dx) den Zuwachs Ay = f(x + &) —/(x)
um so genauer durch die GroBe A/ (x) (das Differential dy) dar-
stellen konnen, je kleiner A ist. Solange er bei dieser Ersetzung
innerhalb der Genauigkeitsgrenzen bleibt, die ihm bei der Aufgabe
jeweils gesteckt sind, pflegt er die Zuwichse dx = & und dy = hf (x)
als ,,unendlich kleine GréBen zu bezeichnen. Diese ,,phystkalisch un-
endlich kleinen'* GrGfen haben einen prizisen Sinn. Es sind durch-
aus endliche, von Null verschiedene Gréfen, nur fiir die betreffende
Betrachtung klein genug gewshlt, z. B. kleiner als der Bruchteil einer
Wellenlinge oder kleiner als der Abstand zweier Elektronen im Atom
oder dgl., allgemein kleiner als der verlangte Grad der Genauigkeit.

§ 4. Das unbestimmte Integral, die primitive Funktion und
die Fundamentalsitze der Differential- und Integralrechnung.

Wie schon erwihnt, ist gerade der Zusammenhang zwischen dein
Problem der Integration und dem Problem der Differentiation der Angel-
punkt der Differential- und Integralrechnung. Diesen Zusammenhang
wollen wir nunmehr entwickeln.

1. Das Integral als Funktion der oberen Grenze.

Das bestimmte Integral einer Funktion f(x) hiingt in seinem Wert
von' der Wahl der beiden Integrationsgrenzen 4 und b ab. Es ist eine
Funktion sowohl der unteren Grenze a als auch der oberen Grenze b.
Um diese Abhingigkeit niher zu studieren, stellen wir uns zunichst
einmal die untere Grenze a als eine bestimmte feste Zahl vor, bezeichnen
die Integrationsvariable nicht mehr mit x, sondern mit #, was ja doch
vollstindig gleichgiiltig ist (vgl. S. 63), und bezeichnen die obere Grenze
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statt mit b mit %, um anzudeuten, daB wir die obere Grenze variabel
lassen und den Wert des Integrales als Funktion der oberen Grenze
untersuchen wollten. Wir setzen demgemaB

aff(u)du: D (x).

Diese Funktion @ (x) nennen wir ein unbestimmies Integral der Funk-
tion f(x). Wenn wir von einem und nicht von dem unbestimmten
Integral sprechen, so deuten wir damit
an, daB wir statt der unteren Grenze a A
auch irgend eine andere hitten wihlen
und so einen anderen Wert fiir das In-
tegral erhalten koénnen. Geometrisch wird
flir jeden Wert von x das unbestimmte
Integral durch den aus Figur 42 ersicht-
lichen Flidcheninhalt gegeben, der zur
Kurve y = f(u) gehoért und von den
Ordinaten # =a und # = x begrenzt
wird; das Vorzeichen des Fliacheninhaltes
ist dabei natiirlich nach den friiher
(§ 1, Nr. 3) angegebenen Regeln zu bestimmen.

Wenn wir statt der unteren Grenze & eine andere untere Grenze o
wihlen, so erhalten wir das unbestimmte Integral

flu)

Fig. 42.

¥ (x)=[f)du.
Die Differenz @ (x) — ¥ (x) wird offenbar durch das Integral

ff (uydw
gegeben, ist also, da « und & als jeweils fest gegebene Zahlen zu be-
trachten sind, eine Konstante. Es ist also
¥ (x) = @ (x) + const,,

d. h. unsere verschiedenen unbestimmien Integrale derselben Funktion unter-
scheiden sich lediglich durch eine additive Konstante.

Man koénnte auch ebenso das Integral als Funktion der unteren
Grenze betrachten, indem man die Funktion

b
wm=ﬁwwu

einfiihrt, wobei die Zahl b fest gewshlt ist. Auch hier unterscheiden
sich zwei Funktionen mit verschiedenen oberen Grenzen b und 8 ledig-

B
lich um die additive Konstante | f(«)du.
b
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2. Der Differentialquotient des unbestimmten Integrals.

Wir wollen nun das unbestimmte Integral @ (x) nach der Variablen %
differenzieren. Das Ergebnis dieser Differentiation wird der folgende
Satz sein:

Das unbestimmie Integral

@(x):ff(u)du

einer stetigen Funktion f(x) besttzt stets einen Differentialquotienten @' (x),
und zwar ist
D' (x)=1(x),

d.h. die Differentiation des wunbestimmien Integrales der gegebenen
stetigen Funktion liefert wieder diese Funktion.

Diese Tatsache bildet den Kernpunkt der ganzen Differential- und
Integralvechnung. Thr Beweis ergibt sich auBerordentlich einfach an
Hand der Bedeutung des Integrales als Flicheninhalt. Wir bilden

P (% + k) — P(x),
h 3

und deuten den Zihler
x+h x4+ h

D(x+h)—Dx)=[fuydu—[fwjdu=[juydu

als Flicheninhalt von der Ordinate, die zu » gehért, bis zur Ordinate,
die zu x + h gehort.

Ist xyin dem Intervall zwischen
x und x + 4 eine Stelle, fiir welche
N~ 7(x,) den gréBten, und x, eine
Stelle, fiir die f(x,) den kleinsten
Wert annimmt (vgl. Fig. 43), so
wird der fragliche Flicheninhalt
zwischen den Werten Af(x,) und
hf(x,) liegen, welche die Inhalte
von Rechtecken mit diesem Intervall als Grundlinie und den Héhen
f(xo) bzw. f(x,) darstellen. Analytisch ausgedriickt ist also sicherlich

fla) 2 ZEFN =20 >y,

wie man auch ohne Berufung auf die geometrische Deutung des Integrales
aus der Definition des Integrales als Grenzwert folgendermaBen ent-
nimmt1). Es sei

x4+ h

ff(u)du =1lim "Z—,’}(u,) Au, ,

x n>0 v=0

Y

. - —_—
a T Xy Tyx+h x
Fig. 43.

1) Vergleiche hierzu iibrigens auch die spiteren Betrachtungen. S. 102.
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wobei ug==x, %y, . . ., u,= x+h Teilpunkte des Intervalles von x bis x + &
bedeuten und simtliche Differenzen A%, = #,, ; —u, mit wachsendem %

gegen Null streben. Dann wird A—Zl sicherlich positiv sein, gleichviel
ob h positiv ist oder negativ. Da nun f(%5) > f(4,) = f(,) gilt und da
die Summe der GroBen Awu, gleich % ist, so folgt
1
Flae) = 4 3 1w) Au, > 1(x)

und somit durch Grenziibergang # — oo zum Integral die oben behaup-

x+h .
. .1 D (v h)— D(x
tete Relation fiir + [ f(u) du=2EF =),

Wenn jetzt 4 gegen O strebt, muB f(x,) gleichzeitig mit f(x,) wegen
der Stetigkeit der Funktion gegen den Wert f(x) streben. Wir erkennen
also unmittelbar, daB

@ (2) = lim ZEEH = 2@y
. k—0
ist, eine Gleichung, die genau den Inhalt unserer Behauptung ausmacht.

Aus der so bewiesenen Differenzierbarkeit der Funktion @(x) folgt mit
Riicksicht auf § 3 Nr. 5 sofort: Das Integral einer stetigen Funktion f(x)
ist wiederum eine stetige Funktion der oberen Gremze.

Als Erginzung zu unserem Ergebnis sei bemerkt, daB, wenn man
das bestimmte Integral nicht als Funktion der oberen Grenze, sondern
als Funktion @(x) der unteren Grenze auffaBt, der Differentialquotient
nicht gleich f(x), sondern gleich — f(x) wird; in Formeln: Wird

b
p(x) =[fu)du
gesetzt, so gilt
¢ (%) =—f(x).
Der Beweis dieser Tatsache folgt sofort aus der Bemerkung, da8

b x
1) an =— 1) du
x b
ist.

3. Die primitive Funktion (Stammfunktion); allgemeine
Definition des unbestimmten Integrales.

Der eben bewiesene Satz zeigt uns, daB das unbestimmte Integral
@ (x) ganz von selbst die Losung des folgenden Problemes gibt: Zu
einer gegebemen Funktion f(x) ist eine Funktion F(x) zu bestimmen,
derart, daf i
F'(x) = f(x)

wird. Dieses Problem verlangt von uns, den Prozef der Differentiation
umzukehren. Es ist eines der typischen Umkehrungsprobleme, wie sie
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in der Mathematik an vielen Stellen vorkommen und wie wir sie in
dieser Vorlesung schon mehrfach als fruchtbares mathematisches Er-
zeugungsprinzip kennen gelernt haben. (Z. B. geschah die erste Er-
weiterung des natiirlichen Zahlbegriffes unter dem Drucke der Forde-
rung, gewisse einfache Rechenprozesse umzukehren. Die Bildung der
Umkehrfunktionen fiihrte uns zu neuartigen Funktionen und wird uns
zu neuen Funktionen fiihren.)

Eine solche Funktion F (x), fiir welche F'(x) = f(x) ist, nennen wir
eine zur Funktion f(x) gehérige primitive Funktion oder Stammfunk-
tion; man will mit dieser Bezeichnung andeuten, daB aus ihr die Funk-
tion f(x) durch Ableitung oder Differentiation entsteht.

Dieses Problem der Umkehrung der Differentation oder  der Auf-
findung einer primitiven Funktion zu f(x) trigt zunichst einen ganz
andersartigen Charakter als das Problem der Integration. Das Resultat
aus Nr.2 sagt uns nun jedoch: Das unbestimmte Integral D (x) der
Funktion f(x) tst eine z2u f(x) primitive Funktion.
~ Wir haben mit diesem Ergebnis aber das Problem der Auffindung
primitiver Funktionen noch nicht vollstindig gelost. Denn wir wissen
noch nicht, ob wir damit alle Losungen der Aufgabe gefunden haben.
Die Frage nach der Gesamtheit aller primitiven Funktionen wird
nun durch den folgenden, gelegentlich ebenfalls als Fundamentalsatz
der Differential- und Integralrechnung bezeichneten Satz beantwortet:
Es st

F (x)—F,(x)=c,
d. h. die Differenz zweier verschiedener primitiver Funktionen Fy(x) und
F,(x) zu f(x) ist stets eine Konstante. Wir erhalten also zu einer beliebigen
primitiven Funktion F(x) alle anderen tn der Gestalt
F(x)+ec,

bei geetgneter Wahl der Konstanten c. Umgekehrt stelit der Ausdruck
F,(x) =F(x) + ¢ fiir jeden Wert der Konstanten c¢ eine primitive
Funktion von f(x) dar.

Dap fiir jede beliebige Wahl dieser Konstanten die Funktion F (x) + ¢
zugleich mit der Funktion F () eine primitive Funktion zu f(x) wird,
ist fast selbstverstindlich. Denn es ist

Fr+mh+c—(F(x) 40 _ Fr+4h)—Flr)
h h
und da der Grenzwert der rechten Seite bei abnehmendem % nach Vor-
aussetzung gleich f(x) wird, so gilt dies auch fiir den Grenzwert der
linken Seite, d. h. es ist
L(F@+e)=F @)=](x.

Wir brauchen nun zum Beweise unserer obigen Behauptung ledig-

lich zu-zeigen, daBl die Differenz zweier beliebiger primitiver Funk-
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tionen F, (x) und F,(x) auch stets eine Konstante ist. Zu dem Zwecke
betrachten wir die Differenz

Fy(x) — F,(x) =G(x)
und bilden
G (%) =lim {Fz(" +H=Fw)  Fr b - Flm} .

h—>0 h h

Beide Ausdriicke auf der rechten Seite haben bei abnehmendem % nach
Voraussetzung den Grenzwert f(x), d. h. es gilt fiir jeden betrachteten
Wert von %, daB G’ (%)= 0 ist. Eine Funktion aber, deren Ableitung
durchweg 0 ist, muB durch eine Kurve reprisentiert werden, deren
Tangente iiberall parallel zur x-Achse verlduft, d. h. sie muB selbst
eine Konstante sein; es ist also &(x) = ¢, wie wir behaupteten.

Ohne Berufung auf die Anschauung leitet man diese letzte Tat-
sache mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgendermaBen ab: Es wird

G (%) — G (%)) = (%3 — %,)G' (&) ; %< E<x,.

Da die Ableitung G’ (x) nach Voraussetzung fiir jeden betrachteten
Argumentwert, also auch fiir jeden Zwischenwert & verschwindet, so
folgt sofort G(x,) = G(x,), und da #x; und x, beliebige Werte von x in
dem betrachteten Intervall sind, so muB G (x) dort konstant sein.

Man kann also jetzt, wenn man das Resultat von Nr. 2 heranzieht,
sagen: Jede primitive Funktion F (x) zu f(x) ldft sich in der Form

F)=c+®®) =c+[fw)du

darstellen, wo ¢ und a Konstante sind, und umgekehrt stellt unser Aus-
druck bei beliebig fest gewihltem a und beliebigem Wert von ¢ eine primi-
tive Funktion dar.

Es liegt -nahe zu vermuten, daB man die Konstante ¢ allgemein
weglassen kann, da ja durch Anderung der unteren Integrationsgrenze a
sich das unbestimmte Integral um eine additive Konstante veriandert.
Man wiirde jedoch bei Weglassung von ¢ in vielen Fillen tatsichlich
nicht alle primitiven Funktionen erhalten, wie schon das Beispiel der
Funktion f(x) =0 zeigt. Hier ist das unbestimmte Integral @(x) aus Nr.1
immer Null, unabhingig von der unteren Grenze «; primitive Funktion
von f (x) =0 ist aber jede beliebige Konstante. Ein zweites Beispiel liefert
die Funktion f(x) = V#; sie ist nur fiir positive Werte von x definiert,
und wir wollen uns auf den Funktionszweig f(¥)} > 0 beschrinken. Es
wird dann

2 2 2 3

und wir sehen, daB, wie wir auch immer die untere Grenze a wihlen,

3
stets das unbestimmte Integral @ (x) aus —g— x2 durch Addition einer nega-
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. . 2 32
tiven Konstanten, nidmlich der Konstanten ——3—a2 entsteht, wihrend
2 & . o . —.

z. B. auch 3 2% + 1 eine primitive Funktion von Vx ist. Daher kénnen
wir in dem allgemeinen Ausdruck der primitiven Funktion die additive
Konstante nicht entbehren. Der gefundene Zusammenhang legt es
nahe, nunmehr den Begriff des unbestimmten Integrales ein wenig
zu erweitern. Wir wollen nimlich von nun an jeden Ausdruck der

Form ¢ + @ (x) = ¢ + f f(#) du als ein unbestimmtes Integral von

f(%) bezeichnen. Mit anderen Worten, wir wollen keinen Unterschied
zwischen den primitiven Funktionen und den unbestimmien Integralen
mehr machen. Trotzdem aber ist es fiir das Verstindnis der Zusammen-
hinge unbedingt erforderlich, sich dariiber klar zu sein, da8 zunichst
Umkehrung der Differentiation und Integration zwei vollstindig von-
einander verschiedene Dinge sind, und daB erst die Erkenntnis ihres
Zusammenhanges uns das Recht gibt, fiir die primitive Funktion auch
das Wort ,,unbestimmtes Integral*‘ zu verwenden.

Es ist iiblich, das unbestimmte Integral durch eine an und fiir
sich vielleicht nicht ganz klare Bezeichnungsweise symbolisch dar-
zustellen. Man schreibt ndmlich

c+ff(u)du=ff(x)dx,

d. h. man 146t die obere Grenze x fort, ebenso wie die untere Grenze a
und die additive Konstante ¢ und schreibt fiir die Integrationsvariable
den Buchstaben #, den man konsequenterweise eigentlich vermeiden
sollte, um eine Verwechselung mit der oberen Grenze x auszuschlieBen.
Bei der Bezeichnung f f(x) dx fiir das unbestimmte Integral miissen
Sie sich stets der damit verbundenen Unbestimmtheit bewuBt bleiben,
ndmlich der Tatsache, daB dieses Symbol immer nur ein unbestimmtes
Integral bedeutet.

4. Die Verwendung der primitiven Funktion zur Ausfiihrung
bestimmter Integrale.

Nehmen wir an, daB wir irgend eine primitive Funktion F (x) = f f(x)dx
b
von f (%) kennen und daB wir das bestimmte Integral f f (1) du berechnen

wollen. Dann wissen wir, daB das unbestimmte Integral

x

D (x) = [ f(u)du

a

sich von einer anderen primitiven Funktion F (x) nur um eine additive
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Konstante unterscheiden kann. Es ist also
D(x)=F(x)+c¢
und die additive Konstante ¢ bestimmt sich sofort durch Beriicksichti-

gung der Tatsache, daB das unbestimmte Integral @ (x f flu

fir x =a den Wert 0 haben muB. Es ist also 0= (a ) F(a )—I—c
und daher ¢=—F (@) und @ (x) =F (x) —F (a), speziell also fiir

x=1b
b

[i{wdu=F@®) —Fa),

a
und somit ergibt sich die wichtige Regel: man erhilt das bestimmie
Integral der Funktion f(x) zwischen den Grenzen a und b, indem man
mit irgend einer primitiven Funktion F(x) die Differenz F(b) — F (a)
bildet.
Wir kénnen die eben gefundene Regel unter Benutzung der Be-
ziehung F’(x) = f(x) auch folgendermaBen schreiben -

F())—F ——fF' j 0 s

Diese Formel 148t sich nun sehr einfach direkt verstehen und beweisen.

. . . . . dF
Ersetzen wir rechts den Differentialquotienten - durch den

. E
Differenzenquotienten j—x und das Symbol dx durch 4x, das Integral

F
durch die Summe 74 = x(x) Ax,, so erhalten wir gerade die Summe der

Differenzen AF, und es ist klar, daB diese Summe den Wert F (6)—F (a)
besitzt.

F
Andererseits ist nach dem Mittelwertsatz 37‘ = F'(§), wo & ein
Zwischenwert zwischen x; und x;,; bedeutet. Unsere Summe ist also
gleich > Ax,F!(£,); sie geht also zufolge der Integraldeﬁnition bei Ver-
feinerung der Einteilung tatsichlich in das Integral f F'(x)dx tiber,

womit unsere Formel bestitigt ist.

Bei der Handhabung unserer Regel bedient man sich oft des
symbolischen Zeichens |, um die Differenz F (b) — F (4) auszudriicken.
Man schreibt néimlich

ff )dx=F (b)—F (a)=F (x)

/| —

und deutet also mit dem Strich an, daB in dem davorstehenden Ausdruck
fiir x einmal der Wert b, dann der Wert a einzusetzen ist und schlieBlich
beide so entstehenden Zahlen voneinander zu subtrahieren sind.
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5. Einige Beispiele.

Wir sind ohne weiteres in der Lage, den dargelegten Zusammenhang
zwischen bestimmtem Integral, unbestimmtem Integral und Dif-
ferentialquotienten an einer Reihe einfacher Beispiele zu verfolgen.
Vermoge des Satzes von Nr. 2 kénnen wir aus jeder der in § 2 direkt
bewiesenen Integralformel eine Differentiationsformel ableiten.

In § 2 waren wir fiir beliebige von — 1 verschiedene rationale «
und positive @, b zu der Integralformel '

b

1
J.x,adx: p + i (ba—i—l.__aa-i-l)

a

gelangt, die wir, indem wir die Integrationsvariable mit # und die
obere Grenze mit x bezeichnen, in die Form )
. 1
.Jl widu =
a
setzen koénnen. Daraus folgt nach unserem Fundamentalsatz, daB die
rechte Seite eine primitive Funktion des Integranden ist, d. h. daB die
Differentiationsformel

(xa+l___aa+l)

d
=t )

gilt, und zwar fiir alle rationalen Werte von «, mit Ausnahme des Wertes
o =—1. Das gewonnene Resultat stimmt genau mit dem iiberein,
das wir in § 3 durch direkte Durchfiihrung der Differentiation erhalten
haben. Wir hitten uns also, gestiitzt auf den Fundamentalsatz, die
besondere Mithe dieser Differentiation sparen koénnen, nachdem wir
einmal die Integration ausgefithrt haben,

Weiter folgt aus der in §2 bewiesenen Integralformel

fcosudu:sinx—sina
a

die Differentiationsformel 7,50 % =cos ¥ in Ubereinstimmung mit

dem in § 3 gewonnenen Ergebnis.

Wir konnen aber auch umgekehrt jede direkt bewiesene Differen-
tiationsformel F’(x) = f(x) als Verkniipfung zwischen primitiver
Funktion F (x) und abgeleiteter Funktion f(x) ansehen, also als Formel
der unbestimmten Integration auffassen und dann gemiB Nr. 4 hieraus
das bestimmte Integral von f (x) erhalten. — Gerade von dieser
letzten Methode macht man, wie wir im Kapitel IV sehen werden,
auBerordentlich hiufig Gebrauch. — Insbesondere kénnen wir von
den Resultaten aus §3 ausgehen und aus ihnen vermoge des Fun-
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damentalsatzes die Integralformeln des § 2 beweisen. Es ist z. .B.
a+1

d . . sl
nach §3 —-a*tl=(a+1)x*. Also ist §c_+_i eine primitive Funk-

tion oder ein unbestimmtes Integral von x* und somit ergibt sich
jetzt nach Nr. 4 die obige Integralformel.

§ 5. Einfachste Methoden zur graphischen Integration.

Ein unbestimmtes Integral oder eine primitive Funktion zu f(x) ist
eine Funktion y = F («), die man zweckméiBigerweise nicht nur durch
Flicheninhalte veranschaulichen wird, sondern fiir die man auch
ebensogut wie fiir jede Funktion eine graphische Darstellung durch
eine Kurve geben kann. Aus der Definition unserer Begriffe ergibt
sich unmittelbar die Moglichkeit, diese Kurve in einfacher Weise ge-
nihert zu konstruieren und sich so ein anschauliches.Bild von der
Integralfunktion zu machen.

Man muB3 zunichst bedenken, daB diese letztere Kurve nicht ein-
deutig, sondern wegen der willkiirlichen additiven Konstanten nur
bis auf eine willkiirliche Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse
bestimmt ist. Man kann also von der Integralkurve noch verlangen,
daB sie durch einen bestimmten, willkiirlich vorgeschriebenen Punkt
geht, z. B. wenn x =1 dem Definitionsintervall von f(x) angehért,
durch den Punkt mit den Koordinaten # =1,y = 0. Dann ist die
Integralkurve durch die Forderung bestimmt, daB ihre Richtung fiir
jeden Wert von x durch den zugehérigen Wert von f(x) gegeben wird.
Um eine angeniherte Konstruktion einer diesen Bedingungen gentigen-
den Kurve zu geben, versucht man, statt der krummen, durch y = F (x)
dargestellten Linie einen aus geraden Stticken bestehenden Polygon-
zug zu konstruieren, dessen Eckpunkte {iber
vorgegebenen Teilpunkten der x-Achse
liegen und dessen Seiten jeweils ein Stiick
weit die Richtung der gesuchten Kurve
anndhern. Hierzu teile man das betrach-
tete Intervall der =x-Achse durch die,
Punkte x =1, x;, x,, ... in eine gewisse
Anzahl von Teilen ein, welche tbrigens
nicht notwendig alle gleich sein mdiissen, T L & L Xx
und errichte in jedem Teilpunkt die Par- Fig. 44.
allele zur y-Achse. Dann lege man (vgl.

Fig. 44) durch den Punkt x =1, y == 0 die gerade Linie deren Rich-
tungstangens gerade gleich f(1) ist; im Schnittpunkt dieser Geraden
mit der Linie x = x, lege man die Gerade mit dem Richtungstangens
f(xy) schneide sie wieder mit der Linie x = x, und setze dies Ver-
fahren fort. Um die Geraden mit den vorgegebenen Richtungen prak-

)
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tisch zu konstruieren errichte man in jedem Teilpunkt die Ordinate
der Kurve y = f(x). Diese Ordinate projiziere man auf irgend eine
Parallele zur y-Achse, z. B. auf diese selbst. Dann erhilt man die

Y

2

~
)

T
v

S
—

Fig. 45.

Richtung der Integralkurve, indem man — bei der letzten Annahme
— den Punkt mit den Koordinaten ¥ =0 und y = f(x) mit dem
Punkt x = —1, y = 0 verbindet (vgl. die Figuren 45 und 46). Indem
man diese Richtungen parallel zu sich selbst iibertrigt, konstruiert

4

5
]

|
|
1

/

I ——

7

~7

Fig. 46.

man einen Polygonzug, dessen Eck-
punkte tiber den gegebenen Teilpunk-
ten der x-Achse liegen und dessen
Richtungen jeweils in den Anfangs-
punkten mit den dortigen Richtungen
der Integralkurven dibereinstimmen.
Macht man die Intervalleinteilung hin-
reichend fein, so werden die Polygone
eine beliebig genaue Anniherung an
die Integralkurve darstellen. Man kann
hiufig die Genauigkeit der Konstruk-
tion noch etwas verbessern, indem
man fir jede Polygonseite diejenige
Richtung wihlt, welche nicht zum An-
fangspunkt des betreffenden Inter-

valles, sondern zum Mittelpunkt des betreffenden Intervalles gehort?).

1) Beildufig mochte ich erwahnen, daB die graphische Integration, d. h. die
zeichnerische Ermittlung einer primitiven Funktion F (x) zu einer durch eine
Kurve gegebenen Funktion f(x), auch durch mechanische Apparate, die sog.
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In Figur 46 ist die geschilderte Konstruktion fiir die Funktion
f(x) = x durchgefiihrt. Wir erhalten so durch graphische Integration

2
als Integralkurve die Parabel y=%—%. Weiter ist in Figur45 die

Integralfunktion F(x) fiir die Funktion f(x) =;1; gezeichnet, ‘eine

Funktion, die wir spiter (vgl. drittes Kapitel, § 6) noch eingehend
untersuchen werden — sie wird sich n#mlich als die Logarithmus-
funktion erweisen. Endlich rate ich Ihnen, selbst weitere Beispiele
durchzufithren, etwa die graphische Integration der Funktionen sin %
und cos .

§ 6. Weitere Bemerkungen iiber den Zusammenhang
zwischen Integral und Differentialquotient.

Bevor- wir zu einer systematischen Verfolgung der im § 4 ge-
fundenen Zusammenhinge {ibergehen, will ich diese noch von einem
anderen Gesichtspunkte aus beleuchten, der in engster Beziehung
mit der anschaulichen Vorstellung von Massendichte und anderen phy-
sikalischen Begriffen steht.

1. Die Massenverteilung und Dichte; Gesamtquantitit und
spezifische Quantitit.

Denken wir uns auf einer geraden Linie, der x-Achse, irgendwelche
Massen verteilt, und zwar stetig, aber nicht notwendig gleichférmig.
Stellen wir uns etwa eine Luftsiule von gegebenem Querschnitt vor,
welche vertikal {iber dem Erdboden steht — als x-Achse nehmen wir
dabei die senkrecht nach oben weisende Grade, als Nullpunkt x = 0
den Punkt am Erdboden. Die Gesamtmasse zwischen zwei Abszissen
% =%, und x = %, wird durch eine sog. Summenfunktion F (%)
folgendermaBen charakterisiert. Man geht von dem Anfangspunkt der
Massenverteilung lings der Geraden, dem Punkte x = 0, aus und versteht
unter F (x) die Gesamtmasse zwischen der Abszisse 0 und der Abszisse x.
Der Massenzuwachs zwischen den Abszissen #; und %, wird dann ein-
fach durch

F (%5) — F ()
gegeben, wobei diesem Zuwachs ein Vorzeichen zugeschrieben wird,
welches sich bei Vertauschung von #, und x, dndert.

Integraphen ausgefithrt werden kann, bei denen ein Stift lings der gegebenen
Kurve y == f (#) gefiihrt wird, und ein Zeichenstift automatisch eine der Kurven
y = F () beschreibt, fiir welche F’(x) = f () ist. Die unbestimmt bleibende
Integrationskonstante driickt sich in einer gewissen Willkiirlichkeit bei der Wahl
der Anfangsstellung des Apparates aus. Niheres vgl. z. B. bei A. Galle, Mathe-
matische Instrumente. Leipzig 1912, IX. Abschnitt.

Courant, Differentialrechnung. 7
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Der Durchschnittswert der Masse pro Lingeneinheit in dem Inter-
vall %, bis x, ist
Fw) ~ F(#)

Nehmen wir an, daB die Funktion F(x) differenzierbar ist, so strebt
fiir x,—>x, dieser Wert gegen die Ableitung F'(x;) = f(#,). Und diese
GroBe ist gerade das, was man als spezifische Masse oder spezi-
fische Dichte oder lediglich Dichte unserer Verteilung an der Stelle x, zu
bezeichnen pflegt — sie ist natiirlich im allgemeinen mit dem Ort ver-
dnderlich —. Zwischen der Dichte f(x) und der ‘Summenfunktion
F (x) besteht also einfach die Beziehung

=6ff(u)du; (%) =F'(x).

Die Summenfunktion ist eine primitive Funktion der Dichie, oder gleich-
bedeutend: Die Masse ist das Integral der Dichte und umgekehrt: Die
Dichte ist der Differentialquotient der Summenfunktion.

Genau das entsprechende Verhiltnis finden wir auch sonst viel-
fach in der Physik vor. Bezeichnen wir z. B. die gesamte Warmemenge,
die man braucht, um eine gegebene Einheit eines Stoffes von der Tempe-
ratur £, auf die Temperatur ¢ zu bringen, mit Q(f), so wird fiir eine
Temperaturerhéhung von der Temperatur #, auf die Temperatur ?,
die Wirmemenge

Q(t) — Q%)
gebraucht. Die durchschnittliche fiir die Erhohung um die Temperatur-
einheit aufgewandte Wirmemenge ist
Q%) —0@) .
,—t
wenn wir wiederum die Differenzierbarkeit der Funktion Q () voraus-
setzen, erhalten wir in der Grenze eine Funktion
H—Q(
7 () tl_I?,Q(i—tQ(l),
die wir als spezifische Wirme des Stoffes bezeichnen. Diese spezifische
Wirme ist allgemein eine Funktion der Temperatur ¢ anzusehen.
Auch hier besteht zwischen spezifischer Warme und gesamter Wérme-
menge die fiir das Verhiltnis von Integral zum Differentialquotienten
charakteristische Relation

fq dt=Q(b) —Q (a).

Ganz dhnliche Verhiltnisse treffen wir iiberall dort, wo man einer
gesamten Quantititdt eine spezifische Quantitit gegeniiberstellen kann,
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wie der elektrischen Ladung die elektrische Ladungsdichte, einer Ge-
samtkraft auf eine Fliche die Kraftdichte oder der Druck in jedem
Punkt usw.

In der Natur liegt die Sache gew¢hnlich so, daB3 uns von vornherein
nicht etwa die spezifischen GréBen, d. h. die Dichte, sondern vielmehr
die Gesamtquantitit gegeben ist; daB also die Integrale das Primire
sind (was ja auch durch die Bezeichnung ,,primitive Funktion® zum
Ausdruck kommt) und daB erst ein Grenziibergang, nimlich die Diffe-
rentiation uns zu den spezifischen GréBen fithrt.

Beildufig bemerke ich iibrigens, daB bei unserer Auffassung, wenn
wir die Massen als von Natur positiv ansehen, die Summenfunk-
tion F (x) eine mit ¥ monoton zunehmende Funktion sein muB, und daB
dementsprechend die spezifische GréBe, die Dichte f(x), positiv ist.
An und fiir sich aber hindert uns nichts, auch die Vorstellung negativer
Massen heranzuziehen (wie z. B. negative Elektrizitit); dann sind
unsere Summenfunktionen F (x) durch keine Monotoniebedingung mehr
eingeschrankt.

2. Gesichtspunkte der Anwendungen.

Das Verhiltnis der primitiven Summenfunktion zu der spezifi-
schen Verteilungsdichte wird vielleicht noch deutlicher, wenn man sich
wieder vergegenwirtigt, dal vom Standpunkte der physikalischen Tat-
sachen aus sowohl der Grenziibergang bei der Integration als auch
der bei der Differentiation eine Idealisierung darstellt und daB diesen
Grenziibergingen exakt in der Natur nichts entspricht, da man viel-
mehr an Stelle des Integrals in der physikalischen Wirklichkeit genau
genommen nur eine Summe sehr vieler kleiner Summanden, und an
Stelle eines Differentialquotienten einen Differenzenquotienten aus sehr
kleinen GréBen bilden muB. Die GroBen A x bleiben von O verschieden ;
der Grenziibergang A x—>0 hat lediglich die mathematische Bedeutung
einer weitgehenden Vereinfachung, bei welcher dennoch die Genauig-
keit der mathematischen Darstellung der Wirklichkeit nicht merklich
beeintrachtigt wird.

Beispielsweise werden wir uns entsprechend der atomistischen
Struktur der Materie die Masse in einer Luftsdule nicht wirklich stetig
als Funktion von x verteilt denken konnen; wir wollen uns vielmehr
(was allerdings wiederum eine idealisierende Vereinfachung ist) vor-
stellen, daB die Masse in Form von sehr vielen, sehr dicht beieinander-
liegenden, aber punktférmigen Molekiilen tiber die x-Achse verteilt sei.
Dann wird die Summenfunktion F(x) keine stetige Funktion sein;
sie wird vielmehr in dem Intervall zwischen zwei Molekiilen einen
konstanten Wert haben und plétzlich springen, wenn wir mit der
Variablen den Ort eines neuen Molekiiles passieren; die GroBe dieses
Sprunges ist gerade gleich der Masse des Molekiiles, die durchschnitt-

7*
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liche Entfernung zweier Molekiile wird dabei nach den Ergebnissen der
Atomtheorie die GréBenordnung von 10-8cm haben. Wenn wir unsere
GréBen Ax, zwar sehr klein, aber doch noch groB genug gegeniiber
der Linge 10~8 cm machen, etwa 10-%cm, dann liegen in jedem Inter-
vall zwischen ¥ und x + Ax noch so viele Molekiile, niamlich der
GréBenordnung nach 104, daB man auch von ihnen noch den Ein-
druck einer stetigen Verteilung behidlt und sich das Recht nimmt,
diese Verteilung durch eine stetige und differenzierbare Funktion zu
idealisieren. Als Verteilungsdichte wird man dann einfach den Diffe-

. F F
renzenquotienten A—A—? il j;;) *) betrachten ;selbstverstand-

lich ist es dabei eine wesentliche physikalische Annahme, da die Bil-
dung dieses Differenzenquotienten nicht zu merklich verschiedenen
Ergebnissen fithrt, wenn wir die GroBe A« innerhalb gewisser Grenzen
verdndern, etwa innerhalb der Grenzen 10-4cm und 10-%cm.

Man sieht unmittelbar, daB diese Dichte mit der Gesamtverteilung
durch die jetzt selbstverstindliche Gleichung

EA F(x) 4
a5 4
zusammenhéngt.

Es ist vielleicht angebracht, noch ein weiteres Beispiel fiir die Be-
griffe: Summenfunktion und Verteilungsdichte zu besprechen. In der
Statistik, z. B. in der kinetischen Theorie der Materie oder in der stati-
stischen Biologie treten diese Begriffe hiufig in einer Form auf, bei der
der Charakter der mathematischen Idealisierung besonders deutlich wird.
Betrachten wir etwa die Molekiile eines in einem Gefi eingeschlos-
senen Gases. IThre Anzahl sei N. Die Anzahl derjenigen, welche eine
Geschwindigkeit kleiner als x haben, sei N® (x). Dann bedeutet @ (x)
das Verhiltnis der Anzahl derjenigen Molekiile, welche sich mit einer
zwischen 0 und x gelegenen Geschwindigkeit bewegen, zur Gesamt-
zahl (die ganze Betrachtung bezieht sich auf einen bestimmten Zeit-
moment). Diese Summenfunktion ist natiirlich nicht stetig, sondern

sie wird wieder stiickweise konstant sein und jeweils um die Zahl %~

sprunghaft anwachsen, wenn bei wachsendem x gerade ein x-Wert er-
reicht wird, dem ein Molekiil mit der Geschwindigkeit x entspricht.

Die mathematische Idealisierung, die wir vornehmen, ist nun die,
daB wir die Zahl N in der Idee iiber alle Grenzen wachsen lassen. Wir
nehmen an, daB bei diesem Grenziibergang N — oo die Summen-
funktion @(x) gegen eine bestimmte stetige Grenzfunktion F(x)
strebt. DaB dies wirklich der Fall ist (d. h. daB man mit hinreichender
Genauigkeit @ (x) durch eine solche stetige Funktion F(x) ersetzen
darf) stellt selbstverstindlich eine wesentliche physikalische Annahme
dar; und eine weitere solche Annahme ist es, wenn wir voraussetzen,
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daB diese Summenfunktion F (x) einen Differentialquotienten F’ (x) = f (%)
besitzt, den wir dann als Verteilungsdichte bezeichnen werden. Die
Summenfunktion hingt mit dieser Verteilungsdichte durch die Gleichung

% b
F(x):off(u)du; F(b)-F(a):aff(x)dx

zusammen.

Man nennt diese Verteilungsdichte gelegentlich auch die spezifische
Wahrscheinlichkest dafiir, daB ein Molekiil die Geschwindigkeit x be-
sitzt. Die eben durchgefiihrte Idealisierung, welche in der auf Maxwell
zuriickgehenden kinetischen Gastheorie eine groBe Rolle spielt, stellt
sich in mathematisch genau derselben Form bei zahlreichen Fragen
der mathematischen Statistik ein.

§ 7. Integralabschitzungen und Mittelwertsatz der
Integralrechnung. ‘

Wir schlieBen dieses Kapitel mit einigen Betrachtungen fiber eine
Frage von allgemeiner Bedeutung, deren ganze Wichtigkeit allerdings
erst etwas spiter zutage treten wird. Es handelt sich um die Ab-
schédtzung von Integralen.

1. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Die erste und einfachste dieser Abschitzungsregeln lautet: Wenn
die stetige Funktion f(x) in einem Intervall a < x < b iiberall nicht
negativ ist, d.h. tiberall entweder positiv oder Null ist, so ist auch
das bestimmte Integral

b

ff(x)dx

a

nicht negativ. Ebenso ist dieses Integral nicht positiv, wenn die Funk-
tion in dem Intervall nirgends positiv ist. Der Beweis dieser Tatsache
ergibt sich ohne weiteres aus der Definition des Integrales.

Hieraus entspringt der folgende Satz: Wenn in dem ganzen Inter-
valle iiberall

f(%) = g(x)

ist, so ist auch

b b
aff(x)dxgufg(x)dx.

Denn das Integral der Differenz f(x) — g (%) ist nach der ersten Be-
merkung nicht negativ, und nach unserer Summenregel (S. 62) ist

b b b
af(f(x)—g(x))dx=aff(x>dx—jg(x>dx-
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Es sei nun M der gréBte, m der kleinste Wert der Funktion f(x)
in dem Intervall ¢ bis . Dann ist die Funktion M —f(«) in dem Inter-
vall nicht negativ, und dasselbe gilt fiir die Funktion f(x) —m. Es
ergibt sich also nach den obigen Bemerkungen sofort die doppelte
Ungleichung:

) b b
fmax < [jxydx < [Mix

b b b
und da fmdx=mjdx=m(b—a) und ebenso fde=M(b—a)

b
ist, folgt mb—a) < [fx)ydx < M(b—ay.

Das betrachtete Integral 148t sich daher darstellen als das Produkt
von b—a mit einem Werte g zwischen m und M

b
ff(x)dx:y(b—a).

Die genaue GroBe dieses Zwischenwertes g brauchen wir nicht allge-
mein anzugeben. Wir kénnen aber aussagen, daB er an einer gewissen
Stelle & des Intervalles a << & << b von der Funktion angenommen wird,
da eine stetige Funktion in einem Intervalle alle Werte zwischen ihrem
gréBten und ihrem kleinsten Wert annimmt (vgl. S. 51). Wie beim
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist bei vielen Anwendungen
die genaue Angabe des Wertes & unwichtig. Wir diirfen also p = f(&)
setzen, wo & ein solcher Zwischenwert ist, und kénnen dann schreiben

b
aff(x)dx=(b—a)f(5)-

In dieser letzteren Formulierung bezeichnen wir unsere Abschitzungs-
formel als Mittelwertsatz der Integralrechnung. Wir konnen- diesen Mittel-
wertsatz noch ein wenig verallgemeinern, indem wir an Stelle des Inte-
granden f(x) einen Integranden der Form f(x) p(x) betrachten, wobes
P (%) eine beliebige positive Funktion bedeutet, die wir, ebenso wic f(x),
als stetig annehmen. Da Mp (x) = f(x)p (¥) = mp (x) ist, so erhalten wir
sofort die Beziechung:

b b b
m [p)dx < 10 pex)dx <M [p(x)dx

oder, in eine Gleichung zusammengefaft:

b b
J1n pmaz=1@ Jp@ax.

wo & wieder etn Mittelwert ist.
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2. Anwendungen. Die Integration von x° fiir beliebiges irrationales .

Der Mittelwertsatz bzw. die mit ihm gleichbedeutenden Integral-
abschédtzungen liefern uns sofort eine sehr wichtige Einsicht in eine
anschaulich iibrigens sofort einleuchtende Tatsache: Der Wert eines In-
tegrales dndert sich nur wenig, wenn die Funktion selbst iiberall wenig
gedndert wird. Prizis ausgedriickt: Die Integrale zweier Funktionen f(x)
und g(x), welche sich in dem ganzen Intervall a < x < b absolut ge-
nommen um weniger als eine Zahl & unterscheiden, unterscheiden sich
selbst voneinander absolut genommen um weniger als ¢ (b—a). In

Formeln: Wenn in unserem Intervall |f(x) —g(%)| < ¢ gilt, so ist

b b
lﬁ(x)dx—!g(x)dxi<e(b—a)

oder, was damit gleichbedeutend ist,

b b b
—a(b—a)—l—fg(x)dx<ff(x)dx<fg(x)dx+s(b—a).

Figur 47 zeigt uns diese Tatsache sehr deutlich. Wir ziehen zu

der Kurve y = f(x) die Parallelkur-
ven y=f(x)4+¢e und y=f(x)—e.
In dem durch diese beiden Parallel-
kurven gebildeten Streifen verlduft
nach Voraussetzung die Funktion
g(x). Es wird hieraus sofort Kklar,
daB die Flicheninhalte, die von den
Kurven f(x) und g(x) begrenzt sind,
sich nicht um mehr als den halben
Streifeninhalt voneinander unter-
scheiden kénnen, und dieser Streifen-
inhalt ist gerade die Zahl

b b

=

Fig. 47.

S () +e)dx— [ (f(x) —e)dx=2e(b—a).

a a

Ohne Berufung auf die Anschauung folgt sofort aus den Betrach-
tungen in Nr. 1 und aus den Ungleichungen — e g (%) <f (%) <&+ g(%)

die Beziehung

b

b b
f(—e+g(x))dx<ff(x)dx<af<g(x>+e)dx,

welche sofort infolge der Grundregeln iiber Integrale die Gestalt

b b b
—e(b—a)+ [awdr< [{(mydx< [gx)dx+e(b—a)
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annimmt — wir haben dabei nur das Integral einer Summe durch die
entsprechende Summe der Integrale ersetzt und beachtet, da

b
fadx=e(b—a)

ist.

Zur Erliuterung der eben bewiesenen Tatsache will ich zeigen,
daB man mit ihrer Hilfe imstande ist, die Funktion x* fiir irgend
einen irrationalen Wert von « 2zu integrieren, genauer, das be-

b
stimmte Integral f x°dx zu bilden. Wir setzen dabei voraus, da83
a

0<a<bist.
Den Exponenten « stellen wir als Grenzwert einer Folge von ratio-
nalen Zahlen o4, &, ..., &,, ... dar, & =lim«,, wobei wir voraus-

#%—>00
setzen diirfen, daB keiner dieser Werte «, mit — 1 zusammenfillt;
denn « selbst ist ja von — 1 verschieden. Fiir die Potenz x* benutzen
wir dann die Definition
%% = lim x%
7>

und beachten folgendes: Wie klein auch immer wir die positive Zahl ¢
wihlen, stets koénnen wir den Index # so groB hinzubestimmen, daf
in dem ganzen Intervalle a < x < b gilt: [x*—x% | << &%)

Nunmehr brauchen wir nur unsere obige Beziehung auf die Funk-
tionen f(x) = x* und g(¥) = 2% anzuwenden und erhalten

b b b
-—s(b—a)+fx"ndx<fx“dx< fx"ndx—}—s(b—a).

Rechts und links aber kénnen wir die Integrale gemiB8 dem Resultat
aus § 2 Nr. 4 ausfithren und erhalten

1

o, + 1

)
—t(b—a)+ &% (ben 1——a“»+1)<J‘x“dx< (b%nt1—qa% +1)4-g(b—a).

Lassen wir nunmehr die Zahl & immer kleiner werden und gegen 0 streben,
so miissen wir # immer gréBer und gréBer wihlen; da die Zahlen «,

1) Der Beweis ergibt sich, wenn wir der Kiirze halber voraussetzen, daB
o, > a >0 ist, d,=a,—a >0 also, sehr einfach folgendermaBen: Unter
Beriicksichtigung des monotonen Charakters von x* wird

[#%— 2% = 2%|1 — 2% | <% 1 — a% ],

Da lim 4% = 1, also 1im|‘ 1-— aa": = 0 ist, so strebt die von der Lage von x

fn-—>00
im Intervall gar nicht mehr abhingige Zahl &, = 5%/ 1 — a‘s"] mit wachsendem
n gegen Null, was zu beweisen war.
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gegen o und 4% bzw, b% gegen a® bzw. b* konvergieren, erhalten
wir unmittelbar das Resultat

b

1
o — - _Aha+1__ pat+l

fx dx—a_*_l(b a*+1).

@
Mit anderen Worten: Auch fiir irrationale Exponenten o gilt dieselbe
Integralformel wie fiir rationale. Beildufig bemerkt folgt hiernach aus
dem Fundamentalsatz von § 4, daB auch fiir irrationale o die Diffe-
rentiationsformel

%x““:(a—{-l)xa gilt.

Anhang zum zweiten Kapitel.

§ 1. Die Existenz des bestimmten Integrales einer stetigen
Funktion.

Ich bin noch den analytischen Beweis der Tatsache schuldig, daB
das bestimmte Integral einer stetigen Funktion f(x) zwischen den
Grenzen 4 und b (@ <?b) stets existiert; hierzu betrachten wir in der
Bezeichnung des zweiten Kapitels, § 1 die Summe

Fn=é‘]1f(§,) Ax,.
Es ist sicherlich

" n -
F,= 3}() 4% < F, < 3f(w) Az, =F,,
- =1 r=1
wo f(v,) den kleinsten, f(%,) den groBten Funktionswert im »-ten Teil-
intervall bedeutet. Die Aufgabe ist, zu beweisen, da8 F, gegen einen
bestimmten, von der speziellen Art der Intervalleinteilung und der
Wahl der &, unabhingigen Grenzwert konvergiert, wenn bei wachsen-
dem » die Linge des lingsten Teilintervalles A x, gegen 0 strebt. Offen-
bar ist es zu diesem Zwecke notwendig und hinreichend zu zeigen,

daB die Ausdriicke F, und F,, beide gegen ein und denselben Grenzwert
konvergieren. o

Wenn die Intervalleinteilung so fein gew#hlt ist, daB in jedem Inter-
vall die Schwankung |f(,) —f(v,)| der stetigen Funktion kleiner als
eine im iibrigen beliebig klein vorgegebene Zahl ¢ wird (was wegen
der GleichmiBigkeit der Stetigkeit der Funktion f(x) stets mdglich ist),
dann ist gewiB

0 Fp—Fy= 3 4%,(f(h)— () < & (b—a),

r=1
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und wir sehen also, daB diese Differenz bei wachsendem # gegen 0
strebt, so daB wir uns damit begniigen kénnen, z. B. die Konvergenz

von F, zu beweisen. Diese Konvergenz ist bewiesen, sobald gezeigt ist,

daB |F,, — F,| beliebig klein wird, wenn nur die beiden entsprechenden
Einteilungen, die wir als ,,Einteilung m‘‘ bzw. ,,Einteilung #‘‘ bezeichnen
wollen, einen bestimmten Grad der Feinheit iibersteigen. Wir setzen
also voraus, daf fiir beide Einteilungen die Schwankung der Funk-
tion f(x) in jedem Teilintervalle kleiner als ¢ bleibt. Dann gehen wir
zu einer dritten Einteilung iiber, deren Teilpunkte wir erhalten, wenn
wir samtliche Teilpunkte der beiden Einteilungen, die zu den Zahlen »
und  gehoren, zusammennehmen. Diese Teilung, welche 7 Teilpunkte
haben moge, bezeichnen wir durch den Index ! und betrachten den

zugehoérigen Wert I?; Wir kénnen nun die Differenz |F -—F | ab-

schitzen, indem wir erst fiir die Differenzen |F —F ,] und |F, —F Fy|
Abschitzungen gewinnen. Ich behaupte, daB folgende beiden Beziehun-
gen gelten:

F,<F,<F, wd F,<F <F,

IA

Der Beweis folgt sofort aus der Bedeutung unserer Ausdriicke. Be-
trachten wir etwa das »-te Teilintervall der zu » gehérigen Einteilung,
dann entsprechen diesem Teilintervall ein oder mehrere Teilintervalle
der zu / gehorigen Einteilung; simtliche Summanden bei dieser letzteren
Einteilung bestehen aus zwei Faktoren, deren erster eine Differenz A x
und deren zweiter sicherlich nicht groBer als f(#,) und nicht kleiner
als f(v,) wird. Die Summe der Differenzen Ax bei der feineren Ein-
teilung I, die zu dem betrachteten »-ten Intervall der gréberen Ein-
teilung # gehoren, ist aber gerade Ax,. Wir sehen also, daB der be-

treffende Beitrag zu dem Ausdruck F; zwischen den Grenzen A4 x,f(u,)
und A x,f(v,) liegt. Indem wir jetzt die Summe iiber simtliche # Teil-
intervalle bilden, erhalten wir sofort die erste der beiden obigen Un-
gleichungen und die zweite ergibt sich genau so, wenn wir statt von
der Einteilung » von der Einteilung s ausgehen.

Wir haben vorhin gesehen, daB F, —F, < ¢(b—a) ist; ebenso
gilt F,, —F,, < ¢&(b —a). Nach den eben: bewiesenen Ungleichungen
fiir F, folgt also 0 < F, — —F,<e(b—a) und 0L F,,—F, L &(b—a).
Mithin gilt sicherlich auch

|(Fy—F)—(Fp—F)|=|F, —F,|<2¢(b—a).

Diese Beziehung lehrt, da & beliebig klein vorgegeben werden kann,
tatsdchlich nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium die Konver-

genz unserer Zahlen F,,. Gleichzeitig erkennen wir aus unserer Betrach-
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tung unmittelbar, daB der Grenzwert von der Art der Einteilung voll-
stindig unabhingig ist?l).

Der Existenzbeweis fiir das bestimmte Integral einer stetigen Funk-
tion ist damit gefiihrt.

Unser Beweisverfahren lehrt noch mehr. Es zeigt uns, daB man
in vielen Fillen auch durch etwas allgemeinere Grenzwertbildungen
zum Integral gefithrt wird. Wenn z. B. f(x) = @ (%) ¥ (%) ist und das
Integrationsintervall von a bis b durch die Teilpunkte x, in # Teile
geteilt ist, so betrachten wir jetzt statt der Summe /(&) 4%, die
allgemeinere Summe

Do &) w(&)Ax,,

wo nunmehr £, und &, zwei nicht notwendig zusammenfallende Punkte
des »-ten Teilintervalles sind. Auch diese Summe wird bei wachsendem
# gegen das Integral

b b

[imydy = [ @) p(x)dx
a a
streben, wenn dabei die Intervallingen gegen Null konvergieren.
Entsprechendes gilt fiir alle analog gebildeten Summen, z. B. wird

die Summe
- "

DVeErtpEnian
rv=1

gegen das Integral
f Vo) +y@)*dx

konvergieren. Der Beweis fiir diese Tatsachen verliduft vollstindig
ebenso wie der oben gefiihrte und braucht daher nicht besonders aus-
gefiihrt zu werden.

§ 2. Zusammenhang des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung mit dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung.

Zwischen dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und dem der
Integralrechnung besteht eine einfache Beziehung, welche durch den
Fundamentalsatz gegeben wird und die ich als lehrreiches Beispiel fiir
seine Handhabung hier ausfithren will. Nehmen wir zunidchst den
Mittelwertsatz der Integralrechnung in seiner speziellen Form

b
aff(x) dx=(b—a) (&),

1) Vgl. hierzu Anm. 1 auf S. 36.
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dann erhalten wir, wenn wir f f(x) dx = F (x), also f(x) = F’ (%) setzen,
unmittelbar als Ausdruck des eben hingeschriebenen Mittelwertsatzes
die Gleichung

F(b)—F(a)=(b—a)F'(§
oder

M—(—)—F’(E)

b—a

Hierbei konnen wir fiir F(x) offenbar eine beliebige Funktion wihlen,

deren erste Ableitung F’(x) =f(x) stetig ist, und damit ist der Mittel-

wertsatz der Differentialrechnung fiir solche Funktionen bewiesen.
Die allgemeinere Fassung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung

b [
Ji@p@ =1 Jp@xdx,

wo p (%) eine in unserem Intervall positive, f(x) eine dort beliebige stetige
Funktion bedeutet, fiihrt entsprechend zu einem verallgemeinerten
Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Setzen wir

Ji@)px)dx=Fx) d h [f@xp@r) =F(x),
f7> dx=G(x) d, h. p(x)=G"(x),
so nimmt die obige Mittelwertformel die Gestalt an

F)—F@ =GO —G@)/(@)

oder, da f(x) =z ol ist,
F(b) —F(a) __F'(§)

G —Gla) G

Diese Formel, in welcher £ wieder einen gewissen Zwischenwert
zwischen & und b bedeutet, nennt man den veraligemeinerten Mittelwert-
satz der. Differentialrechnung. Fiir seine Giiltigkeit braucht offenbar
lediglich vorausgesetzt zu werden, dal F und G stetige Funktionen
mit stetigen Differentialquotienten sind, und daB iiberdies G’ (») iiberall
positiv (oder auch iiberall negativ) ist. Man kann nédmlich unter diesen
Voraussetzungen die ganze Betrachtung unmittelbar umkehren.

Es sei schlieBlich darauf hingewiesen, dal wir bei den hier gegebenen
Herleitungen fiir die Mittelwertsitze der Differentialrechnung engere
Voraussetzungen machen miissen, als es an sich nétig ist. (Vgl. hierzu
zweites Kapitel, § 3, Nr 8 und spiter S. 165.)
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Drittes Kapitel.

Differential- und Integralrechnung der
elementaren Funktionen.

§ 1. Die einfachsten Differentiationsregeln und ihre
Anwendungen.

In der hoheren Anlysis und ihren Anwendungen ist die Sachlage
gewdhnlich die, daB die Probleme des Integrierens wichtiger sind
als die des Differenzierens, daB jedoch die Differentiation weit weniger
Schwierigkeiten bietet. DemgemiB erscheint es im Aufbau der In-
tegral- und Differentialrechnung als das naturgemiBe Verfahren, zu-
nichst moglichst weite Klassen von Funktionen differenzieren zu lernen
und die gewonnenen Resultate vermoge der Fundamentalsitze des § 4
vom zweiten Kapitel zur Losung von Integrationsproblemen nutzbar -
zu machen. Die Durchfithrung dieses Programmes wird die Aufgabe
der nichsten Paragraphen sein. Wir wollen dabei gewissermalen noch
einmal von vorn anfangen, indem wir die wichtigsten Differentiationen
und Integrationen ohne Berufung auf die Resultate des vorigen Kapitels
in systematischem Zusammenhange ausfithren. Dabei spielen einige
Differentiationsregeln, von denen wir die ersten iibrigens schon kennen
gelernt haben (drittes Kapitel, § 3), eine wichtige Rolle.

1. Differentiationsregeln.

Wir setzen voraus, daB in dem betrachteten Intervalle die Funk-
tionen f(x) und g(x) differenzierbar sind; dann lauten unsere Regeln:

1. Regel. Multiplikation mit einer Konstanten. Ist ¢ eine Konstante
und ¢@(x) = cf(x), so ist @(x) differenzierbar und es wird

¢'(x) =cf (%)
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Beziehung

e+ M —o _ tx+h)—1
h h

und dem Grenziibergang % — 0.
2. Regel. Differentialquotient einer Summe. Ist @(x) = f(x) + g(x),
so ist @(x) differenzierbar und es wird

¢ (%) =1 (%) +g(x),
d. h. wir kénnen den ProzeB der Differentiation und Addition mitein-
ander vertauschen. Dasselbe gilt bei einer Summe aus einer beliebigen
Anzahl, etwa # Summanden

P =31 (x).

r=1
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Es ist dann
=1(x).
v=1

Den Beweis kann ich nach dem zweiten Kapitel, § 3 als fast selbst-
verstdandlich iibergehen.
3. Regel. Differentialquotient eines Produktes. Ist

p(x) =/(x)g(x),
so ist ¢ (%) differenzierbar und es Wird
=[(x)g(x) + ¢ (%)} (x) .
Der Beweis folgt aus der Glelchung

P+ h) —o)_ [E+hex+h)—f(x)g(x)
) )

_Tx e+ h) —f(x+ B)e(x) + f(x + h)g(x) — f(#)g(#)
h

TR LET UM CE LT O)

In dem letzten Ausdruck 14Bt sich aber der Grenziibergang % —>0
ohne weiteres ausfithren und fithrt unmittelbar zu der behaupteten
Formel.

Diese Formel gewinnt eine noch iibersichtlichere Gestalt, wenn wir
sie durch @ (x) = f(x) g(x) dividieren!). Wir erhalten dann

() _1'()  &®
() T " em"

Wendet man diese Produktregel mehrfach an, so erhilt man fiir den
Differentialquotienten des Produkts von mehreren, etwa » Funktionen
einen Ausdruck aus # Summanden, deren jeder aus dem Produkt der
Ableitung eines der Faktoren mit den iibrigen Faktoren des urspriing-
lichen Produktes besteht. Als Formel geschrieben:

¥ (@)= 1= (Lo (@) - Fo () =AW fo(®) - - fo ()

+ 11(2) 5 (%) fo(®) - - - fo(®) 4+ - -4 (%) fo (%) 42nuf$

y=1
oder iibersichtlicher nach Division durch ¢ (x) = f,(%)f; (%) . . . f, (%)
¢ _ 1w | K PRO_ ()

+..

() h(®) " f» 2Y Ot (%)
4. Regel. Differentialquotient eines Quotienten. Fiir den Quotienten
1=
") = ¢

1) Wobei wir allerdings annehmen missen, daB @(x) nirgends verschwindet,
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gilt die folgende Differentiationsregel: An allen Stellen, an denen g(x)
nicht verschwindet, ist @(x) differenzierbar, und es ist

g () — &' (x)f(#)
g(%)
o'®) _1'(®)_ &)
p(*) 1 e’
Setzen wir die Differenzierbarkeit von ¢ (x) schon voraus, so kénnen
wir nach der Produktregel aus (%) = @(x) g(x) schlieBen:

fx)=gpx) g x) +g(x ¢ (x).
1x)

Setzt man hier rechts fiir ¢ (x) den Quotienten : i) ein und rechnet aus

der gewonnenen Gleichung ¢’ (%) aus, so erhilt man ohne weiteres die
obige Regel. Um jedoch die Differenzierbarkeit von ¢(x) gleichzeitig
mit zu beweisen, geben wir dem Beweise folgende Wendung: Wir
schreiben:

¢ (%)=

oder

HE+h) 1) TGN =10 gt =g,
pEHI —p) etk  e(x) _ k _h i
) h g g+

Lassen wir jetzt # gegen Null streben, so erhalten wir das behauptete
Resultat; denn nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte der

beiden nach Ausfiihrung der Division sich ergebenden Summanden

rechts und sind gleich 8 () f)i ) bzw ich A () f)(z ) ,womit dann auch die

Existenz des Grenzwertes der hnken Seite und die Differentiations-
formel folgt.

2. Differentiation der rationalen Funktionen.
Wir leiten zunichst noch einmal fiir jedes ganzzahlige positive #
die Differentiationsformel

d
=g xr—1
dx

ab, indem wir uns auf die Produktregel stiitzen. Wir fassen x* auf als
ein Produkt von # Faktoren: x™ = x- - -x und erhalten daraus

%xn:]_.xn—l_}_l.xn——l_}_ ce G lean—l=gan—1,

Der zweite Differentialquotient der Funktion x* ergibt sich nun-
mehr unter Benutzung der eben gewonnenen Formel und der ersten
Differentiationsregel sofort

dz2
Xt =nn—1)xn—2

und ebenso hieraus
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43
mxnzn(n—l)(n—%x"—‘*,
dd:” m=1-2---n=mn!

Man erkennt, daB der z + 1-te Differentialquotient von ™ iiberall
verschwindet.

Mit der Differentiation der Potenzen ist auf Grund unserer zweiten
Regel sofort auch die Differentiation einer beliebigen ganzen ratio-
nalen Funktion

y=a,+a;x+a,x>+ --- 4 a,x"
moglich. Es wird einfach
Yy =a,+ 2a,x+ 3a,x2 + - - - +na,xn 1
und weiter

y'=2a,+3-2a,x+4-3a,x2+ -+ +n-(n—1)a,x"—2, usw.

Die Differentiation der gebrochenen rationalen Funktion ergibt
sich nun mit Hilfe der Quotientenregel. Speziell wollen wir noch
einmal die Differentiationsformel fiir die Funktion x* ableiten,
wenn # = —m eine ganze negative Zahl ist. Die Anwendung der
Quotientenregel ergibt, unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB der
Differentialquotient des Zihlers gleich Null ist, das Resultat

d (1 mam—1 m
dz\gm) = T TmEwm T T gmiic
oder wenn wir m = — # einsetzen

‘d_xn = qpxr—1
dx

in genauer formaler Ubereinstimmung mit der Formel fiir positives #
und ebenso wie diese im Einklang mit dem friiher (zweites Kapitel,
§ 3, Nr. 3) gewonnenen Resultat.

3. Differentiation der trigonometrischen Funktionen.

Fiir die trigonometrischen Funktionen sin ¥ und cos x hatten wir
schon frither (S. 75) die Differentiationsformeln

d . d .
+-sinx=cosx¥x wund - -cosx¥x=—sinx
dx dx

gewonnen. Wir kénnen nunmehr mit Hilfe der Quotientenregel auch

die Funktionen
CcCos x¥

sin ¥
y=tgr=—— und y=ctgx= P

differenzieren. Der Differentialquotient der ersten Funktion wird nach
dieser Regel

cos? ¥ 4 sin? » 1

cos? ¥ " costx

/
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und wir erhalten als Resultat

und ganz ebenso erglbt sich
1

sin? x°

d
Hctgx=—(1+ctg2x):——

§ 2. Die entsprechenden Integralformeln.

1. Allgemeine Integrationsregeln.

Der Fundamentalsatz des §4 vom zweiten Kapitel bzw. die Defini-
tion des unbestimmten Integrales erdffnet uns die Méglichkeit, jeder
Differentiationsformel eine entsprechende &quivalente Integralformel
gegeniiberzustellen. Mit den ersten drei Differentiationsregeln des
vorigen Paragraphen sind offenbar die folgenden z. T. schon im
zweiten Kapitel, § 1 erwdhnten Integrationsregeln vollstindig d4quivalent.,

Multiplikation mit einer Komstanten: Ist ¢ eine Konstante, so ist

fc/(x)dx = cff(x)dx

Integration einer Summe: Es ist stets

Jit @ +e@)axn=[{maz+ [gwax
Der dritten Differentiationsregel entspricht die Regel der Produki-
integration oder Teilintegration (partielle Integration). Durch Integra-
tion erhalten wir aus der Produktregel

Ji@s@yax=[1xg @iz + [¢@)/ @)ax
Das unbestimmte Integral auf der linken Seite ist offenbar gerade
7(x) g(%), und wir kénnen daher die Regel der Produktintegration in
der folgenden Gestalt schreiben:

[img@dx=i»gx —[¢x)

Ich habe diese Integralformel nur der Vollstandlgkelt halber als Gegen-
stiick zu der Produktregel der Differentiation angegeben; von Wichtig-
keit wird sie fiir uns erst im nichsten Kapitel werden (siehe dort §4).

2. Integration der einfachsten Funktion.

Den oben gewonnenen Differentiationsformeln fiir spezielle Funk-
jionen stellen wir nun die inhaltlich gleichbedeutenden Integrations-
formeln gegeniiber. Die Formel

,d_xﬂ— nxr— 1
dx

lautet als Integralformel

fx"‘ldx=;;. n0

Courant, Differentialrechnung. 8
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Denn diese Formel besagt nichts anderes, als daB der Differential-
quotient der rechten Seite gleich dem links unter dem Integralzeichen
stehenden Integranden ist. Ersetzen wir # durch # 4+ 1, so gewinnen
wir die Integralformel

fx"dx=n_:_ i

Diese Formel hat fiir jeden ganzzahligen Exponenten » ihre Giil-
tigkeit, ausgenommen fiir # =— 1, wo der Nenner # -+ 1 verschwinden
wiirde. Dieser Ausnahmefall # =—1 soll uns spiter im § 6 noch
ausfiihrlicher beschiftigen. '

Der Fundamentalsatz der Integralrechnung erlaubt uns sofort,
unsere Integralformeln zur Flidcheninhaltsbestimmung, d.h. zur Be-
rechnung bestimmter Integrale auszuniitzen. Wir erhalten un-
mittelbar nach Kap.II, §4, Nr. 4

b

1
J'x"dx=n+l(b"+1—~a"+1), #n=—1

xntl, nd—1.

a

wobei wir, wenn # negativ ist, @ und b beide als gleichen Vorzeichens
voraussetzen, weil sonst der Integrand im Integrationsintervall unstetig
wird.

Den Differentiationsformeln fiir sin %, cos %, tg ¥ und ctg ¥ ent-
sprechen als Integralformeln die folgenden

fcosxdx::sinx fsinxdx=—cosx
[rpan=t L dx=—ct
ot x Xx=1g8 X J\E{‘E} x=-—Clgx.

Aus diesen Formeln erhalten wir sofort nach der Grundregel vom
zweiten Kapitel, §4, die Werte des bestimmten Integrales zwischen
irgendwelchen Grenzen, z. B.

b b

fcos'xdx=sinxl=sinb—sina.

a a

DaB es mit Hilfe der ersten beiden Integrationsregeln nunmehr

moglich ist, beliebige ganze rationale Funktionen zu integrieren, sowie
mit beliebigen konstanten Koeffizienten gebildete lineare Kombina-
tionen der tibrigen hier integrierten Funktionen, brauche ich hier kaum
noch besonders zu betonen. Ich méchte aber noch auf den folgenden
Punkt hinweisen. Integrationsregeln und Differentiationsregeln miissen
nach dem Fundamentalsatz einander &4quivalent sein; man kann daher
auch die allgemeinen Integrationsregeln dieses Paragraphen zuerst be-
weisen und aus ihnen die Differentiationsregeln des vorangehenden
Paragraphen ablesen. Ich méchte Ihnen raten, diesen Gedanken allein
durchzufiihren.
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§ 8. Die Umkehrfunktion und ihr Differentialquotient.

1. Die allgemeine Diiferentiationsformel.

Wir haben frither (S. 14 und 52) erkannt, daB eine stetige Funktion
y == f(x) sich in einem Intervall, in welchem sie monoton ist, ein-
deutig umkehren 14B8t. Genauer: Ist a < x < b ein Intervall, in welchem
die stetige Funktion y = [(x) monoton verliuft wnd wird f(a) = « und
entsprechend f(b) = B gesetzt, so ist x eine in dem Intervall zwischen o
und B etndeutig bestimmie stetige und monotone Funktion x = @(y) von y.

Der Begriff des Differentialquotienten gibt uns ein sehr einfaches
Mittel, um den monotonen Charakter und damit die Urmnkehrbarkeit
einer Funktion zu erkennen. Eine differenzierbare Funktion ist ndmlich
sicherlich stets dann monoton zunehmend, wenn in dem betreffenden
Intervall iiberall /' (x) > 0 ist und entsprechend monoton abnehmend,
wenn dort iiberall f'(x) < 0 ist. Diese anschaulich einleuchtende Tat-
sache folgt analytisch sofort aus dem Mittelwertsatz f(x + &) —f(x)
=hf (x + 0h), (0 <P <1). Istf (x) iiberall positiv bzw. negativ und
liegt x sowie x + 4 im Intervalle, so wird also f(x + &) — f(x) stets
das gleiche bzw. das entgegengesetzte Vorzeichen wie % besitzen.

Wir zeigen nun folgenden Satz: Ist y = f(x) in Intervall a << x << b
differenzierbar und tiberall dort entweder ['(x) > 0 oder ' (x) <0, dann
besitzt in diesem Intervall auch die Umkehrfunktion x = @ (y) einen Dif-
ferentialguotienten, und zwischen dem Differentialquotienten der gege-
benen Funktion v = [(x) und dem der Umkehrfunktion x = @ (y) besteht
die Beziehung f (x) - ¢'(v) =1, welche wir auch

dy _ 1
dx  dx
dy

schreiben konnen.

" In der letzten Schreibweise kommt wieder die Schmiegsamkeit der
Leibnizschen Bezeichnung zum Ausdruck. Es ist eben tatsichlich so,
als ob die Symbole 4y und dx Rechengréfen wiren, mit denen man
operieren kann wie mit wirklichen Zahlen. Entsprechend einfach ergibt
sich auch der Beweis dieser Formel unmittelbar, wenn man die
Differentialquotienten als Grenzwerte von Differenzenquotienten auf-
faBit:

wobei x und y = f(x) bzw. x, und y, = f(x,) zusammengehorige Werte-

paare bedeuten. Da nach Voraussetzung der erste dieser Grenzwerte

nicht Null ist, und da die Gleichung lim Ax = 0 mit der Gleichung

lim Ay = 0 wegen der Stetigkeit von y = f(x) und x = @(y) gleich-

bedeutend ist, also auch die Beziehungen y, — y und x; — x gleich-
8*



116 III. Differential- und Integralrechnung der elementaren Funktionen,

bedeutend sind, so existiert auch der Grenzwert
By—F . H— &
w1 Y _—yl—wyl_y
und dieser Grenzwert ist- gleich f_’%x‘)' Andererseits bedeutet er nach
Definition den Dfferentialquotienten ¢’(y) der Umkehrfunktion ¢ (),
und damit ist unsere Formel bewiesen.
Ubrigens hat diese Formel eine ein-
fache geometrische Bedeutung, welche
an Figur 48 unmittelbar klar wird. Die
Tangente an die Kurve y = f(x) oder
% = @ (y) bildet mit der positiven x-Achse
einen Winkel «, mit der positiven y-Achse
einen Winkel f§, und zufolge der geometri-
schen Bedeutung der Differentialquotienten
ist
Fig. 48. F(x)=tga, ¢ (¥)=tgp.

%) R
&y

Da aber die Winkel « und § sich gerade zu ; erginzen, so ist tg o tgf =1,

und diese Relation driickt genau unsere Differentiationsformel aus.

Wir haben bisher ausdriicklich y
vorausgesetzt, daB entweder ' (x)>0
oder f'(x) < 0 sei, daB also nirgends
f' (%) = 0 wird. Was geschieht nun,
wenn diese Gleichung doch besteht ?
Gilt iberall in einem Intervalle
f'(x) =0, so ist die Funktion dort
konstant, also gewi nicht umkehr-
bar, weil demselben Werte von y

Y

=

[7] x
Fig. 49. Fig. 50.

alle Werte x dieses Intervalles entsprechen miiBten. Gilt jedoch
die Gleichung f'(x) =0 nur an einzelnen Stellen, so hat man zu
unterscheiden, ob beim Durchgang durch diese Stellen f'(x) sein
Zeichen wechselt oder nicht. Im ersten Falle trennt diese Stelle ein
Intervall, wo die Funktion monoton zunimmt, von einem solchen, wo
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sie monoton abnimmt. In der Umgebung einer solchen Stelle ist eine
eindeutige Umkehrbarkeit nicht vorhanden. Im zweiten Falle stort
die Nullstelle der Ableitung den monotonen Charakter der Funktion
y = f(x) nicht, also auch nicht die eindeutige Umkehrbarkeit. Nur
wird die Umkehrfunktion an der betreffenden Stelle nicht mehr diffe-
renzierbar sein, vielmehr wird dort ihre Ableitung unendlich werden.

Beispiele fiir beide Vorkommnisse liefern die Funktionen y = x2
bzw. y = x®an der Stelle x = 0. Die Figuren 49 und 50 veranschau-
lichen uns das Verhalten der beiden Funktionen beim Durchgang durch
den Nullpunkt und zeigen zugleich, daB man im zweiten Falle die
Funktion ¥ = %3 in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig umkehren
kann, im ersten Falle aber nicht.

2. Die Umkehrfunktionen der Potenzen und der trigonometrischen
Funktionen.

Das einfachste Beispiel bieten die Funktionen y = x™ fiir ganzes
positives # und, wie wir zunichst allgemein voraussetzen wollen,
auch fiir positives ». Es ist dann 3’ immer positiv, so daB wir tiberall
fiir positives y in eindeutiger Weise eine positive Umkehrfunktion

1
x=Yy=»"
bilden kénnen. Der Differentialquotient dieser Umkehrfunktion ergibt
sich nach der obigen allgemeinen Regel nunmehr unmittelbar durch
die folgende Rechnung

1
. 1

dy”__dx_ili_kli_l 1 1 5,1
dy dy dy nx1 n {';_luny ’
% y

und wir kénnen als SchluBresultat, indem wir jetzt wieder die abhéin-
gige Variable mit y und die unabhingige mit x bezeichnen, schreiben

aVe a;E 1 k-
dx d—x< )‘_ w”

iibrigens in Ubereinstimmung mit dem in Kap. IT, § 3, Nr. 3 direkt
abgeleiteten Ergebnis.

Eine besondere Beachtung verlangt nur der Punkt ¥ = 0. Nihert
1

. s . da"
sich x von positiven Werten her der Null, so wird 7}%— fiir »>1 offenbar

iiber alle Grenzen wachsen, was der Tatsache entspricht, daB die Ab-
leitung der n-ten Potenz f(x) = x* fiir # >1 im Nullpunkt verschwindet.
1

Geometrisch bedeutet dies, daB die Kurven y = x™ fiir n > 1 im Null-
punkt alle die y-Achse beriihren (vgl. Fig. 17 von S. 25).
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Erginzend sei bemerkt, daB wir fiir ungerades # die Voraussetzung
% > 0 aufgeben und die Funktionen y = x™ fiir alle Werte von x be-

trachten diirfen, ohne daB ihr monotoner Charakter und ihre eindeutige
1

Umkehrbarkeit durch die Funktion x = y" verloren geht. Auch die
1 1

d = =1
Differentiationsformel Wy” =_-y™  Dbleibt dann fiir negative y be-

n

stehen: fiir x = 0 wird % =0, was einem unendlich groBen Diffe-
rentialquotienten Z—; an der Stelle y =0 bei der Umkehrfunktion
entspricht.

Um die trigonometrischen Funktionen umzukehren, betrachten wir
nochmals die Kurven von sin #, cos %, tg x, ctg . Wir erkennen sofort aus
Figur 14 und 15 (S. 17), daB fiir jede dieser Funktionen ein bestimmtes
Intervall ausgewidhlt werden muB, wenn man von einer eindeutigen
Umkehrung sprechen will; denn die Parallelen y =¢ zur x-Achse
schneiden diese Kurven, wenn tiberhaupt, in unendlich vielen Punkten.

Fiir y =sin ¥ wird die Ableitung 3’ = cos ¥ z. B. im Intervall

—; < x< ; positiv sein. In diesem Intervall kénnen wir also den

Sinus eindeutig umkehren; wir schreiben diese Umkehrfunktion des
Sinus in der Form

x=arc sin y
(gesprochen arcussinus ¥, womit man den Bogen meint, dessen Sinus
den Wert y hat). Diese Funktion lduft monoton von ——; bis + ;—,

wenn y ebenso das Intervall von — 1 bis 4 1 durchlduft. Will man
besonders betonen, daB3 man die Umkehrung des Sinus gerade fiir dieses
Intervall meint, so spricht man von dem Hauptwert des arcussinus.
Fiihrt man die Umkehrung fiir ein anderes Intervall aus, in welchem

. 3
sin x monoton verliduft, z. B. das Intervall 72t< x <4 7, SO “erhilt

man ,.einen andern Zweig'* des arcussinus; ohne genaue Angabe des
Intervalles, in dem die Funktionswerte liegen sollen, ist der arcussinus
eine mehrdeutige Funktion von y.

Allgemein kommt die Mehrdeutigkeit von arc sin y dadurch zum
Ausdruck, daB zu demselben Wert y des Sinus zugleich mit dem
Bogen x auch der Bogen 2 kxw + x, sowie der Bogen (2% + 1)w — x
gehort, wie auch immer die Zahl % als positiver oder negativer ganz-
zahliger Wert gewihlt wird (vgl. Fig. 51).

Die Differentiation der Funktion x = arcsin ¥ vollzieht sich nunmehr
ohne weiteres vermoge unserer allgemeinen Regel durch die folgende
kleine Rechnung:

dx 1 1 1 _ 1

dy ¥ cosx yl_sintx jl—y2
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wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, wenn wir uns in dem
angegebenen Intervall befinden?).
Schreibt man schlieBlich wieder fiir die abhingige Verdnderliche x»

y=sinx

TN s
: N /

T ggg_l 2n x=arcsing
H
H
|

Fig. 51,

I8
=

statt y, so erhdlt man die Differentiationsformel der Funktion arcsin

in folgender Form

4 1
E;a.rc Sin X = ﬁ—_ g .

Dabei ist vorausgesetzt, dal arcsin x zwischen ——g und - —7;- liegt,

und das Vorzeichen der Quadratwurzel ist positiv zu wihlen.
Genau ebenso ergibt sich fiir die Umkehrfunktion von y = cos #,
die wir mit arc cos x bezeichnen, die Differentiationsformel

d 1
S—arc Cos ¥ = — ——,
dx J1 — 42

Hier ist das Vorzeichen der Wurzel positiv zu nehmen, wenn man

Yy=osx

N

2 x=arccoosy”

)
N /
S
|
1
1
]

<

Fig. 52.
die Werte von arccos im Intervall zwischen 0 und = (nicht wie
beim arc sin zwischen —~% und + g) wihlt.

Noch ein Wort ist {iber die Endpunkte x =—1 und x =41
des Intervalles fiir x zu sagen. Die Differentialquotienten werden bei
Anniherung an diese Endpunkte unendlich, entsprechend der Tatsache,
daB die Kurven, welche den- arcsin bzw. den arc cos darstellen, an

diesen Stellen vertikale Tangenten besitzen miissen da ja cos % =0 ist.

. ki 3
1} Wiirden wir statt dessen das Intervall 9 < x < 57 zugrunde legen, was

der Ersetziung von x durch » + 7 entspricht, so hitten wir das negative Vor~
zeichen der Wurzel zu wihlen, weil dort cos » negativ ist.
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Ganz analog kénnen wir die Umkehrfunktion des tg und ctg behan-

deln. Die Funktion y = tg #, deren leferentlalquotlent tiberall

Zx
positiv ist, 14Bt sich im Intervalle — < ¥ <5 2 offenbar eindeutig

umkehren. Wir nennen diese Umkehrfunktlon x =arc tgy bzw.
y=arctg x unter Vertauschung der Buch-

y staben x und y und erkennen sofort aus

Figur 53, daB die urspriinglich, d.h. ohne

4 genaue Festlegung eines Intervalles fiir

die Werte der Funktion arctg ¥ vorhan-

/ dene Mehrdeutigkeit bei der Umkehrung
i zum Ausdruck kommt, indem wir zu

jedem x an Stelle eines Wertes y in
unserem Intervall auch einen beliebigen

4 Z  Wert y -+ kx fiir beliebiges ganzzahliges 2
: hitten wihlen konnen. Fiir die Funk-
tion y =ctgx wird die Umkehrfunk-
tion x =arc ctg y bzw. y=arc tg x unter
J / Vertauschung von x und y eindeutig
- bestimmt sein, wenn wir fiir deren
Fig. 63. Werte das Intervall von 0 bis z fest-
legen; die Mehrdeutigkeit von arc ctg x

ist im tibrigen dieselbe wie bei arc tg «. '
Die Differentiationsformeln ergeben sich wieder in der folgenden

Art

- ,odx_ 1 .. 1 1
x=arctgy; ﬂ—ﬂ—cos x_l—}-tgﬁx_l-{-fy”’
iz
x=arcctgy; d—’»{=—sin2x=—- 1 - !
> dy 14 ctg2x 14 92

oder, wenn wir schlie@lich wieder die unabhéngige Verénderliche mit %
bezeichnen

d 1
a—xarctgle_*-—xa,

d 1

45 arcctg A=—1x-

3. Die zugehérigen Integralformeln.

In der Sprache der unbestimmten Integration ausgedriickt lauten
unsere eben abgeleiteten Integrationsformeln folgendermaBen:

1
——dx—arcsmx ———dx=—arccosx,
11— 2 JT— 2

1
f14- dx=arctgx, fT+7dx=—arcctgx.
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Zwischen den ersten beiden Formeln und zwischen den letzten beiden,
die den unbestimmten Integralen zwei anscheinend ganz verschiedene
Funktionen zuordnen, besteht kein Widerspruch., Wir miissen bedenken,
daB im unbestimmten Integral eine beliebige additive Konstante ver-

fiigbar bleibt. Ziehen wir aus dieser Konstanten den Bestandteil 32!— heraus

24 . . T
und beachten, daB 5- —arccos x = arcsin # ist und ebenso 5- — arccotg x

= arc tg «, so klirt sich diese formale Unstimmigkeit sofort auf. Diese
Unbestimmtheit beruht also lediglich darauf, daB das unbestimmte
Integral nicht eine bestimmte Funktion, sondern eine ganze Schar von
Funktionen bedeutet, welche sich untereinander durch beliebige additive
Konstanten unterscheiden. Eine Gleichung fiir ein unbestimmtes In-
tegral legt nicht den Wert, sondern nur einen Wert desselben fest.
Es wire, wie schon erwidhnt, korrekter, diese Tatsache stets kon-
sequent dadurch zum Abdruck zu bringen, daB man die unbestimmten
Integrationskonstanten immer besonders mitschreibt, also statt

[imax=F@x),

f f(x)dx=F(x)+c.
Aus Bequemlichkeitsgriinden aber pﬂegt man von dieser umstéindlicheren
Schreibweise abzusehen ; man muB sich um so mehr der Unbestimmtheit,
die mit der abgekiirzten Schreibweise verbunden ist, stets bewufBt
bleiben (vgl. auch zweites Kapitel, S. 92).

Aus den Formeln der unbestimmten Integration folgen sofort be-
stimmte Integralformeln, wenn man gemiB dem zweiten Kapitel,
§4, Nr. 4 die Integrationsgrenzen einfiihrt. Speziell ist

b

J‘ ax arc tgx‘
1442 :
: + .

a

stets

=arctgb—arctga.
Setzen wir a =0,5 =1 und ¥

beachten, daB tg0 =0 und

7|
tg % =1 ist, so gewinnen wir

die merkwiirdige Formel z .
1
= _[ T+4% dx. =1 g 7 z
0
Die Zahl 7, die urspriinglich Fig. 54.

aus der Betrachtung des Kreises

heraus entstand, wird durch diese Formel mit der rationalen Funktion ﬁ
in eine sehr einfache Verbindung gebracht und als Flicheninhalt gedeutet,
welcher in der durch Figur 54 angegebenen Weise definiert ist.
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§ 4. Die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen.

1. Die Kettenregel.

Die fritheren Differentiationsregeln gestatten uns, jede Funktion zu
differenzieren, die sich durch Funktionen mit bekannten Differential-
quotienten linear gebrochen ausdriicken 1a8t. Wir kénnen aber noch
einen ganz wesentlichen Schritt weitergehen und alle diejenigen Funk-
tionen differenzieren, welche sich durch Zusammensetzen aus Funk-
tionen mit bekannten Differentialquotienten ableiten lassen. Es sei
@(x) eine in -einem Intervall @ < x < b differenzierbare Funktion,
die dort alle Werte eines Intervalles « < ¢ < B annimmt. Dann
wollen wir eine zweite dort differenzierbare Funktion g(g) der un-
abhingigen Verdnderlichen ¢ betrachten, bei der diese Verdnderliche das
letzte Intervall von & bis 8 durchlduft, und nunmehr g (p) = g(p(»)) =f (%)
als Funktion von ¥ in dem Intervall a < ¥ < b auffassen. Es wird
dann die Funktion f(x) =g(p(x)) als eine aus den Funktionen g
und @ zusammengesetzte Funktion der unabhingigen Verdnderlichen x
im Intervalle ¢ < x < b bezeichnet.

Ist z. B. (%) =1 — x2 und g(¢) = Vg, so heiBt diese zusammen-

gesetzte Funktion einfach f(x) = J1— x2. Als Intervall e < x < b
werden wir hier das Intervall 0 < x < 1 nehmen. Der Wertevorrat der
Funktion ¢ (x) fiillt dabei ebenfalls das gesamte Intervall 0 < p <1

aus; es ist also die zusammengesetzte Funktion f(x) = }J1—%2 in dem
Intervall 0 < x < 1 definiert.
Ein anderes Beispiel fiir die Zusammensetzung von Funktionen ist

die Funktion f(x) = Vl + %2, wobei die Zusammensetzung durch die
Gleichungen

p) =1+  glp)= 1o

gekennzeichnet wird und wobei der Funktionswert @ (x) die Gesamt-
heit aller positiven Zahlen > 1 durchliuft und dementsprechend die
Funktion g(p) fir alle Werte von x gebildet werden kann.

Bei der Zusammensetzung von Funktionen in dieser Art hat man
natiirlich immer zu beachten, daB man sich auf solche Intervalle
a £ x < b beschrinkt, bei welchen die zusammengesetzte Funktion
in dem ganzen zugehorigen Intervall definiert ist. Z. B. existiert die

zusammengesetzte Funktion ]/1 — %% nur in dem Gebiet —1 < x<1
der unabhingigen Verdnderlichen x, nicht aber in dem Gebiet 1<< x < 2,
weil der Wertevorrat der Funktion ¢(x) dort aus negativen Zahlen
besteht, fiir welche die Funktion g(g) nicht definiert ist.

Ebenso wie man zwei Funktionen miteinander zusammensetzen
kann, kénnen und miissen natiirlich auch Funktionen betrachtet werden,
bei denen ein solcher Zusammensetzungsprozef 6fter vorgenommen wird.
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Z. B. die Funktion
J1 +arctg #2,
welche durch folgenden ZusammensetzungsprozeB3

) =22, yl@)=1+arctgp, g)=Vp(e =/
erklirt ist.

Fiir die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen gilt nun
folgender grundlegender Satz, die Kettenregel der Differentialrechnung :
Die Funktion f(x) = g (p(x)) ist differenzierbar und shr Differential-
quotient wird gegeben durch die Gleichung

f(#)=¢(p) ¢,
oder in der Leibnizschen Bezeichnung

dy dy dog

dx de dx’
In Worten: Man erhilt die Ableitung der zusammengesetzten Funkiion
als das Produkt der Ableitungen der bei der Zusammensetzung benutzten
Funktionen. Der Beweis dieser Formel gelingt sehr einfach, wenn wir
auf die Bedeutung des Differentialquotienten zuriickgreifen. Es ist
nimlich

Ag=g (@ do+edep und Adeo=¢'®Ax+ndx;

dabei bedeuten ¢ und # zwei Zahlen, welche gegen O streben, sobald
Ax und damit auch A¢p gegen O strebt, — im iibrigen kénnen und
brauchen wir iiber diese beiden Zahlen ¢ und # nichts weiter auszusagen,
als daB wir fiir 49 =0 auch & =0 definieren —. Setzen wir nun in

die ersten der beiden Gleichungen den Ausdruck fiir A¢ aus der
zweiten ein, so ergibt sich

Ag =g (@) ¢ (%) dx + (ng' (9) + e¢/ (%) dx + endpdx
oder
Ag_ '

Ty =8 @) ¢ (%) +(ng (9) + ¢/ (x) +-end p).

In dieser Gleichung aber konnen wir nunmehr Ax gegen 0 streben
lassen und erhalten sofort das behauptete Ergebnis, da die Klammer
auf der rechten Seite fiir 4x — 0 selbst gegen 0 strebt. Mithin besitzt
auch die linke Seite unserer Gleichung einen Grenzwert 3, und dieser
ist gleich dem Produkt der beiden Grenzwerte rechts, wie behauptet
wurde 1),

1) Wir hitten die Regel auch beweisen konnen, indem wir den Grenz-

4
ibergang 4x -0 und den daraus folgenden 4@ —>0 in der Beziehung £E&

Adx
d¢ Ao . ) s . .
= Ag Ax ausfithren. Der im Text gegebene Weg ist jedoch vorzuziehen, weil

er Sonderbetrachtungen fiir den Fall ¢’(#) = 0 vermeidet.
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Unsere Regel dehnt sich, wenn wir sie mehrfach hintereinander
anwenden, unmittelbar auf den Fall aus, daB eine Funktion f(x) durch
Zusammensetzung von mehr als zwes Funktionen entsteht. Ist z. B.

y=gw), u=g¢@), v=y(),
so kénnen wir y = f(x) als Funktion von x auffassen; ihre Differentiation
vollzieht sich nach der Regel
Ay __ 1 ’ , dy du dv
=YV =M OYE =g g

und analog liegen die Dinge, wenn wir eine beliebige Anzahl von
Funktionen miteinander zusammensetzen. Den Beweis dafiir kann
ich Thnen selbst iiberlassen.

2. Beispiele und Anwendungen.
Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Funktion y = x% wo

o =% gesetzt ist und wo ¢ eine positive ganze Zahl,  eine positive

oder negative ganze Zahl, « also eine beliebige positive oder negative
rationale Zahl bedeuten darf. Es ergibt sich nach der Kettenregel fiir

die Formel
1 o p 24
== P—1.." xa =" xa s
y=pp g q

so daB wir fiir beliebige rationale « die Differentiationsformel

d

-8 ey qa—1
P X% =g x*

erhalten, in Ubereinstimmung mit der schon friiher in Kap. II, § 3 auf
anderem Wege gegebenen Ableitung.
Als zweites Beispiel betrachten wir

y=7J1—22 oder y=7V¢
wo ¢ =1—2x2 und —1<x<<1 ist. Die Kettenregel liefert
1 x
e (—20) =
Y= (—22) e
Weitere Beispiele sind durch die folgenden kleinen Rechnungen gegeben.

1. y = arcsin J1 —x%,

dy _ 1 afi= 1 —=x 1

E——'ll__(_l:‘x‘z‘j dx x'yl__xz 11—
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2. yzl/ifi
<ﬂ> —
dy I M=/ N—x 2
d7_2'l/r3,—; iz gyT4ax (I—#7
1—x
1

- L s
I+ 27 (1 —#)?

Auch die Kettenregel der Differentialrechnung kénnen wir in Ge-
stalt einer Integrationsformel ausdriicken, entsprechend der Tatsache, da
jeder Differentiationsformel eine Integrationsformel als vollstindiges
Aquivalent entspricht. Wir wollen jedoch diese Formel an dieser Stelle
iibergehen, da wir sie zundchst noch nicht brauchen werden und ohnehin
an einer spiteren Stelle (viertes Kapitel, § 2) ausfiihrlich behandeln
miissen.

8. Nochmals Integration und Differentiation von x* fiir
irrationales «a.

Entsprechend der elementaren Definition der Potenz x* fiir irratio-

nales x durch die Gleichung
% = lim %7,

wo die Zahlen 7,, eine Folge rationaler Zahlen mit dem Limes « bedeuten,
konnte man versucht sein, die Differentiation von x* durch die direkte
Ausfithrung des Grenziiberganges in der Differentiationsformel

d
L T — xr,,—l
dix X Y

durchzufiihren. Man miiBte hierzu das Recht haben, aus der Beziehung
' d d .
%™ — x* auch auf die Gleichung ;- %}, — 7, % zu schlieBen. Es steht

aber einem solchen Grenziibergang ein schwerwiegendes prinzipielles
Bedenken entgegen. Man kann nimlich
in beliebig naher Nachbarschaft einer — >SN FNTFo—
Kurve andere Kurven ziehen, deren
Richtung von den Richtungen der ur-
spriinglichen Kurve an beliebigen Stel-

len beliebig viel abweicht; z. B. kann N\ yaN
man eine gerade Linie durch einen S NS T
beliebig nahe an ihr verlaufenden Wel- Fig. 55.

lenzug annihern, dessen Wellen gegen-

iiber dieser geraden Linie immer wieder eine Steilheit von 45° erreichen
(vgl. Fig. 55). Mit anderen Worten, es lehrt uns dieses Beispiel: Man
darf aus der Tatsache, daB zwei Funktionen sich iiberall nur wenig
voneinander unterscheiden, nicht ohne weiteres schlieBen, da3 auch ihre
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Differentialquotienten iiberall nahe aneinander liegen; und dieser Ein-
wand verbietet uns, den so naheliegenden Grenziibergang ohne be-
sondere Rechtfertigung auszufiihren.

Ganz anders aber als bei dem Differentialquotienten liegen die
Verhiltnisse beim Integral. Hier haben wir im zweiten Kapitel,
§ 7, Nr. 2 erkannt, daB die Integrale* zweier Funktionen, die sich in
einem ganzen Intervall von @ bis b iiberall um weniger als ¢ unter-
scheiden, selbst um weniger als ¢ (b — @) voneinander verschieden sind.
Daraus haben wir an jener Stelle mit Hilfe des Fundamentalsatzes
die Giiltigkeit der Differentiationsformel

1 d
ﬁl_ H g+l — g0
oder bei Ersetzung von o + 1 durch «

d
d—xx“ :ocx“"l

auch fiirirrationales « abgeleitet, so daB also auf diesem indirekten Wege

) . d ’
schlieBlich doch die oben angegebene Beziehung% 2™ — o—x"ihre Be-

stitigung gefunden hat.

Jene Betrachtung war fiir uns ein charakteristisches Beispiel fiir das
Ineinandergreifen von Differentialrechnung und Integralrechnung. Wir
werden es jedoch aus prinzipiellen Griinden vorziehen, in § 6 an Stelle
der elementaren Definition von %* eine andere innerlich einfachere zu
setzen, welche uns von neuem und ohne Umwege zu dem gewonnenen
Resultat hinfithren wird.

§ 5. Maxima und Minima.

Nachdem wir zu einer gewissen Beherrschung des Problemes der
Differentiation der elementaren Funktionen und der aus ihnen zusam-
mengesetzten gelangt sind, bietet sich uns die Méglichkeit zu mannig-
fachen Anwendungen. Ich méchte die elementarste dieser Anwen-
dungen, die Theorie der Maxima und Minima einer Funktion, im
Zusammenhang mit einer geometrischen Diskussion der zweiten Ab-
leitung, -schon an dieser Stelle besprechen, um dann im nichsten Para-
graphen den Faden der allgemeinen Theorie wieder aufzunehmen.

1. Allgemeine Vorbemerkungen iiber die geometrische Bedeutung
der Differentialquotienten.

Nach Definition des Differentialquotienten% f(x) einer Funktion f (x)
gibt dieser die Steigung der Kurve ¥ = f(x) an. Diese Steigung kénnen

wir wiederum durch eine Kurve y" = x) = f'(x) reprisentieren,

_ ax I
die Differentialkurve zu der gegebenen. Die Steigung dieser letzteren
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d 2
Kurve wird durch den Differentialquotienten — f' (x) = i% f(x)=F"(x),

den zweiten Differentialquotienten von f(x) gegeben usw. Ist der
zweite Differentialquotient f’(x) an einer Stelle x — und infolge der
hier vorausgesetzten Stetigkeit dann auch in einer gewissen Nachbar-
schaft dieser Stelle — positiv, so bedeutet dies, da beim Passieren
dieser Stelle in Richtung wachsender x-Werte der Differentialquotient
der Kurve zunimmt. Die Kurve wird also ihre konvexe Seite nach der
Richtung abnehmender y-Werte zeigen. Umgekehrt ist es, wenn f’ ()

y Y
y=ftx)
i
N |
.2
2. ¢ i yd i
! I
VA 0T T X x
Fig. 56a. ' >0. Fig. 56b. /' <0.

negativ ist. Im ersten Falle wird also die Kurve in der Umgebung
der Stelle x oberhalb ihrer Tangente, im zweiten Falle unterhalb ihrer
Tangente verlaufen (vgl. Fig. 56a und b).

Eine besondere Beachtung verlangen nur die Stellen, wo f/(x) = 0
ist. Im allgemeinen wird beim Durchgang durch eine solche Stelle die
zweite Ableitung / (x) ihr Vor-
zeichen wechseln. Dann wird ein
solcher Punkt eine Ubergangs-
stelle zwischen den beiden oben
gezeichneten Typen sein; d. h.
die Tangente in diesem Punkte
wird auf der einen Seite oberhalb,
auf der anderen Seite unterhalb
verlaufen, also die Kurven nicht
nur beriihren, sondern zugleich
durchschneiden  (vgl. Fig. 57). ¢ T
Ein solcher Punkt heiit Wende- Fig. 57.
punkt, die zugehérige Tangente
Wendetangente der Kurve, Das einfachste Beispiel gibt uns die Funk-
tion y = 8, die sog. kubische Parabel, fiir welche im Punkt x =0
die x-Achse selbst eine Wendetangente ist. Ein anderes Beispiel lie-

v

fert die Funktion f(x) =sin %, fiir welche ' (x) = —;; sin ¥ = cos %,
a2z

{"(#) =1 zsinx =—sinx wird. Fir x =0 ist also f'(0) =1 und
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f’(0) =0; die Sinuskurve hat also, da f”(x) fiir x=0 das Zeichen
wechselt, im Nullpunkt eine um 45° geneigte Wendetangente.

Man muBl jedoch beachten, daB es auch Stellen geben kann, bei
denen zwar f” (x) = 0 ist, bei denen jedoch die Tangente die Kurve nicht
schneidet, sondern ganz auf einer Seite der Kurve bleibt. Dies gilt z. B.
fiir die Kurve ¥ = x4, welche ganz oberhalb der x-Achse liegt, und fiir
welche ebenfalls fir x = 0 die zweite Ableitung f'(x) verschwindet.

2, Maxima und Minima.

Wir sagen, daB eine stetige Funktion oder eine Kurve y = f(x)
an einer Stelle ¥ = & ein Maximum bzw. ein Minimum besitzt, wenn,
wenigstens in irgend einer Umgebung dieser Stelle x = £, die Funk-
tionswerte f(x) sdmtlich kleiner bzw. gréBer als f(£) sind. Unter einer
Umgebung einer Stelle & verstehen wir dabei ein Intervall « < x < 8,
welches den Punkt § im Innern enthilt. Geometrisch gesprochen sind

also solche Maxima und Minima

y Wellenberge bzw. Wellentiler

der Kurve. EinBlickauf Figur 58

zeigt uns, daB sehr wohl der

Wert des Maximums an einer

Stelle Pj kleiner sein kann als

der Wert des Minimums an

Fig. 8. einer anderen Stelle P,; dem

Begriff des Maximums und Mini-

mums haftet also zunachst stets etwas Relatives, nimlich die Beziehung
auf eine jeweils abzugrenzende Umgebung an.

Will man den wirklich absolut kleinsten Wert oder absolut gréBten
Wert der Funktion feststellen, so muB3 man noch besondere Betrach-
tungen anstellen, um zu entscheiden, ob und wie man ihn aus den
Minima oder Maxima aussondern kann.

Fiir uns kommt es zunichst darauf an, die relativen Maxima oder
Minima, oder wie wir mit einem neutralen Wort sagen wollen, die rela-
tiven Extrema (Extremum heiBt duBerster Wert) einer Funktion oder
Kurve zu finden. Diese Aufgabe, welche von der Geometrie, der Mecha-
nik und der Physik sehr hiufig gestellt wird, und welche auch sonst in
zahlreichen Anwendungen immer wieder auftritt, hat einen der ersten
Anlidsse zur Ausbildung der Differential- und Integralrechnung im
17. Jahrhundert gebildet.

Man erkennt sofort, daB bei vorausgesetzter Differenzierbarkeit
fiir eine solche Extremumstelle £ die Tangente an die Kurve horizontal
verlaufen muB. Es ist also die Bedingung

r'(=

eine notwendige Bedingung fiir das Eintreten eines Extremums;
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durch Auflssung dieser Gleichung nach der Unbekannten £ erhalten wir
die Stellen, fiir welche ein solches Extremum eintreten kann. Unsere
Bedingung ist aber keineswegs etwa eine hinreichende Bedingung
fiir ein Extremum; es kann nimlich Stellen geben, fiir welche die Ab-
leitung verschwindet, d. h. die Tangente horizontal verliuft, fiir welche
die Kurve aber weder ein Maximum noch ein Minimum besitzt. Dieser
Fall tritt dann ein, wenn die Kurve an der betreffenden Stelle eine
horizontale sie durchschneidende Wendetangente besitzt, wie in dem
obigen Beispiel der Funktion ¥ = %% an der Stelle x = 0.

Hat man aber einmal eine Stelle & gefunden, fiir welche f (£) ver-
schwindet, so kann man sofort schlieBen, daB die Stelle eine Maximum-
stelle ist, wenn /(&) << 0 wird, eine Minimumstelle, wenn f”(&) >0
ist, denn im ersten Falle liegt in der Umgebung dieses Punktes die
Kurve ganz oberhalb der Tangente, im zweiten ganz unterhalb.

Statt uns bei der Ableitung unserer notwendigen Bedingungen auf
die Anschauung zu berufen, hitten wir natiirlich leicht auch einen rein
analytischen Beweis gebenkénnen (vgl. hierzu dieganz entsprechenden Be-
trachtungen zum Rolleschen Satz auf S. 83). Ist die Stelle & eine Stelle des
Maximums, so muB bei hinreichend kleinem %4 der Ausdruck f(&)—f (§+4)

B) —
positiv sein. Also wird der Quotient &%/‘—(Q positiv oder negativ,

je nachdem % negativ oder positiv ist. Der Grenzwert dieses Quotienten,
wenn % von negativen Werten her gegen 0 strebt, kann also nicht nega-
tiv sein, wihrend er, wenn % von positiven Werten her gegen O strebt,
nicht positiv sein darf. Da beide Grenzwerte wegen der vorausgesetzten
Existenz der Ableitung einander gleich und zwar gleich /' (&) sein miissen,
so kénnen sie nur den Wert Null haben; d. h. es muB /' (§) = 0 sein.
Eine entsprechende SchluBweise gilt fiir ein Minimum.

Wir kénnen iibrigens notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir das Eintreten eines Maximums oder Minimums auch formulieren
und analytisch beweisen, ohne die zweite Ableitung heranzuziehen.
Es besteht nimlich an einer Stelle & sicherlich dann ein Minimum oder
etn Maximum, wenn die Ableitung f(x) betm Durchgang durch diese
Stelle ihr Vorzeichen wechselt ; und zwar tritt ein Minimum ein, wenn die
Ableitung links von & negativ, vechts positiv ist, andernfalls esn Maximum.

Zum Beweise bilden wir unter Benutzung des Mittelwertsatzes
FE-FR)—F(E —hf (E+0H). Wir schen, dab f(€+ ) —/ (¢) unter
unserer Voraussetzung bei hinreichend klein gewihltem 4 dasselbe Vor-
zeichen haben muB, gleichviel ob % positiv oder negativ ist ; und hieraus
ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit unserer Behauptung.

Gleichzeitig erkennen wir, daB tatsidchlich der Funktionswert f (§)
den kleinsten bzw. den gréBten Wert in jedem den Punkt & enthaltenden
Intervalle darstellt, in welchem kein weiterer Zeichenwechsel der Ab-
leitung mehr eintritt.

Courant, Differentialrechnung. 9
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Da der Mittelwertsatz, auf den allein wir diese Betrachtung ge-
stiitzt haben, auch dann noch anwendbar bleibt, wenn f(x) an der
Stelle & selbst nicht mehr differenzierbar ist, wohl aber an allen andern
betrachteten Stellen, wenn also z. B. die Kurve y = f (%) fiir x=4§ eine
Ecke oder Spitze hat, so sind wir auf diese Weise noch zu einem etwas
allgemeineren Resultat gelangt: Wenn die Funktion f(x) in einem die
Stelle £ enthaltenden Intervalle stetig und, héchstens mit Ausnahme
dieser Stelle differenzierbar ist, so hat sie an dieser Stelle ein Maximum
bzw. Minimum, falls dort zwei Intervalle mit verschiedenem Vor-
zeichen der Ableitung f'(x) getrénnt werden. Beispielsweise hat die
Funktion y = |«x| an der Stelle x =0 ein Minimum, weil f () > 0
fiir x >0 und f(x) <0 fir x < 0 gilt (vgl. Fig. 33, S.76). Ebenso
hat die Funktion y = 3V76£ an dieser Stelle ein Minimum, obwohl dort

1 .
der Differentialquotient ig— x 8 unendlich ist (vgl. Fig. 36, S. 77).

Im iibrigen moéchte ich zur allgemeinen Theorie der Maxima und
Minima noch folgende Bemerkung machen : Die Aufsuchung der Maxima
und Minima ist nicht ohne weiteres gleichbedeutend mit der Aufsuchung
der groBten und kleinsten Funktionswerte in einem abgeschlossenen
Intervalle. Bei einer monotonen Funktion werden diese gréften und
kleinsten Werte am Rande des Intervalles angenommen und sind dann
keine Maxima und Minima in unserem Sinne mehr — denn dieser Be-
griff bezog sich immer auf eine volle Umgebung der betreffenden Stelle.
So hat z.B. die Funktion f(x¥) = x im Intervall 0 < ¥ £ 1 an der
Stelle 0 einen kleinsten Wert und an der Stelle 1 ihren gro8ten Wert,
und entsprechendes gilt fiir jede monotone Funktion. Die Funktion

1
y = arctg x mit der Ableitung y = 1142 ist fiir — 00 < x < c0 monoton

und besitzt in diesem offenen Intervall weder ein Maximum oder
Minimum noch einen groBten oder kleinsten Wert.

Will man nach Aufsuchung der Nullstellen von f(x) sicher gehen,
daB man damit auch die Stellen eines absolut kleinsten oder gréBten
Wertes gefunden hat, so wird man sich oft des folgenden Kriteriums
bedienen : Etne Nullstelle & von ' (x) gibt sicherlich dann fiir etn ganzes
Intervall den absolut kleinsten oder absolut groften Wert von f(x), wenn
in dem ganzen Intervall [ (x) > 0 bzw. f(x) < 0 ist. Es ist ndmlich
dann wegen des Mittelwertsatzes, wenn auBer & auch noch &+ 2
zum Intervall gehért,

FE+B=FE+h—FE=hi"E+ .

Es hat also die Ableitung /' (x) an der Stelle x = & + & das Vorzeichen
von % oder das entgegengesetzte, je nachdem f”(x) > 0 oder /' (x) < 0
vorausgesetzt wurde ; hieraus aber folgt die Behauptung nach unserer
vorigen Bemerkung.
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3. Beispiele fiir Maxima und Minima.

1. Aufgabe. Unter allen Rechtecken gegebenen Flicheninhaltes
ist eines mit kleinstem Umfang zu suchen.

Der Flacheninhalt sei a2, die eine Seite x (wobei wir fiir x das Intervall

2
0 < % < o0 zu betrachten haben), dann ist die andere Seite %, und

der halbe Umfang wird gegeben durch

)=z +%.
Es wird
ro=1—1%, [@="2.

Die Gleichung f'(§) = 0 hat die einzige positive Wurzel & = a. Fiir
diese wird f’(x) positiv (ebenso wie fiir jedes positive x); sie liefert
also den gesuchten kleinsten Wert und wir erhalten das sehr plausible
Resultat, daB von allen betrachteten Rechtecken das Quadrat den
kleinsten Umfang besitzt.

2. Aufgabe. Unter allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie
und gegebenem Flicheninhalt ist dasjenige von kleinstem Umfang zu
bestimmen.

Um diese Aufgabe zu l6sen, machen wir die gegebene Grundlinie
AB zu einem Teil der x-Achse eines Koordinatensystems, den Mittel-
punkt O von 4 B zum Nullpunkt. Ist C die Spitze des betreffenden
Dreiecks, % seine — fest gegebene — Hohe und x, 2 die Koordinaten
der Spitze, so wird die Summe der beiden zu bestimmenden Seiten
des Dreiecks AC und BC offenbar, wenn die Linge der gegebenen
Grundlinie 24 ist, durch

[ =V(x+ a2+ h2+Y(x—a) 42

gegeben und wir erhalten weiter :

f’(x): x4+ a __x—a
Vr + @+ A2 j(x —a) + A2’
174 _ (x + a)2 1 . - (x - [%)2_ ¥hl
= (}x + a2 + 22)* " Y(x + a)® + 22 * (K& — a)2 + 42)° + Hx — a) 4 k2
A he I

e S A (e o
Man erkennt sofort, daB erstens /' (0) verschwindet, daB zweitens f” (x)
stets positiv ist; daher wird die Stelle x = 0 tatsiichlich ein Minimum
liefern; da f”(x) > 0 ist, nimmt /' (x) immer zu und es kann also
an keiner andern Stelle f'(x) = 0 sein, so daB3 die Stelle x = 0 tat-
sdchlich den absolut kleinsten Wert geben muf3. Dieser kleinste Wert
wird also durch das gleichschenkelige Dreieck geliefert.
g¥*
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Ganz dhnlich erkennt man, daB unter allen Dreiecken gegebenen
Umfangs und gegebener Grundlinie das gleichschenkelige den gréBten
Flacheninhalt besitzt.

3. Aufgabe. Kleinste Entfernungssumme eines Punktes einer
Geraden von zwei gegebenen festen Punkten.

Es sei eine gerade Linie und zwei feste Punkte A B gegeben. Auf der

geraden Linie ist ein Punkt P ge-

y sucht, so daB die Entfernungssum-
A me P A -+ P B méglichst klein wird.
B Wir machen die gegebene Ge-
A rade zur x-Achse eines Koor-
h, dinatensystems und wihlen die
o Bezeichnungen von Figur59. Dann
o—=F > Z wird die gesuchte Entfernungs-
summe gegeben durch
Fig. 59. f(x)= sz + A%+ V(x —a)R+ht
und wir erhalten weiter
’ _ X X —a
f(x)_yx2+h2 +y(x_a)2+h'§’
7 _ — 22 1 (x - a)2 1
j(x)_ ’x2+h23+ x2+h2+((x—-a —{—h") x—a) +};§
¥ } ¥

h2 h?
=+ i .
V= +1)  (Jr—a2 + 7))
Die Gleichung /' (£) = 0 liefert uns also
& _ a—§
JeE+ R yE—aE 4’
cos & = cos 3

und dies bedeutet, da3 die beiden Geraden PA und PB mit der ge-
gebenen Geraden gleiche Winkel bilden miissen. DaB wir damit tat-
séchlich den kleinsten Wert erhalten, zeigt uns das positive Vorzeichen
von f” (x).

Die Losung: dieser Aufgabe steht in engstem Zusammenhang
mit dem Spiegelungsgesetz der Optik. Nach einem wichtigen
Prinzip der Optik, dem sog. Fermatschen Prinzip der iirzesten Lichtzeit,
wird die Bahn eines Lichtstrahls durch die Eigenschaft charak-
terisiert, daB die Zeit, die das Licht braucht, um von einer Stelle A
zu einer Stelle B unter gewissen Bedingungen zu kommen, méoglichst
kurz sein muB. Wird dem Lichtstrahl die Bedingung auferlegt, auf
seinem Wege von 4 nach B einen Punkt der gegebenen Geraden (etwa
eines Spiegels) zu passieren, so sehen wir, daB die kiirzeste Lichtzeit
fiir einen solchen Strahl erreicht wird, bei dem , Emfallswmkel" gleich
,»Ausfallswinkel is
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4. Aufgabe. Brechungsgesetz.

Es seien zwei Punkte 4 und B auf verschiedenen Seiten der x-Achse
gegeben. Welcher Weg fiihrt in méglichst kurzer Zeit von 4 nach B,
wenn die Geschwindigkeit auf der einen Seite der x-Achse ¢,, die Ge-
schwindigkeit auf der anderen Seite der x-Achse ¢, ist?

Esist klar, daB dieser , kiirzeste” Weg aus zwei geradlinigen Strecken
bestehen muB, welche in einem Punkte P der x-Achse zusammenstoBen.
Mit den Bezeichnungen von Fi-
gur 60 erhilt man fiir die Linge
der Strecken PA und PB die
beiden Ausdriicke:

JAE 2% bzw. VR 4 (a — %)%,

und wir erhalten die Zeit, die
zu dem Wege benétigt wird,
indem wir die beiden durch- Fig. 60.

messenen Wege jeweils durch

die entsprechende Geschwindigkeit dividieren. Die fiir den Weg ge-
brauchte Zeit ergibt sich also als:

Vh2—|— x4 ]/h2 (a—x)2

Durch Differentiation erhalten wir hieraus:

T x 1 a—x
G Wlﬁkz < Wﬂ (@ — Av)2
x? (@ — )2
B2 4% h2 — _—_——
g 1 T VR IR
Ca (g a)f 2 (V42 + (a — #2)°
1 h? 1 h?

Ty R (T a_xr)“-

Die Gleichung f'(x) =0, d.h. ~ ==t _2=% _ st wie
G 7h2+x2 Ce YA% + (a — #)?

man aus der Figur leicht abliest, gleichbedeutend mit der Bedingung:

1 sine = sin B oder

51 Ca
S o Cq
sng- ¢,

Ich kann es Thnen selbst iiberlassen, zu beweisen, daB es nur eine
einzige Stelle gibt, welche dieser Bedingung geniigt, und daB diese Stelle
wirklich den kleinsten Wert liefert. Die physikalische Bedeutung unseres
Beispieles ergibt sich wiederum aus dem optischen Prinzip der kiirzesten
Lichtzeit. Ein Lichtstrahl beschreibt zwischen zwei Punkten diejenige
Bahn, fiir die er die kiirzeste Zeit braucht. Bedeuten ¢; und c,



134 III. Differential- und Integralrechnung der elementaren Funktionen.

die Lichtgeschwindigkeit auf beiden Seiten einer Trennungsebene
zweier optischer Medien, so wird dieser Lichtweg gemif unserem
Ergebnisse verlaufen; unser Ergebnis liefert also das Swelliussche
Brechungsgesetz.

§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion.

In dem systematischen Zusammenhange der Integral- und Diffe-
rentialrechnung ergibt sich ganz von selbst ein bequemer Zugang zu
der Exponentialfunktion und dem Logarithmus. Wenn wir diese Funk-
tionen auch schon friither behandelt haben, so wollen wir sie nunmehr
ohne von den fritheren Definitionen und den auf ihnen
beruhenden Uberlegungen Gebrauch zu machen, hier von
neuem definieren und ihre Theorie entwickeln. Wir gehen dabei von
dem Logarithmus aus und gewinnen erst aus ihm durch Umkehrung
die Exponentialfunktion.

1. Definition des Logarithmus. Differentiationsformel.

Wir haben gesehen, daB das unbestimmte Integral der Potenz x»
fiir jedes ganzzahlige positive oder negative # stets wieder zu einer
Potenz fiihrt; die einzige Ausnahme fanden wir bei der Funktion

-;l;, welche nicht als Differentialquotient einer der von uns bisher
behandelten Funktionen erschien. Es liegt daher nahe zu vermuten,
daB das unbestimmte Integral der Funktion % eine neuartige Funktion
darstellen wird, und dieser Vermutung nachgehend, wollen wir im
Folgenden die Funktion

aé
y=|% =/
1

fiir ¥ > O untersuchen. Wir bezeichnen sie als den Logarithmus von x,
genauer als den natiirlichen Logarithmus von x, und schreiben sie
y =log x oder auch y = log nat x. Die Integrationsvariable haben
wir, um eine Verwechslung mit der oberen Grenze x auszuschlieBen,
mit & bezeichnet.

DaB wir als untere Grenze des Integrals die Zahl 1 genommen
haben, ist eine zunichst willkiirliche Festsetzung, die sich jedoch bald
als zweckmiBig erweisen wird.

DaB die hier definierte Logarithmusfunktion mit dem frither auf
»elementare Art“ definierten Logarithmus iibereinstimmt, wird sich
im Laufe der folgenden Betrachtung ganz von selbst ergeben. Die Er-
gebnisse der folgenden Uberlegungen sind aber, worauf ich noch einmal
hinweise, von den frither gewonnenen unabhingig.



§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion. 135

Geometrisch bedeutet unsere Logarithmusfunktion den in Figur 61
schraffiert gezeichneten Fldcheninhalt, welcher von der gleichseitigen

Hyperbel y ___% und der £-Achse einerseits und den Geraden & =1

bzw. & = x andererseits begrenzt ist. Er ist dabei positiv zu rechnen,
wenn x > 1, negativ, wenn ¥ < 1 wird. Fir x =1 verschwmdet der
Flicheninhalt, und wir haben daher
logl =0.

GemiB der obigen Definition wird -
die Differentiation des Logarithmus
durch die Formel

dlogx _ 1 NN —
5

dx x 7 x

N

gegeben.

Es sei ausdriicklich hervorgehoben,
daB wir fiir das Argument x stets Fig. 61.
voraussetzen, es sei positiv; den Loga-
rithmus von 0, oder gar von negativen Werten gem&B8 unserer obigen
Formel zu bilden, verhindert uns die Tatsache, daB der Integrand

%— fiir £ =0 unendlich wird. Dagegen kann man natiirlich, wenn man

nur als untere Grenze eine negative Zahl, etwa — 1 wihlt, das Integral
auch mit einer negativen oberen Grenze x bilden, d.h. den Ausdruck

xds
j? (x <0)
-1
betrachten. Auf Grund der Bedeutung des Integrals als Grenzwert

einer Summe oder als Flicheninhalt

yA
erkennt man, daB fiir x < 0

ist. Wir koénnen demgemil all- 7 Tz 3 P
gemein als Formel der unbestimmien
Integration

dx o
Jl‘;=10gixr

Fig. 62.
schreiben.

Den Logarithmus wird man sich natiirlich auch durch eine Kurve
veranschaulichen kénnen. Diese Kurve, die Logarithmuskurve, ist in
Figur 62 gezeichnet. Wie man 2zu ihrer graphischen Konstruk-
tion. gelangen kann, ergibt sich aus den Ausfithrungen im zweiten
Kapitel, § 5.
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2. Das Additionstheorem.

Der so definierte Logarithmus gentigt dem folgenden fundamentalen
Gesetz :
log (ab)=1loga+1logh.
Der Beweis dieses Additionstheoremes ergibt sich sehr einfach aus
der Integraldefinition und ihrer geometrischen Bedeutung. Es ist

niamlich:

abE ads a;s
a

log (ab) = E=)E E

1 1 a

und es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, daB

ab b
as _ rdé
& J&
a 1
ist.
Wir koénnen schreiben :
b "— lA
[ = iim 348
1 n—>W 5 =0 >
wobei :
b—1

§y=1+’l’h mit h=T und A£y=§,+1—§v

ist. Setzen wir die Summe rechts in die Form

n—1 AE n-—lA
e St
v=0 v=0

mit
ab—a
» b4

m=af,, dh np=atv

ad

so erkennen wir sofort, daB sie fiir — oo in das Integral f%é tiber-

geht, und damit ist die behauptete Gleichheit der Integrale bewiesen,
welche eine bemerkenswerte geometrische Tatsache iiber die von der

Hyperbel y = % begrenzten Flicheninhalte ausspricht.

Aus dem Additionstheorem des Logarithmus folgt nun fiir belie-
bige positive Zahlen a,, a,, . . ., a, die Gleichung

log (a,a;-+-a,)=1loga,+loga,+---+loga,.
Sind speziell alle Zahlen a4, a,, . . ., a, gleich ein und derselben Zahl a,
so ergibt sich
logar=mnloga.

Ebenso folgt

loga+log—,i—=logl=0.
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Es ist also

10ga=—10g7i—.
Setzen wir weiter ,i/—a =, so folgt loga = nlog a oder
Va—logan— L1
log]/a= ogar=--loga.

Hieraus aber folgt durch nochmalige Anwendung des Additionstheo-
remes

m - m
N — m ——
n log 2 = log } a™ =logan.
Die Gleichung
logar=vloga
ist somit fiir alle positiven rationalen Werte von r bewiesen. Fiir nega-
tive r gilt gleichfalls

10ga’=log;1—r=—loga"=rloga.

3. Monotoner Charakter und Wertevorrat des Logarithmus.

Offenbar wichst der Wert der Funktion log x, sobald x wichst
und nimmt entsprechend ab, sobald x abnimmt; der Logarithmus
ist eine monotone Funktion.

Da die Ableitung % bei wachsendem x immer kleiner wird, wird das

Anwachsen der Funktion mit wachsendem x immer schwicher vor sich
gehen. Trotzdem aber ndhert sich die Funktion log x fiir unbegrenzt
wachsendes x nicht etwa einem bestimmten positiven Grenzwert, sondern
sie wird unendlich, d. h. zu jeder noch so groBen Zahl positiven 4 gibt
es Werte von #, so daB3 log x > A wird. Diese Tatsache folgt sehr leicht
aus dem Additionstheorem. Es ist ndmlich log 2" = # log 2. Da log 2
eine positive Zahl ist, so wird fiir ¥ = 2% bei hinreichend groBem #
die Funktion log x offenbar positiv beliebig groB werden.

Da log -217 = —mnlog 2 ist, so erkennen wir, daBl log ¥, sobald x

von positiven Werten her gegen Null strebt, in negativem Sinne iiber
alle Grenzen wichst.

Zusammenfassend kénnen wir sagen:

Die Funktion log x ist eine monotone Funktion, welche alle Werte
zwischen — o0 und -+ oo annimmt, wenn die unabhingige Veridnder-
liche x das Kontinuum der positiven Zahlen durchwandert.

4, Die Umkehrfunktion des Logarithmus (Exponentialfunktion).

Da die Funktion y = log # (¥ > 0) eine monotone Funktion von
x ist, die simtliche reellen Werte annimmt, so ist die Umkehrfunktion,
die wir zunichst mit x = E (y) bezeichnen, eine eindeutige monotone,
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fiir jeden Wert von y definierte Funktion; sie ist differenzierbar, weil
log » selbst differenzierbar ist (s. § 3, S.115). Indem wir die Be-
zeichnung der abhingigen und unabhingigen Verinderlichen ver-
tauschen, wollen wir diese Funktion E (x) niher studieren. Zunichst
erkennen wir, daB sie fiir jeden Wert von x positiv sein muf8. Ferner
sehen wir, daB E©O) =1

sein muB, denn diese Gleichung ist gleichbedeutend damit, daB der Lo~
garithmus von 1 den Wert 0 hat.

Zweitens folgt aus dem Additionstheorem fiir den Logarithmus so-
fort das ,,Multiplikationstheorem'

E(E@B) =E(«+p).
Zum Beweise brauchen wir nur zu beachten, da8 die Gleichungen
E(@)=a, E@P)=b, E(+p)l=c
gleichbedeutend sind mit
a=loga, f=logh, a-+f=logc.

Da aber nach dem Additionstheorem fiir den Logarithmus « + 8 = logab
ist, so muB ¢ = ab sein, womit wir das Multiplikationstheorem bewiesen
haben.

Aus diesern Theorem ergibt sich eine Grundeigenschaft der Funk-
tion y = E (x), welcher wir die Berechtigung entnehmen werden, unsere
Funktion als Exponentialfunktion zu bezeichnen und symbolisch in der
Form

y=e®
zu schreiben. Um zu dieser Eigenschaft zu gelangen, bedenken wir,
daB es eine Zahl — wir wollen sie ¢ nennenl) — geben muB, fiir welche

loge=1
ist. Gleichbedeutend damit ist die Definition
E(l)=e.

Wegen des Multiplikationstheorems der Exponentialfunktion schlieBt
man nun analog wie oben beim Logarithmus fiir jedes ganzzahlige po-
sitive »

E(n)=¢n

und ebenso bei ganzzahligem % und m
m n
E(Z)=e,

was wir iibrigens auch direkt aus dem Additionstheorem des Logarith-
mus hitten entnehmen kénnen.

1) Ihre Identitit mit der im ersten Kapitel betrachteten Zahl ¢ werden wir in
Nr. 6 dieses Paragraphen nachweisen.
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Die so fiir positive rationale Zahlen 7 bewiesene Gleichung E (r) = e”

gilt wegen der Gleichung ‘
E(rE(—r)=E(0)=
auch fiir negative rationale Zahlen 7.

Es ist also die Funktion E () eine fiir alle Werte von # stetige Funk-
tion, welche fiir rationale Werte ¥ = 7 mit ¢® iibereinstimmt. Diese
Tatsache rechtfertigt es, auch fiir beliebige irrationale Werte von x
unsere Funktion mit ¢® zu bezeichnen?). (Man beachte dabei, daB3 die
Stetigkeit der Funktion ¢* bei dieser Definition als Umkehrfunktion
einer stetigen monotonen Funktion von vornherein feststeht, wihrend
sie bei der elementaren Definition bewiesen werden muB.)

Die Differentiation der Exponentialfunktion wird durch die Formel

d
7= oder vy =y

geleistet. Diese Formel driickt die wichtige Tatsache aus, daf die
Exponentialfunktion ber der Differen-
tation sich veproduziert. Ihr Beweis
ist duBerst einfach. Es ist ndmlich
% = log y, woraus mit Riicksicht auf
die Differentiationsformel fiir den Lo-

4

. d 1 ol
garithmus folgt £=7, also nach d

der Regel fiir inverse Funktionen 1
dl A /

wie behauptet war.

Die Kurve, durch welche man die
Exponentialfunktion e® darstellt, die
sog. Exponentialkurve, ergibt sich
einfach durch Spiegelung der Logarith-
muskurve an der Winkelhalbierenden des positiven Quadranten. Sie
ist in Figur 63 gezeichnet.

&y

Fig. 63.

5. Die allgemeine Exponentialfunktion g* unddie aligemeine Potenz x°.
Die Exponentialfunktion a® fiir eine beliebige positive Grundzahl a

definieren wir jetzt einfach durch die Gleichung
y= a® = Ezloga ,

1) Tatsachlich ist nunmehr gezeigt, daB unsere jetzt gegebene Definition
dieselbe Exponentialfunktion mit der Basis ¢ liefert, welche frither elementar
durch Potenzieren definiert wurde. Denn nach jener elementaren Definition
hat man fiir einen irrationalen Wert von # die Funktion ¢ durch den Grenz-
wert der Ausdriicke e®s erklart, wobei #, eine Folge von rationalen Zahlen mit
%, — x durchlauft. Da E (#,) = ¢*» und wegen der Stetigkeit von E () auch
E(x) =lim E (#,) ist, so stimmt die elementare Definition von e #berall mit der
jetzt gegebenen iiberein.
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was wegen
eloga =a,

mit der elementaren Definition iibereinstimmt. Es ergibt sich nun
ohne weiteres mit Hilfe der Kettenregel

a d .
g% = 71; g:vloga = g¥loga . log a,

d
- % — g%
A =a loga.

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion y = a* bezeichnet man
als den Logarithmus zur Basis a und schreibt

x=logy,
a

wibhrend man den oben eingefithrten Logarithmus, wo eine Unterschei-
dung nétig ist, als natiirlichen Logarithmus bezeichnet.
Man entnimmt unmittelbar aus der Definition die Relation

xloga=Iloga-logy=1logy,

welche uns zeigt, daB man den Logarithmus einer Zahl y fiir eine be-
liebige positive Basis @ #= 1 aus dem natiirlichen Logarithmus erhilt,
indem man diesen mit dem reziproken natiirlichen Logarithmus von a
multipliziert, dem Modul des Logarithmensystems der Basis a1).

Anstatt unserer fritheren Definition fiir die allgemeine Pofenz x*
wird nunmehr diese Potenz durch die Gleichung

X% = galogz

definiert (auch hier ist die inhaltliche Ubereinstimmung mit der ele-
mentaren Definition unmittelbar einleuchtend).

Die Differentiationsregel fiir die Potenz x® ergibt sich nach der
Kettenregel aus dieser Definition unmittelbar, denn es ist

d o
ﬂ-xa — GaIng—x‘ — <zxa:.—l s

in Ubereinstimmung mit unserem fritheren Resultat (vgl. S. 105).

6. Exponentialfunktion und Logarithmus dargestellt durch
Grenzwerte.

Unsere Betrachtungen erlauben uns, fiir die eingefiihrten GroBen
in einfacher Weise wichtige Grenzwertbeziehungen aufzustellen. Wir
gehen aus von der Differentiationsformel fiir die Funktion f(x) = log %
i R =13 _ 1
B0 h %

1) Fiir a = 10 erb4lt man die von der Schule bekannten und fiir die Zwecke
des numerischen Rechnens vorzugsweise verwendeten ,,Briggschen‘* Logarithmen.
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Fiir x =1 gilt speziell
' f(1) =log (1) =
und daher

limllog(l—i—h):l,
h->0h

1
eine Beziehung, welche wir wegen % log (1 4 4) =log (1 + A)*» auchschrei-
ben konnen

1
lim log (1 + &) =

h—>0

1
Setzen wir log(l 4+ A)2=1 + &, so wird also fiir #— 0 auch ¢

1
gegen Null streben. Nun wird (1 + &)k = ¢! *% =¢-¢° und es ist

lim ¢ =1. Also ergibt sich die folgende w1cht1ge Tatsache :
d—0

Wenn die Grofe h gegen Null strebt, so strebt der Ausdruck (1 + h)
gegen die Zahl e:

1
lim (1 4 Ayt =

h—0
Ihr entnehmen wir, daB unsere jetzt mit e bezeichnete Zahl gerade mit
derjenigen Zahl e iibereinstimmt, die wir auf S. 32 als Beispiel fiir
Grenzwertbildungen betrachtet hatten.

Speziell konnen wir niamlich fiir die Zahl 2 der Reihe nach die

1 1

Werte 1, 2, Groeees e einsetzen und gelangen so zu der

Gleichung
. 1\n
e=lim (1]
Fiir beliebiges positives oder negatives x ergibt sich die entsprechende
Limesgleichung
1
e =1lim (1 + xh)r .
h—0
Zum Beweise ersetzen wir die Zahl % in der obigen Gleichung fiir e
durch x4, das ja zugleich mit » gegen O strebt. Man erhilt fiir
1

h—0 dann (1 + xA)*k—e und somit

170= 1
(1 Ao "= (1 sy e
Speziell erhalten wir wieder, wenn % die obige Zahlenfolge 1

1 1
R RRE durchliuft,

i e® = lim (l + ;)" .

:2,

# —> 0
1) Wenn eine Folge von Zahlen a,, a,, ... gegen einen Grenzwert kon-
vergiert, so streben auch die Potenzen a¢, a%, ... gegen die Potenz des Grenz-

wertes a®; denn a?® ist, als Funktion von a betrachtet stetig.
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Aus der Differentiationsformel fiir a*

. arth_—g®
a®log a =lim —
h—0
ergibt sich fir x =0
. A1
log a = lim £
h—0 k

eine Formel, welche uns unmittelbar den Logarithmus von a durch einen
Grenzwert ausdriickt.
Ich schlieBe an diese Gleichung noch die Bemerkung an, daB durch

sie die Auffassung unserer frilher gewonnenen Beziehung

b

J‘x“dxzﬁ—l(b”l —atl)  (0<a, 0<b)

[
in befriedigender Weise erginzt wird. Wir muBten hier stets den
Fall & = —1 ausschlieBen. Jetzt konnen wir aber verfolgen, was
geschieht, wenn wir die auf beiden Seiten dieser Gleichung vorkommende
Zahl o gegen den Gremzwert — 1 streben lassen. Die linke Seite wird,
wenn wir @ = 1 setzen, auf Grund unserer Definition des Logarithmus

gerade den Grenzwert
b

fd; =logb
1

habenl); die rechte Seite hat daher auch als Grenzwert fiir o« —>—1
denselben Sinn. Und diese Tatsache steht im Einklang mit der Formel

log b =lim bL;—l ;
h—0
Wir brauchen nur o + 1 = 4 zu setzen.
Wir haben damit die Ausnahmestellung der Zahl « = —1 in der
so oft von uns betrachteten Integralformel beseitigt : Unsere obige Formel
verliert zwar fiir « = — 1 ihren Sinn; sie behilt aber fiir « — —1

als Grenzwertformel ihre Bedeutung bei.

7. SchluBbemerkungen.

Ich mochte nochmals kurz den Gedankengang dieses Paragraphen
zusammenfassen : Wir haben zunichst den natiirlichen Logarithmus
y =log x fir x> 0 durch ein Integral definiert und daraus sofort
Differentiationsformel, Additionstheorem und Umkehrbarkeit gefolgert.
Sodann haben wir die Umkehrfunktion y = ¢® untersucht — wobeil
die Zahl e sich als diejenige Zahl ergab, deren Logarithmus 1 war —,

1) Wir haben den Grenziibergang o —> — 1 ohne weiteres unter dem Inte-
gralzeichen vollzogen (vgl. hierzu die Betrachtungen im zweiten Kapitel, §7, Nr. 2).
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ihre Differentiationsformel sowie Grenzwertdarstellungen fiir sie und
den Logarithmus hergeleitet. Die Hineinziehung der Funktionen
y = x* = ¢*!%% und y = a® = ¢*°8% ergab sich dabei von selbst.

In der hier gegebenen Darstellung im Gegensatz zu der ,,elemen-
taren’ entstehen bei den Stetigkeitsfragen keinerlei Schwierigkeiten,
da von vornherein der Logarithmus als Integral und somit als eine
stetige und differenzierbare Funktion seines Argumentes gekennzeichnet
ist und die Stetigkeit der Umkehrfunktion sich von selbst versteht.

§ 7. Einige Anwendungen der Exponentialfunktion.

Wir wollen in diesem Paragraphen eine Reihe verschiedenartiger
Beispiele fiir das Auftreten der Exponentialfunktionen kennen lernen
und so einen Einblick in die fundamentale Wichtigkeit dieser Funktion
fiir die mannigfachsten Anwendungen gewinnen.

1. Charakterisierung der Exponentialfunktion durch eine
Differentialigleichung.

Wir kénnen die Exponentialfunktion durch einen einfachen Satz
charakterisieren, dessen Benutzung uns viele Einzelbetrachtungen er-
sparen wird.

Wenn eine Funktion y = f(x) einer Gleichung der Form

Y =ay
geniigt, wo o =F 0 eine Konstanle ist, so hat y die Form
y = f(x) =ce*®

wo ¢ ebenfalls eine Konstante ist; und wmgekehrt hat jede Funktion der
eben hingeschricbenen Gestalt ce** die Eigenschaft, der obigen Gleichung zu
gendigen, die man kurz als ,,Differentialgleichung’ bezeichnet, da in ihr
die Funktion und ihre Ableitung miteinander in Beziehung gesetzt
werden.

Um uns den ausgesprochenen Satz klar zu machen, beachten wir
zunichst, daB im einfachsten Falle, wo « =1 ist, unsere obige
Gleichung in y’ = y iibergeht. Wir wissen, daB y = e® dieser Gleichung
geniigt, und es ist klar, daB dasselbe fiir y = ce® gilt, wenn ¢ eine be-
liebige Konstante ist. Aber auch umgekehrt kénnen wir leicht sehen,
daB keine andere Funktion unsere Differentialgleichung befriedigt.
Denn ist ¥ eine solche Funktion, so betrachten wir die Funktion u=2ye=*.
Es muB dann sein:

wW=9y'et—ye T=¢ %y —y).
Die rechte Seite aber verschwindet auf Grund der vorausgesetzten

Beziehung, und somit ist 4" = 0, d. h. « gleich einer Konstanten ¢ und
y = ce®, wie behauptet wurde.
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Genau so wie der Spezialfall & =1 148t sich nun auch der Fall
eines beliebigen nicht verschwindenden o behandeln. Fihren wir
u =%y -e~*% als neu zu bestimmende Funktion ein, so ergibt sich
w =y e"**—aye—®* und somit wegen der vorausgesetzten Differen-
tialgleichung %' = 0. Also # =¢, und y = ce—°%, wie behauptet wurde.

Wir wollen nun die gewonnene Einsicht an einer Reihe von Beispielen
anwenden und des niheren verstindlich machen.

2. Stetige Verzinsung. Radioaktiver Zerfall.

Ein Kapital, dessen Zinsen in gewissen Zeitabstinden immer wieder
zum Kapital geschlagen werden, vermehrt sich in diesen Zeitpunkten
sprungweise folgendermaBen: Ist 100 « der ZinsfuB in Prozenten, wird
weiter das Kapital am Ende jedes Jahres um die aufgelaufenen Zinsen
vermehrt, so ergibt sich nach x Jahren aus dem Anfangskapital 1 die
Summe

(14 o)z

Wird jedoch das Kapital nicht am Schlusse jedes Jahres, sondern
am Schlusse jedes n-ten Teiles eines Jahres um die aufgelaufenen Zin-
sen ‘vermehrt, so wiirde das Kapital nach ¥ Jahren den Wert:

e

erreicht haben. Nehmen wir der Einfabhheit halber x =1, d. h. eine auf
das Jahr gerechnete 100 «-prozentige Verzinsung, so wiirde nach einem
Jahre aus dem Kapital 1 bei der letzten Art der Zinsberechnung das

Kapital:
(15

geworden sein. Lassen wir nun # iber alle Grenzen wachsen, lassen
wir also in immer kiirzeren Abstinden die Verzinsung erfolgen, so wird
der Grenzfall bedeuten, daB die Verzinsung gewissermafBen stetig in
jedem Zeitmoment wirksam wird, und wir sehen, daB der Betrag des
Kapitals nach einem Jahre das ¢*-fache des Ausgangskapitals geworden
ist, und ebenso wird sich bei dieser Art der Verzinsung nach Ablauf
von x Jahren — (x kann dabei eine beliebige ganze oder auch nicht
ganze Zahl sein) — als Kapital die Summe e** ergeben.

Dies Beispiel und #hnliche kann man im Rahmen der unter Nr. 1
gegebenen Uberlegungen folgendermaBen verstehen: Man hat irgend
eine durch die Zahl y gegebene Menge vor sich, welche mit der Zeit sich
vermehrt (oder auch vermindert). Die Geschwindigkeit, mit der diese
Menge sich vermehrt oder vermindert, sei nun proportional der Gesamt-
menge. Dann gilt fiir die Geschwindigkeit y’ dieser Vermehrung —
als unabhingige Verinderliche x werden wir dabei die Zeit betrachten —
ein Gesetz der Form 3’ = ay, wobei der Proportionalititsfaktor o
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positiv oder negativ ist, je nachdem, ob es sich um eine Vermehrung
oder Verminderung handelt. Die GriBe y selbst wird gemdB Nr.1
dann durch eine Formel

Yy =ce*®
gegeben werden, wobei die Bedeutung der Konstanten ¢ sofort erkennbar
wird, wenn wir den Zeitmoment ¥ = 0 betrachten. Es wird dann e*® =1
und es ergibt sich ¢ = y, als die Menge zu Beginn der Betrachtung,
so daB wir schreiben kénnen:

Y=1Yy,e*".

Ein charakteristisches Beispiel fiir diese Betrachtung bietet uns der
radioaktive Zerfall. Die Geschwindigkeit, mit der sich die Ge-
samtmenge y der radioaktiven Substanz vermindert, wird, wie von
vornherein plausibel, der gesamten im Moment vorhandenen Menge
proportional sein, da jeder Bestandteil der Substanz sich ebenso schnell
verringern wird wie jeder andere. Wir werden also fiir die Menge y
der Substanz als Funktion der Zeit x eine Beziehung der Form y' = —#ky
ansetzen diirfen, wobei der Proportionalititsfaktor % positiv zu nehmen
ist, da es sich um eine Substanzverminderung handelt. Fiir die Sub-
stanzmenge als Funktion der Zeit x ergibt sich hieraus: y = ye7*%,
wobei y, die Substanzmenge zum Beginn der Betrachtung (x = 0) ist.

Nach einer gewissen Zeit v wird sich die radioaktive Substanz auf
die Hilfte ihrer urspriinglichen Menge verringert haben. Diese sog.
Halbwertszest ergibt sich aus der Gleichung:

Yo Rz
5 = Yol k
. log 2
woraus wir fiir T sofort den Wert v = — erhalten.

3. Abkiihlung oder Erwidrmung eines Korpers in einem
umgebenden Medium.

Ein anderes typisches Beispiel fiir das Auftreten der Exponential-
funktion bietet der Vorgang der Abkiihlung eines Korpers, z. B.
einer Metallplatte, welche in ein sehr groBes Bad von gegebener Tem-
peratur getaucht ist; bei der Betrachtung dieser Abkiihlung machen
wir die Voraussetzung, daB das umgebende Bad derart groB ist, daB
-seine Temperatur durch den ProzeB nicht beeinflut wird. Wir setzen
ferner voraus, daB der eingetauchte Kérper jederzeit iiberall dieselbe
Temperatur besitzt und daB die Geschwindigkeit, mit der die Tem-
peratur sich dndert, proportional der Temperaturdifferenz zwischen
Korper und umgebendem Bade ist (Newtonsches Erkaltungsprinzip).

Bezeichnen wir die Temperaturdifferenz mit y = y(x), mit x die
Zeit, so wird sich dieses Erkaltungsgesetz in der Gleichung

y'=—ky

ausdriicken, wobei wir unter % eine positive, von dem Material ab-

Courant, Differentialrechnung. 10
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hingige Konstante verstehen. Es handelt sich nun darum, aus diesem
Momentangesetz, welches die Tendenz des Erkaltungsvorganges fiir
einen bestimmten Zeitmoment x ausdriickt, ein ,, Integralgesetz‘ herzu-
leiten, welches erlaubt, von einem Anfangsmoment x = 0 auf einen
beliebigen spiteren Moment x zu schlieBen. Dieses Integralgesetz wird
uns nun sofort durch den Satz aus Nr. 1 geliefert und zwar in der Form
y=ce k2,
wobei % die obige Materialkonstante ist. Es zeigt sich also, daf die Tem-
peratur im Laufe der Zeit ,exponentiell’“ sich senkt und der AuBen-
temperatur zustrebt. Die Geschwindigkeit, mit der dies geschieht,
wird durch die Materialkonstante % charakterisiert. Die Bedeutung
der Konstante ¢ erhilt man wieder, indem man den Zeitmoment x = 0
betrachtet, wobei sich y, = ¢ ergibt, so daB wir unser Erkaltungsgesetz
schlieBlich in der Form
Y=y, k*
schreiben kénnen. :

Im iibrigen sei hierzu bemerkt, daB dasselbe, was fiir die Abkiihlung
eines Korpers gilt, selbstverstindlich auch fiir die Erwirmung gelten
wird. Der einzige Unterschied ist dabei nur der, daB die anfingliche
Temperaturdifferenz y,in diesem Falle nicht positiv, sondern negativ ist.

4. Abhingigkeit des Luftdruckes von der Héhe iiber dem Erdboden.

Als ein weiteres in ein anderes Gebiet gehoriges Beispiel fiir das
Auftreten der Exponentialfunktion leiten wir das Gesetz der Ab-
hingigkeit des Luftdruckes von der Héhe ab, die barometrische Hohen-
formel. Wir stiitzen uns dabei einmal auf die physikalische Tatsache,
daB der Luftdruck gleich dem Gewicht der senkrecht iiber einer Fliche
vom Inhalt 1 befindlichen Luftsiule der Atmosphire ist; zweitens auf
das Boylesche Gesetz, welches besagt, daB der Luftdruck $ bei kon-
stanter Temperatur proportional dem spezifischen Gewicht o der Luft
ist. In einer Formel ausgedriickt: p = a0, wo & eine Konstante ist,
die nur von einer speziellen physikalischen Eigenschaft der Luft ab-
hingt und im {ibrigen, worauf es uns aber hier nicht ankommt,
der absoluten Temperatur der Luft proportional ist. Unsere Aufgabe
ist, $ = f(I) als Funktion der Hohe / iber dem Erdboden zu berechnen.

Bezeichnet man mit p, den Luftdruck am Erdboden, das heift,
das ganze Gewicht der iiber einer Flicheneinheit lastenden Luftsdule, so

1
wird das Gewicht der Siule bis zur Hohe ! durch das Integral f o(A)dA
0
gegeben werden. Der Druck # in der Hohe ! wird also gleich
?
p=10)=t— [ o2

sein, Hieraus aber ergibt sich durch Differenzieren zwischen dem
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Druck und der Dichte ¢ der Zusammenhang

o) =—1(h==4"
Aus dieser Gleichung in Verbindung mit dem Boyleschen Gesetz elimi-
nieren wir die Gré8e o, so da3 wir zu der die unbekannte Druckfunktion
allein enthaltenden Gleichung:

, 1
p=—7?
gelangen. Aus Nr. 1 ergibt sich somit:
4
p=ce 2.
Bezeichnen wir wie oben den Druck an der Erdoberfliche, d. h. den
Wert $(0) mit p,, so folgt sofort ¢ = p, und daher

1
| pU)=poe @ .
Gehen wir zu Logarithmen iiber, so eérhalten wir:

I=ualog % .
Diese beiden Formeln finden hiufige Anwendung. Sie gestatten z. B.,
wenn man die Konstante @ kennt, aus der Messung des Luftdruckes die
Hohe des Standortes zu bestimmen, bzw. aus der Messung der Luft-
drucke zweier Orte ihre Hohendifferenz. Ebenso erlaubt diese Formel,
wenn Luftdruck und Héhe ! bekannt sind, die Konstante @ zu bestimmen,

welche in der Gastheorie eine groBe Rolle spielt.

5. Verlauf chemischer Reaktionen.

Wir betrachten noch ein Beispiel aus der Chemie und zwar das der
sog. unimolekularen Reaktionen. Nehmen wir an, daf3 ein Stoff in einem
quantitativ sehr viel reichlicheren Lgsungsmittel gelost ist, etwa eine
Menge von Rohrzucker in Wasser, so werden wir bei eintretenden che-
mischen Reaktionen das sog. Massenwirkungsgesetz der Chemie in die-
sem einfachen Falle so formulieren kénnen: Die Reaktionsgeschwindig-
keit ist proportional dem noch vorhandenen Stoffe der sich umwan-
delnden Substanz. Denken wir uns, daB durch katalytische Wirkung
der Rohrzucker sich in Invertzucker verwandelt, und bezeichnen wir
die Menge des zur Zeit x noch nicht umgewandelten Rohrzuckers mit

w(x), so ist die Reaktionsgeschwindigkeit — %—; und es gilt dann gemiB
dem Massenwirkungsgesetz eine Gleichung der Form:

du 3

ax =

wo k eine Materialkonstante ist. Aus diesem Momentangesetz erhalten
wir gemiB Nr. 1 sofort ein Integralgesetz, welches uns die Menge # (x)
des iibrigbleibenden Rohrzuckers als Funktion der Zeit unmittelbar
angibt:
u (%) =ae k%,
10*
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eine Formel, welche uns deutlich vor Augen fiihrt, in welcher Weise die
chemische Reaktion asymptotisch ihrem Endzustand # =0, der vélligen
Umwandlung, zustrebt. Die Konstante a ist offenbar die zur Zeit
% = 0 vorhandene Menge u,.

6. Ein- und Ausschalten eines elektrischen Stromes.

Als letztes Beispiel betrachten wir den Vorgang, der beim Einschalten
(und entsprechend auch beim Ausschalten) eines elektrischen Gleich-
stromes sich abspielt. Ist W der Widerstand des Stromkreises, E die
dufere Spannung, so wird die Stromstdrke J von ihrem Anfangswert 0

allmihlich zu dem stationiren Endwert W anwachsen. Wir haben

also J als Funktion der Zeit zu betrachten. Bei diesem Einschalt-
vorgang spielt die Selbstinduktion eine Rolle; es gehért zu dem
Stromkreis eine bestimmte Konstante L, der Selbstinduktions-Koeffi-
zient, derart daB bei jeder Anderung der Stromstirke zu der dueren
Spannung E eine entgegengesetzt gerichtete Spannung von der GréSe
L %7{ hinzutritt, deren Tendenz auf eine Verringerung der Stromstirke

gerichtet ist. Zufolge dem Ohmschen Gesetz, nach welchem in jedem
Moment das Produkt aus Stromstirke und Widerstand gleich der
tatséchlich wirksamen Spannung ist, erhalten wir die folgende Beziehung

- aj
]'W—E"“L—d—x.

Vergleichen wir diese mit unserem Satz aus Nr. 1, indem wir
E
f) =T () —
w -,
setzen, so ergibt sich sofort f (x)=—7-7(x), also f(x)=f(0)e *

E
und somit wegen J(0) =0 oder f(0) = — 3 fiir die Stromstirke als
Funktion der Zeit der Ausdruck

w
E E —z%
]:f(x)+‘W="W<1—3 g >
Wir sehen an diesem Ausdruck, wie sich der Strom beim Einschalten

asymptotisch seinem stationiren Endwert 7 anndhert.

§ 8. Die Hyperbelfunktionen.
1. Analytische Definition.

Bei zahlreichen Anwendungen tritt die Exponentialfunktion nicht
isoliert auf, sondern in Kombinationen von der Art

—;— (e + %) oder % (e®—e %) .
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Es ist zweckmiBig, solche und #hnliche Kombinationen als besondere
Funktionen einzufithren; wir bezeichnen sie folgendermalen:

Ging=275" Cofx =21 "
e —eF _fie-:
igx—e}IF @tgx—ez_e_z

und nennen sie den Ayperbolischen Sinus, den hyperbolischen Cosinus
bzw. hyperbolischen Tangens und Cotan-
gensl). Die Funktionen Ginx, €ojx, Tgx
sind fiir alle Werte von % definiert, wihrend
bei €tg x die Stelle x =0 ausgeschlossen
werden mufl. Man bringt mit dieser
Bezeichnung eine gewisse Analogie mit den
trigonometrischen Funktionen zum Aus-
druck; und gerade diese Analogie, die wir
sogleich im einzelnen studieren werden,
rechtfertigt A die besondere Betrachtung
unserer neuen Funktionen. In den Figu-
ren 64, 65 und 66 ist der Verlauf der hyper-
bolischen Funktionen gezeichnet; zum
Vergleich ist in Figur 64 punktiert der Ver-

Y,
\y=Cofz, /I

// .
1 A y=Ginx

1 1 ig. 64.
lauf der Kurven y =5 ¢%, y =5 ¢~® an- Fig. 64

gegeben, aus denen sich die gesuchten Kurven von &in x und €of x sofort
konstruieren lassen.

Man erkennt, daB €of » eine ' gerade Funktion ist, d. h. eine solche
Funktion, die sich nicht dndert, wenn man % in — x verwandelt,
wihrend &in x eine
ungerade Funktion
ist,d.h.beiErsetzung
von x durch — x das
Vorzeichen wechselt.

Die Funktion
eﬂ + g-—-z

2
ist ihrer Definition
nach fiir alle Werte ¥ =—7__ __ __ | L
positiv. Sie hat ihren
kleinsten Wert fiir
% =0; und zwar wird dort €oj0 =1.

Zwischen €pf x und &in x besteht die grundlegende Beziehung:

Cof2x — Gintr =1,

1) Man schreibt auch sinhx, coshs, tghx, ctghx fir diese Funktionen.

12

|
~
|
-
.
ot
2]

Cofjx =
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wie man sofort aus der Definition dieser Funktionen erkennt. Bezeichnen
wir die unabhingige Verinderliche nunmehr mit ¢ statt mit x und setzen

x=0Coft, y==6in¢,
so ergibt sich also
A2 —y2=1,

d. h. der Punkt mit den Koordinaten x = €o{ ¢, ¥ = &in ¢ lauft auf der
' gleichseitigen Hyperbel 2 — y2 =1,
wenn f die ganze Werteskala von
— o0 bis 4+ oo durchlduft. Dabei
ist zufolge unserer Definitionsglei-
chung ¥ =1, und wir iiberzeugen
uns leicht davon, daB y zugleich
mit ¢ durch die ganze Werteskala
von — o0 bis -4 oo geht; denn,
; t t wenn ¢ ins Unendliche wichst, so
wichst et ins Unendliche, wih-
rend ¢t gegen Null strebt. Daher
kénnen wir jetzt genauer sagen,
daB durch die Gleichungen x = €oj¢,
y=G8int der eine und zwar
der rechts gelegene Ast unserer
gleichseitigen Hyperbel geliefert
wird, wenn { von — o bis + o
lauft.

Yy

Fig. 66.

2. Additionstheoreme und Differentiationsformeln.

Aus der Definition unserer Funktionen folgen die nachstehenden als
Additionstheoreme bezeichneten Formeln:

Cof (a4 b) =Co{aCojb+ Gina Ginbd,
Gin(a+b) =GinaCofd+ Coja Ginbd.

Die Beweise folgen sofort, wenn man schreibt

Cof(a+ b) = fﬁ%ﬂi". , Gin(atb) = ete? :23__",‘51
und hierin
e*=Cofa+ Gina, e¢°=Cofa—Gina
e =Cojb+ Gindb, e ?=Colb—Gind
einsetzt.

Die Analogie unserer Formeln mit den entsprechenden trigono-
metrischen Formeln ist deutlich. Ein Unterschied der Additionstheo-
reme besteht nur in dem Vorzeichen.

Eine entsprechende Analogie erhalten wir fiir die Differentiations-
formeln. Es ergeben sich aus unseren Definitionen, wie Sie ohne Miihe
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auf Grund der Tatsache, daf3 %— = ¢ ist, feststellen werden, die Diffe-

rentiationsformeln

d . ad ..

—5 Cojx=Cinx, E@m‘x=@oix,

d 1 d

W$Qx=@—:6,i.‘,—x, H@tgx=——@m.

3. Die Umkehrfunktionen.

Zu den Hyperbelfunktionen x = €of{?, y = &in ¢ gehéren Umkehr-

funktionen, die wir mit
t=WArColx, (=WArCiny

bezeichnen (At spricht man ,area aus). Da die Funktion &in ¢ eine
durchweg monoton mit ¢ wachsende Funktion ist, ist ihre Umkehrfunk-
tion fiir alle ¥ eindeutig bestimmt; wihrend, wie ein Blick auf die
Kurven (vgl. S. 149) lehrt, die Umkehrfunktion ¢ = fr &ojx nicht
eindeutig, sondern nur bis aufs Vorzeichen bestimmt ist, indem ndm-
lich zu einem gegebenen Werte von x nicht nur ein Wert ¢, sondern
auch der Wert —¢ gehort., Da stets €oft > 1 ist, ist ArCof x nur
fiir x =1 definiert. .

Man kann diese Umkehrfunktionen sehr leicht mit Hilfe des Logarith-
mus ausdriicken, indem man in den Definitionsgleichungen

ot L ot et — e—t

die GroBe et = u als Unbekannte auffaBt und die so entstehenden
quadratischen Gleichungen fiir # auflést; es ergibt sich

u=x+y22—1; u=y+Jy*+1

und daher, wenn man zu den Logarithmen iibergeht,

=log (¥ + Yx2—1) = Ar Cof %,
t=log(y + 1y + 1) =W Giny.

Die Variable % ist bei Ut €of x auf das Intervall x = 1 beschrinkt,
wihrend Ut Giny fiir alle Werte von y definiert ist.

In der Formel fiir %Ar Giny ist die Quadratwurzel notwendig posi-
tiv zu nehmen (andernfalls wiirde die Klammer negativ werden und
der Logarithmus keinen Sinn mehr haben); dagegen ist in der Formel
fiir Ar €of ¥ sowohl das positive als auch das negative Vorzeichen der
Quadratwurzel zulissig. Verstehen wir unter dem Zeichen }x2—1
den positiven Wert der Quadratwurzel, so haben wir also fiir die
Funktion Yt Cof x die beiden Werte log (x -+ ]/ x2— 1) und log (x— x2— 1) R
die beiden Zweigen von UrC&o] x entsprechen.

Da (x -+ Vx2—— ]_) (x—V;z—l) =1 ist,
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so ist in der Tat die Summe dieser beiden Werte gleich Null in Uber-
einstimmung mit dem frither Gesagten.

Ganz analog kann man natiirlich auch eine Umkehrfunktion zum
hyperbolischen Tangens und Cotangens definieren und durch Logarith-
men ausdriicken. Fiir diese Funktionen, die wir mit YrTg ¥ und
Ar €tg ¥ bezeichnen wollen, erhdlt man ohne Schwierigkeit, wenn
durchweg die unabhingige Verinderliche mit x bezeichnet wird, die
Gleichungen:

%t%gx=%logi—i—-§ im Intervall —1 < x < 1,

A Ctg x=—;—logii i in den Intervallen ¥ < —1, x> 1.

Die Differentiation unserer Umkehrfunktionen mégen Sie selbst durch-
fiihren, wobei Sie sich entweder der Differentiationsregel fiir die Umkehr-
funktion oder auch der direkten Darstellung der Umkehrfunktion durch
den Logarithmus und der Kettenregel bedienen konnen. Man erhilt,
wenn durchweg die unabhingige Verinderliche mit x bezeichnet wird.
d 1 d . 1
3;91’3@07’6=y—;2~_—j, o X ©tnx_ﬁ§+_l,
d 1 a
77 WTgr=—0, 77 YeCtgx=7—

2 %2

Die beiden letzten Formeln stehen nicht miteinander im Wider-
spruch, da die erste nur im Intervall —1 < x << 1, die zweite nur fiir

—1< 1 < gilt.
4, Weitere Analogien.

Beider obigen Darstellung der gleichseitigen Hyperbel durch die GroBe ¢
haben wir zunichst darauf verzichtet, fiir diese GréBe eine geometrische
Bedeutung aufzuzeigen; indem wir dies jetzt nachholen, werden wir
unsere Einsicht in die Analogie zwischen trigonometrischen und hyper-
bolischen Funktionen noch weiter vervollstindigen. Wenn wir einen
Kreis mit der Gleichung %2 - 92 = 1 durch einen ,,Parameter ¢ in der
Form x=rcos?, y==sin{ darstellen, so kénnen wir die GréBe ¢ als Winkel
bzw. Bogen auf der Kreisperipherie deuten; wir kénnen aber auch ¢
als den doppelten Flicheninhalt des zu dem betr. Winkel gehérenden
Kreissektors auffassen, wobei dieser Flicheninhalt positiv oder negativ
gerechnet wird, je nachdem der Winkel positiv oder negativ zu rechnen ist.

Nunmehr behaupten wir, daB ganz analog fiir die hyperbolischen
Funktionen die GréBe ¢ gleich dem doppelten Flicheninhalt desin
Figur 67 schraffierten ,,Hyperbelsektors* ist. Der Beweis dieser Tat-
sache ergibt sich ohne Schwierigkeit, wenn wir die Hyperbel 2 — y2 =1

durch die Koordinatentransformation x—y = ﬁ & xt+y= }/E n oder
1 1
—(E+n), y=——(n—%E

X = -
V2 y2|
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auf ihre Asymptoten beziehen, wobei die Hyperbel die Gleichung
&n :% erhilt. Es ergibt sich nun ohne weiteres, daB der fragliche

Flicheninhalt dem Flicheninhalt der trapezformigen Figur 4 BQP
gleich ist; denn die beiden rechtwinkligen Dreiecke OPQ und
OAB sind wegen der Hyperbelgleichung flichengleich. Die beiden
Punkte 4 und P entsprechen offenbar nun den Werten

¥x—y _*+y

1 -
5——]/?, Ui T bzw. '3 T ] 75

und es ergibt sich daher fiir den doppelten Flicheninhalt unserer Figur

1
ENs
2 fgdn=lg(x+y) =lg(x+122—1).

*+y)

¥

Fig. 67. Fig. 68.

Umkehrfunktion %t €oj x zeigt uns, daB tatsichlich unsere Behauptung
iiber die GroBe ¢ zutrifft.

Hiermit ist iibrigens auch die Bezeichnung Area = Flicheninhalt
fir die Umkehrfunktionen gerechtfertigt.

Endlich sei zum SchluB noch darauf hingewiesen, daB, wie in
Figur 68 angedeutet ist, die hyperbolischen Funktionen sich an der
gleichseitigen Hyperbel ganz dhnlich veranschaulichen lassen, wie die
trigonometrischen Funktionen am Kreise?).

1) Die Werte der Hyperbelfunktionen, deren Benutzung fiir viele numerische
Rechnungen sehr bequem ist, sind. vielfach in Tabellen zusammengestellt.
Genannt seien die Tabellen von Hayashi: Fiinfstellige. Tafeln fir die Kreis-
und Hyperbelfunktionen. Berlin-Leipzig 1921.
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§ 9. Die GroBenordnung von Funktionen.

Die verschiedenen Funktionen, die uns in diesem Kapitel begegnet
sind, unterscheiden sich voneinander sehr wesentlich hinsichtlich ihres
Verhaltens im Unendlichen oder, wie man auch sagt, der ,,Grdfen-
ordnung* ihres Anwachsens. Ich werde auf diese Dinge wegen ihrer
groBen Bedeutung hier noch kurz eingehen, obwohl sie unmittelbar
nicht mit dem Begriff des Integrals oder des Differentialquotienten
zusammenhingen.

1. Begriff der GroéBenordnung. Einfachste Fille.

Wenn die Variable x tiber alle Grenzen wichst, so werden auch mit
ihr zugleich die Funktionen #* fiir « >0, sowie die Funktionen log x,
e®, ¢** iber alle Grenzen wachsen. Hinsichtlich der Art dieses An-
wachsens kénnen wir aber sofort wesentliche Unterschiede feststellen.
Z. B. wird die Funktion %% von hoherer Ordnung unendlich werden,

als x2; wir meinen damit, daB der Quotient a bei wachsendem x selbst

noch iiber alle Grenzen wichst. Entsprechend werden wir sagen, daf
die Funktion x* von stirkerer Ordnung unendlich wird als x?, wenn
o> >0 ist, usw.

Ganz allgemein werden wir von zwei Funktionen f(x) und g(x},
die beide bei wachsendem x {iiber alle Grenzen wachsen, sagen: f(x)
wird von hoherer Ordnung unendlich als g(x), wenn bei wachsendem x

fix)
der Quotient ol

/(%) von germgerer GroBenordnung als g(x) unendlich wird, wenn der

tiber alle Grenzen wichst; wir werden sagen, daB

Quotient ’ —— | gegen 0 strebt und wir werden sagen, daf beide Funk-
tionen = von derselben GroBenordnung unendlich werden, wenn der
Quotient (( )) bei wachsendem # einen von O verschiedenen Grenz-

wert besitzt oder wenigstens zwischen zwei festen positiven Schranken
bleibt. Es wird also z. B. die Funktion a ¥3 4- bx2 + ¢ = f(x), wo a = 0 sei,
von derselben GroBenordnung sein, wie die Funktion x% = g(x), denn
der Quotient (x) ’ i + bxz te
wird die Funktlon %3 4 x - 1 von héherer GréSenordnung unendlich
als die Funktion %2 - x - 1. .

Eine Summe von zwei Funktionen f(x) 4 ¢(#), von denen f(x)
eine hohere GroBSenordnung als ¢(x) besitzt, hat dieselbe GréBenord-
[+ o) i 14+ 2%

f(#) F(#)
Ausdruck strebt nach Voraussetzung bei wachsendem x gegen 1.

Man konnte versucht sein, die GréBenordnungen von Funktionen
nach einer Skala zu messen, indem man der Gré8e x die GroBenordnung 1

' hat den Grenzwert |a|. Dagegen

und dieser

nung wie f(x). Denn es ist
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und der Potenz x* fiir positives a die GréBenordnung e zuschreibt.
Eine ganze rationale Funktion #-ten Grades hat dann offenbar die
GréBenordnung #; eine gebrochen rationale Funktion, deren Zihler
einen um 4 héheren Grad hat als der Nenner, wiirde die GréBenordnung 4
besitzen.

2. Die GroBenordnung der Exponentialfunktion und des
Logarithmus.

Es zeigt sich nun, daB ein Versuch, die GréBenordnung beliebiger
Funktionen durch die obige Skala festzulegen, scheitern muB. Es
gibt nimlich Funktionen, welche stirker unendlich werden als jede
noch so hohe Potenz x* von x; ebenso gibt es Funktionen, welche
schwicher unendlich werden als jede noch so kleine Potenz von x. Diese
Funktionen wiirden sich also in unsere Skala gar nicht einreihen lassen.

Ohne auf eine genauere Theorie der GréBenordnung hier einzugehen,
will ich folgende Tatsache beweisen: Wenn a irgend eine Zahl grofer als 1

ist, so strebt der Quotient f;: bet wachsendem x gegen Unendlich,
Zum Beweise bilden wir die Funktion
(p(x)=loga7m=xloga—logx;
offenbar gentigt es, zu zeigen, daB sie tiber alle Grenzen wichst, wenn
% positiv unendlich wird. Hierzu betrachten wir die Ableitung

n 1
@' (x)=loga——

und bemerken, daB diese fiir ¥ = ¢ = lo%_z nicht kleiner als die posi-

tive Zahl %log a ist. Hiernach ergibt sich fiir x > ¢

¥ —c

x ) x 1
P — ) =[¢Wa 2 [Flogadt="3"10ga,

P(x) = p(c) + 25 loga

und die rechte Seite strebt mit wachsendem x gegen Unendlich.
Ich will fiir den so bewiesenen wichtigen Satz noch einen zweiten
Beweis geben. Es ist '
ae = grlosa — lim (14 *182)",
n

n—>00

Andererseits gilt nach S. 23 die Abschitzung

(1 +xlc;ga>n>1+nrﬂ . xz(icl;ga)2
%2 (log a)?

—1+=FE,
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also sicher auch 1

a® x (log a)?
R

Aus der bewiesenen Tatsache folgt sogleich noch sehr viel mehr,
namlich: Fiir jeden positiven Exponenten « und jede Zahl a>1
strebt der Quotient Z%: bei wachsendem x gegen Unendlich; d. h. dre

Exponentialfunktion wird stirker unendlich als jede Potenz von x. Um
dies einzusehen, brauchen wir nur zu zeigen, da3 die a-te Wurzel aus

dem Ausdruck :—Z, d. i

gegen Unendlich strebt. Das folgt aber unmittelbar aus dem voran-
gehenden Satz, wenn er auf y = % an Stelle von x angewandt wird.

Ganz #hnlich kénnen wir folgende Tatsache beweisen. Es strebt
fiir jeden positiven Wert von « die GroéBe l—(;ng gegen Null, wenn x gegen

unendlich strebt; d.h. der Logarithmus wird schwicher unendlich als
jede noch so miedrige positive Potenz.
Der Beweis folgt sofort, wenn wir log x = y setzen, wodurch unser

Quotient iibergeht in eal,. Setzen wir ¢* = a, so wird a eine Zahl, die

groBer ist als 1, und unser Quotient al, wird also bei wachsendem y
gegen Null streben. Da nun y zugleich mit x gegen Unendlich strebt,
so ist damit unsere Behauptung bewiesen?).

Offenbar sind wir auf Grund unserer Resultate imstande, uns noch
weit stirkere GréBenordnungen als die der Exponentialfunktion und
weit schwichere als die des Logarithmus zu bilden. Z. B. wird die
Funktion e stirker anwachsen als die Exponentialfunktion und die
Funktion loglog x schwicher als der Logarithmus, und wir kénnen
offenbar derartige Wiederholungsprozesse beliebig iibereinander tiirmen
und miteinander kombinieren.

3. Allgemeine Bemerkungen.
Unsere Uberlegungen zeigen uns, daB es prinzipiell nicht méglich
ist, jeder Funktion eine bestimmte Zahl als Gré8enordnung zuzuweisen,

1) Ich will noch einen anderen sehr einfachen Beweis andeuten: Es ist fiirz > 1
x x
d 1
: 10gx=f-§<f§“‘1d§=7(xf——l) ,
1 1

wenn wir ¢ positiv und kleiner als o wihlen; dividieren wir die so erhaltene Um-

lgx
gleichung durch #%, so folgt fiir ¥ —00 sofort %——»0.
¥
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derart, daB einer Funktion mit stirkerer GréB8enordnung eine héhere
Zahl zukommt. Wenn z. B. die Funktion x die GréB8enordnung 1 hat,
und die Funktion x!*¢ die GréBenordnung 1 + ¢, so miite die Funk-
tion x log # eine GréBenordnung haben, die grofer ist als 1 und kleiner
als 1 + ¢, wie klein auch immer wir die positive Zahl ¢ wihlen. Eine
solche Zahl gibt es aber nicht. Aber auch abgesehen von dem eben
erwihnten Umstande, ist es leicht zu sehen, daB Funktionen nicht
eine klar definierte GréBenordnung zu besitzen brauchen. Z. B. wird
2 (si 2
die Funktion :2 ((z%
Grenzwert zustreben, vielmehr wird fiir x = nx (# ganzzahlig) der
Funktionswert gleich _3 n: j_ e nn:_ 1 werden, fir x= (n + —;) 1

dagegen gleich <n —|—%>n +1. Obwohl Zihler und Nenner fiir sich

Unendlich werden, tritt also keiner der drei Fille ein, daB bei wach-
sendem x die Funktionswerte zwischen festen positiven Schranken
bleiben oder gegen Null oder gegen Unendlich streben, so daB wir
nach unserer Definition nicht sagen koénnen, ob der Zihler oder der
Nenner eine hohere GréBenordnung besitzt oder ob sie beide von der-
selben GréBenordnung sind.

bei wachsendem % keinem bestimmten

4, Die GroBenordnung einer Funktion in der Umgebung eines
beliebigen Punktes.

Genau so wie man das Verhalten von Funktionen bei unbegrenzt
wachsendem x untersuchen kann, wird man sich auch die Frage stellen,
ob und wie man Funktionen, die an der Stelle x = £ unendlich werden,

dort hinsichtlich ihres Anwachsens zu unterscheiden hat. Wir wollen
wieder sagen: Die Funktion f(x) =lx—i$| wird an der Stelle x =§
von erster Ordnung unendlich und entsprechend die Funktion |954—1§|71
von der Ordnung «, sobald « positiv ist. 1

Man erkennt dann wiederum, daB die Funktion e!/*—%! von hoherer
Ordnung, die Funktion log ¥ —&| von niederer Ordnung unendlich
wird als alle diese Potenzen, d.h. daB die Grenzwertbeziehungen

1
lim [x—§&[* - el*—¢l=00 und lim|x—§|*-log|x—&[=0
x—E % —>E

gelten.

. . 1
Um dies einzusehen, braucht man nur g Y% setzen und hat
i

|

dann unsere Behauptungen auf die in der Nr. 2 bewiesenen Tatsachen
1

zuriickgefithrt, da |x — &[® - el*—¢ =;—y; und | x—&[* - log |¥ —é&]|

lo . . A
=— _;6&2 wird und einem gegen £ strebenden Werte von x ein iiber alle
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Grenzen wachsendes y entspricht. — Die Methode, das Verhalten

in einem endlichen Punkte auf das Verhalten im Unendlichen durch

. T 1 . . . . ep s
die ,,Substitution = y zuriickzufiihren, erweist sich {ibrigens

auch sonst hiufig als niitzlich.

5. GroBenordnung des Verschwindens einer Funktion.

Ganz ebenso wie man das Unendlichwerden einer Funktion durch
den Begriff der GréBenordnung niher zu charakterisieren sucht, kann
man auch das Null-Werden einer Funktion f(x) kennzeichnen. Man

. 1 .
sagt etwa: Die GroBe —- verschwindet fiir # — oo von der ersten Ordnung,
die GroBe x—° bei positivem o von der GréBenordnung e. Dann zeigt

sich wieder, daB die Funktion Eé} von schwdcherer Ordnung verschwindet

als jede Potenz x~*, d. h. daB fiir jedes positive a die Beziehung

limx—*-logx=0
X —-> 00

gilt.

Entsprechend werden wir sagen, daB fir x =§ die Grée x —&
von erster Ordnung, die GroBe |x —&[* von der Ordnung o ver-
schwindet. Die nach dem Obigen leicht zu beweisenden Beziehungen

1

limlxla'm—l=

1
0, lim|x[—%e¢ [#1=0
x>0 x—>0

pilegt man dann folgendermaBen auszusprechen: Die Funktion lo—glfx—j

verschwindet fiir x - 0 von geringerer Ordnung als jede Potenz, die
1

Exponentialfunktion e | *1 verschwindet fir x— 0 von hioherer Ordnung
als jede Potenz.

Anhang zum dritten Kapitel.

§ 1. Betrachtung einiger spezieller Funktionen.

Wir haben uns gelegentlich an Beispielen klar gemacht, da8 in
dem allgemeinen Funktionsbegriff zahlreiche der naiven Anschauung
fremdartig scheinende Moglichkeiten stecken. Diese Beispiele waren im
allgemeinen nicht durch einheitliche analytische Ausdriicke gegeben.
Ich mdochte daher jetzt zeigen, daB man durch sehr einfache Aus-
driicke mit Hilfe der elementaren Funktionen verschiedene typische
Unstetigkeiten und anormale Erscheinungen darstellen kann. Ich be-
ginne allerdings mit einem Beispiel, bei welchem keine Unstetigkeit
auftritt.
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1
1. Die Funktion y=¢e *.

Diese Funktion (vgl. Fig. 69), welche zunichst nur fiir alle von 0 ver-
schiedenen Werte #x definiert ist, hat offenbar fiir x —0 selbst den Grenz-
wert 0. Denn durch die Transformation %’l = £ geht unsere Funktion in

' 1

y =¢~% iiber und es ist lim ¢~¥ = 0. Um also die Funktion y =¢™ &
§—>co|

zu einer auch fiir # = 0 stetigen Funktion zu ergdnzen, setzen wir durch

die Gleichung y(0) =0 den Funktionswert an der Stelle x = 0 fest.

Der Differentialquotient unserer Funktion ergibt sich fiir x &= 0 nach
1

der Kettenregel als y' = % ¢ “. Strebt x gegen 0, so wird dieser Differen-

tialquotient selbst den Grenzwert 0 haben, wie man ohne weiteres aus
dem dritten Kapitel, § 9, entnehmen kann. An der Stelle x = 0 selbst
1

_ -

ergibt sich der Differentialquotient 3’ (0) = lim y_(})_hy_g)_) =lim e—h—
h—0 h=—0
ebenfalls selbst als 0.
Yy
___________________ 7 ———
\ y=e
0 7 z
Fig. 69.

Bilden wir die weiteren Differentialquotienten, zunichst fiir x == 0,
1

so erhalten wir offenbar stets das Produkt der Funktion e—“' mit
. . . 1 .
einer ganzen rationalen Funktion von —-, und stets gibt der Grenz-

iibergang x — 0 den Wert 0. Auch alle hoheren Differentialquotienten
an der Stelle x = 0 ergeben sich ebenso wie 3’ (0) als Null.

Wir erkennen so, daB unsere Funktion eine fiir alle Werte von x
stetige Funktion ist, welche an der Stelle x = 0 mit ihren simtlichen
Differentialquotienten verschwindet (vgl. auch § 2), ein Verhalten,
dessen Merkwiirdigkeit fiir uns spiter noch deutlich hervortreten wird
(vgl. sechstes Kapitel, Anhang).

1
2. Die Funktion y=¢ *.

Diese Funktion hat, wie Sie sich leicht iiberlegen werden, fiir posi-
tive Werte von x denselben Habitus wie die eben behandelte Funktion;
d. h. wenn x von positiven Werten her gegen 0 strebt, so nihert sich
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die Funktion dem Grenzwert 0, und dasselbe gilt fiir jeden Differential-
quotienten. Setzt man fiir x = 0 als Funktionswert y(0) =0 fest,
so haben auch alle vorderen Differentialquotienten an der Stelle x = 0
den Wert 0. Ganz anders aber ist es, wenn # sich von negativen Werten
her der Null nihert; dann werden die Funktion und ihre simtlichen
Differentialquotienten unendlich werden und hintere Differential-
quotienten an der Stelle ¥ = 0 existieren nicht. Die Funktion hat

S

y-e?

y-e#
[ 7 v
Fig. 70.

also an der Stelle x=o0 eine merkwiirdige Art von Unstetigkeit;
anders als die Unendlichkeitsstellen, die wir bei rationalen Funk-
tionen im ersten Kapitel betrachtet haben (vgl. Fig. 70).

3. Die Funktion y==%3¢g % .

Wir haben schon im ersten Kapitel gesehen, daB wir Funktionen
mit sprunghaften Unstetigkeiten vermittelst eines Grenziiberganges
aus einfachen Funktionen erhalten koénnen. Die im dritten Kapitel
definierte Exponentialfunktion und das Prinzip der Zusammensetzung
von Funktionen liefern uns ein
weiteres Mittel, Funktionen mit
7 ut derartigen Unstetigkeiten auch

\ direkt ohne Benutzung neuer

Grenziiberginge aus elementaren
% Funktionen aufzubauen. Ein Bei-

spiel dafiir ist die Funktion
\ 1 1

7 —ggl=ci—c *

g 1 R S

e* qe *
und ihr Verhalten in der Umgebung der Stelle x = 0. An dieser Stelle
ist die Funktion zunichst nicht definiert. Nihern wir uns der Stelle x =0
von positiven x-Werten her, so erhalten wir offenbar den Grenzwert 1;

¥
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ndhern wir uns dagegen der Stelle x = 0 von negativen x-Werten her,
so erhalten wir den Grenzwert — 1. Der Punkt x = 0 ist also eine
Sprungstelle fiir die Funktion, bei deren Uberschreiten der Funktions-
wert um die Zahl 2 springt (vgl. Fig. 71). Der Differentialquotient

, 1 1 1 4

nihert sich dagegen von beiden Seiten her dem Grenzwert 0, wie Sie
ebenfalls aus dem dritten Kapitel, § 9, leicht ersehen kénnen?).

4. Die Funktion y=x$g%.
Bei der Funktion

1 1

1 e —e %
y=xg =F— 3
e*+ e *

ist die oben betrachtete Unstetigkeit durch den Faktor x beseitigt.
Von beiden Seiten her hat

diese Funktion fiir x -0 y
den Grenzwert 0, so daB
wir wiederum zweckmiBig
y(0) = 0 definieren wollen. y=x 39l
Unsere Funktion ist dann
zwar fiir x =0 stetig, da- , .

gegen wird ihre erste Ab- -1 0 H x
leitung
1 1 1
’ — I Rl i
y g ¥ x @Dia'i‘ Fig. 72.

gerade die oben betrachtete Unstetigkeit haben, d.h. die Funktion
stellt eine Kurve mit einer Ecke dar (vgl. Fig. 72): an der Stelle x = 0
selbst besitzt die Funktion keinen Differentialquotienten, aber einen
vorderen mit dem Werte + 1 und einen hinteren mit dem Werte — 1.

5. Die Funktion y=xsin % , y(0)=0.

Von dieser Funktion haben wir schon erkannt, daB sie sich zwar
nicht mehr aus einer endlichen Anzahl monotoner Stiicke zusammen-
setzt, daB sie nicht mehr ,,abteilungsweise monoton‘‘ ist, wie man sich
auch ausdriickt, daB sie aber nichtsdestoweniger stetig bleibt (S. 40).

1) Ein weiteres Beispiel fiir das Auftreten einer Sprungstelle gibt die Funk-
1
tion y = arc tg7 bei ¥ > 0.

Courant, Differentialrechnung. 11
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Dagegen wird ihr erster Differentialquotient
, .1 1 1
y'=sin—-——-cos (xF0)

bei Anniherung an die Stelle # = 0 eine Unstetigkeit haben, indem
er dort fortwdhrend zwischen absolut genommen wachsenden positiven

und negativen Grenzen hin und her schwankt. An der Stelle x = 0

selber ist der Differenzenquotient M)—;y—(olr——sinlz ; da dieser fiir

h— 0 unendlich oft zwischen 1 und — 1 hin und her pendelt, so be-
sitzt die Funktion weder einen vorderen noch einen hinteren Differen-
tialquotienten.

§ 2. Bemerkungen iiber die Differenzierbarkeit von
Funktionen.

Wenn eine Funktion stetig ist und an jeder Stelle einen Differential-
quotienten besitzt, so braucht dieser Differentialquotient noch keines-
y wegs stetig zu sein. Als
~ einfachstes Beispiel da-
fir betrachten wir die
Funktion

y=f(x)=x2sin%,

welche zunéchst nur fiir
%= 0 definiert, und
welcher wir durch be-
sondere Festsetzung fiir
x=0 den Wert f(0)=0
zuschreiben, so daf sie
nun mehr eine {iiberall definierte stetige Funktion darstellt. Fiir
alle von Null verschiedenen Werte von x wird der Differential-
quotient durch den Ausdruck

Fig. 73.

() 11 1 1 1
(%) =—xcos— 3+ 2xsin—-=—cos-~+2xsin—
gegeben. Strebt x gegen 0, so existiert fiir /' (%) kein bestimmter Grenz-

h2 sin 1
wert. Bilden wir dagegen den Ausdruck 1) ; Ho_ . =h’sin%,
so erkennen wir sofort, daB er bei abnehmendem % gegen Null strebt.
Es existiert also die Ableitung fiir ¥ =0, und zwar ist f (0) = 0.
Um dieses paradoxe Verhalten anschaulich zu erfassen, stellen wir die
Kurve graphisch dar (vgl. Fig. 73). Sie pendelt zwischen den beiden
Kurven y = x% und ¥ = — %2 hin und her, die sie abwechselnd be-

rilhrt. Dabei wird zwar die Hohe der Wellenberge unserer Kurve
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im Verhiltnis zu ihrem Abstand vom Nullpunkt immer kleiner; aber
sie werden trotzdem dabei nicht flacher, sondern ihre durch den Diffe-

. . ’ 1 1 Sy ey s s
rentialquotienten f(x) = 2x sin- — cos - gemessene Steilheit wird in

den Punkten x =—21— (n =1,2,...), wo cosl = 1 ist, gleich —1 und
X

nrw

in den Punkten x = (27}_ ijm gleich + 1

Im Gegensatz zu der hier geschilderten Moglichkeit einer zwar {iber-
all existierenden, aber nicht iiberall stetigen Ableitung gilt offenbar
der einfache Satz, welcher eine Reihe von fritheren Beispielen und
Uberlegungen beleuchtet: Wenn wir wissen, daB die Ableitung f (%)
iiberall in der Umgebung eines Punktes x = a existiert und stetig ist,
und wenn lim f (¥) =b gilt, dann existiert auch im Punkte x =4

¥ —>a

die Ableitung /' (2), und zwar ist /' (a) = b. Der Beweis folgt sofort aus
dem Mittelwertsatz: Es ist nimlich f(—aii;—_- @) =/(&, wo & ein

Zwischenwert zwischen @ und a -+ % ist. Strebt nun # — 0, so strebt
n